Arbeitsblatt 1 zur Ausgleichsrechnung





�





Die Abmessungen des in der nebenstehenden Figur abgebildeten Wohnraumes sind offensichtlich falsch angegeben. (Warum?)


Vervollständige das folgende Gleichungssystem:


� EINBETTEN Equation.2  ���


	














Überlege, warum dieses lineare Gleichungssystem unlösbar ist. 


Ein etwaiger Meßfehler � EINBETTEN Equation.2  ��� läßt sich als Differenz der tatsächlichen Länge x und dem gemessenen Wert 0,2 mit  � EINBETTEN Equation.2  ��� =                        berechnen. Analoges gilt für � EINBETTEN Equation.2  ��� und � EINBETTEN Equation.2  ���. Wir können daher das Gleichungssystem umformen zu:


� EINBETTEN Equation.2  ���








				in vektorieller Schreibweise:














Können wir Werte für � EINBETTEN Equation.2  ��� so angeben, daß einerseits das Gleichungssystem lösbar, andererseits der Vektor r = (� EINBETTEN Equation.2  ���) der Meßfehler minimal wird?


Versuche solche Gleichungssystem mit frei gewählten Werten � EINBETTEN Equation.2  ��� aufzustellen und zu lösen:


a)						b)























Wie groß sind jeweils die Meßfehler � EINBETTEN Equation.2  ���?   		a)			b)


Überlege, was es bedeutet, die Meßfehler zu minimieren. Welche Möglichkeiten fallen dir ein:
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Wenn wir die vektorielle Darstellung der linearen Gleichungssysteme betrachten, so können wir den Vektor r als Differenz der Vektoren d =                     und c anschreiben. 


Warum liegt d in der von a und b aufgespannten Ebene?


Was bedeutet nun ein minimaler Vektor r ?
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Eine geometrische Interpretation


der Ausgleichsrechnung











			         x         =  0,2


		      	               y   =  0,4				


			         x + y   =  0,9





Berücksichtige � EINBETTEN Equation.2  ���, � EINBETTEN Equation.2  ���, � EINBETTEN Equation.2  ��� und erhalte die Fehlergleichungen





		 	      x      - 0,2 = � EINBETTEN Equation.2  ���


		      	           y - 0,4 = � EINBETTEN Equation.2  ���


		             x + y - 0,9 = � EINBETTEN Equation.2  ���





Minimale Residuen:


a) die Summe der Beträge der Residuen


b) der Betrag des größten auftretenden Meßfehlers


c) die Summe der Quadrate der Meßfehler sei minimal.








Geometrische Interpretation:





� EINBETTEN Equation.2  ���	      a.x + b.y - c = r


�



Numerische Lösung:





r normal a, also r.a = 0


r normal b, also r.b = 0





Anwenden auf die Aufgabe





0 = r.a = � EINBETTEN Equation.2  ���





0 = r.b = � EINBETTEN Equation.2  ���     





liefert lineares Gleichungssystem in x und y:





			� EINBETTEN Equation.2  ���		





mit den Lösungen �EINBETTEN Equation.2��� = 0,3 und �EINBETTEN Equation.2��� = 0,5.
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Methode des kleinsten maximalen Fehlers





Der größte auftretende Meßfehler soll minimal werden.





Geometrisch interpretiert bedeutet dies, jenen Punkt L der Ebene OAB zu finden, für den gilt: der Betrag der größten auftretenden Koor�dinaten�differenz � EINBETTEN Equation.2  ���, � EINBETTEN Equation.2  ��� und � EINBETTEN Equation.2  ��� ist minimal. 








Minimum im Sinne der Maximumnorm || x || := max(|� EINBETTEN Equation.2  ���|, |� EINBETTEN Equation.2  ���|, |� EINBETTEN Equation.2  ���|)


Ausgleichung nach TSCHEBYSCHEFF.








Ebene Situation:


Suche jenen Punkt L der Geraden g, für den gilt:


der Betrag der größten auftretenden Koor�dinaten�differenz � EINBETTEN Equation.2  ��� und � EINBETTEN Equation.2  ��� ist minimal. �






Methode der kleinsten Meßfehlersumme





Summe der Beträge der auftretenden Meßfehler minimal





Geometrische Interpretation: 


Suche jene(n) Punkt(e) L der Ebene OAB für den (die)


			� EINBETTEN Equation.2  ���  + � EINBETTEN Equation.2  ���  +  � EINBETTEN Equation.2  ���


minimal wird. 





Ebene Situation:


Suche jene(n) Punkt(e) L der Geraden g für den (die)


			� EINBETTEN Equation.2  ���  + � EINBETTEN Equation.2  ���  


minimal wird. 


�
Normen und Messen





Drei gleichwertige Problemstellungen - kürzester Vektor im Sinne einer Norm





„Visualisierung“ der Normen:





� EINBETTEN Equation.2  ���





� EINBETTEN Equation.2  ���
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� EINBETTEN Equation.2  ���











Folgerung:


Im Sinne der � EINBETTEN Equation.2  ���- Norm und der Maximumsnorm � EINBETTEN Equation.2  ��� können durchaus mehrere Lösungen möglich sein.


�



Ausblick:


* 	Die geometrische Fragestellung „Gerade, welche möglichst nahe an drei (n) Punkten vorbeiführt“ liefert ein nichtlineares Ausgleichsproblem (geometrische Interpretation ?)


*	n Messungen � EINBETTEN Equation.2  ���eines Geradenstücks x ergibt:


	� EINBETTEN Equation.2  ���


* Lage des Schwerpunkts S der Datenpunkte � EINBETTEN Equation.2  ��� 
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