Aktivitaten mit Polyedern Andreas ASPERL

Aktivitaten mit POLYEDERN

A) Klassische Polyederaufgaben mit CAD2D
(Wir betrachten Polyeder als Festkorper, also nicht nur deren Oberflachen)

1) Wiirfelaufgaben:
Wir laden die Datei WUERFEL (oder ORIGINAL) und versuchen folgende Aufgaben zu
|6sen:

a) Die von einem Eckpunkt A ausgehenden Flachendiagonalen eines Wiirfels bilden
drei Seitenkanten eines (dem Wrfel eingeschriebenen) Tetraeders; aus allen Flachendiago-
nalen des Wirfels lassen sich daher zwel (um 90° verdrehte) Tetraeder bilden; die Vereini-
gungsmenge dieser beiden Polyeder bildet die Stella octangula, der Durchschnitt der beiden
Objekte ergibt ein Oktaeder.

b) Verbindet man die Mittel punkte benachbarter Seitenflachen eines Wiirfels, so erhélt
man die Kanten eines Oktaeders.

c¢) Verbindet man die Mittel punkte benachbarter Seitenkanten eines Wirfels, so erhalt
man die Kanten eines Kuboktaeders.

d) Setzt man einem Wrfel quadratische Pyramiden (Basisflache ist die Seitenfléche
eines Wrfels, Hohe gleich der Seitenkantenlange des Wrfels) auf, so erhdt man das
Rhombendodekaeder.

Beachte: Je zwei Seitenflachen benachbarter Pyramiden liegen in einer Ebene.

2) Tetraeder aufgaben:
Wir verwenden ein Teilergebnis der Aufgabe 1a) Tetraeder im Wiirfel:

a) Verbindet man die Mittel punkte benachbarter Seitenflachen eines Tetraeders, so
erhdlt man die Kanten eines Tetraeders. (Dualitét)

b) Verbindet man die Mittel punkte benachbarter Seitenkanten eines Tetraeders, so
erhadlt man die Kanten eines Oktaeders.

¢) Setzt man einem Tetraeder regelméliige dreiseitige Pyramiden (Basisflache ist die

Seitenflache des Tetraeders, Hoéhe h = y \/6) auf, so erhalt man einen Wurfel (Analogon zur
Aufgabe 1d).

3) Aufgaben zu Oktaeder, Dodekaeder und I kosaeder:

a) Dalkosaeder und Dodekaeder bzw. Oktaeder und Wrfel zueinander dual sind, gilt
jewelils: Die Verbindungskanten der Mittel punkte benachbarter Seitenfléchen eines
Dodekaeders (Ikosaeders, Oktaeders) liegen auf einem Ikosaeder (Dodekaeder, Wiirfel).

b) Welches Objekt entsteht, wenn man benachbarte Seitenkantenmittel punkte eines
Oktaeders miteinander verbindet? (K uboktaeder; daher auch der Name!)

¢) Welches Objekt entsteht, wenn man benachbarte Seitenkantenmittel punkte eines
Dodekaeders (1kosaeders) miteinander verbindet?

Wir ermitteln durch Uberlegen:

DODEKAEDER: es entstehen zw6lf 5-Ecke (in den Seitenflachen) und zwanzig 3-

Ecke (abgeschnittene Ecken) ----> Name ?

IKOSAEDER: es entstehen zwanzig 3-Ecke (in den Seitenflachen) und zwolf 5-Ecke

(abgeschnittene Ecken) ----> Name ?

Wie erwartet entsteht derselbe Kérper, namlich das |kosidodekaeder (vgl. Kuboktaeder).

B) Klassische Polyeder aufgaben mit CAD3D
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Obwohl die nun folgenden Beispiele und Aufgaben zu den bereits behandelten &nlich (wenn
nicht identisch) sind, ist doch der Zugang zur Ldsung der Aufgaben ein vollig anderer.

1) TETRAEDER:

Die Erzeugung eines Tetraeders mit 3D-Paketen kann auf zwei unterschiedliche Arten
erfolgen; je nach Aufgabenstellung entwerfen wir ein Tetraeder

*) alsrm. dreiseitige Pyramide mit gleichen Seitenkantenlange oder

**) wir schneiden das Tetraeder aus einem Wirfel aus (ganzzahlige Eckpunktskoordinaten!)

a) Berechne In- und Umkugelradius, Volumen und Oberfléche eines Tetraeders und
konstruiere die Inkugel. (Kontrolle tber ,, Seitenrif3*)

b) Konstruiere die Stella octangula als Vereinigung bzw. das Oktaeder as Durch-
schnitt zweier nach **) konstruierter Tetraeder.

2) OKTAEDER:
Ein Oktaeder wird aus zwei kongruenten quadratischen Pyramiden (Spiegelung) zusammen-
gesetzt.

a) Berechne In- und Umkugelradius, VVolumen und Oberflache eines Oktaeders und
konstruiere die Inkugel. (Kontrolle tber ,, Seitenrif3*)

3) WUERFEL:
Die mit dem CAD2D-Paket konstruierten Aufgaben kdnnen jetzt wesentlich eleganter unter
Ausnutzung der Mentpunkte Durchsdgen und L dschen gel 6st werden.

a) Setze quadratische Pyramiden auf die Seitenflachen des Wiirfels, so dal3 die Eck-
punkte des Pyramidenbasi squadrates die Seitenkantenmitten des Wiirfels sind: die Hohe der
Pyramide betrage die halbe Seitenkantenldnge a des Ausgangswiirfels; es entsteht das
Octaedron elevatum
Wir erkennen: Das Octaedron elevatum kann als Vereinigungsmenge eines Oktaeders und
eines Wrfels erzeugt werden; der Durchschnitt dieser Objekte ergibt ein Kuboktaeder.
Damit haben wir eine einfache Erzeugung eines Kuboktaeder als Durchschnitt von Oktaeder

(Kantenlange b = a2 ) und Wrfel (Kantenléange a) gefunden.
(Hinweis: Wir werden spéter einige archimedische Polyeder als Durchschnittsmengen
platonischer Korper erzeugen)

b) Wir erzeugen ein Rhombendodekaeder auf analoge Weise ( Aufsetzen
quadratischer Pyramiden) und berechnen In- und Umkugelradius (Beweis der Nichtexistenz),
Volumen und Oberfléche.

4) DODEK AEDER:
Wir gehen analog zur Aufgabe 3a) vor und erzeugen das zu Stella octangula und Octaedron
elevatum anal oge Gebilde:

a) Setze auf die Seitenfléchen des Pentagondodekaeders rm. 5-seitige Pyramiden,

deren Eckpunkte die Seitenkantenmittel punkte des Dodekaeders sind; die Hohe betragt (vgl.
Skizze):
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h=r* tanJ:E*cotﬁ* tano
2 2

mit folgenden Bezeichnungen:

r... Inkreisradius eines Seitenpolygons
B... Zentriwinkel des Seitenpolygons
0... Neigungswinkel der Pyramidenkanten

wobei

360°
p==2"

(n... Anzahl der Ecken des Polygons
o ... Flachenwinkel des Polyeders)

und S= 900—% gilt.

Fir unser Oktaederbeispiel ergibt dies:
h =a/2* cot 36° * tan (31,72°) = a* 0,42536.

Einfacher kbnnen wir das Objekt al's Vereinigungsmenge eines | kosaeders mit der Seitenlénge

= h = a (hier also rund a*1,6177) und eines Dodekaeders (Seitenlange
2*sino B
'[anE coso
a) erzeugen:

Fir a =40 erhalten wir b = 64,70917

Achtung: Fehler bei CAD3D (Version 2.5): Kantenldnge 40 beim Dodekaeder ergibt eine tatsichliche Kantenldnge von 51,575 ---------- >
Streckung mit Faktor 0,77556 notwendig . In der neuen Version bereits verbessert - welch Serviceleistung!

Ein wenig Hintergrundinformation:
Die hergeleiteten Formeln kénnen fiir alle Platonischen Kérper verwendet werden; wir
erhalten allerdings keine neuen Objekte. Die Stella octangula, das Octaedron el evatum und
das aus I kosaeder und Dodekaeder bestehende Gebilde entstehen jewells durch Vereinigung
reziproker Polyeder. Reziproke Polyeder wiederum entstehen durch Polarisierung an der
jeweiligen Kanteninkugel. Dabei werden aus den Seitenflachen Eckpunkte und aus den
Kantenwinkel werden Flachenwinkel; einander entsprechende Kanten stehen zueinander
normal.
Zur Erinnerung: Polarisiert man ein Platonisches Polyeder an seiner Inkugel so liegen die
Ecken des neuen (dualen) Polyeders jeweilsin den Mitten der Seitenflachen des Ausgangs-
korpers, umgekehrt liegen bei Polarisierung an der Umkugel die Ecken des alten Polyedersin
den Seitenfldchenmittel punkten des entstehenden Polyeders (vgl. vorangegangene Ubungen,
Arbeitsblétter Manfred DOPLER).

b) Bildet man jeweils den Durchschnitt reziproker Polyeder so erhdlt man
aus dem Tetraederpaar ein Oktaeder
aus dem Wrfel-Oktaederpaar ein Kuboktaeder und
aus dem Dodekaeder-1kosaederpaaar ein 1kosidodekaeder.

c) Verbindet man jeweils die ,, Spitzen® dieser reziproker Polyederpaare (dies ent-
spricht dem Aufsetzen geeigneter Pyramiden, deren Basisfl&chen die Seitenflachen des
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jeweiligen Ausgangspolyeders sind - vgl. Aufgaben Alaund 3b), so erhdlt man Polyeder mit
kongruenten rhombischen Seitenflachen. Dies sind

ein dem Tetraederpaar umschriebene Wiirfel

ein dem Wiirfel-Oktaederpaar umschriebener Rhombendodekaeder und

ein dem Dodekaeder-1kosaederpaar umschriebener rhombischer Triakontaeder.

d) Wir betrachten jene Sternpolyeder, die beim Einschreiben der Platonischen Korper
in ein Dodekaeder entstehen:
10 Tetraeder oder 5 Wiirfel, deren Ecken mit denen des Dodekaeders zusammenfallen bzw.
5 Oktaeder, deren Ecken den Kantenmittel punkten des Dodekaeders entsprechen bilden al's
V ereinigungsmengen hibsche Sternpolyeder, deren Konstruktion die Schulung der Raumvor-
stellung unterstiitzt.

5) Weitere Einsatzmoglichkeiten:

a) Berechne Kanten- und Flachenwinkel trigonometrisch (Kontrolle durch Messung)

b) Einpassen der Platonischen Korper in ein geeignetes Koordinatensystem - vektorielles
Berechnen der Kanten- und Flachenwinkel.

c) Basteln (vgl. Netze auf Diskette)

Name F [Polygone | K | E Oberflache Volumen
Tetraeder 4 |Dreiecke | 6 | 4 J3a? Q 2
12
Wiirfel 6 |Quadrate | 12| 8 6a> a
Oktaeder 8 |Dreiecke | 12| 6 2428’ 24/3a°
Dodekaeder | 12 |Funfecke | 30 | 20 55+ 25) a2 | 15+ 7./5 .
7
| kosaeder 20 |Dreiecke | 30 | 12 5/3a2 5(3++/5) .
12
Name Umkugelradius | Inkugelradius | cosa. o
Tetraeder J6 J6 1 70°31'44"
4 12 3
Wiirfel J3 1 0 90°
X224 —a
2 2
Oktaeder V2 J6 1 109°28'16"’
—_ a —_ -
2 6 3
Dodekaeder | 3(1+v5) | | 1 [50+2245 | _+5 | 11673354
4 4 5 ° 5
Ikosaeder V2(5++/5) 4 | 1(7+35 J5 | 138°11'23”
NeWTNY) e a | ——=
4 2 6 3

TIROLY7 - Seite 4



Aktivitaten mit Polyedern Andreas ASPERL

C) Klassische Sternpolyeder mit CAD3D

Verzichtet man bei der Definition regelmaliiger Polyeder auf die Eigenschaft konvex, lal3t
man also auch Polyeder mit kongruenten, nicht konvexen Seitenfléchen zu, so erhadlt man
neben den Platonischen Polyedern noch vier weitere sternformige.

1) Das grofie DODEK AEDER:
Setzt man auf die Seitenflachen eines Dodekaeders regelméaldige
funfseitige Pyramiden so auf, dal’ die Seitenfléachen der Pyramide mit den
zugehorigen des Dodekaeders in einer Ebene liegen, so erhdlt man das
grof3e Dodekaeder. Die Hohen h dieser Pyramiden kénnen mittels
Inkreisradius r des Seitenpolygons und Flachenwinkel o als
h=r*tan(180°-«) berechnet werden.

Es kann gezeigt werden, dal3 beim Dodekaeder h genau doppelt so grof3

wieder Inkreisradiusr ist; esgilt dsoh = 2r.

Geschickte Vorgangswei se zur Erzeugung des grof3en Dodekaeders:
Wir verwenden al's Seitenkantenlange a des Dodekaeders 40mm (Streckungsfaktor !1),
kdnnen so eine entsprechende Pyramide mit der Hohe h=55,0553mm entwerfen und in die
richtige Stellung mittels Snapen verlagern. Durch Drehung um die x-Achse (Drehwinkel
180°) erzeugen wir die ,,untere Pyramide". Spiegeln wir die beiden Pyramiden an einer
geeigneten Diagonal ebene des Dodekaeders, so erhalten wir je eine Pyramide des ,, unteren

bzw. oberen Kranzes*. Diese werden abschlief}end um die z-Achse um je 72° (4x) verdreht.
(h=(5-1)*r =~1,3764* a r ... Inkugelradius des Dodekaeders)

2) Das groRe STERNDODEK AEDER;

Eine analoge Vorgangsweise erlaubt durch Aufsetzen geeigneter dreiseitiger Pyramiden auf
die Seitenfl&chen eines I kosaeders eine einfache Konstruktion des groféen Sternpolyeders.
Dazu missen wir uns allerdings die Struktur des Ikosaeders etwas genauer ansehen:

*) Die einem Eckpunkt gegentiberliegenden Seitenkanten einer Eckenfigur liegen in einer
Ebene und bilden ein regelméfdiges Finfeck.

*) Die Seitenkanten jeder Dreiecksfacette liegen in je zwei solcher Flinfecksebene.

Jene Flnfecksebenen deren Schnittpunkt aul3erhalb des Ikosaeders liegt, sind Seitenfl&chen
des grof3en Sterndodekaeders.

Wir gehen experimentell vor:

a) Wir entwerfen ein Ikosaeder und schneiden dieses nach drei , richtigen” Flnfecksebenen.
b) Aus einem ausreichend grof3 dimensionierten Quader schneiden wir eine geeignete
Pyramide aus (Durchsagen mit den Fiinfecksebenen) und messen den Abstand der Spitze von
der Dreiecksfacette ab.

¢) Nun koénnen wir in einer neuen Zeichnung ein Ikosaeder und eine dazu passende Pyramide
erzeugen und durch mehrfaches Kopieren und geschicktes Verlagern das Sternpolyeder

konstruieren.
(k=30mm---->h=45346mm bzw.h=2r = 1,5116* a r ... Inkugelradius des | kosaeders)

3) Daskleine STERNDODEK AEDER:

Verwenden wir in obiger Konstruktion die zweite Art von Fiinfecksebenen (hier liegen die
Schnittpunkte jeweils innerhalb des Ikosaeders), so erhédt man die Spitzen bzw. Héhen von
Pyramiden, die vom Ikosaeder ausgenommen werden miissen. Wieder bietet sich ein

analoger, experimenteller Zugang an.
(k= 30mm ----> h = 10,705mm)

4) Das grof3e IKOSAEDER entzieht sich einem ,,elementaren CAD3D-Zugang".
D) Archimedische Polyeder als Durchdringungskor per
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Bel der Aufgabe B4b haben wir ein Kuboktaeder als Durchschnittsmenge geeignet dimen-
sionierter und gelagerter Oktaeder und Wiirfel konstruiert. Auf @hnliche Weise erzeugen wir
nun weitere Archimedische Polyeder und zwar die durch ,, Abschneiden einer Polyederecke"
erzeugbaren abgestumpften Tetraeder, Wirfel, Oktaeder, ...

1) Das abgestumpfte Tetraeder:

Teilt man die Kanten eines Tetraedersin drei gleich lange Strecken und verbindet je zwel
benachbarte (nicht in einer Kante liegende) Teilungspunkte, so erhélt man das abgestumpfte
Tetraeder, dessen Seitenflachen aus gleichseitigen Dreiecken und regel mafdigen Sechsecken
bestehen.

Man kann sich dieses Archimedische Polyeder auch so entstanden denken, dal3 man ein
Tetraeder jeweils mit zu den Seitenfléchen parallelen Ebenen in der Hohe 2/3h schneidet.
Man erkennt leicht (?) (vgl. Kopie), dai’ die neu entstehenden Dreiecksebenen in den
Seitenflachen eines um 90° verdrehten Tetraeders liegen. Dieses grofere Tetraeder entsteht
aus dem urspruinglichen Tetraeder durch Streckung um den Faktor 5/3 (vgl. GR, AR-Skizze).
Bildet man nun den Durchschnitt der beiden Tetraeder, so erhdt man das abgestumpfte
Tetraeder.

2) Der abgestumpfte Wiirfel und das abgestumpfte Oktaeder:
Wir stellen eine Serie von Wiirfel-Oktaederpaaren her, beginnend mit einem dem Wiirfel
eingeschriebenen Oktaeder und endend mit einem dem Oktaeder eingeschriebenen Wrfel:

a) Oktaeder dem Wiirfel eingeschrieben: b = g\/i

b) Oktaeder vergrof3ern: b=0,85a --------- > in den Ecken entstehen Quadrate, in den
Flachen unregelméaldige Sechsecke
Weiteres Vergroliern des Oktaeders fuhrt in den Oktaederseitenflachen auf rm. Sechsecke

c) abgestumpftes Oktaeder: b = gﬁ a

Wir vergrof3ern weiter, bis aus den Sechsecken rm. Dreiecke entstehen:
d) Kuboktaeder: b=+/2 a

Wird das Oktaeder noch groR3er gewdhlt, so verkleinern sich die gleichseitigen Dreiecke in
den Oktaederflachen und aus den Quadraten in den Wrfelflachen werden Achtecke.

€) abgestumpfter Wiirfel: b= §(1+ J2)a

3) Eine ahnliche Serie mit dem Dodekaeder-1kosaederpaar fuhrt auf das abgestumpfte
Ikosaeder, den Ikosidodekaeder und das abgestumpfte Dodekaeder. Damit sind die
elementaren Mdglichkeiten zur Konstruktion Archimedischer Polyeder vorerst erschopft.
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E) Ver mischtes:

POLYEDER BEI M.C. ESCHER
Bild von ESCHER (Polyederhimmel und Wasserfall)
Analysiere und konstruiere einige Polyederanordnungen

ROSCHELWURFEL:
Wirfelecke mit gegentiberliegenden Seitenkantenmitten verbinden ---> es entsteht ein
Polyeder, der der Wiirfelinkugel umschriebenist.
Konstruiere das entstehende Polyeder durch Eckenabschneiden (wegen der 3x8=24
Schnittebenen sehr miihsam und fehleranfallig ---> suche besseren Weg)
Beweise, dal3 der Roschelwirfel eine Inkugel besitzt:
a) heuristisch mit CAD3D (Vermutung)
b) Bewel's sechsseitige Pyramide ---> bessere K onstruktionsmoglichkeit
Anwendung: Mathematik
Analog: fur alle Platonischen Polyeder (Hinweis)

CHEMIEPOL YEDER:
Ermittle alle konvexen Polyeder mit kongruenten Quadraten, rm. Finfecken und rm.
Dreiecken ----- > 7 Objekte (Basteln, Anwendung in der Chemie)
Erzeuge daraus Bilder von Molekilen

QUERSCHNITTE VON POLYEDERN NACH REGELMASSIGEN FIGUREN:
Tetraeder nach Quadrat (Puzzle) (Wieviel Ebenen, Gleichung?)
Wirfel und Oktaeder nach rm. 6-Ecken (Wieviel Ebenen, Gleichung?)

POLYEDERNETZE:
Ermittle alle moglichen Tetraeder-, Wirfel- und Oktaedernetze (Schulung der RV)
Geodétische auf Polyedern (Spinne - Fliege - Aufgaben)
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Ingo Buchholz: ,, Zur vektorgeometrischen Behandlung der reguldren Polyeder”, MU 4-91
Ausfihrliche vektorgeometrische Behandlung der reguléren Polyeder, gut fur den
Mathematikunterricht geeignet.

Peter Hilton, Jean Pedersen: ,,Build your own Polyhedra*, Addison-Wesley, 1994
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Originelle Bastelanleitungen fur verschiedenste Polyeder
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1971, ,, Geometrische Schatzkiste!*

Koji Miyazaki: ,, Polyeder und Kosmos*, Vieweg-Verlag, Braunschwei g/Wiesbaden, 1983
ISBN 3 - 528 - 08590 - 8
Viele ,, mystische® Eigenschaften und Geschichten, bunt illustriert, wenig Theorie .

Kurt Peter Mller: , Kdrperpackungen und Raumvorstellung”, MU 6-83
Kugel packungen und raumfillende Polyeder werden betrachtet, gut lesbar.

Tiberiu Roman: ,,Regulére und halbregulére Polyeder, Verlag Harri Deutsch, Thun -
Frankfurt am Main, 1986, ISBN 3 - 87144 - 983 - 0
Netze fast aller Archimedischer und Dualarchimedischer Korper, Zusammenhange mit
der Kristallographie werden erklart, etliche Ubungsaufgaben

Michael Toepell: ,, Platonische Korper in Antike und Neuzeit*, MU 4-91
Deckt die historische Entwicklung der Polyederforschung und ihr geistiges Umfeld
sehr gut ab, umfangreiche Literaturliste.

WWW-Seiten: http://www.li.net/~george/pavilion.html
http://www.li.net/~george/virtual-polyhedra/vp.html
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