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ELEMENTARER ZUGANG ZU DENTANGENTEN AN DIE EIGENSCHATTENGRENZENKRUMMER FL�ACHENDANIEL LORDICK Lichter und Schattenenth�ullen die Formen.Le Corbusier, 1963:Ausblick auf eineArchitektur, S. 38Der Vortrag befasst sich mit meinem Promotionsthema. Naturgem�a�kann hier nur der prinzipielle L�osungsansatz zur Sprache kommen, wel-cher in der Promotion in seiner konstruktiven Umsetzung vorgef�uhrtwird. Dort werden Dreh-, Schieb- und Schraub�achen bez�uglich derTangenten an ihre Eigenschattengrenzen untersucht und durch Verall-gemeinerungen erg�anzt. ThemenstellungBehandelt man die Eigenschattengrenze einer krummen Fl�ache ihrerDe�nition gem�a� als Ber�uhrkurve, m�undet das Aufsuchen der zugeh�ori-gen Tangenten in eine �achentheoretische Fragestellung, die gleichwohlkonstruktiv gel�ost werden kann. In Unkenntnis dieses Umweges �uberdie konstruktive Di�erentialgeometrie gelang es mir, ausgehend von derEigenschattengrenze des Torus bei Parallelbeleuchtung und durch Ein-satz geeigneter Hilfs�achen, Eigenschattengrenzen als Schnittkurven zubegreifen. Der Vorteil liegt auf der Hand. Denn bei Schnittkurven kanndie gesuchte Tangente als Schnittgerade zweier Tangentialebenen, alsoelementar, konstruiert werden.Punktweise Konstruktion der Eigenschattengrenze einer krummen Fl�a-cheWeil die Eigenschattengrenze e einer krummen Fl�ache � die Ber�uhrkur-ve von Lichtstrahlen ist, gilt: In jedem Punkt P 2 e ist der ber�uhrendeLichtstrahl l Fl�achentangente. Die Tangentialebene � in P enth�alt2000 Mathematics Subject Classi�cation. 51N05.c2001 Institut f�ur Geometrie, TU Wien ISBN 3-902233-00-117



18 DANIEL LORDICK

somit l und die Lichtquelle. Die Eigenschattengrenze kann gefundenwerden, indem man jene Punkte von � aufsucht, deren Tangential-ebenen die Lichtquelle enthalten. Die punktweise Konstruktion derEigenschattengrenze l�asst sich in der Regel vereinfachen, wenn manbeachtet, dass man mit den Tangentialebenen einer Fl�ache auch derenFl�achennormalen beherrscht (Abb. 1). In einem Punkt P 2 e mussdabei die Fl�achennormale n zum ber�uhrenden Lichtstrahl l orthogonalsein.Im Fall der Parallelbeleuchtung macht man sich leicht klar, dassalle Geraden, die zu den Lichtstrahlen orthogonal sind, in zueinanderparallelen Normalebenen der Lichtstrahlen liegen.1 Wir fassen das inSatz 1. Die Eigenschattengrenze einer Fl�ache bei Parallelbeleuchtungist der Ort jener Fl�achenpunkte, in denen die Fl�achennormalen zu ei-ner Normalebene der Lichtstrahlen parallel sind. Von dieser �Uberlegungausgehend untersuchen wir die Eigenschattengrenzen krummer Fl�achennicht als Ber�uhr- sondern als Schnittkurven, indem wir uns speziellerHilfs�achen bedienen.Begleitregel�ache der EigenschattengrenzeDie Schar aller Fl�achennormalen einer Fl�ache � in den Punkten derEigenschattengrenze e von � bildet eine Regel�ache 	, welche � in e(und unter Umst�anden weiteren Kurven) schneidet (Abb. 2). Folglichl�asst sich die Konstruktion von Tangenten an e auf den elementarenSatz st�utzen:1Die Normalen der Lichtstrahlen bei Parallelbeleuchtung erf�ullen folglich einenplanaren Komplex (vgl. [2], S. 5f).



TANGENTEN AN EIGENSCHATTENGRENZEN KRUMMER FL�ACHEN 19Satz 2. Sind in einem Punkt P der Schnittkurve c zweier Fl�achendie Tangentialebenen verschieden, so ist die Tangente von c in P dieSchnittgerade dieser Ebenen.2Mit dem Ziel, eine konstruktiv leicht beherrschbare Regel�ache durche zu erhalten, kann es sinnvoll sein, eine andere als die Normalen�achel�angs e zu betrachten. Das zeigt sich zum Beispiel bei Zentralbeleuch-tung des Torus und bei Schieb�achen. Wir ber�ucksichtigen diese F�alledurch folgende allgemeine Bezeichnung:De�nition 1. Eine durch Geraden erzeugte Hilfs�ache, die eine krum-me Fl�ache l�angs ihrer Eigenschattengrenze schneidet, hei�t Begleitre-gel�ache der Eigenschattengrenze.3.

Eigenschattengrenze des Torus bei ParallelbeleuchtungBegleitregel�ache des Torus bei ParallelbeleuchtungDie Fl�achennormalen eines Torus � in den Punkten der Eigenschatten-grenze e erzeugen eine Regel�ache 	. Sie ist durch folgende Elementefestgelegt: Die Achse a des Torus ist Leitgerade, die Normalebene � derLichtstrahlen Richtebene und der Mittelkreis m0 des Torus Leitkurve.4Wir wollen das schiefe Konoid 	 Begleitregel�ache der Eigenschat-tengrenze des Torus bei Parallelbeleuchtung nennen.2[1], S. 242.3Die Bezeichnung Begleitregel�ache geht auf K. Meirer zur�uck.4Man kann 	 auch als Schnitt der Normalenkongruenz des Torus mit dem plana-ren Komplex der Normalen der Lichtstrahlen au�assen. Eine Normalenkongruenzist die Menge aller Normalen einer Fl�ache und derer Parallel�achen. Das zeigt auch,dass die Gestalt von 	 vom Meridiankreisradius des Torus unabh�angig ist.



20 DANIEL LORDICKDie Begleitregel�ache 	 schneidet den Torus in e rechtwinklig. Diebeiden Zweige von e sind Kurven auf 	 mit der Eigenschaft, dass sievon der Leitkurve m0 jeweils den selben konstanten Abstand haben,der dem Radius des Meridiankreises k von � entspricht. Die Zweigevon e sind demzufolge Parallelkurven von m0 auf 	5 (Abb. 3).Weil die Gestalt von 	 allein durch den Mittelkreis und den Ein-fallswinkel der Lichtstrahlen festgelegt wird, ist es legitim, den Me-ridiankreisradius des Torus im Grenzfall mit null anzunehmen. Diezwei M�antel des Ber�uhrzylinders der Lichtstrahlen an � vereinen sichdann zu einem schiefen Kreiszylinder durch m0. Das zeigt, 	 ist vonder Gestalt einer Normalen�ache eines schiefen Kreiszylinders l�angs ei-nes seiner Kreise. Die Begleitregel�ache ist vierten Grades und siebterSturmscher Art6. Ebenen durch die Doppelerzeugende d von 	 schnei-den 	 nach zueinander projektiven Ellipsen, die sich im Hauptriss alskonzentrische Kreise darstellen (Abb. 4).

Tangenten an die Eigenschattengrenze des Torus mittels der Begleitre-gel�acheWir untersuchen nun imMeridianriss einen Ringtorus �, gegeben durchseinen Hauptmeridian k0 und die Drehachse a, bez�uglich seiner Eigen-schattengrenze e. Es bedeutet keine Einschr�ankung der Aufgabe, wenn5Vgl. [2], S. 56: \Irgend zwei orthogonale Trajektorien der Erzeugenden einerRegel�ache schneiden auf diesen gleiche Strecken ab." Damit kann 	 auch erzeugtwerden, wenn man alle Geraden aufsucht, welche beide Zweige von e orthogonalschneiden.6Vgl. [2], S. 269
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wir die Lichtstrahlen l parallel zur Hauptmeridianebene �0 annehmen(Abb. 5).Aus der Symmetrie der Dreh�achen zu ihren Meridianebenen folgt: DieEigenschattengrenze jeder Dreh�ache ist symmetrisch zu jener Meri-dianebene, welche die Lichtquelle enth�alt. Es ist darum im gew�ahltenMeridianriss ein doppelt �uberdecktes Bild e00 von e zu erwarten, dashei�t jedem Bildpunkt von e00 entsprechen zwei Punkte von e. Dieserspezielle Meridianriss von e ist eine zweiteilige Kurve vierter Ordnung.Fasst man die Eigenschattengrenze e des Torus � als Schnittkurvevon � und der Begleitregel�ache 	 auf, so ist die Tangente t an ein einem Punkt P 2 e die Schnittgerade der entsprechenden Tangen-tialebenen von � und 	. Als zeichentechnisch geschickt erweist sichhierbei, die Vervollst�andigung der Ber�uhrkorrelation zur Bestimmungder Tangentialebene �P von 	 in P direkt in der Tangentialebene �des Torus durchzuf�uhren. Schlie�lich ist die Spur von �P in � zugleichdie gesuchte Tangente an die Eigenschattengrenze.In drei Punkten der Erzeugenden n, der Fl�achennormalen in P , sinddie Tangentialebenen von 	 bekannt: Die Tangentialebene in N =n\a, aufgespannt durch n und die Leitgerade a, ist eine Meridianebenedes Torus und schneidet folglich � in der Meridiantangente tk. Durch



22 DANIEL LORDICKdie Spitze T des Meridiantangentenkegels kann man tk leicht zeichnen.7Die Tangentialebene in M = n \ m0 wird durch n und die Tangentean m0 aufgespannt. Sie ist eine Tangentialebene des Normalenkegels�b im Breitenkreis b von P und ihre Spur in � die Breitenkreistangentetb. Die Tangentialebene �1 (asymptotische Ebene) im Fernpunkt vonn schlie�lich ist parallel zur Richtebene ny. Die Spur s1 von �1 f�alltin der gew�ahlten Aufstellung in den Meridianriss von n.Will man nun die Ber�uhrkorrelation konoidaler Fl�achen anwenden,8so ben�otigt man eine Hilfsgerade g? k s1 in � . Der Zeichenaufwandzur �Ubertragung des TV (P;M;N) nach TV (P ?;M?; N?) auf g? bleibtgering, wenn man g? durch t annimmt. Dann ist T = N? und g? \ tb =M?. Der Strahlenschnittpunkt X 00 = a00 \M 00M?00 ist ein Punkt dergesuchten Tangente t an die Eigenschattengrenze von � in P , weil nachStrahlensatz mit X 2 � als Strahlenschnittpunkt t \ g? = P ?.Lokale Betrachtung eines Punktes der EigenschattengrenzeDie PunkteM und N sind die Hauptkr�ummungsmittelpunkte von � inP und tk und tb die zugeh�origen Kr�ummungstangenten. Weil au�erdemf�ur die lokale Betrachtung der Tangente an die Eigenschattengrenze ein einem Punkt P 2 e unbedeutend ist, ob e durch Zentral- oder Par-allelbeleuchtung entsteht oder welcher Fl�ache die Hauptkr�ummungenin P zugeordnet sind, lautet der allgemein gefasste Satz �uber die Tan-genten an die Eigenschattengrenzen krummer Fl�achen, der sich aus derBetachtung der Begleitregel�ache des Torus ableitet l�asst:Satz 3. In einem Punkt P der Eigenschattengrenze e einer krummenFl�ache schneiden die Tangente t von e und die Kr�ummungstangentent1 und t2 aus jeder in der Tangentialebene von P be�ndlichen und zumber�uhrenden Lichtstrahl in P orthogonalen Geraden g? mit P 62 g?jenes Teilverh�altnis aus, das dem Teilverh�altnis von P und den Haupt-kr�ummungsmittelpunkten K1 und K2 auf der Fl�achennormalen n in Pentspricht: Es ist mit P ? = g? \ t, K?1 = g? \ t2 und K?2 = g? \ t1TV (P;K1; K2) = TV (P ?; K?1 ; K?2).9Schmiegebenen in den Scheitelpunkten der Eigenschattengrenze F�urdie Zeichnung von e00 ist die Angabe der Tangenten in den R�uckkehr-punkten von e00 n�utzlich. Sie fallen in die Bilder der Schmiegebenenvon e in den Scheiteln von e.7Die Tangente an den Hauptmeridian k0 in B =b\k0 (P 2 b) schneidet a in T .8Vgl. [1], S. 3569Man beachte aufmerksam, dass K?1 auf der Kr�ummungstangente von K2 liegtund K?2 auf t1.
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Die Eigenschattengrenze e des Torus hat aufgrund der Symmetrie zu �0eben dort Scheitelpunkte, die sich auf den Torsallinien n0 der Begleit-regel�ache 	 be�nden und sich in der gew�ahlten Aufstellung als R�uck-kehrpunkte R00 des Bildes e00 von e darstellen. Obwohl die Scheiteltan-genten von e projizierend sind, kann man, durch formale10 Ausf�uhrungder Konstruktion f�ur einen allgemeinen Punkt der Eigenschattengren-ze, im R�uckkehrpunkt R eine Tangente konstruieren. Diese stellt imGrenz�ubergang das projizierende Bild der Schmiegebene �R in R dar(Abb. 6).Betrachtet man die Konstruktion n�aher, so erkennt man, dass auf-grund der �Ahnlichkeit der Dreiecke M 000 ; K 00S; K 00 und R00; T 00;M?00, un-abh�angig vom Meridiankreisradius des Torus, �R stets KS enth�alt.Satz 4. Die Schmiegebene im Scheitelpunkt R der Eigenschattengrenzee eines Torus � bei Parallelbeleuchtung enth�alt den Schlagschatten desSchnittpunktes der Fl�achennormalen in R mit der Torusachse11 auf derMittelkreisebene von �.Tangente an die Eigenschattengrenze im Frontalpunkt10Vgl. [4], S. 17011Der Schnittpunkt K ist ein Kuspidalpunkt von 	.



24 DANIEL LORDICKIm gew�ahlten Meridianriss mit l k �0 gestaltet sich die Konstruk-tion der Tangente t an e im Punkt D, dessen Tangentialebene eineHauptebene ist, besonders einfach (Abb. 7):

In D ist die Fl�achennormale projizierend. Die Hauptmeridiannorma-le n0 durch N zeigt das Teilverh�altnis von D mit den zugeh�origenHauptkr�ummungsmittelpunkten M und N durch das kongruente Teil-verh�altnis D0;M0; N an. Die Bilder der Kr�ummungstangenten tk undtb in D fallen mit den Bildern von a und n0 zusammen. Man w�ahlt dieHilfsgerade g? � � so, dass M?00 = g?00 \ t00b = M 000 . Eine Parallele zua00 in D000 schneidet g?00 in D?00, wobei D? 2 �D ein Punkt der gesuchtenTangente t von e in D ist.Das Bild e00 der Eigenschattengrenze hat t00 zur Wendetangente.Schlussfolgerung f�ur die konjugierten Durchmesser von Ellipse und Hy-perbelKonstruiert man die Tangente t an die Eigenschattengrenze e in einemPunkt P 2 e, so erh�alt man die zum ber�uhrenden Lichtstrahl l kon-jugierte Fl�achentangente in P . Die Geraden l und t sind demnach einPaar konjugierter Durchmesser der Indikatrix in P .



TANGENTEN AN EIGENSCHATTENGRENZEN KRUMMER FL�ACHEN 25Entwickelt man aus den Hauptkr�ummungsradien �k und �b in denFrontalpunkten des Torus � die l�angs �Aquator bzw. Kehlkreis oskulie-renden Drehquadriken,12 so erh�alt man f�ur den elliptischen Punkt Peein abgeplattetes Drehellipsoid mit dem Umriss u00e und f�ur den hyper-bolischen Punkt Ph ein einschaliges Drehhyperboloid mit dem Umrissu00h (Abb. 8). Die Ellipse u00e und die Hyperbel u00h haben die Bilder derMeridiankreise von � als Scheitelkr�ummungskreise und sind zu denjeweiligen Indikatrizen in Pe bzw. Ph bez�uglich der Konstanten �b kon-gruent.13

Konstruiert man wie in Abb. 7 die zu einem Lichtstrahl l konjugiertenFl�achentangente te bzw. th in Pe bzw. Ph, f�uhrt das auf folgendenelementarenSatz 5. Die zu einer Durchmessergeraden l konjugierte Durchmesser-gerade einer Ellipse oder Hyperbel schneidet die durch einen Scheitel-kr�ummungsmittelpunkt gelegte Normale zu l in einem Punkt der zu-geh�origen Scheiteltangente.12Vgl. [1], S. 305 und [3]13Die Hauptachsen von u00h bzw. u00h sind die jeweiligen Breitenkreisradien �b unddie Nebenachsen pthetabthetak. M�oglich Konstruktionen f�ur pthetabthetak, sowie(umgekehrt) f�ur die Scheitelkr�ummungskreise aus den Tangentenrechtecken sind inAbb. 8 gestrichelt angegeben.



26 DANIEL LORDICKDieser Satz ist zur Scheitelkr�ummungskreiskonstruktion einer Ellipseaus dem Tangentenrechteck dual, weil die Diagonalen im Rechteck be-kanntlich zueinander konjugierte Durchmesser der Ellipse sind. Ebensosind die Asymptoten einer Hyperbel konjugierte Durchmesser dersel-ben.Normalriss des TorusWir unterwerfen den Torus � einer Normalprojektion mit zur Dreh-achse a geneigter Bildebene und nutzen die Verwandtschaft mit derParallelbeleuchtung zur Gewinnung der Kr�ummungskreise des Umris-ses u000.Die Normalrissebene �3 ist zur Richtebene � der Begleitregel�ache 	parallel. Die Erzeugenden von 	 bilden sich folglich in wahrer Gr�o�eauf �3 ab, und die Bilder der Erzeugenden schneiden das elliptischeBild m0000 des Mittelkreises m0 und den Umriss, der aus zwei Zweigenbesteht, orthogonal.

Die Normalrisse der Erzeugenden sind die gemeinsamen Kurvennorma-len von m0000 und u000 und diese wiederum Parallelkurven. Der Normal-riss u000k der Kontur uk von 	 (entspricht der Eigenschattengrenze von	) ist die H�ullkurve der Normalrisse der Erzeugenden und damit dieEvolute von m0000 und u000. Durch Anwendung der Ber�uhrkorrelation imNormalriss lassen sich, wie in Abb. 9 durchgef�uhrt, die Kr�ummungs-mittelpunkte des Umrisses konstruieren.1414Vgl. [1], S. 269 �uber das Teilverh�altnis auf der Normalen in einem allgemeinenPunkt eines Kegelschnittes, das der Kr�ummungsmittelpunkt und die Schnittpunkteder Normalen mit den Kegelschnittachsen ausschneiden.



TANGENTEN AN EIGENSCHATTENGRENZEN KRUMMER FL�ACHEN 27Eigenschattengrenze des Torus bei ZentralbeleuchtungAnnahme des Lichtpunktes, AufnahmesituationF�ur ein allgemeines und anschauliches Bild der Eigenschattengrenze ewird die punktf�ormige Lichtquelle L so gew�ahlt, dass L weder auf derTorusachse a noch in seinem Inneren noch auf � selbst liegt. Au�er-dem soll die Lage in der Ebene � des Mittelkreises m0 ausgeschlossenwerden. Die Meridianebene �0 = La ist Hauptmeridian eines Meridi-anrisses, in dem sich e als doppelt �uberdecktes Bild e00 zeigt.

Punkte der Eigenschattengrenze des Torus bei Zentralbeleuchtung Zurpunktweisen Konstruktion der Eigenschattengrenze e kann man die denTorus � l�angs seiner Meridiankreise ber�uhrenden Drehzylinder benut-zen (Abb. 10).Die Tangentialebenen in den Eigenschattengrenzen eines Drehzylin-ders schneiden einander in einer zur Drehachse des Ber�uhrzylindersparallelen Geraden l? durch den Lichtpunkt L. Wenn L auf l? wandert,erh�alt man stets dieselben Eigenschattengrenzen des Drehzylinders.Wir betrachten nun einen Meridiankreis k von �. Die Schnittgeradel? der Tangentialebenen in den Punkten P1;2 der Eigenschattengrenzee auf k ist parallel zur Meridiankreisachse von k und l? folglich or-thogonal zur Meridianebene �k von k. Die Ber�uhrungspunkte P1;2 derTangentialebenen durch l? (tau1;2) lassen sich am einfachsten konstruie-ren, wenn man den Ersatzlichtpunkt L? in �k benutzt. Das Verfahren



28 DANIEL LORDICKist zeichnerisch bequem, weil alle Ersatzlichtpunkte L? f�ur die Meri-dianebenen von � auf einem Kreis k? (Kreis der Ersatzlichtpunkte)liegen, dessen Durchmesser der Abstand von l zu a ist.15

Jedem Ersatzlichtpunkt L? einer Meridianebene �k sind zwei Meridi-ankreise und somit vier Punkte von e zugeordnet. Abb. 11 zeigt dieKonstruktion der Punkte P1�4 von e eines Meridians. Der Ersatz-lichtpunkt L? wird nach (L?) in die Hauptebene �0 gedreht und dieBer�uhrungspunkte der Tangenten aus (L?) an die Hauptmeridiankrei-se k0 sind Punkte der Breitenkreise b1�4 von P1�4.Zur Ermittlung der Ber�uhrungspunkte k�onnen Thaleskreise kT ver-wendet werden, deren Durchmesser die Lote aus dem Ersatzlichtpunktauf m0 sind.15Dies ist der Fall, weil alle L? auf in Parallelebene zur Ebene � mit m0 � philiegen (l? k t0) und alle \LL?A, mit A als Fu�punkt des Lotes auf a durch L,orthogonal sind (Thalessatz).
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Begleitregel�ache des Torus bei ZentralbeleuchtungZur Gewinnung einer Begleitregel�ache der Eigenschattengrenze desTorus � bei Zentralbeleuchtung werden wir uns nicht der Fl�achennor-malen von � bedienen. Vielmehr nutzen wir, dass in jedem Meridi-ankreis k von � die Punkte P1; P2 von e auf der Polaren des Ersatz-lichtpunktes L? bez�uglich k liegen. Diese Polaren bilden eine Begleit-regel�ache 	, die durch folgende Elemente bestimmt ist (Abb. 12):Leitgerade ist die Drehachse a des Torus, Leitkreis ist ein Kreis mp,der aus m0 durch Verschiebung parallel zu a hervorgeht. Au�erdemschneiden sich je zwei Erzeugende in einer elliptischen Doppelkurve q0,deren Hauptriss zum Kreis k? der Ersatzlichtpunkte kongruent ist. DieGestalt von 	 wird durch die Lage des Lichtpunktes L zum Mittel-kreis m0 und die Gr�o�e von m0 bestimmt. Die Lage von 	 variiertjedoch parallel zu a f�ur Tori mit verschiedenen Meridiankreisradien.



30 DANIEL LORDICKL�asst man den Radius von � verschwinden, f�allt der Polkreis mp mitm0 zusammen und man gelangt zuSatz 6. Die Begleitregel�ache eines Torus bei Zentralbeleuchtung hatdie Gestalt der Normalen�ache des Lichtkegels durch den Mittelkreism0 l�angs m0. Die Fl�ache � entspricht also der Normalen�ache einerQuadrik l�angs eines Kreises derselben und ist von viertem Grad undf�unfter Sturmscher Art. Literatur[1] Brauner H.: Lehrbuch der Konstruktiven Geometrie, Springer-Verlag, Wien,New York 1986.[2] M�uller, E., Krames, J. L.: Vorlesungen �uber Darstellende Geometrie, BandIII, Konstruktive Behandlung der Regel�achen, Deuticke, Leipzig, Wien 1931.[3] Stachel, H.: Zum Umriss der Dreh�achen, Anz. �Osterreich. Akad. Wiss.Math.-Natur. Kl. 109 (1972), 236{243.[4] Wunderlich, W.: Darstellende Geometrie I und II, BI-Wissenschaftsverlag,Mannheim 1966/67.Daniel LordickZionskirchstra�e 33D-10119 Berlinemail: Lordnfdc@mailszrz.zrz.tu-berlin.de


