
Proceedings 25. S�uddt. Di�erentialgeometrie-Kolloquium pp. 1{7
�UBER DIE L�OSBARKEIT NICHTPARAMETRISCHERFAIRINGPROBLEMEULRICH REIFZusammenfassung. Sei s der Graph einer Funktion s : 
 ! R�uber dem beschr�ankten Gebiet 
 � R2 . Die G�ute von s kanndurch Funktionale gemessen werden, die von den Hauptkr�ummun-gen �1; �2 und dem Fl�acheninhalt a von s abh�angen. Wir be-trachten hier genauer Funktionale vom Typ F ;p(s) := R
(�21 +�22)pn d�+ (a), wobei  eine nichtnegative unterhalbstetige Funk-tion ist, n := (1 + krsk2)1=2 und 1 < p < 1. Wir zeigen, dasses f�ur eine gegebene Referenz�ache s0 2 H1;1(
) und eine be-liebige Konstante M > 0 eine Funktion s gibt, die F ;p auf derMenge fs 2 H2;2p(
) : ks � s0k1;1 � Mg minimiert. Die Mengeder zul�assigen Funktionen kann dar�uber hinaus auch durch weite-re Nebenbedingungen eingeschr�ankt weren. Insbesondere kann dieInterpolation von Punkt- und Gradientendaten gefordert werden.1. EinleitungDie �asthetische Qualit�at einer Freiform�ache ist ein Begri�, der sicheinem Menschen intuitiv erschlie�t. Jedoch ist es eine nichttrivialeAufgabe, diese Eigenschaft in die Sprache der Mathematik zu �uberset-zen.Geeignete Konzepte basieren auf geometrischen Invarianten, und ins-besondere auf den Kr�ummungen der Fl�ache. F�ur eine gegebene Fl�aches mit Hauptkr�ummungen �1; �2 ist beispielsweise dieWillmore-Energie[4, 3, 2] FW(s) := Zs(�1 + �2)2 d�(s) (1)ein geometrisch sinnvolles Funktional, wobei �(s) das Fl�achenma� aufs bezeichnet. �Uber den Satz von Gauss-Bonnet ist damit die totaleKr�ummung FT := Zs(�21 + �22) d�(s) (2)2000 Mathematics Subject Classi�cation. 49J10, 65D10, 65D17.c2001 Institut f�ur Geometrie, TU Wien ISBN 3-902233-00-11



2 ULRICH REIFeng verkn�upft. Sie dient als Prototyp f�ur die Klasse der hier betrach-teten Funktionale.In diesem Report beweisen wir einen Existenzsatz f�ur das Fairing-problem, wie es sich in zahlreichen Anwendungen stellt: Die Aufgabebesteht darin, zu einer gegebenen Referenz�ache s0 eine nahegelege-ne Fl�ache s� mit optimierter Glattheit zu �nden. Wir beschr�ankenuns hier auf Fl�achen in nichtparametrischer Form, d.h. auf Fl�achen,die Graphen reellwertiger Funktionen �uber einem beschr�ankten Gebiet
 � R2 sind.Die vorliegende Arbeit stellt eine Zusammenfassung der in [1] vorge-stellten Ergebnisse dar. 2. DefinitionenSei 
 � R2 ein o�enes, beschr�anktes Gebiet mit Lipschitzrand und� das Lebesguema� auf 
. Die Normen der Funktionenr�aume Lp(
)und Hn;p(
) werden mit k � kp und k � kn;p bezeichnet. Im Folgendenidenti�zieren wir eine Funktion s : 
! R mit der durch ihren Graphende�nierten Fl�ache. F�ur eine hinreichend glatte Funktion s bezeichnenwir die Hauptkr�ummgen mit �1; �2 und den Fl�acheninhalt mit a(s).Ferner sei n := (1 + krsk2)1=2.Wir beginnnen mit der De�nition einer Klasse von Glattheitsfunk-tionalen, die die totale Kr�ummung verallgemeinern.De�nition 2.1. Sei  : R+ ! R+0 unterhalbstetig und 1 < p < 1.Dann ist das Glattheitsfunktional F ;p : H2;2p(
)! R+0 de�niert durchF ;p(s) = Z
(�21 + �22)pn d�+  (a(s)): (3)Nebenbedingungen k�onnen mittels einer stetigen Funktion� : H2;2p(
)! R (4)beschrieben werden, indem man den Raum der zul�assigen Funktionenauf die Menge S� := fs 2 H2;2p(
) : �(s) = 0g (5)einschr�ankt.F�ur die Referenz�ache setzen wir s0 2 H1;1(
) voraus. Zus�atzlichzu den oben genannten Nebenbedingungen schr�anken wir den Raumder zul�assigen Funktionen ein aufSMs0 := fs 2 H2;2p(
) : ks� s0k1;1 �Mg; M 2 R+ : (6)



�UBER DIE L�OSBARKEIT NICHTPARAMETRISCHER FAIRINGPROBLEME 33. Eigenschaften des FunktionalsWir beginnen mit einer expliziten Formel f�ur F ;p. Bezeichnen g undh die erste bzw. zweite Fundamentalform von s, dann sind die Haupt-kr�ummungen �1; �2 die Eigenwerte von hg�1. Also ist�21 + �22 = �trace(hg�1)�2 � 2 det(hg�1): (7)Dieser Ausdruck ist eine Bilinearform in den zweiten partiellen Ablei-tungen Æ := [sxx; sxy; syy]T von s, da h linear von Æ abh�angt. Mit denAbk�urzungen s1 := 1 + s2x; s2 := 1 + s2y; s3 := sxsy (8)und der MatrixQ := n�6+1=p 24 s22 �2s2s3 s23�2s2s3 2n2 + 4s23 �2s1s3s23 �2s1s3 s21 35 : (9)erhalten wir f�ur den Integranden�p(Æ; Q) := hÆ; QÆip = (�21 + �22)pn: (10)Im Rest dieses Abschnitts geben wir Absch�atzungen f�ur �p und dasFunktional F0;p(s) = Z
�p(Æ; Q) d� (11)an.Lemma 3.1. Alle Eigenwerte von Q liegen im Intervall [1=(2n6); 5],also kÆk2=(2n6) � hÆ; QÆi � 5kÆk2; (12)wobei k � k die Euklidische Norm in R3 bezeichnet.Beweis. Q ist positiv semide�nit, da hÆ; QÆi = (�21 + �22)n1=p � 0. DieBetr�age der Eigenwerte werden durch die Zeilensummennorm k � kRvon Q und Q�1 abgesch�atzt. Mit n2 � maxf1; s1; s2; 2js3jg erh�alt mankQkR � 5n�2+1=p � 5. Die Inverse von Q istQ�1 = n2�1=p 24 s21 s1s3 s23s1s3 n2=2 + s23 s2s3s23 s2s3 s22 35 (13)und �ahnliche Absch�atzungen liefern kQ�1kR � 2n6�1=p � 2n6. �Lemma 3.2. Die Funktion �p ist konvex im ersten Argument, d.h.,�p(Æ0; Q)� �p(Æ; Q) � DÆ�p(Æ; Q)(Æ0 � Æ) (14)f�ur alle Æ; Æ0 2 R3 .



4 ULRICH REIFBeweis. Nach dem Satz von Taylor gen�ugt es zu zeigen, dass die zweiteAbleitung D2Æ�p von �p nach dem ersten Argument �uberall positivsemide�nit ist. F�ur beliebige Æ;� 2 R3 erhalten wirD2Æ�p(Æ; Q)(�;�) =2phÆ; QÆip�2�2(p� 1)hÆ; Q�i2 + hÆ; QÆih�; Q�i� � 0; (15)da Q nach Lemma 3.1 positiv de�nit ist. �Lemma 3.3. Seien Q;Q0 zwei Matrizen gem�a� (9) und Cp := 10p�1p.Dann gilt j�p(Æ; Q)� �p(Æ; Q0)j � CpkÆk2p kQ�Q0kR: (16)Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus der Absch�atzungjxp � ypj � p(x+ y)p�1 jx� yj; x; y 2 R+0 (17)und kQ+Q0kR � kQkR + kQ0kR � 10. �Lemma 3.4. Es gibt Konstanten C0; C1 2 R+ , so dass f�ur alle s 2H2;2p(
) gilt C0(1 + ksk21;1)�3pkÆk2p2p � F0;p(s) � C1kÆk2p2p: (18)Beweis. Aufgrund der �Aquivalenz von Normen in R3 gibt es Konstan-ten C 00; C 01 2 R+ mitC 00kÆk2p2p � Z
 kÆk2p d� � C 01kÆk2p2p: (19)Die Funktion n ist beschr�ankt durch knk1 � (1 + ksk21;1)1=2, also istgem�a� Lemma 3.12�p(1 + ksk21;1)�3pkÆk2p � �p(Æ; Q) � 5pkÆk2p: (20)Die Integration dieser Ungleichung f�uhrt nach Anwendung von (19) aufdie Behauptung. �4. Ein ExistenzsatzTheorem 4.1. Sei 
 � R2 ein o�enes, beschr�anktes Gebiet mit Lip-schitzrand,  eine nichtnegative unterhalbstetige Funktion und 1 < p <1. Ferner sei s0 2 H1;1(
) ein Referenz�ache, M 2 R+ eine Kon-stante und � : H2;2p(
) ! R eine stetige Funktion. Dann besitzt dasVariationsproblemF ;p(s)! min; ks� s0k1;1 �M; �(s) = 0 (21)eine L�osung s� in H2;2p(
), falls die Menge der zul�assigen Funktionennicht leer ist.



�UBER DIE L�OSBARKEIT NICHTPARAMETRISCHER FAIRINGPROBLEME 5Beweis. Die Menge der zul�assigen FunktionenS := S� \ SMs0 = fs 2 H2;2p(
) : �(s) = 0 ^ ks� s0k1;1 �Mg (22)ist abgeschlossen, da � und k � k1;1 stetig sind. Falls S leer ist, istnichts zu zeigen. Anderenfalls giltFinf := infs2S F ;p(s) 2 R+0 ; (23)da F ;p nichtnegativ ist. Sei fsj 2 S : j 2 Ng eine minimierende Folgein S, limj!1F ;p(sj) = Finf : (24)Wegen ks�s0k1;1 �M ist die Folge fsjg in H1;1(
) beschr�ankt durchksjk1;1 �M + ks0k1;1: (25)Damit gilt(1 + ksjk21;1)�3p � �1 + (M + ks0k1;1)2��3p =: C2: (26)Die konvergente Folge fF ;p(sj)g ist beschr�ankt, Fsup := supj F ;p(sj) 2R+0 . Nun erhalten wir mit Lemma 3.4Fsup � F ;p(sj) � F0;p(sj) � C0(1 + ksjk21;1)�3pkÆjk2p2p � C0C2kÆjk2p2p:(27)Also ist kÆjk2p2p � FsupC�10 C�12 : (28)Die letzte Absch�atzung und (25) implizieren, dass die Folge fsjg inH2;2p(
) beschr�ankt ist. Aufgrund der Reexivit�at dieses Raums exis-tiert eine schwach konvergente Teilfolge, die wir wieder mit fsjg be-zeichnen, sj * s� schwach in H2;2p(
): (29)Da S abgeschlossen ist, erf�ullt der Grenzwert s� die Nebenbedingungen,also s� 2 S. Es bleibt zu zeigen, dass F ;p durch s� minimiert wird,d.h., F ;p(s�) = Finf . Dazu betrachten wir die Di�erenzF ;p(sj)� F ;p(s�) = Z
��p(Æj; Qj)� �p(Æj; Q�)� d�+ Z
��p(Æj; Q�)� �p(Æ�; Q�)� d� (30)+ � (a(sj))�  (a(s�))�



6 ULRICH REIFf�ur j ! 1. Die drei Summanden werden der Reihe nach diskutiert.F�ur den ersten Summanden erhalten wir mit Lemma 3.3 und den Glei-chungen (28), (19)����Z
��p(Æj; Qj)� �p(Æj; Q�)� d����� � Cp Z
 kÆjk2p kQj �Q�kR d�� CpkQj �Q�k1 Z
 kÆjk2p d� (31)� FsupCpC 00C�10 C�12 kQj �Q�k1;wobei die Norm der Matrix als die Summe der Normen ihrer Eintr�agezu verstehen ist. Schwache Konvergenz in H2;2p(
) impliziert starkeKonvergenz in H1;1(
). Also konvergiert kQj �Q�k1 gegen Null undes gilt limj!1Z
��p(Æj; Qj)� �p(Æj; Q�)� d� = 0: (32)F�ur den zweiten Summanden in (30) gilt mit Lemma 3.2Z
��p(Æj; Q�)� �p(Æ�; Q�)� d� � Z
DÆ�p(Æ�; Q�)(Æj � Æ�) d�: (33)Sei q := 2p=(2p� 1). Dann ist DÆ�p(Æ�; Q�) 2 Lq(
), wobei Lq(
) derDualraum von L2p(
) ist. Schwache Konvergenz von fsjg in H2;2p(
)impliziert schwache Konvergenz von fÆjg in L2p(
). Folglich istlimj!1Z
DÆ�p(Æ�; Q�)(Æj � Æ�) d� = 0; (34)und lim infj!1 Z
��p(Æj; Q�)� �p(Æ�; Q�)� d� � 0: (35)F�ur den dritten Summanden in (30) bedingt die starke Konvergenzvon fsjg in H1;1(
) die Konvergenz der Fl�acheninhalte, limj2N a(sj) =a(s�). Da  als unterhalbstetig vorausgesetzt wurde, erhalten wirlim infj!1  (a(sj))�  (a(s�)) = 0: (36)Schlie�lich ergibt sich durch die Kombination von (32), (35), and (36)Finf = lim infj!1 F ;p(sj) � F ;p(s�) � Finf : (37)Also ist F ;p(s�) = Finf und damit s� eine L�osung des Variationspro-blems (21). �
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