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ZUSAMMENFASSUNG

Die Orientierung von Laserscanner-Punktwolken ist einer der ersten Schritte bei der 3D-Digitalisierung realer Objekte.
Unter Orientierung versteht man die Aufgabe, zwei oder mehrere Teilaufnahmen ein und desselben Objektes aus
unterschiedlichen Positionen so zusammenzuführen, dass das gesamte aufgenommene Objekt dargestellt wird. Anstatt
“Orientierung” werden in Fachgebieten außerhalb der Photogrammetrie und Fernerkundung auch oft die Begriffe
“Registrierung” bzw. “Matching” verwendet. Dieser Artikel ist die schriftliche Ausarbeitung eines Vortrags, welcher
vom ersten Autor im Rahmen des Universitätslehrgangs “Laserscanning” des Instituts für Photogrammetrie und Fer-
nerkundung der Technischen Universität Wien am 24. September 2003 gehalten wurde. Es werden die grundlegenden
Orientierungsverfahren von Laserscanner-Punktwolken besprochen.

ABSTRACT

The orientation of laser scanner point clouds is one of the fundamental steps in the process of creating three-dimensional
digital representations of existing objects. Orientationis the task of finding the correct positions of two or more point
clouds (that only partially represent the object) obtainedfrom different viewing positions, such that the full objectin con-
sideration is correctly described. In communities outsideof Photogrammetry and Remote Sensing, instead of ‘orientation’
the terms ‘registration’ or ‘matching’ are used to describethe same task. This article is an exposition of a talk given by
the first author at the continuing education ‘Laserscanning’ of the Institute of Photogrammetry and Remote Sensing of
the Vienna University of Technology on September 24th, 2003. The article gives an overview of fundamental orientation
methods for laser scanner point clouds.

1 EINLEITUNG

Die vollsẗandige Digitalisierung eines dreidimensionalen
Objektes erfordert im Allgemeinen mehrere Aufnahmen
von verschiedenen Seiten. Um dies zu bewerkstelligen muss
entweder das Aufnahmegerät oder das Objekt selbst in ver-
schiedene r̈aumliche Lagen gebracht werden. Ist das Ob-
jekt klein genug, verwendet man zur Datenaufnahmeübli-
cherweise einen Drehteller, welcher automatisch gesteu-
ert wird. Aber auch in diesem Fall muss zumindest die
Standfl̈ache des Objektes extra gescannt werden, um ein
vollständiges digitales Modell zu erhalten.

In den meisten praktischen Fällen sẗoßt man also auf die
Fragestellung, einzelne Aufnahmen ein und desselben Ob-
jektes, welche in verschiedenen Koordinatensystemen lie-
gen, so in ein einziges Koordinatensystem zu transformie-
ren, dass man eine vollständige Beschreibung des Objektes
erḧalt. Diese Aufgabenstellung wird in der Photogramme-
trie als ‘Orientierung’ bezeichnet1. In anderen Fachgebie-
ten hat sich im letzten Jahrzehnt dafür der Begriff ‘Regi-
strierung’ eingeb̈urgert2.

Verwendet man zur Datenaufnahme einen 3D-Laserscanner,
dann liegen die Aufnahmen als dreidimensionale (geord-
nete) Punktwolken vor. Abb. 1 zeigt ein Beispiel von vier
Laserscanner-Punktwolken vor und nach der Orientierung.
Das Objekt ist ein Bronzering-Schmuckstück aus der Hall-
stattzeit, welches in Salzburg gefunden wurde und mit ei-

1Genau genommen handelt es sich hier um die relative Orientierung
der Punktwolken, da die absolute Orientierung, d.h. Position und Stellung
des Objektes in Bezug zu einem globalen System nicht von Interesse ist.

2Als Übersetzung des in der Englischen Fachliteratur verwendeten
Begriffs ‘registration’, was soviel bedeutet wie ‘genauesAusrichten’.

(a) (b)

Abbildung 1: (a) Ausgangslage von vier Punktwolken.
(b) Orientierte und vereinigte Punktwolken mit der Tex-
tur des gescannten Objektes. Abbildungen mit freundlicher
Genehmigung der Landesarchäologie Salzburg.

nem Minolta VI-900 3D-Laserscanner der TU Wien (und
teilweiser Verwendung eines Drehtellers) digitalisiert wor-
den ist.

Da es noch keinen zufriedenstellenden vollautomatischen
Algorithmus zur Orientierung der einzelnen Aufnahmen
gibt, ist die Orientierung der einzelnen Laserscanner-Punkt-
wolken momentan auch in professionellen Softwarepake-
ten ein semiautomatischer Vorgang: Der Benutzer bringt
zuerst die einzelnen Punktwolken interaktiv (z.B. durch
Auswählen dreier Paare korrespondierender Punkte, siehe
Abb. 2) in eine “gute” gegenseitige Startlage, und erst dann
werden automatische Algorithmen verwendet, welche die
Orientierung optimieren. Die Grundlagen der wichtigsten
dieser Algorithmen werden in diesem Artikel beschrieben:

• Orientierung zweier Punktwolken mit bekannten Kor-
respondenzen



– Explizite Lösung

– Iterativer Algorithmus

• Orientierung von mehreren Punktwolken mit bekann-
ten Korrespondenzen: Iterativer Algorithmus

• Orientierung ohne feste Korrespondenzen

– ICP-Algorithmus I: Punkt-zu-Punkt Abstand

– ICP-Algorithmus II: Punkt-zu-Ebene Abstand

Im Anhang fassen wir die im Artikel verwendeten Grund-
lagen aus der Kinematik, insbesondere Quaternionen, zu-
sammen.
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Abbildung 2: Manuelle Orientierung zweier Punktwolken
durch interaktive Auswahl dreier Paare(p1, q1), (p2, q2),
(p3, q3) korrespondierender Punkte auf der festgehaltenen
(links) und der zu bewegenden Punktwolke (rechts).

2 ORIENTIERUNG ZWEIER PUNKTWOLKEN
MIT BEKANNTEN KORRESPONDENZEN

Die einfachste Aufgabenstellung im Bereich der Orientie-
rung von Punktwolken ist die Orientierung von zwei Punkt-
wolken mit bekannten Korrespondenzen. Gegeben sind zwei
PunktwolkenX = (x1, . . . , xN ), Y = (y1, . . . , yN ) und
Punkte mit demselben Index seien zueinander korrespon-
dierend. Das Ziel ist nun eine Euklidische Bewegungm
(repr̈asentiert durch Verschiebungsvektorr und Drehma-
trix R),

m(x) := x′ = r + R · x,

so zu bestimmen, dass die PunktwolkeX ‘möglichst na-
he’ an die PunktwolkeY kommt. Formuliert man dies im
Sinne der Methode der kleinsten Quadrate, so erhalten wir
folgende Funktion, welche zu minimieren ist:

N
∑

i=1

‖x′i − yi‖
2 → min . (1)

Wir fassen zuerst eine von [6] angegebene explizite Lösung
zusammen und präsentieren dann einen alternativen Algo-
rithmus von [11].

2.1 Explizite Lösung

Die explizite L̈osung verwendet Quaternionen (siehe An-
hang A) und kann in zwei Schritten beschrieben werden.

Lemma 1. Die beste Euklidische Bewegung bringt den
Schwerpunktsx := 1

N

∑N

i=1
xi der PunktwolkeX in den

Schwerpunktsy := 1

N

∑N

i=1
yi der PunktwolkeY .

Beweis.Wir suchen ein Minimum der quadratischen Funk-
tion

F (r , R) =
∑

i

(x′i − yi)
2 =

∑

i

(r + R · xi − yi)
2. (2)

Unter den notwendigen Bedingungen für ein Minimum von
(2) sind die drei skalaren Gleichungen

∂F

∂r
= 2

∑

i

(r + R · xi − yi) = 0. (3)

Falls die gesuchte Euklidische Bewegungsx auf sy abbil-
det, giltsy = r + R · sx, d.h.,

r = sy − R · sx. (4)

Setzen wir (4) in (3) ein, so erhalten wir
∑

i

(sy − R · sx + R · xi − yi)

=
∑

i

(sy − yi) + R
∑

i

(xi − sx) = 0.

Wir sehen also, dass die Gültigkeit von (3) bewirkt, dass
der Schwerpunktsx von X in den Schwerpunktsy von Y
abgebildet wird.

Lemma 2. Die optimale DrehungR ist gegeben durch den
Eigenvektorq ∈ R

4 zum gr̈oßten Eigenwert der Matrix
M ∈ R

4×4, welche in Gleichung (9) definiert ist mit Be-
zeichnungen aus (7),(8) und Anhang A.1. Ausq = (q0, q1,
q2, q3)

T kann die DrehmatrixR mit Satz 1 aus Anhang A.1
berechnet werden.

Beweis.Auf die PunktwolkeX wenden wir die Schiebung
sx 7→ sy an, siehe Lemma 1. Dann wählen wirsy als neuen
Ursprung und bezeichnen die so verschobene Punktwolke
wieder mitX. Nun berechnen wir eine Drehung um den
UrsprungO, x′ = Rx (mit einer orthogonalen MatrixR,
d.h.RT R = RRT = E mit der3 × 3 EinheitsmatrixE),
so dass

F =
∑

i

‖x′i − yi‖
2 =

∑

i

(Rxi − yi)
2

=
∑

i

(xT
i RT − yT

i )(Rxi − yi)

=
∑

i

(xT
i RT Rxi − yT

i Rxi − xT
i RT yi + yT

i yi)

=
∑

i

(xT
i xi + yT

i yi − 2yT
i Rxi) → min . (5)



Um (5) zu minimieren m̈ussen wirR so bestimmen, dass
∑

i

yT
i Rxi → max . (6)

Wir schreiben die Drehungxi 7→ Rxi mit einer Einheits-
quaternionq, und verwenden einige Eigenschaften des Rech-
nens mit Quaternionen (siehe Anhang A.1),

yT
i Rxi = 〈yi, Rxi〉 = 〈yi, q ◦ xi ◦ q̄〉 = 〈yi ◦ q, q ◦ xi〉

= 〈Yiq, X̃iq〉 = qT Y T
i X̃iq. (7)

Daraus folgt, dass wir die folgende quadratische Funktion
maximieren m̈ussen

∑

i

yT
i Rxi =

∑

i

qT Y T
i X̃iq = qT Mq → max . (8)

Dabei ist
M :=

∑

i

Y T
i X̃i, (9)

und die Nebenbedingung für die Maximierung von (8) lau-
tet

‖q‖2 = qT q = 1. (10)

Dies führt bekanntlich auf die L̈osung eines Eigenwertpro-
blems. Der gem̈aß (10) normierte Eigenvektorq ∈ R

4 zum
größten Eigenwert der MatrixM liefert die geẅunschte
Lösung.

2.2 Iterativer Algorithmus

Wir diskutieren nun einen iterativen Algorithmus für die
Orientierung von zwei Punktwolken mit bekannten Korre-
spondenzen. Dieser iterative Algorithmus hat im Vergleich
zur expliziten L̈osung im Abschnitt 2.1 den Nachteil, dass
die gegenseitige Orientierung der beiden Punktwolken nähe-
rungsweise bekannt sein muss. Jedoch bietet sie im Gegen-
satz zur expliziten L̈osung den Vorteil, dass sie auf beliebig
viele simultan einzupassende Punktwolken erweitert wer-
den kann; siehe Abschnitt 3.

Da die PunktwolkeX also bereits n̈aherungsweise zur fe-
sten PunktwolkeY orientiert ist, brauchen wir nur mehr
eine kleine Verlagerungv(x) vonX zu betrachten. Im An-
hang A.3 wird gezeigt, dass eine solche - streng genommen
differentielle - Verlagerungx → x+v(x) mit Hilfe des Ge-
schwindigkeitsvektorfeldsv(x) beschrieben werden kann:

v(x) = c̄ + c× x. (11)

Die Verlagerungv(x) der PunktwolkeX soll so bestimmt
werden, dass der Abstand zwischenxi + v(xi) undyi mi-
nimiert wird:

F (c, c̄) =

N
∑

i=1

‖xi+v(xi)−yi‖
2 =

N
∑

i=1

‖xi+c̄+c×xi−yi‖
2.

Die MinimierungsfunktionF (c, c̄) ist quadratisch in den
Unbekanntenc, c̄ ist. Es seiendi := xi−yi, u := (cT , c̄T )T ,
und

B(x) :=





0 x3 −x2 1 0 0
−x3 0 x1 0 1 0
x2 −x1 0 0 0 1



 . (12)

Dann giltc̄+ c× x = B ·u. Ein Minimum vonF ist durch
die Lösung des folgenden linearen Gleichungssystems ge-
geben:

N
∑

i=1

BT
i Bi · u =

N
∑

i=1

BT
i di, (13)

mit Bi := B(xi). Wendet man das so berechnete Geschwin-
digkeitsvektorfeld auf die Punktwolke an, so wird diese
nicht wie geẅunscht ‘starr’ verlagert, sondern affin ver-
zerrt. Diese Affiniẗat resultiert daher, dass der Ansatz (11)
nur im Differentiellen eine starre, d.h. Euklidische, Trans-
formation beschreibt. Deshalb verwenden wir nicht die be-
rechnete affine, sondern eine Euklidische Transformation,
welche die Punktexi in eine Positionx′i nahe anxi +v(xi)
bringt, siehe Abb. 3. Die Wahl dieser abgeleiteten Euklidi-
schen Transformation hängt dabei vom berechneten Vektor
u ab:

• c = o: wende dieSchiebungmit Schiebvektor̄c an.

• c 6= o: berechne aus(c, c̄) mit (47) die AchseG (mit
Richtungsvektorg und Momentenvektor̄g) und den
Schraubparameterp, sowie berechne den Drehwinkel
alsϕ = arctan ‖c‖;

– falls c · c̄ = 0: wende dieDrehungum G mit
Drehwinkelϕ an

– falls c · c̄ 6= 0: wende dieSchraubungmit Achse
G, Drehwinkelϕ und Schiebanteil parallel zuG
mit Längep · ϕ an.

Im allgemeinen Fall l̈aßt sich die Zusammensetzung der
Drehung um die AchseG mit Drehwinkelϕ, und der Schie-
bung parallel zuG mit der Schiebl̈angep · ϕ wie folgt be-
rechnen:

x′ = R(x − p) + (p · ϕ)g + p. (14)

Dabei istR eine Drehmatrix (welche mit Bemerkung 7 und
Satz 1 berechnet wird), undp ist ein beliebiger Punkt auf
G (z.B.p = g× ḡ).

Nun iterieren wir die Berechnung des Geschwindigkeits-
vektorfeldes und der daraus abgeleiteten Euklidischen Trans-
formation bis wir ein Minimum der FunktionF gefunden
haben.

G

xi

xi + v(xi)
x′i

ϕ

p · ϕ

Abbildung 3: Neue Euklidische Positionx′i eines Punktes
xi, im Gegensatz zur affinen Positionxi + v(xi).



Bemerkung 1. Falls man mit Ausreißern in den Daten
rechnen muss, wird man eine gewichtete Fehlerquadrat-
summe minimieren und in einer Gewichtsiteration den Ein-
fluss der Ausreißer schrittweise zurückdr̈angen. Dies gilt
auch f̈ur die folgenden Algorithmen, wird dort aber nicht
mehr gesondert erẅahnt.

3 SIMULTANE ORIENTIERUNG VON MEHRE-
REN PUNKTWOLKEN MIT BEKANNTEN KOR-
RESPONDENZEN

Wir fassen in diesem Absatz einen in [11] beschriebenen
Algorithmus zusammen. Gegeben seienK Punktwolken
ein und desselben Objektes, welche einander teilweiseüber-
lappen. Des weiteren seien bereits Korrespondenzen (mit
einem gewissen Konfidenzwert) zwischen Punkten der ein-
zelnen Punktwolken bekannt. Diese können zum Beispiel
mit Hilfe von zus̈atzlich aufgenommenen digitalen Fotos
gefunden werden. DieK Punktwolken werden als starre
Systeme angenommen und mitΣi, i = 1, . . . ,K bezeich-
net. Eine beliebige Anzahl (≥ 1) der gegebenen Punktwol-
ken wird festgehalten. Die anderen Punktwolken sollen so
bewegt werden, dass nach der Anwendung der berechne-
ten Verlagerungen die Summe der quadrierten Distanzen
zwischen korrespondierenden Punkten, gewichtet mit den
Konfidenzwerten, minimal wird. F̈ur K > 2 ist nur mehr
ein iterativer Algorithmus m̈oglich.

Nur jene Punkte jeder Punktwolke werden im Algorithmus
verwendet, welche im̈Uberlappungsbereich mit einer oder
mehreren anderen Punktwolken liegen. DieN Paare korre-
spondierender Punkte sind durch(xi, yi) mit xi ∈ Σj und
yi ∈ Σk gegeben. Jedes korrespondierende Punktepaar ha-
be einen Konfidenzwertwi ∈ (0, 1].

Da wir nur kleine Verlagerungen erwarten, verwenden wir
wieder Geschwindigkeitsvektorfelder. Die Verlagerung des
SystemsΣl gegen̈uber einem fixen SystemΣ0 ist durch
zwei Vektorencl, c̄l ∈ R

3 gegeben. Der Geschwindig-
keitsvektorvl0(xi) eines Punktesxi ∈ Σl ist dann gegeben
als

vl0(xi) = c̄l + cl × xi. (15)

Für ein Paar korrespondierender Punkte(xi, yi) möchten
wir den Abstand nach Verlagerung der SystemeΣj und
Σk abscḧatzen. F̈ur eine N̈aherung erster Ordnung verwen-
den wir die Geschwindigkeitsvektorfelder. Damit berech-
net sich der quadrierte Abstand zweier verlagerter Punkte
xi undyi als

Q1(xi, yi) = (xi + vj0(xi) − yi − vk0(yi))
2 =

(xi − yi + (c̄j + cj × xi) − (c̄k + ck × yi))
2.

(16)

Der AusdruckQ1(xi, yi) ist einequadratischeFunktion in
den Unbekanntencj , c̄j , ck, c̄k.

Eine Alternative zu (16) ist die folgende: Anstatt die Be-
wegung vonΣj gegen̈uberΣ0, und die Bewegung vonΣk

gegen̈uberΣ0 zu linearisieren, kann man die Relativbewe-
gung vonΣj gegen̈uberΣk linearisieren. Der Geschwin-
digkeitsvektorvjk eines Punktesxi ∈ Σj für diese Rela-
tivbewegung ist gegeben durch

vjk(xi) = vj0(xi) − vk0(xi). (17)

Der zu minimierende Abstand ist nun zwischen den Punk-
tenxi + vjk(xi) undyi (d.h.,xi wird mit dem SystemΣj

relativ zum Punktyi des SystemsΣk verlagert). Der qua-
drierte Abstand dieser beiden Punkte ist gegeben als

Q2(xi, yi) = (xi + vjk(xi) − yi)
2 =

(xi − yi + (cj + cj × xi) − (ck + ck × xi))
2.

(18)

Der AusdruckQ2(xi, yi) ist wieder eine quadratische Funk-
tion in den Unbekanntencj , cj , ck, ck. Jedes Paar korre-
spondierender Punkte trägt einen entsprechenden Ausdruck
Q1 oderQ2 in den noch unbekannten Bewegungsparame-
tern bei. Um die Summe der quadrierten Abstände zwi-
schen allen Paaren korrespondierender Punkte zu minimie-
ren, minimieren wir die folgenden gewichtete Summe:

F =
∑

i

wiQ2(xi, yi). (19)

Das Gewichtwi ist der bekannte Konfidenzwert des Punk-
tepaares(xi, yi). Da die Korrespondenzen bekannt sind,
kann entwederQ1 oder Q2 verwendet werden. Die Mi-
nimierung der Funktion (19) führt auf die L̈osung eines li-
nearen Gleichungssystems in den6K Unbekanntenc1, c̄1,
c2, c̄2, . . . , cK , c̄K . Dieser Zugang erlaubt das Festhalten
von mehr als einem System ganz einfach: Soll das System
Σl fest bleiben, dann braucht man bloßcl und c̄l gleich
Null setzen.

Die eigentlichen Verlagerungen werden dann, wie in Ab-
satz 2.2 beschrieben, für jedes System berechnet und an-
gewendet. Die beschriebene Prozedur wird dann solange
iteriert, bis ein gegebenes Abbruchkriterium erfüllt wird.

Abb. 4 zeigt ein Beispiel zur simultanen Orientierung meh-
rerer Punktwolken mit bekannten Korrespondenzen, deren
Orientierungen mit obigem Algorithmus optimiert wurden.

4 ORIENTIERUNG OHNE FESTE KORRESPON-
DENZEN

Wir kommen nun zur automatischen Feinorientierung, wel-
che ohne gegebene feste Korrespondenzen durchgeführt
wird. Im folgenden seiP das bewegte System undM das
festgehaltene. Ziel ist es nunP iterativ so zu transformie-
ren, dassM undP im Überlappungsbereich m̈oglichst gut
zur Deckung kommen. Zur L̈osung dieser Aufgabenstel-
lung pr̈asentieren wir zwei Varianten des ICP (Iterative Clo-
sest Point) Algorithmus, welche (I) die Summe der qua-
drierten Punkt-zu-Punkt Abstände, und (II) die Summe der
quadrierten Punkt-zu-Ebene Abstände minimieren. Eine Viel-
zahl von Varianten des ICP-Algorithmus wurden im letzten
Jahrzehnt publiziert; einen gutenÜberblick bietet [12].

4.1 ICP-Algorithmus I: Punkt-zu-Punkt Abstand

Der ICP (Iterative Closest Point) Algorithmuswurde von
Chen und Medioni [5] sowie Besl und McKay [1] ein-
geführt, und durchl̈auft die folgenden Schritte:

1. Im ersten Schritt jeder Iteration wird für eine bestimm-
te Anzahl von Datenpunkten aus der PunktwolkeP



Abbildung 4: Simultane Orientierung von 30 gegebe-
nen Punktwolken (oben) mit bekannten Korrespondenzen.
Ausschnitt mit 4 Punktwolken welche diëuberlappenden
Bereiche zeigen (unten). Daten mit freundlicher Genehmi-
gung von Gerhard Paar, Joanneum Research Graz.

der n̈aheste Punkt auf der FlächeM bestimmt. Das ist
der zeitintensivste Schritt des Algorithmus und sollte
daher effizient implementiert werden. Wir erhalten so
eine Folge von PunktenY = (y1, y2, . . .) ∈ M wel-
che zu PunktenX = (x1, x2, . . .) ⊂ P am n̈ahesten
liegen. Jeder Punktxi korrespondiert dabei zu einem
Punktyi mit demselben Indexi.

2. Im zweiten Schritt jeder Iteration wird jene Euklidi-
sche Bewegungm berechnet, welche die Funktion (1)
minimiert. Die Lösung wird wie in Absatz 2.1 ange-
geben berechnet.

Nach dem zweiten Schritt wird die neue Position der Punkt-
wolkeP via Pneu = m(Palt) berechnet. Anschließend wer-
den die Schritte 1 und 2 wiederholt, und die Lage der Punkt-
wolke P wird jeweils aktualisiert. Die Prozedur wird be-
endet, falls der Funktionswert einen gewissen Schwellwert
unterschreitet, oder eine maximale Anzahl von Iterationen
erreicht wird.

Bemerkung 2. Hinsichtlich der Auswahl von Datenpunk-
ten verweisen wir auf die Literatur [12], es sei jedoch her-
vorgehoben, dass für die Feinorientierung von Teilaufnah-
men desselben Objektes ausschließlich Punkte ausÜber-
lappungsbereichen der Punktwolken zu verwenden sind.

Die Überlappungsbereiche folgen im ersten Schritt aus der
manuell vorgenommenen Groborientierung.

4.2 ICP-Algorithmus II: Punkt-zu-Ebene Abstand

Im Gegensatz zur ICP-Variante I in Absatz 4.1 wird hier
nicht der quadrierte Abstand zwischen korrespondierenden
Punktpaaren minimiert, sondern der quadrierte Abstand zwi-
schen Punkten der einen Punktwolke und den Tangential-
ebenen in den korrespondierenden Lotfußpunkten der an-
deren Punktwolke. Diese Idee findet sich bereits in Chen
und Medioni [5]. Wir pr̈asentieren hier eine Lösung, wel-
cheÜberlegungen aus der Momentankinematik und Lini-
engeometrie verwendet und von Pottmann et al. [10] be-
schrieben wurde. Der erste Schritt besteht wie beim ICP-
Algorithmus I im Bestimmen von Lotfußpunkten. Wir er-
halten so wieder eine Folge von PunktenY = (y1, y2, . . .) ∈
M , welche zu den PunktenX = (x1, x2, . . .) ⊂ P am
nächsten liegen. Dann linearisieren wir die gesuchte Eukli-
dische Bewegung durch ein Geschwindigkeitsvektorfeld

v(x) = c̄ + c× x.

Eine ähnliche Idee, die Bewegung zu linearisieren, findet
sich bereits bei [4].

yi

xi

ni

di

v(xi)

di + nT
i · v(xi)τi

M

Abbildung 5: Abstand Punkt zu Ebene.

Der Abstand eines Punktesxi + v(xi) zur Tangentialebene
τi im Punktyi mit Einheitsnormalvektorni von M ist ge-
geben durchdi + nT

i · v(xi), siehe Abb. 5 . Dabei istdi der
orientierte Abstand vonxi zu yi. Wir minimieren nun die
Summe der quadrierten Abstände der Punktexi zur jewei-
ligen Tangentialebene im korrespondierenden Lotfußpunkt
yi,

F (c, c̄) =

N
∑

i=1

(di + nT
i · (c̄ + c× xi))

2 → min . (20)

Die Funktion (20) ist quadratisch in den Unbekannten(c, c̄),
die Lösung wird also durch Berechnen eines linearen Glei-
chungssystems gefunden. Wie in Absatz 2.2 wird die Punkt-
wolke P dann nicht mit dem Geschwindigkeitsvektorfeld
verlagert, sondern mit der daraus berechneten Euklidischen
Bewegungm, welche eineÜberlagerung einer Drehung
um eine AchseG durch einen Winkelϕ = arctan(‖c‖)
und einer Schiebung parallel zuG um die L̈angep · ϕ ist.
Für die Berechnung vonG undp siehe Anhang A.3.

Wie in der Variante I des ICP-Algorithmus, siehe Absatz
4.1, wird die neue Lage der PunktwolkeP via Pneu =



m(Palt) berechnet und dann wird die Prozedur so lange
wiederholt, bis der Funktionswert eine bestimmte Schran-
ke unterschreitet bzw. eine maximale Anzahl von Iteratio-
nen erreicht wird.

Bemerkung 3. Flächen, die Teile von Zylinder-, Dreh-
oder Schraubfl̈achen darstellen, gestatten Bewegungen in
sich. Daher ist eine rein auf Geometrie basierende Ori-
entierung nicht eindeutig durchführbar. In der Praxis wird
man dann auch Texturen oder andere Zusatzinformationen
ber̈ucksichtigen.

4.3 Vergleich ICP I und ICP II

Um den Unterschied im Konvergenzverhalten zwischen ICP
I und ICP II zu erkl̈aren, verwenden wir ein von Pottmann
und Hofer [9] hergeleitetes Ergebnisüber lokale quadra-
tische Approximanten der quadrierten Distanzfunktion zu
Kurven und Fl̈achen. Wir fassen hier nur das Ergebnis für
den Fl̈achenfall zusammen. Eine nicht-negative quadrati-
sche ApproximationF+

d der quadrierten Distanzfunktion
zu einer Fl̈ache in einem Raumpunktp ist im Gaußschen
Dreibein (bestimmt durch die beiden Hauptkrümmungs-
richtungen und die Flächennormale) im Normalenfußpunkt
f gegeben durch

F+

d (x1, x2, x3) =
d

d + ρ1

x2
1 +

d

d + ρ2

x2
2 + x2

3. (21)

Dabei sindρ1, ρ2 die beiden Hauptkr̈ummungsradien im
Flächenpunkt undd = ‖p− f‖. Zwei Spezialf̈alle von (21)
sind

F∞ = x2
1 + x2

2 + x2
3, und F0 = x2

3. (22)

F∞ ist die quadrierte Distanzfunktion zum Lotfußpunkt
und F0 ist die quadrierte Distanzfunktion zur Tangential-
ebene. In anderen Worten,F∞ bzw. F0 sind “gute” loka-
le quadratische Approximationen der quadrierten Distanz-
funktion in weit von der Fl̈ache entfernten Punkten bzw. in
nahe bei der Fläche liegenden Punkten. Der ICP-Algorithmus
I verwendetF∞, während der ICP-Algorithmus II mitF0

arbeitet. Damit wird das in Abb. 7 illustrierte unterschied-
liche Konvergenzverhalten der beiden ICP-Varianten er-
klärt.

Bemerkung 4. Es ist leicht einzusehen, dass ICP I ein li-
neares Konvergenzverhalten aufweist. Hingegen lässt sich
zeigen, dass ICP II quadratisch konvergiert, sofern die Ab-
weichungen zwischenP undM im Überlappungsbereich
gering sind.

4.4 Beispiele (Industrielle Inspektion)

Eine Aufgabenstellung aus der industriellen Praxis ist die
folgende: Gegeben sind ein CAD (Computer Aided De-
sign) Modell M eines Objektes und eine Laserscanner-
PunktwolkeP eines gefertigten Teils desselben Objektes.
Man berechne und visualisiere die Abweichungen zwischen
M undP zur Qualiẗatskontrolle von gefertigten Teilen.

Dies ist ein Orientierungsproblem ohne feste Korrespon-
denzen. F̈ur das Beispiel in Abb. 6 haben wir synthetische

Daten verwendet. Die Punktwolke wurde durch Auswählen
bestimmter Punkte des CAD Modells generiert, und an-
schließend mit Gaußschem Rauschen versehen. Für die bes-
sere Visualisierung ist die Punktwolke in Abb. 6 (a) zu-
sammen mit einer transparenten Fläche abgebildet, welche
allerdings f̈ur die Berechnung nicht verwendet wird. In je-
dem Iterationsschritt wird die oben beschriebene Schrau-
bung berechnet und auf die Punktwolke angewendet. Nach
vier Iterationsschritten von ICP II erhalten wir die in Abb.6
(b) gezeigte Endlage.

(a) (b)

Abbildung 6: Orientierung einer Punktwolke zu einer
Fläche. (a) Startlage und (b) Endlage nach 4 Iterations-
schritten mit ICP II.

In Tabelle 7 vergleichen wir die Konvergenzgeschwindig-
keit von ICP I und ICP II, welche in Absatz 4.3 begründet
wird. Anschaulich betrachtet erlaubt ICP II tangentiale Be-
wegungen der Punktwolke, was besonders in den späteren
Schritten des ICP-Algorithmus von Bedeutung ist.
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Abbildung 7: Vergleich der Konvergenzgeschwindigkeit
von ICP I mit ICP II.

Ein zweites Beispiel mit realen Daten zeigt in Abb. 8 (a)
die Ausgangslage der Punktwolke zum CAD Modell und
in Abb. 8 (b) die Endlage mit farbcodierten Abweichungen
zwischen Punktwolke und CAD Modell.

(a) (b)

Abbildung 8: Industrielle Inspektion. (a) Startlage und
(b) Endlage mit farbcodierten Abweichungen. Abbildun-
gen mit freundlicher Genehmigung der Firma Mediceram.



Bemerkung 5. Hat man die Aufgabenstellung, eine gan-
ze Fertigungsserie desselben Objektes einer Qualitätskon-
trolle zu unterziehen, dann ist folgende Strategie sinnvoll,
siehe [7]: In einem Vorverarbeitungsschritt wird der umge-
bende Raum des CAD-Modells in Zellen zerlegt, welche in
einer geeigneten Datenstruktur abgespeichert werden. Für
jede Zelle wird eine FunktionFd (siehe Absatz 4.3) be-
rechnet und abgespeichert. Im Inspektionsschritt werden
dann die Zellen bestimmt, in denen die beteiligten Punkte
der Punktwolke liegen undFd wird in den jeweiligen Zel-
len ausgewertet und diese Terme werden zu einer in den
Unbekanntenc, c̄quadratischen Funktion aufsummiert. Die
Minimierung erfolgt durch L̈osung eines linearen Gleichungs-
systems. Da das zeitaufwendige Bestimmen von Korrespon-
denzen entf̈allt, ist damit eine Inspektion in Echtzeit durchführ-
bar.
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A KINEMATIK

Eine umfassende Abhandlungüber Kinematik findet man
im Klassiker von Bottema und Roth [3].

A.1 Quaternionen

EineQuaternionq kann als Erweiterung einer komplexen
Zahl auf vier Komponenten angesehen werden,

q = q0 + iq1 + jq2 + kq3, (23)

mit q0, . . . , q3 ∈ R. Die Symbolei, j, k heißenimagin̈are
Einheitenund erf̈ullen die folgenden Rechenregeln

i ◦ i = j ◦ j = k ◦ k = −1 (24)

i ◦ j = k = −j ◦ i (25)

j ◦ k = i = −k ◦ j (26)

k ◦ i = j = −i ◦ k. (27)

H sei die Menge aller Quaternionen. Die Addition+ :
H × H → H von Quaternionen erfolgt komponentenwei-
se. Die Multiplikation◦ : H × H → H von Quaternio-
nen folgt aus den obigen Multiplikationsregeln für die ima-
ginären Einheiten, und ist nicht kommutativ. Daher bildet
(H,+, ◦) einenSchiefk̈orper. Zu jeder Quaternionq ist die
konjugierte Quaternion̄q definiert als

q̄ = q0 − iq1 − jq2 − kq3. (28)

Für je zwei Quaternionenq, p gilt

q ◦ p = p̄ ◦ q̄. (29)

Die Norm N(q) und diemultiplikative Inverseq−1 einer
Quaternionq sind definiert bzw. gegeben als

N(q) := q2
0 + q2

1 + q2
2 + q2

3 = q ◦ q̄ = q̄ ◦ q, (30)

q−1 =
q̄

N(q)
. (31)

DasSkalarproduktzweier Quaternionenq, p ist gegeben
durch das Skalarprodukt von zwei Vektoren desR

4,

〈q, p〉 := q0p0 + q1p1 + q2p2 + q3p3, (32)

und kann auch wie folgt berechnet werden,

〈q, p〉 =
1

2
(q ◦ p̄ + p ◦ q̄) =

1

2
(q̄ ◦ p + p̄ ◦ q). (33)

Eine weitere n̈utzliche Eigenschaft des Skalarprodukts von
Quaternionen ist

〈q ◦ p, r〉 = 〈p, q̄ ◦ r〉. (34)

Quaternionen-Multiplikation einer Quaternionx mit einer
Quaternionq von links kann in Matrizenschreibweise ge-
schrieben werden als

q ◦ x =







q0 −q1 −q2 −q3

q1 q0 −q3 q2

q2 q3 q0 −q1

q3 −q2 q1 q0






·







x0

x1

x2

x3






= Q · x.

Falls N(q) = q2
0 + . . . + q2

3 = 1, dann ist die MatrixQ
orthogonal mitdet Q = 1. Quaternionen-Multiplikation
einer Quaternionx mit einer Quaternionq von rechts kann
in Matrizenschreibweise geschrieben werden als

x ◦ q =







q0 −q1 −q2 −q3

q1 q0 q3 −q2

q2 −q3 q0 q1

q3 q2 −q1 q0






·







x0

x1

x2

x3






= Q̃ · x.

Die Matrix Q̃ unterscheidet sich vonQ nur in der rechten
unteren3 × 3 Untermatrix, welche die Transponierte der
entsprechenden Untermatrix vonQ ist. Wieder gilt, dass
Q̃ orthogonal ist, fallsN(q) = 1.

Vektorenx = (x1, x2, x3) ∈ R
3 werden inH = R

4 als
Quaternionen(0, x1, x2, x3) = ix1 + jx2 + kx3 einge-
bettet. Wegen (28) gilt dann̄x = −x. Für eine Quaternion
q = q0 + iq1 + jq2 + kq3 heißen

S(q) := q0, V (q) := iq1 + jq2 + kq3 (35)

SkalarteilS(q) bzw. VektorteilV (q). Analog zum Real-
teil und Imagin̈arteil einer komplexen Zahl, welche aus der
komplexen Zahl und ihrer Konjugierten berechnet werden
können, lassen sich Skalar- und Vektorteil einer Quater-
nion aus der Quaternion und ihrer Konjugierten wie folgt
berechnen:

S(q) =
1

2
(q + q̄), V (q) =

1

2
(q − q̄). (36)

Wir studieren nun f̈ur x ∈ R
3 (d.h.,S(x) = 0) und eine

feste Quaternionq ∈ H die Abbildung

x 7−→ x′ := q ◦ x ◦ q̄. (37)



Zuerst berechnen wir den Skalarteil vonx′,

2S(x′) = x′ + x̄′ = q ◦ x ◦ q̄ + q ◦ x ◦ q̄

= q ◦ x ◦ q̄ + q ◦ x̄ ◦ q̄

= q ◦ x ◦ q̄ − q ◦ x ◦ q̄ = 0.(38)

Das Bildx′ ist also wieder ein Vektor inR3. FallsN(q) =
q̄ ◦ q = q ◦ q̄ = 1, dann gilt

N(x′) = x′ ◦ x̄′ = q ◦ x ◦ q̄ ◦ q ◦ x̄ ◦ q̄ = N(x). (39)

Also erḧalt die Abbildung die L̈ange von Vektoren. Somit
ist für N(q) = 1 die Abbildung (37) eine lineare Abbil-
dung vonR

3 7→ R
3 (mit det > 0), welche L̈angen erḧalt.

Die Abbildung beschreibt also eine Drehung (eine sphäri-
sche Bewegung).

Satz 1. Die Abbildungx′ = q ◦ x ◦ q̄ mit einer festen Ein-
heitsquaternionq ∈ H, N(q) = 1, undx ∈ R

3 beschreibt
eine Drehungx′ = R · x mit der Drehmatrix

R =





q2
0 + q2

1 − q2
2 − q2

3 2(q1q2 − q0q3)
2(q1q2 + q0q3) q2

0 − q2
1 + q2

2 − q2
3

2(q1q3 − q0q2) 2(q2q3 + q0q1)

2(q1q3 + q0q2)
2(q2q3 − q0q1)

q2
0 − q2

1 − q2
2 + q2

3



 . (40)

Dies liefert eine explizite Parametrisierung der Gruppe der
orthogonalen Matrizen mit den Parameternq0, q1, q2, q3.

Bemerkung 6 (Berechnung der Drehmatrix aus Dreh-
achse und Drehwinkel). Aus dem normierten Richtungs-
vektorg der Drehachse und dem Drehwinkelϕ berechnet
man die Einheitsquaternionq von Satz 1 wie folgt:

q = cos
ϕ

2
+ gsin

ϕ

2
. (41)

Man beachte, dassq und−q dieselbe Drehung darstellen,
und dassq unver̈andert bleibt, wenn man die Orientierung
vong und das Vorzeichen vonϕ gleichzeitig umkehrt.

Bemerkung 7. Für die Quaternionen-Multiplikation ha-
ben wir die Matrix-Schreibweisenq◦x = Q ·x undq̄◦x =
QT · x hergeleitet. Damit l̈aßt sich f̈ur x ∈ R

3 die folgende
Darstellung der Abbildungq ◦ x ◦ q̄ herleiten,

q ◦ x ◦ q̄ = y ◦ q̄ = Q̃T · y = Q̃T ·q ◦ x = Q̃T Q · x, (42)

mit y := q ◦ x. Die Matrix

Q̃T Q =







1 0 0 0
0
0 R
0






(43)

ist eine orthogonale Matrix inR4 welche die orthogonale
Matrix R aus (40) in der rechten unteren3×3 Untermatrix
entḧalt.

A.2 Plücker-Koordinaten

Es seiG eine Gerade inR3 undp ein beliebiger Punkt auf
G. Es seien weitersg einRichtungsvektor, undḡ := p × g
der sogenannteMomentenvektorder GeradeG. Die sechs
Koordinaten(g, ḡ) heißenPlücker KoordinatenvonG. Sie
besitzen die folgenden Eigenschaften:

• Der Momentenvektor ist unabhängig von der Wahl
von p auf G: Man wähle einen weiteren Punktp′ :=
p+λg aufG, dann folgtp′×g = (p+λg)×g = p×g.

• Die Plücker-Koordinaten sindhomogene Koordina-
ten, da ein Richtungsvektorg′ = µg einen Momen-
tenvektor̄g′ = p×g′ = µ(p×g) = µḡ mit demselben
Faktorµ impliziert. Es gilt also, dassµ(g, ḡ) dieselbe
Gerade beschreibt wie(g, ḡ).

• Die Plücker-BedingunggT · ḡ = 0 gilt.

Die Menge aller Geraden inR3 ist vierdimensional. Dies
steht im Einklang damit, dass für die sechs Plücker-Koordinaten
die Homogeniẗatseigenschaft und die Plücker-Bedingung
gelten. Hinsichtlich der Zusammenhänge von Liniengeo-
metrie und Kinematik verweisen wir auf [8].

A.3 Das Geschwindigkeitsvektorfeld eines einparamet-
rigen Bewegungsvorgangs

Wir betrachten einen nach der Zeitt parametrisierten Be-
wegungsvorgang eines starren SystemsΣ gegen̈uber ei-
nem ruhenden SystemΣ0. In Σ undΣ0 seien kartesische
Koordinatensysteme ausgezeichnet. Dann lässt sich die La-
gex0(t) eines Punktesx ausΣ in Σ0 darstellen als

x0(t) = u(t) + A(t) · x. (44)

Hierbei istu(t) die Position des Ursprungs vonΣ und A
ist eine orthogonale Matrix mitdet A = 1. Gleichung (44)
ist auch eine Parameterdarstellung der Bahnkurve vonx.

Durch Differentiation erḧalt man die Geschwindigkeitsvek-
torenv0(x0) der Punktex ausΣ. Es ist bekannt, dass sich
die Geschwindigkeitsvektorenv0(x0) aus den Punktenx0

linear nach dem folgenden Gesetz berechnen lassen:

v0(x0) = c̄ + c× x0. (45)

Offenbar istc̄ Geschwindigkeitsvektor jenes Punktes des
Gangsystems, welcher gerade mit dem Ursprung vonΣ0

zusammenf̈allt. Der Vektorc := (c1, c2, c3)
T sammelt die

drei wesentlichen Einträge der schiefsymmetrischen Ma-
trix

C := ȦAT =





0 −c3 c2

c3 0 −c1

−c2 c1 0



 . (46)

Man beachteC · x0 = c× x0.

Es ist bekannt, dass das momentane Geschwindigkeitsvek-
torfeld eines einparametrigen Bewegungsvorgangs mit dem
Geschwindigkeitsvektorfeld einer bestimmten Schraubung



(in Sonderf̈allen Drehung oder Schiebung)übereinstimmt.
Aus c, c̄ kann man die AchseG, mit Plücker-Koordinaten
(g, ḡ), und den Schraubparameterp dieser Momentanschrau-
bung wie folgt berechnen (siehe [8]):

g =
c

‖c‖
, ḡ =

c̄− pc
‖c‖

, p =
cT · c̄

c2
. (47)
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