Einbettung projektiver Desargues-Riume

Von HANS HAVLICEK in Wien

1. Einleitung

Zu jedem projektiven Desargues Raum mT= (4, ) gibt es bekannt-
lich einen progektlven Raum T = (@ q) so, daB I zu einer Hyper-
ebene von .W isomorph ist. (Wir verwenden hier die Bezeichnungen
aus [3].)

Geometrische, von Hilfsmitteln der linearen Algebra unabhidngige
Beweise dieses Einbettungssatzes oder des gleichwertigen Satzes
{iber affine Desargues-Ridume finden wir bei HESSENBERG-DILLER [10;
s.141], BAER [1;s.268] , FRiTsce [5,6,7], HERZER [9]. Allen an-
gegebenen Beweisen liegen Ideen aus der Theorie der linearen Ab-
bildungen [2], [8], [11] zugrunde: Einerseits kann man durch Kopp-
lung mehrerer linearer Abbildungen @l (i= 1,...,s) eine Teilmenge
der Punktmenge 12 eines projektiven Raumes ﬂ = (Q(@) injektiv in
die Menge der geordneten s-Tupel von Punkten einer Hyperebene Rcf
abbilden, andererseits wird dann durch je zwei dleser Abbildungen
"VK , \yb und jeden Unterraum il?{.:@., fiir den U(K|@1 injektiv ist,
die lineare Abblldung (qkl:p1 q% in $2def1n1ert Sie vermittelt
flir jeden Punkt Xe:@l die Zuordnung XWk B Xq%. Durch diese linearen
Abbildungen kdnnen jene s-Tupel 1n.@ gekennzelchnet werden, die
von Punkten aus 454 stammen.,

Wir werden im folgenden einen Beweis des Einbettungssatzes an-
geben, der diesen Zusammenhang von Unterrdumen und linearen Ab-
bildungen verwendet, was dem Bestreben entgegenkommt, in der syn-
thetischen projektiven Geometrie nicht Punktkonfigurationen zu be-

trachten, sondern mit Abbildungen zu rechnen.

2. Bezeichnungen und Motivation

Ist W= (@LQ@ ein projektiver Desargues-Raum, Z ein Punkt und
w eine Hyperebene von [, so ist die Gruppe PGL(Z,w) aller
perspektiven Kollineationen mit Zentrum Z und Achse ® linear
transitiv; zu Punkten Py (i=1,2) mit P;4 {Ztuw und Py /Py ,Z kollinear
gibt es genau eine Kollineation M€ PGL(Z,w), welche Pya = F leistet.
Ferner werden durch das Paar (Z,w) lineare Abbildungen (im Sinne
von [8] ) festgelegt: Gilt Zéw , so existiert genau eine Projektion
1L1mit der Ausnahmemenge fZ}und der Bildmenge «) bzw, genau eine
Projektion M, mit der Ausnahmemenge w und der Bildmenge {z}. Fiir

Ze w gibt es genau eine lineare Abbildung |t mit der Ausnahme-~
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menge (o und der Bildmenge {2}, es gilt also X = 2 fiir alle
XeQ\w - Wir setzen PL(Z,w) := PGL(Z,wlufwy, m,tflir Zdw und
PL(Z,w) := PGL(Z,w)vir}fiir Zew . Dann ist PL(Z,w) eine Menge,
deren Elemente wir als perspektive Abbildungen mit Zentrum Z und
Achse w bezeichnen.

Sind Z, P, B, drei kollineare Punkte mit P4 {z2lvw , so gibt
es genau eine perspektive Abbildung 6€PL(Z, w) mit P& =P,

Zeichnen wir in einem mindestens dreidimensionalen projektiven
Raum ﬁ'= (ﬁ,i) eine Hyperebene g;cizaus, so wird durch jeden
Punkt §¢§| genau eine Projektion 1'E§ :fZ‘-) ?1 mit der Ausnahmemenge
{%} festgelegt; jedem Punkt gefﬁ ordnen wir die perspektive Ab-
bildung TNC)'(‘ :'ﬁ-)i m'J';t der Ausnahmemenge f‘ und der ~Bildmenge {§§

zu. Ferner sei §;# ¥, eine weitere Hyperebene von T und 0
ein Punkt, der beiden Hyperebenen nicht angehdrt. Wir bezeichnen

den durch i'=a @ festgelegten projektiven Raum mit T . Fir alle
Punkte Xef ist die Abbildung

~ _ "’N ~ ~~ ~ -1.

6g == (Ry 1y, Y (Mg ly, ) = P>
eine perspektive Abbildung1 in T mit der Achse E;ng; =: w. Die
Zuordnung X » 67 ist Ubrigens eine Bijektion von ii auf die Menge

PL(w) aller perspektiven Abbildungen2 in T mit Achse w. Die Um-
kehrung dieser Bijektion motiviert die Hberlegungen von Abschnitt 3.

3. Beweis des Einbettungssatzes

Gegeben sei ein projektiver Desargues-Raum T = (Q,QP. Wir
wdhlen eine Hyperebene wCﬂ fest aus und bezeichnen mit PL (W)
die Menge aller perspektiven Abbildungen mit Achse w. 1Ist zc§
eine Gerade, so definieren wir PL(z,w) als Menge aller perspektiven
Abbildungen mit Achse w , deren Zentrum Z auf z liegt. Eine Teil-
menge 2 ¢ PL(z,w) heiBt ein Biischel perspektiver Abbildungen, falls
ein Punkt P& zuw so existiert, daB PZ := {Xe@lX=P6,deZ} eine

1Qurch fi (i=1,2) und ﬁa sind zwei lineare Abbildungen aus dem zu

T dualen projektiven Raum auf den_ zu T dualen projekt%veg Raum
festgelegt [2]; eine Hyperebene E durch einen Punkt X4§, ist da-
durch gekennzeichnet, daB die oben erklérte Abbildung 65 die Hyper-—
ebene (EnN ¥, ) von T auf die Hyperebene (Enf,) (gl §, ' von TT
abbildet. Damit ordnet sich die besprochene Konstruktion den in 1
genannten Ideen unter,

21m projektiv abgeschlossenen Anschauungsraum [f erhalten wir mit
§4 als_Fernebene die in [11,8.7] beschriebene Abbildung der Punkt-
menge ¥ auf die Menge der zentrischen Ahnlichkeiten und Trans-
lationen in [ sowie deren Ausartungen.
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Gerade ist. Insbesondere ist PL(Z,w) flir jeden Punkt Z ein Biischel
perspektiver Abbildungen, da PGL(Z,w) in einem projektiven Desargues-

Raum linear transitiv ist.

Setzen wir 'E := PL(w), und ist (.'5, die Menge aller Biischel von
PL(W), so gilt

~

Satz 1. Das Paar T, := (ﬁza) ist ein projektiver Raum. >

Beweis. Wir zeigen die Giiltigkeit der in [ 3] angegebenen Axiome
eines projektiven Raumes.

(1) Das Reichhaltigkeitsaxiom (PR3) ist erfiillt, da jedes Bilischel
perspektiver Abbildungen aus PL(w) gleichm&chtig einer Geraden von
T ist.

(2) Sind 6¢€PL(Z4 ,w) und 63€PL(Z9,w) verschiedene perspektive Ab-
bildungen, so fordert das Axiom (PR1) die Existenz genau eines
Blischels Z mit &,,s, €2 .

Fir z4 = Z, enth&dlt das Blischel PL(Z4,w) sowohl ¢4 als auch g.
Ist 3'c¢ PL(z',w) ein weiteres Blischel mit ¢, 6,€3', gilt also
P's'eVy flir einen Punkt P'¢ z'uw , so folgt P'Y' = P'6, P'E, =

=P'Z1 und daher 3' = PL(Z,,w) = X . Da jeder Punkt als Zentrum der
Identitédt ida aufgefaBt werden kann, folgt ferner mit (1), daB
genau die Blischel der Bauart PL(Z,w) die Identitd@t enthalten.

Flir 24 # Zq und 6: # ida setzen wir z := Z;Zg. Es gibt einen
Punkt P¢ zvw und in der Ebene {P{vz die Gerade p := P64 Pg, . Wir
definieren das Blischel 3:= {JePL(z,w)l PS € p} perspektiver Abbildun-
gen; es gilt 64,6:€2Z. Ist T'e PL(z',w) mit 64,6,€Z"' ein weiteres

Biischel, gilt also P'J' =: p'e()} fiir einen Punkt P'¢ z'uw, so
folgt 24, Z29ez', also z'= z,

Enthdlt §' keine Kollineationen, so gilt p' = z oder p'cw ,und
flir alle Punkte X& zvw ist daher XZ' = z oder XZ'ew eine Gerade.
Damit gilt P3¥' = P¢,P6, = PZ , also Z' = 2.

Existiert eine Kollineation 6'€PGL(Z',w)nZ', so ist s e PL (W)
ein die Identit&t enthaltendes Biischel perspektiver Abbildungen,
also z'.s"1 = PL(Z,w). Wegen zz's"1 = {z2}und P616'—1 # P6,_6"_1,
gilt P # Z. Wir erhalten PE' = Pr'¢' '¢' = (PZ)6'eUf. Wie
oben ergibt das ' = T.

(3) Zum Beweis des Planaritdtsaxioms (PR2) betrachten wir drei
Abbildungen &;ePL(Z; ,w) (i=1,2,3), die keinem Bilischel angehd&ren.
Entweder ist {Z1,Zl,25§ ein Dreieck, oder es gibt genau eine

Gerade z mit Z; € z und einen Punkt P4 zuwso, daB {P61 ' P&, ,P55§

BWw ist mit der Abbildungsmuliplikation ein kinematischer Streck-
Translationsraum [4].
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ein Dreieck bilden. Bezeichnen wir das durch 65 und 6 (3#k)
aufgespannte Blischel mit zfm » 9ilt o€y, PeZ;und o (b # 6
(i=1,2,3), so kdnnen wir « bzw. b durch das Zentrum Zoq bzW. Zp vODn
o bzw. [b oder durch den Punkt Px bzw. P eindeutig festlegen,

je nachdem fZil i=1,2,3% oder ${pPg;l i=1,2,3} ein Dreieck bilden.
Nach dem Planaritdtsaxiom projektiver R&ume , angewendet auf das
Dreieck {zjli=1,2,3} und die Gerade %,%Zn bzw. das Dreieck {Pé;|
i=1 ,2,3} und die Gerade PxPfb erhalten wir den Schnittpunkt Z4 Zan

Zo Zpy bzw. PG.‘ Po*sn PxPfy, der als Zentrum bzw. Bildpunkt von P genau
eine perspektive Abbildung YEZ festlegt. Der Punkt Py bzw. das
Zentrum Z, von ¢y gehdrt dann auch der Geraden P«Pf bzw. Z4Zp
an; das ist nur dann nicht trivial, wenn sowohl §z;] i=1,2,3} als
auch iPéil i=1,2,3} Dreiecke sind. Diese Dreiecke sind P-perspektiv,
es gibt also eine perspektive Kollineation mit Zentrum P, die

Zyv> P&y, Zgr>PxX , Zp+> PR ,also auch Zy > Py leistet. Daher ge-

hort y auch dem von % und (b aufgespannten Biischel an.[]

Die gewilinschte Einbettung von T in Ty liefert

g
Satz 2. Die Menge fLc#f aller perspektiven Abbildungen mit Achse w
~)
und einelementiger Bildmenge ist eine Hyperebene von TT(“ und der
durch L festgelegte projektive Raum ﬁu(m ist isomorph zu T .

Beweis. Jedes Blischel Z¢PL(z,w) leistet filir einen Punkt Pgzvw
daB P¥ = p eine Gerade der Ebene {P}vz ist; daher gibt jeder Punkt
von pnz # @ das Zentrum einer Abbildung aus J). ab, und genau
fir p = z gilt Zc . Die Menge {L enthilt also mit je zwei ver-
schiedenen perspektiven Abbildungen auch das von diesen aufge-
spannte Biischel und hat mit jedem Biischel nichtleeren Durchschnitt.
Ein zu {1l komplementdrer Unterraum ist daher notwendig einpunktigqg,
also {1l eine Hyperebene.

Die Bijektion ¢t : >0 mit Z2v»6€ und {6} := PL(Z,w)nfl ist eine
Kollineation vorLT\' auf ﬁu(m , da die Geraden von W genau auf
die Biischel von T (@)abgebildet werden. [J
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