HANS HAVLICEK
ERZEUGUNG QUADRATISCHER VARIETATEN BEI BELIEBIGER CHARAKTERISTIK

Eine quadratische Variet'ait1 M eines n-dimensionalen projektiven
PAPPOS~-Raumes T(V) iiber einem Vektorraum V mit Skalarkorper K kann
liber die Nullstellenmenge einer quadratischen Form q erkldrt werden.
Vgl. etwa [8,43ff1, [9,16ff], [10,32ff], [17]. Es gibt stets einen
(nicht eindeutig bestimmten) Tensor f:VxV+K aus dem 2-Tensorraum ToV,
der g beschreibt, d.h. xq=(x,x)f (xeV) leistet. Daraus resultiert die
korrelative Erzeugung einer quadratischen Varietdt als Menge der
selbstkonjugierten Punkte der durch f in W(V) induzierten projektiven
korrelativen Abbildung. (In der dlteren Literatur iiber reelle und
komplexe quadratische Varietaten wird bei einer korrelativen Erzeugung
verlangt, daB sie als Bilindelkorrelation aufgefaBt werden kann, was
genau dann der Fall ist, wenn f und der adjungierte Tensor fad mit
(x,y)fad=(y,x)f (x,yeV) verschiedene nichttriviale Radikale besitzen.
Vgl1.[16,377] fiir einen historischen Oberblick, ferner [2,1531, [71,
[181, [20,37ff1, [22,452ff], [23]1, [24]1, [25,204ff1, [26]1. In [6]
wird der Begriff "korrelative Erzeugung" noch enger gefaBt).

In der vorliegenden Note werden quadratische Varietdten eines
n-dimensionalen projektiven Pappos-Raumes W bei beliebiger Charakteris-
tik des Algebraisierungskdrpers ohne Hilfsmittel der linearen Algebra
“direkt" lber ihre korrelativen Erzeugungen definiert. Die auf STAUDT
zuriickgehende Definition einer quadratischen Varietdt als Menge der
selbstkonjugierten Punkte einer projektiven polaren Abbildung beruht
darauf, eine quadratische Form durch einen symmetrisdhen 2-Tensor zu
beschreiben, was nur bei Charakteristik #2 stets moglich ist. Bei
Charakteristik 2 konnen nur die quasilinearen quadratischen Formen so
erhalten werden [9,39].

Die geometrischen Eigenschaften einer quadratischen Varietdt
spiegeln sich in einer beliebigen korrelativen Erzeugung nur recht
mangelhaft wider. Wir suchen daher zunichst notwendige Bedingungen
dafir, daB zwei Erzeugungen dieselbe quadratische Varjetdt liefern.
Damit kann die Existenz von Erzeugungen abgeleitet werden, deren
Ausnahmemenge ein maximaler Erzeugendenraum der Varietdat ist. Diese
ausgezeichneten Erzeugungen sind von besonderem Interesse, da sie
einfache Beweise der grundlegenden Sdtze iiber Erzeugendenrdaume und

1Es ist auch die Bezeichnung (Hyper-)Quadrik iiblich. Wir verwenden den
Begriff Quadrik nur fiir quadratische Varijetdaten mit leerem Spitzen-
raum,



Tangentialhyperebenen quadratischer Varietdten gestatten. Fallunter-
scheidungen hinsichtlich der Charakteristik werden erst notwendig,
wenn die gegenseitige Lage von Tangentialhyperebenen und das Polar-
system behandelt werden.

Da bei Charakteristik 2 ein Punkt, der allen Tangentialhyperebenen
einer quadratischen Varietdt M angehort, nicht in M liegen muB, kdnnen
gewisse quadratische Varietdten mittels einer Projektion injektiv auf
einen echten Unterraum von W abgebildet werden. Bei nicht perfektem
Algebraisierungskorper Ka] ergeben sich Querverbindungen zu jener
MOBIUS-Geometrie in der projektiven Geraden iiber KaT,.deren Ketten
durch den Unterkdrper der Quadrate von Ka] festgelegt werden.

Die Anregung zu dieser Arbeit verdanke ich H.BRAUNER.

1.LINEARE, KORRELATIVE UND DUALE ABBILDUNGEN

1.1 Wir gehen von projektiven R'aiumen2 W=(P,G), W=(P',G') und einer

nicht notwendig surjektiven linearen Abbildung ¢:P+P' mit Defi-
nitionsmenge D(y) und Ausnahmemenge A(y)=P\D(y) aus [11]. Fir jede
HypereBene H'eP':ist ihr erweitertes Urbild H'w0'1:=A(w)u{XeD(¢)|XweHQ
entweder eine Hyperebene HecP oder P, je nachdem die Bildmenge von ¢
einen bzw. keinen Punkt enthdlt, der nicht in H' Tliegt. Damit kann
fir die zu W bzw. T dualen projektiven Riume M*=(P™ G™bzw. WE(P*
die zu ¥ transponierte Abbildung qJ:PW+P*erklﬁrt werden: FaBt man H'
als Punkt X'"&€P™auf, so wird X" unter WT flr H’¢0‘1=P‘ke1n Bildpunkt
und fiur H'w0'1=H¥P der durch $1e Hyperebene H beschriebene Punkt XeP
zugewiesen. Diese Abbildung ¢ ist linear; filir eine bijektive Ab-
bildung ¢, also eine Kollineation, ist WJ die zur dualen Kollineation
inverse Abbildung.

Da die y-Bildmenge jedes Unterraumes UcP ein Unterraum von W ist,
wird durch ¢ eine (unprdzise ebenfalls mit g bezeichnete) globale Ab-
bildung des Verbandes ulf aller Unterraume von W in den Verband ull'
aller Unterrdume von W' mitbestimmt, welche mit der Operation des
Verbindens: (v) vertrdglich ist.

Bei einem endlichdimensionalen Raum T und W=T* heiBt ¢ eine korrela-
tive Abbildung. Da die Annulatorabbildung A:ulf->uWW* ein Verbandsanti-
isomorphismus ist, ergibt @:==wk'1 einen Halbgruppenhomomorphismus
von (uW,v) in (uW,n). Wir nennen § eine duale Abbildung. Identifizieren
wirTTmit seinem Bidualraum, so ist WT eine Abbildung PsP* und fir w=wT

2Bezeichnungen und Begriffe sind weitestgehend [4] und [5] entnommen.



heiBt ¢ eine polare Abbi]dung3. Im Falle einer korrelativen Bijektion v,
verwenden wir die iiblichen Bezeichnungen Korrelation bzw. Dualitdt bzw.
Polaritdt.

1.2. Eine Tineare Abbildung y heift projektiv, falls entweder ihre Bild-
menge leer oder einpunktig ist, oder falls die Einschrdnkung von y auf
mindestens eine Gerade eine Projektivitdt ist. Die Einschrdnkung einer pro-
jektiven linearen Abbildung y auf eine Gerade g ist genau dann eine Pro-
jektivitdt, wenn gy zwei verschiedene Elemente enthdlt.

Sei im folgenden W ein n-dimensionaler projektiver Pappos-Raum (1l€n<w).
(Ein eindimensionaler projektiver Raum heifft ein Pappos-Raum, wenn er
Unterraum eines hoherdimensionalen projektiven Pappos-Raumes ist). Sind
Pl,P2 nichtleere windschiefe Unterrdume vonT und vl:P19P’,Y2:P2+P' pro-
jektive lineare Abbildungen in einen Unterraum P' von T oder T% so existiert
stets eine projektive lineare Abbildung w:PlvaéP', die ¥, und Yo fortsetzt:
Die Festlegung der gesuchten Fortsetzung ¢ ist im Beweis zu Satz 1.6 in
[11] enthalten, wobei die dort ausgeschlossenen (und jetzt zuldssigen) An-
gaben sich in gleicher Weise behandeln Tassen; jede Projektivitdt kann
namlich zu einer projektiven linearen Abbildung mit nicht kollinearen Bild-
punkten erweitert werden, und jede Projektivitdt ist durch Tripel zugeord-
neter Punkte festgelegt.

1.3. Der n-dimensionale projektive Pappos-Raum T kann in einen (2n+l)-di-

mensionalen projektiven Raum W"=(P",G") eingebettet werden. Vgl. etwa
[12]. Setzen wir Slz=P und ist S2 ein zu S1 in ™" komplementdrer, also
auch n-dimensionaler Unterraum, ferner y, die Identitat in S, und p,:S,98,
eine projektive Kollineation, so folgt aus 1.2 die Existenz einer linearen
Abbi]dung4 Y:P">S8,, die Y1 und ¥, fortsetzt. Als idempotente lineare Ab-
bildung ist g eine Projektion. Die Punktmenge

ist eine (1,n)-SEGRE-Varietdt, deren erste Schar SI von Erzeugendenrdaumen

die Geraden {Y}v{YyZ} in (1.1) sind. Die zweite Schar SII enthd1lt neben S3

und S, noch jene Unterrdume, die aus dem Zentrum A(y) der Projektionyunter

jenen projektiven Kollineationen von T" hervorgehen, die S und S, punkt-

IT

weise festlassen. Fiir je zwei Erzeugendenrdaume Sj,SkeS definieren die

Schnittpunkte mit den Geraden aus SI

eine projektive Kollineation ij:Sj+Sk.
3In W=W(V) werden ¢ und qJ durch adjungierte 2-Tensoren f,f d i?duziert. Die
Abbildung fe» f, 4 ist eine Involution aus GL(TpV) und dahe?w»w eine in-
volutorische projektive Kollineation des in FuBnote 5 erwdahnten projekti-
ven Raumes.

4So]ange transponierte Abbildungen nicht betrachtet werden, kann jeder
Unterraum, der die Bildmenge einer linearen Abbildung umfaBt, als Ziel-
menge gewahlt werden.
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Vg1.[6,133], [13] und die in [19] betrachteten "Reguli".
Ist B:P">P eine projektive Tineare Abbildung, deren Ausnahmemenge A(ﬁ)
nicht alle Geraden von 51 trifft (A(ﬁ)¢$ﬂl), so heift die Menge

(1.2) I =g (pIS;)]s.esThy

ein Blischel projektiver Tinearer Abbildungen. Zwei verschiedene nichtleere
projektive lineare Abbildungen ¥;:P»P, ¢,:P>P gehdren stets einem Biischel
an, da die Abbildungen xl und 621y2 nach 1.2 eine projektive lineare Fort-
setzung [b: P"e-P besitzen, deren Ausnahmemenge wegen xl# ¥ nicht alle Ge-
raden von S trifft. Flir jeden Punkt PeP und jedes Biischel I ist {QeP|
Q=Py¢,yel lineares Bild einer Geraden von T".

Ersetzt man in (1.2) die Abbildung {3 durch eine projektive lineare Ab-
bildung %:P"»P* in den Dualraum von W, so gelangt man zu Blischel projekti-
ver korrelativer Abbildungen; die obigen Ergebnisse gelten ana]ogs. Siehe
auch [15,198ff], [21,10ff].

2. QUADRATISCHE VARIETATEN

2.1.5ei W=(P,G) ein n-dimensionaler projektiver Raum (n=dimW<e),W*=(P%GY
sein Dualraum und &:P-> P* eine korrelative Abbildung. Fiir jeden Punkt Xe P
gilt dann {X}§=P oder {X}SCP ist eine Hyperebene von W. Ein Punkt XeP
heiBt zu einem Punkt YeP konjugiert beziliglich §, wenn6 XeYS gilt. Die zu &
transponierte Abbildung 8T Teistet X§T={YeP\XeY§}, was (ST)T=8 und

(2.1) xevd & vexd!

ergibt. In jedem Unterraum UcP induziert § eine korrelative Abbifdung Ju
vermdge

(2.2) x?u = X8aU fir alle Xel.

Es gilt A(S )-{Xe.u|X33U} und ein Punkt Xel ist genau dann selbstkonjugiert
bezug]1ch 8, wenn er beziiglich Su se]bstkonJug1ert ist. Wir nennen 8 bzw.
Ju die Spurabbildung von & in U bzw. von $in uTh(u) .

Sind alle Punkte von P-beziiglich einer korrelativen Abbildung § selbst-
konjugiert, so heiBt & eine nullpolare Abbildung und es gilt &= §T. Bei
einer leeren Abbildung & ist A(d)=A (ST) P, also &= §T, ; andernfalls gibt es
zu jedem Punkt XeD(&) und jedem Punkt YeA(§) in ihrer Verbindungsgeraden XY
einen weiteren Punkt ZeD(&8) und x$ =78 ergibt YeXé sowie A(J)cX&. Die Ein-
schrankung 31 von 3 auf den Quotientenverband uW/A(8)={UeulllA(S)c U} ist
daher eine Dualitat. Nach [4,181] folgt 81=§1T, was schlieBlich &= 3 Zur
Folge hat. Jede nullpolare Abbildung ist projektiv.
5Der Menge der nichtleeren projektiven linearen bzw. korrelativen Abbildun-

gen PP bzw.P-P* wird durch die Bilischel die Struktur eines projektiven
Raumes aufgeprdgt. Insbesondere fiir W=T(V) kann dieser projektive Raum mit

dem projektiven Raum lber dem Vektorraum Hom(V,V) bzw. TZV identifiziert
werden. Vgl. [6,39].

Da keine MiBverstdndnisse zu erwarten sind, schreiben wir statt {X} auch X
und nennen sowohl X wie auch {X} einen Punkt

6
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2.2. Wir setzen T als projektiven Pappos-Raum und 1€n<wo voraus. Ist die
Menge M der selbstkonjugierten Punkte einer projektiven korrelativen Ab-
bildung &:P»P*weder leer noch P, so heiBt M eine quadratische Varietdt vonT
und & eine (korrelative) Erzeugung von M. Die durch &§ erzeugte quadratische
Varietdt wird auch mit M(&) bezeichnet.

Ein Unterraum EcP ist genau dann in M enthalten, wenn J% eine nullpolare
Abbildung ist, und EcM heiffit dann ein Erzeugendenraum von M; jeder Erzeugen-
denraum von M liegt in einem beziiglich der Inklusion maximalen Erzeugenden-
raum. Ein Punkt SeM wird singuldr genannt, wenn fiir alle Punkte XeM\{S} die
Gerade SX in M liegt. Die Menge S aller singuldren Punkte von M ist mit dem
Durchschnitt aller maximalen Erzeugendenrdume identisch. Damit ist S ein
Unterraum und wird Spitzenraum von M genannt. Ist S eine Hyperebene von T,
so folgt S=M. Eine quadratische Varietdt mit leerem Spitzenraum heiBt eine
Quadrik.

Hat eine quadratische Varietdt M(d8) auBerhalb ihres Spitzenraumes S einen
Punkt P und ist P1 ein zu S komplementdrer Unterraum, so erzeugt JP eine
quadratische Varietdt M1=MnP1 von W(Pl) wegen dimW(Pl)zl und (SvP)?iPleMl.
Die maximalen Erzeugendenrdume von M sind genau die Verbindungsrdume der
maximalen Erzeugendenrdume von M1 mit S, sodaB M1 eine Quadrik ist.

2.3. Eine quadratische Varietdt M(§) gestattet mehrere Erzeugungen7:

SATZ 1. Sei v eine nichtleere nullpolare Abbildung und A ein Bilischel pro-
jektiver korrelativer Abbildungen, das & und ¥ enthdalt. Jede Abbildung
SelA\{+} erzeugt ebenso wie ihre transponierte Abbildung 3T die quadrati-
sche Varietdt M($). R

Beweis. (1) Ist XeM(§), so folgt aus XeXd und XeX¥ dann Xe(XenX¥)cxs'
nach 1.3. Gehdrt X jedoch der Varietdt M(8) nicht an, erhalten wir X%#X?#P
und XS'D(XQnX§) ist eine Hyperebene. Je nachdem Xv=P erfiillt ist oder nicht,
gilt X¢X§2X§ oder die drei verschiedenen Hyperebenen X@,XS,Xg'gehbren einem
Hyperebenenbiischel an; mit Xe(X?\XS) erkennen wir X¢X3ﬁ

(2) Die Abbildung 8T ist projektiv; wegen (2.1) ist M(y)=M(8J). O

SATZ 2. Zu jedem maximalen Erzeugendenraum E einer quadratischen Varietdt
M(&) gibt es mindestens eine projektive korrelative Abbildung %:PsP*¥, die
M(&) erzeugt und die Ausnahmemenge E besitzt.

Beweis. Nur die Annahme A(S)#E verdient Interesse. Da A(&)cM und E maxi-
mal ist, existiert ein Punkt XeEaD(§). Wegen '

Y§SYSnESA(S_)oA(S1 E) fiir alle YeE

E
Zwei Tensoren f,,f,eT,V beschreiben genau dann dieselbe quadratische Form,
wenn f;-f, dem Untérrdum A,VcT,V der alternierenden 2-Tensoren angehort.
Die Abbil%ung fof-fiq ist ein Epimorphismus ToV2A5V mit dem Unterraum
SZVCTZV aller symmetrischen 2-Tensoren als Kern.

7
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gilt A(ME)CXQ. In der Hyperebene X8 gibt es einen (n-2)-dimensionalen Unter-
raum AJA(SIE) mit X¢A. Eine nicht in X8 liegende Gerade g durch X bestimmt
genau eine nullpolare Abbildung v:P+P¥, welche A(w)=A, P9=g und daher
X¥=AvX=XS Teistet.

In einem von § und v aufgespannten Biischel projektiver korrelativer Ab-
bildungen liegt nach 1.3 und den Gesetzen einer linearen Abbildung genau
eine Abbildungé mit XeA(d'), sodaB A(8'|E) echte Obermenge von A(§| E) ist.

Mit Satz 1 gilt M(8)=M(&").

Mehrfache Anwendung dieser Konstruktﬁon liefert eine Erzeugungmvon M

mit A(m)>E; die Maximalitdt von E zeigt A(m)=E. ]

Eine Erzeugung einer quadratischen Varietdt M wird ausgezeichnet genannt,
wenn ihre Ausnahmemenge ein maximaler Erzeugendenraum von M ist. Die Sadtze 1
und 2 reichen zur weiteren Diskussion der geometrischen Eigenschaften qua-
dratischer Varietdten aus. '

2.4. Die Bestimmung des Spitzenraumes S einer quadratischen Varietdt M(&)
stitzt sich auf

(2.3) SnA(S) = A(8)nPE = A(8)n A(ST

).

Ist ndmlich SeA(S)nPS und XeM\{S}, so folgt X85XS und Y8 =x3 fir alle_ Punkte
YEXS\{S}, also YeY3. Liegt umgekehrt ein Punkt S in SaA(§) und ist YeP\A(S),
dann gilt (SY)3=Y§, also entweder SYcYS fiir SYcM oder SYAYS =S fiir SY¢M. Da-
mit folgt

A8T) = PS=n(Yilver)os.

Nach (2.3) und 2.2 ergibt sich nun

T

(2.4) S = A(8)n P3= A(S)YnA(&") (& ausgezeichnetg).

Hat eine quadratische Varietdt M einen Erzeugendenraum-der Dimension j, aber
keinen Erzeugendenraum hoherer Dimension, so heiBt j der Index von M. Wenn
wir in (2.4) eine j-dimensionale Ausnahmemenge A(§) vorgeben und s:=dim®(S)
setzen, ergibt dimW(P3)=j die Ungleichung

(2.5) ie[%s]

SATZ 3. Je zwei maximale Erzeugendenrﬁume einer quadratischen Varietdt M
haben dieselbe Dimension.

Beweis. Sei j20 der Index von M. Nach (2.5) ist j=0 fiir n=1. Nehmen wir
n>1 und die Existenz zweier maximaler Erzeugendenrdume Ej und Ek der Dimen-
sion j bzw. k¢j an, so ist nach (2.5) dann EjVEk in einer Hyperebene H ent-

8FUr nicht ausgezeichnete Erzeugungen braucht (2.4) entgegen den Behauptun-
gen in [26,192] und [18,68] nicht zu stimmen.



halten und die quadratische Varietdt MnH hat Ej und Ek als maximale Er-
zeugendenrdume. Mit Induktion nach n gibt das einen Widerspruch. O

Wenn & eine ausgezeichnete Erzeugung von M und E=A(§) ist, so hat jeder
(j+l)-dimensionale Unterraum UDE unter 3 eine Bildhyperebene ué und Unud
ist maximaler Erzeugendenraum von M. Ferner folgt Mnu=(UAu3)uE, wobei UnUS=E
geniu bei USDE auftritt, was bei j=%(n+s) nicht moglich ist. (Die Abbildung
UrUSNE ist eine Verallgemeinerung der Beriihrprojektivitdt [5,179].) Im
Sonderfall n=1 hat M daher hdchstens zwei Punkte.

Die Existenz von Quadriken mit Index j=[%(n-1)] wird durch die folgenden
Oberlegungen gesichert: Es gibt in W zwei windschiefe j-dimensionale Unter-
riume E;»E, und eine projektive korrelative Abbildung $: P> P¥mit A(d)=E,,
P8=E2. Damit & eine Quadrik erzeugt, ist notwendig undﬂhinréichend, daB
kein (j+l)-dimensionaler Unterraum durch E; in seiner §-Bildhyperebene liegt
denn genau dann sind El und E2 maximale Erzeugendenrdume von M(&) und folg-
Tich M(8) nach (2.4) eine Quadrik. Wenn n gerade ist, kann man & so wihlen,
daff ein Punkt XeP\(ElvEZ) unter 8 auf E\vE, abgebildet wird; dann ist M(S)
eine Quadrik. Wenn n ungerade ist, erzeugt & stets eine Quadrik. Ordnet man
ferner bei ungeradem n jedem Punkt XeE2 den Unterraum X3nE1 zu, so gelangt
man zur in [6,233] beschriebenen korrelativen Erzeugung der Quadriken mit
Index %(n—l). Flir n=3 sind die Quadriken vom Index 1 die in [5,176ff] be-
trachteten Reguluspunktmengen. Eine solche Quadrik besitzt in einem pro-
jektiven Raum der Ordnung 2 genau 9 Punkte und ist librigens echte Obermenge
einer aus 5 Punkten bestehenden Quadrik vom Index O.

2.5. Ein Unterraum TcP beriihrt eine quadratische Varietat. My wenarer:: . : -
Erzeugendenraum von M oder MaT eine quadratische Varietdt mit nichtleerem
Spitzenraum ist. Die Punkte von TeM bzw. die Punkte des Spitzenraumes von
MaT sind Beriihrungspunkte von T. Wir nennen T auch einen Tangentialraum
von M und insbesondere eine Tangente bzw. eine Tangentialhyperebene, wenn T
eine Gerade bzw. Hyperebene ist.

Hat ein Tangentialraum T den Beriihrungspunkt P, so beriihrt jeder Unter-
raum T1 mit PeTlcT ebenfalls M im Punkt P. Eine Tangente von M ist entweder
in M enthalten, oder sie hat nach (2.5) mit M genau einen Punkt gemeinsam.

SATZ 4. In jedem Punkt P einer quadratischen Varietdt M(§) beriihrt genau
ein Unterraum TPM derart, daB jeder Tangentialraum von M mit Beriihrungspunkt
P in TPM liegt. Es gilt (vgl.[20,38])

(2.6) ToM = P§' fir PeA(S).

Beweis. Wegen Satz 2 kdnnen wir stets PeA(8) erreichen. Ist tcTPM:=P3T

eine Gerade durch P und Xe(Mnt)\{P}, so folgt XeX8 und PeX8. Da t3=X§
wegen PeA(d) erflillt ist, liegt t in M und TPM beriihrt M in P. Um umgekehrt
zu zeigen, daB jeder Tangentialraum mit Berilihrungspunkt P din TpM liegt, ge-



niigt es, eine Tangente t mit dieser Eigenschaft zu betrachteng. GiTlt t¢M,
so ist t8 eine Hyperebene wegen PeA(d). Weil jeder gemeinsame Punkt von t
und t§ in M Tiegt, muB Petnts, also auch tchT gelten. Filir tcM Tiefert tetd
das gewiinschte Ergebnis. ' O
Je nachdem P im Spitzenraum S enthalten ist oder nicht, hat TPM die Di-
mension n bzw. n-1. Der Tangentialraum TPM stimmt mit der mengentheorgti—
schen Vereinigung aller Tangenten von M mit Beriihrungspunkt P iberein®, so-

daB M eine quadratische Menge [3] abgibt.

SATZ 5. In jedem Punkt P einer quadratischen Varietdt M mit Spitzenraum S
ist die Menge der Beriihrungspunkte von TPM der Unterraum PvS.

Beweis. Bei PeS oder TPMCM ist der Satz richtig,SOnsttiQt)TPMﬁMweimeqqua-
dratische Varietdt, deren Spitzenraum Sl zu bestimmen ist. Wir setzen § als
ausgezeichnete Erzeugung und PeA(8) voraus, womit A(S)cTPM erfillt ist. Die
Spunabbildung 31:=8T M hat wegen der Maximaleigenschaft von A(d) die Aus-

nahmemenge A(51)=A(3§. Nach Wahl eines Hilfspunktes XeP\T M liefert (2.4)

P
~ A A
S=A(8)nPE=A(81)n(TpMvK)E=A(8 ) (TpMEaXE=A(8 A (T M) T nx8=5 axS,
sodaR S der Schnitt von Sl mit einer Hyperebene ist. Wegen PchS1 und P&S
folgt S;=Pvs. O

Jede Gerade durch einen Punkt PeM, die nicht in TPM liegt, ist keine Tan-
gente von M und hat daher mit M noch genau einen Punkt gemeinsam. Falls eine
quadratische Varietdt nicht mit ihrem Spitzenraum zusammenfdllt, spannt sie
daher den ganzen Raum auf.

2.6. In einer projektiven Pappos-Ebene ist eine quadratische Varietdt M, die
nicht mit ihrem Spitzenraum lbereinstimmt, entweder ein Kegelschnitt oder
die Vereinigungsmenge zweier verschiedener Geraden: Ist namlich & ausge-
zeichnete Erzeugung von M und A(8)=P1 ein Punkt, so ergibt

81 (ul/Py):ul/P > ul/P, mit P,=P}

eine STEINER~Erzeugung eines Kegelschnitts, der mit der Quadrik M zuSammen—
fallt. Wenn A(§)=g eine Gerade ist, dann erhalten wir M=guh und h=P3+g.

3. POLARSYSTEM

3.1. Um die Menge der Tangenten durch einen Punkt, der einer quadratischen
Varietdt nicht angehdrt, beschreiben zu konnen, betrachten wir zunichst eine
projektive korrelative Abbildung &:P+P* einen Punkt Q¢Q3 und eine Gerade g
durch Q. Die Spurabbildung f ist genau dann eine involutorische Projektivi-
tdt, wenn ein Punkt XegnQﬁanT mit X¢X§ existiert. Eine Projektivitdat Sg

ist genau dann parabolisch, falls die harmonische Lage

. " N T
H(Q.P;08 .08, ")

9Nur eine aus zwei verschiedenen Punkten bestehende Quadrik M einer Geraden

wird nicht erfaBt, da M keine Tangenten besitzt.
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flir einen bezug11ch & selbstkonjugierten Punkt Peg erfiillt ist. Einen
Punkt PegnQGan nPg gibt es genau dann,wenn S keine Bijektion ist und ge-
nau ein beziiglich & selbstkonjugierter Punkt vorliegt. Bezeichnen wir mit
CharW die Charakteristik von W, welche als Charakteristik eines Algebrai-
sierungskdrpers von W erkldrt ist, so folgt zusammenfassend

SATZ 6. Sei M(8) eine quadratische Varietat und QeP\M. Eine Gerade g durch
Q, die mit M einen Punkt gemeinsam hat, ist genau dann Tangente von M, wenn
gilt
A I\T .
(3.1) geQv(QénQs ) fir CharT=2,
bzw. wenn eine Hyperebene HQ(S) existiert mit PGHQ(S) und

Ho(8) = 08=087 oder

Q A A A " ii
(3.2) H(Qv(QSnQST), HQ(3);QS,Q8T) flir CharT #2.

Nach Satz 6 ist die Menge der selbstkonjugierten Punkte einer projektiven
polaren Abbildung fir CharT=2 stets ein Unterraum.

3.2. Im folgenden ist M stets eine quadratische Varietdt, die nicht mit
ihrem Spitzenraum S Ubereinstimmt. Wir nennen

(3.3) K :=(\(TPM|PeM\S)
den Knoten der quadratischen Varietdt M. Dann gilt
(3.4) S= KnM,

denn zundchst ist ScK und umgekehrt ergibt SekKaM fiir alle Punkte PeM\{S},
daB die Tangente PS ganz in M liegt, also SeS gilt.

SATZ 7. Der Knoten K und der Spitzenraum S einer quadratischen Varietdt M(4)
# S stimmen filr CharW#2 stets Uiberein. Bei Charl=2 gehort ein Punkt: KegM
genauzdanntzum*Kneten,?wénn%KéKg=K3T gilt.

Beweis. Sei KeP\M, PeM und g:=PK. Insbesondere filir KEK\S ist g Tangente
von M und bei CharT+2 fo]gt mit (3.2) der Widerspruch McHK(S). Bei CharW=2
zeigt (3.1), daB stets KS. —KS gilt. Da M den ganzen Raum aufspannt, muf
k§=k8T erfil1t sein. Wenn umggkehrt CharW=2 und K¢K8 K&T vorausgesetzt wird,
ist nach (3.1) die Gerade g stets Tangente, also liegt K im Knoten. 0

Jedem Punkt QeP, der nicht im Knoten K einer quadratischen Varietdt
M(8)4S liegt, ordnen wir eine durch & festgelegte Hyperebene HQ(S) zZu:

(3.5) Ho(8):=TyM fiir QeMs,
(3.6) HQ(S):=QV(Q3nQ3T) fiir QgMuK und CharT=2,
wihrend fiir Q¢M und CharW#2 die Hyperebene HQ(S) durch (3.2) definiert wird.

(Vg1.[22,496].) Die Unabhingigkeit der Abbildung QHHQ(S) von der Auswahl
einer Erzeugung von M wird aus Satz 9 folgen. Vorbereitend zeigen wir
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SATZ 8. Der Knoten K einer quadratischen Varietdt M(§)#S stimmt lberein mit
dem Unterraum

(\(HQ(S)lQeP\K)‘.

Beweis. Es geniligt zu zeigen, daB fiir alle QeP\(MuK) gilt KcHQ(S). Liegt
S im Spitzenraum S, so ist QS Tangente von M und SeHQ(S) nach Satz 6. Ge-
hort e1n Punkt K der Menge K\S an, so gilt notwendig CharW=2, und SQK ist
wegen K8 =37 stets involutorisch; nach 3.1 und (3.6) liegt K in HQ(S). m]

SATZ 9. Jeder Punkt QeP, der weder der quadratischen Varietdt M(8)%S noch
ihrem Knoten E angehort, ist Zentrum genau einer nichttrivialen automorphen
perspektiven Ko]]ineation10 von.M. Die Achse dieser perspektiven Kollinea--
tion ist die Hyperebene HQ(S).

Beweis. Da M eine quadratische Menge ist, gibt es hdchstens eine solche
KolTlineation und diese ist notwendig involutorisch [3].

(1) Sei CharW=2. Ist M quadratische Varietdt einer Geraden, so folgt
M={P1,P2}, K=& und Q=HQ(8) fiir alle QeP. Es existiert genau eine paraboli=. .
sche Projektivitat mit Fixpunkt (also Zentrum und Achse) Q und P1»P2,P2»P1.

Bei dimW=22 wird Q mit einem Punkt PleM\HQ(J) zu einer Geraden g ver-
bunden. Wegen gnQ@#ganT ist §g bijektiv aber nicht involutorisch, also
eine hyperblische Projektivitdt mit einem weiteren Fixpunkt PzeM. Es gibt
genau eine (involutorische) Elationuwmit Zentrum Q, Achse HQ(S) und P1»P2.
Wir legen durch g eine Ebene E. Dann ist Ml:=MnE gemdB 2.6 entweder Ver-
einigungsmenge zweier verschiedener Geraden oder ein Kegelschnitt und hat
einen Punkt K1 als Knoten. Da g nicht Tangente von M1 in P1 ist, gilt Q#K1
und nach Satz 8 daher KleHQ(S)nE. Im ersten Fall ist K1 der Schnittpunkt
der beiden Geraden von Ml’ was Mly=M1 zeigt. Im zweiten Fall liefert der
fiir den Kegelschnitt M1 gliltige Satz von PASCAL, daB die Punkte

Q=(XpuvX)n (P1VP2) (Plep) (P2vX) Ky
in HQ(J)AE Kva liegen, also kollinear sind; damit folgt Ml“ M1

(2) Sei Char®+2. Ist M gquadratische Varietdt einer Geraden, so fo]gt
M= {Pl, 2} und K=&. Wenn & nicht bijektiv ist, dann gilt etwa QS=P1 und
08 —P2, sodafR HQ( )¥Q ein Fixpunkt jener hyperbolischen Projektivitdt ist,
die Q festldRt und P1 mit P2 vertauscht. Ist & jedoch b1Jekt1v, so sind P1
und P2 die Fixpunkte der hyperbolischen Projektivitat 8 Es gibt genfu eine
involutorische Projektivitdt p mit Pf+P2, Q»Q. Die ProdukEabbi]dgng 6p 1st
involutorisch, da sie P1 mit P2 vertauscht. Das ergibt (Q8)u=Qun —Q8
sodap HQ(§)+Q ein Fixpunkt von m ist.

10"Unter‘ einer perspektiven Kollineation einer Geraden ist dabei eine Pro-

jektivitat mit wenigstens einem Fixpunkt zu verstehen.
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Bei dimM22 sei p die harmonische Homologie mit Zentrum Q und Achse HQ(8).
Schneidet eine Gerade g durch Q die Varietdat M in zwei verschiedenen Punk-
ten, so werden diese unter m nach den bisherigen Uberlegungen vertauscht.
Der Beriihrungspunkt einer Tangente g durch Q liegt nach 3.1.1n HQ(S). 0O

Die Hyperebene HQ(8)=:HQM ist also durch die quadratische Varietit M(§)#S
alleine bestimmt und heift die Polarhyperebene von Q beziiglich M.

SATZ 10. Ist M(8)#S eine quadratische Varietdt mit Knoten K, so gibt es ge-
nau eine projektive polare Abbildung w:P+P%¥ die fir alle QeP\K leistet
Q&=HQM.

Beweis. (1) Wir zeigen, daB zwei verschiedene Punkte Q,R dann dieselbe
Polarhyperebene besitzen, wenn die Gerade g:=QR genau einen Punkt KeK ent-
halt. Es sind vier Fdalle zu unterscheiden:

(a) geM: Nach Satz 5 gilt HQM=HRM.

(b) KeM, Q&M: Es folgt RéM und wir setzen eine ausgezeichnete Erzeugung
voraus. Dann gilt S=A(8)nA(ST)=P§n\P§, also Q3=R§, Q§T=R3T, KnganT, was
HQM=HRM zeigt.

(c) KéM, gnM#&: Sei etwa QeM, R¢&M und o.B.d.A. QeA(S8) vorausgesetzt. Mit
81:=3T M ist Ml(Sl) eine quadratische Var1etat mit Sp1tzenraum Sl Wegsn
QeA(S1 und QeS, liefert (2.3) dann QeA(J ). Das zeigt RJ K8 -k$ T—RélT,
also HpM= RS 1VR= HQM

(d) K¢M gnM=9" Nach 3.1 1st8 eine involutorische Projektivitdt und

g A AT 8 AT 2T
gngé~2’ Ferner gilt mit 8 5 HoM dann K81=K81 sowie Q61=Q81 , also gél=gél

und weijter
A

Ral galvRs —g5 VRS Te 8
was schlieBlich R51VR HQM HRM ergibt.

(2) Filir zwei verschiedene Punkte Q,ReP\K folgt aus REHQM stets QeH M:
Liegt ndmlich Q oder R in M, so ist QR eine Tangente von M, was QeH Mer-
gibt. Fiir Q,R¢M existiert nach Satz 9 eine automorphe perspektive Ko}]inea-
tionwvon M mit Zentrum Q, und Ru=R zeigt (HRM)M=HRM- Bei Charli=2 ist w eine
Elation, was QeHRM ergibt. Bei CharW#2 gilt notwendig entweder QeHRM oder
HRM=HQM. Letzteres filhrt auf ReHpM und widerspricht damit R&M.

(3) Nach (1) und (2) ist K die Ausnahmemenge einer polaren Abbildung w,
die Q&=HQM fliir alle QeP\K leistet. Fiir CharW=2 istwnullpolar und damit pro-
jektiv. Fir CharT#2 existiert eine Gerade h, die mit M genau zwei Punkte
gemeinsam hat. In,Gh zugeordnete Punkte Tiegen zu diesen Schnittpunkten mit
M harmonisch, sodaBl w projektiv ist. O

Wir nennen & das Polarsystem der quadratischen Varietit M (#S). Die Ein-
schrdankung von ® auf einen maximalen Erzeugendenraum ist eine weitere Ver-
allgemeinerung der Beriihrprojektivitdt (vgl.2.4). Bei CharW42 ist w eine Er-
zeugung von M im Staudtschen Sinne; filir CharW=2 erzeugt die nullpolare Ab-
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bjldung w keine quadratische Varietat und der Knoten K=A(w) hat stets unge-

rade Kodimension. Die Abbildungen 5,8T und w gehoren ilibrigens einem Biischel
11
an” .

3.3. Jeder maximale Erzeugendenraum E der quadratischen Varietdt M#S und da-
mit auch der Verbindungsraum EvK ist beziiglich der polaren Abbildung wvoll-
isotrop, also in seinem ®-Bild enthalten, und E schneidet aus dem Knoten K
den s-dimensionalen Spitzenraum S aus. Mit k:=dimT(K) ergibt sich damit fiir
den Index

(3.7) j:.-[l‘_t%i:_k},

Flir CharW#2 sind (3.7) und (2.5) wegen s=k dquivalent. Eine Abschdatzung von
k-s fur CharW=2 liefert Formel (4.4).

4. KNOTEN BEI CHARAKTERISTIK 2

4.1, Vorgegeben sind ein projektiver Pappos-Raum T mit CharW=2, 2£n=dimMT<w
und eine quadratische Varietdt M von W, die mit ihrem Spitzenraum S nicht
ubereinstimmt. Wir konnen dann im Knoten K von M einen zu S windschiefen
Unterraum Z als Zentrum einer Projektion ®:P+R auf einen zu Z komplementdren
Unterraum ReP auswahlen. Dann ist wIM:M3R eine injektive Abbildung; in der
Sprechweise der Darstellenden Geometrie ist jeder Punkt von M ein Kontur-
punkt. Bezeichnen wir das Polarsystem von M mit @, so gilt filir zwei ver-
schiedene Punkte X,YeM

XvYCM& Xe Y & XTe rd > XuvireMr.

Inwieweit eine Gerade von Mx das ®w-Bild einer Geraden von M ist, kldart die
weitere Diskussion, bei welcher der Trivialfall ausgeschlossen wird, daB «
die Identitdat in P, also Z=£ ist.

4.2. Wenn die Verbindungsgerade zweier verschiedener Punkte 0,EeM nicht in
M liegt, dann ist der Durchschnitt von M mit PO:=Zv0vE eine Quadrik Mo'vom
Index 0 und mit Knoten K0=Z. Ein Punkt von M gehdrt genau dann zu MO; wenn
sein W-Bild in 0quw=:R0 liegt.

Es gibt wegen Z## in M0 einen Punkt U$0,E; wir verwenden die Punkte Om,
Ex, U zur Konstruktion eines Algebraisierungskorpers Ka] vonTr(0m=0eKa],
Ew=1eKa], Uw=w¢Ka]) und erkldren das Doppelverhdaltnis (DV) von vier Punkten
gemap [5,42] als Element von Ka]u{aﬂ. Fiir vier verschiedene Punkte A,B,C,D
eines Kegelschnitts Mlc:MO und 1hre2Tanqenten a,b,c,d ist (unabhdngig. von
der Charakteristik) DV(A,B,C,D)"=DV(a,b,(anb)vC,(anb)vD), sodaB wegen
CharW=2 folgt DV(A,B,C,D)2=DV(a,b,c,d). Da die Geraden AvAwW,... Tangenten

Eine durch feT V beschriebene quadratische Form hat die Polarform f+fa4d-

Wird inT{(V) dié Abbildung & durch f induziert, so wird @ durch diese
Polarform induziert.
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von M, sind, gilt(auch fiir A=B,C oder D mit e =)
(4.1) DV(A,B,C,D)2=DV(Aw,Bw,Cr,Dw).

Wir bezeichnen mit Ka](z) den Unterkdrper der Quadratzahlen von Ka] und
unterscheiden zwei Falle:

(1) Der Kérper K ist perfekt, also K_,=K (2). Hier ist das w-Bild von
al

al al
M1 bereits die volle Gerade RO. Das zeigt‘M1=MO und
. 2
(4.2) o=d1mw(2)=[Ka1:ga1( )1 -1,

(2) Bei Ka]#Ka] 2) ist RO=Ka]u{xﬁ die Punktmenge der Mobius-Geometrie
Z(Ka1(2)’ Ka1) [1,1441. Nach (4.1) und [1,98] ist jedes w-Bild eines Kegel-
schnitts von M0 eine Kette dieser Mobius-Geometrie.

Zwei Kegelschnitte Ml,Msz0 beriihren einander genau dann, wenn sie min-
destens ein Linienelement (P,p) gemeinsam haben. Fiir Ml#M2 ist die Verbin-
dungsgerade zweier Punkte PleMl\{P}, PzeMZ\{P} zum Knoten K0 windschief und
schneidet die Tangentialhyperebene TPMO=PVK0 in einem Punkt Q¢MuK0. Die
automorphe E]ationﬂxvon'Mo mit ' Zentrum Q flhrt Mlﬂin MZ\Uber,und QARO)&ﬁgoaRO
ist eine parabolische Projektivitdt mit Fixpunkt Prx, welche Mik+M2w leistet.
Daher beriihren einander MIK und Mzt in Px im kettengeometrischen Sinn. Be-
riihren einander umgekehrt die T-Bilder von Kegelschnitten Ml,MszO in einem
Punkt Pw, so existiert genau ein Kegelschnitt von MO’ der M1 in P berilihrt
und mit M2 einen von P verschiedenen Punkt gemeinsam hat, also wegen [1,107]
mit M2 ubereinstimmt.

Die Menge MO\{U} ist die Punktmenge eines affinen Raumes A(MdﬁU}) (Um-
kehrung der stereographischen Projektion). Entfernen wir aus Z(Ka](z),Ka])
den Punkt UR, so erhalten wir den affinen Raum A(Ka](z),Ka]) [1,104]. Die
obigen UOberlegungen zeigen dann, daR Il(MO\{U}) eine Affinitdt von A(M&Uﬂ)
auf einen affinen Unterraum von A(K
liefert

al ’Kal) ist. Ein Dimensionsvergleich

(2)

(4.3) dimW(Z) &K q:K 1 -1,

al
sodafB MOK=R0 genau fiir dimW(Z)=[Ka]:Ka](2)]-1 erfiil1t ist. Dann ist M0 ein
(zum HOTJE-Modell [141 projektiv-dquivalentes) Quadrikenmodell [27] der

kinematischen Kettengeometrie Z(Ka](z),Ka]). Die gesamte Konstruktion beruht

natiirlich wesentlich auf der Isomorphie der Korper Ka] und Ka](z).

4.3. Da M den ganzen Raum aufspannt, stimmt die Verbindungshiille von Mr mit
R iiberein. Die Abbildung wIM:M=R ist nach 4.2 genau dann surjektiv, wenn ein
Kegelschnitt von M auf eine Gerade abgebildet wird. Setzen wir k:=dimH(K),
s:=dimT(S) und den Unterraum Z als in W(K) zu S komplementdr voraus, so er-
geben (4.2) und (4.3) die auch bei Z=# gililtige Formel [10,33]

i v (2)
(4.4)  k-s&[K q:K o "1,
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Als liniengeometrische Anwendung der bisherigen Ergebnisse kdonnen wir in
einem dreidimensionalen projektiven Pappos-Raum T mit perfektem Algebrai-
sierungskorper eine Bijektion eines Gewindes G (Menge der isotropen Geraden
einer Nullpolaritdatw) auf die Punktmenge P von T angeben: Nach dem KLEIN=
schen Ubertragungsprinzip hat G eine Quadrik M eines vierdimensionalen Er-
weiterungsraumes T von T als Punktmodell. (Die diesbeziiglichen Aussagen in
[61 gelten auch fiir CharW=2). Der Knoten K von M ist wegen der geraden Di-
mension von T nicht leer. Da M den Index 1 besitzt, erweist (3.7) den
Knoten K als Punkt. Setzen wir o.B.d.A. KnP=#, so liefert die Projektion
zum Zentrum K auf P die gewiinschte Abbildung. Die Urbilder der Geraden aus
P sind dabei einerseits die Geradenbiischel in G und andererseits jene Reguli
in G, deren Trdgerquadriken das Polarsystem ¥ besitzen. Die Urbilder der
Ebenen aus P sind die in G Tiegenden parabolischen Netze.
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