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E R Z E U G U N G  QUADRATISCHER VARIETRTEN BEI BELIEBIGER CHARAKTERISTIK 

Eine q u a d r a t i s c h e  v a r i e t ä t l  M e i n e s  n-d imensionalen  p r o j e k t i v e n  
PAPPOS-Raumes r(V) über  einem Vektorraum V mi t  S k a l a r k ö r p e r  K kann 

über  d i e  Nul l s t e l l enmenge  e i n e r  q u a d r a t i s c h e n  Form q e r k l ä r t  werden. 

Vgl. etwa [ 8 , 4 3 f f l ,  [ 9 , 1 6 f f l ,  [ 1 0 , 3 2 f f l ,  1171. Es g i b t  s t e t s  e i n e n  

( n i c h t  e i n d e u t i g  bes t immten)  Tensor  f:VwV+K aus dem 2-Tensorraum T 2 V ,  

d e r  q b e s c h r e i b t ,  d . h .  x q = ( x , x ) f  (xaV) l e i s t e t .  Daraus r e s u l t i e r t  d i e  

k o r r e l a t i v e  Erzeugung e i n e r  q u a d r a t i s c h e n  V a r i e t ä t  a l s  Menge d e r  

s e l  b s t k o n j u g i e r t e n  Punkte d e r  durch f  i n  T(V) i n d u z i e r t e n  p r o j e k t i v e n  

k o r r e l a t i v e n  Abbildung.  ( I n  d e r  ä l t e r e n  L i t e r a t u r  übe r  r e e l l e  u n d  

komplexe q u a d r a t i s c h e  V a r i e t ä t e n  wird bei  e i n e r  k o r r e l a t i v e n  Erzeugung 

v e r l a n g t ,  daß s i e  a l s  B ü n d e l k o r r e l a t i o n  a u f g e f a ß t  werden k a n n ,  was 

genau dann d e r  F a l l  i s t ,  wenn f  u n d  d e r  a d j u n g i e r t e  Tensor  f a d  m i t  

( x , y ) f a d = ( y  , x ) f  (x,yeV) v e r s c h i e d e n e  n i c h t t r i v i a l e  Rad ika le  b e s i t z e n .  

Vgl.[16,3,771 f ü r  e i n e n  h i s t o r i s c h e n  O b e r b l i c k ,  f e r n e r  12,1531,  [ 7 1 ,  

[181,  [ 2 0 , 3 7 f f I ,  [ 2 2 , 4 5 2 f f l ,  1231,  [241,  [ 2 5 , 2 0 4 f f l ,  E261. In E61 

wird d e r  B e g r i f f  " k o r r e l a t i v e  Erzeugung" noch enger  g e f a ß t ) .  

In d e r  v o r l i e g e n d e n  Note werden q u a d r a t i s c h e  V a r i e t ä t e n  e i n e s  

n-d imensionalen  p r o j e k t i v e n  Pappos-Raumesm bei  b e l i e b i g e r  C h a r a k t e r i s -  

t i k  des  A l g e b r a i s i e r u n g s k ö r p e r s  ohne H i l f s m i t t e l  d e r  l i n e a r e n  Algebra 

" d i r e k t "  über  i h r e  k o r r e l a t i v e n  Erzeugungen d e f i n i e r t .  Die auf  STAUDT 

zurückgehende D e f i n i t i o n  e i n e r  q u a d r a t i s c h e n  V a r i e t ä t  a l s  Menge d e r  

s e l b s t k o n j u g i e r t e n  Punkte e i n e r  p r o j e k t i v e n  p o l a r e n  Abbildung b e r u h t  

d a r a u f ,  e i n e  q u a d r a t i s c h e  Form durch e i n e n  symmetrisc'hen 2-Tensor  zu 

b e s c h r e i b e n ,  was nur be i  C h a r a k t e r i s t i k  # 2  s t e t s  möglich i s t .  Bei 

C h a r a k t e r i s t i k  2 können nur d i e  q u a s i l i n e a r e n  q u a d r a t i s c h e n  Formen s o  

e r h a l t e n  werden [ 9 , 3 9 ] .  

Die geomet r i schen  E i g e n s c h a f t e n  e i n e r  q u a d r a t i s c h e n  V a r i e t ä t  

s p i e g e l n  s i c h  i n  e i n e r  b e l i e b i g e n  k o r r e l a t i v e n  Erzeugung nur  r e c h t  

mange lha f t  w i d e r .  Wir suchen daher  z u n ä c h s t  notwendige Bedingungen 

d a f ü r ,  daß zwei Erzeugungen d i e s e l b e  q u a d r a t i s c h e  V a r i e t ä t  l i e f e r n .  

Damit kann d i e  E x i s t e n z  von Erzeugungen a b g e l e i t e t  werden, de ren  

Ausnahmemenge e i n  maximaler Erzeugendenraum d e r  V a r i e t ä t  i s t .  Diese 

a u s g e z e i c h n e t e n  Erzeugungen s i n d  v o n  besonderem I n t e r e s s e ,  da s i e  

e i n f a c h e  Beweise d e r  grundlegenden S ä t z e  über  Erzeugendenräume u n d  

' E S  i s t  auch d i e  Bezeichnung ( H y p e r - ) Q u a d r i  k ü b 1  i c h .  Wir verwenden den 
B e g r i f f  Q u a d r i  k n u r  f ü r  q u a d r a t i s c h e  V a r i e t ä t e n  m i t  leerem S p i t z e n -  
r aum.  



Tangen t i a lhyperebenen  q u a d r a t i s c h e r  V a r i e t ä t e n  g e s t a t t e n .  F a l l u n t e r -  

scheidungen h i n s i c h t l  i c h  d e r  C h a r a k t e r i s t i k  werden e r s t  notwendig,  

wenn d i e  g e g e n s e i t i g e  Lage von Tangen t i a lhyperebenen  und das P o l a r -  

system b e h a n d e l t  werden.  

Da bei  C h a r a k t e r i s t i k  2 e i n  P u n k t ,  d e r  a l l e n  T a n g e n t i a l  hyperebenen 

e i n e r  q u a d r a t i s c h e n  V a r i e t ä t  M a n g e h ö r t ,  n i c h t  i n  M l i e g e n  muß, können 

gewisse  q u a d r a t i s c h e  V a r i e t ä t e n  m i t t e l s  e i n e r  P r o j e k t i o n  i n j e k t i v  auf  

e i n e n  e c h t e n  Unterraum v o n  T i  a b g e b i l d e t  werden. Bei n i c h t  per fektem 

A l g e b r a i s i e r u n g s k ö r p e r  K a l  e rgeben  s i c h  Querverbindungen z u  j e n e r  

MOBIUS-Geometrie i n  d e r  p r o j e k t i v e n  Geraden über  Kai, de ren  Ket ten  
durch den Unte rkörpe r  d e r  Quadra te  v o n  K a l  f e s t g e l e g t  werden. 

Die Anregung zu d i e s e r  A r b e i t  verdanke i c h  H . B R A U N E R .  

l.LINEARE, KORRELATIVE U N D  D U A L E  ABBILDUNGEN 

1.1 Wir gehen von p r o j e k t i v e n  ~äumen '  K = ( P , G ) ,  ~ = ( P ' , G '  ) u n d  e i n e r  

n i c h t  notwendig s u r j e k t i v e n  1  i n e a r e n  Abbildung y:P+P1 m i t  Def i -  

n i t ionsmenge  D(y) u n d  Ausnahmemenge A(tp)=PfD(y) aus  1111. F ü r  j e d e  

 er er ebene H 1 c P ' ~ i s t  i h r  e r w e i t e r t e s  U r b i l d  f f l i y o - l : = ~ ( i y ) u ( ~ ~ ~ ( y > ) (  X ~ & H ' {  

en tweder  e i n e  Hyperebene HcP oder  P, j e  nachdem d i e  Bildmenge von y 
e i n e n  bzw. keinen P u n k t  e n t h ä l t ,  d e r  n i c h t  i n  f f l  l i e g t .  Damit kann 

f ü r  d i e  zu T' bzw. lT dua len  p r o j e k t i v e n  Räume N ' * = ( P ~ > G ~ ~  bzw. ~ k ( ~ : d i  
T d i e  zu  ip  t r a n s p o n i e r t e  Abbildung 9 :P1*+P*erklärt  werden: Faßt  man H '  - 

a l s  P u n k t  x l % ~ ' * a u f ,  s o  wird  X'* u n t e r  yT f ü r  H 1 i y o  '=P kein B i ldpunk t  

u n d  f ü r  H ' ~ ~ - ~ = H + ' P  d e r  durch d i e  Hyperebene H b e s c h r i e b e n e  P u n k t  XeP 

zugewiesen.  Diese Abbildung i s t  l i n e a r ;  f ü r  e i n e  bi j e k t i v e  A b -  

b i ldung  V ,  a l s o  e i n e  K o l l i n e a t i o n ,  i s t  d i e  z u r  dualen  K o l l i n e a t i o n  

i n v e r s e  Abbi 1  dung. 

Da d i e  V-Bildmenge j e d e s  Unterraumes UcP e i n  Unterraum v o n  l i ' i s t ,  

wird durch ry e i n e  ( u n p r ä z i s e  e b e n f a l l s  m i t  i)r b e z e i c h n e t e )  g l o b a l e  Ab-  

b i ldung  des  Verbandes u l i  a l l e r  Unterräume v o n  TT i n  den Verband ur' 
a l l e r  Unterräume von B' mitbes t immt ,  welche m t  t d e r  Opera t ion  des  

Verbindens ( V )  v e r t r ä g l i c h  i s t .  

Bei einem end1 i chd imens iona len  Raum T u n d  lil=B* h e i ß t  y e i n e  k o r r e l a -  

t i v e  Abbildung.  Da d i e  Annu la to rabb i ldung  X:uB+uT* e i n  Verbandsan t i -  

i  somorphi smus i  s t ,  e r g i b t  : = t p ~ - l  e i  nen Ha1 bgruppenhomomorphismus 

v o n  (ur,") i n  ( u 8 , n ) .  Wir nennen (y e i n e  d u a l e  Abbildung.  I d e n t i f i z i e r e n  
T w i r r  mi t  seinem Bidualraum, so  i s t  yT e i n e  Abbildung P+P* u n d  f ü r  y = y ,  

' ~ e z e i c h n u n ~ e n  u n d  B e g r i f f e  s i n d  w e i t e s t g e h e n d  [41 u n d  [ 5 1  entnommen. 



h e i ß t  y, e i n e  po la re  ~ b b i l d u n ~ ' .  Im F a l l e  e i n e r  k o r r e l a t i v e n  Bi jek t ion  9, 
verwenden wir  d i e  üblichen Bezeichnungen Korre la t ion  b z w .  D u a l i t ä t  b z w .  

P o l a r i t ä t .  

1 .2 .  Eine l i n e a r e  Abbildung h e i ß t  p r o j e k t i v ,  f a l l s  entweder i h r e  Bi ld-  

menge l e e r  oder e inpunkt ig  i s t ,  oder f a l l s  d i e  Einschränkung v o n  auf 

mindestens e i n e  Gerade e i n e  P r o j e k t i v i  t ä t  i s t .  Die Einschränkung e i n e r  pro- 

j ek t iven  l i n e a r e n  Abbildung auf e ine  Gerade g i s t  genau d a n n  e i n e  Pro- 

j e k t i v i  t ä t ,  wenn gy zwei verschiedene Elemente e n t h ä l t .  

Sei im folgenden ii e i n  n-dimensionaler  p r o j e k t i v e r  Pappos-Raum (lgn<oo). 

(Ein e indimensionaler  p r o j e k t i v e r  Raum h e i ß t  e i n  Pappos-Raum, wenn e r  

Unterraum e i n e s  höherdimensionalen pro jek t iven  Pappos-Raumes i s t ) .  Sind 

P  P n i c h t l e e r e  windschiefe  Unterräume v o n  li u n d  y1:P1+P1,yr2:P2+P' pro- 1' 2 
j e k t i v e  l i n e a r e  Abbildungen in  e inen Unterraum P' v o n  T oder F, so  e x i s t i e r t  

s t e t s  e ine  p r o j e k t i v e  l i n e a r e  Abbildung y:PlvP2+P1, d i e  iyl u n d  y2 f o r t s e t z t :  

Die Festlegung der  gesuchten For t se tzung  yl i s t  im Beweis z u  Satz  1 .6  i n  

1111 e n t h a l t e n ,  wobei d i e  d o r t  ausgeschlossenen ( u n d  j e t z t  zu l ä s s igen )  A n -  
gaben s ich  in  g l e i c h e r  Weise behandeln l a s s e n ;  jede P r o j e k t i v i  t ä t  kann 

nämlich zu  e i n e r  p ro jek t iven  l i nea ren  Abbildung mit n i c h t  ko l l i nea ren  Bi ld-  

punkten e r w e i t e r t  werden, u n d  jede P r o j e k t i v i t ä t  i s t  durch Tripel  zugeord- 

n e t e r  Punkte f e s t g e l e g t .  

1 . 3 .  Der n-dimensionale p r o j e k t i v e  Pappos-Raum k a n n  i n  einen ( 2 n + l ) - d i -  

mensionalen pro jek t iven  Raum V"=(Pv,G")  e i n g e b e t t e t  werden. Vgl. etwa 

[12] .  Setzen wir  S1:=P u n d  i s t  S 2  e i n  z u  S1 in  T"  komplementärer, a l s o  

auch n-dimensionaler  Unterraum, f e r n e r  yl  d i e  I d e n t i t ä t  i n  S1 u n d  p2:S21Sl 

e ine  p r o j e k t i v e  Ko l l i nea t ion ,  so f o l g t  aus 1 .2  d i e  Exis tenz e i n e r  l i nea ren  
4 Abbildung y :P t1+S1,  d i e  y l  u n d  y2 f o r t s e t z t .  Als idempotente l i n e a r e  A b -  

bi ldung i s t  Y, e ine  P ro j ek t ion .  Die Punktmenge 

( 1 . 1 )  s = ( X ( X E ~ Y ~ V ~ Y ~ ~ ~ ,  Y€S21 

i s t  e ine  ( 1  ,n)-SEGRE-Varietät, deren e r s t e  Schar S I  v o n  Erzeugendenräumen 

d i e  Geraden {Y)v{Yy2) i n  (1.1)  s i n d .  Die zwei te  Schar S I '  e n t h ä l t  neben S1 

u n d  S2 noch jene Unterräume, d i e  aus dem Zentrum A(y) der  P ro j ek t iony tun te r  

jenen pro jek t iven  Kol l ineat ionen v o n  T hervorgehen, d i e  S1 u n d  S2 p u n k t -  

weise f e s t l a s s e n .  Für j e  zwei Erzeugendenräume S  , S k ~ s I 1  d e f i n i e r e n  d i e  
j 

Schni t tpunkte  mit d e n  Geraden aus S I  e ine  p r o j e k t i v e  Kol l inea t ion  r jk :Sj+Sk.  

T 3 ~ n  l i ' = l i ( V )  werden y u n d  y durch a d j u n g i e r t e  2-Tensoren f  , f  i  duzi e r t .  Die 
Abbildung f » f a d  i s t  e ine  Involut ion aus G L ( T 2 V )  u n d  dahe~$eQ e i n e  i n -  
vo lu to r i s che  p r o j e k t i v e  Kol l inea t ion  des i n  Fußnote 5 erwähnten p r o j e k t i  - 
ven Raumes. 

4 ~ o l a n g e  t r a n s p o n i e r t e  Abbi 1 dungen n i c h t  b e t r a c h t e t  werden, kann j ede r  
Unterraum, der  d i e  Bildmenge e i n e r  l i n e a r e n  Abbildung umfaßt, a l s  Z ie l -  
menge gewählt werden. 



Vgl . [ 6 , 1 3 3 ] ,  [ I 3 1  u n d  d i e  i n  [ I 9 1  b e t r a c h t e t e n  "Reguli  " .  
I s t  6:Pn+P e i n e  p r o j e k t i v e  1  i n e a r e  Abbildung,  deren  Ausnahmemenge A ( @ )  

n i c h t  a l l e  Geraden v o n  S I  t r i f f t  ( ~ ( ( 3 )  + S I ' ) ,  so  h e i ß t  d i e  Menge 
I I  

( 1 . 2 )  r = { 6 1 i ( @ 1 S i ) ( S i c S  3 

e i n  Büschel p r o j e k t i v e r  1  i  n e a r e r  Abbildungen.  Zwei v e r s c h i e d e n e  n i c h t l e e r e  

p r o j e k t i v e  1 i n e a r e  Abbildungen f l :P+P, f2 :P+P  gehören s t e t s  einem Büschel 

a n ,  da d i e  Abbildungen und 621g2 nach 1 . 2  e i n e  p r o j e k t i v e  l i n e a r e  F o r t -  

s e t z u n g  ß: P"-+ P b e s i t z e n ,  deren  Ausnahmemenge wegen al+ r2 n i c h t  a l l e  Ge- 

raden v o n  S I  t r i f f t .  F ü r  j eden  P u n k t  PEP u n d  j e d e s  Büschel i" i s t  { Q E P ]  

Q=Pf,)i.~r) 1  i  n e a r e s  Bi 1 d  e i n e r  Geraden von 8". 
E r s e t z t  man i n  ( 1 . 2 )  d i e  Abbildung (3 durch e i n e  p r o j e k t i v e  l i n e a r e  A b -  

bi ldung 3 :  P" -*P* i n  den Dual raum v o n  T, so  g e l a n g t  m a n  z u  Büschel p r o j e k t i  - 
v e r  k o r r e l a t i v e r  Abbildungen;  d i e  obigen Ergebn i s se  g e l t e n  a n a l o g 5 .  S iehe  

auch [ 1 5 , 1 9 8 f f ] ,  121 , l O f f ] .  

2 .  QUADRATISCHE VARIETATEN 

2 . 1 . S e i  K = ( P , G )  e i n  n -d imens iona le r  p r o j e k t i v e r  Raum (n=dimli<eo) , ~ "= (~ l fq  
s e i n  Dual raum und 8 : P +  P* e i n e  k o r r e l a t i v e  Abbildung.  Für jeden P u n k t  Xe P  

h h 

g i l t  dann {X)$ = P  oder  {XIScP i s t  e i n e  Hyperebene v o n  T. Ein P u n k t  X E  P  

h e i ß t  z u  einem P u n k t  YEP k o n j u g i e r t  bezüg l i ch  6 ,  wenn6 X E Y G ~  g i l t .  Die zu S 
"T T T t r a n s p o n i e r t e  Abbildung aT l e i s t e t  X $  = { Y E P \ X G Y ~ ) ,  was ( 8  ) = d  u n d  

e r g i b t .  In jedem Unterraum UcP i n d u z i e r t  8 e i n e  k o r r e l a t i v e  ~ b b i l ' d u n ~  

vermöge 
It 

( 2 . 2 )  = X O ~ U  f ü r  a l l e  X G U .  

Es g i l t  A ( G U ) = { X e  U \ X $ D U )  u n d  e i n  P u n k t  XEU i s t  genau dann s e l b s t k o n j u g i e r t  

bezüg l i ch  8 ,  wenn e r  bezüg l i ch  s e l b s t k o n j u g i e r t  i s t .  Wir nennen b z w .  
h 

SU d i e  Spurabbi ldung von C! i n  U b z w .  von % i n  uT(U). 
Sind a l l e  Punkte von P bezüg l i ch  e i n e r  k o r r e l a t i v e n  Abbildung 8 s e l b s t -  

k o n j u g i e r t ,  so h e i ß t  $ e i n e  n u l l p o l a r e  Abbildung und e s  g i l t  6 = g T :  Bei 
T T e i n e r  l e e r e n  Abbildung 8 i s t  A ( ~ ) = A ( $  ) = P ,  a l s o  ; a n d e r n f a l l s  g i b t  e s  

zu jedem P u n k t  X G D ( & )  u n d  jedem P u n k t  Y E A ( ~ ' )  i n  i h r e r  Verbindungsgeraden X Y  

e i n e n  w e i t e r e n  P u n k t  ZeD(6) u n d  X b = ~ 8  e r g i b t  YEXS sowie ~ ( 6 ) c x a .  Die Ein- 
A A 

schränkung v o n  6 auf  den Q u o t i e n t e n v e r b a n d  U K / A ( S ) = { U E U T ~ ( A ( S ) ~  U) i s t  
n T daher  e i n e  D u a l i t ä t .  Nach [4,1811 f o l g t  61=21T, was s c h l i e ß l i c h  6.6 z u r  

Folge h a t .  J ede  nul l p o l a r e  Abbildung i s t  p r o j e k t i v .  

 er Menge d e r  n i c h t l e e r e n  p r o j e k t i v e n  1  i n e a r e n  b z w .  k o r r e l a t i v e n  Abbildun- 
gen PaP bzw.P+P* wird durch d i e  Büschel d i e  S t r u k t u r  e i n e s  p r o j e k t i v e n  
Raumes a u f g e p r ä g t .  Insbesondere  f ü r  T=ir(V) kann d i e s e r  p r o j e k t i v e  Raum mit  
dem p r o j e k t i v e n  Raum über  dem Vektorraum Hom(V,V) b z w .  T2V i d e n t i f i z i e r t  
werden. Vgl . [ 6 , 3 9 ]  . - 

b ~ a  ke ine  M i ß v e r s t ä n d n i s s e  z u  e r w a r t e n  s i n d ,  s c h r e i b e n  w i r  s t a t t  { X )  auch X 
u n d  nennen sowohl X wie auch { X )  e i n e n  P u n k t .  



2 . 2 .  Wir s e t z e n  li a l s  p r o j e k t i v e n  Pappos-Raum u n d  l ' n t o  vo raus .  I s t  d i e  

Menge M d e r  s e l b s t k o n j u g i e r t e n  Punkte e i n e r  p r o j e k t i v e n  k o r r e l a t i v e n  Ab- 

b i ldung  cf:PaP*weder l e e r  noch P, s o  h e i ß t  M e i n e  q u a d r a t i s c h e  V a r i e t ä t  v o n l i  
u n d  6 e i n e  ( k o r r e l a t i v e )  Erzeugung von M .  Die durch e r z e u g t e  q u a d r a t i s c h e  

V a r i e t ä t  wird auch mi t M($) b e z e i c h n e t .  

Ein Unterraum E c P  i s t  genau dann i n  M e n t h a l t e n ,  wenn JE e i n e  n u l l p o l a r e  

Abbildung i s t ,  u n d  EcM h e i ß t  dann e i n  Erzeugendenraum v o n  M ;  j e d e r  Erzeugen- 

denraum v o n  M l i e g t  i n  einem bezüg l i ch  d e r  I n k l u s i o n  maximalen Erzeugenden- 

raum. Ein P u n k t  SEM wird s i n g u l ä r  genann t ,  wenn f ü r  a l l e  Punkte XEM\{S) d i e  

Gerade SX i n  M l i e g t .  Die Menge S a l l e r  s i n g u l ä r e n  Punkte von M i s t  mi t  dem 

D u r c h s c h n i t t  a l l e r  maximalen Erzeugendenräume i d e n t i s c h .  Dami t i s t  S  e i n  

Unterraum und wird Spi tzenraum von M genann t .  I s t  S  e i n e  Hyperebene v o n  T, 
so f o l g t  S=M. Eine q u a d r a t i s c h e  V a r i e t ä t  mi t  leerem Spi tzenraum h e i ß t  e i n e  

Quadri k .  

Hat e i n e  q u a d r a t i s c h e  V a r i e t ä t  M(6) außerha l  b i h r e s  Spi tzenraumes S  e i n e n  

P u n k t  P und i s t  P1 e i n  zu S komplementärer Unterraum, s o  e r z e u g t  d' e i n e  
01 

q u a d r a t i s c h e  V a r i e t ä t  M1=MiiPl v o n  B(P1) wegen dimTI(P1)21 u n d  ( S v P ) n  PlcMl. 

Die maximalen Erzeugendenräume v o n  M s i n d  genau d i e  Verbindungsräume de r  

maximalen Erzeugendenräurne v o n  M1 m i t  S ,  sodaß M1 e i n e  Quadrik i s t .  

2 . 3 .  Eine q u a d r a t i s c h e  V a r i e t ä t  M($) g e s t a t t e t  mehrere ~ r z e u ~ u n ~ e n ~ :  

SATZ 1.  Sei Y e i n e  n i c h t l e e r e  n u l l p o l a r e  Abbildung u n d  A e i n  Büschel pro-  

j e k t i v e r  k o r r e l a t i v e r  Abbildungen,  das  6 u n d  V- e n t h ä l t .  Jede  Abbildung 

8kA\{-r) e r z e u g t  ebenso wie i h r e  t r a n s p o n i e r t e  Abbildung 61T d i e  q u a d r a t i -  

s che  V a r i e t ä t  M($). 
Beweis. ( 1 )  1 s t  XeM(S), so  f o l g t  aus  XEX$ u n d  X G X ?  dann x E ( x Q ~ x ; ) ~ x ~ '  

nach 1 . 3 .  Gehört  X jedoch d e r  V a r i e t ä t  M ( $ )  n i c h t  a n ,  e r h a l t e n  w i r  X?CX&+P 

u n d  x $ ' ~ ( x s ~ x ! )  i s t  e i n e  Hyperebene. J e  nachdem X ? = ~ ~ & r f ü l l  t i s t  ode r  n i c h t ,  

gi  1  t x + x ~ ' = x P  oder  d i e  d r e i  ve r sch iedenen  Hyperebenen x : , x ~ , x ~ '  gehören einem 

Hyperebenenbüschel a n ;  mit  X E ( X ? \ X ~ )  erkennen w i r  X B X ~ ' .  
( 2 )  Die Abbildung 61T i s t  p r o j e k t i v ;  wegen ( 2 . 1 )  i s t  M ( G ' ) = M ( s ' ~ ) .  

SATZ 2 .  Z u  jedem maximalen Erzeugendenraum E e i n e r  q u a d r a t i s c h e n  V a r i e t ä t  

M ( $ )  g i b t  e s  mindes tens  e i n e  p r o j e k t i v e  k o r r e l a t i v e  Abbildung q:P+P*, d i e  

M ( $ )  e r z e u g t  u n d  d i e  Ausnahmemenge E b e s i t z t .  

Beweis. Nur d i e  Annahme A ( S ) + E  v e r d i e n t  I n t e r e s s e .  Da A ( S ) C M  und E maxi- 

mal i s t ,  e x i s t i e r t  e i n  P u n k t  X G E ~ D ( ~ ) .  Wegen 

Y H = Y $ ~ E = A ( G ~ ) D A ( ~ I  E )  f ü r  aI  i  e  Y E E 

7 ~ w e i  Tensoren f l  , f  6 T 2 V  beschre iben  genau dann d i e s e 1  be q u a d r a t i  sche  F o r m ,  
wenn f l - f  dem ~ n t g r r a u m  A 2 V c T  V d e r  a l t e r n i e r e n d e n  ?-Tensoren a n g e h ö r t .  
Die ~ b h i l g u n ~  f e f - f a d  i s t  e i n  fpimorphismus T2V+A2V m i t  dem Unterraum 
S2VcT2V a l l e r  symmetrischen ?-Tensoren a l s  Kern. 



A 

g i l t  A ( s ( E ) c x G ~ .  I n  der  Hyperebene X6 g i b t  e s  e inen (n-2)-dimensionalen Unter- 
h 

raum AsA(S\E) mit X + A .  Eine n i c h t  i n  XS l iegende Gerade g durch X bestimmt 

genau e ine  nul l p o l a r e  Abbildung v:P+P*, welche A ( * ) = A ,  u n d  daher 
A 

XS=AVX=XG l e i s t e t .  

I n  einem von 6 u n d  V aufgespannten Büschel p r o j e k t i v e r  k o r r e l a t i v e r  Ab- 

bildungen l i e g t  nach 1 . 3  u n d  den Gesetzen e i n e r  l i n e a r e n  Abbildung genau 

e ine  Abbildungs'mi t XGA(S ' ) ,  sodaß ~ ( 6 ' 1  E )  e ch t e  Obermenge v o n  A(sl E )  i s t .  

Mit Sa tz  1  g i l t  M(8)=M(S1). 

Mehrfache Anwendung d i e s e r  Konstruktion l i e f e r t  e ine  Erzeugungqvon M 

mit  A ( 9 ) 3 E ;  d i e  Maximali tät  v o n  E z e i g t  A ( q ) = E .  

Eine Erzeugung e i n e r  quadra t i schen  V a r i e t ä t  M wird ausgezeichnet  genannt,  

wenn i h r e  Ausnahmemenge e i n  maximaler Erzeugendenraurn von M i s t .  Die Sä tze  1 

u n d  2 re ichen zur wei teren Diskussion der geometrischen Eigenschaften q u a -  

d r a t i s c h e r  Var ie tä ten  aus .  

2 . 4 .  Die Bestimmung des Spitzenraumes S  e i n e r  quadra t i schen  V a r i e t ä t  M ( $ )  

s t ü t z t  s i ch  auf 

I s t  nämlich ~ c A ( b ) n P d  u n d  XcM\{S), so  f o l g t  X $ ~ X S  u n d  Y B = x H  f ü r  al le . ,Punkte 

YEXS\{S), a l s o  Y G Y ~ .  L ieg t  umgekehrt e i n  P u n k t  S in  SnA(8) u n d  i s t  Y & P \ A ( G ) ,  
dann g i l t  ( s Y ) $ = Y ~ ,  a l s o  entweder SYCY? f ü r  SYcM oder S Y ~ Y ~ = S  f ü r  SYQM. Da- 
mit f o l g t  

Nach ( 2 . 3 )  u n d  2 . 2  e r g i b t  s i c h  n u n  
8  

( 2 . 4 )  S = A ( 6 ) n  P$= ~ ( 6 )  n ~ ( 6 ~ )  (6  ausgezeichnet  ) .  

H a t  e ine  quad ra t i s che  V a r i e t ä t  M einen Erzeugendenraurn der  Dimension j ,  aber 

keinen Erzeugendenraum höherer Dimension, so h e i ß t  j de r  Index v o n  M .  Wenn 

wir i n  ( 2 . 4 )  e i n e  j -dimensionale  Ausnahmemenge A ( $ )  vorgeben u n d  s:=dimK(S) 

s e t z e n ,  e r g i b t  d i m ~ ( ~ b ) = j  d i e  Ungleichung 

SATZ 3 .  Je zwei maximale Erzeugendenräume e i n e r  quadra t i schen  V a r i e t ä t  M 

haben d i e se lbe  Dimension. 

Beweis. Sei j2O der  Index v o n  M .  Nach ( 2 . 5 )  i s t  j = O  f ü r  n = l .  Nehmen wir 

n > l  u n d  d i e  Existenz zweier maximaler Erzeugendenräume E u n d  E k  de r  Dimen- 
j 

s ion  j b z w .  k < j  an ,  so i s t  nach ( 2 . 5 )  d a n n  E . v E k  in  e i n e r  Hyperebene H e n t -  
J 

8 ~ ü r  n i ch t  ausgezeichnete  Erzeugungen braucht  ( 2 . 4 )  entgegen den Behauptun- 
gen in  [26,192] u n d  [18,681 n i c h t  z u  stimmen. 



h a l t e n  u n d  d i e  q u a d r a t i s c h e  V a r i e t ä t  MnH h a t  E u n d  E k  a l s  maximale Er- 
j 

zeugendenräume. Mit I n d u k t i o n  nach n g i b t  das  e i n e n  Widerspruch.  

Wenn 8 e i n e  a u s g e z e i c h n e t e  Erzeugung v o n  M u n d  E=A(&) i s t ,  s o  h a t  j e d e r  

( j + l ) - d i m e n s i o n a l e  Unterraum U=€ u n t e r  8 e i n e  B i ldhyperebene  U$ Wnd ~ n u f  
h A 

i s t  maximaler Erzeugendenraum von M .  F e r n e r  f o l g t  MnU=(UnUb)uE, wobei UnUd=E 
1 genau bei  ~ 3 3 ~  a u f t r i t t ,  was bei  j=,(n+s)  n i c h t  möglich i s t .  (Die  Abbildung 
L 

U*U$AE i s t  e i n e  Vera l lgemeinerung d e r  B e r ü h r p r o j e k t i v i t ä t  [ 5 , 1 7 9 1 . )  Im 

S o n d e r f a l l  n = l  h a t  M dahe r  h ö c h s t e n s  zwei Punk te .  
1 Die E x i s t e n z  von Quadriken m i t  Index j = [ Z ( n - l ) ]  wi rd  durch d i e  fo lgenden 

Ciberlegungen g e s i c h e r t :  Es g i b t  i n  T i  zwei w i n d s c h i e f e  j -d imens iona le  Unter -  

räume E 1 , E 2  u n d  e i n e  p r o j e k t i v e  k o r r e l a t i v e  Abbildung b:P+P*mi t A ( J ) = E l ,  
h 

Pb=E2. Damit d e i n e  Quadrik e r z e u g t ,  i s t  notwendig u n d  h i n r e i c h e n d ,  daß 
A 

ke in  ( j + l ) - d i m e n s i o n a l e r  Unterraum durch E1 i n  s e i n e r  6 ' - ~ i l d h y p e r e b e n e  1 i e g t ,  

denn genau dann s i n d  E I  und E 2  maximale Erzeugendenräume v o n  M($) u n d  f o l g -  

l i c h  M($) nach ( 2 . 4 )  e i n e  Q u a d r i k .  Wenn n ge rade  i s t ,  kann man 8 so wählen,  
A 

daß e i n  P u n k t  X E P \ ( E ~ V E ~ )  u n t e r  6 auf  E1vE2 a b g e b i l d e t  w i r d ;  dann i s t  M($) 
e i n e  Quadr ik .  Wenn n ungerade i s t ,  e r z e u g t  $ s t e t s  e i n e  Q u a d r i k .  Ordnet  man 

f e r n e r  bei ungeradem n jedem P u n k t  XE€? den Unterraum x8nEl zu ,  s o  g e l a n g t  

man z u r  i n  [6 ,233]  beschr i ebenen  k o r r e l a t i v e n  Erzeugung d e r  Quadri ken mi t  
1 Index - Z ( n - l ) .  F ü r  n-3 s i n d  d i e  Q u a d r i k e n  vom Index 1 d i e  i n  [ 5 , 1 7 6 f f l  be- 

t r a c h t e t e n  Reguluspunktmengen. Eine s o l c h e  Quadrik b e s i t z t  i n  einem pro-  

j e k t i v e n  Raum d e r  Ordnung 2 genau 9  Punkte u n d  i s t  ü b r i g e n s  e c h t e  Obermenge 

e i n e r  aus  5  Punkten bes tehenden  Quadrik vom Index 0 .  

2 . 5 .  Ein Unterraum TcP b e r ü h r t  e i n e  q u a d r a t i s c h e  V a r i e t ä t  M ,  wenarer  

Erzeugendenraum v o n  M ode r  Mn7 e i n e  q u a d r a t i s c h e  V a r i e t ä t  mi t  n i c h t l e e r e m  

Spi tzenraum i s t .  Die Punkte von TcM b z w .  d i e  Punkte des  Spi tzenraumes  v o n  
Mn7 s i n d  Berührungspunkte  v o n  T. Wir nennen T  auch e i n e n  Tangent ia l raum 

v o n  M u n d  i n s b e s o n d e r e  e i n e  Tangente bzw. e i n e  T a n g e n t i a l h y p e r e b e n e ,  wenn T  

e i n e  Gerade bzw.  Hyperebene i s t .  

H a t  e i n  Tangen t i a l r aum T  den Berührungspunkt  P ,  s o  b e r ü h r t  j e d e r  Unter-  

raum Tl m i t  PeTlcT e b e n f a l l s  M im P u n k t  P .  Eine Tangente v o n  M i s t  en tweder  

i n  M e n t h a l t e n ,  o d e r  s i e  h a t  nach ( 2 . 5 )  mi t  M genau e i n e n  P u n k t  gemeinsam. 

SATZ 4 .  In jedem P u n k t  P e i n e r  q u a d r a t i s c h e n  V a r i e t ä t  ~ ( 8 )  b e r ü h r t  genau 

e i n  Unterraum TpM d e r a r t ,  daß j e d e r  Tangen t i a l r aum v o n  M mi t  Berührungspunkt  

P i n  TpM l i e g t .  Es g i l t  ( v g 1 . [ 2 0 , 3 8 ] )  

( 2 . 6 )  TpM = p b T  f ü r  PEA(G). 

"T Beweis.  Wegen S a t z  2 können w i r  s t e t s  PeA(8) e r r e i c h e n .  I s t  tcTpM:=Pd 

e i n e  Gerade durch  P und Xcs(Mnt)\{P}, s o  f o l g t  X E X ~  u n d  P E X ~ .  Da t i = ~ %  
wegen PGA(S) e r f ü l l t  i s t ,  l i e g t  t i n  M und TpM b e r ü h r t  M i n  P .  U m  umgekehrt 

zu z e i g e n ,  daß j e d e r  Tangen t i a l r aum m i t  Berührungspunkt  P i n  TpM l i e g t ,  ge- 



n ü g t  es ,  e i n e  T a n g e n t e  t m i t  d i e s e r  E i g e n s c h a f t  z u  b e t r a c h t e n 9 .  G i l t  t + M ,  

s o  i s t  t$ e i n e  H y p e r e b e n e  wegen P G A ( ~ ) .  W e i l  j e d e r  gemeinsame P u n k t  v o n  t 

u n d  t 8  i n  M l i e g t ,  muß ~ ~ t r i t d ,  a l s o  a u c h  t c P S T  g e l t e n .  F ü r  tcM l i e f e r t  t c t8  

das  g e w ü n s c h t e  E r g e b n i s .  

J e  nachdem P  i m  S p i t z e n r a u m  S  e n t h a l t e n  i s t  o d e r  n i c h t ,  h a t  TpM d i e  D i -  

m e n s i o n  n  bzw.  n - 1 .  D e r  T a n g e n t i a l r a u m  TpM s t i m m t  m i t  d e r  m e n g e n t h e o r e t i -  
9 s c h e n  V e r e i n i g u n g  a l l e r  T a n g e n t e n  v o n  M m i t  B e r ü h r u n g s p u n k t  P ü b e r e i n  , s o -  

daß M e i n e  q u a d r a t i s c h e  Menge [ 3 ]  a b g i b t .  

SATZ 5 .  I n  j e d e m  P u n k t  P  e i n e r  q u a d r a t i s c h e n  V a r i e t ä t  M m i t  S p i t z e n r a u m  S  

i s t  d i e  Menge d e r  B e r ü h r u n g s p u n k t e  von  TpM d e r  U n t e r r a u m  PvS. 

B e w e i s .  B e i  PES o d e r  TpMcM i s t  d e r  S a t z  r i c h t i g . S o o s t : i s t : T , , M n M e i n e ~ q o a -  

d r a t i s c h e  V a r i e t ä t ,  d e r e n  S p i t z e n r a u m  S I  z u  b e s t i m m e n  i s t .  Wir s e t z e n  6 a l s  

a u s g e z e i c h n e t e  E r z e u g u n g  u n d  P E A ( ~ )  v o r a u s ,  w o m i t  A ( S ) C T ~ M  e r f ü l l  t i s t .  D i e  

S p u n a b b i l d u n g  SI:=&,- M h a t  wegen d e r  M a x i m a l e i g e n s c h a f t  v o n  A ( 6 )  d i e  Aus-  

nahmemenge A ( G ~ ) = A ( J ~ .  Nach Wahl e i n e s  H i l  f s p u n k t e s  XeP\TpM l i e f e r t  ( 2 . 4 )  

s o d a ß  S  d e r  S c h n i t t  v o n  S1 m i t  e i n e r  H y p e r e b e n e  i s t .  Wegen PvScSl und  P I S  

f o l g t  S1=PvS. 

J e d e  Gerade  d u r c h  e i n e n  P u n k t  PEM, d i e  n i c h t  i n  TpM l i e g t ,  i s t  k e i n e  Tan-  

g e n t e  von  M u n d  h a t  d a h e r  m i t  M n o c h  genau e i n e n  P u n k t  gemeinsam.  F a l l s  e i n e  

q u a d r a t i s c h e  V a r i e t ä t  n i c h t  m i t  i h r e m  S p i t z e n r a u m  z u s a m m e n f ä l l t ,  s p a n n t  s i e  

d a h e r  den  g a n z e n  Raum a u f .  

2 . 6 .  I n  e i n e r  p r o j e k t i v e n  Pappos-Ebene i s t  e i n e  q u a d r a t i s c h e  V a r i e t ä t  M,  d i e  

n i c h t  m i t  i h r e m  S p i t z e n r a u m  ü b e r e i n s t i m m t ,  e n t w e d e r  e i n  K e g e l s c h n i t t  o d e r  

d i e  V e r e i n i g u n g s m e n g e  z w e i e r  v e r s c h i e d e n e r  G e r a d e n :  I s t  n ä m l i c h  8 a u s g e -  

z e i c h n e t e  E r z e u g u n g  v o n  M u n d  A ( 6 ) = P 1  e i n  P u n k t ,  s o  e r g i b t  

~ ~ ( U I ~ / P ~ ) : U T / P ~  +UT/P? m i t  P ~ = P S I  

e i n e  STEINER-Erzeugung e i n e s  K e g e l s c h n i t t s ,  d e r  m i t  d e r  Q u a d r i k  M zusammen- 
A 

f ä l l t .  Wenn A ( $ ) = g  e i n e  Gerade  i s t ,  dann  e r h a l t e n  w i r  M=guh und  h=PS+g. 

3 .  POLARSYSTEM 

3 . 1 .  Um d i e  Menge d e r  T a n g e n t e n  d u r c h  e i n e n  P u n k t ,  d e r  e i n e r  q u a d r a t i s c h e n  

V a r i e t ä t  n i c h t  a n g e h ö r t ,  b e s c h r e i b e n  z u  k ö n n e n ,  b e t r a c h t e n  w i r  z u n ä c h s t  e i n e  

p r o j e k t i v e  k o r r e l a t i v e  A b b i l d u n g  ~:P+P*, e i n e n  P u n k t  Q ~ Q O  u n d  e i n e  Gerade g  
A 

d u r c h  Q .  D i e  S p u r a b b i l d u n g  8 i s t  genau  d a n n  e i n e  i n v o l u t o r i s c h e  P r o j e k t i v i -  
I\ 

t ä t ,  wenn e i n  P u n k t  XegnQ8nQ#' m i t  X+X$ e x i s t i e r t .  E i n e  P r o j e k t i v i t ä t  6 
g  

i s t  genau  d a n n  p a r a b o l i s c h ,  f a l l s  d i e  h a r m o n i s c h e  Lage  

 ur e i n e  a u s  z w e i  v e r s c h i e d e n e n  P u n k t e n  b e s t e h e n d e  Q u a d r i k  M e i n e r  Geraden  
w i r d  n i c h t  e r f a ß t ,  da M k e i n e  T a n g e n t e n  b e s i t z t .  



ür e i n e n  b e z ü g l i c h  8 s e l b s t k o n j u g i e r t e n  P u n k t  P e g  e r f ü l l t  i s t .  Einen 

u n k t  ~ ~ ~ n Q g n Q 6 n ~ n : ~ t  g i b t  es genau dann,wenn < ke ine  B i j e k t i o n  i s t  und ge- 
El 

au e i n  b e z ü g l i c h  8 s e l b s t k o n j u g i e r t e r  P u n k t  v o r l i e g t .  Bezeichnen w i r  mi t  
g 

CharW d i e  C h a r a k t e r i s t i k  von R, welche a l s  C h a r a k t e r i s t i k  e i n e s  A l g e b r a i -  

s i e r u n g s k ö r p e r s  v o n  T e r k l ä r t  i s t ,  s o  f o l g t  zusammenfassend 

SATZ 6 .  S e i  M($) e i n e  q u a d r a t i s c h e  V a r i e t ä t  und QrP\M. Eine Gerade g  durch 

Q ,  d i e  mi t  M e i n e n  P u n k t  gemeinsam h a t ,  i s t  genau dann Tangente von M ,  wenn 

g i l t  

( 3 . 1 )  g c ~ v ( ~ g n ~ a T )  f ü r  Charli=2, 

b z w .  wenn e i n e  Hyperebene H O ( & )  e x i s t i e r t  m i t  P€ f fO(S)  u n d  
X 

"T f fQ(6 )  = QS=Q6 o d e r  

( 3 * 2 )  H ( Q v ( Q ~ ~ Q ~ ~ ) ,  f f Q ( $ ) ; Q 8 , ~ p T )  f ü r  Charll' )2 .  

Nach S a t z  6 i s t  d i e  Menge d e r  s e l b s t k o n j u g i e r t e n  Punkte e i n e r  p r o j e k t i v e n  

p o l a r e n  Abbildung f ü r  Charii=2 s t e t s  e i n  Unterraum. 

3 . 2 .  Im fo lgenden  i s t  M s t e t s  e i n e  q u a d r a t i s c h e  V a r i e t ä t ,  d i e  n i c h t  mi t  

ihrem Spi tzenraum S  ü b e r e i n s t i m m t .  Wir nennen 

den Knoten d e r  q u a d r a t i s c h e n  V a r i e t ä t  M .  Dann g i l t  

( 3 . 4 )  S =  KnM, 

denn z u n ä c h s t  i s t  ScK u n d  umgekehrt e r g i b t  SEK~M f ü r  a l l e  Punkte PeM\(S], 

daß  d i e  Tangente PS ganz i n  M l i e g t ,  a l s o  SES g i l t .  

SATZ 7 .  Der Knoten K und d e r  Sp i t zenraum S  e i n e r  q u a d r a t i s c h e n  V a r i e t ä t  M ( & )  

# S  stimmen f ü r  Char8#2 s t e t s  ü b e r e i n .  Bei CharT=2 g e h ö r t  e i n  P u n k t  K&M 

genau dann zum Knoten,'.wenn K Q K ~ = K P ~  g i l t .  
Beweis. Se i  KEP\M, PEM und g:=PK. Insbesondere  f ü r  KEK\S i s t  g  Tangente 

v o n  M und be i  CharT+2 f o l g t  mi t  ( 3 . 2 )  d e r  Widerspruch McHK(S) .  Bei CharTl.2 

z e i g t  ( 3 . 1 ,  daß s t e t s  KB = K B  T g i l t .  Da M den ganzen Raum a u f s p a n n t ,  muß 
h g  g  ^T ~ 6 . ~ 8 ~  e r f ü l l t  s e i n .  Wenn umgekehrt CharB=2 u n d  KIKS-KG v o r a u s g e s e t z t  w i r d ,  

i s t  nach ( 3 . 1 )  d i e  Gerade g  s t e t s  Tangente ,  a l s o  l i e g t  K im Knoten. 

Jedem P u n k t  QEP, d e r  n i c h t  im Knoten K e i n e r  q u a d r a t i s c h e n  V a r i e t ä t  

M(S)+S 1 i e g t ,  ordnen w i r  e i n e  durch 8 f e s t g e l e g t e  Hyperebene H ( 8 )  z u :  Q 
( 3 . 5 )  ffQ(S):=TQM f ü r  QeM\S, 

( 3 . 6 )  H Q ( S ) :  = Q V ( Q ~ Q ~ ~ )  f ü r  QbMuK u n d  CharTT=2, 

während f ü r  Q + M  u n d  ChariiI2 d i e  Hyperebene ff (6) durch ( 3 . 2 )  d e f i n i e r t  w i r d .  Q 
(Vg1 , 1 2 2 , 4 9 6 1 . )  Die Unabhängigkei t  d e r  Abbildung Qeff ( 8 )  von d e r  Auswahl Q 
e i n e r  Erzeugung von M wird aus  S a t z  9  f o l g e n .  V o r b e r e i t e n d  ze igen  wi r  



SATZ 8 .  Der Knoten K e i n e r  quadra t i schen  V a r i e t ä t  M(&)+S stimmt überein mit 

dem Unterraum 

Beweis. Es genügt z u  ze igen ,  daß f ü r  a l l e  QeP\(MuK) g i l t  K C H ~ ( S ) .  Liegt  

S im Spitzenraum S ,  so i s t  QS Tangente v o n  M u n d  SGH ( 8 )  nach s i t z  6 .  Ge- Q 
h ö r t  e i n  P u n k t  K der  Menge K\S an ,  so g i l t  notwendig CharT.2, u n d  8 i s t  

A Q K  
wegen K ~ = K P ~  s t e t s  i n v o l u t o r i s c h ;  nach 3.1 u n d  ( 3 . 6 )  l i e g t  K in HQ(S) .  

SATZ 9 .  Jeder  P u n k t  QEP, der  weder der  quadra t i schen  V a r i e t ä t  M(8)+S noch 
\ 

ihrem Knoten K angehör t ,  i s t  Zentrum genau e i n e r  n i c h t t F i v i a l e n  automorphen 

perspekt iven  oll ineat ionl '  v o n  M .  Die Achse d i e s e r  perspekt iven Koll inea-  

t i o n  i s t  d i e  Hyperebene H O ( $ ) .  

Beweis. Da M e i n e  quadra t i sche  Menge i s t ,  g i b t  es  höchstens e ine  solche 

Kol l inea t ion  u n d  d i e se  i s t  notwendig i n v o l u t o r i s c h  [31.  

(1 )  Sei Charli=2. I s t  M quadra t i sche  V a r i e t ä t  e i n e r  Geraden, so f o l g t  

M = ( P 1 , P 2 ) ,  K=@' u n d  Q = H  (6) f ü r  a l l e  Q r P .  Es e x i s t i e r t  genau e ine  pa rabo l i -  Q 
sche P r o j e k t i v i t ä t  mit Fixpunkt ( a l s o  Zentrum u n d  Achse) Q u n d  P 1 » P 2 , P 2 e P 1 .  

Bei d imXt2  wird Q mit einem P u n k t  PleM\H ( 6 )  zu  e i n e r  Geraden g ver-  
A Q 

bunden. Wegen g n ~ S h + g n ~ $ T  i s t  8 bi j e k t i v  aber  n i ch t  i n v o l u t o r i s c h ,  a l s o  
g 

e i n e  hyperbl ische P r o j e k t i v i t ä t  mit  einem wei teren Fixpunkt P2eM. Es g i b t  

genau e ine  ( i n v o l u t o r i s c h e )  E l a t i o n p m i t  Zentrum Q ,  Achse H O ( & )  u n d  P 1 » P 2 .  

Wir legen durch g e ine  Ebene E .  Dann i s t  M1:=MI\E gemäß 2 . 6  entweder Ver- 

einigungsmenge zweier verschiedener  Geraden oder e in  Kege lschni t t  u n d  h a t  
e inen P u n k t  K1 a l s  Knoten. Da g n i c h t  Tangente v o n  M1 i n  P 1  i s t ,  g i l t  Q + K 1  

u n d  nach Sa tz  8 daher K E H  (8)nE. Im e r s t e n  Fa l l  i s t  K1 der  Schni t tpunkt  
1 Q 

der  beiden Geraden v o n  M I ,  was M1p=M z e i g t .  Im zweiten Fal l  l i e f e r t  der  1  
f ü r  den Kege lschni t t  M1 g ü l t i g e  S a t z  v o n  P A S C A L ,  daß d i e  Punkte 

Q=(xpvx)n(P1vP2) ,  ( P 1 ~ X p ) n ( P 2 ~ X )  , K1 
i n  H (6)nE=KlvQ l i e g e n ,  a l s o  k o l l i n e a r  s i n d ;  damit f o l g t  Mlp=Ml. Q 

( 2 )  Sei Chark+2. I s t  M quad ra t i s che  V a r i e t ä t  e i n e r  Geraden, so f o l g t  
A 

M = ( P 1 , P 2 )  u n d  K=H. Wenn 8 n ich t  b i j e k t i v  i s t ,  d a n n  g i l t  etwa Q6=P1 u n d  
"T Qd = P 2 ,  sodaß Ho(b)tQ e i n  Fixpunkt j ene r  hyperbolischen P r o j e k t i v i t ä t  i s t ,  

d i e  Q f e s t l ä ß t  u n d  P1 mit P 2  v e r t a u s c h t .  I s t  6 jedoch b i j e k t i v ,  so s ind P1 
A 

u n d  P 2  d i e  Fixpunkte der  hyperbolischen P r o j e k t i v i t ä t  6 .  Es g i b t  genau e ine  

i nvo lu to r i s che  P r o j e k t i v i t ä t  mit Pl*P2,  Qr1Q. Die Produktabbildung aiL i s t  
A - 1 ~ - 1  AT i n v o l u t o r i s c h ,  d a  s i e  P1 mit P 2  v e r t a u s c h t .  Das e r g i b t  (Q6)b=Qp 8 =Q6 , 

sodaß H ( $ ) + Q  e i n  Fixpunkt v o n  p i s t .  Q 

l0 Unter e i n e r  perspekt iven Koll i n e a t i o n  e i n e r  Geraden i s t  dabei e i n e  Pro- 
j e k t i v i t ä t  mit wenigstens einem Fixpunkt z u  vers tehen .  



Bei dimli22 s e i  p d i e  harmonische Homologie m i t  Zentrum Q und Achse H ( 8 ) .  Q 
S c h n e i d e t  e i n e  Gerade g durch  Q d i e  V a r i e t ä t  M i n  zwei ve r sch iedenen  P u n k -  

t e n ,  s o  werden d i e s e  u n t e r  nach den b i s h e r i g e n  über legungen v e r t a u s c h t .  

Der Berührungspunkt  e i n e r  Tangente g  durch Q l i e g t  nach 3 . 1  i n  H ( 8 ) .  Q 
Die Hyperebene H ( & ) = : H  M i s t  a l s o  durch d i e  q u a d r a t i s c h e  V a r i e t ä t  M($)#s Q Q 

a l l e i n e  bestimmt u n d  h e i ß t  d i e  Po la rhyperebene  v o n  Q b e z ü g l i c h  M .  

SATZ 10 .  I s t  M(S)+S e i n e  q u a d r a t i s c h e  V a r i e t ä t  m i t  Knoten K ,  s o  g i b t  e s  ge- 

nau e i n e  p r o j e k t i v e  p o l a r e  Abbildung W:P+P? d i e  f ü r  a l l e  QEP\K l e i s t e t  

QW=H M .  Q 
Beweis. (1 )  Wir z e i g e n ,  daß  zwei v e r s c h i e d e n e  Punkte Q , R  d a n n  d i e s e l b e  

Po la rhyperebene  b e s i t z e n ,  wenn d i e  Gerade g:=QR genau e i n e n  P u n k t  KeK e n t -  

h ä l t .  Es s i n d  v i e r  F ä l l e  z u  u n t e r s c h e i d e n :  

( a )  gcM: Nach S a t z  5 g i l t  H M = H R M .  Q 
( b )  KeM, Q4M: Es f o l g t  Rt$M und wi r  s e t z e n  e i n e  a u s g e z e i c h n e t e  Erzeugung 

v o r a u s .  Dann g i l t  s = A ( G ) ~ A ( $ ~ ) = P ~ ~ ~ P $ ,  a l s o  ~ 2 . ~ 2 ,  Q $ ~ = R ~ ~ ,  K E Q ~ ~ Q ~ ~ ,  was 

H M=HRM z e i g t .  Q 
( C )  K $ M ,  gnMI.8: Se i  etwa Q E M ,  R$M u n d  0.B.d.A. Q G A ( ~ )  v o r a u s g e s e t z t .  Mit 

J1:=6, M i s t  M 1 ( t S 1 )  e i n e  q u a d r a t i s c h e  V a r i e t ä t  m i t  Spi tzenraum S1. Wegen 
" T Q G A ( S ~ ~  und A QeS1 l i e f e r t  ( 2 . 3 )  dann QeA(J1 ) .  Das z e i g t  R ~ ~ = K ~ ~ = K ~ ~ ~ = R G  1 T ' 

a l s o  H ~ M = R $ ~ V R = H  M .  Q h 

( d )  K + M ,  gnM=E Nach 3 . 1  i s t & .  e i n e  i n v o l u t o r i s c h e  P r o j e k t i v i t ä t  u n d  
h 9 h I* 

g n g 6 = ~ .  F e r n e r  g i l t  mi t  S1:=bHnM dann ~ 6 ~ = ~ 6 ^ ~ ~  sowie Q $ ~ = Q ~ ~ ~ ,  a l s o  461=g61 

u n d  w e i t e r  V 

was s c h l  i e ß l  i c h  R E ~ V R = H  M=HRM e r g i b t .  Q 
( 2 )  Für zwei v e r s c h i e d e n e  Punkte Q,ReP\K f o l g t  aus  R 6 H O M  s t e t s  QEHRM: 

L i e g t  nämlich Q o d e r  R i n  M ,  so  i s t  Q R  e i n e  Tangente von M, was Q€HRM e r -  

g i b t .  F ü r  Q,RbM e x i s t i e r t  nach S a t z  9 e i n e  automorphe p e r s p e k t i v e  K o l l i n e a -  

t i o n  p v o n  M m i t  Zentrum Q, u n d  Rp=R z e i g t  ( H R M ) p = H R M .  Bei CharT.2 i s t  r. e i n e  

E l a t i o n ,  was QeHRM e r g i b t .  Bei CharKt2 g i l t  notwendig entweder  Q€HRM oder  

H R M = H o M .  L e t z t e r e s  f ü h r t  auf  RkHRM u n d  w i d e r s p r i c h t  dami t  R ~ M .  
( 3 1  Nach ( 1 )  u n d  ( 2 )  i s t  K d i e  Ausnahmemenge e i n e r  p o l a r e n  Abbildung a, 

d i e  Q$=H M f ü r  a l l e  QcP\K l e i s t e t .  F ü r  CharB=2 i s t  w n u l l p o l a r  und damit  p r o -  Q 
j e k t i v .  F ü r  Char'Kt2 e x i s t i e r t  e i n e  Gerade h ,  d i e  mi t  M genau zwei Punkte 

gemeinsam h a t .  In Gh zugeordne te  Punkte l i e g e n  zu d i e s e n  S c h n i t t p u n k t e n  m i t  

M harmonisch ,  sodaß w p r o j e k t i v  i s t .  

Wir nennen das  Po la r sys tem d e r  q u a d r a t i s c h e n  V a r i e t ä t  M ( + S ) .  Die Ein- 

schränkung von auf  e i n e n  maximalen Erzeugendenraum i s t  e i n e  w e i t e r e  Ver- 

a l lgemeine rung  d e r  B e r ü h r p r o j e k t i v i t ä t  ( v g 1 . 2 . 4 ) .  Bei Charii*2 i s t  W e i n e  Er- 

zeugung von M im S t a u d t s c h e n  S i n n e ;  f ü r  CharV=2 e r z e u g t  d i e  n u l l p o l a r e  Ab- 



b i l d u n g  k e i n e  q u a d r a t i s c h e  V a r i e t ä t  u n d  d e r  K n o t e n  K=A(w) h a t  s t e t s  unge-  
T  r a d e  K o d i m e n s i o n .  D i e  A b b i l d u n g e n  J, d u n d  o g e h ö r e n  ü b r i g e n s  e i n e m  B ü s c h e l  

11 a n  . 
3 . 3 .  J e d e r  m a x i m a l e  E r z e u g e n d e n r a u m  E d e r  q u a d r a t i s c h e n  V a r i e t ä t  M#S und d a -  

m i t  a u c h  d e r  V e r b i n d u n g s r a u m  EvK i s t  b e z ü g l i c h  d e r  p o l a r e n  A b b i l d u n g w v o l l -  

i s o t r o p ,  a l s o  i n  s e i n e m  b - ~ i l d  e n t h a l t e n ,  u n d  E s c h n e i d e t  aus  dem K n o t e n  K  

den  s - d i m e n s i o n a l e n  S p i t z e n r a u m  S a u s .  M i t  k : = d i m l i ( K )  e r g i b t  s i c h  d a m i t  f ü r  

den  I n d e x  

F ü r  C h a r i i 1 2  s i n d  ( 3 . 7 )  u n d  ( 2 . 5 )  wegen s = k  ä q u i v a l e n t .  E i n e  A b s c h ä t z u n g  v o n  

k - s  f ü r  Char i i =2  l i e f e r t  F o r m e l  ( 4 . 4 ) .  

4 .  KNOTEN B E I  CHARAKTERISTIK 2  

4 . 1 .  V o r g e g e b e n  s i n d  e i n  p r o j e k t i v e r  Pappos-Raum lT m i t  CharTT=2, 2 & n = d i m i i < o  

u n d  e i n e  q u a d r a t i s c h e  V a r i e t ä t  M v o n  T, d i e  m i t  i h r e m  S p i t z e n r a u m  S  n i c h t  

ü b e r e i n s t i m m t .  W i r  k ö n n e n  d a n n  i m  K n o t e n  K von  M e i n e n  z u  S w i n d s c h i e f e n  

U n t e r r a u m  Z a l s  Z e n t r u m  e i n e r  P r o j e k t i o n  K:P+R a u f  e i n e n  z u  Z k o m p l e m e n t ä r e n  

U n t e r r a u m  RcP a u s w ä h l e n .  Dann i s t x l M : M + R  e i n e  i n j e k t i v e  A b b i l d u n g ;  i n  d e r  

S p r e c h w e i s e  d e r  D a r s t e l l e n d e n  G e o m e t r i e  i s t  j e d e r  P u n k t  v o n  M e i n  K o n t u r -  

p u n k t .  B e z e i c h n e n  w i r  das  P o l a r s y s t e m  v o n  M m i t  $, s o  g i l t  f ü r  z w e i  v e r -  

s c h i e d e n e  P u n k t e  X,YeM 

I n w i e w e i t  e i n e  Gerade  v o n  Mx das  r r - B i l d  e i n e r  Geraden  v o n  M i s t ,  k l ä r t  d i e  

w e i t e r e  D i s k u s s i o n ,  b e i  w e l c h e r  d e r  T r i v i a l  f a l l  a u s g e s c h l o s s e n  w i r d ,  daß x 

d i e  I d e n t i t ä t  i n  P, a l s o  Z = 8  i s t .  

4 . 2 .  Wenn d i e  V e r b i n d u n g s g e r a d e  z w e i e r  v e r s c h i e d e n e r  P u n k t e  0,EeM n i c h t  i n  

M l i e g t ,  d a n n  i s t  d e r  D u r c h s c h n i t t  von  M m i t  Po:=ZvOvE e i n e  Q u a d r i k  Mo 'vom 

I n d e x  0  u n d  m i t  K n o t e n  K 0 = Z  E i n  P u n k t  von  M g e h ö r t  g e n a u  dann z u  Mo, wenn 

s e i n  * - B i l d  i n  0 a v E ~ = : R ~  l i e g t .  

Es g i b t  wegen Z I B i n  Mo e i n e n  P u n k t  UI0,E; w i r  v e r w e n d e n  d i e  P u n k t e  On, 

En, Un z u r  K o n s t r u k t i o n  e i n e s  A l g e b r a i s i e r u n g s k ö r p e r s  Kal v o n  T' (Oir=OeKal, 

En=16Kal , un=-(Kal) u n d  e r k l ä r e n  das  D o p p e l v e r h ä l t n i s  (DV)  von v i e r  P u n k t e n  

gemäß [5 ,42 ]  a l s  E l e m e n t  v o n  K a l u M .  F ü r  v i e r  v e r s c h i e d e n e  P u n k t e  A,B,C,D 

e i n e s  K e g e l s c h n i t t s  MISMO u n d  i h r e  T a n q e n t e n  a,b,c,d ist ( u n a b h ä n g i g  von  
2  d e r  C h a r a k t e r i s t i k )  DV(A,B,C,D) =DV(a,b,(anb)vC,(anb)vD), sodaß  wegen 

2  CharV=2  f o l g t  DV(A,B,C,D) =DV(a ,b ,c ,d ) .  Da d i e  Geraden  AvAK, . . .  T a n g e n t e n  

" ~ i n e  d u r c h  f e T 2 V  b e s c h r i e b e n e  q u a d r a t i s c h e  Fo rm h a t  d i e  P o l a r f o r m  f+fad.  
W i r d  i n i i ( V )  d i e  A b b i l d u n g  8 d u r c h  f i n d u z i e r t ,  s o  w i r d  o d u r c h  d i e s e  
P o l a r f o r m  i n d u z i e r t .  



2 von M1 s i n d ,  g i . l t tauch f ü r  A = B , C  oder D mit W =M) 

2 ( 4 . 1 )  D V ( A y B y C , D )  =DV(An,Br,Ca,Da). 

Wir bezeichnen mit  K a l  den Unterkörper der  Quadra tzah len  v o n  K a l  u n d  

unterscheiden zwei F ä l l e :  

( 1 )  Der Körper K a l  i s t  p e r f e k t ,  a l s o  K a l =  Ka 1 ( ' ) .  Hier i s t  das *-Bild v o n  
M1 b e r e i t s  d i e  v o l l e  Gerade R o .  Das z e i g t  M l = M O  u n d  

( 2 )  Bei K a l I K a l  ( ' )  i s t  R O = ~ a l ~  (001 d i e  Punktmenge der  Möbi us-Geometrie 
/ n \  

U K ~ ~ I ~ ) ,  Kai) [ 1 , 1 4 4 1 .  Nach ( 4 . 1 )  und [1,98] i s t  jedes  n-Bild e i n e s  Kegel- 
s c h n i t t s  v o n  M o  e i ne  Kette d i e s e r  Möbius-Geometrie. 

Zwei Kege lschni t t e  M 1 , M 2 c M O  berühren e inander  genau dann, wenn s i e  min- 

des tens  e i n  Linienelement ( P , p )  gemeinsam haben. Für MlPM2 i s t  d i e  Verbin- 

dungsgerade zweier Punkte P l e M 1 \ ( P } ,  P2eM2\(P) zum Knoten K o  windschief u n d  

s chne ide t  d i e  Tangentialhyperebene TpMO=PvKO in einem P u n k t  QQMuKO. Die 

automorphe E 1  a t i o n  p von M o  mi t 'Zentrum Q f ü h r t  M I  i n  M2 über,und (pIRO)n:RO+RO 
i s t  e ine  parabol i sche  P r o j e k t i v i t ä t  mit Fixpunkt P R ,  welche M ~ % + M ~ ~  l e i s t e t .  

Daher berühren e inander  Mln u n d  M2n i n  P r  im kettengeometrischen Sinn.  Be- 

rühren e inander  umgekehrt d i e  T-Bi lder  v o n  Kegelschni t ten M1,M2cM0 in einem 

P u n k t  P r ,  so e x i s t i e r t  genau e in  Kege lschni t t  v o n  M o ,  de r  M I  i n  P be rühr t  

u n d  mit M 2  e inen v o n  P verschiedenen P u n k t  gemeinsam h a t ,  a l s o  wegen [1,1071 

mit M 2  übereinst immt.  

Die Menge M O \ ( U )  i s t  d i e  Punktmenge e i n e s  a f f i n e n  Raumes A ( M O \ [ U ) )  ( U m -  

kehrung der  s te reographischen  P r o j e k t i o n ) .  Entfernen wir  aus E(Ka1 ( 2 , K a ~  ) 
den P u n k t  UR, so e r h a l t e n  wir den a f f i n e n  R a u m  A ( K a l  ( ' ) , K , ~ )  [1 ,104] .  Die 

obigen Oberlegungen zeigen d a n n ,  d a ß  T I ( M ~ \ ( u ~  ) e ine  A f f i n i t ä t  v o n  A ( M O \ ( U )  ) 

auf einen a f f i n e n  Unterraum v o n  A ( K a l  ( ' ) , K , ~  ) i s t .  Ein Dimensionsvergleich 

1 i e f e r t  

sodaß M O r = R O  genau f ü r  dimli(Z)=[Kal : K a l  ( ' ) ] - I  e r f ü l l t  i s t .  D a n n  i s t  M o  e i n  

( z u m  HOTJE-Modell [ I41 p r o j e k t i v - ä q u i v a l e n t e s )  Quadrikenmodell [27] der  

kinematischen Kettengeometrie Z(Kal ( ' ) , K , ~  ) .  Die gesamte Konstruktion beruht  

n a t ü r l i c h  wesent l ich auf der Isomorphie der  Körper K a l  u n d  d a ,  ( 2 ) .  

4 . 3 .  Da M den ganzen Raum aufspannt ,  stimmt d i e  Verbindungshülle v o n  MA mit 

R übe re in .  Die Abbildung xlM:M+R i s t  nach 4 . 2  genau d a n n  s u r j e k t i v ,  wenn e i n  

Kege lschni t t  v o n  M auf e i n e  Gerade abgeb i lde t  wird .  Setzen wir k:=dimii'(K), 

s:=dirnT(S) u n d  den Unterraum Z a l s  in  B(K) z u  S  komplementär voraus ,  so e r -  

geben ( 4 . 2 )  u n d  ( 4 . 3 )  d i e  auch bei Z=H g ü l t i g e  Formel [10,33] 



Als liniengeometrische Anwendung der bisherigen Ergebnisse können wir in 
einem dreidimensionalen projektiven Pappos-Raum T mit perfektem Algebrai- 
sierungskörper eine Bijektion eines Gewindes G (Menge der isotropen Geraden 
einer Nullpolaritätu) auf die Punktmenge P von TT angeben: Nach dem KLEIN-; 
schen übertragungsprinzip hat G eine Quadrik M eines vierdimensionalen Er- 
weiterungsraumes % von ii als Punktmodell. (Die diesbezüglichen Aussagen in 
161 gelten auch für CharB=2). Der Knoten K von M ist wegen der geraden Di- 
mension von f nicht leer. Da M den Index 1 besitzt, erweist (3.7) den 

Knoten K als Punkt. Setzen wir 0.B.d.A. KnP=B, so liefert die Projektion 
zum Zentrum K auf P die gewünschte Abbildung. Die Urbilder der Geraden aus 
P sind dabei einerseits die Geradenbüschel in G und andererseits jene Reguli 
in G, deren Trägerquadri ken das Polarsystem Y besitzen. Die Urbilder der 
Ebenen aus P sind die in G liegenden parabolischen Netze. 
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