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1 . Einleitang 
Aus jeder Kettengeometrie C(K,&) läßt sich in bekannter Weise 
nach Auszeichnung eines Punktes der affine Raum A(K,&) ableiten. 

(wir schließen uns den Begriffsbildungen aus [I] an.) Im vor- 
liegenden Aufsatz wird eine geometrische Beschreibung der Menge 

der eigentlichen (affinen) Punkte von Ketten angegeben. In den 

drei klassischen Kettengeometrien ~ ( I R , & )  mit &=(C ,A.+ID erhält man 

neben Geraden noch Ellipsen bzw. Hyperbeln bzw. Parabeln. Für 

die fünf dreidimensionalen reellen Kettengeometrien ermittelte 

H.J.SAMAGA [3],[9],[10] die affinen Ausschnitte der Ketten mit 

Hilfe einer von W.BENZ [1,~.315],[2] angegebenen Methode; außer 

Geraden treten noch Kegelschnitte und Kubiken, also reelle Norn- 

kurven auf. 

Unter Benützung von projektiven Bündelisomorphismen lassen 

sich ITormkurven in endlichdimensionalen projektiven Desargues- 

Räumen erklären [8]. Da jedoch eine Normkurve aus "sehr wenigen" 

Punkten bestehen kann, ist es nicht stets möglich von einer 

Norrnkurve auf ihre Erzeugung zurückzuschließen. Es ist daher 

zweckmäßig, nicht Normkurven, sondern die sie definierenden Ab- 

bildungen (Normisomorphismen) in den Vordergrund zu stellen. 

Vgl. [6]. 
Nach projektiver Erweiterung des affinen Raumes A(K,&) be- 

trachten wir eine Klasse von projektiven Bündelisomorphismen, 

welche eng mit der Winkelmessung in C(K,~) zusammenhängen und 

durch die Algebra (K,X) bestimmt sind. Die Menge der Hichtfern- 

punkte der durch diese projektiven Bündelisomorphismen erzeugten 

Punktmengen (im endlichdimensionalen Fall liegen Normkurven vor) 

sind dann genau die affinen Ausschnitte jener Ketten, welche 

mindestens zwei eigentliche Punkte besitzen. 

2. Die Algebra @,B) 
2 .I . Im folgenden ist 2f ein kommutativer Ring, KcL ein von 2 ver- 
schiedener Körper und IEK ein Einselement von 2. Wir bezeichnen 



die Einheitengruppe von Z mit 5 und setzen T*:= ~\!03 für alle 
3&; der nicht notwendig endlichdimensionale Vektorraum (K,$) 

ist dann eine kommutative und assoziative . Algebra, welche zur 

Definition geonetrischer Strukturen herangezogen wird. 

2.2. Der affine Raua A(K,de) [1,~.101] besitzt die Punlitmenge 

@=Z. Die projektive Erweiterung von A(K,g) ist (bis auf Isomor- 

phie) der projektive Ra-m II(K,KeX) mit der Punktmenge $= 
- 

= {(P ,*&)K'\ ~EK,A&EI, ,*&)#(0,0)1 . Die kanonische Einbettung L : $2+ 

leistet ~ u ( l , ~ ) K L  für alle Y € @ ;  ihre Bildmenge P¿ ist die Menge 
der eigentlichen Punkte von @. Die Punkte der Hyperebene \(o,~)I<'/ 
A#€xXj hei3en Fernpunkte von G .  Ein Fernpunkt (0 ,v)K* wird regulär 

genannt, falls 1ß81j.gilt. 

Jedes Element $62 definiert einen linearen Endomorphismus f „  

des Vektorraumes (R,&) mit qw-)2q für alle Ist insbesondere 
V 

+EU,  so ist f$ eine Bijektion und induziert in der Fernhyperebene 

von il(K,KeX) eine projektive Kollineation GI, die reguläre in 
reguläre Fernpunkte überführt1. Die IdIenge der regulären Fern- 

punkte trägt die Struktur einer zu &/KX isomorphen kommutativen 

desarguesschen Inzidenzgrnppe [7, s .63]. Gilt tgfi, so ist f I 

nicht surjektiv, da IEX nicht als Bild auftritt. 
CU 

Die Kettengeometrie C(K,X) [I ,s. 931 hat die Punktrnenge P= 
= { (y?o,k )"l<p„.g1~2 ,<.go,a,> = 21 ; dabei bezeichnet Yo,'g,,) das 

xont$O,t& aufgespannte Ideal vonx. Nach Auszeichnung des Punktes 
J 

W = (0,1);¿L kann die Punktmenge des affines Raunes A(K,.X) mittels 
ry 

der Einbettung L:@-,@, welche y ~ ( 1  ,?)C ffr alle leistet, 

in die Punktmenge der Kettengeonetrie C(K,X) abgebildet werden. 
Y 

Genau die zu 'Y parallelen Punkte (uneigentliche Punkte von $2) 

treten unter nicht als 3ilder auf. Die Punkte der Menge $2; 

heißen eigentliche Punkte von P. 
Iqit jeder Geraden g=w& des affinen Taurnes A(IZ,x) ist E :  = 

g¿ U {(o, L T ) K * ~  eine Gerade vsn II(K,K&) ; ist g regulxr [I ,s. 1341, 
so ergibt E :  =gr U ((0,l )G\ eine Xette von z(K,i). Zwei reguläre 

Geraden gi=a+L. K (i=l,2) definieren projektive Geraden niit 
1 

Fernpunkten (O,%)KK und Ketten mit dem Winkelmaß [1,5.127] 
~ ( g  I' g 2'  .-LT)=~~B~-~KX. 

'Flir dim(K,al)=2 ist 2, eine Pro j ektivität der Ferngeraden. 



3. Projektive Bündelisomorphismen 

3 .I. Sei n=(;kz,OJ) ein projektiver Desargues-Raum und (uII,v,n) 
sein Unterraumverband. Die Menge aller Unterräume durch einen 

Unterraum m ~ f l  wird mit ull/Tnbezeichnet und ist ein Unterver- 
2 band von uII. Ist '~R=\PI einpunktig , so hei!3t uII/P das Bündel 

um P. Die folgenden Definitionen ordnen sich im endlichdimen- 

sionalen Fall den Begriffsbildungen in [6],[8] unter. 
Sind P,Q verschiedene Punkte von @, so hei3t ein projektiver 

VerSandsisomorphisnus l:uII/P-3uII/Q ein projektiver Bündeliso- 

morphismus. Unter dem Erzeugnis C von 1 verstehen wir die Menge 
aller Punkte, die auf in zugeordneten Geraden liegen. Der 

Durchschnitt V,, aller in J selbstzugeordneten Unterräume heißt 

Grundunterra-~zi von J ; wir bezeichnen mit TIl (Pl) den durch 1 be- 

stimr.iten projektiven Raum. Durch T'')- P- :P und T:: = (T$"VQ) b (W% 
j<dimIIl(qI)) werden j-Schziegunterräume von Y in P definiert. 

-1 Die j-Schmiegunterräume von 5 in Q werden auch j-Schrniegunter- 

räune von 3 in Q genannt. 
3.2. Ist der Grundunterraum PI von endlichdimensional (dimIIl (ql)= 
=n> , so gehört er für n=l dem Erzeugnis C von 3 an. Andernfalls 
ist die Punktmenge des projektiven Desargues-Raumes nl(g1); 
nach [6] gilt: Die Einschränkung SI : = t((ulll/~) ist ein Norm- 

isomorphismus von ",,(&?,). In jeden Punkt des Erzeugnisses C 1 von 

51 sind j-Schniegunterräume von XI (OLj<n) erklärt. Diese 
Schmiegunterräume sind Sehnen von XI. Normisomorphismen mit dem- 

selben Erzeugnis und denselben Schmiegunterräumen heißen assoziiert. 

Die Figuren 1,2,3 zeigen Erzeugnisse projektiver Bündel- 

isomorphismen eines reellen projektiven j-Zaumes. 

Wir zeigen für spätere Anwendungen noch folgenden 

Hilf ssatz . Ist Ti1 (P1 ) ein n-dimensionaler projektiver Pappos- 
Raum und T$) der j-Schmiegunterral~m von x1 in einem Punkt RfP, 
Q (OL j~n-2), so ist der (j+l )-Schaiegunterraum T$') vqn l1 in R 
die einzige (j+l )-dimensionale Sehne von 1 welche umfa3t 

1' 
und keinen von R verschiedenen Punkt des Erzeugnisses cl von 

3 XI enthält . 
Beweis. Der Schmiegunterraum $'" besitzt die angegebenen 

---- 
*Wir schreiben statt IP) auch kurz P. 

3~gl. die Definitionen in [ 5  ,s. 1961. 



Eigenschaften nach [6,~atz 2],[6,~atz 51, da R regulärer Punkt 
[6,2.8] von C ist, Zum Beweis der Eindeutigkeit verwenden wir 1 
Induktion nach n=dimTil(gl). 

(1) Ein Norrnisomorphisnus einer projektiven Oappos-Ebene ist 

eine Steiner-Erzeugung eines Kegelschnitts. Die I-Schmiegunter- 

räume von 3 sind genau die Kegelschnittstangenten und haben 1 
nach [4,~.58,59] die gewünschte Eigenschaft. 

(2) Der Normisomorphisnius j1 induziert für nP3 in uTIl/R den 

Normisomorphismus JR:*k1!(uIIl/~R) und die (j+l)-dimensionalen 

Sehnen vsn XI durch R (j~l) sind als Elemente von uTIl/R genau 
d i e  j-dinensionalen Sehnen von S R .  Die (j+l)-Schmiegunterräume 
von XI in R sind identisch mit den j-Schmiegunterräume von R 
in 7 ; ) .  Nach [6,2.3] enthält jede von T;;> verschiedene gerad- 
linige Sehne von genail einen von R verschiedenen Punkt 

des Erzeugnisses C Damit ist der Hilfssatz für j=O gezeigt. I *  
Wir legen durch den j-Schmiegunterraum vJn J in R (1Lj~n-2) 1 

eine ( j+l )-dimensionale Sehne TE von . In un/R ist 9% eine j- 

dimensionale Sehne von durch den ( j-1 ) -Sclimiegunterralm von 

IR in T;;> . Da un/R die Dimension n-1 besitzt, enthält nach 

Induktionsannahme genau dann kein von verschiedenes El'ement 

des Erzeugnisses von xR und damit keinen von R verschiedenen 
Punkt vun cl , bienn Wl in un/R der j-Scliliieguntea von 5 in R 
T , also in uTi der (j+l )-Schuiegunterraum von J in R ist .U  1 

4. Darstellung von Ketten 

nd in 4.1 . Durch ein Tripel (.j , q , + K x  ) t 3 d x ~ / K x  mit .<e-qc< sl 
Z(K&) die Kette S:=((l ,*)fi, (I ,$G) und jene Kette t" durch 
(I ,rg)G und G, fGir die <(c"i;(i ,y)&)=~,~x gilt, mitbestimmt. Es 

existiert dann genau eine Kette E durch (1 ,y)c  und (I ,$2, 
welche < in (I ,y)6 berührt. Umgekehrt kann jede Kette mit 

mindestens zwei eigentlichen Punkten durcli mindestens ein solches 
4 Tripel eindeutig festgelegt werden . ----- 

4~etten mit genau eine~ bzw . keinem eigeritlichen Funkt existieren 
dann und nur dann, wenn zu einem Punkt vsn Q genau ein bzw. kein 
nicht paralleler Punkt auf der Kette K:=I<Lu~w\ liegt. Dieses 
Kriterium kann analog zur Bedingung ( t )  in [1,~.314] auch rein 
algebraisch formuliert werden. 



Die Pro jektivität G"EPGL(~ ,X), welche 

(<eo,~l)~~(q1-"~,q<el- '8t~o) i i f~r alle (v0,le1 )U,$ 
leistet, führt in die Kette über, soda3 gilt 

,-.J-1 
.-C L Im affinen Raum A(K,X) besitzt daher die Punktmenge C . -  

die Darstellung 

Im projektiven Raum ~(K,K@%) definiert das Tripel (T ,q, t~~ ) 
genau einen projektiven Bündelisomorphismus ~:UII/(I,~)K*+ 

uII/(I ,q)KX mit 

((I ,A~)K~V(O,~)K~)H ((I ,~)K'v (O,iy)Kx) für alle TE* ' .  (3) 
Wir nennen i$, einen ~ / K X  -Bündeliaomorphismus zum Faktor .zKX . 

Jeder Kette, welche mindestens zwei eigentliche Punkte be- 

sitzt, ist somit eine Klasse von ;U/KX-Bündelisomorphismen Zuge- 
ordnet. Im folgenden setzen wir die Kette mit der Darstellung 

(1) voraus. 

SaZz 1. Die Yenge der eigentlichen Punkte des Erzeugnisses E 
des gemäß (3) ekklärten C/K%-~ür.delisomor~hismus ist iden- 

--I- tisch mit dem Bild der Kette unter der Einbettmg L L :p~->@. 
Ein Fernpunkt (O,$)KK gehört genau dann dem Erzeugnis E von T 
an, falls $cf im Annulatorideal eines Elementes (k-S) , kcKX 
liegt. 

pN-l- 
Beweis. (1) Die Punktmengen E und C L  L haben die Punkte 

(I ,<g)Kx, (I ,y)KX gemeinsam. Für jeden Punkt (I , * e ) i c ~ ,  qf %,%, 
schließen die Ketten go:=((l ,q )L ,  (1 , , q )&,G)  und gl :=((I ,4q)&, (1 ,%)G, 
W) einen Winkel vom Maß ~ ( g ~ g ~  ; (I ,q)?i)= LK' ein. Das fplgt für 

$&C aus dem "Peripheriewinkelsatz" [I , s .  1301 und ist andernfalls 
wegen g0=g,,+6 trivial. Nach 2.2 sind dann die projektiven Geraden 
gO,gl in zugeordnet. 

(2) Haben zwei Geraden (1,y)KXv(O,p)K* und (l,+$K*v(O,tie)Kx 

den eigentlichen Punkt (I ,.<g+<e)Kx#(l ,y)Kx ,(I ,y)K" gemeinsam, so 
folgt (y+y-q)K'=qKx, also *e(k-+)=(y-y)kh6 mit kcKx, was V ,  
(k-t)& und (qk-y%) (kr+)-' ergibt. Damit ist (I , 9 + q ) 6 , ~ ~ .  

(3) Ein Fernpunkt (O,$')KX von gestattet als Fixpunkt der 



projektiven Kollineation %,die angegebene Kennzeichnung.D 
N 

Nach Beweisschritt (3) kann ein zu W paralleler Punkt 
(k-v,yk-*g+)krc" genau dann durch den zum Eigenwert ~EK' von f, 
gehörenden Yixpunktunterraum von repräsentiert werden, 

wenn k-.t Nullteiler von SC ist. 

Satz 2. Jeder durch die Kette C festgelegte U/KX -~ündelisomor- 
phismus :un/(l ,v')Kx-+uII/(l ,ql)KX besitzt das~elbe~Erzeugnis 
wie der Bündelisomorp~ismus mit der Darstellung (3). Insbe- 

sondere für yl=y haben und +' dieselben Schmiegunterräume 
im Punkt (1 ,q)Kx. 

Beweis. Sei zunächst ql=q und q#%'=(qp-+t) , psKx . 
Der 6 , ' ~ ~ - ~ ü n d e l i s o m o r ~ h i s m u s  F' besitzt ein Erzeugnis E ' .  Nach 
Satz 1 haben und E '  dieselben eigentlichen Punkte. Wegen 

(I ,g )k~E gehört T'  zun Faktor t ' K X  mit %'=P-$. Die Eigenvektoren 

v3n ft zum Eigenwert k sind genau die Eigenvektoren von f,, zum 

Eigenwert p-k; daher sind auch die Fernpunkte von E und C' iden- 
tisch. 

Besitzt in (I ,y)RKeinen j-Schmiegunterraum, so wird dieser 
von (I ,q)KX und den unabhängigen Fernpunkten (0 ,%(I&-$ ) K K  , . . . , 
( O , J - ) )  aufgespannt, sodaR die Vektoraenge M : = 11 ,%, . . . , 

j j 1  1 .U. ist. Da ein Schmiegunterraum stets echt im Grundunter- 

raum enthalten ist, muß auch LOj+l :={I ,L,. . . 1 .U. sein. Ist 

umgekehrt \nj+l 1 .U. , so existiert in (I ,y)Kx ein j-Schmiegunter- 
raum von F. Analog ist die Existenz eines j-Schxiegunterraumes 

2 von äquivalent zu U?! : = { I ,  (P-+), . . . , (P-9) i 1.u. Da die 
J +I 

Hüllen von M. und U! bzw. @j+l und Übereinstimnen, sind 
J J 

die Schrniegunterräume gleich. 

Die erste Behauptung des Satzes folt für q'fqdurcll "Dazwischen- 
U 

schalten" eines 21/KX-Sündelisoaor~hismus :uII/(l ,q)KX -s-uII/ 
/(I , y' )KX Cl 

Die gemeinsane Tangente (1 -Schsiiegunterraum) 5 von T, 8' in 
(I ,q)KK=(l , y ' ) K X  wird durch jene Rette vsn Z(R,~) definiert, 

N 

welche \I enthält und C in (I berührt. Eine Kette d" mit 
eigentlichen Punkten (1 , ~ ) 6  , (I ,u)h berührt daher 8 genali dann 
in (I ,y)6, wenn der d-~rch d festgelegte Ü/~~-Bündelisomor~hism 



un/(l ,t-r-)KX-uTI/(l ,Y)K* in (I , y ) ~ ~  die Tangente besitzt. Dieses 

Ergebnis wird in [9],[10] im Sonderfall K=R, dim(K,X)=3 mit 

Piethoden der Differentialgeometrie hergeleitet. Es ist zu 'oe- 

achten, daß die Gerade 5 nicht notwendig dem von der Punkt- 
5 rnenge E aufgespannten Unterraum angehört . 

W 

Wir können die Kette E mit einer Pro jektivitat F, welche W 
fest läßt , in eine Kette dlrch (1,0)k und (1,l)fi überführen. 
Da G in A(K,~) eine projektive Affinität induziert [I ,s.Io~] gelte 
im folgenden o .B. d.A. ~ = 0 ,  q=l, soda55 (2) übergeht in 

4.2. Ist V algebraisch über R, so existiert im Polynomring ~ [ x ]  

in der Unbestim~rten X das eindeutig bestimmte Minimalpolynom 

des Elementes 1.. Die Algebra (K,X1) mitY1:=~[+] ist die kleinste 

Unteralgebra van {K,X), welche Ku enthält, also m: = { (0 ,q)Kx ( 

qGx;j der kleinste %,-Fixunterraum durch den Funkt (0 ,I ) K X  und 

somit GI : =(I ,O)KXV% der Grundunterraum von T. Der TJnterraum 
ist die Punktmenge des projektiven Raumes nl(~,KaXl) und es 

gilt dimn,, =gradm(x) . 
Der Fall n=l führt auf %€KK, %,=id, @,,=(I ,O)K~V(~ ,l)XX und 

bedarf keiner weiteren Iliskussion. (Vgl. Fig.l.) 

Setzen wir n22 voraus, so ist Tl :=qluIIl/(l ,O)Kx ein Woriiiiso- - 
morphismus von TIl (K,KeX,,) mit dem Erzeugnis C1=Cn$l. Die Menge 
der eigentlichen Punkte von E ist nach [2,~.173] und Satz 1 in 

P,, enthalten. Gilt (k-I,)(E~ für ein kcKX, SO besitzt fk - den 

invarianten Ynterraum und fk-,#'q hat als nicht sor j elctiver 

linearer Vektorraunendomorphismus wegen dim(K,Xl)=n einen nicht- 

trivialen Kern. Daher ist k-t Nullteiler von dl  und k Eigenr;~ert 
von f, . Der zugehörige Fixpunktunterraum von G ,  schneidet GI 
nach einem nichtleeren Unterraum; da EI keine Gerade umfaßt [8, 
S.4331, ist dieser Ilurchschnitt einpunktig.(~gl. Fig.2.) 
----- - 
5Etwa für x=GF(2) und $=GF(8) ist c ein Dreieck und gehört 
nicht der Dreiecksebene an. 



Besitzt E Fernpunkte, so ist die Abbildung 1 

mit 4s f :  , (k-%)B =O ein- Bi j ektion der Yenge der uneigentlichen 
Punkte von auf die stets endlicbe ijlenge der Fernpunkte von 
- 

' 
Da m(x) Minimalpolynom und charakteristisches Polynom der 

Abbildung ft ist, gibt die Anzahl 1 der verschiedenen Nullstellen 

von m(x) (ohne Berücksichtigung von Vielfachheiten) die Anzahl 

der Fernpunkte von E an. 1 
Das Erzeugnis EI von ql besitzt I K J  +I Punkte [6,Satz 21 und 

spannt nicht notwendig den ganzen Unterraum GI auf. Desgleichen 
braucht die affine Bülle [C] der Punktmenge C nicht mit Z1 über- 
einzustim:!~en. i,;it Hilfe der Si jektion (5) folgt jedoch 

[cl]=d 1 für ]~('l+n und [cl]fL1 fiir )Kl<l+n. (61 

Nach einer in [2 ,s. 171 ] angegebenen Dinensionsf ormel ist die 
erste Aussage in (6) richtig, wenn man für 1 die Anzahl der 

maximalen Ideale der Algebra (K,L1) einsetzt, da in jedem 

maximalen Ideal höchstens ein Nullteiler der Bauart k-.t liegt. 

Alle Punkte aus %KXc$ sind Kernpunkke [2,~.170] der Kette E .  
Die obigen Ergebnisse illustriert Figur 4. 

Jeder durch die Kette bestimmte U/~~-~ündeli~omorphism~~ 

besitzt den Grundunterraum GI und induziert fiir dirnnl (q1)&2 in 

Iil einen Bormisomorphismus. Dann gilt folgende Verschärfung von 

Satz 2. 

Satz 3. Je zwei durch die Kette bestimmte Normisomorphismen 

von Iil(K,KedP ) sind assoziiert. 1 
Beweis. Es genügt, die Aussage für die Normisomorphisaen 

yi :unl/(l ,0)~~-+uIi~/(l ,I)x" zun Faktor ?.Kx und T; :uIil/(l , y ' ) : C x +  

uIil/(l ,l)Xx zum Faktor lp-d~hit %I= psKx , (P-%)EU zu 
zeigen. Da Til ein projektiver Pappos-Raum ist, sind nach [6, 

Satz 51 Tl und V,!, bereits dann assoziiert, wenn sie dasselbe 

Erzeugnis und in zwei Punkten dieselben Schaiegunterräume be- 

sitzen. Im Anschluß an Satz 2 ist nur noch die Gleichheit der 

Schmiegunterräume im Punkt (I ,$' )KX nachzuweisen. 



Der j-Schmiegunterraum von T,!, in (1 ,q')Kx (j=l , . . . ,n-2) 
wird durch die Punkte (I ,p(p-+)-l)~x , (O,+(~-%)-~)K~ , . . . , 
(0 ,%(p-t)-j-' )Kx aufgespannt. Projektion mit dem Zentril.3 (1 ,O)KX 

bzw. 1 1 auf die Fernhyperebene ergibt den Unterraum 

(0, (P--/' )KX~(O, I(P-+)-2)~xv.. .v(o, I(P-~)-j-l)~* baw. 
( O , L ( ~ - . L ) - ~ ) I < ~ V ( O , % ( ~ - ~ ) - ~ ) K ~ V .  . .v(O,%(p-V) )KX. Der be- 

trachtete j-Schmiegunterraum ist genau dann eine Sehne von Tl, 
j -1 wenn die 1 .U. Vektormengen {(P-%)', %(P-%) , . . . , %(P-%) ,1.3 und - . n  

{(P-dJ,(p-d J-', . . . ;p-t,lj denselben Unterraum von (K,x,,) auf- 
spannen, und dies folgt aus {%,I ,P-tl 1. a. unmittelbar. 

Auf Gruld des Hilfssatzes in 3.2 kann die Behauptung sofort 
mit Induktion nach j=O, ..., n-I gezeigt werden.O 

Satz 3 ist trivial, falls EI ein Kegelschnitt ist [6,3.5] 
oder nindestens n+3 Punkte besitzt, da dann bereits die Punkt- 

menge Cl die Norinisomorphismen %, ?,!, eindeutig festlegt. 

Der IToriiisomorphisinus kann gemäß [8,2.7] durch eine ge- 
I 

ordnete Sasis %= {(bi,b.) (i=0,. . . ,n( von (K,K@g1) festgelegt 
werden, wobei (bo,bo)KX= (I ,O)K: (bn,Bn)KX=(l ,I )KX gilt und 1 
durch den linearen Vektorraumautonorphismus (b P> ) U (bn, hn) , 0' 0 
( b , )  ( b  , ) ( I  , . . . n )  induziert wird. Ist y Unbe- 
stim-~te über dem Ring K@X„ so beschreibt die durch das Poly- 

nom u(y) := 2 (b. , bi)Yi festgelegt Polynomfunktion K+Kd1 
i=O 1 

abgesehen vom Punkt (1 ,l)KX genau das Erzeugnis von - I' 
Zur Bestiamung einer Basis & betrachten wir ausgehend von 

(4) die Abbildung V: k -(I , k(k-%)-I ) , welche fir alle ksK mit 
V 

k-%€Z.i definiert ist. Unter Benützung eines Ansatzes aus [2, 

s.1731 folgt m(y):(y-%)=:s(y)~%~[y], und das Polynom w(y):= 

= (m(y) ,Y. s(y))~ (K[y]eXl [y])=(KeX1 ) [Y] definiert eine Punktion 
r) 

w:K-+Kd1 , wobei für alle keK mit k-%EU die Bilder von k unter 
V und W 1.a. sind. Koeffizientenvergleich der Polynome p(y) 

und w(y) liefert 



Die durch (7) festgelegt Basis leistet tatsachlich das Gewünschte 
und ermöglicht die rechnerische Behandlung von G,, gemäß [6]. 

-1 ,2 -2 4.3. Sei 2r Unbestimmte über K. Dann ist {I ,%,G , ,I, , . . . 5 
eine 1 .U. iienge in (8,X) und (X,dl ) mit dl :=X[% ,%-I ] ist die 
kleinste Unteralgebra von (K,Z), welche I< LJ lr,+-l$ znthält . Der 
Unterraum PI : = (1 ,O)KLv I(o ,*)Kx ~ ~ c i < f  ist der irundunterraum 

von T und legt den projektiven Raum Iil (8,Kd1 ) fest. 
- 

Satz 4. Das Erzeugnis E von <y hat xit dem Grund-interraua a),, 
genau die Punkte (1,O)R: (1,1)KX gemeinsam. 

Beweis. Jeder von (1 ,O)KX und (1 ,I )K~ . vsrschiedene eigent- 

liche Punkt von E gestattet nach (4) die Darstellung (I,k(k-i)-')~~ 
mit ksKt (k-%)cU. Aus ~~-C)-'EX~ folgt sofort der Widerspruch, 

da3 1. algebraisch liber E; ist. ~egeniq,yf,l 1.u. für alle q<ecg:, 
besitzt F keine Pernpunkte in pl. I 

Adjungieren wir zu X,, alle Elemente der Menge \(k-%)-l/ kcKK, 

k-t~iij, so erhalten wir einen Unterring g2 vonx. Da 1. trans- 
zendent über K ist, besitztX2 keine Nullteiler. Die Algebra 

(K,g ) definiert den projektiven Railm i12(K,K@X2) mit der Punkt- 2 
menge G2ce, welche nicht nur alle eigentlichen Funkte von F ,  
sondern auch alle Schxiegunterräume der durch die Kette be- 

stimmten $Kx -EÜndelisornorp'nismen enthält. Offenbar ist @, der 
L 

kleinste Unterraun mit diesen Eigenschaften und unter selbst- 

zugeordnet, also $((uII2I2/(l,0)~")=:% ein projektiver Aündeliso- 

morpnismus von i12. Da 2 ein Integritätsbereich ist, b-sitzt 2 
das Erzeugnis E2von Y>2 keine Fernpunkte; es liegt also kein - 
Fernpunkt von F in g2. 

Satz 5. Das Erzeugnis von T2 ist eine unabhängige Punktmenge. 
Beweis. Die einfach transzendente Körpererweiterung K(%) ist 

zum Quotientenkörper von X2 in nat-lrlicher Weise X-äquivalent. 
Nach der Theorie der ~artialbruchzerlegun~~ in K(%) ist ~(k-$)-' 

~EE<~'JU~I 1 eine 1 .U. Teilinenge des Vektorraumes (K,K(?/)). Mit 

(4) folgt die Gültigkeit des Satzes.a 

6 ~ i e  Menge der Fartialbrüche mit normiertem Zähler- und Nenner- 
polynom vereinigt mit der Menge , , , . . . { ist eine Basis 
des Vektor~aurnes (K,K(%)). 
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Fig .I Fig  .2 Fig.3  

Der Grund-~nterraum i s t  i n  den Figuren 1 und 3 e ine  Gerade 
und i n  Figur  2 e ine  Ebene. Vgl. auch Fig. 4. 



Fig. 4 

Die Algebra (K,z)= (E?, C&) b e s i t z t  d i e  Bas is  I*?= ( I  1 0)  , 4 ~ = ( i I  0)  , 
%3=(0 11) und bestimmt einen r e e l l e n  p ro jek t iven  3-Raum. Durch 
das T r i p e l  ( 0 , l  ,+Wx) m i t  + = ( I ,  5+0,75i11) wird e i n  v lRx-~ünde l -  
isomorphismus $J m i t  dreidimensionalem Grundunterraum f e s t g e l e g t .  
Das Erzeugnis von g i s t  daher e ine  Kubik. I n  A(R,C&) l i e f e r t  
de r  S c h n i t t  de r  Geraden E?-$ m i t  dem S ingu l a r i t ä t skege l  [4- ,S. 3081 
den Punkt k-%= (-0,5 -0,75i 1 0)  , soda!? f,, den Eigenwert k= l=  ( I  I I )GRC 

Cm) und E genau ainen Feznpunkt (O,()lRx =(O,%j)R* b e s i t z t .  I n  
lR,Ce3) h a t  d i e  Kette  nach (1)  den uneigent l ichen Punkt 

(1 , I -%)h .  Figur  % ze ig t  einen P a r a l l e l r i ß  d e r  Kubik E ,  welche 
gemäß [ 5 , ~ . 1 9 8 ]  i m  Durchschnitt  de r  quadrat ischen Sehnenkegel 
m i t  Spi tzen  (1 ,O)RX und (1 , l )Rx en tha l t en  i s t .  Die P a r a l l e l r i s s e  
d e r  Spurkegelschni t te  Zo und Zq d i e s e r  Sehnenkegel i n  d e r  Eoene 
( I  ,*? .2)lRxv (O,*l)RX~ (0,n2)Rx s ind  b e i  de r  gewählten Angabe Kreise 
d e r  eichenebene. 
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