Durch Kollineationsgruppen bestimmte projektive Raume

Hans Havlicek

H.Brauner zum 60.Geburtstag gewidmet

1. Gibt man in einem desarguesschen projektiven Raum (P,5) eine
Basis B und eine Hyperebene H mit H n B = @ vor, so besteht die
Gruppe & aller projektiven Kollineationen von P, die B punktweise
und H als Ganzes fest lassen, bekanntlich genau dann nur aus der
Identitdt, wenn ein Pappos-Raum vorliegt. Das Ziel dieses Artikels

ist eine geometrische Beschreibung der Bahn unter ¢ eines Punktes

von P.

Eine Teilmenge M eines Inzidenzraumes (P,§) [8,11] erhilt
bekanntlich die Struktur eines Inzidenzraumes (M,?M), wenn man
setzt §, := {gnM|ge¥, |gnM|=2}. Der Inzidenzraum (M,5,) ist dann

M M
ein Spurraum von (P,%), den wir auch mit M bezeichnen, wenn keine

MiBverstindnisse =zu erwarten sind. Sind (P,§) und (P,€) zwei
Inzidenzridume mit derselben Punktmenge P, und ist jede Gerade aus &£
Teilmenge einer Geraden aus %, so nennen wir (P,¥) eine
Verfeinerung von (P,%). Jede Verfeinerung eines Spurraumes
moége ein verfeinerter Spurraum genannt werden. Mit diesen

Bezeichnungen gilt dann:

Jede Punktbahn unter ¢ 148t sich in kanonischer Weise so mit der
Struktur eines projektiven Raumes versehen, daB ein verfeinerter
Spurraum von (P,%) vorliegt. Ein solcher "Bahnraum" kann stets als
Projektion eines Spurraumes eines projektiven Erweiterungsraumes
von (P,§) gewonnen werden, wobei diese Projektion den Spurraum
isomorph auf den Bahnraum abbildet. Ist ein Bahnraum
endlichdimensional, so kann seine Dimension auf zwei Arten
berechnet werden. Die zugehdrigen geometrischen Ergebnisse liefern
einen Beweis des folgenden bekannten Satzes: Ist K ein (nicht
notwendig kommutativer) Korper und C ein Unterkdrper von K, so
stimmt der Grad von C {iiber dem Zentrum von K iiberein mit dem
rechten Grad von K iber dem Zentralisator von € im Korper K, falls

wenigstens einer dieser beiden Gradzahlen endlich ist.

2. Den folgenden Uberlegungen liegt ein projektiver Raum {iber einem



K-Rechtsvektorraum' ‘BK zugrunde, wobei K ein nicht notwendig
kommutativer Koérper und dim ‘BK > 0 ist. Falls I ¢ B Untervektorraum
ist, dann sei P(U) die Menge seiner eindimensionalen Unterrdume,
also die durch U festlegte Punktmenge. Fiir eine Teilmenge M von K
bezeichne Z(M) den Zentralisator von M in” K und M~ := M \ {0}. Die

verwendeten geometrischen S&dtze konnen etwa [2] entnommen werden.

Geben wir eine Basis B und eine Hyperebene ¥ von P(B) mit B n ¥ = @
vor, es ist also (B,H¥) eine Fundamentalfigur von P(B), so gibt es
stets eine Vektorraumba:is ¢ = {ej|j € J} von ‘B*mit B = {ejK|j e J}
und eine Linearform b :B - K mit H = Plkerh ); dabei kdnnen wir

*
<h ,ej> = 1 fir alle j € J voraussetzen.

Zu jeder projektiven Kollineationen ¢ € PGL(P(B)), die B punktweise
und H als Ganzes fest 14Bt, gibt es ein Element x € K>< derart, daB
die durch

(1) e. ,ex (jeld

J J

erkldrte Abbildung aus GL(B) die gegebene Kollineation ¢ induziert.
Umgekehrt legt jeder lineare Automorphismus von B der Bauart (1)
eine solche Kollineation fest, fiir die wir auch ¢ schreiben. Es
ist ® := {gox|x e K homomorphes Bild der multiplikativen Gruppe K"
unter der Abbildung x ¢ und damit isomorph zur Faktorgruppe3

K*/Z(K)".

Mit PCD = {P('o|<p € @} bezeichnen wir die Bahn unter & eines Punktes
P € P(B). Bleibt ein Unterraum unter allen Kollineationen aus ¢ als
Ganzes fest, so sprechen wir von einem &-Fixunterraum. Jeder Punkt
P € P(B) und damit auch seine Bahn PCD liegen in der Hiille von
endlich vielen Punkten der Basis B. Im Rahmen unserer Fragestellung
ist es ist daher keine Einschrinkung der Allgemeinheit, wenn wir im
folgenden B als endlichdimensional (0 < dim B =: n+1) voraussetzen.
Die Koordinatendarstellung der Abbildung (1) bezliglich der Basis
¢ = {ej|j=0,...,n} hat dann die einfache Gestalt

(2) (a ,...,an) B (xa.,...,xa ).

"Bei einem Linksvektorraum fligen wir den Skalarkdrper als linken
unteren Index an. Falls MiBverstidndnisse ausgeschlossen scheinen
lassen wir die Angabe des Skalarkdrpers auch weg.

*Wir unterdriicken im folgenden meist den Zusatz "in K".

°Die linearen Endomorphismen von ‘BK bilden bekanntlich einen
Vektorraum f{iber Z(K) [9,172] und alle Abbildungen (1) mit x € K

einen Unterraum. Die Punktmenge des projektiven Raumes ?(KZ(K)

unterscheidet sich nur unwesentlich (xK statt xK') von K /Z(K)".
Wir werden darauf in Abschnitt 7 zuriickkommen.



Das motiviert die im folgenden verwendete Schreibweise’ xa fiir den
Vektor mit den Koordinaten (xao,...,xan). Ist U ¢ K, so werde ein
U-invarianter Unterraum von B dadurch erklirt, daB er unter allen
Abbildungen a = xa (x € U) invariant ist. Mit Ua sei fir fest

gewdhltes a € B die Menge {xa|xeU} bezeichnet.

Hilfssatz 1. Seien (ao,...,an) die Koordinaten von a € ‘BK, U eine

Unterhalbgruppe von (K*;.) und Z(U) der Zentralisator von U in K.

Dann hat die Hulle von a_,...,a im Linksvektorraum K dieselbe
0 n zZ({U)

Dimension wie die Hulle von Ua im Rechtsvektorraum ‘BK.

Beweis. Der von Ua aufgespannte Unterraum U von B ist U-invariant,
da U Halbgruppe ist. Sei k+1 := dim U < n+l. Dann gibt es n-k
Vektoren der Basis €, die ein Komplement € von U aufspannen;
0.B.d.A. seien dies die Vektoren ej mit Zeigern j = k+1,...,n.
Verbinden wir den Unterraum € mit je n-k-1 dieser Vektoren ej, SO
erhalten wir n-k-1 U-invariante Hyperebenen, die wir als Kernriume

* *
von Linearformen fi B 5 K mit <f,,e>=1 (i = k+1,...,n)

i’ *
ansetzen kodnnen. Sind YVigYin die Koordinaten von fi bzgl. der
zu € dualen Basis, so lehren die U-Invarianz von kerfi und Vi = 1
dann Vi Vi € Z(U). Damit folgt

yi0a0+ o+ yikak + ai= 0 fir i = k+1,...,n,
sodaB a_,...,a im Linksvektorraum K einen Unterraum der
0 n Z(U)
Dimension = k+1 aufspannen. Umkehrung der obigen Uberlegungen
zeigt, daB das Gleichheitszeichen gilt, und daB die Dbeiden

Dimensionszahlen auch fir k+1 = n+l1 ibereinstimmen.o

Nach  Hilfssatz 1 ist ein ®-Fixpunkt von P(B) dadurch
gekennzeichnet, daB er durch einen Vektor mit Koordinaten
(ao,...,an) € Z(K)n+1 \ {(0,...,0)} ©bestimmt werden kann. Analog
ist fir eine &-Fixhyperebene notwendig und hinreichend, daB sie
durch den Kernraum einer nichttrivialen Linearform B - K festgelegt
werden kann, die den Vektoren von ¢ Werte aus Z(K) zuordnet. Daraus
folgt aber, daB genau jene Fundamentalfiguren (B’,%’) von P(B),
deren Basis B’ = {e:jK|j=O,...;n} aus ©®-Fixpunkten besteht, und
deren Hyperebene H’ = Pl(kerh’ ) unter & als Ganzes festbleibt, zur
Festlegung der Gruppe ® herangezogen werden kénnen. Dabei diirfen

wir voraussetzen, daB die Koordinaten der Vektoren e:]. in Z(K)

* *
liegen, <b’ ,ej> € Z(K) gilt, und <b’ ,e:j> = 1 erfiillt ist.

Die Menge 3 aller Vektoren von B, die beziiglich der Basis €

*Diese Definition hdngt von der Basis € ab. Wenn nicht anders
angegeben, beziehen sich alle Koordinaten auf diese Basis.



Koordinaten aus Z(K) besitzen, ist ein =zentraler Ausschnitt von B

und bildet mit den von ‘BK kommenden Verknilipfungen einen
Z(K)-Rechtsvektorraum SZ(K)' Vektoren aus 3 sind genau dann linear

unabhingig (l.u.) in SZ wenn sie lu. in ‘BK sind. (Durch

(K)
lineare Fortsetzung der Zuordnung 3 +— 3 ® 1 (3 € 3 ¢ B) wird ‘BK
. 5 .
isomorph auf das Tensorprodukt SZ(K) ®Z(K) Z(K)KK abgebildet.) Es

liefert daher die Menge der ®&-Fixpunkte einen Spurraum von P(B),

welcher zum projektiven Raum P(3 ) isomorph ist.

Z(K)
Die Koordinaten (a.,...,a ) bzw. (a’,...,a’) eines Vektors a € B
0] n 0] n
beziiglich ¢ und einer Basis €/ := {e:j|j=0,...,n} < 3 unterscheiden

sich nur um eine lineare Transformation mit Koeffizienten aus Z(K).
Wir nennen die Basen €, €’ zentral beziiglich 3. Bei Beschrankung

auf solche bezliglich 3 zentrale Basen sind die Zentralisatoren von

{ao,...,an} bzw. {ao,...,an} gleich.
Ist P = aK = bK ein Punkt und sind b(’),...,b;l die Koordinaten von b
bzgl. €', so stimmen die Zentralisatoren von {ao,...,an} und

{b(’),...,b;l} iiberein, wenn ein a; und ein b:]. in Z(K)" liegt. Der
Zentralisator von solchen normierten projektiven Koordinaten ist
daher mit dem Punkt P invariant verknlipft, wenn  eine
Koordinatisierung (hier durch die Wahl der Vektorraumbasis €) fest
vorgegeben ist, und nur solche Koordinatentransformationen
zugelassen werden, die sich auf bezliglich 3 zentrale Basen stiitzen.
Die normierten projektiven Koordinaten eines Punktes Q € PCD haben
als Zentralisator einen zu Z({ao,...,an}) konjugierten Unterkorper.

Es ist also dieser Zentralisator durch PCD bis auf innere

. . 6
Automorphismen von K bestimmt .
Eine weitere Konsequenz aus Hilfssatz 1 ist

Satz 1. Die Bahn PCD eines Punktes P mit Koordinaten (ao,...,an)K

spannt einen Unterraum von ?(‘BK) auf, dessen Dimension um eins

kleiner ist als der Dimension der Hulle von ao,...,an im (Links-)

Vektorraum Z(K)K'
In Satz 1 unterliegen die Koordinaten von P keiner Einschrinkung.
Mit der Notation aus dem Beweis zu Hilfssatz 1 folgt, dag U direkte

Summe eindimensionaler K-invarinater Unterrdume {qu|j=O,...,k} von

°Da K einen Z(K)-Links- und einen K-Rechtsvektorraum abgibt, ist
dieses Tensorprodukt ein K-Rechtsvektorraum. Vgl. etwa [4,18].

6Beziiglich beliebiger Koordinatisierungen zZu projektiven
Koordinatensystemen aus ®-Fixpunkten ist bereits der Zentralisator
der normierten projektiven Koordinaten eines Punktes nur bis auf
innere Automorphismen von K bestimmt.



B ist: Man erhidlt dabei uj als Projektion des Vektors ej auf U in

Richtung €. Es ist {u . ,en} eine  beziiglich 3

O""’uk’ek+1"'
zentrale Basis. Die Koordinaten von & =zu dieser Basis haben die
Form

(3) (ao,...,ak,o,...,o),

wobei azo,...,azk l.u. in Z(K)K sind.

3. Zur weiteren Diskussion der Bahn PCD eines Punktes P = aK € P(B)

geben wir (ao,...,an) als normierten Koordinatenvektor von P vor,
wobei 0.B.d.A. ay = 1 € Z(K) sei. Die spezielle Bauart (3) der
Koordinaten muB nicht vorliegen. Wir setzen A4 := {ao,...,an}. Die

Menge Ka bildet mit den von ‘BK induzierten Rechenoperationen einen

Z(A)-Rechtsvektorraum KQZ(A)’ da sie abgeschlossen ist gegen
Linearkombinationen mit Koeffizienten aus Z(A4). Die
Rechtsvektorriaume KZ(A) und KQZ(A) sind isomorph, wie die Bijektion

X B Xxo lehrt.

Ist {xia|i=0,...,m} lLu. in B so ist diese Menge auch lu. in

K,
KQZ(A) bzw. {xi|1=0,...,m} l.u. in KZ(A)' Hat die Hiille von
ao,...,an im Vektorraum Z(K)K die Dimension k+1, so gibt es eine
l.u. Menge X = {XO""’XK} c KZ(A) mit Xa l.u. in ‘BK.

Umgekehrt kann jedoch fir eine in K l.u. Menge X = {x ,...,xm}

(m=k) dann Xa linear abhingig (l.a.)Z(ifl) ‘BK sein: Die Mengg X und
die von X in K* erzeugte Unter(halb)gruppe haben denselben
Zentralisator. Spannt nun {ao,...,an} im Linksvektorraum Z(X)K
einen Unterraum auf, dessen Dimension kleiner als m+1 ist, so lehrt
Hilfssatz 1, daB Xa in ‘BK l.a. ist. Sei etwa ‘BK ein 3-dimensionaler
Rechtsvektorraum {iber einem Schiefkérper K mit dem Grad’
|K:Z(K)| = 9; dann hat ein Unterkdrper von K iiber Z(K) den Grad 1,

3 oder 9 [3,30]. Wihlen wir (a.,a, ,a.) € K3 mit a. =1 und

o712 0
aja, * asa,, so folgt |a1:Z(K)| = |a2:Z(K)|2 = 3 sowie Z(A) = Z(K).
Gilt weiters x,. = 1, x1 = al, x2 = a2 , so sind die obigen

0

Voraussetzugen erfiillt, da Z(X) der von a, und Z(K) aufgespannte

maximale kommutative Unterkdrper von K ist [4,45].

4. Um die Ergebnisse aus 3 verschirfen zu koénnen, flihren wir den

Begriff der Liftung ein: Es sei B := {b0=1,b "bl} nichtleere

1
Teilmenge von K mit Z(B) < Z(A). Wir erkliren nun ausgehend vom

Tripel (‘BK,@,Q) einen K-Rechtsvektorraum

‘Bl ;=B @ ... ® B (I+1 Summanden),

"Solche Schiefkorper sind leicht anzugeben. Vgl. etwa [4,5].



sowie in ‘Bl eine Basis (& ist das Kronecker-Symbol)

Jjk
(51 = {ejéor ® ... ® ej81r|J=O,...,n, r=0,...,1}

und einen Vektor

al 1= abo ® ... ® abl.
Dabei werde B mit dem ersten Summanden der obigen direkten Summe

identifiziert. @ Wir nennen ((‘B1 )K’

(‘BK,@,Q). Dann ist analog 2 eine Fundamentalfigur (iBl,EH?l) von

(551,&1) eine  B-Liftung  von

?(‘Bl), ein Punkt P1 = alK und eine Kollineationsgruppe <I>1 erklart.

Der Zentralisator der normierten projektiven Koordinaten von P

bzgl. (551 ist Z(B).

1

Dieser Liftungsprozess kann beliebig oft wiederholt werden und
fiihrt auf eine Folge ((B)_,€¢ ,a ) (s=0,1,2,...), wobei wir
s'’K’ s’ s

((‘BO)K,@O,QO) = (‘BK,@,Q) setzen. Wir nennen ((‘BS)K,@S,QS) auch

eine s-fache B-Liftung von (‘BK,@,Q).

Hilfssatz 2. Es gelte fur eine Menge B = {b0=1,b1,...,bl} c K* die

Bedingung Z(B) c Z(A). Weiters sei {xia|i=0,...,m—1} Lu. in ‘BK und
{xi|1=0,...,m} lu. in KZ(B)' Dann ist
(4) {xia1|i=0,...,m}

l.u. in der B-Liftung (‘BI)K.

Beweis. Es gilt stets xal = xabo ® ... ® xabl fir x € K. Nach
Voraussetzung ist

(5) {xia|i=0,...,m—1}

Basis eines Unterraumes von B und daher

(6) {xia1|i=0,...,m—1}

l.u. in ‘Bl. Wir nehmen an, daB xma von (6) linear abhdngig sei. Es

1
gibt also eindeutig bestimmte Zahlen Yo ¥poq € K mit
(7) X Q= X0 Yyt tX ey

Damit folgt
(8) xmajbr = anjbryO + ... +xm—1ajbrym—1’ Jj=0,...,n, r=0,...,1L.
Diese Zahlen v sind nicht alle gleich O und =zugleich die

Koordinaten von x o bzgl. der Basis (5). Multiplizieren wir (8) von

rechts mit br_l, so erhalten wir
-1 -1,
x o = xoa(bryobr )+ ... +xm_1a(brym_1br ) fir r=0,...,L.

Die Basiseigenschaft von (5) und (7) zeigen YooYy € Z(B). Aus

(8) ergibt sich durch Herausheben von ajbr nach rechts dann

{xi | i=0,...,m} L.a. in KZ(B) im  Widerspruch zur obigen

Voraussetzung.o

Satz 2. Die Abbildung

(9)  wPK, ,) > P, xZ(4) > (xa)K fur x € K

(4)
ist eine Bijektion der Punktmenge des projekltiven Raumes uber dem



Rechtsvektorraum KZ (A) auf die Bahn von P = oK unter ®. Bezeichnen

wir mit £ die Menge der t-Bildmengen aller Geraden des projektiven

Raumes P(K ), so ist (PCD,.SB) verfeinerter Spurraum von P(B_).

Z(A) K

Beweis. Fir Z(4) = K koppelt (9) zwei einpunktige projektive R&ume,

und (PCD,.SB) ist sogar Spurraum von ?(‘BK).

Ist Z(A) # K, so gehen wir von der Menge A, dem Vektorraum KK,

seiner Basis {1} und dem Vektor 1 € K aus. Durch A-Liftung dieses

Tripels folgt mit Hilfssatz 2, daB fir XX l.u. in KZ(A) stets

. n+l . . .
XO(aO""’an ) lu in K gilt. Damit ist ¢
injektiv und nach Konstruktion auch surjektiv. Fir je drei

), xl(ao,...,an K
kollineare Punkte xiZ(A) (i=0,1,2) von P(K

Z(A)) sind die x; l.a. in

KZ(A) und damit auch xia l.a. in KQZ(A) LbZW. ‘BK; das zeigt die

Kollinearitit in ?(‘BK) der Bildpunkte (xiZ(A)) .0

Durch mehrfache Anwendung von Hilfssatz 2 und mit Satz 2 folgt

Satz 3. Sind XO""’xs+1 mit sz0 linear unabhangig in KZ(A)’ Sso
sind nach s-facher A-Liftung die Punkte (anS)K,...,(xS+1as
unabhangig im projektiven Raum ?((‘BS)K). Die Abbildung

CPK, ) > P2 xZ(A) s (xa )K (s =0, x € K

s Z(4) s s
ist fur s =z 1 eine Kollineation des projektiven Raumes uber dem

bs .

Rechtsvektorraum KZ(A) auf den Spurraum Ps von ?((‘BS)K). Die

Einschrankung der Projektion
ns:?(‘Bs+1) > ?(‘BS), (go ®@ ... ® gn)K > gOK (go,...,gn € ‘BS)
Bs+1
s+1 o
Raumes auf den Spurraum Ps s (s =z 1) bzw. auf den verfeinerten
Bs+1 -1

) .
Spurraum (P ,%) (s = 0). Dabei gilt "s|(Ps+1 )=t b

auf den Spurraum P ist eine Kollineation dieses projektiven

Satz 3 liefert auch eine hinreichende Bedingung dafiir, daB (9) eine

Kollineation von P(K ) auf den Spurraum PCD festlegt: Es ist nur

Z(A4)
zu Uberpriifen, ob sich (B,6,a) in geeigneter Weise als Liftung

darstellen 148t.

5. Wir schlieBen an Satz 3 an und schreiben Z filir die Menge der
ganzen Zahlen. Es ist fiir s = O ist die Abbildung

(10) BS:KQS x K > ‘BS mit (xas,é/) = x(asy)
) S

Z-bilinear und erfiillt (xasz,y = (xas,zy)BS fir alle xa_ € Kas,

z € Z(A), y € K. Die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts

Y = K o)) Oza) (Z(a)KK

zeigt die Existenz einer K-linearen Abbildung

(11) > (B ), mit X0 ® y > X0y

X
K s'K

Im projektiven Raum ?(EK) wird durch die reinen Tensoren ein

Spurraum festgelegt, welcher unter der durch (11) bestimmten



\}
—

Punktabbildung isomorph auf den Spurraum PS(I)S von ?(‘BS) (s

I
e

bzw. auf den verfeinerten Spurraum (PCD,.SB) von P(B) (s

abgebildet wird.

Ist der rechte Grad |K : Z(A)| endlich, so 1ist die lineare
Abbildung (11) fiir hinreichend groBes s injektiv, und die Hiille von
PS(I)S in ?(‘BS) hat nach Hilfssatz 2 die Dimension |K : Z(4)| - 1. Da
nun weitere A-Liftungen die Dimension nicht erhShen k&nnen, zeigt
Hilfssatz 1, daB der von A und Z(K) aufgespannte Unterkdrper C von
K iiber Z(K) den Grad |K : Z(A)| hat. Ist andererseits der Grad
|C:Z(K)| endlich, so lassen sich diese Uberlegungen umkehren. Wegen
Z(A) = Z(C) folgt insgesamt
|C:Z(K)| = |K : Z(C)| (falls einer der beiden Grade endlich).

Dieser bekannte algebraische Satz [3,49], [4,42] (Centralizer

Theorem), bekommt hier also geometrische Bedeutung.

6. Ein besonders durchsichtiges Beispiel filir die Dbisherigen
Ergebnisse erhalten wir, falls a die Koordinaten (l,a,az,...,an)
hat. Die Bahn des Punktes P = aK ist dann wegen

(x,xa,...,xan)K = (l,xax_l,...,(xax_l)n)K (x € KY)
flir n =z 2 eine Konjugiertenklasse der nicht entarteten Normkurve
[5], [6,53]

=Kz, =7 ejtj (j=0,...,n)} U e K}
und 148t sich aus einer n-fachen {1,a}-Liftung von (KK,{I},I)
gewinnen. Wegen n = 2 liegt in jedem Fall ein Spurraum und nicht
bloB ein verallgemeinerter Spurraum vor. Im Sonderfall, daB PCD
einen echten Unterraum von P(B) aufspannt, wird dieses Resultat in
einer von A.Herzer angeregten Diplomarbeit [10] hergeleitet. Die
gegenseitige lLage der Punkte einer Konjugiertenklasse wird durch
Satz 3 beschrieben, und Satz 1 geht iiber in eine in [5] gezeigte

Dimensionsformel.

7. Fir alle x € K ist die Einschrankung <pX|Pq> eine projektive
Kollineation des Bahnraumes (PCD,.SB). Die Gruppe & operiert einfach
transitiv auf PCD. Der Stabilisator eines Punktes (ya)K (y e K) ist
{§0x|x € (yZ(A)y_l)X}. Nur der Fall Z(A) # K verdient Interesse:
LiBt eine Kollineation ¢ alle Punkte der Menge PCD einzeln fest, so
muB x im Durchschnitt aller zu Z(A) konjugierten Unterkorper von K
liegen. Nach dem Satz von Cartan-Brauer-Hua [1,323] folgt dann

x € Z(K) und ¢, = id ! Die Gruppe @ operiert genau dann reguldr

P(B)
auf PCD, wenn Z(A) = Z(K) erfillt ist. Vgl. auch [7]. In diesem Fall

iibertragt sich die Inzidenzgruppenstruktur von P(K ) nicht nur

Z(K)



auf die Gruppe ® - siehe FuBnote 3 - sondern auch auf den Bahnraum

%, 9.
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