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KURZFASSUNG 

Ist T ein n-dimensionaler projektiver Raum, so heißen zwei 

d-dimensionale Unterräume benachbart, wenn ihr Schnittraum 

mindestens (d-I )-dimensional ist . Die Menge d& (T) aller 
d-dimensionalen Unterräume von 'Tr (1 d 4 n-2) versehen mit 

dieser Relation ergibt die Geometrie der d-dimensionalen 
Unterräume von F, jede dazu isomorphe Struktur heißt eio 
Graßmann-Raum. 

H. BRAUNE2 hat lineare Abbildungen aus einem projektiven 
Raum in einen projektiven Raum definiert. Durch geringfügige 
Modifikation dieser Definition erhalten wir eine einheitliche 

Kennzeichnung linearer Abbildungen aus einem projektiven 

oder graßmannschen Raum in einen projektiven Raum und 

diskutieren lineare Abbildungen aus einem Graßmann-Raum unter 

Benützung der Geometrie der d-dimensionalen Unterräume von T. 
Die Existenz gewisser linearer Abbildung ist äquivalent dazu, 

daß ein Pappos-Raum ist. Setzen wir T' als pappossch voraus, 

so existieren insbesondere reguläre lineare Abbildungen T, die 
dadurch gekennzeichnet sind, da3 ihre Bildmenge Im(r) einen 

((:I: )-I )-dimensionalen Unterraum eines projektiven Raumes 

aufspannt. Die Bildmenge jeder regulären linearen Abbildung 
ist eine Graßmann-Varietät. 

Jede lineare Abbildung aus der Geometrie der d-dimensionalen 

Unterräume eines n-dimensionalen projektiven Pa@pas-Fiaumes 

ist Produkt einer regulären linearen Abbildung r i n  einen 

)-1 )-dimensionalen projektiven Raum @ uud der Einschränkung ((d+l 
einer linearen Abbildung aus auf die Bildmenge Im(q"). Jede 

lineare Abbildung aus einer Graßnann-Varietät kann daher zu 

einer linearen Abbildung des Gesamtraumes fortgesetzt werden. 

Zum Beweis benätigen wir eine Reihe von Hilfssätzen Über 
lineare Abbildungen aus projektiven Räumen. 

Im Sonderfall der Geometrie der Geraden eines dreidimensionalen 

reellen projektiven Raumes existieren 21 wesentlich verschiedene 

Typen linearer Abbildungen. 



VORWORT 

Jede Kollineation bildet einen projektiven Raum isomorph 

auf einen projektiven Raum ab. 

Eine Definition homomorpher Abbildungen eines projektiven 

Raumes auf einen projektiven Raum wurde von W. KLINGENBERG 
# 

angegeben und von F. RAD0 verallgemeinert. Falls Ur- und Bild- 

raum desarguessch sind, wird jeder Homomorphismus durch eine 

"verallgemeinerte semilineare Abbildungff der zugehörigen 

Vektorräume beschrieben (vgl. [l4], C151, [I61 ). Diese 
Homomorphismen sind globale Abbildungen; mindestens eine 

Basis des Urraumes wird bijektiv auf eine Basis des Bildraumes 

abgebildet. Vgl. dazu auch [13,5.155]. 

Eine andere Verallgemeinerung des Kollineationsbegriffes 

sind die sogenannten linearen Abbildungen aus einem projek- 

tiven Raum in einen projektiven Raum. Sie wurden zunächst als 

Produkt einer Projektion und einer. Kollineation 

erklärt oder durch die Linearität der Abbildungsgleichungen 

gekennzeichnet (vg1.[8],[91). 

L. ECKHART und F. REHBOCK fanden unabhängig voneinander 
Beispiele "linearer Abbildungenf' aus der Menge der Geraden 

eines dreidimensionalen reellen projektiven Raumes auf eine 

reelle projektive Ekene (vgl. C81, C91, C1 71, C181 . Eine lineare 
Abbildung aus der Geradenmenge eines dreidimensionalen reellen 

oder komplexen projektiven Raumes in die Punktmenge dieses 

Raumes gibt F. HOHENBERG in E121 an. 

Allgemein können lineare Abbildungen aus der Menge der 

d-dimensionalen Unterräume eines projektiven Pappos-Raumes 

mit Hilfe der zugehörigen Graßmann-Varietät konstruiert wer- 

den, wie H. BRAUNER in C31 bemerkte. 

Auf F. REHBOCK geht eine geometrische Beschreibung linearer 
Abbildungen zurück, die jedoch auf den dreidimensionalen 



reellen projektiven Raum zugeschnitten ist (vgl. [ l 7 ] ) &  
Eine Kennzeichnung der Projektionen eines endlichdimensionalen 

projektiven Raumes durch innere Eigenschaften gibt 

H. TIWRMANN in C221 an. Von H. BRAUMER stammt eine geometrische 
Definition linearer Abbildungen aus einem projektiven Raum 

in einen projektiven Raum (vgl . Abschnitt 1 ) . 
In dieser Arbeit soll eine geometrische Kennzeichnung 

linearer Abbildungen aus der Menge der d-dimensionalen Unter- 

räume eines endlichdimensionalen projektiven Raumes angegeben 

werden, sodaß alle bekannten Beispiele linearer Abbildungen 

erf aBt werden. 

Lineare Abbildungen sind nicht notwendig global. Die ver- 

wendeten Begriffsbildungen für nicht notwendig globale Ab- 

bildungen sind im Anhang (S.98) zusammengefaßt. Alle benötig- 
ten Hilfssätze über lineare Abbildungen aus projektiven 

Räumen sind in Abschnitt 1 gesammelt. 

Ich möchte an dieser Stelle meinem Lehrer, Herrn o.Prof. 

DDr. H. BRAUNER für die wertvolle Unterstützung bei der 
Abfassung und Ausarbeitung dieser Dissertation aufrichtigst 

danken. 

Ferner gilt mein Dank dem derzeitigen Rektor der Technischen 
Universität Wien, Magnifizenz o .Prof. Dr. W. IVGBAUER für 
die Vbernahme des Korreferates. 
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I LINEARE ABBILDUNGEN AUS PROJEKTIVEN a U M E N  

1.1 Def in i t ion  l i n e a r e r  Abbildungen 

1 .I .I Es se i en  - (9 ,q) und TI' = ($' ,q' ) zwei p ro jek t ive  

Räume,und Y:? H $2' s e i  e ine  n i c h t  notwendig globale  Ab- 

bildung. Dann i s t  f ü r  jeden Punkt Xe$! d i e  Menge { X ~ Y  de f i -  
n i e r t ;  gehört X de r  Ausnahmemenge A(Y>) an, so i s t  { ~ ) y  = @, 
wohingegen f ü r  jeden Punkt X der  Definitionsmenge D ( v )  g i l t  

ix3y = b y l *  
Sindm, und % Teilmengen vorig, so können w i r  d i e  Ver- 

bindungsmenge 7illv3 b i lden  (vgl .  [ I ,  S.931). S p e z i e l l  f ü r  

zwei verschiedene Punkte X,  Y is t  {x]v{Y] d4e e indeut ig  be- 
stimmte Gerade, welche X und Y e n t h ä l t ;  außerdem g i l t  VIV@ = 

= gvm = m f ü r  a l l e  Mengen Tllcp. 

1.1.2 Defini t ion:  S i n d T =  (P,%) und T' = (P',%') zwei projek- 

t i v e  Räume, dann he iß t  e i n e  Abbildung yl: $ 2 ~  $I' 1 i n e a r ,  

wenn s i e  folgende Bedingungen e r f ü l l t :  

(LI )  ( { x ~ v I Y ] ) ~ ~  = { x ] Y ~ { Y ] ~  für a l l e  Punkte X f Y und X,Ye@. 

(L2) Ist L x ] ~  = [ Y I ~  f ü r  zwei verschiedene Punkte X , Y ,  

so e x i s t i e r t  s t e t s  e i n   unkt AEIXIVIY~ m i t  { A ) ~  = g .  $ 1  

DieseDefini t ion l i n e a r e r  Abbildungen s t i m m t  m i t  d e r  auf 

H. BRAUNER zurückgehenden Defini t ion n ich t  v ö l l i g  überein. 
Von formalen Unterschieden abgesehen nennt BRAUNER e-ine 

Abbildung l i n e a r ,  wenn s i e  (LI)  e r f ü l l t  und mindestens zwei 
verschiedene Bildpunkte b e s i t z t .  2, Jede solche 'Tline;arell 
Abbildung e r f ü l l t  dann (L2) (vgl .  dazu [1,S.l50] 3), [3], [4]). 

1 .I .3 Für jeden Unterraum P1cp i s t  d i e  Einschränkung y[P1 
ebenfa l l s  e ine l i n e a r e  Abbildung, da pl m i t  je  zwei ver - 
schiedenen Punkten auch deren Verbindungsgerade e n t h ä l t .  

I s t  g e ine  Gerade mi , t  zwei verschiedenen Ausnabmepunkten A1,A2, 

so f o l g t  gy = (~A, , ]v  X A ~ ] ) ~  = ( ~ ~ h p { ~ ~ b y  = @V% = %; d i e  Gerade 
g b e s i t z t  deshalb nur Ausnahmepunkte, und d i e  Ausnahmemenge ~ ( y )  
i s t  daher e i n  Unterraum von T. 
I )  Für ( ~ ) y  = { ~ l y  = 0 ist (L21 trivial. 
2, Bilden wir alle Punkte eines mindestens eindimensionalen projektiven Raumes auf 

einen Punkt dieses Raumes ab, so erfpllt diese globale Abbildung zwar (LI) aber . 
nicht (L2). 

a) In [I] werden die linearen Abbildungen als nsinguläre Kollineationen'' bezeichnet. 

4) Diese für das folgende wichtige Aussage ist einGrund der geänderten Definition 

einer linearen Abbildung. 



Trägt  e ine  Gerade g  genau e inen Ausnahmepunkt A, so  b e s i t z t  

s i e  mindestens e inen Punkt PrD(y). M i t  (LI )  g i l t  gy = - ( L A ] V ~ P ~ ) ~  = { A I ~ V I P ~ ~  = @v(Pvi.  Für jeden von Aund P  
verschiedenen Punkt Xeg i s t  dann Xy d e f i n i e r t , u n d  aus gy  = 

= ( L ~ 3 v I x f ) y  - ( ~ l y v l x J y  = ipylvIxyl  = IplyI f o l g t  Pyi = X i y ;  

iy i s t  dann n i c h t  i n j e k t i v .  Gehört e ine  Gerade g ganz d e r  

Definitionsmenge D(u() an, so  i s t  y lg  nach (L2) i n j e k t i v .  

1.1.4 B e s i t z t  e ine  i n j e k t i v e  l i n e a r e  Abbildung e inen Aus- 
nahmepunkt, so i s t  s i e  nach 1 .I .3 e ine  l e e r e  Abbildung, und 

umgekehrt i s t  jede l e e r e  l i n e a r e  .Abbildung i n j e k t i v .  
Eine n i c h t l e e r e  l i n e a r e  Abbildung 9:?2 + '@' i s t  daher s t e t s  

g loba l ;  w i r  nennen 9 kurz e ine  l i n e a r e  In j ek t ion .  Für 

/ 1m(p) 1 = 1 is t  d e r  urraum notwendig e inpunkt ig;  g i l t  je- 

doch IIm(g)l & 2,  so i s t  9 auch " l i n e a r t t  i m  Sinne de r  
Def in i t i on  von BRAUNER und g l e i c h  e i n e r  Kol l inea t ion . ' )  
Die Bildmenge Irn(?) jeder  l i n e a r e n  I n j e k t i o n  i s t  daher 
e i n  Unterraum von T '  ( v g l . [ I , S . 4 ~ 1 1 ) .  

1.1.5 Def in i t ion :  Sind Ql und gl komplementäre Unterräume 
e i n e s  p ro j ek t iven  Raumes TT = (P,%), so nennen w i r  d i e  

Abbildung n : p  » PI m i t  [xaf  :* (-&V{X~ )nql, f ü r  a l l e  
X E ? \ ~ ,  d i e  P  r o  j e  k  t i o  n  von aus dem Zentrum - 
p ,  auf 9,. +I3) 

I m  Gegensatz zur  Üblichen Def in i t i on  (vg l .  [I, S.1471) 
se tzen  w i r  Tl n i c h t  a ls  echten Unterraum voraus. Es kommt 
daher d e r  F a l l  hinzu,  daß-PI  = $ und $Il = 9 is t ;  dann is t  

d i e  Pro jek t ion  n  e ine  l e e r e  Abbildung und daher l i n e a r .  

Für Q1 f 0 i s t  e b e n f a l l s  SI d i e  Ausnahmemenge d e r  
Pro jek t ion  und d i e s e  e r f ü l l t  (LI )  (vg l .  [ l ,S . l49 ] )  und (L2): 
Sind nämlich X , Y  zwei verschiedene Punkte m i t  i ~ l y  = ( Y I ~  # 
# , so schneidet  d i e  Gerade XY 9) den Ausnahmeunterraum g,, 
da d i e s e r  e ine  Hyperebene des  pro jek t iven  Raumes r ( p l v l ~ ] )  = 

= ( F , V [ Y ~ )  i s t  (vg l .  [ l ,S .99]) .  

1) Hier geht erstmalig die vereinbarte Gleichheit von Abbildungen ein (vgl. Anhang). 

Eine lineare Injektion ist nicht notwendig surjektiv; eine Kollineation ist stets 

surjektiv. 
2) V g l .  dazu auch die von H. TIlil?I!RF,1ANm angegsbcne Kennzeichnung der Projektion durch 

innere Eigenschaften C223. 

3) Die Surjektivität einer Projektion ist wegen X = XK T ü r  alle Xe$$ erfüllt. 

5) Für zwei verschiedene Purkte X,Y bezeichnen wir die Verbindungsgerqde 1 ~ I . r  I Y ~  
auch mit XY. 



1.1.6 Sind T i  = (P,y), T i '  - ( p l , ~ ' )  und T'' = (-Q",yl') projek- 

t i v e  Räume und y l :  $)H p1 sowie y2:P1 H p'' l i n e a r e  Abbildungen, 
so g i l t  f ü r  j e  zwei Punkte X,YEF 
((Ix3vIY3)y1)iy2 = = ix1y1y2v ~ Y I  y1y2. 
Ist I,xIYiIy2 = {YIy1y2 f @ f ü r  zwei verschiedene Punkte X,Y&?, 
so e x i s t i e r t  nach (L2) f ü r  ixly1 = [ ~ I i y ,  e i n  Punkt A ~ ~ x ~ v ! Y )  
m i t  I A I ~ ,  = @,was (~lu/,yi, = @ m i t  s i c h  z i e h t ;  g i l t  Jedoch 

I L 

i ~ l t ~ ,  # ~ Y I ~ ~ ,  so t r ä g t  d i e  Verbindungsgerade d i e s e r  beiden 
verschiedenen Punkte einen Punkt A '  m i t  I A ' \ Y ~  = @. 
Dann i s t  jedoch yll XY e ine  l i n e a r e  In jek t ion ,  und f ü r  den 
 unkt X := ~ ~ ( y ~  I XY)-" g i l t  {XiY1 y2 = g .  
Die zusammengesetzte Abbildung y>ly2:Q »Pt1  i s t  daher l i n e a r .  

1.1.7 Es se i en  T l  = (1),9) und ?I' = ( P ' , ~ ' )  prd jek t ive  Räume. 
Dann g i l t  folgender Hauptsatz über l i n e a r e  Abbildungen: 

Jede l i n e a r e  Abbildung y:? w 'p' i s t  Produkt e i n e r  Pro jek t ion  

J C : ~  H pl von aus dem Zentrum A(y) auf einen zu A(y) 

komplementären Unterraum pl und e i n e r  l i nea ren  In jek t ion  

?:P, + ..P'* 
Beweis: Jede l i n e a r e  Abbildung, d i e  mindestens zwei verschie-  

dene Bildpunkte b e s i t z t ,  i s t  " l inea r t t  i m  Sinne de r  Def in i t ion  
von BRAUNER und b e s i t z t  nach C31 d i e  geTforderten Eigenschaften. 
E s  verbleiben daher nur zwei Typen von t r i v i a l e n  l inearen  
Abbildungen : 

(1 )  i s t  eine l e e r e  Abbildung. Die Pro jek t ion  T C : ~  W % aus 
dem Zentrum $2 auf den l ee ren  Unterraum v o n r ,  zusammenge- 
s e t z t  m i t  de r  leeren  l inea ren  Abbildung ?:@ + Q 1 ,  s t i m m t  

m i t  y überein.  

( 2 )  Die l i n e a r e  Abbildung y:$2 » Q' b e s i t z t  genau einen Bild- 

punkt; dann e x i s t i e r t  e i n  Punkt PeD(y)cfJ m i t  Pyi : = P ' .  
Jede Gerade durch P b e s i t z t  nach 1.1.3 genau einen Schni t t -  
punkt m i t  dem Ausnahmeunterraum A(y), d e r  a l s o  e ine  zum 

Unterraum 1 P 3 komplementäre Hyperebene i s t .  
Nehmen w i r  d i e  Projekt ion rr:P >r {PI  aus dem Zentrum A(y ) und 



f e rne r  d i e  l i n e a r e  In jek t ion  9 :  {P\ + $2 , welche P9 = P t  

l e i s t e t ,  so g i l t  = n?. L7 
Wegen Im(p) = Im(p) i s t  nach 1.1.4 d i e  Bildmenge Im(y) 

s t e t s  e i n  Unterraum von l T t .  Das ermöglicht 

1 .I .8 Defini t ion:  Die Dimension des Bildraumes ImCy) e i n e r  
. l i nea ren  Abbildung h e i ß t  . R  a n g d e r  l inearen  Abbildung Y. 

W i r  bezeichnen den Rang e i n e r  l i nea ren  Abbildung y m i t  r g y  . 
Dann i s t  -1 4 rgy  4 dimv. 

1.1.9 Sind W, und m2 Teilmengen von '$2, so g i l t  ml = 

= r n l ~ m 2 ~ ( u ( 1 x l l ~  ix211 x l ~ m l  A ~ ~ 6 % ) )  (vg1 . [1 ,~ .931) ;  i s t  y, 
e ine  l i n e a r e  Abbildung, so f o l g t  (T17~v%)y - 
= m1iyum2y~(u((lXll~iX2f )yIX1~QIA X2~"n2)) = 

- I X ; I V  rx;l I X ~ G W . , ~  A x ; E ~ ~ ~ ) )  = m l ~ v ~ y .  
Die Menge uT a l l e r  Untersäume von b i l d e t  m i t  de r  binären 

Verknüpfung V bekannt l ich e ine  kommutative Halbgruppe (ur; V)  

(vgl .  [I ,S.95] ). Für jeden Unterraum Q1cP ist  VIlj21 l i n e a r  

und daher nach 1 .I. 7 'Q1y = Im(y /P1 ) e i n  Unterraum von T ' .  
Die l i n e a r e  Abbildung i n d u z i e r t  daher einen Homomorphismus 

von (uTT;v) i n  (uT;v)  m i t  := Q1y. 

Für jede Teilmenge 'Tilc@ist d i e  Verbhdungshülle [Tl] d e f i n i e r t  

(vgl .  [I ,S.861). Aus mc['lYll f o l g t  My~Rlyiund da [mlyl e i n  Unter- 
raum von T'  ist ,  g i l t  auch [~y]c[%l]y. 
Ist Xte[Tn]yl, so  e x i s t i e r t  e i n  Urpunkt X E [ ~ ]  m i t  X9 = X ' .  Der 

Punkt X i s t  b e r e i t s  von endl ich v ie l en  Punkten 3 M I ,  . . . ,b$]c?Yl 

abhängig (vgl .  [I ,S.87]), das  h e i ß t  XEV(~M~T 1 i.1,. . .,k) und 

daher X ~ G V ( { M ~ ] + J  I i=l, . . . ,k)c['lny]. 
Damit g i l t  insgesamt [ ~ ] y  = [niy]. 

Insbesondere f ü r  e ine Basis 25 e rha l t en  w i r  aus Im(y) = 

= [%]V = [&V] d i e  Forniel r g y  = dim TT ([Oe-u/]). 



1.2 Fortsetzung von Kollineationen 

1.2.1 W i r  betrachten i n  1.2 endlichdimensionale pro jekt ive  

Räume TT = ($,U6) m d  TTt = ( P t ,  ) m i t  dima = dimTt =: n. 

W i r  untersuchentob und i n  welcher Weise eine Koll ineat ion 

eines  echten Unterraumes von auf einen echten Unterraum 
von T '  zu e ine r  Koll ineat ion von auf T' f o r t ge se t z t  werden 
kann. 

Vorbereitend zeigen w i r  folgenden Hi l f s sa tz :  

1.2.2 Sind und p2 komplementäre, n ich t l ee re  Unterräume 

von und (Z1 ,B1 ) bzw. (g2, ß 2 )  Fundamentalfiguren 1) von 

T(ql)  bzw. dann i s t  B )  f ü r  a l l e  Hyper- 
ebenen ß m i t  ß3ßlvß2, welche von Q1vß2 und p2vßl ver- 
schieden s ind,  eine Fundamentalfigur von T. 

Beweis: Für = { P ~ , .  . . ,Pr! und L2 = . . . ,pn] i s t  

J : = {PO, . . . ,Pr,Pr+l, . . . ,Pn J eine Basis von T. Weiters 

g i l t  P = Q1vp2 = ( I P O I ~ ß 1 ) ~ ( i P r + 1 ~ ~ ß 2 )  = (POPr+1)~(ß ,~ß2) ;  
nach dem Dimensionssatz i s t  dimTI(PoPr+l) - 1 und dimTT(ßlvß2) = 

= n-2, sodaß d i e  Gerade komplementär zu ßlvß2 i s t .  
Das Hyperebenenbüschel m i t  dem 
Träger ßlvßa i s t  a l so  zur Punkt- 

re ihe  POPr+l p erspekt iv .  Wählen 
w i r  einen Punkt X E P ~ P ~ + ~ \ ~  PO,Pr+l] , 
s o  i s t  ß := ~ ~ ~ v ( ß ~ ~ ß ~ )  eine Hyper-, 
ebene m i t  O n 9  = ß1 und ßnQ2 = ß2. 
Nehmen w i r  nämlich ind i rek t  an 
ß n Q ,  = Ql, so f o l g t  m i t  B = 

= /P1v(xl;ß2 = P 1 ~ i P O j v I ~ I v ß 2  = a 3 1 ~ ~ ~ r + 1 ~ ~ ß 2  = QlvQ2 e in  
Widerspruch. Ebenso kann ßnq2 = ß2 bewiesen werden. 
Damit f o l g t  i n s g e s m t  gnß = ( $ l ~ ~ 2 ) n ß  = ($1nß)u(.$2nB) = - (Y;,nß1 )u(3,nß2) = % %  = %. L7 

1.2.3 E s  se ien  nun Qr und 9; r-dimensionale echte Unterräume 

von Tl' bzw. T' und %r: + s e i  e ine Koll ineat ion von 

1) V g l .  CI,S.1521. 



auf Tl($;). 4, Für r = 1 ist jede Bijektion von Pr auf @; 

auch eine Kollineation von T(@,) auf T($;) und daher nicht 
notwendig zu einer Kollineation des Gesamtraumes fortsetz- 
bar. Ist jedoch r & 2 und daher n -. 3,so gilt: 
Sind ({Po,. . .,Pri,ßr) und ({pO, e,Pr,Pp+l, -..,Pn\,ß) 
geordnete Fundamentalfiguren von T(@,) bzw. 7 mit Onl), = ßr 
und ist (\Po%, ..., Pr~,P~,+l,...,~~~,ß') eine geordnete 

Fundamentalfigur von Ti '  mit ßtn$?; = ßrxr, dann existiert 

genau eine Kollineation von auf T' ,  welche xr fortsetzt 
und die geordnete Fundamentalfigur (\P~,...,P,,P~+~,...P~],B) 
auf die geordnete ~undamentalfigur 
(IPO%, ...,Prqr,P;+l,...,~;j,ß') abbildet. 

Beweis : 

(I) Die Existenz der geforderten Fundamentalfiguren folgt aus 

(2) Wir zeigen, daß es höchstens eine Kollineation x mit den 
gewünschten Eigenschaften gibt. Sind nämlich x und 2 zwei 
solche Kollineationen, so ist eine Autokollineation von 
T, welche die Punkte PO, ..., P, als Fixpunkte besitzt und die 
Byperebene 13 als ganzes fest läßt. Darüberhinaus ist jedoch 

jeder Punkt der Geraden POPlcQr wegen ~ 1 %  = ein Fix- 

punkt, sodaß %%-' = idp nachgewiesen ist (vgl. [I ,S.155]). 

(3) Die Konstruktion der kollineation W. erfolgt schrittweise. 
In den Unterräumen := gr~IPr+l 5 und : = 'RGv ip;+l f 
sind ($P*, . . .,Pr,Pr+lI,ßr+l) bzw. ({Pol(r, ~ ~ ~ i ~ r ~ r , P ~ + l \ ~ ß ~ + l )  
geordnete Pundamentalfiguren, wenn wir := pr+,,nß und 

ß;+l = %+I nß' setzen. 

Jeder Punkt XE'P„~\ (Qr~ßr+l ) ist 
Zentrum einer Perspektivität 

3 :ß X r+l + Pr, und ebenso ist 
jeder Punkt X1~Q;+l\(@;~ß;+l ) 
Zentrum einer Perspektivität 

3$: D;+' + 9;. Zur Vereinfachung 
der Notation setzen wir 5 :=  JE, 
'1 Da eine Kollineation von T(%) auf T1(p;) ex i s t i er t ,  g i l t  notwendig r 1 -  



und 3' : = X,. 
Nun de f in ie ren  w i r  e ine  Abbildung x ~ + ~  : + pi+l. 

E s  s e i  

( i )  := X% f ü r  a l l e  XE$$ und 
. - ( i i )  ~ x ~ + ~  .- x ~ ~ ~ ' - ' '  f ü r  a l l e  X E ~ ~ + ~ \ P ~ .  

Für X G ~ ) ~ + ~ \  (a)r~ßr+l ) i s t  lx e ine  Kol l inea t ion  von T(ßrcl ) 
auf F(%) und daher i s t  d i e  Abbildung 

-1 -1 P xx 'jqr~'-' :$?: + e ine  Kol l inea t ion  von F($:) auf 
n(8;+1 ) . Jeder Punkt Y ' ~ q n ß ; + ~  i s t  Pixpunkt d i e s e r  Kol l ineat ion,  

sodaß nach CI,S.1481 genau e i n  Punkt X '  e x i s t i e r t  m i t  
-1 X i i -  ?F, x l r l .  W i r  de f in i e ren  

( i i i )  X%+1 : X f ü r  a l l e  

x"Qr+l \ (P r~ßr+ l  ) 
Durch ( i ) ,  ( i i )  und ( i i i )  e r -  
ha l t en  w i r  e ine  globale Abbildung 

insbesondere *r11 :%+I + @;+I , 
ist P p + ~ n r + ~  P *$+I und B r + ~ % + ~ =  
= ß;+l0 

Für jeden Punkt von i s t  

durch Umkehrung obiger Konstruktion der  Urpunkt e indeut ig  
rekons t ru ie rbar ,  sodaß d i e  Abbildung b i  j e k t i v  i s t .  Es 

ve rb le ib t  zu zeigen, daß s t e t s  j e  d r e i  k o l l i n e a r e  Punkte 
i n  k o l l i n e a r e  Punkte abbi lde t .  Für Punkte t r ipe l  aus pr i s t  
das t r i v i a l ;  beachten- w i r  f e rner ,  daß f ü r  a l l e  Punkte X E O ~ + ~  

der  Bildpunkt X O ~ ~ + ~  = X s l c r s t  i s t ,  so i s t  d i e  Eigenschaft 
auch f ü r  ko l l inea re  Punkte t r ipe l  aus nachgewiesen. 
Is t  s c h l i e ß l i c h  g  e ine  Gerade, welche weder i n Q r  noch i n  

'r+l entha l ten  is t ,  so e x i s t i e r e n  d i e  (n i ch t  notwendig ver- 

schiedenen) Spurpunkte Glegn$! und G2~gnßr+l. W i r  leben durch 
g e ine  be l i eb ige  Ebene,.deren 
Spuren el und e2 i n  'Qr bzw. 

jedoch verschieden sind.  Dann 
f o l g t  f ü r  jeden Punkt X E ~ \ { G ~  ,G2! 

aus Xcelve2 nach d e r  Def in i t ion  
von %„I, daß i n  de r  Ebene 

l i egen  muß. Dabei e ~ n r + ~ v e 2 x r + ~  
ist G~xr+lEe~"r+l und G2%+1 E 

E e 2 x r + ~  



Wählen w i r  durch g eine zweite, von elve2 verschiedene Ebene 

m i t  verschiedenen Spuren f l  und f2 ,  so g i l t  analog, daß 

X?Cp+l Gl%+l Und G2"r+l Punkte der Ebene f l ~ r + l v f 2 ~ + 1  sind. 
W i r  sammeln d iese  Zwischenergebnisse und e rha l t en  

~ x ~ + ~ c ( e ~ ~ ~ + ~ ~ e ~ ~ ~ + ~  )n(f l~r+l~f2?4.+l  M i t  e1Ve2 f fpf2 
is t  notwendig el # f l  oder e2 # f 2 ;  da Xr+l  b i  j ek t i v  i s t ,  

f o l g t  e13+1 f flxr+l oder e2xr+l # f295+l, sodaß auch d i e  
Verbindungsebenen (ell<p+lve2?<r+, ) und ( f l ~ „ l v f  2?(r+1 ) ver- 
schieden sind. Der Durchschnitt zweier verschiedener Ebenen 
i s t  s t e t s  Teilmenge e ine r  Geraden (vgl .  [ I ,  S.921) , sodaß 

gXr+l e ine  Menge ko l l inea re r  Punkte i s t  und..jedes Tripel  

ko l l inea re r  Punkte von g wird auf e i n  Tr ipe l  ko l l inea re r  
Punkte abgebildet .  

(4) Auf Grund der  endlichen Dimension von l i e f e r t  wieder- 
ho l t e  Anwendung der  i n  (3 )  angegebenen Konstruktionsvorschrift  

nach endlich v ie len  Schr i t t en  eine Koll ineat ion : ++' 
m i t  den gewünschten Eigenschaften. 

1.3 Fortsetzung l i nea r e r  Abbildun~en 

I .?.I Es  se ien  T = ('P,$ und T '  = (pl,*') zwei pro jekt ive  
Räume, /Gl und Q2 zwei verschiedene echte Unterräume von T 

m i t  P1v4J2 = $. W i r  untersuchen, ob zwei gegebene l i nea r e  Ab- 
bildungen yl :Vl * 1)' und i ~ ~ : & ~  9 @ '  m i t  y1 \ = y21 ('&,N2) 
zu e ine r  l inearen  Abbildung W : @ *  $I' f o r t ge se t z t  werden können. 

Jede l i nea r e  Abbildung, d i e  gegebene Abbildungen f o r t s e t z t ,  

bezeichnen w i r  i m  folgenden kurz a l s  l i nea r e  Fortsetzung d iese r  
Abbildungen . 
1.3.2 Sind d ie  Unterräume Tl und P2 n ich t  komplementär und 

i s t  de r  Durchschnitt Q1 n412rtD(y1 ) nich t  l e e r ,  so e x i s t i e r t  

höchstens eine l inea re  Portsetzung : H Q' der  Abbildungen 

Y1 und V2' 

Beweis: I n  wählen w i r  einen zu PlnfQ2 komplementären 

Unterraum PI aus. I n T  i s t  Tl ZU Ql komplementär und deshalb 
n icht  l e e r .  Dann e x i s t i e r t  aus jedem Punkt XE??\ genau 
eine Treff gerade tX an Q1 und GI . 



Is t  Q ~ @ ~ n 9 ~  der  nach Voraussetzung ex i s t i e rende  Nichtausnahme- 

punkt von yl (und y2), so is t  
{ ~ j v t ~  e ine  Ebene, d i e  und q2 \ 

i n  j e  e i n e r  Geraden gl bzw. g2 
schneidet .  

Die Einschränkung von yi auf 
d i e  Gerade gi ( i = 1 , 2 )  i s t  nach 
1.1.3 und 1.1.8 e ine  l i n e a r e  

Abbildung vom Rang 1 oder 0 .  W i r  

unterscheiden folgende Fä l l e :  

(1)  I ' rg(y21g2) = 1 und glyl f g2Y2- 
Wählen w i r  zwei verschiedene Punkte I ,  2~g,\[Ql, dann s ind 

3 , 4  m i t  :=  1Xng2 und L42 :=  2Xng2 zwei verschiedene Punkte 

von g2\{Q]. S o l l  y> eine l i n e a r e  Fortsetzung von y1 und y 2  s e i n ,  
s o  e r g i b t  s i c h  der  Punkt Xy notwendig a l s  Schnittpunkt der  

Geraden 1y13v2 und 2y14yJ2. ') 

( 2 )  rg(yllBq) ' rg(v21g2) = 1 und gl(Y1 = g2y2. 
Die Abbildung (yll gl)(~2(g2)-1:gl  + g2 i s t  nach 1.1.4 global  
und b i j e k t i v ;  f ü r  d i e  For t se t zba rke i t  von y1 und y2 e r g i b t  

4 )  Die Abbildung ~ > l ( g ~ v g ~ )  ist bereits  durch 1 * l y l ,  2 I+ 2q1, Q W Qyl = Qy2 und 
v21g2 höchstens eindeutig festgelegt .  



s i c h  notwendig, da8 d iese  Abbildung e ine  ~ e r s ~ e k t i v i c a t  
m i t  einem Zentrum A i s t .  Jede l i n e a r e  Fortsetzung y, von 

y1 und W2 l e i s t e t  dann f ü r  X = A notwendig { X f y  = @,und f ü r  
X # A h a t  Xy, = l y l  m i t  f11 :=  XAngl zu ge l ten .  

3 rg (y l lg l )  = 1, rg(iyplg2) = 0. 
Die Gerade g2 t r ä g t  dann genau einen Ausnahmepunkt A # Q 
und { Q ] Y ~  s t i m m t  notwendig m i t  gay2 uberein. Weiters i s t  

f ü r  den Punkt X der  Bildpunkt Xy = l y l  m i t  I1 : = AXngl 
zwingend bestimmt. 

(4) rg(yl  l gq = rg(y2 k 2 )  - 0, 
Da- Q ke in  Ausnahmepunkt von y1 und q2 i s t ,  e rha l t en  w i r  

g ly l  = g2y2 = ~ Q ~ ~ ~  = Qhf. Die Geraden gl und g2 bes i t zen  

je  einen von von Q verschiedenen Ausnahmepunkt A,, bzw. A2 

von y1 bzw. y2; e ine  l i n e a r e  Fortsetzung oy b e s i t z t  daher not- 
wendig den Ausnahmeunterraum A1A2 und d i e  einelementige Bild- 

menge Im(y) = 1 ~ 7 ~ 3  * 

Aus ( 1 )  b i s  (4) f o l g t  somit: Für jeden Punkt X E Q \ ( $ ? ~ V P ~ )  i s t  
I x ] ~  notwendig durch yil und y2 bestimmt. 67 



1 +Zi5 Sind d i e  Unterräume Ql und p2 n i c h t  komplementär und 

g i l t  C A(yl ), SO können yl  und y2 verschiedene l i n e a r e  

Fortsetzungen b e s i t z e n ,  wie folgendes Be i sp i e l  z e i g t :  
Es s e i e n  T =  T i  e ine  p r o j e k t i v e  Ebene d e r  Ordnung Nt3 

(vg l .  [ I ,  S. 11 J ) und = gl , Q2 = g2 verschiedene Geraden von 

m i t  dem Schnit tpunkt A, W i r  

wählen e inen Punkt Rcgl\ ! A l  und 

de f in i e ren  l i n e a r e  Abbildungen 
yi :gi H 12 durch A(yi) = {AI und 

irn(iyi) = IR],  ( i = ~  ,2 ) .  wegen ~ 2 3  a 

g i b t  e s  mindestens zwei Geraden 

aaA..mit a f gi, und jede Projek- 
t i o n  x : Q ' w   CR^ m i t  dem Zentrum a 
i s t  e i n e r  Fortsetzung von y1 und v2 g l e i ch .  

1.3.4 Für komplementäre Unterräume Ql ,G2 i s t  m i t  j eder  

l i n e a r e n  Fortsetzung V:$? H $' auch d i e  Abbildung ~ y ,  eine 
l i n e a r e  Fortsetzung von yl und y2,  f a l l s  %:@ + $? e ine  
Kol l inea t ion  m i t  /P,, und q 2  als  Fixpunktzinterräumen i s t .  I )  

W i r  nennen e inen Punkt W€@\ ( @ , , v @ ~ )  bzw. d i e  Menge 115 
bezüglich d e r  l i n e a r e n  Abbildungen yil und y2 wesent l ich ,  
f a l l s  d i e  Fußpunkte Wl,$ d e r  Treffgeraden aus W an bzw. 

p2 keine  Ausnahmepunkte von y1 bzw. iy2 s ind .  Für Wl yl # W2y2 
bezeichnen w i r  jede Menge ~ W ' I  m i t  w ' E ( w ~ ~ ~ ) ( w ~ $ J ~ ) \  i~~~~ , ~ ~ ~ ~ 3  
a l s  zu läss ige  Bildmenge von LW]; g i l t  jedoch W1yl = W2y2, SO 

s e i  nur d i e  l e e r e  Menge e ine  zu lä s s ige  Bildmenge von 1 ~ 3 .  
Sind d i e  Bildmengen Im(yl),  1m(y2) verschieden und e in-  

punktig,  so b e s i t z t  jede l i n e a r e  Fortsetzung +J von yl und 

V2 nach 1 .I .9 d i e  Bildmenge Im(v) = = (Q1vq2)y = $,,B, V 

vp2+'2 = I r n ( y l ) ~ I r n ( ~ 2 )  und den Rang rgyi = 1. Läßt e ine  

globale  und b i  j ek t ive  Abbildung X,' : 1rn(y) 9 1m(y) d i e  Menge 
1rn(yiI)uIrn(y2) elementweise f e s t ,  so i s t  m i t  auch d i e  Ab- 

bi ldung y.w1:$? + Im(y) e i n e r  l i nea ren  For tse tzung von yI und 
y2 g l e i ch .  Die Abbildungen y und b e s i t z e n  nach 1.1.7 den- 

*) Wir bezeichnen die Gruppe der projektiven Kollineationen, die '@, und 'Q2 als 
Fixpunktunterräume besitzen mit PGL($,,$~); in jedem fanoschen Desargues- 
raum existieren nichttriviale Kollineationen aus PGL(P,,@~). Vg1. C7,0.5I0 



selben Ausnahmeraum und daher auch dieselben Fasern (vgl .  [3]).  
Bezeichnen w i r  i n  diesem FaL1, a l so  lm(yl) f 1m(y2) und rgql = 

= rgy2 = 0 zwei l i n e a r e  Fortsetzungen Y und von yl und v2  
b e r e i t s  dann a l s  g l e i ch ,  f a l l s  d i e  Abbildungen g le iche  Fasern 
bes i tzen ,  so  g i l t  folgender Sa tz :  

1.3.5 Sind d i e  Unterräume pl und P2 komplementär und g i b t  

e s  e inen bezüglich yl und y2 wesentlichen Punkt W ,  so 
e x i s t i e r t  höchstens eine l i n e a r e  Fortsetzung (V:@ n P' 
von \yl und y2 ,  welche IW! auf e ine  gegebene zuläss ige Bild- 
menge von .{WS abbi lde t .  

. F a l l s  keine bezüglich yl und y2 wesentlichen Punkte vor- 
handen s ind,  e x i s t i e r t  genau eine l i n e a r e  Fortsetzung 

y : p  H /iL1 von y1 und y2. 

Beweis : 
(1 )  Gibt e s  keine bezüglich Y,., und y 2  wesentlichen Punkte, 

so b e s t e h t  q1 oder g2 nur aus Ausnahmepunkten von fi bzw. y2. 
I s t  etwa yl e ine  l e e r e  Abbildung und bezeichnen w i r  m i t  
7c2:Q M g2 d i e  Projekt ion aus $Zl auf p2, so g i l t  für jede 

l i n e a r e  Fortsetzung y:p H 2' von yl und y2 notwendig i ~ f y  = 

= i x h 2 y 2  f ü r  a l l e   XE^. Die Abbildung 'l2y2 i s t  nach 1.1.6 
l i n e a r  und daher d i e  e inzige l i n e a r e  Fortsetzung von v1 und y2. 
(2)  E s  s e i  W e i n  bezüglich yl und y2 wesentl icher Punkt und 

W1'Y1 = W2Y2. W i r  d e f in i e ren  e ine l i n e a r e  Abbildung 

W W H T' durch A ( < Y ~ )  = IwI und Im(y3) = I!V11 . Dann g i l t  Y3: 1 2  
f ü r  jede l i n e a r e  Fortsetzung V : $  >, 3' von yl und q2, d i e  
WeA(y) e r f ü l l t ,  + J / w ~ W ~  = y3 .  Für P1@W1W2 f o l g t  m i t  1.3.2, 

daß v1 und Y höchstens e ine  l i n e a r e  Fortsetzung 
3 Tl : ( 1 ) 1 ~ ~ 1 ~ 2 )  H q1 bes i tzen ,  da W1 der  Definitionsmenge von 

Y 1  angehört und W1yl = W1y3 g i l t .  Setzen w i r  andernfa l l s ,  
N 

a l so  f ü r  PlcW1W2, Tl = y3, so g i l t  notwendig y I $ ? 1 ~ ~ 1 ~ 2  = yl.. 
Die Abbildungen ql und y2 l e i s t e n  auf (+?l~WlW2)n@2 = [W2! 

dasselbe und e s  g i l t  w2&~(y2) .  Daher e x i s t i e r t  analog zur 
l e t zen  tfberlegung höchstens e ine  l i n e a r e  Fortsetzung 



,.J 

T: (P1vW1w2 "P2)=Q W Qt von yl und y2 und es gilt notwendig 
U,-  V .  
(3) Es sei W ein bezüglich Tl und y2 wesentlicher Punkt und 
W1yl # W2y2. Ist {wt3 eine zulässige Bildmenge von ~wI,  so 

sind die Punkte Wt,W1y,,W2y2 paarweise verschieden und 

kollinear. Jede lineare Fortsetzung yvon und y2, die 
W auf Wt abbildet,besitzt mindestens den Rang 1 und yIw1w2 
ist injektiv. Wir unterscheiden zwei Fälle: 

(3.1) Ist rgvl = rgy2 = 0, also Im(y1) = { w ~ Y ~ ~  und Im(y2) - 
= tw2y215, so besitzt für i=1,2 die Abbildung yi einen Aus- 
nahmeunterraum A(vi), der in T(Pi) zu komplementär liegt. 

Dann ist p = glvQ2 = (A(yl )V Iw13 )V (A(y2)v fw23 ) (A(yl )vA(Y~) )'J 
v(W1W2), also A(yl )vA(y2) .ZU W1W2 komplementär. 

Jeder Punkt X6A(yl )vA(y2) ist notwendig ein Ausnahmepunkt 
jeder linearen Fortsetzung , sodaß nach 1.1.7 notwendig 

Produkt der Projektion aus A(yl)vA(y2) auf W1W2 und einer 
linearen Injektion 9:W1W2 +Qt ist, welche W1 H W1yl, W2 » 
H W2'+2 und W I+ W' leistet. 
Im Sinne der in 1.3.4 getroffenen Vereinbarung gibt es daher 

höchstens eine lineare Fortsetzung von y1 und y2. 
(3.2) Ist etwa rgyl&l, so existiert durch den Punkt W1 eine 
ausnahmefreie Gerade gl . Nach 1. J. 2, (1 ) gibt es daher in 
T(gl~W1W2) höchstens eine lineare Abbildung q1 : (g;vW1W2) /Pt, 
welche yil fortsetzt und W » W', W2 H W2q2 leistet. ? T u n  folgt 

wie im Beweisschritt (S), daß es höchstens eine lineare 
Fortsetzung von y1 u ~ d  +J2 gibt. L7 

1.3.6 Wir unterbrechen die in 1.3.1 begonnenen Untersuchungen 

über lineare Fortsetzungen und beweisen folgenden Hilfssatz: 

Es sei T = (T,?) ein endlichdimensionaler projektiver 
Raum. Sind Tl und T2 zwei Unterräume mit dimr(T1 ) - dimTT(T2), dann existiert durch jeden Unterraum 5, der 
zu und '62 windschief ist,'ein zu komplementärer 

und zu T2 windschiefer Unterraum 01. 



Beweis : 

(1)  Tl und a2 se ien  komplementäre Unterräume. 
Setzen w i r  si := dimR(ai) m i t  i=1 ,2 ,3  , so g i l t  d i e  Ungleichung 
s2 P s3. Ist {pO, .. . , P  1 =: % eine Basis von T(?? ) und be- 

s3 3 
zeichnet n,:Q W T,, d i e  Projekt ion von T m i t  dem Zentrum 8', 

I I C. 

auf Tl, sowie n2:P W T2 d i e  Projekt ion von m i t  dem Zentrum 

Tl auf f2 ,  so is t  Sni ( i=1 ,2 )  e ine unabhängige Menge i n  lT(qi), 
welche durch Hinzunahme von Punkten P:' . . . , P') zu e ine r  

Si 
Basis von T(Ti)' ergänzt werden kann. Auf jeder Geraden 

P''!P'? m i t  j=s 3 +I ,  - 4 2  e x i s t i e r t  e i n  von P"? und P? ver  - 
J J J J 

schiedener Punkt P;. 
J 

W i r  setzen O(. :=  [{Pklk=O, ..., s3,. . . ,s  2) 1 
Da OL von s2+1 Punkten aufgespannt wird, g i l t  dimv(OL) L s2. 
Ferner e rha l ten  w i r  m i t  Hi l fe  der  Au,stauschregel (vgl.  

C I , S . ~ ~ I  aqva = a1v [pkt k=o,. - ,s2fi  = $,Y t MIV 
"[[Pj I j=s3+l, ..., s211) = T ~ V M T C ~ I V C ( ~ ; " \ ~ = S ~ + I  ,..., s2]l = 

= TlvT2 = +, sodaß 7 ,  und OL komplementär sind.  
Analog f o l g t  T2va = T2v [$nl ]V I.~P'?I j=s3+l, . . . , s2j1,  was 

J 
dimn(T2vii() = 2s2+1 zur Folge hat .  Der Dimensionssatz l i e f e r t  
dann dimlT(9Ot) = s2+s2-(2s2+1) = -1 ; d i e  Unterräume r2 und 

I)l haben a l so  leeren  Durchschnitt. 

Ist insbesondere sl = s2, so i s t  der  Unterraum GI nach 

Konstruktion zu 5 und T2 komplementär.. 

(2)  Tl und T2 se ien  n icht  komplementär. 
W i r  legen durch T ,  einen zu 's,n'F, komplementären Unterraum - 2 I L 

T ;  dann sind d i e  Unterräume Ti := '3'pFi"a ( i=1 ,2 )  windschief 

und i n  8(alva2)  e x i s t i e r t  durch T3n(T1vT2) nach (1 )  e in  zu - 
T,  komplementärer und zu T2 windschiefer Unterraum Eq2. - - 
Für q2 := VT g i l t  dann nach der Dedekindschen Regel 12 3 
(V@. C1,S-981) ~ ~ ~ n ( a ~ v ' ä ~ )  = ( " 2 ~ 3 ) f i ( a l ~ T 2 )  = - 
= dI2v('ü n(T1G2). Das l i e f e r t  f ü r  i=1 ,2  wegen aI2c? 

3 - -  
TinütI2 = TinTn'ön+2 = = @ *  

Ist der  Unterraum Ul23 zu 'F V% "'6 i n  JT komplementär, so 
1 2 3  

b e s i t z t  de r  Unterraum U := aI2~OIl23 wegen rinn = 



VT va '6,vu = 2 3 123 Tlv V2vTjv @I 23 = Q die gewünschten 
Eigenschaften. - f l  

Als Anwendung dieses Hilfssatzes zeigen wir: 

I ES sei T = (P,%) ein endlichdimensionaler projektiver 
Pappos-Raum. Sind Tl und zwei verschiedene windschiefe 

s-dimensionale Unterräume (s 0) von T i  und ist ?:Tl +T2 
eine lineare Injektion, die insbesondere für s = 1 eine 
Pro jektivität bzw. für s z 2 eine projektive Kollineation 
ist, dann existiert mindestens ein zu Tl und T2 komplementärer 
Unterraum (X, sodaß die Projektion rr:q M T2 mit dem Zentrum 
01, eingeschränkt auf mit 9 übweinstimmt. 

Beweis: Nach 1.3.6 existiert ein zu Tl und T2 komplementärer 
Unterraum &.  ferner sei it:p M $2 die Projektion mit dem 
Zentrum $ auf T,. 

L -4 

Für s = 0 leistet die Hyperebene Ot := üt das Gewünschte, da 

sie die einpunktigen Unterräume Tl und o2 nicht wnfaßt. 
Ist s 1, so wird %lT1 = nicht notwendig erfüllt sein. 

Wir wählen eine Fundamentalfig,ur (SI, ß1 ) von (T1 ) . Dann sind 
($,%, ß,%) und (Slg ,Bl?) Fundamentalfiguren von TI (IS~). Nach 
1.2.2 gibt es im Verbindungsraum T( (llv r2) Fundamentalf iguren 
(i;l~%l%,ßit) und (S1~l;lg,ß ) mit ß,nT1 = ß .'X',, = ß1 und 

Q 9 
BnnT2 = BI% bzw. ß n0 = BI?. Gilt fl ={pjl j=O, ..., SI, SO 

9 * 
existiert genau eine projektive Kollineation N,,~EPGL(TT(T~v$~)) 
mit P. H Pjn12 , P .% r P .?cx12 := P .p  und 8% 9 

: = P ~  J 
:= ß . 

J J J 
Vegen s 1 folgt dimlT(~~v'J'~) ' 3 und aI2 kann nach 1.2. 3 9 

zu einer ~ollineationn~P~~(lT') fortgesetzt werden. Diese 

Kollineation n besitzt als Fixpunktmenge, was Tl% = $1 
mit sich zieht; weiters ist jedoch auch BI" = (ßnn$'l)?r = - ßX?<nT1 = f3 BT 

9 1 
= BI ein Fixunterraum von%, sodaß die 

Fundamentalf igur (SI, BI ) von T i  (T1 ) elementweise fest läßt , 
was xlT1 = idls bewirkt (vgl.[l,S.42f] für s=l und [I,S.157] 

für 5312). Außerdem ist T2h = = = [SI?] = .F2, 
womit T2 als Fixunterraum von X nachgewiesen ist; daher gilt 

B,," = ((T2nß%)q = '6 nß M = '6,nß = ßlq und nach der Definition 2 n: 2 Q 



von ~r f o l g t  ??(%\T2) = 9 .  
Setzen w i r  nun H: = 6% und bezeichnen w i r  n i t  rr :P H 'S2 

d i e  ProJektion m i t  dem Zentrum (X auf T2, dann t r i f f t  f ü r  
jeden Punkt XET, d i e  Gerade XX% das Projektionszentrum 5 , 

I h 

sodaß XxXirx = ](X? den Unterraum f l N =  t r i f f t ,  das he iß t  

X3 " xn. L7 
. . 

I . 3 . 8  E s  se ien  T' = ( p , q )  e i n  endlichdimensionaler Pappos- 
Raum, T' = (P ' ,$ ) e in  pro jekt iver  Raum und Ql, P2 zwei 
komplementare echte Unterräume von lT ; f e rne r  se ien  v1 :P1 H Q1 
und v2:*R2 L) @' l i n ea r e  Abbildungen. (Vgl. 1.3.1). 

W i r  nennen d i e  Abbildungen yl  und y 2  ve r t r äg l i ch ,  wenn s i e  
- gegebenenfalls nach Wechsel der  Indizes  - eine  der  folgenden 

Bedingungen e r fü l l en :  

(V1 maxb3+Jl , rgy2f = 0 und I r n ( ~ l ) c I m ( ~ 2 ) .  

(V2) rgy, 4 0 und rgy2 - 2. 
(VJ) rgyl = I und = I;n(v2). Weiters ex i s t i e r en  

Geraden glcD(y,) und g2cD(y2) m i t  
6 : = (yl 1 gl )(v21 g2)-1 i s t  eine P ro j ek t i v i t ä t  . 

(V4) rgyl 4 1 und rgya 2. Weiters ex i s t i e r en  Geraden 
g lcD(~ l  ) und g2cD(y2) sowie e ine  Pro j e k t i v i t ä t  

a1 : gqU>q + g2y2 so,  daß d ie  Abbildung 6 := 

:= (ylI g1)6'(y I g )-l:gl + g pro jek t iv  i s t .  2 2 2 
Unser Zie l  ist  e s ,  zu zeigen, daß zwei ver t räg l iche  l inea re  

Abbildungen eine l inea re  Fortsetzung i n  den Gesamtraum be- 
s i t zen .  

1.3.9 Sind d ie  l inearen  Abbildungen y1 und Y2 gemäß (V3) 
oder (V4) ve r t r äg l i ch ,  so i s t  yi f ü r  i = 1 , 2  das Produkt 

der  Projekt ion rri von TI(@i) m i t  dem Zentrun A(yi) auf einen 
i n  B(Pi) komplementären Unterraum ?li, welchen w i r  o .B .d . A .  

durch gi legen können, und e ine r  l inearen  In jekt ion  :;Bi 3 ' . 
- 

~i weitere Geraden. Ferner se ien  hic~(tyi) zwl 
Ist (V?) e r f ü l l t ,  dann i s t  d i e  Abbildung @ := ( ~ ~ 1  hl)(v2\ h2)-'= 



= ('1 I h1 )9qy2 -l(a21h2j1= (xll hl)d(rr21h2)-l ebenso wie 6 
projek t iv .  

F a l l s  jedoch ( V 4 )  g i l t ,  so is t  f ü r  jede P r o j e k t i v i t ä t  

0' :hlyl ) h2y2 eine Abbildung @ := (yll hl)@1(y21h2)-1:h1 + h2 
e r k l ä r t .  W i r  können d i e  P r o j e k t i v i t ä t  8' i n  de r  Form 
8 '  = C!, -1 ansetzen, wobei f ü r  i = 1 , 2  d i e  Abbildung 

1 Ci : h.yJ 
1 i ' giYi e ine  Pro j e k t i v i t ä t  i s t ;  dann ist 'aber  auch 

-1 
d i e  Abbildung ri : = (qil hini)ci(qii gi) :hixi + g eine i 
Pro j e k t i v i t ä t .  Das e r g i b t  

0 = ( I Y l i h l ) @ t ( ~ 2 ~ h 2 ) - 1  = - ( ~ ~ 1  hl l hlxl )C,!, 6121-i(921h2~2)-1(n2~h2)-1 = 

= ( ~ ~ I h ~ ) ( g ~ l h ~ ~ ~ ) ~ ! , ( ~ ~ I g ~ ) ~ ( ~ ~ ~ g ~ ) - ~ ~ ~ - ~ ( ~ ~ ~ h ~ ~ ~ ) - ~ ( ~ ~ ~ h ~ ~ - ~  = 

= (X \ h )C 6t - l (x2/  h2)-l ,  womit O a l s  P r o j e k t i v i t ä t  erwiesen 1 1 1 2  
i s t .  

1.3 . I0  Sind d i e  l inearen  Abbildungen y1 :P1 M $2' und y2:Q2 W $2' 

aus den komplementären echten Unterräumen PI und p2 ver-  

t r ä g l i c h ,  so e x i s t i e r t  s t e t s  e ine l i n e a r e  Fortsetzung 

yi:p p 1  der  Abbildungen yl und y2. 
Gibt e s  einen bezüglich yl  und y2  wesentlichen Punkt W ,  so 

e x i s t i e r t  genau eine l i n e a r e  Fortsetzung u):P n p1 von 
y1 und y2, welche {W] auf e ine  gegebene zuläss ige Bildmenge 
von {W3 abbi lde t .  

Beweis: Im projekt iven Raum TI('@i) wählen w i r  f ü r  i = 1 , 2  
einen zum Ausnahmeunterraum A ( ~ I )  komplementären Unterraum 

licgi und wei te rs  s e i  n i :piw $ii d i e  Pro jek t ion  m i t  dem 
Zentrum A(yi) auf Ri, sodaß iyi d i e  Darstel lung yi = riqi 
g e s t a t t e t ,  wobei pi:'Ri + C' e ine  l i n e a r e  In jek t ion  i s t .  

(1)  W i r  zeigen zunächst, daß e s  e ine  l i n e a r e  Fortsetzung 
y :@ w $2' g i b t .  I) 

1mIm(y1) und Im(y2) sind endlichdimensionale Unterräume von 

, sodaß (Im(iyl Im(y2) )qi =: ( i = 1 , 2 )  windschiefe 
Unterräume g le i che r  Dimension von TT s ind .  Die Abbildung 

( g 1 ~ ~ 1 ) ( P 2 1 ~ 2 ) - 1 : T 1  + T2 i s t  nach 1.1.6 eine l i n e a r e  In jek t ion ,  
und zwar f ü r  s := d i n  (T1) = 1 eine  P r o j e k t i v i t ä t  und f ü r  

s i 2 e ine  pro jek t ive  Kol l inea t ion ;  da y1 und v e r t r ä g l i c h  

') Der bereits in 1.3.5 behandelte Fall, daß eine der beiden fortzusetzenden Abbildungen 

leer ist, ist auch in diesem Beweis enthalten. 



sind, folgt das aus 1.3.9. Dann existiert jedoch für 7fq f Jd 
ein Unterraum c'jf so, daß in TT(P~V T2) die Projektion 

3 1 2  

mit dem Zentrum 01 auf T2, eingeschränkt auf %,, mit 
3 

( 1 1 ) ( 2 ) 1  übereinstimmt (vgl. 1.3.7)- 1st Tl = %, 
SO setzen wir 02 : = 9. 3 

Wählen wir in T(A(Y~)) eine Basis S A ( ~ i  
und in TT(gi) eine 

Basis Zsi ( I  2 ,  so ist SA(w,)vb,i eine Basis. von 1T (gi) und 
U& .li=l,S) eine Basis des Gesamtraumes . Daraus daher U (zA(,,,i) &, 

erkennen wir, daß die Unterräume : = A(~~)vA(~J~) = 

= [ZA(yJ? SA(YZ 1 1 und P12 : = '?21v%2 = [ P l a , v J d  in ?T komplementär 

sind. Die Projektion mit dem Zentrum mq2 auf BI2 bezeichnen 
wir mit xI2:$l nRI2. Weiters a, 

Bibt es in einen zu 01 3 
komplementären Unterraum % 3' 
und n * B  W Rj sei in 3' 12 
die Projektion aus dem Zentrum 

auf R3. Dann ist aber nach 3 
I. 1.6 die zusammengesetzte 

4x 
Abbildung rr : = x1 2 ~ 3  :P 

>-, R3 
J 

linear (und stimmt mit der Projektion aus 0$2~0(3 auf $Lj über- 

ein). 
Für jeden Punkt (i=1,2) 

gilt {X$ xi = {xi\lrq2, da 
{xilvUli C {xilv0tl2 gilt. Das 
Projektionszentrum U1 C T v T  ist 3 1 2  zu Bi^ Ti (i=1,2) windschief, 
sodaß TG 182. :1&. R injektiv ist. 

3 x 1  3 
Das ergibt, daß si und xl$2 faser- 

gleich sind und es gilt 



y i  3 1 i 3  3 1 dann = (x lp i ) (n  I'&. ) - lp i .Wir  se tzen  p := X 1%. pi; 

i s t  9i3 :R3 9' ( i = 1 , 2 )  e ine  l i n e a r e  In j ek t ion .  

Die Abbildungen vI3 und q23 müssen w i r  nun zu e i n e r  
l i n e a r e n  I n j e k t i o n  ?:P3 + $' f o r t s e t z e n .  

Für jeden Punkt X ~ P ~ x n p ~ x c %  g i b t  e s  Punkte Xi :=  x ( x ~ \ R ~ ) - ~ ,  3 
deren Verbindungsgerade üt trifft. Da i n  TI(%12) aus jedem Punkt 

3 
von 01 genau e i n e  Treffgerade an PI und R2  ge l eg t  werden kann, 

3 
f o l g t  XieTi ( i = 1 , 2 )  und nach Konstruktion daher Xlql  = X 2 ~ 2  
bzw. X q I j  = '923 . Sind a n d e r e r s e i t s  YrQlx\P2x und 

zwei Funkte, so i s t  auf Grund de r  Konstruktion von 01 s icher -  3 
lieh f 2 ~ ~ ~ .  

G i l t  etwa p l ~ ~ @ 2 x ,  so i s t  9 :=  qz3 d i e  gewünschte l i n e a r e  
Fortsetzung.  Das i s t  insbesondere da& d e r  F a l l ,  wenn y>, und 

9'2 eine  d e r  Verträglichkeitsbedingungen (VI) oder (V3) e r f ü l l e n ,  
oder wenn v1 e i n e  l e e r e  Abbildung i s t .  

Für  $!lxd$2x und '#27c&?1x g i l t  dimR(Im(yl )vIm(y2)) = 

X rgY1 + rgu/, - dim7T(Im(yl )nIm(y2) = dimn(plx) + dimT(P2n) - 
- dimTT($?,,xnp2x) = dimn(& ) Setzen w i r  Im(yil)vIm(y2) =: '61jc7)', 3 
so g i l t  dimil($3) = dimT(R$). 

E s  verb le iben  nur noch d i e  F ä l l e ,  daß iyl und y2 entweder 
(V2) oder ( ~ 4 )  e r f ü l l e n ;  j e d e n f a l l s  g i l t  dimr(R ) rgy2 2 2. 3 
D a  der  F a l l  rgYl = -1 ( l e e r e  l i n e a r e  Abbildung) schon e r l e d i g t  
i s t ,  g i b t  e s  i n  Ti  ($I l?) einen n i ch t l ee ren  Komplementärraum 
zu p1xn$2x ; e s  s e i  (SI,  BI ) e i n e  Fundamentalfigur d i e ses  

Komplementärraumes, sodaß ($19139 ) Fundamentalfigur e ines  

Unterraumes von Im(yl ) ist ,  welcher zu Im(vl ) n I ~ t ( ~ ~ )  komple- 



mentär is t .  W i r  wählen i n  TT(p2n) eine Fundamentalfigur 
(S2,ß2) S O ,  daß (%1&2)n~1n eine Basis von Ti(pln) i s t ;  dann 

e rg ib t  (%2923 9 "23 2 eine Fundaraentalfigur von T(Im(y2)). 

Nach 1.2.2 e x i s t i e r t  dann eine Fundamentalfigur ( ~ ~ u $ ~ , ß )  

von n ( ~ ~ )  so, daß ßnpirr = Bi ( i=1 ,2 )  g i l t  und analog eine 

Fundamentalfigur (%1913~%2?23, 0') von lT("Rj) m i t  ßtnIm(yi) = 

= ßivi3 ( i=1 ,2 ) .  Nach 1.2.3 g i b t  e s  genau eine l i nea r e  

In jekt ion  9 welche 9 f o r t s e t z t ,  P .  I+ P 
23 J jPl3 

f ü r  a l l e  P .eB1 
J 

und B + B '  l e i s t e t .  I )  

Dann i s t  913(plP1n)-1 :P1" + pln eine B i  jektion von 
Fa l l s  v1 und y 2  d i e  Bedingung ( V 2 )  e r fü l l en ,  i s t  wegen 
rgyl # -1 der Unterraum Im(yl) einpunktig und = ( ? \+ in ) .  13 
Sind jedoch yl und genäo (V4) verträgl ich,dann is t  i n  

pln d i e  Gerade gl : = POPl m i t  P 0 , P l ~ ( ' & l ~ % 2 ) ~ l n  ausnahme- 
f r e i  und f ü r  jede ausnahaefreie Gerade g2cq2p2n und jede 

P r o j e k t i v i t ä t  6 '  :g1qI3 + g2qZ3ist 6 :=  (9 ( g  )d1(y2 ( g  )-I = 
- -1 13 1 3 2 

" ( ~ 3 ~  g1?13'? )-'?I "72 (n3 1g2?23? ) pro jek t iv ,  da d i e  
Abbildung (91 1 gl~139- ) 6' ( 9 2  1 g29239 

-1 )-I nach 1.3.9 eine 

Pro j e k t i v i t ä t  is t .  
M i t  de r  P r o j e k t i v i t ä t  6' i s t  jedoch auch d i e  Abbildung 

a : = ( 9  lgl ) 6' (91 g2)-1 p ro jek t iv ;  .nach der  Konstruktion von 

g g i l t  jedoch PO?l3 = Po?, P1qI3 = PI? und (POP1nß)p = 
13 

(PoPlnß)~,sodaß 6:g1 + g2 und z:gl j g2 f ü r  d r e i  Punkte 
der  Geraden gl dasselbe l e i s t e n  und daher nach dem Fundamental- 

sa tz  der  projekt iven Geometrie (vgl.  [ I ,  S.421) Überein- 
stimmen. Damit b e s i t z t  913(9 lP1n)-l d i e  Fixpunktgerade gl ; 

Für rgyl = d im~(p l a )  = 1 g i l t  daher glqln = yI3; i s t  
jedoch rgyl 2, so is t  1 3 1 1  eine pro jekt ive  Auto- 
ko l l inea t ion  des Unterraumes Q1n, welche d i e  Fundamental- 
f igur  ( ( & 1 ~ $ 2 ) n ~ l n , ß n ~ l n )  elementweise f e s t  l ä ß t  und daher 

notwendig d ie  I d e n t i t ä t  i s t  (vgl .  [1,5.1571). 
Die Abbildung 9 i s t  daher auch eine Fortsetzung von 

13 
und Y : = n~ : P  n -$? ' i s t  eine l i n ea r e  Fortsetzung der  Abbildun- 

gen '+'I und y2. 

1 Alle Sätze Über Kollineationen gelten sinngemäß auch für lineare Injektionen mit 

mindestens zwei verschiedenen Bildpunkten. 



(2) Bezeichnen wir die in (1) konstruierte lineare Fort- 

setzung von yl und mit v:p - %', so wird ? für einen be- 
- 

züglich y1 und y2 wesentlichen Punkt W die Menge I w ~  nicht 
notwendig auf eine zulässig gewählte Bildmenge abbilden. 

Ist W als Ausnahmepunkt vorgeschrieben, so ist Wly, = w2y2 
(vgl. 1.3.4) und W1~1291 ' W2"12929 also Wi7rl2&Ti (i=l, 2 )  . 
Es existiert eine Kollineation n€PGL(P1 ,q2) (vgl. 1 .3.4,Fn8 1, 
welche W7c12» Wxl2 x mit Wlr12?«Q leistet. Für die lineare 

3 
Abbildung N$ ist W alS Punkt von 0(12~~j~-1 ein Ausnahmepunkt und 
y := X? ist nach 1.3.4 eine lineare Fortsetzung von yl und y2. 

- 

Ist W1yl # W2y2, SO besitzt eine zulässig gewählte Bild- 
menge von Iw) einen Punkt WtoW1ylW2y2\$~1yq,~2y23 als einziges 
Element. Da die Abbildung TI  w1w2 nach 1 .I .3 injektiv ist, 

'-'#U . 
existiert ein Punkt !/€W W \ [W1 ,W2! mit W y = W'. Die Kollineation 

1 2  N 

rePGL(pl ,.P*), welche W * W leistet ,liefert mit : = die 
n J t J  

gewünschte lineare Fortsetzung, denn es gilt Wy = W%$ = Wy = W'. 
Nach 1.3 .5 ist :p p' die einzige lineare Fortsetzung 

von yll und y2, die IWf in der gewünschten !Qeise abbildet. 
i n - 

1.3 .I1 Die Verträglichkeitsbedingungen (Tl), . . . , (V4) sind 
zwar hinreichend aber nicht notwendig für die lineare Fort- 
setzbarkeit der Abbildungen yl und y2. Das zeigt folgendes 
Beispiel (Bezeichnungen wie in 1.3.8) : 

Es sei TT = (/P,y) ein endlichdimensionaler endlicher 
projektiver Raum der Ordnung N = 2 oder N = 3; weiters seien 

y1:P1 H p1 und y2:Q2 g' zwei lineare Abbildungen mit 

V5 '-?I = r g b  = I, aber Irn(y1) f Im(y2). ') 
Die Abbildungen yl und y2 sind nicht verträglich, wir 

können jedoch weitgehend analog zu 1.3.10, Beweisschritt (1 ) 

eine lineare Fortsetzung von yll und y2 ermitteln: 
Da für N L 3 jede Bijektion eine Punktreihe auf eine Punkt- 
reihe und daher jede Kollineation projektiv ist, kann 
die Abbildung lT1 )(921~2).-1 durch die Einschrlnkung der 

Projektion aus einem Unterraum Ui auf Tl ersetzt werden und 3 
analog zu 1.3.10 werden die Projektion x : p  H '& und die 3 

4) Diese Annahme liegt auch den Figuren in 1.3.10 zugrunde. 



linearen Injektionen p :P3  4 erklärt. Nur die Fortsetz- 
i3 

barkeit von 913 und 923 zu einer linearen Injektion ist 
anders zu beweisen: 

Die Unterräume T('& ) und li(Rt) besitzen gleichmächtige 3 3 
Geraden und gleiche Dimension, sind also isomorph. Zu 
einer geordneten Fundamentalfigur in T('& ) und einer ge- 3 
ordneten Fundamentalfigur in R ( R ' )  gibt es genau eine 3 
Kollineation, welche die erste auf die zweite Fundamental- 

figur abbildet. Wir unterscheiden zwei Fälle : 

(1) dim = 3. Wir wählen eine geordnete Fundamental- 
figur (\PO,Pl ,P2,P31,ß) mit POPl = $?lx und P P = p2n 2 3 
im Unterraum T(%,). Weiters sei 

/ 

111 := ßnp1n bzw. 121 := ßnq2x. 
Dann gibt es nach 1.2.2 eine 
geordnete Fundamentalfigur 

(~P0?13~P1?13~P2923~P3?23~ 9" ) 
in Tl(@ $1 mit ß h(POP1)qI3 = i11913 
und ß tn(P2P3)?2j = 123 v2j. Durch 
diese Fundamentalfiguren ist 
auch genau eine lineare Injektion 

g:iQj + p i  bestimmt, da g einer 
Kollineation gleich ist. Weil jede Gerade höchstens vier 
Punkte besitzt, gilt ?l'$?in P 9i3* 

(2) dim = 2. Wir wählen eine geordnete Fundamental- 
figur ( { P ~ , P ~ , P ~ ~ , ~ )  mit POP1= Q 1 ~  und P1P2 = @in. Analog 
zu (I) wird mittels Hilfspunkten 
1,2 eine geordnete Fundamental- 

figur in lT(R ' ) konstruiert, und 3 
die durch die beiden Fundamental- 
figuren bestimmte lineare Injektion 
setzt 913 und fort. 

Ist zusätzlich für einen wesent- 

LichenPunkt W die Bildmenge von P I 

\W3 in zulässiger Weise vorgeschrieben, so kann wie in 
1.3.10,(2) vorgegangen werden,und die lineare Fortsetzung 
ist dann eindeutig bestimmt. Für N=2 gibt es nur eine 
lineare Fortsetzung. 



2. I Vorbemerkungen 

2'1.1 Wir betrachten in Abschnitt 2 ausschließlich endlich- 
dimensionale projektive Räume. 

Es sei lT = (-$I,,$ ein n-dimensionaler projektiver Raum. Die 

Menge uT aller Unterräume von bildet bekanntlich bezüglich 

des Verbindens und des Schneidens einen vollständigen, modularen, 

atomaren und komplementierten Verband (uT,v ,n) (vgl. [I, S. 971 ) . 
Abweichend von Abschnitt 1 wollen wir Geometrie nicht in 

der Punktmenge $I sondern im Unterraumverband ur betreiben, 

was auch dadurch zum Ausdruck kommen soll, daß wir die Elemente 

von uT mit lateinischen Großbuchstaben bezeichnen; dabei 

wJrd links oben die Dimension des Unterraumes als Index an- 

gebracht. Nur der leere und der n-dimensionale Unterraum von 
TT sollen wie bisher mit @ bzw. mitp bezeichnet werden. Statt 
"d-dimensionaler Unterraum" verwenden wir auch die Kurzbezeich- 

nung tld-Raumff . 
Die Menge aller d-dimensionalen Unterräume vonJi bezeichnen 

wir mit df4(Tt ) ') . AUS formalen Gründen erklären wir (T) 
für alle Zahlen ~ E Z :  Es seidfi(w) = $3 für d 4 -2 oder d n+2. 

2.1.2 Ist iT*  der zu lT duale projektive Raum, so ist die 
Annulatorabbildung :ur + ur* (vgl. [I, S.1051) ein Verbands- 

antiisomorphismus, der d-Räume von auf (n-d-1 )-Räume aus T * 
abbildet. Die Elemente von uT* werden in gleicher Weise wie 
diejenigen von uT bezeichnet, tragen aber zur Unterscheidung 

einen Stern. 

2.1.3 Wir zeichnen in der Menge "'&(T) gewisse Teilmengen aus: 

Definition: Sind rT und zwei Unterräume von mit 

r d ' s, so nennen wir die Menge 

3)  Wir schreiben für dd(a) auch kurz '5.  



d['T,"H] : = { d ~ ~ d f i [ r  T C ~ X C S H ~  

d i e  d - K 1 a m m e r I )  der  Unterräume 'T und =H; 
wei ters  wird dCPT] := d['T,P] a l s  d-Klammer von r T  und 

d[SH] : = d[@,sH] a l s  d-Klammer von SH d e f i n i e r t .  

r T  he iß t  der T r ä g e r und SH d i e  H ü 1 1 e der 
d-Klammer . 
Insbesondere he iß t  eine d-Klammer 
d [ d - ' ~ , d + l ~ ]  mit d-4'pCd+l H e i n  d . - B ü s c h e l ,  

d[d-4T] e i n  d - B ü n d e 1, 

d[d+4H] e in  d - F e 1 d,  
dCOT] e i n  d - H y p e r b ü n d e 1 und 
d["-IH] e i n  d - HB,y p e r f e 1 d.  

- d-Büsche2 werden -auch-mit la te in ischen Kleinbuchstaben .be- 

zeichnet,  d i e  l i n k s  oben den Index d t ragen;  bzw. kurz 
"b s e i  d i e  Menge a l l e r  d-Büschel von *&(T). 

Eine d-Klammer dCP T,* H] i s t  genau f ü r  TcSH nicht  l e e r ;  
insbesondere is t  daher e i n  d-Büschel n ich t  l e e r .  Die 
Annulatorabbildung 1:un + uT* b i l d e t  e ine d-Klammer d[ T,  S H l c  
CUT auf d i e  (n-d-I )-Klammer (n-d-1) C"-'-%* ,"-"'T* ]CUT* ab m i t  
n-~-qH* S Ha und "-'"T* T>. 

2.1.4 E s  s e i  :=  dCrT,*H] eine n ich t l ee re  d-Klammer m i t  
r , s  # d. W i r  wählen einen Unterraum sq HlcSH so,  daß 

r T v  ''H, = = H  g i l t .  Daher spannt auch jeder Unterraum 

' X ~ ~ & m i t  ''H, d i e  Hülle S H  auf 

und nach dem Dimensionssatz i s t  
s o m i t  s t e t s  dim( " HlvdX) = 

= s1 + d - s = :  dl bzw. 

@) d - s = dl - sl. 
"Y 

Die dl -dimensionalen Spurräume 
der  d-Räume von *Q. i n  ** H1 haben f 

den Unterraum n ( 4 ~ n 5 f ~ 1 1 4 X ~ d & )  = fl(dXld~~ddL)nZIHl = "TnS4H1 =:  

=: r1 Tl gemeinsam. 

W i r  def in ieren  nun eine globale Abbildung 
3:dCP T r S H ]  + d1CPq T l ,  " H1 ] durch *X » dXS : = dXn "Hl ; ZU- 

') Die Bezeichnung d-Klammer ist in der Literatur nicht üblich. Vgl. auch 2.7. 



nächst zeigen wir, daß die Abbildung J injektiv ist. Wir 

nehmen indirekt an, daß d X , a Y ~ d ~  verschieden sind, aber es 
gelte 'Xg = 'Yx. Da  PT^ "H1 = 5H gilt, liefert der Dimensions- 

satz die Formel 

@I r - s =  rl - sl. 
0 0 - Daher ist dim(dXcvPT) = dl + r - rl = sl + d - s + r - rl - 

= d. Mit rTvdXgcdX folgt 'TvdXg = dX,und die gleichen tfber- 
legungen für d Y  liefern dann 'X = dXl~rT = d Y ~ ~ r T  = eY im 
Widerspruch zur Annahme dX # d ~ .  Nun ist aber auch die 

Surjektivität von leicht nachweisbar, denn für jeden dl- 

Raum 4 4 X ~ d  Cr1T;,5~H1] gilt mit @ und @ dim(d4~lvr~) = I 1  
= d l + r -  r1 = d. 

In Anlehnung an die projektive Geometrie setzen wir fest: 

Definition: Ist := dCrT,S H] eine nichtleere d-Klammer (r, s f d) 
und SrH1cSH ein Unterraum mit 'Tv "H1 = 'H, so heißt die 

Abbildung 1 : ~ 6 2 +  := (sl+d-s)[PTn~4H1,s~~11 mit 1 -1 dX I+ 'Xs : = dXnS4H1 ebenso wie 3 eine Perspektivität. 

Wir nennen und d4&l kurz, aber unpräzise, auch perspek- 

tive Klanmern. Je zwei perspektive Klammern sind gleichmächtig 
und jedes d-Büschel ist gleichmächtig einem 0-Büschel (Punkt- 

reihe "), besitzt also mindestens drei Elemente. 

2.2 Geometrie der d-dimensionalen Unterräume 

2.2.1 Es sei TT = (Q,?) ein n-dimensionaler projektiver 
Raum; mittels der Mengen "fi und d~ konstruieren wir im 
Unterraumverband uT neue geometrische Strukturen: 

Definition: Ist = (P,%) ein n-dimensionaler projektiver 
Raum, so nennen wir die Inzidenzstruktur (dfi,db ,E) =:  ziB 
für 1 4 d " - 2  sowie für d = 0 und d = n-I die 

G e o m e t r i e  d e r  d - d i m e n s i o n a l e n  

U n t e r r ä u m e  v o n  TT. 

Wir bezeichnen dT auch als die d-Geometrie von T. 

4) Wir bezeichnen die 0-Räume gelegentlich auch als Punkte. Aus dem Text ist jedoch 
stets ersichtlich, ob das Wort "Punkt" für ein Element oder eine einelementige 

Teilmenge v o n 9  verwendet wird. 



2.2.2 Sind Ti' = (P,?) und T '  = ($ ' ,Y ' )  (endlichdimensionale) 

projektive Räume, so ist ein Isomorphismus (vg l .  [I ,~.2]) 

,Y2 ):(*b(T),*h(K)) + (d'f i(~') ,d'b(n'))  durch die Abbildung 
91 :%(T) + d ' & ( ~ t )  völlig bestimmt, da Büschel nach 2.1:4 

nichtleere Teilmengen von '&(E) bzw. d ' f i ( ~ '  ) sind. Wir können 

daher im folgenden stets an Stelle der Paarabbildung (y1,y2) 
die Abbildung : = ql betrachten und diese als Isomorphismus 
bezeichnen. Eine Bi jektion ip:dfL(m + d'fi(lT' ) ist offenbar 

genau dann ein Isomorphismus von auf d ' ~  ' , wenn <p bzw . 
stets Büschel auf Büschel abbildet. 

Da wir jeden projektiven Raum auch als Inzidenzstruktur 

auffassen können (vgl.l,S.85]), ist es sinnvoll nach jenen 

d-Geometrien von TT zu fragen, die auch projektive Räume sind.') 
Trivialerweise ist für dimlT = n die 0-Geometrie "6 zum 
projektiven Raum T isomorph und ebenso sind die (n-1 )-Geometrie 
und der duale projektive Raum T* isomorph. Es gilt genauer: 

2.2.3 Die d-Geometrie eines n-dimensionalen projektiven Raumes T 
ist genau für d = 0 oder d = n-1 ein projektiver Raum. 

Beweis : 
(I) Nach 2.2.2 ist & T i  für d = 0 bzw.. d = n-I zu TT bzw. T[-* 
isomorph. 

(2) Ist ein projektiver Raum, so sind je zwei verschiedene 
d-Räume "X, Y Elemente elnes d-Büschels dCd"'T ,*'I H] ; dann 
gilt notwendig dXndY = d - l ~  und d ~ ~ d ~  = d'3H. Nehmen wir in- 
direkt I L d & n-2 an, so ist n & d+2 & 3 und zu jedem d-Raum 
"X existiert ein Komplementärraum, der eine zu *X windschiefe 
Gerade 2, 'G enthält. Wählen wir einen d-Raum dY34G, SO gilt 
di~n(~Xv&Y) $ dirn(dX~4G) = d+2, sodaß *X und dY im Widerspruch 
zu& Annahme, *T sei ein projektiver Raum, keinem d-Büschel 
angehören. fl 

Wir legen auch den folgenden ttberlegungen einen 

n-dimensionalen projektiven Raum = (P,?) zugrunde. 

) Die Geraden eines solchen projektiven Raumes sind die d-Büschel. 
2)' I -Raum 



2.2.4 Die Annulatorabbildung A:uT + ur*  induziert eine 
Abbildung *X (T) $ nd-i$(lT*) durch dA = A \ ~ ~ ( T T ) .  Die 

Bijektion 4% und die Umkehrabbildung dh bilden nach 2.1 .j 

stets Büschel auf Büschel ab. Daher ist nach 2.2.2 die 

d-Geometrie 'T zur (n-d-I )-Geometrie na-41T* des dualen pro jek- 

tiven Raumes isomorph. 

Das Dualitätsprinzip endlichdimensionaler projektiver 

Räume (vgl.[1,S.111]) gestattet es, wahre Aussagen der 

d-Geometrie in wahre Aussagen der (n-d-1)-Geometrie n-d-4v 
Überzuführen. Beim Dualisieren sind insbesondere d-Büschel 
durch (n-d-1)-Büschel, d-(Hyper-) Felder durch (n-d-1)-(~yper) 

Bündel und d-(Hyper-) Bündel durch (n-d-1)-(Hyper) Felder 

zu ersetzen. 
Ist eine Aussage sowohl für die d-Geometrie *TT als auch 

für die (n-d-I )-Geometrie n"d-'TT richtig, so gilt in beiden 

Geometrien die zur ursprünglichen duale Aussage. 

2.2.5 Definition: Zwei d-Räume heißen b e n a C h b a r t I), 
wenn sie gleich sind, oder wenn es ein d-Büschel gibt, dem 

beide angehören. 

Ist dX ZU dY benachbart., so schreiben wir im folgenden 
dX-dY. Diese Relation ist nach Definition reflexiv und 
symmetrisch. Für d = 0 und d = n-I sind je zwei d-Räume be- 

nachbart. 

2.2.6 Wir verallgemeinern den Begriff der Verbindungsmenge 

(vg~*C~,S.931): 

Definition: Sind dRl und zwei Teilmengen von 'fi(lT), 
so heißt die Menge *'h-~~$dm~, welche definiert ist durch 

(i) IL~,,lßid~2j := d[4Xlnd~2,dX1vdX2] für d ~ l ~ d ~ 2 ,  

(ii) d ~ 1 $ d ~ 2  : = (U ( 1' x1l+ ld x2] / d ~ l ~ d ~  A ~ x ~ E . " ~ ~  ))U d ~ l ~  *m2, 
die V e r b  i n d u n  g s m e n g e 2, vondWl und1W2. 

Insbesondere gilt idx]Q \+XI = idx3 und für benachbarte, 

') Die Begriffsbildung "benachbart" stimmt mit der in C61 und C71 benützten aezeichnung 
wadjacent" nicht völlig iiberein. 

2, Wir bezeichnen die Verbindungsnenge zweier Teilmengen von 4~ auch als &-Verbindungs- 

menge um Verwechslungen mit der Verbindungsmengc zweier Unterräune zu vermeiden. In 
diesem Sinne ist auch die Verwendung des Zeichens 4 zu verstehen. 



verschiedene d-Räume 'xl,'X2 i s t  ~ " X ~ ~ V I * X ~ ]  das durch d iese  

d-Räume e indeut ig  bestimmte d-Büschel, welches beide - en thä l t .  
7 

w i r  bezeichnen d ie ses  d-Büschel auch m i t  dX1aX2 (vg l .  1 .I .5, 
Fußnote ) . 

Für d = 0 i s t  d i e  Def in i t ion  der  d-Verbindungsmenge zur  

Def in i t ion  der  Verbindungsrnenge i n  pro jek t iven  Räumen gleich-  
wert ig.  

2.2.7 A l s  Anwendung des Begri f fes  de r  d-Verbindungsmenge 
zeigen w i r :  

Sind dCoQ,,I und dC0Q21 zwei verschiedene d-Hyperbündel, 
so g i l t  dX~d[0Ql]$d[0Q21 genau dann, wenn dXn(0QlvaQ2) f $3 
e r f ü l l t  i s t .  

Beweis : 
(1 )  Hat &X m i t  de r  Geraden O Q l v  O Q 2  l e e ren  Durchschnitt ,  so 
gehört &X EiicHerlich keinem de r  beiden d-Hyperbündel an und 
e s  g i l t  dim(dXv0QlvaQ2) h d+2. W i r  können daher ke in  d-Büschel 
f inden,  dessen Hülle d X v 0 Q l v ~ Q 2  umfaßt, sodaß d~ ke in  Element 
der  d-Verbindungsmenge s e i n  kann. 

(2 )  T r i f f t  dX d i e  Gerade 'Q,,v 'Q2, SO e rha l t en  w i r  
dim(dXvoQlv O Q2) 4 d+l  und w i r  können einen Unterraum *" H 3 

D ~ X V ' Q ~ V  O Q 2  wählen. Greifen w i r  f e r n e r  einen Unterrawn '-' Tc X 

b e l i e b i g  heraus,  so b e s i t z t  das 

d-Büschel d[d'",d+4HI m i t  beiden 
d-Hyperbündeln n ich t leeren  Durch- 

s c h n i t t ,  sodaß 4 ~ ~ d [ o  ~ , , ] $ d [ *  Q ~ ]  

nachgewiesen i s t .  L7 
Spez ie l l  f ü r  n = 3 und d = 1 

erha l t en  wi r :  Die I-Verbindungs- 
menge zweier verschiedener 

Geradenbündel ( I  -Bündel) 1 [ O  Q1 1 
und 1 C0Q2] i s t  das Gebüsch I) 

der  Achse 'Qlv0Q2 (vg l  . nebenstehende Abbildung). 

I )  In einem dreidimensionalen projektiven R a m T  heißt die Menge aller Geraden, die mit 

einer festen Geraden *E benachbart sind, also 'E schneiden, ein G e b Ü s c h mit 

der Achse 'E. 



Dual gilt folgende Aussage: Sind d[n-'C1] und d[w2C2] zwei 

verschiedene d-Hyperfelder, so gilt aX~d[n-4 c1 14d["-1 C*] genau 
dann, wenn 4Xv(n-' Clnn-'C2) # $2 erfüllt ist. 

2.2.8 Ist dErT,*H] eine d-Klammer und,setzen wir 
dhd& : = Idbei<81 *b~*&j, SO ist das Tripel (dbi ,dß„ ,G) eine 

Inzidenzstruktur, welche wir mit LI bezeichnen. Ist ) 

insbesondere ein projektiver Raum, so schreiben wir für 
A(*d2 ) auch n(92 ). Gilt = @ so ist r(dQ ) der leere projek- 

tive Raum. 
Wir werden diese Inzidenzstrukturen in 2.7 genauer unter- 

suchen. Als einfache Anwendung von 2.1.4 erhalten wir: 

2.2.9 Sind dd2 und *' cDl zwei nichtleere Klammern und ist 
3:" + eine Perspektivität, so ist 5 ein Isomorphisnus ') 

von auf A(4'&l). 

Beweis: Wir wählen die Bezeichnungen wie in 2.1.4, also 
= dCPT,*H] und d+&l = (sl+d-s)~rTn~H1,S~H1l. 

In dCr T,SH] gibt es d-Büschel genau dann, wenn sowohl r L d-I 

als auch s d+l gilt. Sind diese Ungleichungen beide erfüllt, 
so können wir auch die Klammern (d-l)[PT,SH] bzw. (d+l)Cr T,s H] 
perspektiv auf die Klammern (sl+d-I-s) [P TnSIHl, '1 H1 I bzw. 
(sl+d+l-s)[rTnS~H1,s~H1] abbilden und erhalten für jedes 
d-Büschel d[d''T,dtlH]S = ( s ~ + ~ - s ) [ ~ - ' ' ~ ~ ~ ~ H ~ , ~ ~ ' ~ ~ ~ ~ H ~ ] .  Da 5 
eine Bi jektion ist, zeigt man in gleicher Weise, daß 

stets Büschel auf Büschel abbildet. - /7 

I )  Die Abbildung d e r  d-Büschel is t  aralog zu 2.2.2 durch d i e  Abbildung de r  d-Baume 

mitbestimmt. 



2.3 Nachbarfolgen 

2.3 .I Es s e i  l'T = ($?,%) e i n  n-dimensionaler p r o j e k t i v e r  Raum 

und *T = (dfi,d~ , E )  d i e  d-Geometrie i n  F. 
Die folgenden Ergebnisse s i n d  t r i v i a l ,  f a l l s  dr e i n  

p r o j e k t i v e r  Raum i s t ,  a l s o  f ü r  d = 0 oder d = n-I. 

2. J .2 Def in i t ion :  Eine n i c h t l e e r e  Folge "'Tl = \ 'x~&*% / i = O ,  . . . , l j  
h e i ß t  e ine  N a C h b a r f o 1 g e d e r  Länge 1, wenn 
f ü r  i = 0 ,  ..., 1-1 s t e t s  &Xi m i t  d ~ i + l  benachbart i s t .  

W i r  nennen *x0 das Anfangs- und d ~ l  das  Endglied d e r  

Nachbarfolge; d n  bezeichnen w i r  auch a l s  Nachbarfolge von 
'x0 nach dX1. (Vgl. [6,S.361 und C7,S.811) 

2.3.3. Sind &X und &Y zwei d-Räume, so e x i s t i e r t  s t e t s  e ine  
Rachbarfolge von "X nach "Y. 

B-eweis: W i r  wenden Induktion nach V := dim("Xvdy) an; e s  - 
g i l t  d 4 v . 4  V :=Imin 2d+l ,n] .  

Für v = d i s t  &X = &Y und d i e  Nachbarfolge LdxO] m i t  
'x0 :=  'X l e i s t e t  das Gewünschte. 

Es s e i  d i e  Behauptung nach Induktionsvoraussetzung b e r e i t s  

f ü r  d 4 V 6 m-1 ( bewiesen. G i l t  dim(&XvdY) = m ,  SO wählen 
w i r  i n  l T ( d X ~ d Y )  e ine  Hyyerebene * - I R ~ ~ X ;  d i e se  schneidet  &Y 
nach einem Unterraum d-lS. Ver- 

binden w i r  &'lS m i t  einem Punkt 

O Q C ~ X \ ~ Y ,  SO e r h a l t e n  w i r  
'-''Sv0& =: dZ; dann s ind d Z  und 

dY benachbart und e s  g i l t  d ~ \ / d ~  = 

= "-IR. Somit e x i s t i e r t  e ine  Nach- 
bar fo lge  idXil  i = O ,  . . . , 1 I  m i t  
'X* = 'X und d ~ l  = '2. Setzen w i r  
d 
X1+l := dY,  SO i s t  ?xi( i = O ,  . . . , l , l + l j  e ine  Nachbarfolge von 

d~ nach dY. n - 

2.3.4 Da jede Menge n ich tnega t iver  ganzer Zahlen e i n  k l e i n s t e s  
Element b e s i t z t ,  e x i s t i e r e n  un te r  a l l e n  Nachbarfolgen von &X 



nach dY solche k l e i n s t e r  Länge, welche w i r  i m  folgenden a l s  

kürzes te  Nachbarfolgen bezeichnen. Das g i b t  Anlaß f ü r  
folgende Def in i t ion ,  d i e  von W.L. CHOW (vgl.C6,S.361) 

stammt: 

Def in i t ion :  Sind 4 X  und 'Y zwei d-Räume, so nennen w i r  d i e  

Länge e i n e r  kürzes ten Nachbarfolge von *X nach d Y  d i e  

E n t f e r n U n g (Dis tanz)  d e r  beiden d-Räume. 

W i r  verwenden f ü r  d i e  Entfernung von d~ und d~ d i e  

Bezeichnung d i ~ t ( ~ X , & Y ) .  

2 3 . 5  Die Abbildung d i s t  : df4 X + B i s t  e ine  Metrik auf 

d e r  Menge df~.  1) 

Beweis: Nach Def in i t ion  i s t  d i ~ t ( ~ X , ~ Y )  1 0 und zwei d-Räume 
haben genau dann d i e  Entfernung Null ,  wenn s i e  übe5einstimmen. 

Tr iv ia le rweise  g i l t  d i ~ t ( ~ X , "  Y) = d i ~ t ( ~ Y , ~ X ) .  

G i l t  d i ~ t ( ~ X , ~ Y )  = l1 und d i ~ t ( ~ Y , ~ Z )  = 12, so e x i s t i e r t  
e ine  Nachbarfolge von *X nach 'Z d e r  Länge 1,,+12; das  e r g i b t  
d i ~ t ( ~ X , * Z )  L 1,,+12, womit d i e  Dreiecksungleichung nachge- 
wiesen i s t .  - n 

1 D a  jede Kugel I )  um e inen d-Raum dX m i t  dem Radius 2 
nur das  Element dX b e s i t z t ,  i s t  d i e  durch d i e  Entfernung 
mitbestimmte Topologie d i e  d i s k r e t e  Topologie, sodaß jede 

Teilmenge von 6~ of fen  is t .  

2.3.6 Zwei d-Räume &X, &Y haben genau dann d i e  Entfernung 1, 

wenn g i l t  dim(&XvdY) = d + l .  

Beweis : 
(1) Es s e i  dim(dXvdY) = V ;  w i r  zeigen durch Induktion nach 
V (d  6 V C ) ,  daß dann d i ~ t ( & X , ~ Y )  = V-d g i l t .  

Für V = d is t  d~ = *Y und d i e  Entfernung d e r  beiden d-Räume 

i s t  Null .  
W i r  s e tzen  voraus,  dais f ü r  d L: V L a-I 4 d i e  Iiehauptung 

b e r e i t s  bewiesen i s t .  Für V = m kons t ru ie ren  w i r  wie i n  2.3.3 
einen zu d~ benachbarten d-Raum 'Z m i t  d i m ( d ~ v d ~ )  = m-I. 

") Vgl. C101. 



Daher ist nach Induktionsvoraussetzung di~t(&X,~Z) L m-I-d 

und di~t(~X,*Y) 6 m-d, da eine kürzeste Nachbarfolge von "X 
nach * Z  durch Hinzunahme von *Y eine Nachbarfolge der Länge 
1 ' m-d von dX nach &Y ergibt. 
(2) Nun sei di~t(&X,~y) = I; durch Induktion nach 1 beweisen 

wir dim(d XvdY) = l+d. 
Gilt 1 = 0, so erhalten wir d X  = dY und trivialerweise 

dim(dXvdY) = d. 
Die Induktionsvoraussetzung lautet, daß die Aussage bereits 

für 0 4 1 6 m-1 bewiesen sei. Gilt di~t(~X,~Y) = m, SO 
existiert eine kürzeste Nachbarfolge i4Xil i = O ,  . . . ,m] von 
&X = *XO nach dY = *Xm. Dann ist d i ~ t ( ~ ~ ~ , * x ~  - ,) L m-I, also 
dim(&XvdXm - ,,) 4 m-l+d. Da dY und benachbart sind, folgt 

dim((aXvd~m - )ndY) d-I und mittels des Dimensionssatzes 

dim(dXvdXm - IvdY) 6 (m-l+d) + d - (d-I) = m+d und insbesondere 

ist auch dim(dXvdY) 4 m+d. 

(3) Sind -und dY zwei d-Räume, so gilt nach (1) und (2) 
insgesamt dim(d XvdY) = di~t(~X,~Y)+d. L7 

Wir können die Aussage des soebene bewiesenen Satzes 

auch in folgender Formel zusammenfassen: 

Das letzte Gleichheitszeichen folgt aus dem Dimensionssatz; 

insbesondere gilt 0 4 di~t(~X,~Y) 4 G-d = min5d+l ,n-d$ 

2.3 .7 Ist dTL = idXil i=O, . . . , lj eine kürzeste Nachbarfolge 
von dX nach dY SO gilt: 

(i) dist(&Xj ,*%) = I j-k 1 
(ii) 4~ndY~dXi~dXvdY, für alle i-0, . . . ,1 

Beweis : 
(1) Zu -(i): Nehmen wir indirekt di~t(~X ,&$)< 1 j-kj an und 

j 
gelte 0.B.d.A. j k, so folgt mittels mehrfacher Anwendung 

der Dreiecksungleichung (vg1.2.3.5) di~t(~X,~Y) = 



4 dis t (&X,  .) + d i ~ t ( ~ X  &Xk) + d i ~ t ( ~ X ~ , ~ y )  < 
J j ' 

< j + (k- j )  + (1- j )  = 1 i m  Widerspruch zur Annahme. Da 
i d X .  1 i= j , . . . ,kj eine Nachbarfolge von d X  nach dXk abgibt  

1 3 
und d i e  Länge 1 j-kl b e s i t z t ,  f o l g t  d i e  Gült igkei t  von ( i ) .  

(2)  Zu ( i i ) :  Nach ( i )  i s t  jede Nachbarfolge d%,t := ixi1 i = O ,  ... ,.tj 
eine kürzeste Nachbarfolge von 4~ nach X* (t L 1 ) .  W i r  

beweisen ( i i )  durch Induktion nach t .  
Für  t = 0 i s t  d i e  Aussage ( i i )  t r iv ia le rwe i se  e r f ü l l t .  

Es  s e i  d i e  Behauptung b e r e i t s  f ü r  0 4 t 4 m-I < 1 be- 
wiesen, das he iß t  d ~ n 4 ~ m  - l ~ d ~ i c d ~ v d ~ m  - für. a$le i = O ,  . . . ,m-I  . 

d 
9 

Der Unterraum Xm-l ndXm i s t  eine Hyperebene des projekt iven 
Raumes T(dXm - ), welche d X n d ~ m  - wegen d i ~ t ( ~  x , ~ X ~  - ) # 
# d i ~ t ( ~ ~ , ~ ~ , )  n ich t  umfaßt. Daher g i l t  nach 2.3.6 
dim(dXndXm - IndXm) = d i ~ n ( ~ X n ~ X ~  - 1)-1 = d - (m- )  - I = d-m, 
a lso  *XndXm = =Xn4Xm - I,q4Xm. W i r  haben somit dXndXmcdXndXm - 
und dXndXmcdXi f ü r  a l l e  i = O ,  . . . ,m.  

Dual g i l t  d ~ i 3 4 ~ v d ~ m  f ü r  a l l e  i = O , .  ..,m. L7 

2.3.8 Ist iT = (T,uk) e in  n-dimensionaler pro jekt iver  Raum, 

wei ters  V' = ( p l , y ' )  e i n  n'-dimensionaler pro jekt ivor  Raum 
und 9 :'C(TT) + '"6 *rl (T l  ' ) e in  Isomorphismus von dlT auf ' 9 

s o  b i l d e t  9 f ü r  a l l e  *X, d ~ a d Z i  eine (kürzeste)  Nachbarfolge 
von 'X nach 'Y auf eine (kürzeste)  Nachbarfolge vondxy nach 
qylp ab. 

Beweis: Da 9 s t e t s  d-Büschel auf d'-Büschel abbi lde t ,  s ind 
d i e  Bi lder  zweier benachbarter d-Räume ebenfa l l s  benachbart. 
Das e rg ib t ,  daß 9 Nachbarfolgen von "T auf Nachbarfolgen von 
"TT' abbi lde t ,  a l so  f o l g t  aus d i ~ t ( ~ x , ~ ~ )  = 1 immer 
dhst(&Xy, d ~ i p )  =: I '  4 1. Die gleichen Uberlegungen f ü r  den 

Isomorphismus l i e f e r n  1 4 1' , a l so  i n s g e s m t  1 = 1'. 

Der Isomorphismus b i l d e t  daher auch kürzeste  Nachbarfolgen 

auf kürzeste  Nachbarfolgen ab. 17 - 



2.4 Projektive' Höchsträume 

2.4.1 Ist TT = (P,?) ein n-dimensionaler projektiver Raum, so 
ist die d-Geometrie dTT = (dfl , * & , E )  nach 2.2.3 genau für d = 0 

oder d = n-I ein projektiver Raum. Wir beschränken uns in 
diesem Kapitel auf solche d-Geometrien, die keine projektiven 

Räume sind. Dann gilt I 4 d 4 n-2, also n 1 3 .  

2.4.2 Wir untersuchen zunächst solche Teilmengen d ~ c d ' 6 ,  die 

folgende Bedingung (N) erfüllen: 

(N) Je zwei Elemente von dWt sind benachbart. 

Jede Teilmenge eines d-Bündels oder eines d-Feldes, also 

insbesondere jedes d-Büschel erfüllt sicherlich die Bedingung 
(N). Es gilt jedoch auch folgende Umkehrung: 

Jede Teilmenge dnicdfi, welche die Bedingung (N) erfüllt, ist 
Teilmenge. eines d-Bündels oder eines d-Feldes. 

Beweis : 

(1) Ist dllZTeilmenge eines d-Büschels d[d-'~,d+'~l, SO ist 
dm sowohl im d-Bündel d[*'l T] als auch im d-Feld drdtl H] ent- 

halten; insbesondere jede Menge mit höchstens zwei Elementen, 
die (N) erfüllt, ist Teilmenge eines d-Büschels. 

(2) Ist dm, nicht Teilmenge eines d-Büschels, so können wir 
drei paarweise verschiedene d-Räume "X, &Y, " ~ ~ 4 r n  wählen, die 

keinem d-Büschel angehören. 

Wir betrachten das d-Feld d["XvdY]; liegt dZ nicht in diesem 
d-Feld, so gilt dim(d~n(d~vd~)) 6 d-1 . Da aber * Z  mit d~ und 

&Y benachbart ist, erhalten wir dim(d~nd~) = dim(d~nd~) = d-I, 

woraus sich nun d ~ n d ~  = dYndZ = (dXvdY)ndZ ergibt. Die drei 

d-Räume gehören daher dem d-Bündel dCdXndY] an, falls 
d~+d[d~vd~] gilt. 

Liegen d X ,  dY,dZ etwa in einem d-Bündel dCd-'Tl, so ist 

d%l, eine Teilmenge dieses d-Bündels wie der folgende indirekte 
Beweis zeigt: Es sei d ~ ~ d r M ,  im d-Bündel dCd-'T] = dCdxndy] 
nicht enthalten; dann gehört d~ insbesondere auch dem d-Büschel 



d[*Xn"Y,dX~dY] n i c h t  an. Dual zur l e t z t e n  Überlegung i n  

diesem Beweisschr i t t  müssen d X , d Y , d R  daher dem d-Feld 
d[dXvdY] angehören; analog f o l g t  R E ~ C ~  Y v d Z 1 ,  wegen dCd-'T] = 

= dld Ynd Z]  . Das e r g i b t  insgesamt m i t  RcdCd X ~ ~ Y l n d [ ~  Y v d Z ]  = 

= jd Y] bzw. dR = dY einen Widerspruch. 

Liegen d ~ ,  d ~ ,  z hingegen i n  einem d-Feld, so g i l t  dua l ,  daß 
d?n,Teilmenge d i e s e s  d-Feldes i s t .  - /7 

2.4.3 Def in i t ion :  Eine Teilmenge d % c b ~ ( ~ )  (1 d 4 n-2) 
h e i ß t e i n  p r o j e k t i v e r  H ö c h s t r a u m ,  
wenn j e  zwei Elemente von d% benachbart s ind  urd jede 
echte  Obermenge 'W m i t  *%cd~cd6(TT)  mindestens zwei n i c h t  
benachbarte Elemente e n t h ä l t .  

Die Bezeichnungtlpro j e k t i v e r  Höchstraum" wird i n  2.4.5 

mot iv i e r t ;  zunächst bestimmen w i r  a l l e  p ro j ek t iven  Höchst- 
räume von d 6 ( ~  ). 

2.4.4 Eine Teilmenge d%cd&.(l~) i s t  genau dann e i n  p r o j e k t i v e r  
Höchstraum, wenn s i e  e i n  d-Bündel oder e i n  d-Feld i s t .  

Beweis : 
(1) Es s e i  d% e i n  p r o j e k t i v e r  Höchstraum. Dann i s t  nach 2.4.2 
d i e  Menge d% Teilmenge e i n e s  d-Bündels oder e ines  d-Feldes. 
Da je  zwei Bündel- (Feld-)elemente benachbart s ind ,  kann das  
Bündel (Fe ld)  keine  echte  Obermenge von d% s e i n  und s t i m m t  
m i t  d% Überein. 

(2 )  Ist d% e i n  d-Bündel, so s ind  je  zwei Bündelelemente 

benachbart.  Da e ine  echte  Obermenge %cd6 des d-Bündels 
s i c h e r l i c h  n i c h t  Teilmenge e ines  d-Bündels und s icher -  

l i c h  n i c h t  Teilmenge e ines  d-Feldes i s t ,  e r g i b t  dg einen 

p ro j ek t iven  Höchstraum. 

(3.) Dual zu ( 2 )  i s t  auch jedes d-Feld e i n  p r o j e k t i v e r  Höchst- 

raum. 



2.4.5 Für jeden projektiven Höchstraum d% ist die 
Inzidenzstruktur ) ein projektiver Raum. 

Beweis : 
(1) Es sei *(). = dCd-'T] ein d-Bündel. Wir wählen einen zu 
d-lT komplementären Unterraum n d ~ l ,  sodaß die Klammern 

dCdm4T] und O[n-dH1] perspektiv sind. Dann sind nach 2.2.9 
die Inzidenzstrukturen A(d[d-4TJ ) und A(OCn4H1 3 ) isomorph, 
wobei letztere ein (n-d)-dimensionaler  eilr raum') von O l T  

ist. Damit ist A ( d & )  = ein (n-d)-dimensionaler 

projektiver Raum. 

(2) Es sei dt = dCd+lH1 ein d-Feld. Dual zu (1) wählen wir 

einen zu d+lH komplementären Unterraum n-d-2~ und die Klammern 1' 
dCd+'H] , (n-1) [nd-2~l I sind perspektiv bzw . die zugehörigen 
Inzidenzstrukturen isomorph. Die (n-1 )-Klammer (n-1) [n-d-2T1 1 
ist ein (d+l )-dimensionaler Teilraum von "-*1T, sodaß A('%) = 

= 1T (d%) ein (d+l )-dimensionaler projektiver Raum ist. D 

2.5 Isomorphismen 

2.5.1 Es seien TT = bzw. T '  = ( Q ' , ~ ' )  projektive Räume 
der Dimensionen n bzw. n' und *T= ( d & , d ~  ,G) bzw, d h '  = 

= ( d ' f ~ , ' , ~ ' & \ , g )  mit d'fi '  : = d 1 & ( ~ ' ) , d ' &  ' := d',b(TT') die d- bzw. 
dl-Geometrie von TT bzw. T'. 

Die projektiven Räume T und T'  sind genau dann isomorph, 
wenn es einen Isomorphisnus %:uT 9 uT' gibt; dann gilt n = n' 
und n induziert Abbildungend% :dfl +,G1, die durch dn :=  ?<ldfi 
festgelegt sind. Die Abbildungen S n  sind für d = 0,n-1 sowie 
für I L d L n-2 Isomorphismen von dTT auf dlTf. 

Die Isomorphie von TT und T ' *  ist äquivalent zur Existenz 
eines Antiisomorphismus &:ur -, uTT'; es gilt n = n' und die 
Abbildungen dS :d& + n-d-'&f , welche durch d& : = 61d6 erklärt 
sind, bilden für d = 0,n-I sowie für 1 4 d 4 n-2 die 
d-Geometrie d'Ti isomorph auf die (n-d-1 )-Geo~etrie n'd"r' ab. 

f) Es ist zweckmäßig, die Unterräume von projektiven Räumen, deren Punkte Elemente von ur, 
also Unterräume v o n T  sind, als Teilräume zu bezeichnen. Vgl. dazu auch 2.7. 



Für d = 0 ist O K  ein n-dimensionaler projektiver Raum, 

und aus der Existenz eines Isomorphismus 'fL - O'TT' von 

Qli- auf d'TT ' folgt, daß ebenfalls ein n-dimensionaler 
projektiver Raum ist, also nach 2.2.3 d' = O oder d' = n'-I = 

= n-I gilt. Die Abbildung ist geometrisch dadurch gekenn- 

zeichnet, da13 sie eine Kollineation ist,und es gibt genau 

einen Verbandsisomorphismus %:ur + ur' (a' = 0 )  bzw. genau 

einen Verbandsantiisomorphismus g:uv ;, un' (d' = n-I), der 
die Abbildung induziert (vgl. C1 ,S.1161). 

Der Fall d = n-1 ist analog zu behandeln; jeder Iso- 

morphismus von auf ""'T ' bzw. OTT ' wird durch einen 
Isomorphismus bzw. Antiisomorphismus der Unterraumverbände 

induziert. 

Es sind daher nur noch die Isomorphismen von dT auf *'TT ' 
für 1 d 6 n-2 bzw. 1 ' d' 6 n'-2 zu untersuchen; dann 
gilt n,nl 3. 

2.5 - 2  Jeder Isomorphismus :*G + "%,;I' bildet projektive 

Höchsträume von dTT auf projektive Höchsträume von d'lT' ' ab. 
Beweis: Nach 2.3.8 bildet jeder Isomorphismus (nicht) be- 

nachgarte in (nicht) benachbarte Elemente ab. Auf Grund ihrer 
Definition werden daher projektive Höchsträume von dlT auf 

projektive Höchsträume von d'lT abgebildet. 0 
Das Bild eines d-Bündels ist also stets ein dl-Bündel 

oder ein d'-Feld. Es gilt genauer: 

2.5.3 Bildet ein Isomorphismus 19:dfi +d'fi' von dn auf d ' ~ t  

ein d-Bündel auf ein d'-Bündel ab, so bildet jedes 

d-Bündel auf ein dl-Bündel ab. 

Beweis : 

(1) Es sei d[d-lTl jenes d-Bündel, das bei auf ein dl-Bündel 

abgebildet wird. Ist dP-I Tl] ein weiteres d-Bündel, und sind 
die (d-1 )-Räume T sowie d-' Tl benachbart (im Sinne der 

(d-I )-Geometrie) und verschieden, so ist das offenbar 

genau dann der Zall, wenn die beiden d-Bündel genau einen 



d-Raum gemeinsam haben. Die beiden Bilder dCd--I T]? und 

dld-l T~ ]T haben daher ebenfalls genau einen d' -Raum gemeinsam. 

Ein d l -  Bündel und ein d'-Feld haben jedoch als Durchschnitt 

entweder ein d'-Büschel oder die leere Menge, je nachdem 
der Bündelträger in der Hülle des Feldes enthalten ist oder 

nicht. Daher ist d[*'l Tl ]y~ ebenfalls ein d' -Bündel und die 

beiden d'-Bündelträger von dCd-' T l 9  und dCb-'T1lysind benachbart 
(im Sinne der (d'-1)-Geometrie in V ' )  und verschieden. 

(2) Ist d['-'T1] ein d-Bündel, dessen Träger zu d-'T nicht 
notwendig benachbart ist, so existiert eine Nachbarfolge 

(im Sinne von ""Ti ) von d-4T nach d-'T,, , welche eine endliche 
Folge von d-Bündeln mitbestimmt, wobei jedes d-Bündel der 
Folge mit seinem Nachfolger genau einen d-Raum gemeinsam hat. 

Wenden wir die Abbildung an, so erhalten wir eine Folge 

von projektiven Höchsträumen von "'T ' , deren erstes Glied 
ein dl-Bündel ist; nach (1) ist dann aber jeder projektive 

Höchstraum der Folge ein d'-Bündel, da jeder projektive 
Höchstraum mit seinem Nachfolger genau einen d'-Raum gemeinsam 

hat. L7 
Dual gilt: Bildet ein Isomorphismus ein d-Feld auf ein 

d'-Feld ab, so bildet eI: jedes d-Feld auf ein d'-Feld ab. 

Das ermöglicht folgende Einteilung der Isomorphismen : 

2.5.4 Definition: Ein Isomorphismus d'&l von diT auf 
d ' ~  I (1 6 d 6 n-2), der ein d-Bündel auf ein d'-Bündel 

(d'-Feld) abbildet, heißt ein Isomorphismus 1.Art (2.Art). 

Auf Grund der Voraussetzung 1 6 d 4 n-2 bzw. 1 4 d' 4 n'-2 
ist ein d'-Bündel niemals ein d'-Feld, sodaß jeder Iso- 

morphismus entweder von 1.Art oder von 2.Art ist. Mit 

ist ein Icomorphismus der gleichen Art; ist 
' '  : I 1  +nd<-i&(lT' * )  die in 2.2.4 erklärte Abbildung, welche 

durch die Annulatorabbildung A1:uTi' + uT'* induziert wird, 
so ergibt die zusannengesetzte Abbildung yd'/2' einen Iso- 
morphismus von dTT auf " d C ' ~ w .  Dabei sind und cpd'h' Iso- 
morphismen verschiedener Art. Es genügt daher im folgenden 

Isomorphismen 1.Art zu studieren. 



2.5.5 Ist  (9:d.6 +d'&' e i n  Isomorphismus 1 . A r t  von *TT auf d ' T T f  9 

so g i l t  d = d '  und d i e  p ro jek t iven  Räume bzw. T '  be- 
s i t z e n  d i e se lbe  Dimension n = n ' .  

Beweis: Durch den Isomorphismus wird jeder  p r o j e k t i v e  

Höchstraum *%C&$ k o l l i n e a r  auf einen p ro j ek t iven  Höchstraum 
d'ycd'$' abgebi ldet  und zugeordnete p r o j e k t i v e  Höchs träume 

haben d i e se lbe  Dimension. Da von 1 . A r t  i s t ,  g i l t  nach 2.4.5 
n-d = n l - d '  und d+ l  = d l + l ,  w a s  zu d = d '  und n = n '  äqui- 

va l en t  i s t .  

2.5.6 Ist e ine  Abbildung + dfi' e i n  Isomorphismus 1 . A r t  

von dTT auf dTT ' , SO e x i s t i e r t  genau e i n  Verbandsisomorphismus 

n:uTT + u r ' ,  d e r  y i n d u z i e r t ,  a l s o  dx = 9 l e i s t e t .  I )  

Beweis : F a l l s  e s  einen Verbandsisomorphismus g i b t ,  d e r  
i n d u z i e r t ,  so s t i m m t  e r  notwendig m i t  d e r  durch 

"Y u 'YN := ( n d X y l d X ~ d C r n ~ ] ) ,  f ü r  a l l e  " Y E ~ ~  m i t  -1 4 m L d 

bzw. 

mY H Y% :=  ( v d ~ I P l d ~ ~ d [ m Y ] ) ,  f ü r  a l l e  " Y E " " ~  m i t  d 6 m L n 

d e f i n i e r t e n  globalen Abbildung %:u r  + un '  überein .  

Setzen w i r  insbesondere m = d ,  so e r h a l t e n  w i r  dY% = 'YY, 
a l s o  n14fi = Y .  

Jeder  (d-1)-Raum vonur  i s t  Träger e ines  d-Bündels; da 

jeder  Isomorphismus 1.Art s t e t s  d-Bündel auf d-Bündel ab- 
b i l d e t ,  i s t  f ü r  a l l e  * - ' ~ e ~ - * f i  das  Bi ld  d - 4 ~ . n  e i n  (d-I )-Raum 

von ur' und umgekehrt i s t  f ü r  jeden Unterraum d-4Y ' E  d-4fi1 das  
-1 Urbild a l s  Träger des  d-Bündels d[d-lY'ly bestimmt. Weiters 

g i l t  nach Konstruktiond" Y c d X  genau dann, wennd'' ~ f i c ~ x l p  

e r f ü l l t  i s t .  

Für d = 1 g i l t  d-2 = -1 und e s  g i l t  9% = 0, sodaß +z 

(d-2)-Räume von auf (d-2)-Räume von lT' abb i lde t .  
Ist jedoch d 1 2, so be t rach ten  w i r  d i e  (d-?)-Geometrie i n  T. 

) Die in 2.5.6 und 2.5.9 angegebene geometrische Kennzeichnung der Isomorphismen wurde 

1947 von W.L.CHOW C61 bewiesen. 



Jeder Unterrawn "-2Y ist Träger eines (d-I )-Bündels (d-1) [d-2Y], 
welches ein projektiver Höchstraum der (d-1)-Geometrie ist. 
Jedes Element dieses (d-1)-Bündels ist seinerseits Träger 
eines d-Bündels. Die d-Klammer d[d-2~] ist daher die Vereinigungs- 

menge aller dieser d-Bündel, wobei je zwei d-Bündelträger 

benachbart (im Sinne von d-'r ) sind. Das ist (vgl. 2.5.3, (1)) 
äquivalent dazu, daß je zwei verschiedene d-Bündel der Menge 

genau einen gemeinsamen d-Raum besitzen. Auf Grund der 

Definition des projektiven Höchstraumes hat jedes d-Bündel, 
das der Menge nicht angehört, mit mindestens einem d-Bündel 

der Menge leeren Durchschnitt, da sein Träger nicht zu allen 

anderen Bündelträgern benachbart (im Sinne von d-''n ) ist. 
Der Isomorphismus 9 bildet diese Menge von d-Bündel auf 

eine Menge von d-Bündeln mit denselben Eigenschaften ab, 
sodaß die Menge aller Träger der Bildbündel ein projektiver 

Höchstraum "'%I von d-7 ist. 
Nehmen wir an, sei ein (d-1)-Feld (d-1)C4H'I, so ha- 

ben zwar je zwei verschiedene d-Bündel genau einen gemsin- 
Samen d-Raum, aber dieser ist für alle solchen d-Bündelpaare 
stets der Unterraum *H1, womit in ur alle diese (d-?)-Räume 

dem (d-1)-Büschel (d-1) angehören müßten. Da 

dies wegen d f n nicht der Fall sein kann, ergibt sich d-*f$' 

als (d-1)-Bündel, dessen (d-2)-dimensionaler Träger mit 

d-2Yy übereinstimmt. 
Umgekehrt kann für jeden Unterraum "-'Y'~~-~G' das Urbild 

eindeutig rekonstruiert werden. 
Auf Grund der Konstruktion der ASbilduog .M gilt d - 2 Y ~ d ' " X  

genau dann, wenn d-2 Yxcd''~?.r erfüllt ist. 
" 

Die Abbildung &-In :d-4Zt 
U 

a di6', welche durch d-i.lc :=  nId-'a 
definiert wird, ist ein Isomorphismus von d-T auf 

d-I -1 
d-'TT- ' 9 

da sowohl+'n als auch (d-I )-Büschel auf (d-I )-Büschel 
abbilden. 

Durch Wiederholung dieses Konstruktionsvorganges ge- 

langen wir schließlich zu einem Isomorphismus (einer 
Kollineation) von OTT auf Or/ ' , der nach 2.5 .I von genau 



einem Verbandsisomorphismus G :  uT + un' i n d u z i e r t  wird. 
Außerdem i s t  auf Grund d e r  f o r t g e s e t z t e n  Inklus ions-  bzw. 
Nicht inklus ionst reue 'ycdx zu O ~ ; i c d X y  äquiva len t .  Das e r -  
g i b t  d ~ $  = V ( e ' ~ % I O ~ c d ~ ) c d X q ,  f ü r  a l l e  d ~ ~ d < .  Da sowohl d ~ %  

a l s  auch dxip d-dimensionale Unterräume von Tf '  s ind ,  g i l t  
d ~ . i l  = XY f ü r  a l l e  4 ~ ~ 4 5  , bzw. Z = N.  L7 

2.5.7 Auf Grund d e r  b i s h e r  gezeigten Eigenschaften von 
Isomorphismen 1.Art ergeben s i c h  folgende Ergebnisse f ü r  

Isomorphismen 2 . A r t  : 

Ist q:dfl + dl&' e i n  Isomorphismus 2.Art von auf d'B 9 

so g i l t  d '  = n-d-I und d i e  p ro j ek t iven  Räume TT bzw. TT ' 
b e s i t z e n  d i e se lbe  Dimension n = n ' .  
Es e x i s t i e r t  genau e i n  Verbandsantiisomorphismus 
& : u r  + uT1, d e r  (9 i n d u z i e r t ,  a l s o  (p =*L l e i s t e t .  

2.5.8 Setzen w i r  s p e z i e l l  TT = T' ' , so kennen w i r  j e t z t  a l l e  
Automorphismen von dTT auf s i c h .  Insbesondere g e s t a t t e t  dTr 
Automorphismen 2.Art genau dann, wenn d = n-d-I, a l s o  

n-1 
d = ~  bzw. n = 2d+l g i l t  und i n  uTT Antiisomorphismen, 

a l s o  Dual i t ä ten  (vgl .[ l ,S.1601) e x i s t i e r e n .  Le tz t e re s  i s t  

bekannt l ich  genau dann d e r  F a l l ,  wennn und s e i n  Dualraum 
T* isomorph s ind .  

2.5.9 W i r  können nun e ine  e infache geometrische Kenn- 

zeichnung de r  Isomorphismen jener  d-Geometrien angeben, d i e  
keine pro jek t iven  Räune s ind :  

Eine B i  j ek t ion  :d& + "6' i s t  genau dann e i n  Isomorphismus 

von dlT auf ~ ' T T '  (1  L d , d l  L n-2), wenn je  zwei benachbarte 
bzw. n i ch t  benachbarte d-Räume auf benachbarte bzw. n i c h t  
benachbarte d ' -Räume a b b i l d e t ,  

Beweis: 
(1) Ist (g e i n  Isomorphismus, so e r f ü l l t  e r  d i e  g e s t e l l t e n  
Bedingungen (vg l  . 2.3.8 ) . 



(2) Ist umgekehrt <p eine Bijektion, die (nicht) benachbarte 
d-Räume in (nicht) benachbarte d' -Räume abbildet, so ist 

das Bild eines projektiven Höchstraumes stets wieder ein 

projektiver Höchstraum. Völlig analog zu 2.5.3 ergibt sich, 
daß 9 je zwei p.ro jektive Höchsträume gleicher bzw. ver- 
schiedener Art auf projektive Höchsträume gleicher bzw. ver- 

schiedener Art abbildet. 
Jedes d-Büschel dCd"' H] ist der Durchschnitt des 

d-Bündels dCd'lT] mit dem d-Feld d[dHH], sodaß die nicht- 

Ieere Bildmenge d[4-1T,d+iH] der Durchschnitt zweier projek-/ 
tiver Höchstsäume verschiedener Art ist, also ein d'-Büschel. 

Ebenso zeigt man, daß stets dt-Büschel auf d-Büschel ab- 
W 

bildet. L7 

2.5.10 Aus 2.5.9 erkennen wir, daß die Relation "benachbarttt 
ausreicht,um für I .' d 4 n-2 die d-Geometrie inr zu be- 

schreiben. 

Wir bezeichnen daher auch das Paar (dfL(lT),4) als d-Geo- 
metrie in TT und jeden Relationsisomorphismus '1 +d16' 
als Isomorphismus von (d6 ,&) auf (d'fL' ,") . 

Für d = 0 und d = n-1 ist die Nachbarrelation gleich der 

Allrelation; nur für n 6 1 kann mit Hilfe der trivialen 
Nachbarrelation die gleichfalls triviale Struktur der 

projektiven RäumeOT bzw. *-'T/' beschrieben werden. 

2.6 .I Definition: Ist aeine Menge und eine zweistellige 
Relation in fi, so nennen wir das Paar = (G,-) einen 
G R A S S M A N N - R a U m, wenn es in einem n-dimensionalen 
projektiven Raum T eine d-Geometrie (d7Ä (T) ,&) mit 1 L d n-2 

und einen Relationsisomorphismus von (C,-) auf (dfi (T ) ,-J) 

gibt. 

) Ein ~ e l a t i o n s i s o m o ~ h i s m u s  wird ge l egen t l i ch  auch e i n e  Ähnlichkeit genannt,  doch r o l l  

d i e s e  Bezeichnung n i ch t  verwendet werden. 



2.6.2 Ist r = (U,d)  ein Graß~ann-Raum und gibt es Iso- 

morphismen ql : f i  + ~*C(TT~ ) bzw. q 2 : ~  + d 2 f i ( ~  ) so ist die Ab- 2 .  
bildung ql% ein Isomorphismus von (dt?i (Tl )) auf ("fi (T2) ) . 
Wir können daher alle Begriffe, welche invariant gegenüber 

Isomorphismen sind, in den GraWmann-Raum übertragen, z.B. 

(kürzeste ) Nachbarf olgen, Entfernung , Verbindungsmenge I ) ,  

projektive Höchsträume; insbesondere können wir auch Büschel 

als jene Teilmengen von 6 definieren, die bei igl auf dl- 
Büschel abgebildet werden. 

Die Menge der projektiven Höchsträume von zerfällt in 
zwei Klassen, wovon eine willkürlich als Menge der projektiven 

Höchsträume 1.Art und die andere dann als Menge der projek - 
tiven Höchsträume 2.Art bezeichnet wird. 

Die Dimensionen dl und d2 müssen nicht Übereinstimmen 

und stellen daher keine Invariante dar, wohl aber die 

Dimension n der projektiven Räume Tl und T2. Die nicht 
geordneten Zahlenpaare (n-dl , dl+l ) = (n-d2, d2+1 ) geben 

nach 2.4.5 die Dimensionen der projektiven Höchsträume 

von T an. Wir setzen daher fest: 

2.6.3 Ist r = (G,--') ein Graßmann-Raum, der isomorph zur 

d-Geometrie eines n-dimensionalen projektiven Raumes 

ist, so nennen wir das nicht geordnete Zahlenpaar 

(n-d,d+l) das D i m e  n s i o n s p  a a r  des 

Grabmann-Raumes r. 
Die l-Geometrie (~inien~eometrie) in einem dreidimensionalen 

projektiven Raum ist z.B. ein Graßmann-Raum mit dem 

Dimensionspaar (2,2). 

mertragen wir sinngemäß die in Begriffe Automorphismus 

1. bzw. 2.A.rt in den Grabann-Saum r, so kann es Auto- 
morphismen 2.Art nur dann geben, wenn das Dimensionspaar von 

F zwei gleiche Komponenten besitzt. 

) Wir schreiben rn,~m;, für die Verbindungsmenge von a,,?cd. 



2.6.4 Nach 2.6.2 können w i r  i n  e inen Graßmann-Raum r , 
de r  zu ( d f , k ( ~ ) , ~ )  isomorph i s t ,  den Begr i f f  Büschel Über- 
t ragen.  Bezeichnen w i r  m i t  b d i e  Menge. a l l e r  Büschel von r, 
s o  i s t  ( G , ~ , E )  e i n e  Inz idenzs t ruk tu r ,  d i e  zu (4ZL(~),d&(T),e) 
isomorph i s t .  W i r  bezeichnen g e l e g e n t l i c h  auch d i e s e  Inzidenz- 
s t r u k t u r  a l s  Graßmann-Raum. 

2.7 Teilräume 

2.7.1 Es s e i  = ( P , ~ )  e i n  n-dimensionaler p r o j e k t i v e r  

Raum und dF d i e  d-Geometrie i n  T. 

Ist e i n  Graßsann-Raum, so  b e s i t z t  d e r  nach 2.6.3 
das  Dimensionspaar (n -d ,d+l ) .  Es is t  zweckmäßig, d i e s e s  
n i c h t  geordnete Zahlenpaar (n-d ,d+l)  auch f ü r  d = 0 und 

d = n-I a l s  Dimensionspaar von OK bzw. n-lT anzusprechen; 
genau dann, wenn dTT e i n  n-dimensionaler p r o j e k t i v e r  Raum 
i s t ,  b e s i t z t  e r  das  Dimensionspaar ( 1 , n ) .  W i r  ordnen 

daher jedem k-dimensionalen p ro j ek t iven  Raum das  Dimensions- 
paa r  ( l , k )  zu. 

2.7.2 Ist = d[PT,SH] e i n e  n i c h t l e e r e  d-Klammer, s o  is t  

d i e  Inz idenzs t ruk tu r  A ( d Q )  e i n  p r o j e k t i v e r  Raum oder 
e i n  Graßmann-Raum und b e s i t z t  das  Dimensionspaar 
(d-r , s -d) ,  f a l l s  r , s  # d g i l t .  

Beweis : 

( I )  G i l t  r = d oder s = d ,  s o i s t  d i e  d-Klammer e inelement ig  
und Il(d& ) = T(*&) i s t  e i n  e inpunkt iger  p r o j e k t i v e r  Raum. 

( 2 )  Für r , s  # d wählen w i r  e inen zu r T  i n  F(sH) komplementären 
Unterraum s-r-4H aus und b i l d e n  d[rT,SH] nach 2.1.4 Per- 1 
spek t iv  auf ( (s-r-I )+d-s) [S-r-lH1 1 = ( I  ) [ s r l H 1  1 ab. 

Daher i s t  A('Q) isomorph z u  A(dl [ " I  H1 ] ) m i t  dl : = d-r-I und 

nl := s-r-I. Fassen w i r  den Unterraum "?H,, a l s  p ro j ek t iven  



Raum iT(nlH1) auf, so ist A(dlCnq H1l) die dl-Geometrie in 
diesem nl-dimensionalen projektiven Raum und besitzt daher 

das Dimensionspaar (nl-dl , dl+l ) = ( S-d, d+r 1. 
Genau für dl = 0 oder dl = n-1 ist A(dlCn' HA]) ein 

projektiver Ram, sonst ein Graßmann-Raum. Gleiches gilt 

daher f Ür A (d& ) . 
Ist 5 (d& ) ein Graßmann-Raum, so schreiben wir statt 

a ( d ~ )  auch T(*Q).(Vgl. auch 2.2.8.) 

Auf Grund des letzten Satzes nennen wir die d-Klammern 

auch Teilräume der d-Geometrie; Ist d& ein leere-ä-Klammer, 

so ist nach 2.2.8 .ein leerer projektiver Raum. 
Je nach der Struktur von A(dQ,) sprechen wir von einem 

projektiven oder einem graßmannschen Teilraum; für # d c  

nennen wir auch einen echten Teilraum. 

Der Begriff Teilraum kann auf beliebige Graßmann-Räume 

übertragen werden. 

2.7.3 Wir ermitteln eine induktive Ordnung der Dimensions- 

paare projektiver und graßmannscher Räume, welche es uns 
gestattet, Sätze der d-Geometrie durch vollständige Induktion 

zu beweisen. 
Das gewünschte Verfahren läßt sich an Hand der nachfolgenden 

Tabelle verfolgen: 



Aus dieser Tabelle kann das Dimensionspaar der d-Geometrie 

in einem n-dimensionalen projektiven Raum (n - 2) ab- 
gelesen werden. Da die d-Geometrie und die (n-d-1 )-~eometrie 

in TT dasselhe Dimensionspaar besitzen, ist jede Spalte 

symmetrisch und wir erhalten jedes mögliche Dimensionspaar 
sicherlich genau einmal, wenn wir uns auf Dimensionen d mit 

n-1  da^ beschränken. (Nicht schraffierter Bereich der 
Tabelle). 

Wir definieren nun folgende unendliche Folge uil i=l , . . . ,-I 
n-1 von Dimensionspaaren zu d-Geometrien mit d 1 -* 2 

u1 := ( 2 ;  gilt um = (n-d,d+l) und i-st d >  2 n-l, so sei 
n-I 

um+l := (n-d+l,d+l). Für d = 2, also n-d = d+l sei 

Anschaulich formuliert durchlaufen wir den nicht schraf- 

fierten Teil des Schemas zeilenweise von links oben nach 

rechts unten. 

Ein Induktionsbeweis geschieht nun folgendermaßen: 
(1) Die Aussage wird für endlichdimensionale projektive 

Räume mit dimr 2 bewiesen. Damit gilt die Aussage 
insbesondere für alle projektiven Räume mit dem Dimensions- . . .  
paar ul = (1,2). 

(2) Wir nehmen an, daß die Aussage bereits für alle jene 

d-Geometrien bewiesen wurde, welche projektive oder graß- 

mannsche Räume mit einem Dimensionspaar uk, 1 4 k G m-1 

sind. 
Ist um das Dimensionspaar einer d-Geometrie, die ein 

projektiver Raum ist, so gilt die Aussage bereits nach (1). 
Falls um das Dimensionspaar einer d-Geometrie ist, 

welche ein graßmannscher Raum ist, so müssen wir für 

um = (n-d,d+l) zwei Fälle unterscheiden: 

Für d < 2 n-l gilt die Aussage schon für die ~imensions- 

paare (U-d-I , d+l ) und (n-d, d), --(n-d,d) 

da diese links bzw. oberhalb 

von um in der Tabelle auf- 



scheinen. Das s ind  jedoch nach 2.7.3 d i e  Dirnensionspaare 

de r  d-Hyperbündel bzw. d e r  d-Hyperfelder. 
n-I F ü r d - 7  b e s i t z e n  d i e  d-Hyperbündel und d i e  d-Hyper- 

f e l d e r  das  Dimensionspaar um - = (n-d-I , d+l  ) . 
W i r  können daher a l s  Induktionsannahme s t e t s  verwenden, 

daß d i e  Aussage b e r e i t s  f ü r  a l l e  d-Hyperbündel und a l l e  
d-Hyperfelder Gü l t igke i t  h a t .  Insbesondere g i l t  d i e  
Aussage dann auch f ü r  a l l e  echten Teilräume, da  jeder  
echte  Teilraum i n  einem d-Hyperfeld oder i n  einem d-Hyper- 

bündel en tha l t en  i s t ,  1) 

2.8 P r o j e k t i v i t ä t e n  

2.8.1 Es s e i  diT d i e  d-Geometrie i n  einem n-dimensionalen 

p ro j ek t iven  Raum T m i t  1 4 d 4 n-2. 

W i r  haben i n  2.1.4 Pe r spek t iv i t ä t en  zwischen Klammern 

d e f i n i e r t .  Jede P e r s p e k t i v i t ä t  e ines  d-Büschels auf e i n  
d-Büschel i m  Sinne d i e s e r  Def in i t ion  i s t  jedoch d i e  I d e n t i t ä t .  

W i r  veral lgemeinern den Begr i f f  de r  P e r s p e k t i v i t ä t  von 
d-Büscheln : 

2.8.2 Def in i t ion :  Sind dbl und db2 zwei d-Büschel, s o  h e i ß t  
e ine  Abbildung $:*bl + *b2 e ine  P e r s p e k t i V i t ä t ,  

wenn 4bl und 4b2 demselben pro jek t iven  Höchstraum d'$. an- 
gehören und aufgefaßt  a l s  Punktreihen des pro jek t iven  

Baumes ?T(d'$) perspekt iv  s ind.  
Jedes Produkt von endl ich  v i e l e n  P e r s p e k t i v i t a t e n  h e i ß t  

e ine  P r o j e k t i v i t ä t .  

2.8.3 Sind 4b,, = dC4-* Tl,d+'H1] und *b2 = dCd"~2,d*1~21 zwei 

d-Büschel, so e x i s t i e r t  mindestens e ine  P r o j e k t i v i t ä t  
d i e  db l  auf db2 abb i lde t .  

Beweis: Gehören beide d-Büschel demselben pro jek t iven  

1) Dualisieren w i r  das angegebene Induktionsverfahren, so er- 
halten w i r  e in  Folge, fü r  die s t e t s  d ' % g i l t .  Die 
Induktionsvoraussetzung, also die Gültigkeit der Aussage für  
a l l e  echten Teilräume,bleibt gleich. Auf die Bedingung 
d 9 kann daher gelegentlich verzichtet  werden. 



Höchstraum an, so is t  das aus der projekt iven Geometrie 

bekannt. 

Sind d i e  Hüllen d+4H1 und *+I H2 verschieden und benachbart, 

so wählen w i r  einen Unterraum "TI2cd-'H n4"H sodaß w i r  1 2' 
das d-Büschel dCd-l Tl ,dtl H1 1 
p ro jek t iv  auf das d-Büschel 
d[4-+ T12,*+lH1 ] abbilden können. 
Analog kann d Cd-' T2 ,d+l H21 auf 
das d-Büschel dCd-I TI2,'*? H2] d-17i2 

pro jek t iv  abgebildet werden. 
D a  d i e  d-Büschel d Cd-' Tl ,d+fH1 1 
und d[d-lT12,d+fH2] beide dem 

A 
d-Bündel d["lTl2I angehören, e x i s t i e r t  e ine P r o j e k t i v i t ä t  

d iese r  Seiden d-Büschel, was insgesamt eine P r o j e k t i v i t ä t  
von "bl auf db2  l i e f e r t .  

Sind H,, und d t 1 ~ 2  n ich t  benachbart, so g i b t  e s  eine 

Nachbarfolge von (d+l  )-Räumen von "'I H1 nach H ~ ,  welche 

d ie  Konstruktion e ine r  P r o j e k t i v i t ä t  von dbl  auf db2 durch 
wiederholte Anwendung der  vorher gezeigten Methode ermöglicht. 

L7 



3 LINEARE ABBILDUNGEN AUS GRAsSMANN-@UNIEN 

3 .I Def in i t i on  l i n e a r e r  Abbildungen 

3.1 .I I n  weitgehender %ereinstimmung zu Abschnitt  1 werden 

l i n e a r e  Abbildungen aus einem Graßmann-Raum i n  e inen 

pro jek t iven  Raum e r k l ä r t  : 

Def in i t ion :  Is t  r = (a,d) e i n  Graßmann-Raum und 

T' = ( P f , * ' )  e i n  p r o j e k t i v e r  Raum, dann h e i ß t  e ine  Abbildung 

?:UM $2' 1 i n e a r ,  wenn s i e  folgende Bedingungen 
e r f ü l l t  : 
(LI )  ( I X ) V { Y J ) ~  = i X j ~ v { Y j ~  f ü r  a l l e  X # Y m i t  X Y 

und X , Y E ~ .  

(L2) Ist  { X ~ X  = {Y)X fiir zwei verschiedene benachbarte 
Elemente X,YE&, so e x i s t i e r t  s t e t s  e i n  Element 
~ e l x l v  (Y? m i t  {AZX = 0. 

3.1.2 W i r  werden l i n e a r e  Abbildungen aus Graßmann-Räumen 
i m  folgenden i m  Modell d e r  d-Geometrie dTT = (dfL,d) e ines  

n-dimensionalen pro jek t iven  Raumes = ( $ ~ , G J )  untersuchen;  

dann g i l t  bekannt l ich  1 d n-2, a l s o  n 3 .  Gelegent- 

l i c h  verwenden w i r  auch das  i n  2.7.3 entwickel te  indukt ive  
Beweisverfahren; dabei  wird s t i l l schweigend  mitbewiesen, 
daß d i e  be t re f fende  Aussage sinngemäß auch f ü r  k-dimensionale 

p r o j e k t i v e  Räuge ( 2  L: k 0 0 )  g i l t .  

Den folgenden tfberlegungen legen w i r  e ine  l i n e a r e  Ab- 
bi ldung X :  d & ( ~ )  * $' zugrunde, wobei 9' d i e  Punktmenge 

e ines  ( n i c h t  notwendig endlichdimensionalen) p ro j ek t iven  

Raumes T' = ( ~ p ' , ~ ' )  i s t .  

3 . I  -3  PÜr jeden Teilraum ddlcdc i s t  d i e  Einschränkung xld& 
e b e n f a l l s  e ine  l i n e a r e  Abbildung und zwar entweder i m  

Sinne von 1 . I .  2 oder i r n  Sinne von 3.1.1, j e  nachdem A (da ) 
e i n  p r o j e k t i v e r  oder graßmannscher Teilraum i s t .  Das f o l g t  
wie i n  1 -1 .3  aus d e r  Tatsache, daß jeder  Teilraum m i t  j e  



zwei verschiedenen benachbarten d-Räumen 4X, 9 auch das 
d-Büschel 'X" enthält. 

Da jedes d-Büschel ein projektiver Teilraum ist, können 
die in 1 .I .3 gezeigten Eigenschaften der Bildmenge einer 
Geraden (Punktreihe) sofort auf d-Büschel bzw. deren Bild- 

menge bei einer linearen Abbildung Übertragen werden. 

J .I .4 Ist Trr = (Pff ,%") ein weiterer projektiver Raum und 
\Y:+' M ~ I '  eine lineare Abbildung, so folgt analog zu 1.1.6, 

daß die zusammengesetzte Abbildung X y:dfi W ebenfalls 
linear ist. Dabei gilt für die Ausnahmemengen A(x) bzw. A(x+J) 

der linearen Abbildungen X bzw. XY die triviale Beziehung 

A(X)C A(ny.4. 

* 
3.1 .5 Sind d%l,l und d1Y12 Teilmengen von , so gilt 
(d~l~d~2)~cd~X~4?V12X. Der Beweis ist wie in 1 .I .9 zu 
führen, bloß sind alle Gleichheitszeichen durch die Inklusion 

( c ) zu ersetzen, was wegen (\' ~ , , j $  pX23 )X 
U c I d ~ l ; i ~ ~  idx2Ix 

für alle d ~ l  ,dx2eda zulässig ist. 

3.1.6 Die Bildmenge der linearen Abbildung X auß nicht 
notwendig ein Unterraum von T '  se iAi .  Wir setzen daher fest 

(vg1.1.1.8): 

Definition: Die Dimension der Verbindungshülle der 

Bildmenge Im(%) einer linearen Abbildung (aus einem 

Graßmann-Raum) heißt der R a n g der linearen Ab- 

bildung . 
Wir bezeichnen den Rang von X analog zu 1.1.8 mit rgx, 

sodaß gilt rgX = dimTCIm(XI1. Eine wichtige Eigenschaft des 

Ranges einer linearen Abbildung X ist die Unglaichung 
rgX < -, die es gestattet den Zielraum T '  ohne Beschränkung 
der Allgemeinheit als endlichdimensional verauszusetzen. 

Es gilt genauer: 



3.1.7 Ist  X : d f i ~  $ I  e ine  l i n e a r e  Abbildung und (n-d,d+l)  =: 

e ) das  Dimensionspaar von ( d f k , ~ ) ,  so g i l t  = :  ( e l ,  2 
(e,+e2) ! 

rgX " el !e2! -' 1 

Beweis : 

(1 ) Es s e i  OP e i n  Punkt und n"4B e ine  Hy-perebene von u r  m i t  

"PgfW1~. Dann zer legen w i r  d& i n  d r e i  d i s junk te  Klassen: 

$2 :=  dCn-+B] und 

3 3  : = d 5 \ ( d a l ~ * a 2 ) .  
Weiters  d e f i n i e r e n  w i r  zwei 

Abbildungen el: .dq und 1 
&2:dU W d'$2 durch folgende Fest -  
setzungen: '/ 
4X » *Xe1 := ( ~ x ~ " - ' B ) v ' P  f ü r  a l l e  

'X E dU\da2 ; 
d~ U d X ~ 2  := (dxvop)nn- l~  f ü r  a l l e  d ~ ~ d f i \ d h .  Die Abbildungen 

e und b e s i t z e n  d i e  Ausnahmemengen A(E?) = da2 bzw . A ( & ~ )  = 1 
= dal  und s ind  wegen eil"$,i = idrai ( i = 1 , 2 )  s u r j e k t i v .  

Die d r e i  d-Räume d ~ ,  d ~ ~ l ,  4 ~ ~ 2  gehören f ü r  a l l e  d ~ ~ d 3 3  
dem d-Büschel d ~ ~ l  d ~ ~ 2  an, sodaß d 3 3 ~  dql $4$2 bzw. 

= d % l ~ d 3 2 ~ d 3 3  = d31Sd;52 f o l g t .  

Dann g i l t  Im(r)= = ( d q l \ j ' $ 2 ) ~ c  r $ l ~ v d $ 2  nach 3 - 1 - 5  

Die Bildmenge I m ( ~ ) i s t  a l s o  i n  d e r  Verbindungsrnenge 

Irn(~1 d'jl )vIrn(~I  4;12) en tha l t en .  I) 

( 2 )  Zum Beweis d e r  Ungleichung verwenden w i r  vo l l s t änd ige  

Induktion gemäß 2.7.3. 
Für.jjeden endlichdimensionalen pro jek t iven  Raum m i t  dem 

Dimensionspaar (n ,  1 ) g i l t  

- I = n und nach 1.1.8 i s t  rgX n. 

Da dll und d%2 echte T e i l r l i u ~ e  s ind ,  l a u t e t  d i e  Induktions- 

voraussetzung daher 

) Als Sonderfall erhalten wir die bekannte llrekursive Erzeugungt1 von Graßmann-~arietäten 

(vgl. [5,%.296]), die in Abschnitt 4 besprochen wird. 



denn A(4al ) bzw. 4(*3-2) b e i i t z t  das Dimensionspaar (el , e2-I ) 
bzw. (e l - l ,e2)  (vg l .  2.7.2).  

Die beiden Unterräume Ld%,x] und [432~] spannen daher nach 
dem Dimensionssatz einen höchstens kl-dimensionalen Unter- 

raum von T' auf ,  m i t  

el  !e2! e,, ie21 
(el+e2)!  

Wegen Imcx)c& 6 4$2 c C4jl;l  ] V  [ d a 2 ~ 1  g i l t  a l s o  rgX 4 -i. 
1 el !e2. 

Die l e t z t e  Ungleichung können w i r  wegen 

(e1>e2)! - (n+I  ) ! - 
I el!e2. (n-d) ! ( d + l ) !  = (:I:) 

auch i n  d e r  Form r ( -  I schreiben.  

W i r  werden i n  Abschnitt  4 zeigen, daß l i n e a r e  Abbildungen 
(eq+e2)!  

m i t  r g x  = - 1 u n t e r  gewissen Zusatzvoraussetzungen 
1 e,, ! e2. 

e x i s t i e r t e n .  Zunächst se tzen  w i r  ohne Rücksicht auf d i e  Existenz 

f e s t :  

3 .I .8 Ist  r = (&,U) e i n  Graßmann-Raum m i t  dem Dimensions- 

paa r  ( e l ,  e2) ,  T' = ($', UJ' ) e i n  p r o j e k t i v e r  Raum und 
'pl e ine  l i n e a r e  Abbildung m i t  
( e  +e ) I  

r g x  = ' - 1, so h e i ß t  X e ine  r e g u 1 ä r e 
I el!e2. 

l i n e a r e  A b b i l d u n g .  



3.2 Projekt ionen 

3.2.1 Wir wollen Beisp ie le  f ü r  l i n e a r e  Abbildungen aus 
Cdfl(r) ,-') kons t ru ie ren :  

Es s e i  d["IT] e i n  d-Bündel und n-"R e i n  zu d-4 T komple- 
mentärer Unterraum i n  TT . Dann h a t  j eder  d- Raum m i t  n-dR 

einen mindestens nulldimensionalen Durchschnit t ,  w a s  d i e  
Def in i t i on  folgender  Abbildung 
n:d& H dLd-'~] ermöglicht:  
Gehört ( d ~ n n - d ~ ) v d - l ~  dem 

d-Bündel d[d'4Tl an so g i l t  
d~ I+ 4 X ~  := ( d ~ n n d ~ ) ~ d - 4 ~ ;  an- 

sonsten i s t  d X  n i c h t  d e f i n i e r t .  
Da jeder  d-Raum von dCd-' T] e i n  

,q\ 
/ \ 

dXn  dX 
Fixelement von n is t ,  g i l t  d i e  
S u r j e k t i v i t ä t  d e r  Abbildung n .  W i r  nennen -K e ine  P ro jek t ion  

auf das  d-Bündel dCa-*\T] ( v g l  . [ I  21 ) . 
Dual können Projekt ionen auf d-Felder e r k l ä r t  werden. 

3.2.2 Eine Pro jek t ion  T :  df.l W dCd-dT] auf e i n  d-Bündel i s t  

e ine  l i n e a r e  Abbildung von ($l(~) ,-) auf T (d [* - l~ ]  ) . 
Beweis: Da jedes d-Büschel von dfi Teilmenge e i n e s  d-Bündels 
i s t ,  .g@nügt e s  zu zeigen, daß d i e  Einschränkung von n auf 

jedes d-Bündel e ine  l i n e a r e  Abbildung ist .  

Ist d[*-IT,,] e i n  d-Bündel, dessen Träger zu n - d ~  windschief 

l i e g t ,  so  i s t  nach 2.1.4 das  d-Bündel d[d'lT1l 2e r spek t iv  
zur 0-Klammer OCndR], welche i h r e r s e i t s  zum d-Bündel dCd-'T] 
perspekt iv  i s t .  Dieses Produkt von P e r s p e k t i v i t ä t e n  stimmt 
m i t  n 1 dCdil T,, I überein ,  sodaß d i e se  Einschränkung dann 
T(dCd-'T1 1 ) isomorph auf T(dCd-lT]) a b b i l d e t  (vg1.2.2.9). 

Für e i n  d-Bündel dCd-" Tl 1 ,  dessen Träger den Unterraum 

n d ~  i n  genau einem Punkt *Q trifft, i s t  d e r  Teilraum 
~ [ ~ - ~ T ~ , ~ - ' T ~ ~ " ~ R ] ,  a l s o  e ine  Hyperebene des  pro jek t iven  Raumes 

T(dCd-l Tl]  ), d i e  Ausnalmeicenge von X) d [ " - ' ~ ~ ] ,  da jeder  d-Raum 



dieses Teilraumes mit "-dR einen mindestens zweidimensionalen 

Durchschnitt besitzt. 
Jedes Nichtausnahmeelement des d-Bündels besitzt OQvd-'T 

als Bild und xl dCd-' Tl] ist eine lineare Abbildung vom Rang 
Null. 

Besitzt der Träger eines d-Bündels dCd-1 Tl 1 mit " - d ~  einen 

mindestens zweidimensionalen Durchschnitt, so ist nld[d-lT1l 

eine leere Abbildung, also linear. f l  
Wir erhalten gemäß 3.1.4 weitere Beispiele linearer Ab- 

bildungen aus d ¿ L ( ~ ) ,  wenn wir die Projektion s mit einer 

linearen Abbildung aus T(d[d-4 T] ) in einen projektiven Raum T'' 
zusammensetzen. 

3.3 Lineare Abbildungen mit höchstens einem Bildpunkt 

Wir diskutieren lineare Abbildungen x:~U(TT) P' 
mit -1 6 rgX L 0 ;  die Existenz solcher linearer Abbildungen 

ist mit 3.2.2 gesichert. 

Ist eine leere lineare Abbildung, so ist die Einschrän- 
kung von X auf jeden Teilrawn von (d5 , W )  ebenfalls eine 

leere Abbildung. Ist OP ein Punkt und "'B eine zu *P 

windschiefe.Hyperebene, so ist jede lineare Abbildung 
>-, $', für die die beiden Einschränkungen 1 1  dCOP] und 

1x1 dCn-'B] leere Abbildungen sind, nach 3.1.7, Beweisschritt (1 ) 
eine leere Abbildung, da Im(x) C (d[oP1~)v(dCn-lB1~) = @ V @  = 

gilt. 

3.3.2 Eine lineare Abbildung x:d5 n p' besitzt genau dann den 
Rang 0 , wenn Im(x) nicht leer und jede Einschränkung von 
X auf einen projektiven Höchstraum vom Rang 0 oder vom Rang 

-1 ist. 

Beweis : 
(1) Es sei rgX = 0 .  Dann ist die Einschränkung von X auf 



einen pro jek t iven  Höchstraum nach 3.1.3 e ine  l i n e a r e  Ab- 
bi ldung,  deren Bildmenge ekn Unterraum von Im(x ), a l s o  

e inpunkt ig  oder l e e r  i s t .  

( 2 )  Es s e i  X keine l e e r e  l i n e a r e  Abbildung und jede Einschrän- 
kung auf e inen pro jek t iven  Höchstraum vom Rang 0 oder vom 
Rang -1. D a  Im(l() n i ch t  l e e r  i s t ,  g i b t  e s  einen d-Raum dXo 
m i t  d ~ o ~  = &'G@'. 

I s t  d ~ l  e i n  d-Raum m i t  d i ~ t ( ~ x ~ , ~ x ~ )  = 1 und i s t  dX1 X 
d e f i n i e r t ,  so g i l t  d x l x  = Q ' ,  da das d-Büschel d ~ 0 4 ~ l  Te i l -  

menge e i n e s  pro jek t iven  Höchstraumes i s t ,  welcher nach Vor- 
aussetzung f Q ' f  als Bild b e s i t z t .  

Gibt e s  f e r n e r  einen d-Raum dXm m i t  d i ~ t ( ~ X ~ ,  dXm) = m > 1, 

de r  k e i n  Ausnahmeelement von X i s t ,  so kons t ru ie ren  w i r  e ine  
Nachbarfolge von q0 nach 4xm, deren sämtliche Elemente de r  
Definitionsmenge D(x) angehören: 
Durch dXon"Xm legen w i r  j e  e inen (d-I )-Raum d - '~Oc X. und 

d-'TmcdXm. Nach 1.3.6 e x i s t i e r t  e i n  zu 4-I So und "'T, komple- 
mentärer Unterraum +4U, sodaß e s  
Pe r spek t iv i t ä t en  (vg l .  2.1.4) 
50:d[d1T0] + O[n-dU] bzw. 

3m :d[d-<Tm] + O[n-du] g i b t .  Die 

Abbildung X i n d u z i e r t  dann i m  
p ro j ek t iven  Raum TT(O[n-dUI) d i e  
l i nea ren  Abbildungen 

welche be ide  vom Rang 0 s ind ,  a l s o  j e  e ine  Hy-perebene von 
lT(OCndUI ) als Ausnahmemenge bes i t zen .  Da e s  nach I .3.6 einen 
Punkt O Q C ~ * ~ U  g i b t ,  d e r  zu beiden Hy-perebenen komplementär 
l i e g t ,  s ind  d i e  d-Räume &xOl : = T v O Q  und d ~ m ,  := d-4Tmv0Q 

i m  Def in i t ionsbere ich  von X en tha l t en  und haben wegen 

(d" TOvOQ)n (d-* Tm" 'Q) = ("-I T 0 nd-l T m )V"& = ( d ~ O n d ~ m ) ~ O ~  nach 
2.3.6 d i e  Entfernung D-I . 

Durch Anwendung d i e s e s  Verfahrens auf d ~ a l  und d ~ m l  e r -  

ha l t en  w i r  zwei d-Räume d ~ 0 2  bzw. d ~ m 2  d e r  Entfernung D-2 

U.S.W. 

Insgesamt können w i r  auf d i e s e  A r t  e ine  Nachbarfolge 



IdXo 9 'Xol 9 4Xo(m-ly kXm(m-l ) 3 . . . , dXml, d ~ m 3  konstruieren, 
die in der Definitionsmenge von5 enthalten ist. Daher 

gilt Q' = d XOx = . . . = d X m ~ ,  da nach Voraussetzung jedes 

d-Büschel nur eine höchstens einelementige Bildmenge besitzt. 

L7 

3.4 Lineare Abbildungen aus der I-Geometrie eines drei- 

dimensionalen projektiven Raumes 

3.4.1 'Jlrir setzen in 3.4 speziell dimlf = n = 3 voraus, sodaß 
dT nur für d = 1 ein Graßmann-Raum ist- Die I-Geometrie 

eines dreidimensionalen projektiven Raumes heißt be- 

kanntlich auch Liniengeometrie. 

Für den weiteren Ausbau der Theorie sind die möglichen 

Ausnahmemengen A(x) linearer Abbildungen %:'U von be- 

sonderem Interesse. Bis jetzt wissen wir nur, daß der Durch- 

schnitt von A ( x )  mit jedem projektiven Höchstraum ein Teil- 
raum dieses Höchstraumes sein muß (vgl. 3 .I .3 und I .I .3). 

3.4.2 Ist n $' eine lineare Abbildung mit rgz = 0, so 

ist die Ausnahmemenge A(7) ein Gebüsch') oder ein Gewinde 2). 

Beweis: Nach 3.3.2 besitzt jeder projektive Höchstraum 

entweder genau ein Büschel von Ausnahmegeraden, oder nur 

Ausnahmegeraden. Wir unterscheiden drei Falle: 

(1 ) Die Menge A(x ) enthält mindestens zwei Geradenbündel. 

'T1 und 'T seien die Träger zweier solcher Geradenbündel. 2 
Dann existiert in jeder mene (2-Raum) durch 'T1v 'T2 ein 

Dreiseit von Ausnahmegeraden, so- 

daß jede Treffgerade von 'T1v0T2, 
Ob 

also jede Gerade des Gebüsches mit 

der Achse "T1v 'T2 der Ausnahmemenge 

A ( x )  angehört. Weitere Ausnahme - 
geraden gibt es nicht, wie wir in- 

direkt zeigen: 

) V g l .  2.2.7, Fußnote. 
2) .  V g l .  CI,S.18~1. 



Angenommen 'A s e i  e ine  zu "T1v0T2 windschiefe Ausnahmegerade 

d e r  Abbildung$. W i r  legen durch 
d i e  Gerade ' A  e ine  Ekene 2B S O ,  

daß d e r  Punkt OS := Z ~ n ( 0 T l v 0 T 2 )  

von 'T1 und 'T2 verschieden i s t .  
I m  Geradenfeld 1 CZB] g i b t  e s  dann 
neben d e r  Ausnahmegeraden I A  noch 
das Geradenbüschel I [" S, B] von 

Ausnahmegeraden, sodaß 1 ['B] e ine  
Teilmenge von A(x) i s t .  M i t  3.3.1 f o l g t ,  daßx  e i n e  l e e r e  

Abbildung i s t ,  sodaß e i n  Widerspruch v o r l i e g t .  

(2 )  Die Menge A(K) e n t h ä l t  genau e i n  Geradenbündel 1 LOT1 ] . 
W i r  zeigen i n d i r e k t ,  daB d i e s e r  F a l l  n i c h t  möglich i s t :  

I n  jedem von l C O  T,,] verschiedenen Geradenbündel muß e s  wegen 
rgX = 0 genau e i n  Geradenbüschel geben, das i n  A(x) l i e g t .  

I s t  OT, # O T „  so e n t h ä l t  das  Ausnahmegeradenbiischel 
L 

1 C o  T2, 2H2] d e r  ~e radenbünde l s  1 ["T2] d i e  Gerade OT1v 'T2, 

sodal3 das  Geradenfeld lCIHJ e ine  
Teilmenge von A(x) i s t ,  da d i e  
Geradenbüschel 1 C o  T,, ,LH2] und 
l [0T2 ,2H21  nur Ausnahneelemente 

bes i t zen .  
Wählen w i r  f e r n e r  einen Punkt 

0T3$2H2 und i s t  das Geradenbüschel 
1 [ O  TJ , 2 H  1 d i e  Ausnahaemenge von 

3 
~ l l [ ' T  1 ,  so f o l g t  wie vorhin  l C Z H j ] c  A(x). 3 

Dual zu ( 1 )  f o l g t  aus d e r  Existenz zweier verschiedener  

Geradenfelder,  d i e  Teilmengen von A(x) s ind ,  daß das  Gebüsch 
m i t  d e r  Achse =H2n2H,, d i e  Ausnahmemenge von X i s t .  Dann 

g i b t  e s  jedoch mindegtens d r e i  Geradenbündel i n  A(x ) , was 
de r  i nd i r ek ten  Annahme widerspr ich t .  

( 3 )  Die Menge A ( X )  e n t h ä l t  keine  Geradenbündel. 

Jedes Geradenbündel e n t h ä l t  daher genau e i n  Geradenbüschel 



von Ausnahmegeraden und wir können eine globale Abbildung 
J r:'U + 2a durch folgende Festsetzung definieren: 

O X  k O X i r  mit OXVL ist die Hülle des Ausnahmegeradenbüschels 

im Geradenbündel I C0X] für alle O X E " ~ .  

Sind O X  und 'Y zwei verschiedene Punkte mit O X c O Y r ,  so 

ist OXvOY Ausnahmegerade sowohl des Geradenbündels um *Y, 
als auch des Geradenbündels um OX, also OYcOXfl. Da stets 

OXcOX.s gilt, ist die Abbildung \r eine Nullpolarität (vgl. 

[I, S.163,166] ) , wenn wir 21T mit dem zu " T i  dualen projektiven 
Raum identifizieren. Die Ausnahmemenge A(x) stimmt mit dem 
durch \T "erzeugten Gewinde von Nullgeraden überein. - /7 

Nullpolaritäten existieren jedoch nur in endlichdimen- 

sionalen Pappos-Räumen ungerader Dimension (vgl . [ 2 ,  S .461) , 
sodaß (3) in nichtpapposschen Desarguesräumen nicht auftreten 
kann. 

3.4.3 Ist X :'& » P' eine lineare Abbildung mit rgX = 1, so 

ist die Ausnahmemenge Ac%) entweder die Vereinigungsmenge 
eines Geradenbündels und eines Geradenfeldes mit nicht- 

leerem Durchschnitt, oder A(z) ist ein Netz '). 

Beweis: Die Abbildung X besitzt wegen rgX = 1 mindestens 
zwei verschiedene Bildpunkte und mit 3.3.2 folgt, daß die 
Einschränkung von X auf mindestens einen projektiven Höchst- 
raum vom Rang 1 ist, sodaß dieser projektive Höchstraum ein 

Geradenbüschel Ib ohne Ausnahmegeraden enthält. Dann ist 
mit (LI) notwendig = Im(y), und %l1b ist nach 1.1.3 und 

3 .I .3 eine lineare Injektion. 

Die Gerade 1m(l()cpt besitzt mindestens drei paarweise 

verschiedene Punkte Q!, ,Q;,Qj* Es sei X!, :1m(~) rt I&;? die 

Projektion aus auf fQ51. Durch zyklisches Vertauschen 

der Indizes 1,2,3 werden analog die Abbildungen rr; und ri' 3 
definiert. Nach 3.1.4 ist die zusammengesetzte Abbildung 

X ( I  2 3) ebenfalls linear und es gilt A(x)cA(xTI;). 
Die drei Ausnahmemengen der -4bbildungen Xrri sind paarweise 

' Vgl. Cl,S.1851 und [2,S.183]. 



verschieden,  da d i e  Geraden Q i ( ~ l  b)-I ( I  2 jewei ls  

nur d e r  Ausnahmemenge A ( ~ x 4 )  angehören. Wegen. rgxx; = 0 

i s t  d i e  Menge "i := A(xx.!) entweder e i n  Gewinde oder e i n  
Gebüsch. 

Dann g i l t  nach 1.3.4 s i c h e r l i c h  ~ ( ~ ) c * ( ) l ~ n ' o ~ .  Es s ind  
- 

v i e r  F ä l l e  zu unterscheiden:  

(1 )  Sind *iJ1 und 'Q2 verschiedene Gebüsche m i t  schneidenden 

Gebüschachsen "E1 bzw. I E2, SO g i l t  1aln'l)/2 = 1 [*El n'E2] U 

u1[*E1v4E21; damit i s t  
d i e  Vereinigungsmenge e ines  
Geradenbündels und e ines  

Geradenfeldes m i t  nichtleerem 
Durchschnit t .  

( 2 )  F a l l s  'U1 und 'a2 verschie-  G \  
dene Gebüsche m i  t windschiegen 
Gebüschachsen 'E1 bzw. 'E2 s ind ,  
so  i s t  Yk1fi4a2 e i n  hyperbolisches 
Netz m i t  den Netzachsen 'E1 bzw. 

( 3 )  Ist  e i n  Gebüsch und 'U2 e i n  Gewinde, so i s t  '1Xln*&2 
e i n  parabol i sches  oder hyperbolisches Netz, j e  nachdem d i e  
Gebüschachse dem Gewinde 'U12 angehört oder n i c h t  (vg l .  

[I ,S.1861). 

(4) Sind s c h l i e ß l i c h  ''(J und "111 verschiedene Gewinde, so i s t  

41)(1n*1)12 e i n  Netz (vg l .  [2,5.1841). 

Es b l e i b t  noch zu zeigen, daß A ( $ )  keine echte  Teilmenge 

von *Ulln*&2 s e i n  kann. Wegen rgX = 1 i s t  d i e  Einschränkung 
von X auf einen pro jek t iven  Höchstraum n i c h t  vom Rang 2, 
sodaß jedes Geradenbündel und jedes Geradenfeld mindestens 
e ine  Ausnahmegerade e n t h ä l t .  

I m  F a l l  (1) geht durch jeden h i n k t  oQ&"E1~1E2) genau e ine  
Gerade des  Bündels 1 [ I  Eln4E2] und i n  jeder  Ebene ZC$('Eln'~2) 

l i e g t  genau e ine  Gerade des  Feldes 1 [I Ejv 'E2], sodaß a l l e  
Geraden von a1 n4L)12, m i t  Ausnahme von 1 [" ~~n " E ~ ,  " E ~ V  " ~ ~ 1 ,  



s i c h e r l i c h  d e r  Ausnahmemenge A ( X )  angehören. Dann g i b t  e s  

jedoch i m  Geradenbündel l['El n 'E2] bzw. i m  Geradenfeld 
1 [' EI V'  E2] wegen (L1 ) nur Ausnahmegeraden . 

Ist 4()lln4L\2 jedoch e i n  Netz, so geht  durch jeden Punkt, 

der  k e i n e r  Netzachse angehört,genau e ine  Netzgerade, was 
e r g i b t ,  daß a l l e  Netzgeraden, welche ke ine  Netzachsen s ind ,  
de r  Ausnahmemenge A(x ) angehören . 
N u r  d i e  Achse IE e i n e s  parabol ischen 

Netzes gehört  diesem an;  d i e  Achse 
l i e g t  dann notwendig i n  A(x), da s i e  
Element mindestens e ines  Geraden- 
büschels  m i t  zwei verschiedenen 
Ausnahmegeraden i s t .  

/7 - 
Damit kennen w i r  a l l e  möglichen Ausnahmemengen l i n e a r e r  

Abbildungen vom Rang 1 aus d e r  Geradenmenge 16 e ines  d r e i -  
dimensionalen pro jek t iven  Raumes T. 

I s t T  jedoch e i n  nichtpapposscher Desarguesraum, so 

s ind  '(hl, 'Q2, 'U3 d r e i  verschiedene Gebüsche, womit (3)  und 

(4 )  von vornherein ausscheiden. Aber auch (2 )  i s t  n i ch t  

möglich: Die Ausnahmemenge A ( x ) ,  a l s o  das  hyperbolische Netz 
m i t  den Achsen 'E1 und 'E2, müßte Teilmenge von , e i n e s  
Gebüsches m i t  e i n e r  von 'E1 und 'E2 verschiedenen Achse s e i n ,  
was s i c h e r l i c h  n i c h t  de r  F a l l  i s t .  

Y 

3.4.4 Ist  X :  'L\. H 9' eine  l i n e a r e  Abbildung m i t  rgX = 1, 

1C2C] e i n  Geradenfeld, welches e i n  ausnahmefreies Geraden- 

büschel  e n t h ä l t  und 'X e ine  Gerade d i e s e s  Feldes ,  so 
g i b t  e s  höchstens e i n  Geradenfeld bzw. höchstens zwei 

Geradenfelder,  d i e  'X en tha l t en  und k e i n  ausnahmefreies 
Geradenbüschel bes i t zen ,  j e  nachdem 'X d e r  Defint ions-  
menge U(X) von X angehört oder n i c h t .  

Beweis: W i r  s ch l ießen  h i n s i c h t l i c h  d e r  Ausnahmemenge d e r  

Abbildung X an d i e  Fallunterscheidungen des l e t z t e n  Be- 



weises an. 
I n  F a l l  ( 1 )  i s t  A(x) d i e  Vereinigungsmenge e i n e s  Geraden- 

bündels  1 ['Ein ' E2] und e i n e s  Geradenfeldes 1 [IE1v4E21. Dann 

b e s i t z t  e i n  Geradenfeld 1 [ 2 D ]  genau f ü r  'Eln4E2cZD ke in  
ausnahmefreies Geradenbüschel ; daher  g i l t  PI n 'E2gZC und 

1 [ ( I  E ~ ~ ' E ~ ) V  *X] i s t  das  e i n z i g e  Geradenf eld, das  ;X e n t h ä l t  
und k e i n  ausnahmefreies Geradenbüschel b e s i t z t .  

I n  den F ä l l e n  ( 2 ) ,  ( J ) ,  (4) i s t  A(x ) e i n  Netz ; w i r  un t e r -  

scheiden nach den d r e i  Netz.typen: 
Bei einem e l l i p t i s c h e n  Netz e x i s t i e r e n  keine  Büschel von 

Ausnahmegeraden und jedes Geradenfeld b e s i t z t  e i n  ausnahme- 
f r e i e s  Geradenbüschel. 

Ist A(x) e i n  hyperbol isches  Netz m i t  den Netzachsen 'E,, 

bzw. IE2, SO b e s i t z t  e i n  Geraden- 

f e l d  I ['D] genau dann k e i n  aus- 
nahmefreies Geradenbüschel, wenn 

e s  e i n e  d e r  Netzachsen e n t h ä l t .  
Deshalb g i l t  'Eig2C ( i=1 ,2) ,  und 
j e  nachdem " X c 2 C  ke ine  bzw. 
e ine  bzw. be ide  Netzachsen trifft, 

g i b t  e s  k e i n  Geradenfeld bzw. 

genau e i n  Geradenfeld bzw. genau 
zwei Geradenfelder  durch 'X,  welche k e i n  ausnahmefreies 
Geradenbüschel be s i t zen .  Genau dann, wenn 'X be ide  Netz- 
achsen trifft, gehör t  'X d e r  Ausnahmemenge A(x ) an und 

nur i n  diesem F a l l  e x i s t i e r e n  zwei solche  Geradenfelder.  
I m  F a l l e  e i n e s  parabol ischen Netzes b e s i t z t  e i n  Geraden- 

f e l d  I C L D ]  genau dann ke in  ausnahmefreies Geradenbüschel, 
wenn 2 D  d i e  Netzachse "E um- 
f a ß t .  Ist 'X zu r  Netzachse f E  

windschief ,  so b e s i t z t  jedes  
Geradenfeld durch "X e i n  aus- 

nahmefreies Geradenbüschel; 
trifft 'X jedoch d i e  Netz- 11 
achse,  so i s t  1 C4Xv1E] das  
e inz ige  Geradenfeld durch 

II 
'X, das  ke in  ausnahmefreies Geradenbüschel e n t h ä l t .  /7 - 



3.4.5 Eine l i n e a r e  Abbildung X: 16 z, @ ' b e s i t z t  genau dann den 

Rang 1, wenn jede Einschränkung von .;C auf e inen pro jek t iven  
Höchstraum vom Rang - 1 , O  oder 1 i s t  und Im(X) mindestens 

zwei Punkte e n t h ä l t .  

Beweis : 

( 1 )  Für rgX = 1 i s t  d i e  Behauptung t r i v i a l .  

(2)  Es s e i  X e ine  l i n e a r e  Abbildung m i t  mindestens zwei Bild- 

punkten und jede Einschränkung auf e inen pro jek t iven  Höchst- 

raum s e i  vom Rang - 1 , O  oder I .  Nach 3.3.2 i s t  d i e  Einschrän- 

kung von X auf mindestens e inen p ro j ek t iven  Höchstraum vom 
Rang 1, das  h e i ß t  e s  g i b t  e i n  ausnahmefreies Geradenbüschel 

Ibl = 1[0T1 ,2Hq1 .  Ferner f o l g t  I r n ( ~ )  = 1 [ 0 T 1 , 2 H 1 1 ~  = l [ o T 1 ] ~  = 

= 1 [ 2 H , ] ~ .  

Ist Ib2 = 1 [0T2,2H21 e i n  
we i t e r e s  ausnahmefreies Geraden- 

büschel ,  welches n i c h t  m i t  Ibl 

i n  einem pro jek t iven  Höchstraum 

en tha l t en  i s t ,  so e x i s t i e r t  genau 
e ine  Gerade IS : =  *Hln2H2 und 

genau e ine  Gerade 'V : = *Tlv0T2. 

Nehmen w i r  ?S$A(x) an, so l i e g t  i m  Geradenfeld l[2H1] 

bzw. 1 [2H21 je  genau e ine  Ausnahegerade 'Al bzw. I A 2 ,  d i e  
von ''S verschieden i s t .  Auf d e r  Geraden 1s e x i s t i e r t  

e i n  Punkt O Q &  I A1u1A2. Daher s ind  d i e  Geradenbüschel 

1 C o  Q,2H1 1 und 1 [OQ, ausnahmefrei, und das Geradenbündel 
1 C o  Q l  b e s i t z t  genau e ine  Ausnahmegerade 4 A j g 2 ~ l  U ' H ~ .  W i r  

können daher folgende Ket te  pe r spek t ive r  Geradenbüschel 

(im Sinne von 2.8.2) a u f s t e l l e n  

'A, 1 

~ [ O T 1 , Z H 1 l  1 [0Q,2H11 k 3 1 [ 0 ~ , 2 ~ 2 1  ' ~ 2 1 [ 0 ~ 2 , 2 ~ 2 ] ,  welche 
das Geradenbüschel 1[0T1,2H1] p r o j e k t i v  auf das  Geraden- 
büschel  1 [0T2,2H2] a b b i l d e t .  Bei d i e s e r  P e r s p e k t i v i t ä t  

haben zugeordnete Geraden denselben Bildpunkt un te r  X , 
das h e i ß t  'blx = 4b27(. 

F a l l s  'S Ausnahmegerade i s t ,  aber ' v A ( x )  g i l t ,  so kann 

dual  vorgegangen werden. 



Sind sowohl IS als auch 'V Ausnahmegeraden der Abbildung 

X ,  so liegen die BüschelträgerOTl und 'T2 nicht auf Is, und 

wir können eine Gerade 'SC~E~ 
wählen mit "3 f 1s und "T~&'S. 
Da 'V die einzige Ausnahmegerade 

in Geradenbündel 1 C0T21 ist, 

erhalten wir mit 1[0S2,0~2~4~l :=  

: = Ib3 ein ausnahmefreies Geraden- 

büschel. Es gilt Ibl1 = lb3x, da 

15 keine Ausnahmegerade ist, und 'V 

*b3% = Ib2x = 1 C0T2]~, also 4bqx = 'b2x. 

Es verbleibt zu zeigen, daß für jede Nichtausnahmegerade 

'X, welche keinem ausnahmefreien Büschel angehört, der 

Bildpunkt 'X auf der Geraden *blx liegt. Dann ist jedoch 

die Einschränkung von X auf jeden projektiven Höchstraum, der 
?X enthält, vom Rang 0, sodaß "&H1 und IXn2H1 =:  OUclAl 

gelten muß. Das Geradenbüschel 1 [O U,+H1 1 besitzt nur die Aus- 
nahmegerade 'Al, hat also eine einpimktige Bildmenge 

IQ'~C'~~X* Wegen rg(~I 1 Co U] ) = 0 erhalten w i r  

'XXEI["UJX =' 1 Q ' i c  -Ibl~, also Irn(~) = 'bl%. L7 

Aus diesem Beweis folgt weiters die Gültigkeit folgendes 

Satzes: 

3.4.6 Ist z:*Y n Of eine lineare Abbildung mit rgX = 1, 

und sind Ibl sowie 4b2 zwei ausnahmefreie Geradenbüschel, 

so ist die Abbildung 6: 'bl + Ib2 mit 6 := (x11bl)(X11b2)-1 

eine Projektivität. 

n - 

Falls die beiden ausnahmefreien Geradenbüschel einem 

projektiven Höchstraum angehören, ist die Projektivität 6 

sogar eine Perspektivität. 



3.5 Lineare Abbildungen mit mindestens zwei Bildpunkten 

3.5.1 Wir kehren zu den in 3.1.2 getroffenen Voraussetzungen 

zurück und untersuchen lineare Abbildungen X:'& 12 ' .  Nach 
3 .'I. 7 können wir als Zielraum X '  einen endlichdimensionalen 
projektiven Raum wählen. 

Nach 3.3.2 besitzt jede lineare Abbildung X mit zwei ver- 
schiedenen Bildpunkten mindestens ein ausnahmefreies d-Büschel, 

sodaß für rgjl = 1 die Bildmenge Irn(~) eine Punktreihe von T ' 
i s t .  

3.5.2 Wir verallgemeinern einen in 3.4.4 bewiesenen Satz 

unter der Zusatzvoraussetzung n = d+2 (2 3): 

Ist X :  dli h Q' eine lineare Abbildung aus der d-Geometrie 
eines (d+2)-dimensionalen projektiven Raumes mit rgX r 1, 
d[d+IH] ein d-Feld, welches ein ausnahmefreies d-Büschel 

enthält und &X ein d-Raum dieses Feldes, so gibt es 

höchstens ein d-Feld bzw. höchstens zwei d-Felder, die dX 
enthalten und kein ausnahmefreies d-Büschel besitzen, 

je nachdem &X der Definitionsmenge D(%) angehört oder nicht. 

Beweis: Wir können die Aussage 0.B.d.A unter der Voraussetzung 

rgX = 1 beweisen, da für rgx 1 2 stets eine Projektion 
ir ' :@'  W Ip; von T' auf einen Unterraum $?,!,C$' so gewählt werden 
kann, daß r g ~ n  ' = 1 gilt. Dann ist jedoch nach 3 .I .4 
A(x )c A(p ' 1. 

Ist d[a-"P,d+lH] ein ausnahmefreies d-Büschel, so gibt es 

stets einen Unterraum d-2Ucd-4TndX, und für jedes d-Feld d[d+lHi], 

das d~ enthält, ist d[d-ZU,d+qHi] ein zweidimensionaler projek- 

tiver Teilraum des d-Feldes. 

Die d-Klammer d[d'2UI ist nach 2.1.4 perspektiv zur 
I-Klammer 1[3V] eines zu d-2U komplementären Unterraumes 3V. 

Wir können daher auf den graßmannschen Teilraum (d[+2U] ) 
das Ergebnis aus 3.4.4 anwenden, das heißt höchstens eine 



bzw . höchstens zwei der d-Klammern d[a-LU,d+lHi] besitzen kein 
ausnahmefreies d-Büschel. Es gibt also auch nur höchstens 

ein bzw. höchstens zwei d-Felder, die *X enthalten und kein 

ausnahmefreies d-Büschel besitzen. L7 
Wir setzen im folgenden wieder 1 4 d 4 n-2 voraus. 

3*5*3 Ist x:*U M Ip' eine lineare Abbildung und sind die 

Hüllen zweier ausnahmefreier d-Büschel dbl = dCd-' Tl ,d+i H1 I 
und 4b2 = d[d-lT2,*+lH2] benachbart, so gilt d b l ~  = db2~, 

falls jede Einschränkung von X auf einen projektiven Höchst- 
raum vom Rang -1,O oder I ist. 

Beweis: Die Einschränkung von X auf d[d'lH1 I bzw. dCddH2] ist 
vom Rang 1, sodaß für zwei Geraden 'G,, , 'G2 der Teilraum 

d [I GI ,d+lH1 ] bzw . dC1 G ~ ,  dt1H2] die Ausnahmemenge dieser Ein- 

schränkung ist. Setzen wir dS := *+'H ndtfH2, SO existiert 1 
in projektiven Raum TT(dS) gemäß 1.3.6 ein zu dSn4Gl und d ~ n 4 ~ 2  

windschiefer Unterraum d-2U. In beiden d-Feldern gibt es daher 

ausnahmefreie d-Büschel, deren Träger d-LU umfassen. 

Wir beschränken uns auf den .Teilraum d[d-ZU,d'lHl yd+'H2], 

welcher nach 2.7.2 das Dimensionspaar (d-(d-2),(d+2)-d) = 

= (2,2) besitzt; dieser gsaßmannsche Teilraum ist daher 

zur I-Geometrie eines dreidimensionalen projektiven Raumes 
isomorph. Odit 3.4.5 folgt dann = 1 

und *bIx = ='b2x. - /7 
Gilt speziell d = n-2, so sind je zwei (d+l)-Räume (Hyper- 

ebenen) benachbart und die in 3.4.5 angegebene Charakterisie- 
rung der linearen Abbildungen vom Rang I kann sinngemäß 
verallgemeinert werden. FDenso kann dual für d = 1 vor- 

gegangen werden. 

3.5.4 Unter der Zusatzvoraussetzung, daß jedes d-Büschel 

mindestens f k f  Elemente besitzt, die Ordnung N vonT 
also mindestens vier ist, gilt: 

Eine lineare Abbildung X :d& H beisitzt genau dann den 

Rang 1, wenn jede Einschränkung von X auf einen projek- 



tiven Höchstraum vom Rang -1,O oder I ist und Im(x) 

mindestens zwei Punkte enthält. 

Beweis : 
(1) Für rgX = 1 ist die Behauptung trivial, und zwar mit 

oder ohne Zusatzvoraüssetzung. 

(2) Es sei X eine lineare Abbildung mit mindestens zwei 
Bildpunkten und jede Einschränkung auf einen projektiven 

Höchstraum sei vom Rang -1'0 oder 1. Nach 3.3.2 gibt es 

mindestens ein ausnahmefreies d-Büschel "bl = d[d-1 Tl ,&+IH~ 1 

Ist db2 = d[d-4T2,d+4H2] ein weiteres ausnahmefreies d- 
Büschel, so gilt nach 3 . 5 . 3  d b l ~  = db2x, falls "+'H1 und 

dtfH benachbart sind. Sind die Hüllen jedoch nicht benach- 2 
bart, so konstruieren wir eine Nachbarfolge idtfYil i=0, . . . ,13 
von d+4H =: d + l ~  nach '+'H2 =: d + l Y  wobei jedes d-Feld 1 0 1' 
dCdilYi3 (i=0, ..., 1) ein ausnahmefreies d-Büschel besitzt. 

In dt4 Hl wird ein d-Raum dX1 durch '" Hlnd+'H und in gleicher 2 
Weise ein d-Raum dX2cdNH2 ge- 

wählt. Dann gibt es in dt4H 3 
( = 2 )  Punkte OQj, welche zu 
dX. windschief liegen; OQ1 und 

J 
sind dann verschieden und mit Q2 

d~ . v ~ Q ~ v ~ Q ~  (j=1,2) erhalten wir 
J 

zwei verschiedene (d+2)-Räume, die 

H umfassen. Auf jeden dieser 

(d+2)-Räume wenden wir nun das Ergebnis aus 3.7.2 an: Es 
gibt also in graßmannschen Teilraum r(dC4Ä .v0Q v0Q21) (j=1,2) 

J 1 
höchstens zwei d-Felder (im Sinne des Teilraumes ) durch d ~ j ,  

welche kein ausnahmefreies d-Büschel besitzen. Die (d+l)- 

Klammern (d+l )EdX. , d X  .v0QlvOQ21 sind beide perspektiv zur 
J 

0-Klammer (hinktreihe? OCO Q1v0Q2]. Da diese nach der Zusatz- 

voraussetzung mindestens fünf Elemente besitzt, gibt es 
mindestens einen Punkt OREOCO Q1v0Q21, sodaf3 d[d XjvOR] (j=1,2) 

ausnahmefreie d-Büschel besitzt. Es existieren ja höchstens 
2.2 = 4 Punkte, die nicht diese Eigenschaft besitzen. 

legen ORqkd+'HlndtZH2 ist di~t(~X,,v*R, dX2voR) = di~t(~+' Hl ,d+4 H~)- 
- 1,und Iteration dieses Verfahrens liefert die gewünschte 



Nachbarfolge. Wir erhalten daher mit 3.5.3 

4b1x = d[d+4Yo]X = . . . = dCd+'Y1]~ = db2x. 

Es verbleibt zu zeigen, daß für jeden d-Raum dXo, der 
- 

keinem ausnahmefreien d-Büschel angehört, notwendig d X o ~ ~ d b l ~  
gilt, falls d,XO~ definiert ist. 

Wir nehmen indirekt dX0 gdblx an. Dann wählen wir einen 
d-Raum dZedb,, aus, sodaß dZ X und d X O ~  zwei verschiedene 

Punkte von T' sind. Nach 1.3.6 gibt es eine zu idXO~fund 

idz~I komplementäre Hyperebene P; ; mit rr ' : @' H !4x0~f bezeich- 
nen wir die Projektion von T '  mit dem Zentrum F; auf LdxOx{ . 
Die zusammengesetzte Abbildung jjrr ' :dL H I X ~ X ~  ist vom Rang 0 
und ihre Ausnahmemenge umfaßt nach 3.1.4 diejenige von X. 
Laut 3.3.2, Beweisschritt (2) können wir eine Nachbarfolge 

idxi1i=0, ..., 11 von q0 nach dZ = dXl konstruieren, wobei 

jedes Element der Folge der Definitionsmenge D(~rr'),also 

auch D(x) angehört. Nehmen wir 0.B.d.A. an, daß aufeinander- 
folgende d-Räume der Folge verschieden sind, so legen diese 

genau ein d-Büschel fest und die Einschränkung von X auf 
jedes dieser d-Büschel ist vom Rang 0 oder 1. Durchlaufen 
wir,vom ersten d-Büschel dXOdX1 beginnend, die Folge dieser 

d-Büschel, so gelangen wir nach endlich vielen Schritten 

das erste M a l  zu einem d-Büschel welches mindestens 
einen d-Raum d ~ ~ d X s % + l  besitzt, der einem ausnahmefreien 
d-Büschel angehört. Das tritt nämlich spätestens im d-Büschel 

*X ein, wo 4 2  diese Eigenschaft hat. Dann ist jedoch dX1-~ 1 
(dXjdXj+l )X = i4 XOx? für alle j=O, . . . ,k-I, also insbesondere 

= "Xox. 

Ist das d-Büschel d%d$+l ausnahmefrei, so gilt 

'xoX = dxkl(~(4~kdxk+l )X = blx im Widerspruch zur Annahme, 

Ist jedoch das d-Büschel d~kd%+l nicht ausnahmefrei, so 
gilt d ~ O ~  = d ~ k ~  = 4~XE6bl~, da 4~ einem ausnahmefreien 

d-Büschel angehört. Damit liegt erneut ein Widerspruch vor. 

L7 



3.5.5 In Verallgemeinerung von 3.4.6 gilt: 
Ist ~ : ~ f l  H $' eine lineare Abbildung mit rgx = 1 und sind 
dbl sowie 4b2 zwei ausnahmefreie d-Büschel, so ist die 

Abbildung -r db2 mit 6 : =  (Xldbl)(X~4b2)-1 eine 

Pro jektivität. 

Beweis: Wir unterscheiden zwei Fälle: 

(I) Der projektive RawnT besitzt eine Ordnung N 4 3. 

Die Abbildung d ist nach 3.1.3 bzw. 1.1.3 eine Bijektion 

und wegen N 4 3 eine Projektivität. 

(2) Gilt N 4, so folgt mit 3.5.3 und 3.4.6 die Richtig- 
keit der Aussage für d-Büschel mit benachbarten Hüllen; 

aus 3.5.4, Beweisteil (2) ergibt sich die Richtigkeit für 

alle d-Büschel. L7 

3.5.6 Ist ~ : ~ f i  W $' eine lineare Abbildung mit drei nicht- 
kollinearen &ldpunkten,so ist für N & 4 nach 3.5.4 die Ein- 
schränkung von X auf mindestens einen projektiven Teilrawn 
vom Rang 2. Insbesondere kann für N 2 4 zu zwei ausnahmefreien 
d-Büscheln 4bl und 4b2 mit nicht benachbarten Hüllen die in 

3.5.4, Beweisschritt (2) konstruierte Nachbarfolge auch für 
rgX 2 konstruiert werden, da wir die im Beweis vorkommende 

Hilfsüberlegung 3.5.2 unter der Voraussetzung rgX 2 2 zeigen 

konnten. Damit sind wir in der Lage, die zentrale Aussage 
Über die ltUrbilderll einer Pro jektivität 6' zweier Punktreihen 

von Im(x) zu beweisen: 

3 . 5  Ist %:4& w p '  eine lineare Abbildung mit rgX - 2 und 
sind 4bl sowie 45* zwei ausnahraefreie d-Büschel, dann ist 

für jede Pro jektivität d' : dblx + 'b2~ auch die Abbildung 
6:4b1 +kb2 mit 6 : =  (X\dbl)d'(X~db2)-1 eine Projektivität. 

Beweis : 

(1) Für N 3 ist das trivial (vgl. 3.5.5, (I)). 

(2) Es sei N 4. Es gibt daher einen projektiven Höchst- 

raumd%, welcher einen zroeidimeneioralen projektiven Teil- 



raun d & ~ d %  b e s i t z t  m i t  r g (x Id$ )  = 2. Dann i s t  d ? ~  =: $;cIm(x) 
e ine  Ebene des Zielraumes T'. W i r  wählen nun e i n  d-Büschel 
4b cd9 und se tzen  ab =:. dC4-4T ,*+lH.] f ü r  j=1 ,2 ,3 .  

3  j J 
Nach 3.5.4, Beweis te i l  ( 2 )  e x i s t i e r e n  Nachbarfolgen 
{&+*Y li =0, . . . , ll 1 von &IH nach d+1H3 und 

i, 1- 1 
\*+4Y. }i2 90, . . . , l2 1 von d*IH nach 4+4H wobei a l l e  d-Felder 

12 2 3  ' 
dCd+IYir ] bzw. d[dtlYi ] mindestens e i n  ausnahmefreies d-Büschel 

2 
bes i t zen .  

V ö l l i g  analog zu de r  i n  3.4.5, Beweisschr i t t  ( 2 )  und 3.5.3 

entwickelten Methode können w i r  zu zwei ausnahmefreien 
d-Büscheln m i t  benachbarten Hüllen e ine  Ket te  von Perspek- 
t i v i t ä t e n  so angeben, daß a l l e  b e t e i l i g t e n  d-Büschel aus- 

nahmefrei s ind ,  da d i e  Ausnahmemenge A(x) s t e t s  Teilmenge 
der  Ausnahmemenge e i n e r  l i n e a r e n  Abbildung vom Rang 1 i s t .  
Dabei s i n d  aufeinanderfolgende d-Büschel m i t  g l e i c h e r  Bild- 
punktre ihe  wie i n  3.4.5 perspekt iv  abzubilden, sodaß 
zugeordnete d-Räume denselben Bildpunkt un te r  d e r  Abbildung 

b e s i t z e n ;  s ind  d i e  Bildpunktreihen n i c h t  i d e n t i s c h ,  so i s t  
d i e  Einschränkung von X auf den betreffenden pro jek t iven  
Höchstzaum mindestens vom Rang 2. Die Bildpunktreihen s ind  

dann e b e n f a l l s  perspekt iv .  Insgesamt e r h a l t e n  w i r  e ine  Ket te  

pe r spek t ive r  Punktreihen a l s  Bild d e r  Ket te  perspekt iver  
d-Büschel. 

Es g i b t  a l s o  P ro3ek t iv i t ä t en  613: db,, + db3 und dZ3: db2 + dbj, 
f ü r  welche auch 6,!,3 : d b l ~  + d b 3 ~  bzw. 6i3 : 'b2x 9 d b 3 ~  m i t  

: = (X ldbl )-1613 b3) bzw. 

:= (x14b2)-1623(X~db3) 
P r o j e k t i v i t ä t e n  s ind .  Setzen w i r  6 '  - 1 :=  d;? 6 '653,  so i s t  
6 ' e ine  p r o j e k t i v e  Selbstab- 

3  
bi ldung von d b 3 ~ .  Da nld4 e ine  
l i n e a r e  I n j e k t i o n  d e r  projek- 
t i ven  Ebene T("\ ) i s t ,  e r h a l t e n  
w i r  m i t  6 3  := (X 1 ' b ~ ) 6 j ( ~ 1 ~ b ~ ) - ~  

von d-b,. Nun f o l g t  m i t t e l s  

e ine  p ro j ek t ive  Selbstabbildung 

4) An dieser Stelle geht wesentlich der Verkürzungssatz (vgl. [1,5.143]) ein. 



daß die Abbildung 6 projektiv ist. /7 - 
Damit sind wir nun in der Lage zu zeigen, daß es gewisse 

lineare Abbildungen nur aus der d-Geometrie eines Pappos- 

Raumes geben kann (vgl. 3.4.2 und 3.4.3). 

3.5.8 Ist x : ~ ~ ( T )  w C '  eine lineare Abbildung und existiert 
sowohl ein d-Bündel dCd-'T] als auch ein d-Feld d[?+lH], SO- 

daß die beiden Einschränkungen % l dCd-f T] und X 1 dCd+1H] beide 
mindestens vom Rang 2 sind, so ist T notwendig ein Pappos- 
Raum. 

Beweis: Wir können sowohl im d-Bündel als auch im d-Feld 

zweidimensionale projektive Teilräume dJl bzw. 4+2 wählen, 

die der Definitionsmenge D(%) angehören. Dann erhalten wir 
mit 4 9 1 ~  bzw. d q 2 x  je eine projektive E%ene von T l  und es 
gibt eine projektive Kollineation P' : + d ? 2 ~ ,  durch die 
eine Kollineation p: = (X l d a  )F' (X1*32)4 mitbestimmt wird. 
PJach 3.5.7 ist die Einschränkung von auf jedes d-Büschel 
von 4ql gleich einer Projektivität. Mit Hilfe der in 2.1.4 
definierten Perspektivit.äten von Klammern, können wir 
Perspektivitäten SI + OCZU] bzw. *J2 + (n-1) Cn-3Vj 

auf zweidimensionale projektive Teilräume von OTT bz~.~-lTT 
- 1 angeben. Die Kollineation n0 :=  x1 vx2 kann gemäß 1.2.3 

zu einer Kollineation 11: 'a + n-"f!, fortgesetzt werden. 

Identifizieren wir (*T)* mit n-4ri'  , so können wir n, als 
Korrelation von ansprechen. Da O l T  zu TT isoniorph ist und 
die Korrelation W nach Konstruktion projektiv ist,ergibt sich 

T notwendig als projektiver Pappos-Raum (vgl. C2,S.48] ). 



Mit T ist dann auch Tr' ein projektiver Pappos-Raum, da 

TT und T' isomorphe projektive Ebenen besitzen. 

Da es keine endlichen nichtpapposschen Desarguesräume 

gibt,gilt nach 3.5.4 und 3.5.8: 

3.5.9 Ist T = (P, %) ein nichtpapposscher Desargues-Raum 
und x : ~ ~ ( ( B )  + $ '  eine lineare Abbildung, welche drei nicht- 
kollineare Bildpunkte besitzt, so ist die Einschränkung 

von X auf mindestens ein d-Bündel (d-Feld) vom Rang 2 
und alle. Einschränkungen von X auf - d-Felder (d-Bündel) 

sind. höchstens vom Rang 1. 

3.5.10 In einem Sonderfall können wir jetzt alle linearen 
Abbildungen angeben: 

Ist TT = (9 ,vg) ein dreidimensionaler nichtpapposscher 
Desarguesraum, so gilt für jede lineare Abbildung X:'ii(~) H $' 
rgX 4 2. 
Jede lineare Abbildung % : ' L ~ ( T )  w $2 ' ist Produkt einer 
Projektion auf einen projektiven Höchstraum*'$ und einer 

linearen Abbildung ~/:"f$. » $2' aus dem projektiven Raum 
) in den projektiven Raum T ' . 

Beweis : 

(1) Nach 3.4.3 und 3.1.4 ist die Ausnahemenge A(x) einer 

linearen Abbildung% mit rgX J. 1 eine Teilaenge der Ver- 

einigungsmnege eines Geradenbündels 1C0SJ und eines Geraden- 

feldes 'lCZR] mit nichtleerem Durchschnitt, wobei A(r)n I[OS] 
und A(%)n 1 [2R] projektive Teilräume gein müssen. 

Nach 3.5.9 gibt es einen ausnahmefreien projektiven Höchst- 
raum; ist dieser etwa ein Geradenbündel, so besitzt jedes 
Geradenfeld ? [ ' C ]  mindestens eine Ausnahmegerade und diese 

ist für O S ~ ~ C  notwendig die Gerade 2Cn2R, sodaß 1[2R]c A(x) 
folgt. Da es ein ausnahmefreies Geradenbündel 1 C o  T] gibt, 
ist die Gerade *Sv *T&A(x), sodaß das Geradenbündel I [O SI 



mit der Ausnahmemenge A(x) genau das Geradenbüschel I[OS,2R] 
gemeinsam hat. Das ergibt insgesamt A(x) = 1[2R] und nach 

3.1 .7 Beweisschritt (1.) folgt Im(x) = l[lR]~l[OT~ = g v l  ["T], 
also rgX L 2. 

Dual besitzt jede lineare Abbildung mit einem ausnahme- 

freien Geradenfeld ein Geradenbündel als Ausnahmemenge. 

(2) Ist X :  'U(T) eine lineare Abbildung, so enthält die 

Ausnahmemenge A(x) für rgX = -1,0,1 bzw. 2 nach 3.3.1, 

3.4.2, 3.4.3 bzw. (I) mindestens einen projektiven Höchst- 
raum, etwa ein Geradenfeld 1 C2R]. Ist *T ein zu 2R. komplemen- 
tärer Punkt und ist 1r;:'2i n I[OT] eine Projektion mit der 

Ausnahmemenge l[=R] (vgl. 3.2.2), so ist stets i1xfx = I'xIxx, 
für alle 1 ~ ~ ~ 5 ,  also X = nyi für yi:'lCeTl n p i  und iy:=~Il[~Tl. 

/7 - 
Falls A(x) ein Geradenbündel enthält, kann dual vor- 

gegangen werden. 
Y 

Der Graßmann-Raum ( ' M ( V )  ,-') besitzt das Dimensionspaar 
(2+2) ! 

(2,2),und wegen 2 ! 2 !  - 1 = $ (vgl . 3.1.8) und Beweis- 
schritt (1) gibt es keine regulären linearen Abbildungen 

aus ("6 (T) ,.J). 



4 REGmRE LINEARE ABBILDUNGEN 

4.1 Die Bildmenge einer regulären linearen Abbildung 

4.1.1 Wir setzen unsere Untersuchungen mit den in 3.1.2 ge- 

troffenen Voraussetzungen fort; dabei kann T '  0.B.d.A. als 
endlichdimensional angenommen werden (vgl . 1 .3.6). Ferner 
liegt keine Beschränkung der Allgemeinheit vor, wenn wir die 

projektiven Räume T = ($? , %) und T' = ( , ) als Pappos- 
Räume voraussetzen. Es gilt nämlich: 

4.1.2 Jede reguläre lineare Abbildung r : d G ( ~ )  + $2' ist global 

und injektiv; 
Aus der Existenz einer regulären Abbildung : 'U(T) + p'  
folgt notwendig, daß TT und T' projektive Pappos-Räume sind. 

Beweis : 

(1) Wir zeigen die Injektivität von 7; nehmen wir indirekt 
dX # dY mit dX,d. = *Yx an. Dann gibt es einen Punkt " P C ~ X \ ~ Y  

und eine zu 'P windschiefe Hyperebene "'+B 2j4Y; Vie in 3 -1.7, 
Beweisschritt (1 ) bilden wir die Klassen da2, da3 und 
erhalten *Xy = dY$~dalxnd)28, Bezeichnen wir mit (el , e2) das 
Dimensionspaar von T ,  so ist nach dem Dimensionssatz und 3.1.7 

dann rgX = dimT( Cd% , , ~ I v C ~ ~ ~ ~ I  = 

(el+e2)! < , da dimTT(Cd,l,lfl[4„,l> A 0 gilt. Das widerspricht 
el !e2! 

der Regularität von J'. 
(2) Gibt es ein Ausnahmeelement *A der Abbildung 8 , so muß nach 
Beweisschritt (I) jeder zu 4A benachbarte d-Raum "X # d &  eben- 



f a l l s  Ausnahmeelement von s e i d ,  we i l  sons t  ~ I * A ~ X  n ich t  
i n j e k t i v  i s t .  Da e s  von &A ZU jedem Element von e ine  
kürzes te  Nachbarfolge g i b t ,  e r h a l t e n  w i r  A(r) = dU, a l s o  

rga" = -1, i n  Widerspruch zur  Annahme, s e i  r egu lä r ,  

( 3 )  M i t  1 4 d L 11-2 g i l t  el - 2 und e2 2. Für jedes d- 
Bündel bzw . f ü r  jedes d-Feld e r h a l t e n  w i r  m i t  ( I  ) , 1.1.4 

und 3.1.3 rg(x6-l dCd-'Tl) = n-d 2 bzw. rg($l dLdt1 H )  = d+l  ' 2. 

Nach 3.5.8 i s t  daher sowohl T als auch T' e i n  p r o j e k t i v e r  
Pappos-Raum. - /7 

4.1.3 Eine Gerade g ' c p '  , welche m i t  d e r  Bildmenge Im(x) 
e i n e r  regulä ren  l i nea ren  Abbildung + /p' d r e i  Punkte 
gemeinsam h a t ,  i s t  ganz i n  Im(y) en tha l t en .  
Ein Unterraum $2; i s t  genau dann Teilmenge von Im(r ) ,  wenn 
dm := @,!,$-I e i n  p r o j e k t i v e r  Teilraum von dlT i s t .  

Beweis : 
(1) Es se i en  X f , Y ' , Z '  d r e i  paarweise verschiedene Punkte 

von @;'nIm(r) .  Ist  etwa xtä.-' und Y ' ~ - '  benachbart ,  so wird 
das d-Büschel ( X ' ~ - ~ ) ( Y ' ~ - ~ )  nach (L1 ) auf d i e  Gerade g' 
abgebi ldet  und e s  g i l t  g f c Im( f ) .  

( 2 )  Behmen w i r  an, daß d i e  Urbi lder  Y '$-', z I$-'' 

paarweise n i c h t  benachbart s ind ,  so g i b t  e s  nach 1.3.6 einen 
Punkt O P ~ X ' ~ - ' ,  d e r  zu yvr-' und Zfb- '  windschief i s t  und 

dual  e ine  Hyperebene "-"B~Y welche X'$-' und Z '$-I n i c h t  
umfaßt. Vermöge "P und ""B e rk l ä ren  w i r  wie i n  3.1.7, Beweis- 

s c h r i t t  (1  ) d i e  Klassen da2, d33 und d i e  Abbildungen E ' ,  E2. 
-1 Dann g i l t  2'8. und d i e  d-Räume Z'~- 'E, ,  bzw. z ~ ~ - ~ € ~  

s ind  von X'*-' und Y'$-' paarweise verschieden,  da  d i e  d r e i  
- 1 d-Räume Z'g , z1$-'el und Z f r - l a  paarweise benachbart s ind .  2 

Die Unterräume [4'&1gl und C4a2r1 von Ti '  s ind  windschief,  
da e ine  r egu lä re  l i n e a r e  Abbildung i s t ,  sodaß aus Z 1  höch- 

s t e n s  e ine  Treffgerade an d i e s e  Unterräume e x i s t i e r t .  Wegen 

X '& [d')lg] und Y ' E [ ~ $ ~ ~ ]  s i nd  X '  und Y' d i e  Fußpunkte e i n e r  
Treffgeraden. Das e r g i b t  jedoch x tg - l  = Z 1 6 - 1 ~ 1  und Y'$-' = 



= z ' ~ - ' € ~ ,  sodaß x ' ~ - ' ,  yi8.-', Zfg-' i m  Widerspruch zur An- 

nahme sogar  paarweise benachbart s ind .  

(3)  I s t  d?7L e i n  p r o j e k t i v e r  Teilraum von 'T , so i s t  *Wf e ine  
Teilmenge von Im(v); f ü r  j e  zwei verschiedene Punkte X',Yf 

- 4  aus 'rila s ind  d i e  Urbi lder  X ' r  und Y'$-' benachbart und 

verschieden,  womit d i e  ganze Verbindungsgerade X ' Y '  = 

= ((xtr- ' ) (f tr- ' ) )g i n  d m r  l i e g t .  

( 4 )  Nun s e i  c Im(r)  e i n  Unterraum von . ~ a l l s  P,!, l e e r  
oder e inpunkt ig  i s t ,  i s t  '@;%-' e i n  p r o j e k t i v e r  Teilraum von 

. B e s i t z t 9 4  jedoch e ine  Gerade, so t r ä g t  d i e s e  mindestens 
d r e i  Punkte und i s t  nach ( 1 ) , ( 2 )  Bi ld  e ines  d-Büschels. 

Da für irgendzwei verschiedene Punkte X' ,Y1~$,! ,  d i e  Verbindungs- 
gerade X t Y ' c q ;  i s t ,  s ind j e  zwei Elemente von ?,!,$-' benach- 
b a r t ;  nach 2.4.2 i s t  dann Teilmenge e ines  p ro j ek t iven  
Höchstraumes db. Die Einschränkung ldt i s t  e ine  l i n e a r e  
I n j e k t i o n  i m  Sinne von 1.1.4, sodaß ~i*-' e i n  r r o j e k t i v e r  

Teilraum von dT i s t .  /7 - 

4.1 .4 Eine regulä re  l i n e a r e  Abbildung r:dU 9 p'  i s t  n i c h t  
sur ' j-ektiv. 

Beweis: I n  dr g i b t  e s  nach 2.2.3, Beweisschr i t t  ( 2 )  zwei 

n i ch t  benachbarte d-Räume d~ und 'Y. Dann s ind d i e  Bild- 
punkte d X r  und dYk verschieden und d i e  Verbindungsgerade 

( 4 ~ g ) ( d ~ g )  schneidet  IP($) i n  nur zwei Punkten. Hätte nämlich 
d i e se  Gerade m i t  Im($) d r e i  Punkte gemeinsam, so wären *X 

und &Y i m  Gegensatz zur Annahme benachbart .  /7 - 

4.2 Graßmannsche Koordinaten 

4.2.1 Es b l e i b t  i m  Anschluß an 4.1.2 zu zeigen, daß e s  f ü r  
jeden n-dimensionalen pro jek t iven  Pappos-Raum T = ( P , % )  
regulä re  l i n e a r e  Abbildungen : (  + g i b t .  M i t  B i s t  

dann auch T' e i n  Pappos-Raum. 



Jeder projektive Pappos-Raum TT ist isomorph zu einem 

arithmetischen projektiven Raum ~(u(~+l ,E), wobei iK ein 
kommutativer Körper und (Kn+' ,K) der (n+l )-dimensionale 

arithmetische Vektorraum über E ist. (Vgl. [2,S.10,161) 
Es genügt daher eine regulgre lineare Abbildung von 
d~(7T(lKn+1 ,E)) anzugeben. 

4.2.2 Jeder d-Raum dX von dfi(lT(lKn+l ,E)) kann durch d+l 

unabhängige Punkte (xjO ,..., X )$ (j=O ,...., d) aufgespannt 
jn 

werden. Wir bilden die Natrix 

und berechnen deren (d+l)-spaltigen Unterdeterminanten 

Ordnen wir diese (:I:) Zahlen lexikographisch an, so können 
wir sie als Vektor des arithmetischen Vektorraumes 

(dZ:t<liK) bzw. als Koordinaten eines Punktes des((:::) - I) - 

mit 0 -L jo< j,< *.. < jk  Ln. : = 
Pjo ...ja 

dimensionalen arithmetischen projektiven Raumes IT(lKW\lK) 
auffassen, da mindestens eine Koordinate von Null verschieden 

n+l ist. Wir haben damit eine globale Abbildung g von d6(jl(~ ,E)) 
in die Punktrcenge von TT(~'),L). Die Koordinaten des Bild- 
punktes d:Xr sind die bekannten graßmannschen Koordinaten 
(1 .Art) des Unterraumes dX.  ') 

X ~ j  ... X 
0 j . . . 

Xdj * *  Xdj 

Die graßmannschen Koordinaten sind von der Ausnrahl der 
den Unterraum &X aufspannenden Punkte unabhängig und jede 
Umnormung eines Vektors (xjO, ..., X ) bringt nur eine Um- 

jn 
normung der graßmannschen Koordinaten mit sich. Die Abbildung 

I )  Die graßmannschen Koordinaten werden, insbesondere für n = 3 und d = 1,auch PLuCKERsche 

Koordinaten genannt. 



yist injektiv aber nicht surjektiv; vielmehr gehört ein 

Punkt von K ( ~ ~ ~ ) , R )  genau dann zur Bildmenge Im(r), wenn seine 
Koordinaten die graßmannschen Relationen erfüllen. Die Menge 

ID(~) und jede dazu kollineare Punktmenge eines projektiven 
Raumes heißt eine Graßmann-Varietät. Vgl. dazu [21,S.I76ffl, 
[ig,S.255ff] und [5,S.287ffI. 

Wir nennen diese Abbildung die graßmannsche.Koordinatisie- 
n+ I rung von d~ (T (K ,K) ) . 

n+ I 4.2.3 Die graßmannsche Koordinatisierung von db (T(B ,.K)) 

ist eine reguläre lineare Abbildung. 

Beweis : 
(I) Wir berechnen das Bild eines d-Büschels: Dazu wählen 
wir eine Basis (xjO, ..., X )iK (j=O, ..., d+l) der Hülle des 

jn 
d-Büschels so, daß für j=O,.,..,d-I eine Basis des Büschel- 
trägers vorliegt. Die unabhängigen Punktmengen 

{ (xOO> VxOn)', 9 (~(~-1 10, ,x(d-l In)', 
( ( ~ ~ 0 9  ' ' Vxdn).u + ) 0 9  ' yX(d+l )n )v)~lu P% (U, v)#(o,o)] 

spannen dann die d-Räume &X(U,V) des d-Büschels auf. Dabei 
sind (U, V) (homogene) Büschelparameter. 

Auf Grund der Multilinearität der Determinate erhalten wir 
für die graßmannschen Koordinaten von &X(U, V) 

Pj, ...j, (u,~) = PjQ ...je + Pjo ....J& (O,lXr, 

sodaß das Bild des d-Büschels eine Gerade durch die Punkte 
&X(1 ,O)gund dX(O, I )t ist. Wir erkennen außerdem die Doppel- 
verhältnis treue der Abbildung T. 

Damit erfüllt die Forderung (LI) ; wegen der Injektivität 

von ist (L2) trivialerweise erfüllt. 

(2) Die Punkte (8 kO, . . . ,Skn)K, (k=O, . . . , n) bilden die kanonische 
n+ I Basis von T(K , ,  aus denen wir die d-Räume 

aEko .k, := VI(SkO,. . .,skn)Klk~jkO,. . .,B3 mit Odk,<. . .<k,gn] 
erhalten. Das ergibt ) solche Unterräume, deren graßmannsche 



Koordinaten wir berechnen. Für dEko -kd ermitteln wir zunächst 

die Matrix 

und erhalten die graßmannschen Koordinaten 

diese Determinante besitzt nämlich nur dann in jeder Zeile 

ein von Null verschiedenes Element, wenn (k, ,..., k*) eine 
Permutation von ( j„ . . . , j, ) ist, und da beide (d+l )-~upel 

streng monoton wachsend geordnet sind, liegt die identische 
Permutation vor. 

Die Punkte aEk0 .k4 bilden daher die kanonische Basis 

von T($(:::),K), aodaß f regulär ist. L7 

4.3 Der erste Fortsetzungssatz 

4.3.1 Es bedeutet keine Einschränkung der Allgemeinheit, 

wenn wir im folgenden den Zielraum a ' als ( (:I:) -1 )-dimensionalen 

projektiven Raum anneben. Ist : (  + ' eine reguläre 

lineare Abbildung, 8" = ('Q",%") ein weiterer( (:I:) - 1)- 
dimensionaler projektiver Raum und IN:? '  +$2" eine Kollineation, 

so erhalten wir mit )(-n:'&(lT) + $  l1 nach 3.1.4 wieder eine 
reguläre lineare Abbildung. 

-4ii(,.') + $  l' Sind jedoch rl : ~ ( T T )  a P '  und g2. zwei reguläre 



lineare Abbildungen, so ist einer Bi jektion von Im(fl) 

auf Im(X2) gleich, die stets je drei kollineare Punkte in 
drei kollineare Punkte überführt. Wir zeigen in 4.3, daß 

-1 die Abbildung gl r2 zu einer Kollineation N : $ '  B'' fort- 
gesetzt werden kann. 

4.3.2 Zunächst geben wir eine Bedingung dafür an, daß zwei 
reguläre lineare Abbildungen übereinstimmen. Dabei zer- 

legen wir dfi , wie in 3 .I .7, Beweisschritt (1) beschrieben, 

in die drei Klassen 411, d)2, d a 3 .  

Sind y1 :*C + /p und Y2:dh + Q' zwei reguläre, lineare Ab- 

bildungen, ist &,141i = x2l4ai (i=1,2), und gilt für einen 
d-Raum ~ W E ~ % ~  die Bedingung 4Wg1 = d~$2, so stimmen gl und - r2 uberein. 

Beweis: Für jeden d-Raum "Xe4j3 sind die drei d-Räume 4X~1, 
&X paarweise verschieden und liegen in einem d-Büschel, 

sodaß in die Bildpunkte d ~ e l g l  = dXelg2, dQ2~1 = d X ~ 2 g 2 ,  
d ~ g l ,  dXr2 stets kollinear sind. Die Gerade (d~~lgl)(d~2g1) = 

= Xelx2) (dX62(12 ) gehört also sowohl In(gl) also auch In(g2) 

an, was Im(gl ) = Im(g2) bedeutet. I) Wir erhalten somit eine 

globale bijektive Selbstabbildung t1g2 -1 von 'L1 . 
Zwei verschiedene benachbarte d-Räume sind nach 4.1.3 da- 

durch gekennzeichnet, da8 die Verbindungsgerade ihrer Bild- 
punkte ganz in Im(yl) bzw. Im(r2) enthalten ist. Die Abbildung 

TI$*-" ist also ein Automorphismus von , welcher nach 
2.576 und 2.5.7 ein'en Verbandsisomorphismus n:uT + ur oder 
einen ~erbandsantiisomorphismus 6:uT s uTT induziert. 

Da q ß 2  -l~d%i (i=1,2) die Identität ist, ergibt sich r1r2-1 
als Isomorphismus 1. Art und die Abbildung 9: 'G + 06 (vgl . 
2.5.1) ist eine perspektive Kollineation mit dem Zentrum 'P 
und der Achse OCn"B], die 

*P 
ferner den Fixteilraum OCdW] be- 
siizt,der weder das Zentrum ent- 

hält, noch in der Achse liegt. Da 
jeder Kollineationsstrahl aus 
O[aW] genau einen Punkt ausschnei- 

det, ist O[d.W] ein Fixpunktraum 
') Wir werden in 4.3.3 sehen, daß Im(6) = Im(il,) eine Graßmann-Varietät ist; es liegt also 

die "rekursive Erzeugung" einer Graßmann-Varietät vor (vgl. [5,5.296] ) . 



und O?r ebenso wie ?t i s t  d i e  I d e n t i t ä t .  Das l i e f e r t  a1 = g2. 
L7 

" * 
4.3.3 Sind r1 -r p ' und ä2 + 'Q I T  zwei r egu lä re  l i n e a r e  

Abbildungen, so g i b t  e s  genau e ine  Kol l inea t ion  

I : $ '  + $ I 1  vonTTf auf TIT m i t  rl+t = r2. 
Beweis: W i r  benützen d i e  i n  2.7.3 entwickel te  indukt ive  Be- 
weismethode; dabei  i s t  u n t e r  e i n e r  regulä ren  l i nea ren  Ab- 

bi ldung aus einem k-dimensionalen p ro j ek t iven  Raum, d e r  
nach 2.7.1 das  Diaensionspaar ( 1  , k )  b e s i t z t ,  wegen 
l-ta - 1 = k e ine  l i n e a r e  I n j e k t i o n  zu vers tehen.  U r -  
I !k! 

und Zielraum b e s i t z e n  a l s o  d i e se lbe  endl iche Dimension. 

( 1 )  Für l i n e a r e  In jek t ionen  ( ~ o l l i n e a t i o n e n )  r l ,  r2 i s t  

rl 4 - I  : 3' + / P "  eine  Kol l inea t ion .  Setzen w i r  .U:= gl Q-I~ 
so i s t  %L d i e  e inz ige  Kol l inea t ion ,  d i e  das Gewünschte l e i s t e t .  

( 2 )  Zerlegen w i r  d6 wieder gemä0 3.1.7, Beweisschr i t t  ( 1  ) 
i n  d i e  d r e i  Klassen dj , , ,ds2,d%aj ,  SO l a u t e t  d i e  Induktions- 
voraussetzung, daß e s  Kol l ineat ionen 

%i:rd$irll -r rdaig23 m i t  ( g l 1 4 3 i ) ~ i  = (g2I4ai) ( i = 1 , 2 )  g i b t .  
Die Kol l ineat ionen ni  s ind  dabei  d i e  e indeu t ig  bestimmten 
Fortsetzungen d e r  Abbildungen (gl l d %  )-I (p2Idbi ) . Wählen 

A 

w i r  zwei d-Büschel Ib i tdg i  ( i = 1 , 2 )  und e ine  Pro j e k t i v i t ä t  
-. 

6'' : 'b1y2 - d b 2 ~ 2 ,  so i s t  nach 3.5.7 auch d i e  Abbildung 

6. : = (g21 4bl)d1'(r2]db2)-1 e ine  P r o j e k t i v i t ä t ,  welche e ine  



Pro jektivität 6 ' : = bl )-I 6 (bl\ 'b2) induziert. Insgesamt 
- 1 -1 ist also 6' = (,gl y2\db1g,,)6'1(r1 b2~db2r,,)-1 projektiv, so- 

daß die Kollineationen XI und ?r2  verträglich gemsß (V4) 

(vgl. I. 3.8). sind und laut 1.3 .I0 zu einer Kollineation 
n:ql  +$' '  fortgesetzt werden können. Die Kollineation x 
ist eindeutig bestimmt, wenn wir für einen d-Raum 4W~d%a.? 
dVgl » d7f2 fordern, da dWgl ein viesentlicher Punkt und' 

{wr2t eine zulässige Bildmenge von idwt1{ ist. 

Wir erhalten eine reguläre lineare Abbildung 8,,~:dc +$'I, 

die nach 4.3.2 mit g2 übereinstimmt. L7 
Es gibt also, von kollinearen Umformungen abgesehen, 

genau eine lineare Abbildung aus der d-Geometrie eines 

endlichdimensionalen projektiven Pappos-Raumes,und die Bildmenge 

jeder regulären linearen Abbildung ist eine Graßnann-Varietät 

(vgl. 4.2.2). Andererseits kann jede Graßmann-Varietät als 

Bildmenge Im(g) einer regulären linearen Abbildung 8 auf- 
gefaßt werden. 

4.3.4 Ist g:d& + @ '  eine reguläre lineare Abbildung, so 
liefert die Graßmann-Varietät Im($) einen Graßmann-Raum 

(Im($),w), wenn wir zwei Punkte genau dann benachbart ( ) 

nennen, falls ihre Urbilder benachbart sind. Dann sind nach 
4.1.3 zwei Punkte von Im(f) genau dann benachbart, wenn ihre 

Verbindungsgerade ganz in Im(f) enthalten ist, oder wenn sie 

gleich sind. Die Abbildung 8.-1 : Im(8) 9'6 bildet (Im(r) ,-) 
isomorph auf (45, -J) ab. Eine Graßmann-Varietät ist ein 

"Punktmodelll' eines Graßmann-Raumes. 

Von besonderem Interesse sind die Automorphismen von 

(Im(g) 9 4  

4.3.5 (Erster ~ortsetzun~ssatz) Ist -2 $?' eine reguläre 

lineare Abbildung und tf~ : Im(a ) + Im(g) ein Automorpiiismus 

des Graßmann-Raumes (Im(x), N) , so existiert genau eine 



automorphe Kollineation %:P ' + .P' der Graßmann-Varietät 
Im(a), die (p fortsetzt. 

Beweis : Definieren wir eine Abbildung r1 :*U + (9 durch 

d X r l  :=  =%<P, so ist rl eine reguläre lineare Abbildung, 

und Y -Ir1 kann nach 4.3 .j zu genau einer Kollineation 
9titoIP?L(Tf) fortgesetzt werden, welche auch die gesuchte Fort- 

setzung von Y ist. L7 

Die Kollineation gehört der Gruppe PfL(Im(f)) aller 

automorphen Kollineationen von Im(g) an und umgekehrt in- 
duziert jede Kollineation aus PFL(Im(g)) einen Automorphismus 

des Graßmann-Raumes (1rn(g) ,w) .  



5 DER ZWEITE FORTSETZUNGSSATZ 

5.1 . I  I m  folgenden s e i  T = (9 ,,$ e i n  n-dimensionaler p ro  jek- 
t i v e r  Pappos-Raum, *T = (dc ,u) ( I  4 d 4 n-2) d i e  d-Geometrie 

i n  T,  sowie :*f i  -+ 5 e ine  regulä re  l i n e a r e  Abbildung i n  d i e  
n+ l  Punktmenge e ines  ( (d+l) -1 )-dimensionalen p ro j ek t iven  Raumes - 

B = (F, 4). Ferner s e i  T '  = ( P ' ,  g' ) e i n  w e i t e r e r  endlich- 

dimensionaler p r o j e k t i v e r  Raum. 
Unser Z i e l  i s t  e s ,  a l l e  l i nea ren  Abbildungen aus (dfti ,&) 

i n  T '  anzugeben. 

5 .1 .2  F a l l s  e s  e ine  l i n e a r e  Abbildung y : g  n $' aus 5 i n  I" 
g i b t ,  e r h a l t e n  w i r  m i t  ~ y : ~ Z . i  >-, Q' nach 3 .I .4 wieder e ine  
l i n e a r e  Abbildung. Damit haben w i r  neue Beisp ie le  f ü r  l i n e a r e  

Abbildungen aus d e r  d-Geometrie e ines  n-dimensionalen projek- 
t i v e n  Pappos-Raumes gefunden (vgl . [2], 1121 ) . 

Ist a n d e r e r s e i t s  X :dfi r( $' e ine  l i n e a r e  Abbildung, so 
l i e f e r t  r-lX e ine  Abbildung aus Im($)c@ i n  @ ' ,  d i e  e ine  

l i n e a r e  Abbildung aus dem Graßmann-Raum (1m(g),&) i n  den 

pro jek t iven  Raum T '  ist. :Tenn w i r  
zeigen können, daß *-IX zu e i n e r  r 

d& -Im(r)c p 
/ 

l i n e a r e n  Abbildung y aus 5 i n  T' 

f o r t g e s e t z t  werden kann, so  b,/; 
kennen w i r  a l l e  l i nea ren  Abbildungen 9' 
aus dTT i n  T', da w i r  nach 1 .I .7 
a l l e  l i n e a r e n  Abbildungen aus f' i n  T' angeben können. 

S . l . 3  Nehmen w i r  an, daß +I:@ w $' e ine  l i n e a r e  Fortsetzung 

d e r  Abbildung $-IX i s t ,  so f o l g t  aus Im($)<$ e i n e r s e i t s  
Im(*) = dkX = ( ~ m ( ~ ) ) ~ - ' ~  = (Im(a))ycIm(y), a l s o  rgX 4 rgy.  
Da a n d e r e r s e i t s  d i e  Verb indungs~~ül le  von In(r) m i t  5 E3er- 
einstimmt, g i b t  e s  e ine  Basis  2 C In ($ )  von Ti . Nach I . I .  9 
e r h a l t e n  w i r  r g y  = dim[sy 1 = d i r n ~ $ ~ - ' ~  I 4 rgx ;  zusamnen- 
fassend g i l t  a l s o  rgx = rgy.  



5.1.4 (Zweiter  Fo r t s e t zungssa t z )  Ist X :'fi (TI) H p '  e ine  
l i n e a r e  Abbildung und y : d ~ ( ~ )  a @ e i n e  r e g u l ä r e  l i n e a r e  

Abbildung, so  g i b t  e s  genau e ine  l i n e a r e  For t se tzung  
w .p' d e r  Abbildung $-IX. 

Zum Beweis verwenden w i r  d i e  i n  2.7.3 en twicke l te  lhethode 
n-1 d e r  vo l l s t änd igen  Induktion.  Dabei g i l t  s t e t s  d  2 7 bzw. 

n  L- 2d+l .  

(1) Für endlichdimensionale p r o j e k t i v e  Räume i s t  das  For t -  

setzungsproblem analog zu 4.3.3 t r i v i a l ,  wenn w i r  u n t e r  
e i n e r  r egu l ä r en  l i n e a r e n  Abbildung aus einem endlichdimen- 
s iona l en  p ro j ek t iven  Raum sinngemäß e i n e  l i n e a r e  I n j e k t i o n  
bzw. e i n e  Ko l l i nea t i on  vers tehen .  

( 2 )  Die Induktionsvoraucsetzung i s t  daher ,  daß e s  f ü r  jeden 
echten Teilraum 4 3  genau e i n e  l i n e a r e  For t se tzung  aus [*9 $ 3  
i n  p' g i b t ,  insbesondere genau e ine  l i n e a r e  For tse tzung 
yC: [ d [ n - 4 C l ~ l  w 22' f ü r  jedes Hyperfeld dCk4C]. B e n s o  e x i s t i e r e  
f ü r  jedes  d-Hy-perbündel dCoQ] genau e i n e  l i n e a r e  For tse tzung 

'+'Q : [dCOQ] 1 w $' d e r  Abbildung g--' (XI dEO Q1) . 
Der e i g e n t l i c h e  Beweis s e i  wegen s e i n e r  Länge kurz 

s k i z z i e r t  : 
I n  5.2 wählen w i r  e inen Punkt 'P und e ine  Hyperebene "'I BPOP 

so aus ,  daß w i r  d i e  l i n e a r e n  Abbildungen qJp: [dCoP]g 1 Q' 
und y g :  [d[n-4B]g] w 9' zu e i n e r  l i n e a r e n  Abbildung >r $' 
f o r t s e t z e n  können. Da yp und aus komplementären Unter- 

räumen von ? abbi lden,  müssen w i r  gegebenenfal ls  noch f ü r  
e inen wesent l ichen Punkt d i e  Bildmenge z u l ä s s i g  f e s t l e g e n ,  
um gemäß 1.3.5 e indeu t ig  f e s t zu l egen .  

Es f o l g t  i n  5.3 b i s  5.5 d e r  Nachweis, daß y e i n e  Fort-  

setzung von i s t .  Dabei verwenden w i r  vor  a l lem d i e  i n  
1.3.2 bewiesenen Aussage, wonach zwei l i n e a r e  Abbildungen 
höchstens e i n e  l i n e a r e  For tse tzung i m  Verbindungsraum d e r  U r -  

räume b e s i t z e n ,  f a l l s  d i e  beiden Definitionsmengen n i c h t l e e r e n  

Durchschnit t  b e s i t z e n .  
Die F ä l l e  n  G 2d-1, n  = 2d und n  = 2d+l werden ge t r enn t  



untersucht ,  d e r  t r i v i a l e  Sonder fa l l  e i n e r  l ee ren  l i nea ren  
Abbildung X wird i n  5.2.2 behandelt .  

5.2 Konstruktion e i n e r  möglichen Lösung 

2,2- Die Einschränkung von auf jeden p ro j ek t iven  Höchst- 
raum i s t  l i n e a r  i m  Sinne von 1 . I  .2. Weiters g i b t  e s  einen 
pro jek t iven  Höchstraum dgO d e r a r t ,  daß r : = rg(%ld% 0 )  

i r g ( ~ I  a% ) g i l t ,  wobei d % c d f i  e i n  p r o j e k t i v e r  Höchstraum 
i s t .  

I n  Abhängigkeit vom Wert d e r  ganzen Zahl r wählen w i r  e inen 
Punkt "P, e ine  komplementäre Hyperebene "-'B und gegebenen- 
f a l l s  e inen d-Raum d\Vdd[0P]~d[n-3B] so aus,  daß d i e  l i n e a r e n  
Abbildungen yp: [ ~ [ o P ] ~ ]  H .P' und YB: Cd["-< B]$] W B' genau e ine  

l i n e a r e  Fortsetzung bes i t zen ,  gegebenenfal ls  m i t  d e r  Zusa$z- 
voraussetzung i d W h (  = { d V / j a v .  

5 .2.2 Es s e i  r = -1: Da jvder p r o j e k t i v e  Höchstraum nur 
Ausnahmeelenente b e s i t z t ,  i s t  X e ine  l e e r e  Abbildung. I n  

diesem F a l l  i s t  d e r  Induktionsbeweis g a r  n i c h t  nö t ig :  Für 
i s t  Im($) d i e  Ausnahmemenge, sodaß jede l i n e a r e  Fort-  

setzung dann [Im(r)] = # a l s  Ausnahmenenge b e s i t z e n  nuß. Daher 

i s t  d i e  l e e r e  l i n e a r e  Abbildung aus i n  8' d i e  e inz ige  

l i n e a r e  Fortsetzung von $-IX i n  den p ro j ek t iven  Raum T. 

Der F a l l  r = -1 kann daher i m  folgenden ausgeschlossen 
werden. 

5.2.3 Es s e i  r = 0 :  I n  diesem F a l l  g i b t  e s  keine  aus- 
nahmefreien d-Büschel, aber mindestens e i n  d-Büschel 
d[d-4T,d+4H], welches genau e i n  Ausnahemelenent *W b e s i t z t .  

W i r  wählen e ine  Hy-perebene "-"B so,  da6 dViJnn-'B = =-"T g i l t .  



Dann s ind  *F und d+4Hnn4B zwei 

verschiedene Hyperebenen des  
pro jek t iven  Raumes T i  (*'"H), welche 
nach 1.3.6 einen gemeinsamen Kom- 

plementärraun 'P bes i t zen .  
M i t t e l s  d e r  Abbildungen E ~ , & ~  

(vg1.3.1.7,(1))  g i l t  dann * P v ~ - ~ T  = 

= 'Wo, und O-<Bnd*H = *Ve2. 

Aus r = 0 f o l g t  m i t  3.3.2 rgX = 0 ;  ebenso i s t  r g ( x l d [ O ~ j )  = 

= r g ( ~ [  d["-B]) = 0,  da und d e r  Definitionsmenge 
D(%) angehören. Ferner g i l t  nach 5.1.3 rgyp = rgyB = 0 .  

Die l i n e a r e n  Abbildungen yp und yg s ind  gemäß 1.3.8, (111) 

v e r t r ä g l i c h ,  und nach 1.3.10 g i b t  e s  genau e ine  l i n e a r e  
Fortsetzung y:g $' von yp und YB,  d i e  den bezügl ich Vp 

und <yB wesentl ichen Punkt 'Wb a l s  Ausnahaeelement b e s i t z t .  

5.2.4 Es s e i  r = 1. Da d i e  Einschränkung von X auf min- 
des tens  einen pro jek t iven  Höchstraum vom Rang I i s t ,  g i b t  e s  
e i n  ausnahmefreies d-Büschel d[d-4T,d+4H]. 

Vlir wählen nun einen Unterraum "zU3d4H, was wegen d 4 n-2 

s t e t s  möglich i s t .  Nach 3.5.2 g i b t  e s  f ü r  e i n  Nichtausnahme- 

element d1f12cd+4H höchstens e i n  d-Feld, dessen Hülle i n  *+LU 
l i e g t ,  das  dW2 aber ke in  ausnahmefreies d-Büschel e n t h ä l t .  

W i r  können a l s o  i n  d e r  ( d + l ) -  
Klammer (d+ l  ) Cd W2,d+zU1 noch 

mindestens einen Unterraum d + d H  f 
# d+4 H f inden,  sodaß das d-Feld 
d[d+"H] e i n  ausnahrnefreies d-Büschel 

b e s i t z t .  Dann g i l t  r g ( ~ l  d ~ ~ " f i 1 )  = 1, 

und d i e  Ausnahmemenge von d Cd+' GI 
i s t  d e r  Teilraum d [ ' ~ , ~ " H l  f ü r  e ine  
gewisse Gerade ' A c d t 4  H. 

Gemäß 1.3.6 kann nun d e r  Punkt 'Pcd~G SO gewählt werden, 



daß e r  weder i n  dW2 noch i n  'A en tha l t en  i s t .  Die Hyperebene 
"-"B wählen w i r  komplementär zu "P  durch h 4 H .  Auf Grund d i e s e r  
Auswahl b e s i t z t  das  d-Hyperbündel cl[oP] e i n  ausnahmefreies 
d-Büschel, z.B. d[d-d?,d+4g] m i t  O P C ~ ~ T C ~ + ~ ~ I  b e l i e b i g ;  i~ d- 

Hyperfeld d["-IB] i s t  das d-Büschel d Cd-' T,*+'H] ausnahaefre i  . 
Ferner können w i r  aus dem d-Büschel d[a-4!F,d+dH] einen 

Unterraum dW1 m i t  f " W 2 ~  wählen und i m  d-Büschel dW1d\V2 

e inen von dW,, und d W 2  verschiedenen d-Raum dW f inden .  Dann 

g i l t  d W ~ i  = dai ( i = 1 , 2 ) .  

Aus r = 1 können w i r  i m  allgemeinen nur rgX 1 schl ießen.  
Desgleichen b e s i t z e n  d i e  Einschränkungen ~ ~ l d [ O P l  und X ]  Ln-' B] 

mindestens dep Rang 1 ;  m i t  5.1.3 g e l t e n  d i e s e  Rangabschatzungen 
auch f ü r  yp und yg.  

Ist X e ine  l i n e a r e  Abbildung von Rang 1, dann g i l t  auch 
rg(x/  dCOP]) = rgyp = r g ( ~ I  d["-'B]) = rgyB = 1. Nach 3.5.4 

i s t  das  f ü r  e ine  Ordnung N U s t e t s  d e r  F a l l .  Zur Konstruk- 
t i o n  e i n e r  l i n e a r e n  Fortsetzung y von yp und YB müssen d r e i  

F ä l l e  unterschieden werden: 

(1) Für r g n  = 1 s ind  d i e  Abbildungen yp und iyB nach 1.3.8, 
(V3) v e r t r ä g l i c h ,  denn f ü r  d i e  Geraden EI : = dCd-' ?,d+4 B] * 

- und E2 :=  d[d-4T,d+4H]* i s t  d i e  Abbildung k : =  (ypl g,)(qBI g2)-' - 
= X I  E, )($-'X I E,)-' nach 3.5.5 und 3.5.7 e ine  Pro j e k t i v i t ä t .  

Der Punkt *W8 i s t  wesent l ich  bezügl ich yp und yB, und e s  

g i b t  nach 1.3.10 genau e ine  l i n e a r e  Fortsetzung y : g  w P' 
von yp und yB, welche dT?~y = dTx l e i s t e t ,  da 5 d W r f  e ine  zu- 
l ä s s i g e  Bildmenge von fdW8f i s t .  

(2 )  I s t  rgX 1 2 und rgYp = rgyB = 1, so müssen d i e  Geraden 
Im(y>p) und Im(vB) verschieden s e i n ,  da Im(x )cIm(<yp ) v I m ( i y g )  
g i l t .  Die Abbildungen yp und YB s ind  dann i m  Sinne von 1.3.8 
n i c h t  v e r t r ä g l i c h .  Da d i e s e  Annahme jedoch nur f ü r  N 4 3 
denkbar i s t ,  können d i e  Abbildungen dennoch l i n e a r  f o r t g e s e t z t  

werden, wie i n  1.3.11 geze ig t  wurde. Analog zu ( 1 )  e x i s t i e r t  
genau e ine  l i n e a r e  Fortsetzung » T ' ,  welche dWäy = ~ W X  

l e i s t e t .  



(3) Gilt etwa rgyp 2 und rgYB = 1, so sind die Abbildungen 

yp und yB laut 1.3 - 8 ,  (V4) verträglich, wobei wie in (1) 
für Geraden EI und g2 mit 3.5.7 folgt, daß die Abbildung 
3 : = (vpl EI ) 6' (yB1 g2)-' für jede Projektiiität 6 :glvp + g2yB 

projektiv ist. Ebenfalls wie in (I) erkennen wir, daß genau 

eine lineare Fortsetzung :@ H $' von yp und iyB existiert, 

welche dV!?y = *W% leistet. 

5.2.5 Es sei r 2. Nach Voraussetzung existiert also ein 

zweidimensionaler projektiver Teilraum, welcher in der 
Definitionsmenge D(?) enthalten ist. Wir nehmen 0.B.d.A. 
an, daß dieser Teilraum Teilmenge eines d-Feldes ist, sonst 
wird dual vorgegangen. Das ist möglich, da wir die Voraussetzung 

n-1 d - 2  in 5.2.5 nicht benötigen, und d-Hyperbündel bzw. d- 
Hyperfelder einander dual gegenüberstehen. Insbesondere be- 

sitzt dieses d-Feld ein ausnahmefreies d-Büschel d[d-+T,d+IH], 
sodaß gilt rg(y\ dEd-4T1) -: I, und es gibt sicherlich einen 

Unterraum dV1~d[d-4T]\d[d+~H], für den dWlx definiert ist. Aus 
dem ausnahmefreien d-aüschel 
d[d-iT,d+d H] wählen wir einen d- 

Raum 4W2 mit d W l ~  # d W 2 ~ ,  sodaß 
das d-Büschel dWldW2 keine Aus- 

nahmealemente besitzt. 

Nun gelte 0P~dBl\d-4T und 
n-4B3d+4H sei zu O P  komplementär. 
Schließlich greifen wir aus dem 

d-Büschel dWldW2 einen von dW1 und *W2 verschiedenen d-Raum 

d W  heraus, sodaß wir d W ~ i  = dWi (i=1,2) erhalten. 
Die Abbildung y g  besitzt nach Konstruktion mindestens den 

Rang 2. Ferner sind yp und yg  gemäß 1. 3 -8, (~2) oder (~4) 
verträglich, je nachdem rgyP = 0 oder rgyp = 2 gilt; die 

Projektlvitätsbedingung ist wieder mittels 3 i5 .7  nachzuweisen. 
Wie in allen anderen Fällen existiert genau eine lineare 

lineare Fortsetzung y:? s 4' von yP und yB mit dTflqy = dlflp 



5.2.6 F a l l s  e s  a l s o  f ü r  r 2 0 Überhaupt e ine  l i n e a r e  Fort-  

setzung von T-lX g i b t ,  so i s t  e s  d i e  Abbildung Y,  wobei yyl 

nach Konstruktion auf d e r  Menge d[" Plu 1"'' Blvid W f  m i t  X 
Übereinstimmt. Dabei könnten nach 1.3.4 f ü r  r g y  = 1 nur d i e  

Fasern von e indeut ig  bestimmt s e i n .  Das i s t  n i c h t  de r  

F a l l ,  da X und 7y.J nach 5.2.4, 5.2.5 f ü r - r g y  = rgX 1 auf 
mindestens einem d-Büschel db dasselbe  l e i s t e n .  

Die Abbildungen X und ~ Y J  stimmen auch auf dem d-Büschel 

dWaldW~2 Überein. Für dWeA(%) i s t  das  t r i v i a l .  G i l t  d W ~ D ( ~ ) ,  
so i s t  ~ W E ~ ~ W E ~  ausnahmefrei b e i  X und .Ijy . M i t  3 .5 .5  bzw. 

3 .5 .7  f o l g t  aus xIdb = oy>Idb, daß 6 :=  ( x ~ d ~ ~ l d ~ ~ 2 ) ( a y ~ d ~ ~ l d ~ ~ 2 ) - 1  

eine  Pro j e k t i v i t ä t  i s t .  Da d W , d W ~ l  , ~ W E ~  Fixelemente von r 
s ind ,  g i l t  6 = id+,Qdwh. 

5 .3  Beweis f ü r  n h 2d-I 

5.3.1 W i r  s e tzen  i n  5.3.1 n i c h t  notwendig n ' 2d-1 voraus. 

Es s e i  OQcdWnn-'B e i n  Punkt. Dann e x i s t i e r t  nach Induktions- 

voraussetzung genau e ine  l i n e a r e  For tse tzung Y [d[OQ]~] z-, +' Q: 
von y- l (X~ d[O QI ) . D a  f ü r  jeden echten Teilraum genau e ine  

-1 l i n e a r e  Fortsetzung von (XI~;L) e x i s t i e r t ,  stimmen u/ und 

YQ auf den windschiefen Unterräumen : = [d[OPvOQ]~ J c 
c[d[OPI*I und .P2 : = [dCO Q , + - ' B l ~ l ~ [ d [ ~ - ~ B l  81 Überein, deren 
Verbindungsraum [dC0 &]$I i s t  (vg l .  3 . I  .7, ( I  )). Jede* l i n e a r e  

Fortsetzung von yI PI und Y>lg2 i n  den Unterraum 61v@22> d i e  
ld W*? auf { d ~ i ) y  abb i lde t ,  i s t  nach, I .3.5 m i t  q ~ l @ ~ ~ $ ~  f a s e r -  

g l e i ch .  M i t t ~ > ( d W ~ ~ d W e ~  = x I ~ ~ E ~ ~ W E ~  = ~ ~ l *  W E ~ ~ W E ~  f o l g t  

yQ =yl [ d [ o Q I ~ I ,  bzw. { d ~ f ä y >  = t d X j x ,  f ü r  a l l e  ~ X G ~ C O Q ]  m i t  
O QcdWnn-9. 

5.3.2 Ist nun s p e z i e l l  n L 2d-I, so b e s i t z t  jeder  d-Raum 

d ~ ~ d 3  einen Schnit tpunkt m i t  dWnr-'B, sodaß nach 5.3.1 d i e  

Abbildung e ine  Fortsetzung von $-IX i s t .  

/-m/ 



5.4 Beweis für n = 2d 

5.4.1 I m  Anschluß an das Ergebnis i n  5.3 . I  und auf Grund 
d e r  Konstruktion von brauchen w i r ' d i e  Beziehung ( d X f g i y  = 

= 1-x5X n u r  noch f ü r  solche d-Raume dX~dc -nachzuweisen, 

welche zu dlnin2"% und OP windschief s ind ,  denn jeder  d-Raum 
aus d[Z&B] schneidet  ~ W A ~ ~ - ' B .  Es s e i  d X  i m  folgenden so e i n  
d-Raum. (Die Skizzen i n  5.4 s ind  f ü r  d=2, a l s o  n=4 e r s t e l l t . )  

Wegen n = 2d haben j e  zwei d-Räume n i c h t l e e r e n  Durch- 
s c h n i t t .  Da d X  ZU dWn2d-9 = d W n d W g l  und 'P windschief i s t ,  

e r h a l t e n  w i r  Schnit tpunkte OS : = 

:=  d ~ n d ~  und OS1 := dXodW~l m i t  

O S ,  O S ;  ,O P paarweise verschieden 

und n i c h t  k o l l i n e a r .  
W i r  be t rach ten  den pro jek t iven  

Teilraum TT(~[OP,~WVOP]). Die Ein- 
schränkung von X auf d iesen  Te i l -  

raum i s t  wegen dWal&A(~) keine  
l e e r e  Abbildung, sodaß i h r e  Aus- 

nahnemenge i n  e i n e r  gewissen Hyperebene c i C 4  A,dWvOP] m i t  
oPclA des  Teilraumes en tha l t en  i s t .  Eine wei te re  Hyperebene 

d i e s e s  p ro j ek t iven  Teilraumes i s t  dCOPvOCl ,4WvoP1, da d e r  
Träger d i e s e r  d-Klammer e i n e  Ge- 
rade i s t .  Nach 1 .3 .6  g i b t  e s  daher ,+ 
einen d-Raum *Y6 d [O P ,  W vOP] , d e r  
beiden Hyperebenen des  Teilraumes 
n i c h t  angehört.  Die beiden ~ > ä g e r -  
geraden 4A und O P V  OS, haben a l s o  

m i t  d Y  nur OP gemeinsam, sodaß 
insbesondere d i e  Ebene OPvOSvOS,, 
n i ch t  i n  d Y  en tha l t en  i s t  und e s  genau e inen Punkt O Q  := 

:=  dYr\(oSvoS1) = dYndX g i b t .  Nach Konstm.ktion g i l t  f e r n e r  

d y # A ( ~  
Da 4X und damit auch O Q  zu dWnZd-'B windschief i s t ,  können 

w i r  dZ := ( d ~ p f ~ - % ) ~ ~ Q  b i lden .  Es i s t  dann dZ  # dWal ; nehmen 



w i r  nämlich i n d i r e k t  *Z = 4Wg1 an, so f o l g t  OQcdXndWel = 'SI 
und wegen OQcdY e r g i b t  O Q  = OS1 c d Y  e inen ~fliderspruch zur  Aus- 

wahl von d Y .  

Es i s t  dZ&d[dWnu-lB,dWvOP], sodaß 4 Z  auf Grund d e r  gewählten 

Angabe nur  f ü r  r = 0 und dZ = d W  bzw. O Q  = OS e i n  Ausnahme- 

e lenent  von X i s t .  W i r  unterscheiden daher zwei F ä l l e :  

5.4.2 d Z  gehört  d e r  Ausnahmemenge A(x) n i c h t  an: Für das  

d-Hyperbündel d [ O  Q] i s t  d [O Q] ) nach Induktionsvoraus- 

setzung zu genau e i n e r  l i n e a r e n  Abbildung Y [d[~Q]g I w @' Q' 
f o r t s e t z b a r .  I s t 2 d - ' C  e ine  Hyperebene durch d ~ ,  SO l e i s t e n  
d i e  Abbildungen und y auf [d[0Q,2d-~C]~] dasse lbe ,  da auf Q 
Grund des  Dimensionssatzes k e i n  inld-4C en tha l t ene r  d-Ram zu 
dWn2d-fB windschief s e i n  kann. 

W i r  wählen nun zwei verschiedene Hyperebenen " - f C i ~ d Z  ( i = l ,  2 )  
m i t  "'C13OP und2d-4C2$T. Die d-Klammern d[OQ,a-ICi3 haben 
~ZGD(X) gemeinsam, sodaß y und nach 1 .3 .2  auch i m  Ver- 2 
bindungsraum [d[OQ,zd-fCll~ lv[dC0Q,2d-fC21g1 = ~ , C C ~ [ ~  Qlg.1 
Übereinstimmen müssen. D i e  Ab- 
bildungen und Y, l e i s t e n  f e r -  Q 
ner  auf d [oP~OQ]x]  = :  p2 dasse lbe ,  

denn beide  s ind  l i n e a r e  For t se t -  OQ 

Zungen von d[OPvOQ] ). 
M i t  uC13dZv0P = ~ W V O P ~ ~ Y  er -  

kennen w i r  d Y ~ d [ ~ Q , u - f C ~  ]A~[OPVOQ~ 

und dY€D(~) .  FÜr 4 ~ $ ~ @ 1 ~ g 2  i s t  
- a l so  dYxy> = dY$yg d e f i n i e r t  und nach 1.3.2 muß q ~ \ * ~ v $ ~  - 

= yQ161~$2 ge i t en .  
Setzen w i r  dX1 : = (*Xn"C2)v0P 

und dX2 := (dXv0P)nMC2, so g i l t  
dXcidXldX2 sowie ~ X X E ( ~  X q r )  (dX2g) C 

c & , v @ ~ *  
D a m i t  i s t  { d X ! x ~  = I d X t %  

nachgewiesen. 



5.4.3 Es s e i  ~ Z E A ( ~ ) :  Wie schon i n  5.4.1 bemerkt, g i l t  

d Z  = *W,  O Q  = O S  und r = 0. 
Die Gerade OPv0Q i s t  zu 

WnU4B = dWnd W&,, windschief und 
das 0-Büschel (Punktre ihe)  

OIOPvOQ] i s t  perspekt iv  zum d- 
Büschel d [ d W ~ n ~ ~ B , ~ W v ~ P l ,  welches 

genau dW = d Z  a l s  Ausnahmeelement 
b e s i t z t .  W i r  wählen einen zu d Y  

komplementären Unterraum 6 4 M  m i t  OS,C~-~MC~X, sodaß das d- 
Büschel d[d-4M,d XvOP] =: db perspekt iv  zum Geradenbiischel 
1 [OS, ,  , O S , , ~ O P ~ O Q ]  bzw. zum 0-Büschel O[OP~OQl l i e g t .  

Für den d-Raum d-4M~01?~d[0P] stimmen d i e  Bildpunkte u n t e r  
- d b \  i d X i j ,  X und t r i v i a l e r w e i s e  Überein. Für a l l e  ~ X E ~ G  . - 

d i e  von d-* MvOP verschieden s ind ,  g i l t  OS",, .: = d X  ndV7€,, = OS,, , 
sodaß d ~ n d X  = : ' G  f o l g t .  M i t  H i l f e  

des f e s t e n  d-Raumes d Y  kann dann 
wie i n  5.4.2 d e f i n i e r t  werden 
d z  := ( ~ W ~ U - ~ B ) V O ~ ,  wobei d Z  # dZ 
kein  Ausnahmeelement von X i s t .  

Damit g i l t  aber { d . X ~ a y  = idXfX 
f ü r  a l l e  d k d g  nach 5.4.2. 

Die Abbildungen ay und X stimmen d e i e r  auf db Überein; 

wegen r = 0 b e s i t z t  db mindestens e i n  Ausnahmee1eme;nt von X .  
Gibt e s  i n  d g  keine Ausnahmeelemente von X bzw. yyr , so i s t  
d b ~  einpunkt ig  und (L2) l i e f e r t  dXcA(~)  bzw. d X ~ A ( r y ) .  
B e s i t z t  d$ genau e i n  Ausnahmeelement und daher auch mindestens 

(U 

einen d-Raum d X O ~ ~ ( X ) ,  so g i l t  4 X ~  = d X O ~  = d?OLy = dXy . 
F a l l s  i n  *$ zwei Ausnahmeelemente e x i s t i e r e n ,  so i s t  nach 

(LI )  weder d ~ x y  noch d X ~  d e f i n i e r t .  

Zusammenfassend g i l t  daher IdxI$yi = Idx)x. 
/X/ 



5.5 Beweis für n = 2d+l 

5.5.1 Wegen n = 2d+l erhalten wir beim Dualisieren von Aus- 
sagen der d-Geometrie' wieder Aussagen der d-Geometrie. 

Insbesondere gilt also dual zu 5.3 .I : 
{dX?x'y = i d x ? ~  für alle dX~d[" Cl mit 2d CJ~WVOP. 

Wir brauchen daher die Beziehung 

I d X f ~ y  = { d X h  nur noch für solche OP 

Unterräume dxcdfi na.chzuweisen, 
die sowohl zu O P  als auch d~n2dB 

windschief sind und (dual) so- 
wohl mit 2dB als auch mit d ~ v O ~  
den ganzen Raum aufspannen. 

55.2 Wir wählen eine Hyperebene 2" C J ~ W E ~  beliebig aus. 

Die eindeutig bestimmte lineare Fortsetzung von x-l(X~ dE2dC1 ) 
sei yC: [d[2dC]g] » $?', sodaß yi und yC auf den Unterräumen 
[d[OP, I-d C]$] und [dEoQ,2d C]$] übereinstimmen, wobei *QcdWn24B 

beliebig gewählt werden darf. Nach Konstruktion ist d ~ ~ l  & ( X ) ;  
nach 1.3.2 stimmen also y, und yC auch im Verbindungsraum 
Cd[* P , u  C]*]V [d[OQ,2d C]$] überein. Für alle X G ~ [ ~ ~ C I  ist 
dXndWq nicht leer. Wir können einen Punkt OQcd1Nn2dB stets 

so wählen, daß dXn(OPv0Q) # @ erfüllt ist. Dann gilt nach 
2.2.7 d~~d[0~,2d c]$~[oQ,~c] bzw. nach 3.1.5 

dXg~(d[0P,2d C]vdC0Q,2d C] )g.c(d[ C~~)V(~[:OQ,~~C~$)C 
c[d[OP,Pd Clr]v[d[*Q,2d Cjt], womit IdXfay = ldXfx für alle 

d~~d[2d C] nachgewiesen ist. 

Ist andererseits für einen d-Raum "X der Durchschnitt 
dxndWal # , so existiert eine Hyperebene 2d C2dX~dlT?~1, 

sodaß i d X f a y  = Idx IX  erfüllt ist. 

5.5.3 Dual zu 5.5.2 erhalten wir idX23iy = I d X I x  für alle 

dX mit dXvdWs2 # 9, was jedoch wegen n = 2dcl zu dXndW&2 # @ 
äquivalent ist. 



5 . 5 4  Der Durchschnit t  dXn(dWvoP) i s t  f ü r  a l l e  d ~ ~ 5  n i c h t  

l e e r .  Ist  dim(dXn(dWvOP)) = 1, so i s t  dX ZU dWel und d W e 2  

n i c h t  windschief ,  sodaß nach 5.5.2 und 5.5.3 g i l t  ( d ~ i 8 ~  = 

= I * X ~ %  . Es v e r b l e i b t  daher d i e s e  Eigenschaft  nur noch f ü r  

solche d-Räume dX m i t  ( X Q ( ~ W V ~ P )  =: O Q  und 

nachzuweisen. 

Die Abbildung dCd WvOP] b e s i t z t  e inen pro jek t iven  Te i l -  
raum von T(d[d WvO P] ) aus Ausnahmemenge ; se tzen  w i r  
a~ : = n ( d  R I ~ R E A ( ~  d["ivOPI 1, SO f o l g t  aus ~ w E ~ & ( x )  d i e  

Ungleichnung q 2 0. 

W i r  müssen zwei Fä l l e  unterscheiden:  

5 * 5 * 5  Es s e i  O Q  OA. W i r  wählen dann e inen Punkt OSl c 
cdWn2dB und e inen Punkt OS2cPA , m i t  OS2 f "9. Gemäß 'I .3.6 

e x i s t i e r t  e i n  zu beiden Punkten windschiefer  d-Raum d Z  m i t  
O Q ~ ~ Z c d W ~ O P .  Daher g i l t  Z&A(X) und dim(4 2nd Wn2dB) = d-2, 

sodaß d W ~ l n d  Z und d17~2n*Z zwei verschiedene (d-I )-Räume 

s ind .  W i r  können daher e inen Punkt O Q 1 ~ d W ~ l n d  Z wählen, d e r  

n i c h t  i n  d W ~ 2 n d Z  l i e g t .  Dann 
schneidet  d i e  Gerade OQvOQ,, aus 
d ~ 2 n d ~  genau e inen Punkt OQ2 f 
# Q1 aus .  

Die Abbildungen a-l(X dCOQil) 
( i = l  , 2 )  b e s i t z e n  nach Induktions- 
voraussetzung l i n e a r e  Fortsetzungen 

YQ; 
: [d[OQil$1 H @',und nach 5.5.2 0 

sowie 5.5.3 g i l t  yQi = V \  [d[OQi]$l. Ferner i s t  C := 

: = d X ~ d Z  e ine  Hyperebene; m i t  y C :  [d[Ld C I j ]  M /p' bezeichnen 

w i r  d i e  e indeut ig  ex i s t i e r ende  For tse tzung von a-l(lyl d[ld C ]  ) . 
Die Abbildungen yC und +J l e i s t e n  daher f ü r  d i e  Punkte d e r  

Unterräume [dCOQi ,U C]g] ( i = l  , 2 )  dasse lbe ;  da f e r n e r  d ~ ~ ~ ( ~ )  
g i l t ,  f o l g t  wie i n  5.5.2, daß y und yC  auch i m  Verbindungs- 
raum [dCO Q1, 2dC]g]v [dC0Q2,2d C]$] Übereinstimmen. Da d ~ g  nach 

2.2 .7 diesem Verbindungsraum angehört,  f o l g t  idXt$y = { d X l ~ .  



5.5.6 Es sei O Q  = qA, also q = 0 .  Dieser Fall tritt nur für 
r = 0 auf, denn für r 1 ist das d-Büschel (dTi?~l)(dW&2) nach 

Konstruktion ausnahmefrei . Es gilt dann d WGA(X), also OAC*W. 

Wir wählen einen zu dWvOP 
komplementären Unterraum d-4 McdX 

aus und legen durch O Q  eine be- 
liebige Gerade 'fGcdWvOP. Das er- d4 

gibt ein d-Büschel d[d-4M,d-414v4G] : = 

:=  4b, wobei nach 5.5.2, 5.5.3 und 
5.5.5 die Abbildungen t f y  und X auf 

: = db \ f d X f  Übereinstimmen. 

Wie in 5.4. J folgt dann { d ~ I l v  = IdXi%. 

Damit haben wir den zweiten Fortsetzungssatz bewiesen. 

5.6 Anwendungen 

5.6.1 Mit Hilfe des zweiten Fortsetzungssatzes können wir 
die Ausnahmemenge A(x) einer linearen Abbildung X :dfl P' 
beschreiben: Es existiert ein ((:I:) -rg~-2)-dimensionaler 

Unterraum @, von if mit A ( 7 )  = (&n1m(ä ))t  -1 . Dabei ist & der 
Ausnahmeunterraum der' linearen Fortsetzung y>:P + q' der 
Abbildung *-IX. Die X -Faser eines d-Raumes d X ~ ~ ( ~ )  erhalten 

wir analog als *-'-~ild des Schnittes der Y-Faser von dXg 

mit Im(2). 

Gilt insbesondere rgX = 0 ,  so ist A(x) ein linearer 

Komplex von d-Räumen (vgl. [5, S ,322 1 ) ; wir sprechen kurz von 
einem linearen d-Komplex. Vermöge des zweiten Fortsetzungs- 

satz können wir für lineare d-Komplexe eine einfache geo- 

metrische Kennzeichnung geben: Eine echte Teilmenge d%l, 

ist genau dann ein linearer d-Komplex, wenndwmit keinem 



d-Büschel l e e r e n  Durchschnit t  b e s i t z t  und m i t  j e  zwei 
verschiedenen benachbarten d-Räumen *X, d Y  auch das  d-Büschel 
dX*Y e n t h ä l t .  

Wählen w i r  nämlich e ine  Mengedmmit den angegebenen Eigen- 

schaf ten  und e inen d-Raum d ~ O ~ d 8 ,  so wird durch A(x) := '9% 

und *X C) dX% :=  dXo f ü r  a l l e  dX& A(x) e ine  l i n e a r e  Abbildung 

5 d ~ 0 3  aus d v  auf den p ro j ek t iven  Teilraum T(idXO$ ) 

e r k l ä r t .  Wegen rgX = 0  e r g i b t  sichd7n als  l i n e a r e r  d-Komplex. 

5.6.2 I n  wichtigen Sonder fa l l  n = 3 ,  d  = 1 g i l t  dimf = 5. 
Wählen w i r  insbesondere a l s  ar i thmet ischen pro jek t iven  

6 Raum *(E K ) ,  so i s t  Im(a) d i e  durch d i e  regulä re  quadrat ische 
Form (vg l .  [11,S.100]) R :(IK6,lK) + iK m i t  

(pol 9 * ,p23)fi :=  P 01 P  23 - P o p l 3  + Po3P12 

beschriebene regulä re  quadrat ische V a r i e t ä t .  DurchR i s t  

dann d i e  n i c h t  ausgear te te  a s s o z i i e r t e  Bil inearform 
z: ( ~ K ~ , K ) ~  -+ K m i t  

mitbestimmt. Es g i l t  (9,q)E = 2(9R). Für C h a S  # 2  wird auch 

a l s  a s s o z i i e r t e  Bil inearform bezeichnet .  Die Bi l inear -  2 
f o r m  Z i s t  symmetrisch und für ChariK = 2  auch a l t e r n i e r e n d ;  
Z b e s c h r e i b t  daher e ine  p ro j ek t ive  N i c h t n u l l p o l a r i t ä t  (po la r -  

system e i n e r  Quadrik) bzw. e ine  N u l l p o l a r i t ä t ,  j e  nachdem 

CharK # 2  oder CharlES: =..2 g i l t  (vg l .  [2,S.461). 

Zwei Punkte %E, 4 I K  des GraBmänn-Raumes (1a(8) ,&) s i n d  

genau dann benachbart , wenn (qu+y)v)fi = (qu+yjv)z = 0  

f ü r  a l l e  u , v ~ ' i K  : g i l t ,  a l s o  wenn .ceK und 3lI: konjugie r te  
Punkte (vg l . [ l ,S . l58 ] )  s ind .  

Ist  TT e i n  r e e l l e r  dreidimensionaler  p r o j e k t i v e r  Raum, so 
6 i s t  = lT(R ,B) und $ i s t  d i e  KLEZNsche Abbildung. Die Bild- 

menge I r n ( ~ )  h e i ß t  bekanntl ich auch ~lLuCKERsche Quadrik (vg l .  
[20]). Untersuchen w i r  m i t  5.6.1 d i e  $ - ' - ~ i l d e r  d e r  Schn i t t -  
v a r i e t ä t e n  p l n l m ( ~ )  für a l l e  Unterräume von ?, so t r e t e n  



nach C20 1 folgende Geradenmengen auf :  

Gewinde 

Gebüsch 

hyperbolisches Netz 
parabol isches  Netz 

e l l i p t i s c h e s  Netz 
Vereinigungsmenge e ines  Geradenbündels und e ines  

Geradenfeldes m i t  nichtleerem Durchschnitt 

Regulus 
zwei verschränkte Geradenbüschel 

e i n  Geradenbüschel 
eine Gerade 
Geradenbündel 

Geradenfeld 

1 I zwei Geraden 
/ eine Gerade 
I Geradenbüschel 

0 I e ine  Gerade 

E s  g i b t  a l so  21 wesentl ich verschiedene l i n e a r e  Abbildungen 

aus "fi(a). Dabei i s t  e ine l i n e a r e  Abbildung durch i h r e  Aus- 
nahemenge a l l e i n  noch n i c h t  f e s t g e l e g t .  

I n  der  L i t e r a t u r  wurden b i she r  Beisp ie le  l i n e a r e r  Ab- 

bildungen vom Rang 2 (vgl .  C31, N I ,  C81, C91, C173, C181, C231) 
und vom Rang 3 (vgl  . C121 ) untersucht .  Die sieben verschiedenen 

Typen l i n e a r e r  Abbildungen vom Rang 2 werden insbesondere i n  
[ 3 !  ausführl ich besprochen. 



W i r  legen d i e s e r  Arbei t  folgenden Abbildungsbegriff zu- 

grunde : 

Sind rn und ?l Mengen und yr : m ~  Q e ine  Abbildung aus d e r  

Urmenge rn i n  d i e  Zielmenge T l ,  so bezeichnen w i r  d i e  
Definitionsmenge von y m i t  D(y) und A(y) : = m\D(y) s e i  d i e  

Ausnahemenge von y. 

G i l t  D(y>) = W, so h e i ß t  y g loba l ;  e ine  globale, i n j e k t i v e  

Abbildung h e i ß t  In j ek t ion ,  e ine  g loba le ,b i j ek t ive  Abbildung 
wird B i  jekt ion.  genannt. W i r  schreiben y:M + 11 bzw. y :m  W 

je  nachdem Y globa l  i s t  oder n i c h t .  

Für Mlcm is t  ?Y/ := ~ Y G ' E I ~ I Y  = Xyt  A X ~ l l ~ j  . Insbesondere 

rnyl =: Irn(~) i s t  d i e  Bildmenge von Y .  

Ist Y : ~ H  n, e ine  wei te re  Abbildung m i t  A(Y) = A(y) 

und X<p = Xy f ü r  a l l e  XeD(y), so wollen w i r  rp und y i m  

folgenden a l s  g l e i c h  bezeichnen, a l s o  9 = schreiben.  
Es  g i l t  dann Im(y) = Im(y)cTlnT$. Gleiche Abbildungen können 
a l s o  verschiedene Zielmengen bes i t zen .  

Ferner i s t  ylml:ml w n  d i e  Einschränkung von y, auf 'Inl. 
Wir nennen e ine  Abbildung 9:R2 sn2 e ine  Fortsetzung von y ,  

f a l l s  QIWI = Y  g i l t .  

Die Abbildung y, b e s i t z t  e ine  Umkehrabbildung :1m(y) + <m , 
wenn i n J e k t i v  i s t .  I m  Sinne d i e s e r  Festsetzung i s t  y, -1 

s t e t s  e i n e  globale  Abbildung. 
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