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Kurzfassung: Ein Oktaeder heil3t flexibel, wenn dieser kontinuierlichfeent werden kann, sodass
sich nur die Kantenwinkel andern jedoch jede Seitenfldtbis zu sich selbst kongruent bleibt wahrend
der Bewegung (Flexion). Auf den folgenden Seiten werdes fidixiblen Achtflache im projektiv er-
weiterten Anschauungsraum prasentiert. Neben den 3fadizia der drei Bricard Oktaeder existieren
nur zwei weitere nicht-triviale flexible Achtflache. Flel¢lOktaeder mit Fernelementen sind auch von
schulpraktischem Interesse, da einige von ihnen keineselinitte haben und somit als Kartonmodelle
realisiert werden kdnnen.

1 Bricard Oktaeder

Im Jahr 1897 hat Bricard [1] bewiesen, dass es nur die drgefmlen Typen von flexiblen Achtflachen
im Euklidischen 3-Raunt gibt, wenn man voraussetzt, dass keine zwei benachbaritnfiechen
wahrend der Bewegung stets zusammenfallen:

Typ (1) Alle drei Paare von gegeniberliegenden EckenGegeneckenpaar) liegen symmetrisch
beziiglich einer Geraden (siehe Abb. 1).

Typ (II) Zwei Gegeneckenpaare liegen symmetrisch beziighiner Ebene, welche das verbleibende
Gegeneckenpaar enthalt (siehe Abb. 1).

Typ (IIl) Dieser Typ besitzt zwei Lagen, in denen alle Seifii@chen in eine Ebene zusammenfallen. In
einer solchen flachen Konfiguration kann das Achtflach ge#if3 2 konstruiert werden.

Ohne diese Bricardsche Voraussetzung gibt es noch zwetndialle von flexiblen Oktaedern B
welche aus Grinden der Vollstandigkeit genannt werdétesdvgl. [8]):

Typ (i) Zwei Gegenecken fallen zusammen, wodurch eine aghkifiberdeckte vierseitige Pyramide
entsteht. Eine derartige Pyramide hat stets eine einpatigm®8ewegung, welche jener eines
spharischen Vierstabgetriebes entspricht.



Abbildung 1: Gegenuiberliegende Ecken sind stets durciclféebige Kugeln dargestellt. Links bzw.
rechts: Bricard Oktaeder vom Typ (I) bzw. (ll), der auch atéehsymmetrischer bzw.
ebenensymmetrischer Bricard Oktaeder bekannt ist (vgh ).

Abbildung 2: Man wahle zwei Punkté und 1’, welche auBRerhalb zweier konzentrischer Kreise lie-
gen. Dann ergeben sich die restlichen beiden Gegeneckenpasa den Schnittpunkten
der (blauen und roten) Tangenten dusd1’ an die beiden Kreise (vgl. auch [9]).

Typ (i) Zwei Paare von gegeniberliegenden Ecken liegdremer Geraderg, womit der Oktaeder
aus zwei flachen vierseitigen Pyramiden zusammengesttdidseine gegenseitige einpara-
metrige Beweglichkeit (Rotation ug) erlauben.

Fur den restlichen Teil der Arbeit soll jedoch Bricards aassetzung wieder Glltigkeit haben. Weiters
sollte noch bemerkt werden, dass jeder der drei Bricard édleta Selbstschnitte aufweist und somit
nicht als Kartonmodell realisiert werden kann (vgl. [3])ieB ist auch ein Mitgrund, warum in Abb.
1 und 2 Stabmodelle zur lllustration herangezogen wurderheigleichfarbige Stabe den Umstand
symbolisieren, dass die Kantenwinkel entlang diesereSsédts gleich groR sind wahrend der Flexion.

Trotz einer Vielzahl von Studien der Bricard Oktaeder (KBkotsakis [2], Stachel [7], Wunderlich
[10]) wurde bislang nicht der Frage nachgegangen, welcpeyon flexiblen Achtflachen im projektiv
erweiterten Anschauungsrauh existieren. Eine Antwort darauf wurde vom Autor in den Pkdtionen
[5,6] gegeben, deren Ergebnisse in den folgenden zwei Alitseh kurz zusammengefaldt sind.



Abbildung 3: Links bzw. rechts: Flexibler Oktaeder vom Tyy bzw. (B), welcher ein Analogon zum
liniensymmetrischen bzw. ebenensymmetrischen Bricatdédler darstellt.

2 Flexible Oktaeder im E* ohne Gegeneckenpaar in der Fernebene

Wenn alle sechs Ecken des Oktaeders eigentliche Punktedsind existieren laut obiger Einleitung die
drei Bricard Oktaeder. Wenn man voraussetzt, dass gendickpunkt ein Fernpunkt ist, dann laf3t sich
zeigen, dass bloRR die folgenden zwei Losungen existieren:

Typ (a) Bricard Oktaeder vom Typ (II), wobei eine in der Syntrieebene gelegene Ecke auf der Fern-
geraden dieser Ebene zu liegen kommt.

Typ (b) Bricard Oktaeder vom Typ (lll), wobei die Konstruiti analog zu jener in Abb. 2 ist, mit dem
einzigen Unterschied, dass einer der beiden frei zu wékleiPunkte des ersten Gegenecken-
paars ein Fernpunkt ist (vgl. auch [9]).

Wenn, wie in derUberschrift vorausgesetzt, keines der drei Gegeneckempass zwei Fernpunkten
besteht, dann ist leicht einzusehen, dass nur mehr folgemeie-alle verbleiben:

e Zwei benachbarte Ecken sind Fernpunkte, woraus folgt, eiassKante ins Unendliche riickt.

e Drei jeweils benachbarte Ecken sind Fernpunkte, womit 8eitenflache in die Fernebene fallt.

Jedoch kann bewiesen werden, dass keine flexiblen Achtftiieer beiden Typen existieren.

3 Flexible Oktaeder im E* mit Gegeneckenpaar in der Fernebene

Wenn man voraussetzt, dass der Oktaeder nur zwei FernpLokil’ hat, welche ein Gegeneckenpaar
(1,1') bilden, dann kann gezeigt werden, dass folgende Losungstieeen:

Typ (A) Die Gegeneckenpaar@,?2’) und (3,3') liegen symmetrisch beziiglich einer Geraden. Weiters
sind die Richtungen der Prismenkanten duraind 1’ auch liniensymmetrisch (siehe Abb. 3).
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Abbildung 4: Links: Flexibler Oktaeder vom Typ (C), der eieiteres Analogon zum ebenensymmetri-
schen Bricard Oktaeder ist. Rechts: Man lege aus zwei Fektgnl und 1’ die (blau-
en und roten) Tangenten an zwei konzentrische Kreise. D@chnittpunkte ergeben die
restlichen beiden Gegeneckenpaare des flexiblen Oktaederslyp (D) in der ebenen
Konfiguration. Dies ist das Analogon zum Bricard Oktaedanviyp (lII).

Typ (B) Die verbleibenden Ecken 2, 3, 3’ bilden ein ebenes Antiparallelogramm, dessen Symmetrie-
ebene parallel zu den Prismenkanten durcimd 1’ ist (siehe Abb. 3).

Typ (C) Ein Gegeneckenpag?,?’) ist symmetrisch bezuglich einer Ebene, welche das vérheie
GegeneckenpadB, 3') enthalt. Weiters sind die Richtungen der Prismenkantechduund 1’
auch ebenensymmetrisch (siehe Abb. 4).

Typ (D) Dieser Typ besitzt wieder zwei flache Konfigurationenwelchen der flexible Oktaeder gemaf
Abb. 4 konstruiert werden kann.

Typ (E) Die verbleibenden Eckeh 2’, 3, 3’ bilden ein ebenes Parallelogramm (siehe Abb. 5).

Typ (F) Die verbleibenden Ecken 2/, 3, 3’ bilden ein ebenes Deltoid, wobei die Richtungen der Pris-
menkanten durch und1’ auf die Symmetrieachse des Deltoids normal stehen (siehe%)\b

Neben diesen sechs Typen existieren noch die folgendenTzivilfalle, welche vollstandigkeitshalber
angegeben werden:

Typ (a) Wenn nun zusatzlich zum Gegeneckengaat’) ein weiterer Eckpunk? im Unendlichen liegt,
dann ist der Oktaeder bereits aus den folgenden Grindeal fitexibel: Die einparametrige
Bewegung der vierseitigen Pyramide mit Spitagird auf jene mit Spitz&’ tibertragen, welche
wiederum eine einparametrige Flexion in der Pyramide mitz8p’ induziert.

Typ (B) Wenn nebstl, 1’ und 2 noch ein weiterer Eckpunkt ein Fernpunkt ist, so kann diesd
Gegenecke’ sein, da dies sonst der Bricardschen Annahme widersprectiete. Dieser Typ
besteht somit aus zwei Pyramiden mit Spitadszw. 3’, die in jeder Lage ihrer Bewegung durch
eine Schiebung auseinander hervorgehertriviale vierparametrige Flexion).



Abbildung 5: Links: Flexibler Oktaeder vom Typ (E). Rechi@exibler Oktaeder vom Typ (F), wobei
entlang der diinn gezeichneten, schwarzen Stabe keinaderen Eigenschaften in Bezug
auf die Kantenwinkel gelten.

4 Anwendung in der Schule

Wie bereits aus Abb. 5 zu erkennen ist, konnen die Oktaedler Typ (E) und (F) auch ohne Selbst-
schnitte realisiert werden. Dies hat zur Folge, dass wirdiesen — im Gegensatz zu den drei Bricard
Oktaedern —auch Kartonmodelle herstellen kdnnen. Zwesigkarische Netze sind in Abb. 6 illustriért.

Abbildung 6: Links bzw. rechts: Netz fiir ein Kartonmodahes Oktaeders vom Typ (E) bzw. (F).

In Folge betrachten wir die Oktaeder vom Typ (A) und (C), weldn Abb. 3 und 4 gegeben sind.
Anhand der Abbildungen ist zu sehen (speziell bei Abb. 43sdgelbstschnitte auftreten. Diese lassen
sich jedoch bei diesen beiden Achtflachen leicht umgeh@gninman von einem der beiden Prismen
jeweils den komplementaren Tei:(nicht illustrierter Teil) materialisiert. Zwei exemplache Netze zu
diesen Fallen sind in Abb. 7 gegeb®én.

Die Typen (a), (b), (B) und (D) von flexiblen Oktaedern eigmseh nicht fir die Realisierung als Kar-
tonmodell, da die Orthogonalschnitte aller involviertaisfen Antiparallelogramme sind. Somit haben
alle beteiligten Prismen bereits Selbstschnitte.

1Alle Netze kbnnen auch ohne Beschriftung als pdf von deteSeivw.geometrie.tuwien.ac.at/nawratil/talks. htmlureer-
geladen werden.
2Natiirlich kann man mittels desselben Tricks aus den Oktaeid Abb. 5 auch welche mit Selbstschnitte erzeugen.
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Abbildung 7: Links bzw. rechts: Netz fiir ein Kartonmodehes Oktaeders vom Typ (A) bzw. (C).

Im Rahmen des UnterrichtsfacBsrstellende Geometrie, konnte, nach einer kurzen Einfihrung der vier
Typen (A), (C), (E) und (F) durch den Lehrer, die Anfertiguram Netzen dieser vier flexiblen Oktaeder
mittels geeigneter Grund- und Aufrisse, den Schillern algddufgabe gegeben werden. Diese Aufgabe
ist auch von selbstkorrigierender Natur, da sich die Ri#it des Netzes sofort Uberprifen laf3t, indem
man dieses (nach beidseitigem Ritzen der Kanten) zum Achtlasammenfiigt. Nur bei korrekter (und
genauer) Ausfuhrung a3t sich das Modell ohne VerbieglargPrismenflachen bewegen.

SchluZendlich sei noch bemerkt, dass natirlich auch geeyi) und (i) sowie ¢) und (8) als Karton-
modell realisiert werden konnen. Diese Trivialfalleagsiedoch nicht von groRem Interesse, abgesehen
vielleicht vom Typ @). Die Anfertigung eines entsprechenden Kartonmodelliegbtem Leser.
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