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Motivation & Ziele

� Approximation von Regel- und Kanal�ächen
durch diskrete Modelle

� Modi�kation bekannter
Unterteilungsschemata für Geraden- und
Kugelfamilien

� Verwendung geeigneter Modellräume
� Vermeidung des Parametrisierungsproblems
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Was wird getan?

� gegeben: grobe Approximation einer Regel-
oder Kanal�äche

� gesucht: feinere Approximation durch
Hinzufügen weiterer Geraden oder Kugeln

� Ziel: glatte Familie von Geraden oder Kugeln
nach unendlich vielen Unterteilungsschritten
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Regel�ächen

l

r
� glatte / diskrete

1-param. Familie von
Geraden (Kurve)

� Leitkurve l, Einheits-
VF r (sph. Erz.-bild)

� Striktionskurve c:

c = l � h _l; _r i =h_r; _r i r

� Ort maximaler Gauß-
Krümmung
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Kleinsches Modell der euklidischen Liniengeometrie

� orientierte Geraden l + v � r !
(r; l � r ) = ( g;g)

� Plücker-Koordinaten (g;g) 2 R3+3 erfüllen

M 4 : hg; gi = 1; hg;gi = 0

� Regel�ächen sind Kurven in M 4.
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Unterteilungsschemata für Kurven

� interpolierende: z. B. DLG-Schema

� approximierende: Chaikin's corner cutting

� Grenzkurven sowie Verallgemeinerungen
bekannt, es existieren verschiedene Masken
und auch ternäre Schemata, . . .
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Unterteilungsschemata für Kurven

� ursprünglich für Daten in af�nen Räumen
� Verallgemeinerungen auf beliebige

Mannigfaltigkeiten
� geodätische Unterteilungsschemata

� projizierte Schemata
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Algorithmus 1: projiziertes Schema

� diskrete Regel�äche = Polygon in M 4 (nur die
Ecken!)

� wende Schema auf die Datenpunkte an

� projiziere die neuen Ecken in M 4
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Algorithmis 1: Beispiele

� Daten aus dem Plücker-Konoid

� Wiederherstellung einer torsalen Regel�äche
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Algorithmus 2: Striktionskurve + sphärisches Erzeugendenbild

� Berechne eine diskrete Striktionskurve.
� Verfeinere die diskrete Striktionskurve.
� Verfeinere das diskrete sphärische

Erzeugendenbild.
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Algorithmus 2: Beispiele

� Regel�äche durch sechs beliebige Geraden

� ein Möbius-Band als Regel�äche
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Algorithmus 3: Bewegung der Sannia-Basis

e1

e3

e2

� Sannia-Beine
de�nieren diskrete
1-pm.Bewegung

� unterteile die
Sannia-Bewegung
mittels geodäti-
schem Schema

� Geodäten = Schrauben
� unterteilen = Zwischen-

positionen berechnen
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Algorithmus 3: Beispiele

� Regel�äche durch vier beliebige Geraden

� Daten aus einer Schraubregel�äche
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Kanal�ächen

� verwende zyklographisches Modell
� Kugel �( c; r) zentriert in c mit Radius r

entspricht dem Punkt (c1; c2; c3; r ) 2 R4

� Berührung von Kugeln de�niert eine
pe-Metrik

� Modellraum ist pseudo-euklidisch
(Minkowskisch) R3;1

� Kurven in R3;1 $ Kanal�ächen in R3
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Approximation von Kanal�ächen: Beispiele

� Chaikins Schema im pe-Raum R3;1

� DLG-schema für dieselben Daten
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Charakteristische Kreise?

� Punktmodell für die Kreise des euklidischen
R3

� Kreis C(A; c; r ) (Achse, Mitte, Radius)
beschreibbar durch (a;a; �; r ) mit ha;ai = 0
und c = a � a + �a

� Kreise entsprechen den Punkten einer
kegeligen 6-dim. MF in R8

� Unterteilung + Projektion gestattet die
Verfeinerung einer gegebenen Familie von
charakteristischen Kreisen.
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Verfeinerung einer Kreisfamilie
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Was ist noch zu tun?

� ein besseres Modell für die
Kreismannigfaltigkeit in R3

� Möbius-geometrisch invariante Projektion
� Kennzeichnung der Kanal�ächen unter den

Kreis�ächen
� Verbesserung des Schätzens der

charakteristischen Kreise
� Liefert die Verfeinerung wirklich

charakteristische Kreise?
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Herzlichen Dank Für Ihre
Aufmerksamkeit!
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