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Abstract: In der vorliegenden Note werden integralfreie und rationale Parametrisierungen isotroper Ge-
radenkongruenzen konstruiert. Dabei erweist sich die sphärisch kinematische Abbildung der Geraden
des euklidischen Dreiraumes zur Konstruktion von Parametrisierungen alsnützlich. Bekannte Resultate
gestatten so eine neue Betrachtung, aber auch neue Resultate können angegeben werden.

Keywords: line geometry, congruences of lines, isotropic congruences of lines, minimal surfaces, rational
parametrization, kinematic mapping.

1 Einleitung und Motivation

Geradenkongruenzen oder kurz Kongruenzen sind zwei-parametrige Familien von Geraden.
Das Studium der Kongruenzen ist durch deren häufiges Auftreten in der Kinematik [15, 20, 27],
aber auch durch deren Vorkommen in der Optik [3, 20] gerechtfertigt.

Was aber zeichnet die isotropen Geradenkongruenzen anderen gegen̈uber aus? Zum einen ist ihr
Zusammenhang mit den Minimalflächen des drei-dimensionalen euklidischen Raumes bemer-
kenswert: Die Einḧullende der Symmetrieebenen der Geraden einer isotropen Kongruenz ist ei-
ne Minimalfläche [1, 9, 21, 23]. Andererseits können unter gewissen Voraussetzungen isotrope
Geradenkongruenzen als liniengeometrische Analoga zu denMinimalflächen des euklidischen
und des elliptischen Dreiraumes gesehen werden [16, 18, 19]. Der Begriff der inhaltsminimie-
renden Kongruenzen ist auch Gegenstand neuerer Untersuchungen [4] und d̈urfte dies aufgrund
vieler offener Fragen auch weiter noch bleiben.

Ein weiterer Reiz der isotropen Geradenkongruenzen ist deren Verbindung zu den holomor-
phen Funktionen [2, 12, 19, 18]. Beim Studium der vier-dimensionalen Geradenmannigfaltig-
keit drei-dimensionaler R̈aume und speziell beim Studium von Geradenkongruenzen, erweisen
sich neben der Kleinschen Abbildung der Geraden auf Punkte einer vier-dimensionalen Fläche
[5, 20, 27] auch kinematische Abbildungen [1, 12, 13, 17, 20]als n̈utzlich. Die ungeheure
Vielfalt der Behandlungsmethoden und Ergebnisse rechtfertigen die Untersuchungen der Gera-
denkongruenzen abermals.

Im Folgenden werden die Grundlagen der Liniengeometrie euklidischer R̈aume so weit darge-
stellt, wie dies zur differentialgeometrischen Behandlungder Geradenkongruenzen für unsere
Absichten erforderlich ist, siehe Abschnitt 2. Neben der Darstellung der Geraden in derüblichen
Weise - bestimmt durch Punkt und Richtungsvektor - wird die infinitesimale spḧarisch kinema-
tische Abbildung in Abschnitt 3 vorgestellt. Mit Hilfe dieser Abbildung gelingt es, isotrope
Geradenkongruenzen integralfrei und sogar rational zu parametrisieren, wie dies in Abschnitt
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4 ausgef̈uhrt wird. Ein weiterer Vorteil dieses Modells ist die Unabhängigkeit von der an sich
willk ürlichen Leitfl̈ache. Im Anschluß daran widmet sich Abschnitt 5 bekannten und neuen Er-
gebnissen, die sich bei den hier angewandten Methoden ergeben. Abschnitt 6 versucht mit ein
paar einfachen Beispielen die Ausführungen abzurunden.

2 Differentialgeometrische Behandlung der
Geradenkongruenzen des euklidischen
Dreiraumes

2.1 Fundamentalformen

Wir nehmen im Folgenden an, eine GeradeG des euklidischen DreiraumesR3 sei durch einen
ihrer Punktea und einen normierten Richtungsvektorg ⊂ R3, ‖g‖ = 1 bestimmt. Die Gerade
G gestattet dann als Punktmenge die ParametrisierungG = a + u3g, wobeiu3 ∈ R gilt.

Zur Beschreibung der Geraden einer zwei-parametrigen Familie K von Geraden nehmen wir
nun an, daß die Aufpunktea in einerLeitflächea = a(u1, u2) : D ⊂ R2 → R3 variieren. Wir
nehmen ferner an, daßg = g(u1, u2) : D → S2 ein Sẗuck der euklidischen EinheitssphäreS2

beschreibt;g heißtRichtungsfeldundg(D) heißtspḧarisches Bildvon K. Damit gestatten die
Geraden der KongruenzK die Darstellung

G(u1, u2; u3) = a(u1, u2) + u3g(u1, u2). (1)

Wir setzten voraus, daßa undg als hinreichend oft stetig differenzierbar sind.

Die differentialgeometrische Behandlung von Geradenkongruenzen sẗutzt sichüblicherweise
auf folgende, auf KUMMER [10] zurückgehende qudratische Differentialformen:

I = 〈dg, dg〉 = gij duiduj und II = −〈da, dg〉 = γij duiduj, (2)

wobei〈·, ·〉 für das kanonische Skalarprodukt steht. Die FormI ist symmetrisch und im wesent-
lichen die Metrik des spḧarischen Bildes vonK.

Die zweite Grundform ist im allgemeinen nicht symmetrisch und wird ḧaufig auchStriktions-
formgenannt [6, 8]: Betrachtet man etwa die KongruenzgeradeG(u1

0, u
2
0) und alle Regelfl̈achen

(ein-parametrige Geradenfamilien), dieK angeḧoren,G enthalten und inRichtungdu1 : du2

fortschreiten, siehe Abbildung 1, so liefert der Quotient

u3
S =

II

I
(3)

die u3-Koordinate desStriktionspunktesauf G. Diese Fl̈achen haben nicht nur den Striktions-
punkt gemein, sondern stimmen längs der ErzeugendenG von erster Ordnung̈uberein [6, 20].
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du1 : du2

Abbildung 1: Eine Kongruenzregelfläche in Richtungdu1 : du2.

Bemerkung.
Neben den Fundamentalformen (2) finden auch noch andere quadratische Differentialformen
bei der Behandlung der Geradenkongruenzen Verwendung, wie zum Beispiel die Drallform
III = det(da, g, dg) [8]. Sie liefert den Drall oder Verteilungsparameter allerRegelfl̈achen
durchG in Richtungdu1 : du2. In [24] wird die Formdet(da, dR, g) als dritte Grundform
eingef̈uhrt. Hierin istR die Mitteneinḧullende der KongruenzK. Damit erzielte Resultate sind
in [25] angef̈uhrt. In [8] werden alle zweiten Fundamentalformen einer Geradenkongruenz unter
Zuhilfenahme einer WEINGARTEN-Abbildung für Kongruenzen ermittelt. ♦

Läßt man nun f̈ur eine feste GeradeG ⊂ K die Richtungdu1 : du2 variieren, so wandert der im
allgemeinen eindeutig bestimmte Striktionspunkt aufG. Für die sogenanntenHauptrichtungen
du1

E : du2
E nimmt (3) ein Extremum an und der Striktionspunkt erreicht eine Grenzlage.

Die Hauptrichtungen ergeben sich somit als die Eigenvektoren der symmetrischen2×2-Matrix
µ := γg−1, wobeiγ = (γ + γT )/2 die symmetrisierte Koeffizientenmatrix der Striktionsform
ist. Dieu3-Koordinaten der beiden (stets reellen)GrenzpunkteEi sind die Eigenwerte vonµ.

Den Mittelpunkt der StreckeE1E2 nennt man denMittelpunkt der KongruenzgeradenG.

2.2 Mit einer Kongruenz verbundene Fl̈achen

Mit Geradenkongruenzen sind in natürlicher Weise verschieden Flächen verbunden. So heißt die
von den Mittelpunkten gebildete FlächeM Mittenfläche. Sie soll im folgenden als Leitfl̈ache
der KongruenzK dienen.

Unter derSymmetrieebeneeiner Kongruenzgeraden versteht man die Symmetrieebene der Strecke
zwischen den GrenzpunktenE1 undE2. Die Symmetrieebene steht daher im Mittelpunkt von
G senkrecht aufG. Die zwei-parametrige Mannigfaltigkeit von Symmetrieebenen der Geraden
einer Kongruenz ḧullt folglich im allgemeinen eine Fläche ein. Diese heißtMitteneinḧullende.

B. Odehnal:  Über isotrope Geradenkongruenzen 53



Abbildung 2: Brennfl̈achen einer Geradenkongruenz.

Faßt man die Darstellung (1) der Geraden einer Kongruenz alsMenge ihrer Punkte auf, so liegt
eine AbbildungD × R → R3 vor. Die Menge der singulären Punkte dieser Abbildung heißt
Brennfl̈acheund kann durch

F = det(G,1, G,2, G,3) = 0 (4)

gekennzeichnet werden. Hierin steht,j abk̈urzend f̈ur ∂
∂uj . F heißtFokalpolynom. Für ein be-

stimmtes Paar(u1, u2) ∈ D ist F ein in u3 quadratisches Polynom, das für eine regul̈are Pa-
rametrisierung vong nicht identisch verschwinden kann. Es besitzt daher zwei getrennte reelle
Lösungen, eine reelle Doppellösung oder ein Paar konjugiert komplexer Lösungen. Demnach
existieren auf jeder KongruenzgeradenG zwei getrennte reelleBrennpunkte, ein reeller Brenn-
punkt oder ein Paar konjugiert komplexer Brennpunkte.

Die Brennpunkte aller Geraden inG bilden die Brennfl̈ache, die von den Geraden der Kon-
gruenz ber̈uhrt wird. Diese kann den obigen Ausführungen zufolge aus einem reellen oder
konjugiert komplexen Flächenpaar bestehen. Man spricht auch von den beidenMänteln der
Brennfl̈ache. Die beiden M̈antel k̈onnen zusammenfallen. Auch die Ausartung eines oder bei-
der Mäntel zu Kurven oder gar einem Punkt ist möglich. Abbildung 2 zeigt ein paar Geraden
einer Kongruenz, ein Stück der Leitfl̈ache und Teile der beiden M̈antel der Brennfl̈ache.

2.3 Spezielle Kongruenzen

Spezielle Geradenkongruenzen können anhand der Striktionsform erkannt werden. So bestehen
Kongruenzen mit in ganzD symmetrischer Striktionsform, also beiγ = γT , aus den Normalen
einer ein-parametrigen Schar vonC1-Flächen. Man spricht diese Kongruenzen alsNormalen-
kongruenzenan. Die ein-parametrige Flächenschar ist eine Schar vonParallelflächen[6, 20].

Ist die symmetrisierte Striktionsformγij duiduj im ganzen DefinitionsbereichD proportional
zur ersten Fundamentalform, so gibt es keine Hauptrichtungendu1

E : du2
E und die Kongruenz

heißtisotrop.

Wählt man in (1) als Leitfl̈ache die Mittenfl̈ache, dann k̈onnen isotrope Geradenkongruenzen
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durch

γ11 = γ22 = 0 und γ12 + γ21 = 0 (5)

gekennzeichnet werden.

3 Die spḧarisch kinematische Abbildung

Die Darstellung (1) ben̈utzt eine Leitfl̈ache der Kongruenz. Als Leitfläche ist jede Fläche ge-
eignet, die die Geraden der Kongruenz in genau einem Punkt schneidet. Das ist lokal stets
möglich. Da aber die Wahl der Leitfläche keinen Einfluß auf die Geraden der Kongruenz und
damit auf die Kongruenz insgesamt hat, soll im Folgenden eine Darstellung der Kongruenz, die
unabḧangig von der Leitfl̈ache ist, vorgenommen werden.

Wir folgen einem Konzept von STUDY [26], welches auf vielf̈altige Weise gen̈utzt werden kann
[1, 13, 20, 27].

Abbildung 3: Geraden einer Kongruenz und ihre sphärisch kinematischen Bilder.

Wir ordnen jeder GeradenG = a + u3g des euklidischenR3 normierte Pl̈ucker-Koordinaten
(g, g) zu. Darin istg := a × g, wobei a ein beliebiger Punkt aufG ist. Der Vektorg heißt
Momentenvektor vonG. Er ist ganz offensichtlich unabhängig von der Wahl des Aufpunktesa,
denn mita′ = a + tg (t ∈ R) gilt a′ × g = a × g = g. Wegen〈g, g〉 = det(g, a, g) = 0 ist der
Richtungsvektorg stets orthogonal zum Momentenvektorg.

Damit haben wir uns von der an sich willkürlich geẅahlten Leitfl̈ache befreit. Da nun Richtungs-
und Momentenvektor einer GeradenG orthogonal sind undg ein Punkt der euklidischen Ein-
heitsspḧareS2 ist, kann das Paar(g, g) als einPaar bestehend aus einem Punkt aufS2 und
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seinem Geschwindigeitsvektorangesehen werden. Die Abbildungσ : G 7→ (g, g) wird daher
auchinfinitesimale spḧarisch kinematische Abbildunggenannt [13].

Abbildung 3 zeigt ein paar Geraden einer KongruenzK und deren spḧarisch kinematische
Bilder.

Bemerkung.
Durchaus gebräuchlich ist auch die Einführung dualer Einheitsvektoren [1, 18, 20, 26, 27]. Man
erklärt dabeîg = g+ǫg, wobeiǫ2 = 0 gilt. Die euklidische Liniengeometrie wird damit zur Geo-
metrie derdual erweitertenoderdualen Einheitsspḧare S2(D) in D3, dem drei-dimensionalen
Modul über dem kommutativen Ring derDualzahlen. Bewegungen desR3 entsprechen den dua-
len spḧarischen Bewegungen und Geradenkongruenzen bestimmten zwei-dimensionalen Teil-
mannigfaltigkeiten vonS2(D). ♦

4 Rationale Parametrisierungen

Die rationalen Parametrisierungen von Kongruenzen sind bislang kaum ein Anliegen gewesen.
Da aber konkrete Probleme auch konkrete und praktikable Beschreibung erfordern, soll dieser
Aspekt keineswegs außer acht gelassen werden. Im Hinblick auf etwaige Anwendungen können
rationale Parameterdarstellungen isotroper und nicht isotroper Geradenkongruenzen angegeben
und in rationale B́ezier-Darstellungen [7] umgewandelt werden [16].

Die von bestimmten Geradenkongruenzen induzierte infinitesimale spḧarisch kinematische Ab-
bildung war Gegenstand der Untersuchungen in [13]. Insbesondere wurde gezeigt, daß isotrope
Geradenkongruenzeninfinitesimal konformeAbbildungen induzieren. Nimmt man also an, das
spḧarische Bildg von K sei isotherm parametrisiert, dann gilt für den Momentenvektor jeder
KongruenzgeradenG

g = λ1g,1 + λ2g,2. (6)

Hierin ist g,j = ∂g

∂uj (j = 1, 2) die Tangentialbasis vonS2 in g und λ1 und λ2 Real- und
Imagin̈arteil einer holomorphen Funktion

λ(u1, u2) = λ1(u1, u2) + iλ2(u1, u2), (7)

die aufD ⊂ R2 definiert ist und von der komplexen Variablenu = u1 + iu2 abḧangt. F̈ur λi

gelten die Cauchy-Riemannschen Gleichungen

λ1
,1 = λ2

,2 und λ1
,2 = −λ2

,1. (8)

Nun gilt:

Satz 4.1
Jede isotrope Geradenkongruenz gestattet eine Parametrisierung der Gestalt

G(u1, u2; u3) = λ1g,2 − λ2g,1 + u3g, (9)
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wobeig eine isotherme Parametrisierung vonS2 ist undλi den Gleichungen(8) gen̈ugen. Um-
gekehrt ist jede Kongruenz eine isotrope, wenn sie eine solche Parametrisierung zuläßt.

Beweis.Es ist nur die Richtigkeit der in (9) angegebenen Darstellungder Leitfläche nachzuwei-
sen. Die Fl̈ache der Fußpunkte ist durchg × g parametrisiert. Aufgrund der isothermen Para-
metrisierung vong gilt zum einen〈dg, dg〉 = ϕ2δijduiduj und zum andereng,1 × g,2 = ϕ2g.
Mit (6) gilt nun g × g = ϕ−2(g,1 × g,2) × (λ1g,1 + λ2g,2) = λ1g,2 − λ2g,1.

Für die Umkehrung gen̈ugt es, den Momentenvektorg aus der Darstellung (9) zu berechnen.�

In [9] wurden Geradenkongruenzen ebenfalls mit Hilfe harmonischer Funktionen erzeugt. Die
dort angegeben Darstellungen stützen sich auf trigonometrische Funktionen und sind keines-
wegs frei von Integralen.

Um zu rationalen Parametrisierungen isotroper Geradenkongruenzen zu gelangen, wählen wir
für das Richtungsvektorfeld der Geradenkongruenz

g = [2u1, 2u2, 1 − (u1)2 − (u2)2]T /N, (10)

wobeiN = 1 + (u1)2 + (u2)2 ist. Jede andere rationale und isotherme ParametrisierungvonS2

ist ebenso geeignet, hingegen ist (10) vom Grad 2 inu1 undu2 und liefert somit Darstellungen
von relativ niedrigem algebraischen Grad.

5 Eigenschaften

Mit (9) und (10) ist die Rationaliẗat der Mittenfl̈ache und der Mitteneinhüllenden nicht verwun-
derlich. Es gilt sogar:

Satz 5.1
Die Brennfl̈achen einer rationalen isotropen Geradenkongruenz gestatten rationale Parametri-
sierungen.

Beweis.Wir berechnen die Mittenfl̈ache der Kongruenz indem wir mit (9) und (10) das Fokal-
polynom (4) bestimmen und erhalten nach dem Satz von Vietá den Koeffizienten des linearen
Gliedes alsu3-Koordinate der Mittelpunkte der Kongruenzgeraden. Es gilt daher f̈ur die Mit-
tenfläche

M = λ1g,2 − λ2g,1 + (λ2
,1 − λ1ϕ,2ϕ

−1 + λ2ϕ,1ϕ
−1)g, (11)

mit ϕ = 2/N . Wählt man diese nun als Leitfläche der KongruenzK, so vereinfacht sich das
Fokalpolynom (4) zu

F = (u3)2ϕ2 + µ2ϕ−2, (12)
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wobei abk̈urzendµ = λ2
,2ϕ

2 + λ1ϕ,1ϕ + λ2ϕ,2ϕ steht. Daher sind die Brennflächen durch

B1 = M + iµϕ−2g und B2 = B1 (13)

gegeben. Da alle in (13) auftretenden Funktionen und Vektorfunktionen rational sind, sind es
die Parametrisierungen der beiden Mäntel der Brennfl̈ache auch. �

Bemerkung.
Die beiden M̈antel (13) der Brennfl̈ache vonK sind ein Paar konjugiert komplexer Flächen,
wie dies f̈ur isotrope Geradenkongruenzen allgemein der Fall ist. ♦

Nach Ribaucour [21] k̈onnen aus einer isotropen GeradenkongruenzK weitere konstruiert wer-
den. SindM die Mittenfläche undg das Richtungsfeld einer isotropen GeradenkongruenzK

und istv ∈ R3 ein konstanter Vektor, so sind mit

G′ = M + v × g + u3g, (14)

die Geraden einer weiteren isotropen GeradenkongruenzK ′ parametrisiert. Die erzeugende
Funktionλ′ vonK ′ berechnet sich ausλ undv durch

λ1′ = λ1 − 〈v, g,1〉ϕ
−2 und λ2′ = λ2 − 〈v, g,2〉ϕ

−2. (15)

Für K ′ aus (17) sind neben der Mittenfläche und der Mitteneinhüllenden nach Satz 5.1 die
Brennfl̈achen ebenfalls rational parametrisiert.

Wie in [1] gezeigt wurde, handelt es sich bei den Brennflächen isotroper Kongruenzen um Paare
konjugiert komplexer TorsenB1 undB2 = B1. Mit Satz 5.1 gilt:

Satz 5.2
Die Brennfl̈achen rationaler isotroper Geradenkongruenzen sind ein Paar rationaler konjugiert
komplexer Torsen. Ihre Gratlinien sind ein Paar konjugiertkomplexer isotroper Kurven.

Bemerkung.
Das Wort isotrop erscheint in dieser Arbeit mit zwei Bedeutungen. Zum einen heißen Gera-
denkongruenzen isotrop, wenn es in ihnen keine Hauptrichtungen gibt. Andererseits wird eine
Kurve, die konstante Steigungi oder−i hat, auch als isotrop bezeichnet. ♦

Nach [1] gestatten die Gratlinienr1 undr2 die Darstellung

r1 = M + iµg + i(µ,1 + µ,2)ϕ
−2(g,1 − ig,2) und r2 = r1. (16)

Die MitteneinḧullendeR von K ist nach [21] eine Minimalfl̈ache. Eine Parametrisierung von
R liegt nach [1] mit

R = M − µ,2ϕ
−2g,1 + µ,1ϕ

−2g,2 (17)
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vor und gestattet nach [18] auch die Darstellung

R = ζg + ζ,1ϕ
−2g,1 + ζ,2ϕ

−2g,2. (18)

Daß es sich hierbei um eine Minimalfläche handelt, liegt auf der Hand. Nach S. LIE können
Minimalflächen als Schiebfl̈achen eines Paares konjugiert komplexer isotroper Kurvenerzeugt
werden. Hier dienenr1 undr2 als Schiebkurven, denn es gilt2R = r1 + r2. R ist für beliebi-
ge Wahlen rationaler Funktionenλ eine rational parametrisierte Minimalfläche. Umsöuberra-
schender gilt daher:

Satz 5.3
Die MitteneinḧullendeR einer rational parametrisierten isotropen Geradenkongruenz ist poly-
nomial parametrisiert, wennλ ein Polynom ist.

Beweis.Aus (11) und (17) ergibt sich für die Mitteneinḧullende

R =











λ1
,22u

1u2 +
1

2
λ2

,11(1 − (u1)2 + (u2)2) + λ2
,1u

1 + λ2
,2u

2 − λ2

λ2
,22u

1u2 +
1

2
λ1

,11(1 + (u1)2 − (u2)2) − λ1
,1u

1 − λ1
,2u

2 + λ1

λ2
,22u

1 − λ1
,11u

2 + λ2
,1











. (19)

Ist λ = λ(u1 + iu2) ein Polynom, dann sind es Real- und Imaginärteilλ1 undλ2 ebenfalls. Das
gilt auch f̈ur deren partielle Ableitungen beliebiger Ordnung. �

Auch für nicht rational parametrisierte isotrope Geradenkongruenzen ist der folgende Satz leicht
zu beweisen:

Satz 5.4
Die Geradenb̈undel sind die einzigen isotropen Geradenkongruenzen, diegleichzeitig Norma-
lenkongruenzen sind.

Für den Beweis dieses Satzes sei auf die Beispiele im nächsten Abschnitt verwiesen.

6 Beispiele

In diesem Abschnitt sollen ein paar einfache Beispiele die Sachverhalte verdeutlichen. Wir
nehmen an,λ : D → C sei eine Polynomfunktion

λ(u) =
N

∑

i=0

Aiu
i, u = u1 + iu2, (A0, . . . , AN) ∈ C

N+1 \ (0, . . . , 0). (20)
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Wählt manA2 = −(c+ia/2), A1 = ib undA0 = A2 undAi = 0 für i ≥ 3, wobei(a, b, c) ∈ R3

gilt, so erḧalt man genau die Geradenbündel, wie in Satz 5.4 beschrieben. Der Bündelscheitel,
der in diesem Falle die Rolle der Brennfläche, der Mittenfl̈ache und der Mitteneinhüllenden
übernimmt, hat die Koordinaten[−a,−2c,−b]T .

Bemerkung.
Die Geradenb̈undel sind die einzigen isotropen Geradenkongruenzen, deren Brennfl̈achen reell
sind. ♦

SindA0, A1 undA2 reell und nicht gleichzeitig Null, hingegen aberAi = 0 für i ≥ 3, so sind
die Brennfl̈achen vonK konjugiert komplexe isotrope Drehkegel mit den Spitzen

S1 = [i(A0 − A2), A0 + A2, iA1]
T und S2 = S1. (21)

Bemerkung.
Die Erzeugenden der hier auftretenden isotropen Drehkegelweisen einen Anstieg voni bezie-
hungsweise−i auf. ♦

In diesem Falle ist die Mitteneinhüllende die Ebene mit der Gleichung

(A2 − A0)x1 + A1x3 = 0, (22)

welche man durchaus zu den Minimalflächen z̈ahlen kann.

Abbildung 4: Zwei Sẗucke der Mitteneinḧullenden der durchλ(u) = u4 − 3u2 definierten
isotropen Geradenkongruenz.

Ist in (20) mindestens einAi, für i ≥ 3 nicht Null, so erḧallt man als Mitteneinḧullende nicht
triviale Minimalflächen. Es handelt sich hierbei um verallgemeinerte Enneperflächen [14]. Ab-
bildung 4 zeigt eine solche für λ(u) = u4 − 3u2.
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[25] STEPHANIDIS, N.K.: Über die III-Hauptfl̈achen eines Strahlensystems.Sb. Akad. Wiss.
Wien,199(1990), 53–57.

[26] STUDY, E.: Geometrie der Dynamen.B.G. Teubner, Leipzig, 1903.

[27] WEISS, E.A.: Einführung in die Kinematik und Liniengeometrie, B.G. Teubner, Leipzig,
1937.

Boris Odehnal
Institut für Diskrete Mathematik und Geometrie
Technische Universität Wien
Wiedner Hauptstraße 8-10
A-1040 Wien

62 B. Odehnal:  Über isotrope Geradenkongruenzen




