30. SATZ DES APOLLONIUS I

Das Teilverhiltnis TV(ABC) von drei Punkten
ABC einer Geraden ist folgendermaflen definiert:
Fiir den Betrag des Teilverhéltnisses gilt | (ABC) |=
AC : BC. Fiir das Vorzeichen des Teilverhiltnisses
gilt: TV(ABC) < 0, wenn C innerhalb der Strecke
AB liegt, TV(ABC) > 0, wenn C ausserhalb der
Strecke AB liegt oder C' = A oder C' = B.

Man sagt: ”Vier Punkte A, B,C,D (in dieser Rei-
henfolge) auf einer Geraden liegen harmonisch”,
wenn TV (ABC) = —TV(ABD). (C bzw. D teilen
die Strecke AB innen und aufien im selben Verhélt-
nis).

Satz 1. Sei ABC ein Dreieck. Genau dann ist
W; der Schnittpunkt einer Winkelsymmetrale von
ZACB durch C mit der Gegenseite, wenn

E : W = AWZ : BWZ
Beweis:

Voraussetzung: W; seien die Schnittpunkte der Win-
kelsymmetralen mit der Gegenseite

Durch Anwendung des Strahlensatzes folgt:

Voraussetzung: Fiir den Punkt W gelte AC : BC =
AW : BW =| TV(ABW) |

W; = w; Nc seien die Schnittpunkte der Winkelsym-
metralen mit der Gegenseite. Nach obigen gilt dann
fir die Punkte W;:

TC:?C:AleBWQ ::AWQIBW2

Somit ist (abhéngig vom Vorzeichen von TV (ABW)
entweder W = Wi oder W = W, da TV (ABX) den
Punkt X eindeutig festlegt.

Aus diesen Uberlegungen folgt:
Korrolar:

Seien A, B, E, F vier Punkte einer Geraden und C
ein Punkt ausserhalb dieser Geraden und [CE] L
[CF], dann liegen A, B, E,F genau dann harmo-
nisch, wenn [CE] und [CF] die Winkelsymmetralen
von [C'A] und [C'B] sind.

Satz 2. Die Menge aller Punkte C, fiir die AC :
BC = k > 0 konstant ist, ist der Kreis k (Kreis
des Apollonius) diber dem Durchmesser EF mit
TV(ABE) = —k, TV(ABF) = k.

Beweis:
Voraussetzung: AC : BC =k >0

Fiir die Punkte E mit TV(ABE) = —k und F mit
TV (ABF) = k folgt nach Satz 1, dass [CE] und [CF]
die Winkelsymmetralen des Winkels AC B sind. Da-
her gilt [CE] L [CF] und C liegt nach dem Satz von
Thales auf dem Kreis k iiber dem Durchmesser F'F'.

Voraussetzung: C € k, TV(ABE) = -k,

TV(ABF) =k

Nach dem Satz von Thales gilt CE L C'F. Nach obi-
gem Korollar gilt ZACE = ZECB und nach Satz 1
folgt die Aussage.
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31. SATZ DES APOLLONIUS II

Satz 1. Die Menge aller Punkte C von welchen aus
die Strecken AE und EB auf einer Geraden unter
gleichem Winkel (# 0) erscheinen, ist der Kreis k
(Kreis des Apollonius) iber dem Durchmesser EF
wobei ABEF harmonisch liegen.

Beweis:
Voraussetzung: ZACE = ZECB

Nach dem Korollar im Abschnitt ”Satz des Apol-
lonius I” folgt [CE] L [CF] und C liegt auf dem
Thaleskreis {iber dem Durchmesser E'F'.

Voraussetzung: C € k

Daraus folgt [CE] L [CF]. Da weiters ABEF har-
monisch liegen folgt aus dem Korollar im Abschnitt
”Satz des Apollonius I”, dass ZACE = ZECB.

Damit kann etwa folgende Aufgabe gelost werden:

Aufgabe: Gegeben sind die Punkte P, @, R, S auf
einer Geraden. Bestimme die Punkte X, sodass
/PXQ=/0QXR=/ZRXS.

Losung: Wir bestimmen zuerst die Menge aller
Punkte, fiir die ZPXQ = ZQXR. Das ist ein
Kreis iiber dem Durchmesser QQ’, wobei die Punkte
PRQQ’ harmonisch liegen. Die fiir die Punkte PQR
durchgefiihrte Konstruktion wenden wir in analoger
Weise auf QRS an und schneiden die beiden Ortsli-

nien.
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32. FLACHEN- UND ECKENSCHWERPUNKT EINES DREIECKS - SCHWERPUNKTE I

Den Schwerpunkt eines Systems von n Massenpunk-
ten berechnet man, indem man iterativ die Masse im
Schwerpunkt eines Teilsystems konzentriert.

Fiir ein Massensystem mit zwei Massen, Masse o im
Punkt P mit Ortsvektor p und Masse § im Punkt @
mit Ortsvektor q, berechnet man den Schwerpunkt
(unter Beriicksichtigung des ”Hebelgesetzes”) durch

(1) s= (Bp + aq)

a+p

Nun seien die Punkte P; (i = 1,...,n) mit den Orts-
vektoren p; und den Gew1chten % > 0 gegeben.
Dann hat der Schwerpunkt S den Ortsvektor

(2) Z%pl

1171i1

(Summe der gewichteten Ortsvektoren)
Summe der Gewichte

Beweis: durch vollstéandige Induktion
Induktionsanfang: n = 2, gilt geméfl " Hebelgesetz” .

Induktionsannahme: Die Behauptung ist fiir n be-
wiesen.

Induktionsschluff: n — n + 1
Nach Induktionsannahme gilt:

(3) Z%pz

%1%1‘1

S ist Schwerpunkt von S, (belastet mit ) 7; und
P41 (belastet mit yy,41.

Nach 1.7.1 folgt:

4) s=

1 n
v Z%‘ Sn + 7n+1pn+1‘| =
2ty i [(i_l )

1 n
?Hn ‘ [Z ViPi + 7n+1pn+l]
3

i=1 Vi Li=1
Flichenschwerpunkt des Dreiecks

Die Fldche des Dreiecks Ay A3 A sie gleichméfig mit
Masse belegt. Jede Schwerlinie, das ist eine Gerade,
welche die Flidche des Dreiecks halbiert, geht durch
den Schwerpunkt. Wegen der Flidchenformel eines
Dreiecks (Grundlinie x Hohe /2) konnen wir drei
spezielle Schwerlinien einfach angeben, ndmlich die
Verbindungsgeraden einer Ecke A; mit der Mitte M;
der gegeniiberliegenden Seite. Aufgrund der physki-
kalischen Eigenschaft der Schwerlinien gehen diese
drei Schwerlinien durch einen Punkt den ”Fléchen-
schwerpunkt” Sy des Dreiecks. Durch Anwendung
des Strahlensatzes folgt:

A3A1 : M2A1 == A2A1 : M3A1 == SAl : SMl =2:1

d.h. der Schwerpunkt teilt die Strecke A;M; im
Verhéltnis 2:1.

Eckenschwerpunkt des Dreiecks

Nun sollen nur in den Ecken des Dreiecks gleich
grofle Massen « angebracht sein. Zwei solche Mas-
sen kann man durch die Masse 2a im Mittelpunkt
einer Seite ersetzen. Durch Anwendung der Formel
fiir zwei Massen oder gleich Anwendung der Formel
fiir n Massen erhélt man den Ortsvektor des Schwer-
punktes

(5) s = —(a; +az + as)

3
und erkennt, dass der Eckenschwerpunkt mit dem
Fléachenschwerpunkt des Dreiecks ibereinstimmt.
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33. KANTENSCHWERPUNKT EINES DREIECKS - SCHWERPUNKTE 11

Kantenschwerpunkt des Dreiecks

Belegt man die Kanten eines Dreiecks (entsprechend
ihrer Linge a;) homogen mit Masse, so kann man
dieses System ersetzen, durch jenes, bei dem in den
Seitenmitten M; die Massen a; angebracht sind. Fiir
den Kantenschwerpunkt ergibt sich damit

az(ai + ag) + ai(az + a3) + as(as + ai)

1) sp =
(1) s 2(a1 + a2 + as)

Fiihrt man die Konstruktion schrittweise durch, so
fasst man die Massen in M; und M zur Masse

a; + aj im Punkt W; zusammen, der die Strecke
M; My, im Verhéltnis a; : aj teilt. Der Schwerpunkt
sk liegt dann auf der Verbindungsgerade M;W;.

Da W; die Strecke M; M), im Verhéltnis a; : ay, teilt
und sich die Seiten M;M; und M; M), des Mittendrei-
ecks wie a; : ay verhalten, folgt aus dem Abschnitt
”Satz des Apollonius 1”7, dass W; M; Winkelsymme-
trale des Mittendreiecks ist.

Analoge Uberlegungen nach zyklischer Vertauschung
lassen erkennen:

Satz 1. Der Kantenschwerpunkt eines Dreiecks ist
der Inkreismittelpunkt seines Mittendreiecks.
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34. FLACHENSCHWERPUNKT DES VIERECKS - SCHWERPUNKTE III

Gegeben ist ein konvexes Viereck ABC D. Bestimme
seinen Flichenschwerpunkt S.

1. Methode:

Wir zerlegen das Viereck ABC'D in die beiden Drei-
ecke ABD und CBD und bestimmen deren Schwer-
punkte S4 bzw. S¢. Der Schwerpunkt S des Vierecks
ABCD liegt dann auf der Strecke S4.S¢ und teilt sie
im umgekehrten Verhéltnis der Dreiecksflichen. Da
die beiden Dreiecke die gemeinsame Seite BD besit-
zen gilt fiir deren Flachen Fy4 : Fo = hy : he wobei
ha bzw. he die Normalabstinde der Punkte A bzw
C von BD bedeuten.

T'ac bezeichne den Schnittpunkt von S4.5¢c mit BD.
Aus der Konstruktion der Schwerpunkte S und
Sc als Schnittpunkt der Schwerlinien und aus dem
Strahlensatz erkennen wir, dass S4S¢ parallel zu
AC iSt, und dass SATAC : SCTAC = FA : Fc. Fiir
S muss gelten S48 : ScS = Fgo : Fu. Daher ent-
steht S durch Spiegelung von T4 am Mittelpunkt
der Strecke SASc.

Eine analoge Konstruktion ergibt sich durch Zerle-
gung von ABCD durch die Diagonale AC.

2. Methode:

S kann als Schnittpunkt zweier Schwerlinien kon-
struiert werden. Man muss also nicht S durch Be-
stimmung des Teilverhéltnisses mit S4Sc bestim-
men sondern erhélt S als Schnittpunkt von SaS¢
und S BS D
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3. Methode: Wittenbauer Parallelogramm

Drittelt man die Seiten des konvexen Vierecks
ABC'D und verbindet man jeweils die beiden néchst-
liegenden Punkte einer Ecke so entsteht das Witten-
bauer Parallelogramm WapWpcWepWap.

Wir betrachten zuerst das Dreieck ABD. Wir wissen
aus fritheren Uberlegungen: Bezeichnet Mcp den
Mittelpunkt der Strecke C'D, so teilt der Schwer-
punkt S4 von ABD die Strecke AM¢cp im Verhéltnis
2 : 1. Durch Anwendung des Strahlensatzes erkennt
man: Teilt B” die Strecke AB und D’ die Strecke
AD jeweils im Verhiltnis 2 : 1 so ist S4 Mittelpunkt
der Strecke B"D’.

Fiihrt man die analoge Konstruktion mit dem Drei-
eck CBD durch, so erkennt man (vgl. Figur):
B"B'D" D’ ist ein Parallelogramm und dessen Mit-
tellinie S4S¢ eine Schwerlinie des Vierecks ABCD.
Diese Mittelline ist auch eine Mittelline des Witten-
bauer Parallelogramms.

Betrachtet man nun die analoge Konstruktion mit
den durch die Diagonale AC' bestimmten Teildrei-
ecken so erkennt man insgesamt:

Der Schwerpunkt S von ABC' D ist Schnittpunkt der
Mittellinien und somit auch Schnittpunkt der Dia-
gonalen des zu ABCD gehorigen Wittenbauer Par-
allelogramms WapWpcWepWap.
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35. ECKENSCHWERPUNKT DES VIERECKS - SCHWERPUNKTE IV

Gegeben sei ein konvexes Viereck ABCD durch
die Ortsvektoren a, b, ¢, d. Bestimme seinen Ecken-
schwerpunkt S.

Dazu fassen wir die in den Ecken liegenden Massen
sukzessive zusammen. Da wir so mit verschiedenen
Konstruktionen zum selben Punkt gelangen ergeben
sich daraus geometrische SchlieSungssétze.

Durch Anwendung des Strahlensatzes oder Vergleich
der Richtungsvektoren erkennen wir, dass die Sei-
tenmitten Sap, Spc,Scp, Spa in dieser Reihenfol-
ge die Ecken eines Parallelogramms sind, das wir
kurz als ”Mittenparallelogramm” des Vierecks be-
zeichnen.

1. Methode:

Wir fassen zuerst die Massen der benachbarten
Ecken A und B bzw. C und D zusammen und erhal-
ten die Schwerpunkte Sap bzw. Scp mit den Orts-
vektoren

SAB = %(a—i—b) bzw. scp = %(c—l—d)

Der Schwerpunkt .S ist dann Mittelpunkt der Strecke
SapSac und hat den Ortsvektor

s = 3(saB+scp) = 5(a+b+c+4d)

Analog verfahren wir mit AD und BC und erkennen:

Der Eckenschwerpunkt S ist der Schnittpunkt der
Diagonalen des Mittenparallelogramms.

2. Methode:

S ist als Diagonalenschnittpunkt des Mittenparal-
lelogramms auch Schnittpunkt der Mittellinien des
Mittenparallelogramms.

Dies kann man mit einer Schwerpunktskonstrukti-
on so erkennen: Wir teilen in jeder Ecke die Masse
der Einheit 1 auf zwei Massen der Einheit 1/2 auf
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und fassen die Massen der Einheit 1/2 benachbar-
ter Punkte zu Massen der Einheit 1 in den Mittel-
punkten Sag,Sgc,Scp,Spa der Seiten des Vier-
ecks zusammen. Bezeichnet M4 den Mittelpunkt der
Strecke S4pSpa, usf. so gilt

mpa = %(SAB + SDA) usft.
und weiters
S = %(mA + l’l’lc) = %(mB =+ mD)

S ist der Schnittpunkt der Mittellinien des Mitten-
parallelogramms.

3. Methode

Wir fassen nun zuerst die Massen gegeniiberliegen-
der Ecken in den Mittelpunkten Ssc und Spp zu-
sammen und erkennen.

S ist der Mittelpunkt der Verbindungsstrecke der
Diagonalenmitten von ABCD.

4. Methode

Wir fassen die Masse der drei Ecken ABC im
Schwerpunkt S4pc des Dreiecks ABC zusammen.
Dort befindet sich nun eine Masse mit 3 Einheiten.
Nun bestimmen wir den Schwerpunkt des Massensy-
stems mit einer Masse mit einer Einheit in D und 3
Einheiten in Sapc. S teilt daher die Strecke ASsBc
im Verhéltnis 3 : 1. Analoges gilt fiir die Betrachtung
der anderen 3 Teildreicke.

S enthdlt die Verbindungsstrecken des Schwerpunk-
tes eines Teildreiecks mit der restlichen Ecke.

Aus den obigen Uberlegungen kénnen wir auch fol-
gende Konstruktion des Schwerpunktes herleiten:

Wir verbinden die Ecke A mit der Mitte Spc der
gegeniiberliegenden Seite BC' und bestimmen den
Punkt Sypc der die Strecke AB im Verhéltnis 2 : 1
teilt. Wir verbinden diesen Punkt mit der noch nicht
verwendeten Ecke D und finden S als jenen Punkt,
der die Strecke DS apc im Verhaltnis 3:1 teilt.
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