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Zusammenfassung

Es ist seit langem bekannt, dass Scrégzahn°anken Bber Stirnr Adern
mit Evolventenverzahrung von Scraubtorsen gebildet werden. Dass die-
seFlAdchen eine gleichférmige Bewegungsibertragung auch zwischen wind-
schiefenDrehachsenerm@glichen, wurde erstin denletzten Jahren entdeckt
und wird im Folgendenauf darstellend-geometristie Weisebegnindet.

1 Einleitung

Zahnradergetrieles haben die Aufgabe, DrehungendesAntriebsrades§ ; (Achse
P10, Winkelgesbwindigkeit ! ;o) auf jene desAbtriebsrades§, (Achsep,e, Win-
kelgesbwindigkeit ! »0) zu Bbertragen,und zwar in der Regelgleichrmig?, also
mit einemkonstarten Bbersetzungsverdltnis

=1 20=!10= konst. (1)

Je nach Lage der Achsenzueinanderunterscheidenwir

| Verzahnung | Achsenpg; p2o | ZahnrAader |
ebeneVerzahrung parallel Stirnr Ader
sphérische Verzahnung | schneidend Kegelrader

Hyperboloidrader (z.B.

rAumliche Verzahrung windsdief Schinedenrader bei pyo ? oo)

Die weitaus hAu gste Verzahrungsart fiv parallele Achsenist die Evolven-
tenverzahrung (Abb. 2). Dabei kénnen die Zahnrader entweder als Zylinder-
°Achen mit den StirnrAdern als Quersanitt gefertigt werdenoder aber auch als
Schragzahn®ankenin Form von Scraub®Aden (Abb. 1). Die dabei ertstehen-
den Flanken®Achen sind bekanntlich Sdraubtorsen, also die Tangenen®Acen
von Sdraublinien (Abb. 3, vgl. etwa [1, 6]). Die Berhrkurve zwiscen zwei in

1Esgibt auch ungleichférmig BbertragendeFlankenpaare,doch bleiben diesehier au¥seAcht.
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Eingri® stehendenZahn®anken ist dabei geradlinig und die gemeinsamélangen-
tialebeneldngsdieserBerdhrstrecke konstart.

Nun hat der Australier Jadk Phillips kirzlich entdeckt und in seinemBuch
[3] sehr ausihrlich und reich illustriert dargestellt, dass Schraubtorsen sogar
noch bei zueinanderwindsdiefen Drehacsenpio; p2o als Flanken°achen fiv ei-
ne gleichfdrmige Bewegunggbertragung verwendbar sind. Dies ergibt dann al-
lerdings eine Punktverzahnung also mit einer in der Regelnur punktfgdrmigen
Berdhrung zwishen den Zahn°anken. Doch ist letzteresbei windsdiefen p.o; poo
der Normalfall.

Abbildung 1: Scragzahn®anken zur Evolvertenverzahrung

DieserAumliche Evolventenverzahnundpat folgendebemerlensverte zusatz-
liche Eigensthatft: Das Bbersetzungserhéltnis i hAngt nur von den Abmessungen
der beteiligten Schraubtorsen ab, nicht aber von der relativen Lage der Dreh-
achsen pyo; oo zueinander. Diese Verzahnung ist also unemp ndlich gegember
Montagefehlern.

Im Folgendenwird dieseneueVerzahrungsartkurz vorgestelltund begmndet,
wobei vorwiegenddarstellend-geometrisice Methoden berutzt werden und nur
die Grundlagender ebenenKinematik vorausgesetztverden.Gleichzeitig soll dies
dazuanregen,im Unterricht ausDarstellenderGeometriederartige Zahnrader mit
einer 3D-Modellierungssoftvare zu entwerfenund das erntstandene Zahnraderge-
triebe dann auch noch zu animieren?

2Ein Beitrag von W. Rath mit Tipps zur Modellierung mittels MicroStation ist fér das
kommendeHeft geplart.



2 Kinematisc he Grundlagen

2.1 Ebene Verzahnungen
Fiv ebeneVerzahrungengilt bekanntlich (vgl. [1, 6])

Satz 1 (Eb enes Verzahnungsgesetz) Die Kurven c¢; aus 8; und ¢, aus §,
sind genaudann Zahnpro Te fér eine gleichdrmige Beweyungsertragung,wenn
die Eingri®snormale e, also die gemeinsameNormale im Berghrpunkt E, stets
durch den Relativpol 12 geht. Dakei teilt 12 die Strecke zwischenden Radmitten
01, 02im Verhéltnis

1201:1202= "1, :!0=1:1:

01

07

Abbildung 2: Evolvertenverzahrung mit der konstarten Eingri®snormalene

Die von L. Euler (1765) entwickelte (ebene) Evolventenverzahnungst ge-
kennzeitinet durch die Eigenstaft, dassalle Eingri®snormalene zusammenfal-
len (Abb. 2). Die Zahnpro le c¢;; ¢, sind Kreisewlverten. Dieseergeken bei Ver-
sdhraubung um die jeweilige Drehadcse Scraubtorsen. Dabei ist die Evolute g
der Kreisewlverte ¢; die Spurkurve des Drehzylinders durch die Gratlinie der
jeweiligen Torse(Abb. 3). Nachdemvon den Pro Tkurv en nur spitzenfreieBggen
verwendbarsind, treten bei den Flanken®Achen nur Bereiche auvserhallder Grat-
linie auf, die damit zur GAnzeauf nur einemMantel der Torseliegen.

Die ebene Evolventenverzahrung weist gegemiber anderen ebenen Verzah-
nungsartendie folgendenVorteile auf:

(i) Bei konstartem ! 14 |Auft der Eingri®spunkt E relativ zum Rastsystem§ o
auf der konstarten Eingri®snormalene mit konstarter Gesdwindigkeit.
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(i) Die BbertragendeKraft hat die konstarte Wirkungslinie e und ist daherbei
konstartem Antriebsmomer ebenfalls konstart.

(i) Das Gbersetzungserhﬂtnis i = 1 5=! 10 ist unemp ndlich gegemiber Mon-
tagefehlern.

Eswird sich herausstellendassalle dieseEigenshaften auch noch auf die rAum-
liche Evolventenverzahrung zutre®en.

2.2 RAumlic he Verzahnungen

Zunéchst ein wichtiger Hilfssatz Bber rAumliche Verzahrungen:

B

Abbildung 3: Sdraubtorse als Tangen-  Abbildung 4: Beweis des Satzes2
ten® Ache einer Schraublinie

Satz 2 Mittels der Flanken°Achen®©; aus§&; und ©, aus 8§, werde eine Drehung
von §1 um pyo Bertragenauf jene von §, um pyo.

Dann legt ein einziger Berbhrpunkt E zwischen®©; und ©, kereits das augen-
blickliche Verhaltnis i = ! ,0=! ;o der Winkelgeschwindigkeiterdiest. Dieseshangt



allerdings nur von der Eingri®snormalene, also der gemeinsamerNormalen der
Flanken°Achenim Eingri®spunktE ab gemAYder Formel
| .
i= 20— Lls!n®1; (2)
! 10 ®ZS|n®2
Dakei sind ® und ® orientierter Abstand bzw. Winkel® zwischene und der
Drehachsep,o flv j = 1;2.

Beweis: SeigVv, der augerblickliche Gesdwindigkeitsvektor des Eingri®spunk-
tes E gegember §4. Dann ist dieseAbsolutgestiwindigkeit zusammenzusetzen
aus der Féhrungsgesbkwindigkeit g vjo, die E bei der Drehung desRades§; ge-
gendber §, erfahrt, und der Relativgestwindigkeit gv;, mit welcher E sich auf
der jeweiligen Zahn°anke ©; 2 §; verAndert. Das fighrt zu

EVo= EViot EV1= V2ot EV2; 3)

Nachdeme v, und g v, parallel zur gemeinsamerBerdhrebene" sind, missendie
in der Richtung von e verlaufendenKomponerten von gV und gV, Bberein-
stimmen.

Zur Feststellungder GrésadieserKomponerten betrachten wir zunAchst das
erste Rad und wahlen p;o und e parallel zur Aufrissebene (siehe Abb. 4): Ist
der von der Drehung um p;o stammendeGestwindigkeitsvektor g v unter dem
Winkel' gegember der Aufrissebenegeneigt,so erhalten wir als LAngedesAuf-
rissesg V{9

r'10cos = (rcos )! 0= ®! 1o; (4)

wobei r = Epyg ist. Wir erkennen,dassdieseAufrisslangefiv alle Punkte von e
gleidh ist. lhre Komponerte in Richtung der gewahlten Orientierung von e betrAgt
i ! 108 sin®;, wasmit (3) zur Gleichung

i 1108 Sin® = j ! 508 Sin®; (5)
fdhrt und nac einer einfachen Umformung weiter zu (2). o

Korollar 3 (R Aumlic hes Verzahn ungsgesetz) Die FlAchen®©, und ©, sind
genau dann Zahn°anken fér eine gleichdrmige Bewayung#ertragungvon §
auf §,, wenn die Eingri®snormalene in allen Berdhrpunkten E die Gleichung
(2) erfillen, wolei 8 und ® fir j = 1;2 den orientierten Abstandbzw.Winkel
zwischene und der Drehachsep;, bezeichnen(siehe Abb. 5).

3Um Abstand und Wink el vorzeichenbehaftet angeben zu kénnen, mu¥neben den Orientie-
rungen der Drehachsen p;o; p2o auch noch eine der Eingri®snormalen e willk érlich festgesetzt
werden.



Bemerkung:Die Gleichung (2) de niert einenlinearenGeradenlomplex,denNor-
malenkomplexder Relativieweyung8 ,=8 ;. Stellt man die Drehadsenp;o; p2o, die
orientierte Eingri®snormalee und die Momertanschraube von 8 ,=8 ; durch duale
Vektorenp, :p,; e bzw. g, dar (siechez.B. [2, 4]), sofolgt (2) unmittelbar aus
der Gleichung desNormalenkomplexes

0= (t20P,5i '10P,):€2 R () !208:siN®; i ! 108 sin® = 0:

3 RAumlic he Evolventenverzahnung

Die rAumliche Evolvertenverzahrung wird nach J. Phillips [3] de niert durch
die Eigenstaft, dassjeder Eingri®spunkte E gegember §, auf einer konstarten
Eingri®snormalene verbleibt. Dabei mu¥anur vorausgesetziverden,dasse keine
der Drehadsenp;o oder pyo scneidet und auch zu keiner orthogonal ist.

Die Konstanz von e garartiert nach Satz 2 bereits ein konstartes Bberset-
zungs\erhdltnis. In den versdiedenen Postionen des Eingri®spunktesE 2 e
sind die gemeinsameTangertialebenen” an die Flanken°Achen ©,; ©, stets or-
thogonal zu e. Wie sehenmggliche Flanken°Achen Boerhaupt, welche Kurven
durchlauft E auf den FlAchen®Adchen?

mpﬂ)

Abbildung 5: Die Lage der Eingri®snormalene zu den Radadisenpio; p2o

3.1 Relativbahnen des Eingri®spunktes

Um festzustellen,welche Bahn s; der Eingri®spunkt E relativ zu §; auf ©,
besdreibt, beadten wir: § =8 ist eine Drehung um pyo, und relativ zu §, |Auft
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E auf e. Somit liegt die Relativbahn s; auf dem einschaligenDrehhygrholoid | ;
durch e mit der Achsepso.

Nachdem der Eingri®spunkt E stets auf der Flanken°Ache ©, liegen mu¥a,
derenTangertialebene” in E zu e normal ist, ist die Tangerie an s; in E ortho-
gonal zu e (vgl. Abb. 5). Die gesutite Relativbahn s; ist somit eine orthogonale
Trajektorie einer ErzeugendenschadesDrehhyperboloids| ; (Abbn. 6 und 7).

Abbildung 6: Relativbahn s; als Orthogonaltra-

jektorie einer Erzeugendendtar desDrehhyper-

boloids | ; sant Teil der lAngss; orthogonal Abbildung 7: Relativbahn s,
durchsetzendenSdraubtorse ©, (‘Bettfedernkurve')

3.2 Flank en® Achen der Evolventenverzahnung

Die einfacdhste Zahn°anke ©,; ertsteht als HAI° Ache der Eingri®selenen ",
wahrend E eine Relativbahn durchlauft.* Dass dies eine Schiraubtorseist, wel-
che das Drehhyperboloid | ; 1Angss; orthogonal durchsetzt, |A%stsich wie folgt
zu begmnden (sieheAbb. 8):

Wenn wir das Rad ©; mit der konstarter Winkelgesbwindigkeit ! ;o drehen
und E gleichzeitig derart auf s, laufenlassendassE gegember § ; auf e verbleibt,
so bewegt sich E |Angse mit der (im Sinnevon e orientierten) Gesdwindigkeit
(vgl. (5))

EVoj1 = i ! 10@_[ Sin®|_ = konst. (6)

“Bei einer Punktv erzahrung ist 'theoretisch' nur der FlAchenstreifenldngss; wesertlic h.

7



Abbildung 8: Gesdwindigkeiten von E und S

Aus deren Konstanz folgt, dasssich auch die durch E gehendeEingri®selene”
gegemiber §, mit konstarter Geshwindigkeit 1Angse versdiebt. Demnad hat
audh ihr Schnittpunkt S mit der Achsep;o einekonstarte Gestwindigkeit. Diese
lautet im Sinne der Orientierung von pyo (sieheAbb. 8; e und pyg liegenwieder
aufrissparallel)

sVo =i ! 108 tan ®;: (7)

Nun zur Bewegungvon " gegemiber § 1. Die Eingri®selene" dreht sich um pyo
mit j ! 10, wAhrend sie sich gleichzeitig lAngs p;p mit der Gestwindigkeit svg
versdiebt. Die HAI° Ache ©; ist somit eine Schraubtorse(sieheAbb. 9) mit dem
Radiusr; = ®, und dem Scrraubparameter

hy= = = B tan®;: ®)
| - 10

© ist durch e bis auf Vershiebungenlangsp;o oder Drehungenum p;o bestimmt.

3.3 Ko ordinatendarstellung der Relativbahnen

Wahlt man ein kartesisthesKoordinatensystem,desserKoordinatenekenez = 0
den Kehlkreis des Hyperboloids | ; enthAlt, so |AYatsich die durch den Punkt



Abbildung 9: Schraubtorse ©; mit Relativbahnens;

(®1; 0; 0) gehendeRelativbahn wie folgt parametrisieren:

0 1 0 1 o .

x(t) cost sin®, sint

@yit) A = 8 @sint A+ Bitsin® @ sin® cost A =
z(t) 0 COS®,
0 1 0 1
cost i sint
= @ sint A Btsif® @ cost A
ttan ®,; tan ®,;

Dabei ist t als Zeit gewahlt und ! ;o = 1. Die erste Darstellung beziel sich auf
s, als FIAchenkurve des einsdaligen Drehhyperboloids | ;. In der zweiten Zeile
wird s; als FIAchenkurve der Schraubtorse ©; gezeigt(vgl. Abb. 6).

4 Haupts Atze

Satz 4 (Erster Hauptsatz) Schraubtorsen©,;©, mit den Achsenp,g bzw.pyg
und mit der konstanten Eingri®snormalene als FIAchennormalesind passende
Zahn°anken fér eine rAumliche Evolventenverzahnungnit Punktberdhrung.

Satz 5 (Zw eiter Hauptsatz) Werden zwei Schraubtorsen®©,;©, derart posi-
tioniert, dasssie einanderin einem Punkt E berghren, und werden inre Achsen



P1o; P20 un xiert, so sind ©; and ©, passendeZahn°anken fiv ein konstan-
tes Blersetzungsveréltnis, gleichdiltig, ob die Achsenparallel, schneidendoder
windschiefsind. Das Bbersetzungsverfilitnis gendgt der Gleichung

_ ! 20 _ rlsin®1

! 10 rzsin(@g

mit r; als Radius desGratzylindersund h; = r; tan® als Schraubmrametervon
© flv j = 1;2. DasBersetzungsverditnis ist somit unabhéngigvon der relativen
Lageder Radachsen.

Beweis: Wir beginnen mit einer Lage, in weldher ©, und ©, einanderin E
bemdhren. Dreht sich nun §;, j = 1;2, mit konstartem ! j, um p;o und lAuft
E gleichzeitig ertlang s; mit einer geeignetenGestwindigkeit, so bewegt sich
E nad (6) gegember §, auf der gemeinsamerFlachennormalene mit der Ge-
schwindigkeit Vg; = i !jor; Sin® (siehe Abb. 8). Die anfAngliche Berihrung
bleibt erhalten, sofernstets gvo; = gVoe gilt. Diesist nach Satz 2 Aquivalert
zum konstarten Bbersetzungserhaltnis i.

Die Invarianz des BbersetzungserhAltnisses hangt auch damit zusammen,
dasssAmtliche Flachennormaleneiner Schraubtorse densellen Abstand von der
Achseund densellen Winkel mit der Achseeinsdlie¥en. a

Neu gegemiber [3] ist

Satz 6 Wahrend der gleichBrmigen Beweunggiertragung mittels zweier
Schraubtorsen©;,; ©, bleibtder im Eingri®spunktE auftretendeWinkel zwischen
den Torsenerzeugendewy; ¥2 ©; und g, ¥2 ©, konstant. Dieser Winkel ist kon-
gruent zum Winkel p, welchervon den gemeinsamerNormalen nq; n, zwischene
und den Achsenp,o bzw. pyg eingeschlossemvird (Abb.5).

Beweis: Die Erzeugenderg; %2 ©; und g, ¥2 ©, sind ebensowie die gemeinsamen
Normalenn; und n, orthogonalzu derin §, festenEingri®snormalere. Zusatzlich
ist g, ] = 1,2, orthogonalzu n; (sieheAbb. 8). Also sind 9 g;0, und g nin, als
Normalwinkel zueinanderkongruert (sieheauch Abb. 5). o

Im Sonderfallp= 0 entsteht

Korollar 7 WerdenzweiSchiaubtorsen©;; ©, derart platziert, dasssie einander
lAngs einer Erzeugendenkerghren, so bleibt diese Linienberdhrung wahrend der
gleichBrmigen Bewgyung#ertragung bestehen.In diesemFall liegen alle Ein-
gri®snormalenin dersellen Parallelelene zu den beiden Achsen®

5Die Frage, ob esnoch andereewlventenverzahrte Flanken mit Linienberdhrung gibt, wird
in [5], Theorem 5 positiv beartwortet.

10



Abbildung 10: Evolverterverzahrte RAder samt e®ektiven Relativbahnen; e ist
die konstarte Eingri®snormale

_Abb. 10 zeigt zwei in Eingri® stehendeewlvertenverzahrte Zahnrader zum
Bbersetzungserhéltnis i = j 2=3 mit den ZAhnezahlenz; = 18 und z, = 27.
Die zwei Radatsenp;g und pyo sind windsdief bei ® = 21:35%, 8, = 11701.
Die gewdhlte Eingri®snormalee ergibt ®, = j 60.0*, ® = 450, ® = 7698,
® = 600. Der Winkel zwischen den jeweils tre®endenTorsenerzeugenderst
M= 14:.0%. py, ist die Achseder Relativbewegung8§,=8 ;. Die auf den Zahn°an-
ken eingetragenerKurv erbggenzeigendie e®ektiven RelativbahnendesEingri®s-
punktes. In [5] sind auch noch Ansichten der Zahn°ankenin Richtung von e sowie
| zur Kontrolle desFlankenspiels| normal zu e gezeigt.
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