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Zusammenfassung

Es ist seit langem bekannt, dass SchrÄagzahn°anken Äuber Stirnr Äadern
mit Evolventenverzahnung von Schraubtorsen gebildet werden. Dass die-
seFlÄachen einegleichfÄormige BewegungsÄubertragung auch zwischen wind-
schiefenDrehachsenermÄoglichen,wurde erst in den letzten Jahrenentdeckt
und wird im Folgendenauf darstellend-geometrische WeisebegrÄundet.

1 Einleitung

ZahnrÄadergetriebeshaben die Aufgabe, DrehungendesAntriebsrades§ 1 (Achse
p10, Winkelgeschwindigkeit ! 10) auf jene desAbtriebsrades§ 2 (Achsep20, Win-
kelgeschwindigkeit ! 20) zu Äubertragen,und zwar in der RegelgleichfÄormig 1, also
mit einemkonstanten ÄUbersetzungsverhÄaltnis

i := ! 20=! 10 = konst. (1)

Je nach Lageder Achsenzueinanderunterscheidenwir

Verzahnung Achsenp10; p20 ZahnrÄader
ebeneVerzahnung parallel StirnrÄader

sphÄarische Verzahnung schneidend KegelrÄader

rÄaumliche Verzahnung windschief
HyperboloidrÄader (z.B.

SchneckenrÄader bei p10 ? p20)

Die weitaus hÄau¯gste Verzahnungsart fÄur parallele Achsen ist die Evolven-
tenverzahnung (Abb. 2). Dabei kÄonnen die ZahnrÄader entweder als Zylinder-
° Äachen mit den StirnrÄadern als Querschnitt gefertigt werdenoder aber auch als
SchrÄagzahn°ankenin Form von Schraub°Äachen (Abb. 1). Die dabei entstehen-
den Flanken°Äachen sind bekanntlich Schraubtorsen, also die Tangenten°Äachen
von Schraublinien (Abb. 3, vgl. etwa [1, 6]). Die BerÄuhrkurve zwischen zwei in

1Esgibt auch ungleichfÄormig ÄubertragendeFlankenpaare,doch bleibendiesehier au¼erAcht.

1



Eingri® stehendenZahn°anken ist dabei geradlinig und die gemeinsameTangen-
tialebenelÄangsdieserBerÄuhrstrecke konstant.

Nun hat der Australier Jack Phillips kÄurzlich entdeckt und in seinemBuch
[3] sehr ausfÄuhrlich und reich illustriert dargestellt, dass Schraubtorsen sogar
noch bei zueinanderwindschiefen Drehachsenp10; p20 als Flanken°Äachen fÄur ei-
ne gleichfÄormige BewegungsÄubertragung verwendbar sind. Dies ergibt dann al-
lerdings eine Punktverzahnung, also mit einer in der Regel nur punktfÄormigen
BerÄuhrung zwischen den Zahn°anken. Doch ist letzteresbei windschiefenp10; p20

der Normalfall.

Abbildung 1: SchrÄagzahn°anken zur Evolventenverzahnung

DieserÄaumliche Evolventenverzahnunghat folgendebemerkenswerte zusÄatz-
liche Eigenschaft: Das ÄUbersetzungsverhÄaltnis i hÄangt nur von denAbmessungen
der beteiligten Schraubtorsen ab, nicht aber von der relativen Lage der Dreh-
achsen p10; p20 zueinander.Diese Verzahnung ist also unemp¯ndlich gegenÄuber
Montagefehlern.

Im Folgendenwird dieseneueVerzahnungsartkurz vorgestelltund begrÄundet,
wobei vorwiegenddarstellend-geometrische Methoden benutzt werden und nur
die Grundlagender ebenenKinematik vorausgesetztwerden.Gleichzeitig soll dies
dazuanregen,im Unterricht ausDarstellenderGeometriederartigeZahnrÄadermit
einer 3D-Modellierungssoftware zu entwerfenund dasentstandeneZahnrÄaderge-
triebe dann auch noch zu animieren.2

2Ein Beitrag von W. Rath mit Tipps zur Modellierung mittels MicroStation ist fÄur das
kommendeHeft geplant.
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2 Kinematisc he Grundlagen

2.1 Eb ene Verzahn ungen

FÄur ebeneVerzahnungengilt bekanntlich (vgl. [1, 6])

Satz 1 (Eb enes Verzahn ungsgesetz) Die Kurven c1 aus § 1 und c2 aus § 2

sind genaudann Zahnpro¯le fÄur eine gleichfÄormige BewegungsÄubertragung,wenn
die Eingri®snormalee, also die gemeinsameNormale im BerÄuhrpunkt E, stets
durch den Relativpol 12 geht. Dabei teilt 12 die Strecke zwischenden Radmitten
01, 02 im VerhÄaltnis

12 01 : 12 02 = ! 20 : ! 10 = i : 1:

PSfrag replacements

e
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g2
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! 10

! 20

Abbildung 2: Evolventenverzahnung mit der konstanten Eingri®snormalene

Die von L. Euler (1765) entwickelte (ebene) Evolventenverzahnungist ge-
kennzeichnet durch die Eigenschaft, dassalle Eingri®snormalene zusammenfal-
len (Abb. 2). Die Zahnpro¯le c1; c2 sind Kreisevolventen. Dieseergeben bei Ver-
schraubung um die jeweilige DrehachseSchraubtorsen.Dabei ist die Evolute gj

der Kreisevolvente cj die Spurkurve des Drehzylinders durch die Gratlinie der
jeweiligenTorse(Abb. 3). Nachdemvon den Pro¯lkurv en nur spitzenfreieBÄogen
verwendbarsind, treten bei denFlanken°Äachennur Bereicheau¼erhalbder Grat-
linie auf, die damit zur GÄanzeauf nur einemMantel der Torseliegen.

Die ebene Evolventenverzahnung weist gegenÄuber anderen ebenen Verzah-
nungsartendie folgendenVorteile auf:

(i) Bei konstantem ! 10 lÄauft der Eingri®spunkt E relativ zum Rastsystem§ 0

auf der konstanten Eingri®snormalene mit konstanter Geschwindigkeit.
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(ii) Die ÄubertragendeKraft hat die konstante Wirkungslinie e und ist daherbei
konstantem Antriebsmoment ebenfalls konstant.

(iii) Das ÄUbersetzungsverhÄaltnis i = ! 20=! 10 ist unemp¯ndlich gegenÄuber Mon-
tagefehlern.

Es wird sich herausstellen,dassalle dieseEigenschaften auch noch auf die rÄaum-
liche Evolventenverzahnung zutre®en.

2.2 RÄaumlic he Verzahn ungen

ZunÄachst ein wichtiger Hilfssatz Äuber rÄaumliche Verzahnungen:

PSfrag replacements g1

c1

p10

Abbildung 3: Schraubtorse als Tangen-
ten°Äache einer Schraublinie
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Abbildung 4: BeweisdesSatzes2

Satz 2 Mittels der Flanken°Äachen©1 aus§ 1 und ©2 aus§ 2 werdeeine Drehung
von § 1 um p10 Äubertragenauf jene von § 2 um p20.

Dann legt ein einziger BerÄuhrpunkt E zwischen©1 und ©2 bereits das augen-
blickliche VerhÄaltnis i = ! 20=! 10 der Winkelgeschwindigkeitenfest. DieseshÄangt
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allerdingsnur von der Eingri®snormalene, alsoder gemeinsamenNormalen der
Flanken°Äachenim Eingri®spunktE ab gemÄa¼der Formel

i =
! 20

! 10
=

b®1 sin®1

b®2 sin®2
: (2)

Dabei sind b®j und ®j orientierter Abstand bzw. Winkel 3 zwischene und der
Drehachsepj 0 fÄur j = 1; 2.

Beweis: Sei E v0 der augenblickliche Geschwindigkeitsvektor desEingri®spunk-
tes E gegenÄuber § 0. Dann ist dieseAbsolutgeschwindigkeit zusammenzusetzen
aus der FÄuhrungsgeschwindigkeit E v j 0, die E bei der Drehung desRades§ j ge-
genÄuber § 0 erfÄahrt, und der Relativgeschwindigkeit E v j , mit welcher E sich auf
der jeweiligen Zahn°anke ©j 2 § j verÄandert. Das fÄuhrt zu

E v0 = E v10 + E v1 = E v20 + E v2 ; (3)

Nachdem E v1 und E v2 parallel zur gemeinsamenBerÄuhrebene" sind, mÄussendie
in der Richtung von e verlaufendenKomponenten von E v10 und E v20 Äuberein-
stimmen.

Zur Feststellungder GrÄo¼edieserKomponenten betrachten wir zunÄachst das
erste Rad und wÄahlen p10 und e parallel zur Aufrissebene (siehe Abb. 4): Ist
der von der Drehung um p10 stammendeGeschwindigkeitsvektor E v10 unter dem
Winkel ' gegenÄuber der Aufrissebenegeneigt,soerhalten wir als LÄangedesAuf-
rissesE v00

10
r ! 10 cos' = (r cos' )! 10 = b®1! 10; (4)

wobei r = Ep10 ist. Wir erkennen,dassdieseAufrisslÄangefÄur alle Punkte von e
gleich ist. Ihre Komponente in Richtung der gewÄahlten Orientierung von ebetrÄagt
¡ ! 10b®1 sin®1, was mit (3) zur Gleichung

¡ ! 10b®1 sin®1 = ¡ ! 20b®2 sin®2 (5)

fÄuhrt und nach einer einfachen Umformung weiter zu (2). ¤

Korollar 3 (R Äaumlic hes Verzahn ungsgesetz) Die FlÄachen©1 und ©2 sind
genau dann Zahn°anken fÄur eine gleichfÄormige BewegungsÄubertragung von § 1

auf § 2, wenn die Eingri®snormalene in allen BerÄuhrpunkten E die Gleichung
(2) erfÄullen, wobei b®j und ®j fÄur j = 1; 2 den orientierten Abstandbzw.Winkel
zwischene und der Drehachsepj 0 bezeichnen(sieheAbb. 5).

3Um Abstand und Winkel vorzeichenbehaftet angeben zu kÄonnen,mu¼neben den Orientie-
rungen der Drehachsen p10; p20 auch noch eine der Eingri®snormalene willk Äurlich festgesetzt
werden.
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Bemerkung:Die Gleichung (2) de¯niert einenlinearenGeradenkomplex,denNor-
malenkomplexder Relativbewegung§ 2=§ 1. Stellt man die Drehachsenp10; p20, die
orientierte Eingri®snormalee und die Momentanschraubevon § 2=§ 1 durch duale
Vektoren p

10
; p

20
; e bzw. q

21
dar (siehez.B. [2, 4]), so folgt (2) unmittelbar aus

der Gleichung desNormalenkomplexes

q
21

: e = (! 20p20
¡ ! 10p10

): e 2 R ( ) ! 20b®2 sin®2 ¡ ! 10b®1 sin®1 = 0:

3 RÄaumlic he Evolv enten verzahn ung

Die rÄaumliche Evolventenverzahnung wird nach J. Phillips [3] de¯niert durch
die Eigenschaft, dassjeder Eingri®spunkteE gegenÄuber § 0 auf einer konstanten
Eingri®snormalene verbleibt. Dabei mu¼nur vorausgesetztwerden,dasse keine
der Drehachsenp10 oder p20 schneidet und auch zu keiner orthogonal ist.

Die Konstanz von e garantiert nach Satz 2 bereits ein konstantes ÄUberset-
zungsverhÄaltnis. In den verschiedenen Postionen des Eingri®spunktes E 2 e
sind die gemeinsamenTangentialebenen" an die Flanken°Äachen ©1; ©2 stets or-
thogonal zu e. Wie sehenmÄogliche Flanken°Äachen Äuberhaupt, welche Kurven
durchlÄauft E auf den FlÄachen°Äachen?
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Abbildung 5: Die Lageder Eingri®snormalene zu den Radachsenp10; p20

3.1 Relativbahnen des Eingri®spunktes

Um festzustellen,welche Bahn s1 der Eingri®spunkt E relativ zu § 1 auf ©1

beschreibt, beachten wir: § 1=§ 0 ist eineDrehung um p10, und relativ zu § 0 lÄauft
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E auf e. Somit liegt die Relativbahn s1 auf dem einschaligenDrehhyperboloid ¦ 1

durch e mit der Achsep10.
Nachdem der Eingri®spunkt E stets auf der Flanken°Äache ©1 liegen mu¼,

derenTangentialebene" in E zu e normal ist, ist die Tangente an s1 in E ortho-
gonal zu e (vgl. Abb. 5). Die gesuchte Relativbahn s1 ist somit eineorthogonale
Trajektorie einer ErzeugendenschardesDrehhyperboloids ¦ 1 (Abbn. 6 und 7).

PSfrag replacements s1

¦ 1

©1

Abbildung 6: Relativbahn s1 alsOrthogonaltra-
jektorie einerErzeugendenschar desDrehhyper-
boloids ¦ 1 samt Teil der lÄangs s1 orthogonal
durchsetzendenSchraubtorse©1

PSfrag replacements
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Abbildung 7: Relativbahn s1

(`Bettfedernkurve')

3.2 Flank en° Äachen der Evolv enten verzahn ung

Die einfachste Zahn°anke ©1 entsteht als HÄull° Äache der Eingri®sebenen ",
wÄahrend E eine Relativbahn durchlÄauft.4 Dass dies eine Schraubtorseist, wel-
che das Drehhyperboloid ¦ 1 lÄangss1 orthogonal durchsetzt, lÄa¼tsich wie folgt
zu begrÄunden (sieheAbb. 8):

Wenn wir das Rad ©1 mit der konstanter Winkelgeschwindigkeit ! 10 drehen
und E gleichzeitig derart auf s1 laufenlassen,dassE gegenÄuber § 0 auf everbleibt,
so bewegt sich E lÄangse mit der (im Sinnevon e orientierten) Geschwindigkeit
(vgl. (5))

E v0j1 = ¡ ! 10b®1 sin®1 = konst. (6)
4Bei einer Punktv erzahnung ist 'theoretisch' nur der FlÄachenstreifen lÄangss1 wesentlich.
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Abbildung 8: Geschwindigkeiten von E und S

Aus deren Konstanz folgt, dasssich auch die durch E gehendeEingri®sebene"
gegenÄuber § 0 mit konstanter Geschwindigkeit lÄangse verschiebt. Demnach hat
auch ihr Schnittpunkt S mit der Achsep10 einekonstante Geschwindigkeit. Diese
lautet im Sinneder Orientierung von p10 (sieheAbb. 8; e und p10 liegenwieder
aufrissparallel)

Sv0 = ¡ ! 10b®1 tan ®1: (7)

Nun zur Bewegungvon " gegenÄuber § 1: Die Eingri®sebene" dreht sich um p10

mit ¡ ! 10, wÄahrend sie sich gleichzeitig lÄangs p10 mit der Geschwindigkeit Sv0

verschiebt. Die HÄull° Äache ©1 ist somit eineSchraubtorse(sieheAbb. 9) mit dem
Radius r1 = b®1 und dem Schraubparameter

h1 = Sv0

¡ ! 10
= b®1 tan ®1: (8)

©1 ist durch e bis auf VerschiebungenlÄangsp10 oder Drehungenum p10 bestimmt.

3.3 Ko ordinatendarstellung der Relativbahnen

WÄahlt man ein kartesischesKoordinatensystem,dessenKoordinatenebenez = 0
den Kehlkreis des Hyperboloids ¦ 1 enthÄalt, so lÄa¼t sich die durch den Punkt
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Abbildung 9: Schraubtorse©1 mit Relativbahnens1

(b®1; 0; 0) gehendeRelativbahn wie folgt parametrisieren:
0
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0
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t tan ®1

1

A ¡ b®1t sin2 ®1

0

@
¡ sint
cost

tan ®1

1

A :

Dabei ist t als Zeit gewÄahlt und ! 10 = 1. Die erste Darstellung bezieht sich auf
s1 als FlÄachenkurve deseinschaligen Drehhyperboloids ¦ 1. In der zweiten Zeile
wird s1 als FlÄachenkurve der Schraubtorse©1 gezeigt(vgl. Abb. 6).

4 Haupts Äatze

Satz 4 (Erster Hauptsatz) Schraubtorsen©1; ©2 mit den Achsenp10 bzw.p20

und mit der konstantenEingri®snormalen e als FlÄachennormalesind passende
Zahn°anken fÄur eine rÄaumlicheEvolventenverzahnungmit PunktberÄuhrung.

Satz 5 (Zw eiter Hauptsatz) Werden zwei Schraubtorsen©1; ©2 derart posi-
tioniert, dasssie einander in einem Punkt E berÄuhren, und werden ihre Achsen
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p10; p20 nun ¯xiert, so sind ©1 and ©2 passendeZahn°anken fÄur ein konstan-
tes ÄUbersetzungsverhÄaltnis, gleichgÄultig, ob die Achsenparallel, schneidendoder
windschiefsind. Das ÄUbersetzungsverhÄaltnis genÄugt der Gleichung

i =
! 20

! 10
=

r1 sin®1

r2 sin®2

mit r j als Radius desGratzylindersund hj = r j tan ®j als Schraubparameter von
©j fÄur j = 1; 2. Das ÄUbersetzungsverhÄaltnis ist somit unabhÄangigvon der relativen
Lageder Radachsen.

Beweis: Wir beginnen mit einer Lage, in welcher ©1 und ©2 einander in E
berÄuhren. Dreht sich nun § j , j = 1; 2, mit konstantem ! j 0 um pj 0 und lÄauft
E gleichzeitig entlang sj mit einer geeignetenGeschwindigkeit, so bewegt sich
E nach (6) gegenÄuber § 0 auf der gemeinsamenFlÄachennormalene mit der Ge-
schwindigkeit E v0jj = ¡ ! j 0r j sin®j (siehe Abb. 8). Die anfÄangliche BerÄuhrung
bleibt erhalten, sofern stets E v0j1 = E v0j2 gilt. Dies ist nach Satz 2 Äaquivalent
zum konstanten ÄUbersetzungsverhÄaltnis i .

Die Invarianz des ÄUbersetzungsverhÄaltnisseshÄangt auch damit zusammen,
dasssÄamtliche FlÄachennormaleneiner Schraubtorse denselben Abstand von der
Achseund denselben Winkel mit der Achseeinschlie¼en. ¤

Neu gegenÄuber [3] ist

Satz 6 WÄahrend der gleichfÄormigen BewegungsÄubertragung mittels zweier
Schraubtorsen©1; ©2 bleibt der im Eingri®spunktE auftretendeWinkel zwischen
den Torsenerzeugendeng1 ½ ©1 und g2 ½ ©2 konstant. Dieser Winkel ist kon-
gruent zum Winkel µ, welchervon den gemeinsamenNormalen n1; n2 zwischene
und den Achsenp10 bzw.p20 eingeschlossenwird (Abb. 5).

Beweis: Die Erzeugendeng1 ½ ©1 und g2 ½ ©2 sind ebensowie die gemeinsamen
Normalenn1 und n2 orthogonalzu der in § 0 festenEingri®snormalene. ZusÄatzlich
ist gj , j = 1; 2, orthogonal zu nj (sieheAbb. 8). Also sind <) g1g2 und <) n1n2 als
Normalwinkel zueinanderkongruent (sieheauch Abb. 5). ¤

Im Sonderfallµ = 0 entsteht

Korollar 7 WerdenzweiSchraubtorsen©1; ©2 derart platziert, dasssieeinander
lÄangseiner ErzeugendenberÄuhren, so bleibt dieseLinienberÄuhrung wÄahrend der
gleichfÄormigen BewegungsÄubertragungbestehen.In diesemFall liegen alle Ein-
gri®snormalenin derselben Parallelebenezu den beiden Achsen.5

5Die Frage, ob esnoch andereevolventenverzahnte Flanken mit LinienberÄuhrung gibt, wird
in [5], Theorem 5 positiv beantwortet.
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Abbildung 10: Evolventerverzahnte RÄader samt e®ektiven Relativbahnen; e ist
die konstante Eingri®snormale

Abb. 10 zeigt zwei in Eingri® stehendeevolventenverzahnte ZahnrÄader zum
ÄUbersetzungsverhÄaltnis i = ¡ 2=3 mit den ZÄahnezahlenz1 = 18 und z2 = 27.
Die zwei Radachsenp10 und p20 sind windschief bei ®0 = 21:35±, b®0 = 117:01.
Die gewÄahlte Eingri®snormalee ergibt ®1 = ¡ 60:0±, b®1 = 45:0, ®2 = 76:98±,
b®1 = 60:0. Der Winkel zwischen den jeweils tre®endenTorsenerzeugendenist
µ = 14:0±. p12 ist die Achseder Relativbewegung§ 2=§ 1. Die auf den Zahn°an-
keneingetragenenKurvenbÄogenzeigendie e®ektivenRelativbahnendesEingri®s-
punktes.In [5] sind auch noch Ansichten der Zahn°anken in Richtung von e sowie
| zur Kontrolle desFlankenspiels| normal zu e gezeigt.
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