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Einleitung

Das Ziel dieser Arbeit ist es, Mustervermeidung in verschiedensten kombinatori-
schen Strukturen zu betreiben. Wir beginnen bei den Gitterpfaden, danach sind
verschiedenste Arten von Baumen an der Reihe, aber auch Strings, Graphen
und Mengenpartitionen werden wir behandeln. Das Thema Mustervermeidung
stammt urspriinglich aus dem Gebiet der Permutationen, welche in der Literatur
den groBten Anteil der Mustervermeidung ausmacht. Wir werden dieses Thema
im ersten Kapitel streifen um einige wichtige Erkenntnisse festzuhalten. Der Fo-
kus dieser Arbeit soll jedoch auf den Kapiteln danach liegen, wo wir versuchen
werden die Mustervermeidung auf andere Strukturen zu iibertragen.

Die Mustervermeidung setzt sich aus einigen verschiedenen Punkten zusam-
men. Der erste und wesentlichste Punkt ist die Frage nach der Definition des
Musters. Es ist zum Beispiel im vorhinein nicht immer klar, was ein Muster fiir
eine beliebige kombinatorische Stuktur ist und wann es enthalten wird. Fiir Per-
mutationen sind es kleinere Permutationen. Jedoch, wie wir im ersten Kapitel
feststellen werden, muss man im vorhinein festlegen ob es sich um ein zusam-
menhéngendes Muster handelt oder nicht. Ein &hnliches Problem tritt auch im
zweiten Kapitel iiber Gitterpfade auf. Hier betrachten wir einerseits zusammen-
héngende Muster, aber auch unzusammenhéngende. Im dritten Kapitel bear-
beiten wir verschiedenste Arten von Baumen. Hier wird der Fall auftreten, dass
unter anderem Permutationen als Muster auftreten, also nicht einmal die glei-
che kombinatorische Stuktur. Im vierten Kapitel beschéftigen wir uns mit den
verschiedenen Verbindungen zwischen den einzelnen Strukturen und im fiinften
Kapitel werden wir verschiedene Themen behandeln um einen Ausblick zu ge-
ben, was es noch an offenen Moglichkeiten gibt. Schlussendlich werden wir uns
mit den Anwendungen der Mustervermeidung beschéftigen.

Hat man die Definition eines Musters und wann es enthalten ist, so kann man
mit der eigentlichen Arbeit beginnen. Der einfachste Ansatz, ist das pattern mat-
ching. Hier geht es darum fiir ein festes Objekt, Vorkommen eines Musters zu
finden. Hierfiir gibt es vorallem in der Informatik zahlreiche Anwendungen. Wir
werden es in dieser Arbeit jedoch nicht weiter behandeln. Fiir uns wird das erste
Ziel sein simpelste Muster zu vermeiden, das sind zum Beispiel Permutationen
der Lange zwei und drei. Ist dies geklért, so werden wir versuchen die erzeugen-
de Funktion fiir Strukturen, welche ein beliebiges Muster vermeiden, zu finden.
Der néchste logische Schritt ist es, meherere Muster zu vermeiden. Sind diese
Punkte erledigt, so werden wir versuchen das Muster nicht mehr zu vermeiden,
sondern fix vorgeben, wie oft es enthalten sein soll. Hier ist das Ziel eine bivariate
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erzeugende Funktion zu finden, wobei die eine Variable die Zahl der Strukturen
zéhlt und die andere die Zahl der Vorkommnisse. Sind all diese Punkte erledigt,
so werden wir versuchen Aussagen iiber das asymptotische Verhalten zu treffen.

Im Verlauf dieser Arbeit werden wir einige verschiedene Muster antreffen,
welche im Groflen und Ganzen alle nach diesem Schema abgearbeitet werden.
Ein gutes Beispiel hierfiir sind die Peaks aus dem Kapitel Gitterpfade. Dieses
Muster wird relativ gut nach dem obigen Schema behandelt. Jedoch werden wir
auch auf Muster treffen, wo dies aus verschiedensten Griinden nicht méglich ist,
beispielsweise bei den unbalancierten Bindrbdumen.
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1 Mustervermeidung in Permutationen

Historisch gesehen wurde die Mustervermeidung zuerst im Gebiet der Permu-
tationen betrieben. Dies ist ein Grund dafiir, dass wir in diesem Bereich schon
einiges an Theorie und Werkzeugen besitzen, jedoch gibt es auch noch einige
offene Fragen. Thema dieser Arbeit ist die Mustervermeidung auf anderen kom-
binatorischen Strukturen, wir benttigen aber immer wieder Hilfsmittel, welche
fiir die Permutationen entwickelt wurden, welche wir hier anfiihren wollen.

Definition 1.1. Die Menge der Permutationen der Linge n wird mit S,, be-

zeichnet und es gilt
|S,| = nl.

Bemerkung 1.2. Sei @ = mmy...7m, eine Permutation, so ist auch 7" =
TnTn_1-..Tom eine Permutation, genannt die reverse Permutation. Ebenso ist
auch das Komplement 7¢ = (n+1—m)(n+1—m3)...(n+ 1 —m,) wieder eine
Permutation der Lénge n.

Nun kommen wir zur Mustervermeidung von Permutationen. Hier gilt, dass
Muster wieder Permutationen kiirzerer Lange sind.

Definition 1.3. Sei 7 = mmy...m, eine Permutation und p = pips...pg ein
Muster der Lange & < n. Die Permutation 7 enthélt genau dann das Muster p,
falls es Indizes 1 < 4; < --- <4 < n gibt, sodass m;, < m;, gilt, genau dann wenn
Pa < pp gilt. Ansonsten sprechen wir davon, dass m das Muster p vermeidet.

Bemerkung 1.4. Eine Permutation 7 enthélt genau dann ein Muster p, falls
es eine unzusammenhéngende Teilfolge von 7 gibt, welche ordnungsisomorph zu
p ist.

Wir bezeichnen die Menge aller Permutationen der Léange n, welche das Muster
p vermeiden mit S,(p).

Beispiel 1.5. Die Méchtigkeit von S,,(213) entspricht genau den Catalan-Zahlen
C). Desweiteren gilt fiir jede Permutation p der Lénge 3, dass

Sn(p)| = Cn,
gilt.

Desweiteren werden Permutationen der Lange n, welche eine Menge von Mus-
tern P = {p1, pa, ... } vermeiden, mit S,(P) oder mit S, (p1,p2, ... ) bezeichnet.
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Beispiel 1.6. Beispiele dafiir sind die Permutationen welche die Muster 213 und
231 vermeiden, beziehungsweise 213 und 312. Denn es gilt

S,(213,231) = S, (213,312) = 2"

Schlussendlich kommen wir zu einer zweiten Definition, welche seltener ver-
wendet wird. Hier sprechen wir von einem zusammenhéngenden Muster.

Definition 1.7. Sei m = mymy ... 7, eine Permutation und p =p1 —pa— -+ — pp
ein zusammenhéngendes Muster. (An den Bindestrichen zwischen den Eintagen
erkennbar.) So enthélt 7 das Muster p, falls es einen Index i gibt, sodass die
Eintrage m;m; 11 ... mi1r—1 ordnungsisomorph zu p sind.

Beispiel 1.8. So bezeichnet S,,(1 —2 —--- — k) die Menge aller Permutationen
der Lange n, welche keine zusammenhéngende aufsteigende Teilfolge der Lange
k besitzen.

Das néchste Konzept, welches wir 6ffter bendtigen werden ist die Wilf-Aquivalenz.

Definition 1.9. Zwei Permutationen p, ¢ der Linge k, werden Wilf-dquivalent
genannt, falls fiir alle n

S (P)] = |Sn(q)]
gilt.

Bemerkung 1.10. Offensichtlich wird durch die obige Definition eine Aquiva-
lenzrelation auf der Menge der Permutationen der Lénge n definiert.

Ein weiterer wichtiger Punkt, welcher mit der Mustervermeidung zusammen-
héngt, ist das Zahlen, wie oft ein Muster vorkommt. So werden zum Beispiel fiir
eine Permutation p die Vorkommnisse des Musters 21 gezihlt, also die Zahl der
Fehlsténde.

Definition 1.11. Zwei Permutationen p,q werden stark Wilf-dquivalent ge-
nannt, falls fiir jedes k die Zahl der Permutation, welche das Muster p genau k
mal enthalten, gleich der Zahl der Permutationen, welche das Muster ¢ genau k
mal enthalten, ist.
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2 Gitterpfade

Unser erstes eigentliches Kapitel tragt den Titel Gitterpfade, da wir uns, be-
ginnend mit den Dyck-Pfaden, mit den verschiedensten Arten von Gitterpfaden
auseinandersetzen werden. Zusétzlich dazu werden wir auch mit vielen verschie-
denen Arten von Mustern in Berithrung kommen. Unser erstes Muster werden
die Peaks eines Dyck-Pfads sein, welche wir wie in der Einleitung beschrieben
vollstéandig bearbeiten werden. Dies soll auch repriasentativ dafiir sein, wie das
Ergebnis aussehen sollte, wenn man sich eingehend mit einem Thema befasst.

2.1 Dyck-Pfade

Unsere Arbeit beginnt mit einer vertrauten kombinatorischen Struktur, den
Dyck-Pfaden. Wir wollen zuerst einige wesentliche Eigenschaften wiederholen,
bevor wir uns in die Mustervermeidung stiirzen, vgl. [2].

Definition 2.1. Ein Dyck-Pfad ist ein Gitterpfad mit Startpunkt (0,0) und
Endpunkt (2n,0), welcher aus zwei verschiedenen Arten von Schritten besteht:
U = (1,1), auch Up-Step genannt und D = (1,—1) oder auch Down-Step.
Dabei darf der Pfad niemals die x-Achse unterschreiten. Die Linge des Pfades
ist definiert als die Summe der Up und Down-Steps. Ein Pfad der Léinge 2n
wird auch n-Dyck-Pfad genannt. Die Menge aller n-Dyck-Pfade wird mit D,
bezeichnet und D beschreibt die Menge aller Dyck-Pfade.

Bemerkung 2.2. Ein Dyck-Pfad kann auch durch sein zugehoriges Dyck-Wort
eindeutig beschrieben werden. Ein Dyck-Wort ist eine endliche Abfolge aus dem
Alphabet {U, D}, wobei folgende zwei Bedingungen erfiillt werden miissen: Ers-
tens miissen gleich viele Us wie Ds im Dyck-Wort vorkommen. Zweitens muss
vor dem i-tem D bereits i Us stehen.

Bemerkung 2.3. Jeder n-Dyck-Pfad kann auch als ein Klammerausdruck fiir
n + 1 Variable interpretiert werden.

Beispiel 2.4. Wir betrachten einen Dyck-Pfad der Lénge 10, mit dem dazuge-
horigen Dyck-Wort UUDUUDUDDD.
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Abbildung 1

Desweiteren werden die n-Dyck-Pfade durch die gut bekannten Catalan-Zahlen

C,, gezihlt, welche durch
o 1 <2n>
n+1\n

definiert sind. Die erzeugende Funktion der Dyck-Pfade wird mit

1—+v1—4x

Oz =
(z) 5
bezeichnet und es gilt die Gleichung
C(r) =1+ z2C(x)* (1)

2.1.1 Eine Verbindung zu den 123 vermeidenden Permutationen

Da die Menge der n-Dyck-Pfade und die Permutationen welche das Muster 123
vermeiden gleichméchtig sind, gibt es klarerweise Bijektionen zwischen diesen
beiden Strukturen. Wir werden in diesem Abschitt die natiirliche Abbildung ¥
kennenlernen, welche keine willkiirliche Bijektion zwischen beiden Strukturen

ist, sonder gewisse Eigenschaften erhélt, welche spater noch von nutzen sind,
siehe [1].

Definition 2.5. Die Abbildung V¥ : §,,(123) — D, ist definiert als jene Abil-
dung, welche der Permutation 7 = m; ... 7, folgenden Dyck-Pfad d der Lange n
zuordnet. Seien myq, ..., m, die Rechts-Links-Maxima der Permutation 7, sodass
wir sie in der Form

T = WsMgWg_1Mg_1 ... WM

darstellen konnen. Die Teilfolgen zwischen den Maxima werden mit w; bezeich-
net. Nun entspricht das Bild von ¥ folgendem Dyck-Pfad. Wir lesen die obige
Darstellung von links nach rechts und jeses w; entspricht (|w;|+1) Up-Steps und
jedes Maximum entspricht (m; — m;_,) Down-Steps (wobei my = 0 gilt).

Bemerkung 2.6. Die Teilfolgen w; miissen monoton fallend sein, da jeder Fehl-
stand der Permutation genau einem m,; enstprechen muss. Desweiteren miissen
alle Elemente von w; gréfler als das Maximum von w;, sein.

Lemma 2.7. Die oben definierte Abbildung V ist wohldefiniert und eine Bijek-
tion.
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Beweis. Fiir die Wohldefiniertheit miissen wir nach Bemerkung 2.2 zeigen, dass
es genau n Up / Down-Steps gibt und vor dem i-ten Down-Step bereits ¢ Up-
Steps gemacht wurden. Durch die Definition von ¥ gibt es ZZ My —My_1 = Mg =
n Down-Steps. Ebenso gibt es fiir jede Zahl der Permutation einen Up-Step, denn
jeder der Blocke w;m; besteht aus (|w;|+ 1) Zahlen. Nach der gleichen Idee kann
man sich iiberlegen, dass der Term m; — m;_; den (n — m;_q)-ten Down-Step
erzeugt. Jedoch muss davor fiir jede der Zahlen grofler m;_; ein Up-Step gemacht
worden sein, also mehr als n — m;_;.

Die Bijektivitéit zeigen wir indem wir uns iiberlegen, dass die Abbildung injektiv
sein muss. Da zusétzlich beide Mengen gleich grofl sind, muss es sich um eine
Bijektion handeln. U

2.2 Peaks

Als Grundlage fiir diesen Abschnitt dient [2].
Nun da wir uns mit der ersten kombinatorischen Struktur auseinandergesetzt
haben, kommen wir zu unserem ersten Muster.

Definition 2.8. Ein Peak ist ein Punkt auf einem Dyck-Pfad, welcher direkt
nach einem Up-Step und direkt vor einem Down-Step liegt. Die Hohe eines Peaks
bezeichnet seine y-Koordinate.

Bemerkung 2.9. Ein Peak nach dieser Definition entspricht einem zusammen-
héngenden Muster bestehend aus einem Up-Step und einem Down-Step.

Klarerweise muss jeder nicht triviale Dyck-Pfad mindestens einen Peak ent-
halten.

Bemerkung 2.10. Es ist bekannt, dass die Zahl der n-Dyck-Pfade, mit genau
k Peaks, mit den Narayana Zahlen N(n, k) {ibereinstimmt, welche durch

ek =1 () (") 2)

definiert sind. Nach dieser Interpretation muss klarerweise

i N(n, k) =C,
k=1

gelten.

Um unsere interesse an den Peaks noch etwas zu motivieren, bemiihen wir die
in Definition 2.5 beschriebene Abbildung . Diese hat die Eigenschaft Peaks auf
bestimmte Muster abzubilden, was folgendes Lemma zeigt.

10
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Lemma 2.11. Sei 7™ = m;...m, eine Permutation welche das Muster 123 ver-
meidet und sei D = U(x) der korrespondierende Dyck-Pfad. Ein Peak von D
auf Héhe i entspricht genau einem Element m;, welches das letzte Element eines
Vorkommnis des Musters (i — 1)(i — 2)...217 ist.

Beweis. Ein Peak im Dyck-Pfad entspricht nach der Definition einem Rechts-
Links-Maximum m, wobei die Héhe von m der Zahl Elemente kleiner m ent-
spricht. Diese Elemente kénnen kein Rechts-Links-Maximum bilden und miissen
daher innerhalb der w; liegen. Nach Bemerkung 2.6 miissen diese Elemente in
absteigender Reihenfolge angeordnet sein. Zusammen mit dem Element m bil-
den sie das gewiinschte Muster.

O

Wir werden im weiteren Verlauf Dyck-Pfade mit Peaks auf einer bestimmten
Hohe behandeln. Dabei handelt es sich nicht um Mustervermeidung im gew6hn-
lichen Sinn, sondern wir betrachten eine zusétzliche Struktur. Es stellt sich die
Frage: Wie viele Dyck-Pfade ohne Peaks auf Hohe k gibt es?

Dafiir benotigen wir jedoch noch etwas an Notation. Sei p(m,n) die Zahl der
Dyck-Pfade der Lange 2n welche keine Peaks auf Hohe m haben. Die dazugehori-
ge erzeugende Funktion Peak,,(x) = ) ., p(m,n)z™ beschreibt die Menge aller
Dyck-Pfade ohne Peaks auf Hohe m. Nun kénnen wir unseren ersten Satz dieses
Kapitels formulieren, welcher die Dyck-Pfade ohne Peak auf Hohe 1 beschreibt.

Satz 2.12. Es gilt

Peak, (z) = Zp(l, n)z" = #0(55)2 (3)

Beweis. Wir zeigen die Gleichung, indem wir einen beliebigen Dyck-Pfad der
Lange 2n ohne Peak auf Hohe 1 konstruieren. Unser Pfad muss mit einem Up-
Step beginnen, gefolgt von einem beliebigen Dyck-Pfad der Lange 2k. Dadurch
kann es zu keinem Peak auf Hohe 1 kommen. Darauf folgt ein Down-Step und ein
beliebiger Dyck-Pfad ohne Peak auf Hohe 1. Diese Konstruktion ist ausreichend,
um eine Gleichung aufzustellen. Fiir n > 2 konnen wir iiber alle k zwischen 1
und n — 1 aufsummieren und wir erhalten

n—1

p(1,n) = Zp(l,n —k—1)Ck.

k=1

Aus dem Cauchy Produkt Peak; (z)C(z) = >_;_, Ckp(1,n — k) konnen wir fol-

11
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gern, dass

n—1

> p(1,n—k—1)Cy, = [2""](C(x)Peaky (x)) — p(1,n — 1)
k=1
= [2"](xC(x)Peak;(z)) — p(1,n — 1)
gilt. Daraus und durch die Tatsache, dass p(1,0) = 1 und p(1,1) = 0 gelten,
folgt
Peak;(z) =1+ Zp(l, n)az" =1+ zC(x)Peak; (r) — z — xPeak;(x) + x
n>2
= 1+ zPeak,(2)(C(z) — 1) = 1 + wPeak, (2)xC(x)?
Durch einfaches Umformen ergibt sich dann
1
Peaks (2) = T —zeme:

O

Bemerkung 2.13. Die erzeugende Funktion Peak;(x) entspricht der erzeugen-
den Funktion der Fine-Zahlen F(z) =3 . f,2" (Siehe Appendix 6.3).

Nun da wir den ersten Schritt erledigt haben, konnen wir rekursiv die erzeu-
gende Funktion Peak,,(z) fiir alle m herleiten.

Satz 2.14. Firm > 2 qilt

1
~ 1— zPeaky,_y(z) (4)

Beweis. Der Beweis dieses Satzes erfolgt analog zu dem von Satz 2.12. Ein belie-
biger Dyck-Pfad ohne Peak auf Hohe k beginnt mit einem Up-Step, gefolgt von
einem Pfad der Linge 2j ohne Peak auf Hohe k£ —1. Darauf folgen ein Down-Step
und ein Dyck-Pfad der Lange 2n - 2j - 2 ohne Peak auf Hohe k. Nun kénnen wir
iiber alle j von 0 bis n — 1 aufsummieren und erhalten

Peak,, ()

p(m,n) = Zp(m —1,9)p(m,n —1 — j) = [2"]|(Peak,,_, (z)Peak,,(z)).

Klarerweise gilt p(m,0) = 1 und fir n > 1 folgt
Peak,,(z) = 1 + zPeak,,_(z)Peak,,(x),
und nach kurzem Umformen erhélt man

1

Peak,,(z) = :
cakn () 1 — xPeak,, 1(x)

12



2 Gitterpfade

Korollar 2.15. Die Zahl der n-Dyck-Pfade ohne Peak auf Héhe 2 ist gleich der
Catalan-Zahlen C,_1 und es gilt
Peaks(z) = 1+ 2C(x).

Beweis. Wir bendtigen Satz 2.14 und Gleichung (1) fiir folgende Umformungen:

1 1
Peak, () = -
ca 2<$> 1 _;pPeakl(x) 1 - W
) . 1+ —2C(x)
- mem 1720
=1+ 20(x)

O

Wir beenden dieses Unterkapitel mit einer Aussage iiber das asymptotische
Verhalten von Dyck-Pfaden ohne Peaks auf Hohe 1 beziehungsweise 2.

Proposition 2.16. Es gelten folgende beiden Aussagen

1)
Jn

lim — =4/9
im c /9,
ii)
. Cn—l
1 =1/4.
im —= /

n

Das bedeutet, dass fiir n ausreichend gro$, ca. 4/9 der Dyck-Pfade keine Peaks
auf Hohe 1 haben und ca. 1/4 der Dyck-Pfade haben keine Peaks auf Hoéhe 2.

2.3 Peaks eingeschrankt auf eine bestimmte Menge

Als néchstes verallgemeinern wir das bisher Erarbeitete und werden Dyck-Pfade
betrachten, welche nur Peaks innerhalb einer bestimmten Menge haben, bezie-
hungsweise deren Peaks eine bestimmte Menge an Hohen vermeiden. Aussagen
dieses Unterkapitels stammen aus [1]. Zunéchst wollen wir Satz 2.14 verallge-
meinern, bendtigen hierfiir jedoch noch etwas Notation. Sei d ein Dyck-Pfad,
dann bezeichnet P; die Menge aller Peaks des Pfades d. Fiir A C N, bezeichnet
Peak4(z) die erzeugende Funktion der Dyck-Pfade d, fiir die AN Py = 0 gilt.
Die Menge A—1 ist durch {n — 1 : n € A} NN definiert und S bezeichnet die
Boolsche Funktion g(wahr) =1 und S(falsch) = 0.

13
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Satz 2.17. Es gilt

1

Peaka(r) = 14+ 28(1 € A) — xPeaks_1(x) (5)

Beweis. Analog zum Beweis von Satz 2.12 unterteilen wir auch hier den Dyck-
Pfad. Es beginnt ein Up-Step, darauf folgt ein beliebiger k-Dyck-Pfad, dessen
Peaks nicht in der Menge A — 1 liegen diirfen. Danach kommt ein Down-Step
gefolgt von einem (n - k - 1)-Dyck-Pfad, dessen Peaks nicht in der Menge A
liegen diirfen. Es bezeichnet p4(n) die Zahl der n-Dyck-Pfade, deren Peaks nicht
in der Menge A liegen. Es gilt fiir n > 1

pa() = 3 pacs(B)patn —k — 1) — (1 € Apa(n 1)

Wir miissen den # Term hinzufiigen, da durch den leeren Pfad ein Peak auf Hohe
1 entstehen konnte, welcher moglicherweise nicht erlaubt ist. Damit erhalten wir
Folgendes:
pa(n) = [2"""](Peaks_; (x)Peak4(z) — B(1 € A)Peak(x))
= [z"]x(Peaka_1(z) — B(1 € A))Peak(z).

Es gilt p4(0) = 1 und durch Aufschreiben als formale Potenzreihe

Peaky(z) = ZpA(n)x” =1+ z(Peaky_1(z) — B(1 € A))Peaky(x)

n>0
erhalten wir eine Gleichung, aus der durch kleine Umformungen das Gewdiinschte

folgt.

U
Es gilt Peaky(z) = C(x). Fiir eine endliche Menge A und mithilfe des obigen
Satzes lasst sich fiir die Funktion Peak4(z) immer explizit darstellen.

Beispiel 2.18. Sei A = {2,3}, dann erhalten wir durch Satz 5 die Gleichung

1
1_ x

I+a— 1+zflzC(z)

Peak(x) =

Durch Umformungen mit Gleichung (1) erhalten wir schlussendlich Peak 4(x) =
1+ 2+ 2%C(x). Das bedeutet, dass die Dyck-Pfade ohne Peak auf Hohe 2 bezie-
hungsweise 3 durch die um 2 versetzten Catalan-Zahlen C),_5 gezéhlt werden.
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2 Gitterpfade

Bemerkung 2.19. Das letzte Beispiel und die bereits in Korollar 2.15 bewiesene
Aussage bewegten die Autoren von [1] folgenden Satz zu formulieren.

Satz 2.20. Seien m,n € N fir die gilt n > m > 2, dann ist die Zahl der n-
Dyck-Pfade, welche keine Peaks innerhalb der Menge {2,3,...,m} haben, gleich
den versetzten Catalan-Zahlen Cp_ppiq.

Der Beweis dazu wird im néchsten Unterkapitel nachgebracht, da er dort di-
rekt aus einem Satz folgt.

Als néchstes kommen wir zu den Dyck-Pfaden, welche nur Peaks innerhalb
einer bestimmten Menge haben. Die entsprechende erzeugende Funktion wird
mit Peakg(z) bezeichnet.

Satz 2.21. Fir RCN gilt
B 1
- 1+ 28(1 ¢ R) — 2Peakz—(z)

Fiir eine endliche Menge kann diese Funktion natiirlich wieder explizit darge-

stellt werden, wenn man bedenkt, dass Peakg(z) = 1 gilt.

Peakg(z) (6)

Beweis. Dieser Beweis folgt dem iiblichen Schema. Es bezeichnet dg(n) die Men-
ge aller Dyck-Pfade der Liange 2n, welche Peaks innerhalb der Menge R haben.
Ein beliebiger Pfad beginnt mit einem Up-Step, darauf folgt ein k-Dyck-Pfad,
welcher nur Peaks in der Menge R — 1 hat. Darauf folgt ein Down-Step und
schlussendlich ein (n - k - 1)-Dyck-Pfad, welcher nur Peaks in der Menge R hat.
Also gilt fiirn > 1

Der letzte Summand muss wieder hinzugefiigt werden, da fiir den Fall £ = 0 ein
Problem auftritt, falls die Zahl 1 nicht in R enthalten ist. Denn klarerweise ist
der triviale Pfad in dgr(0) enthalten. Nach der Konstruktion konnte dies aber
einen Peak auf Hohe 1 erzeugen. Nun konnen wir obigen Ausdruck wieder als
Koeffizienten einen anderen Potenzreihe anschreiben und erhalten

dr(n) = [2"'](Peakz—(7)Peakz(z) — B(1 ¢ R)Peakz(7))
= [2"|x(Peakpz—(z) — B(1 ¢ R))Peaky(z).

Als Potenzreihe aufgeschrieben und mit der Tatsache, dass dg(0) = 1 gilt

Peakg(z) = Z dr(n) = 1+ x(Peakg—(z) — B(1 ¢ R))Peaky(z).

n>0

15
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Der Rest folgt aus simplen Umformungen.

2.3.1 Peaks auf geraden oder ungeraden Hoéhen

Ziel dieses Abschnitts ist, Dyck-Pfade zu untersuchen, welche Peaks auf gera-
den, bezichungsweise ungeraden Hohen vermeiden. Hierfiir bendtigen wir jedoch
etwas Wissen iiber Motzkin-Pfade.

Definition 2.22. Ein Motzkin-Pfad ist ein Gitterpfad mit Startpunkt (0,0)
und Endpunkt (n,0), wobei drei verschiedene Arten von Schritten erlaubt sind:
U= (1,1), D = (1,—1) und ein so genannter Level-Step L = (1,0). Die x-
Achse darf hierbei jedoch nicht unterschritten werden. Ein solcher Pfad wird

auch n-Motzkin-Pfad genannt und die Menge aller n-Motzkin-Pfade wird mit
M,, bezeichnet.

Bemerkung 2.23. Es ist wichtig zu bemerken, dass es sich bei Motzkin-Pfaden
nicht um Gitterpfade im klassischen Sinn handelt.

Die Zahlen M,, = |M,,| sind als Motzkin-Zahlen bekannt. Die Funktion M (z)
bezeichnet die entsprechende erzeugende Funktion. Es gilt

M(x)=1+zM(z)+2*M(z)* = Z M,x". (7)

n>0

Noch eine weitere Familie an Zahlen hat in diesem Kontext Bedeutung. Die
Riordan Zahlen R,, entsprechen der Machtigkeit der Menge der Motzkin-Pfade,
welche keinen Level-Step auf der x-Achse machen.

Satz 2.24. Firn > 1 ist die Zahl der n-Dyck-Pfade, welche keine Peaks inner-
halb der geraden Zahlen haben, gleich der versetzten Motzkin-Zahlen M, .

Beweis. Wir zeigen den Satz, indem wir eine Bijektion ® zwischen der Menge der
(n-1)-Motzkin-Pfade und den n-Dyck-Pfaden ohne Peak auf gerader Hohe, auf-
stellen. Sei ¢ : {U, L, D} — {UU, DU, DD} die Abbildung, fir die ¢(U) = UU,
¢(L) = DU und ¢(D) = DD gilt. Sei M = MMy ... M,_; ein Motzkin-
Pfad, dann ist ¢(M) definiert als ¢(M;)p(Ms) ... ¢(M,—1). So definieren wir
O(M) :=Up(M)D. Das Bild von ® kann klarerweise nur Peaks auf ungeraden
Hohen haben. Damit ist @ offensichtlich eine Bijektion.
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2 Gitterpfade

Satz 2.25. Sein > 1, dann ist die Zahl der n-Dyck-Pfade, welche keinen Peak
auf ungeraden Hohen haben, gleich den Riordan Zahlen R, .

Beweis. Da die Abbildung ¢ aus dem letzten Beweis eine Bijektion ist, kénnen
wir die Abbildung ¢! betrachten. Diese bildet n-Dyck-Pfade mit Peaks auf ge-
raden Hohen auf n-Motzkin-Pfade ab. Da es aber keinen Peak auf Hohe 0 geben
kann, gibt es im Bild von ¢ keinen Pfad mit Level-Step auf Hohe 0.

2.4 Taler

Nun, da wir Dyck-Pfade und Peaks ausreichend beschrieben haben, kommen wir
zum néchsten Thema. Die néchste natiirlich auftretende Fragestellung betrifft
die Zahl der Dyck-Pfade mit einer fest vorgegebenen Anzahl an Peaks auf einer
bestimmten Hohe. Dafiir benétigen wir jedoch Theorie, aus dem Paper [3] von
Toufik Mansour, {iber ein zweites sehr dhnliches Muster, welches noch enger mit
den Peaks verbunden ist, als auf den ersten Blick sichtbar.

Definition 2.26. Ein Tal ist ein Punkt auf einem Dyck-Pfad, welcher direkt
nach einem Down-Step und direkt vor einem Up-Step liegt. Die Hohe des Tals
wird analog zu den Peaks durch seine y-Koordinate beschrieben.

Die erzeugende Funktion der Dyck-Pfade, welche genau r Téler auf Hohe
k haben, bezeichnen wir mit Valley) (z) und analog beschreibt die Funktion
Peakj (z) die Dyck-Pfade mit genau r Peaks auf Hohe k. Damit kénnen wir den
Zusammenhang zwischen Peaks und Télern beschreiben.

Satz 2.27. Fiir k > 2 gilt
Peakj (z) = Valley}_,(z). (8)

Beweis. Wir beweisen den Satz, indem wir eine Bijektion ® zwischen den Dyck-
Pfaden der Lange 2n mit genau r Peaks auf Hohe £ und den Dyck-Pfaden mit
exakt r Téalern auf Hohe k — 2 angeben. Dazu betrachten wir einen Dyck-Pfad P
als Abfolge der Gitterpunkte P;, wobei P; der Koordinate nach dem i-ten Schritt
entspricht. ®(P) = ¢(P1)P(P) ... ¢(Pan), wobei ¢p(P;) = P; + (0,2), falls es sich
bei P; um ein Tal auf Hohe k£ — 2 handelt. Es gilt ¢(P;) = P, — (0, 2) falls es sich
um einen Peak auf Hohe k handelt und ¢(P;) = P; sonst.

® ist wohldefiniert, da nach einem Peak auf Hohe k ein Punkt auf Hohe k£ — 1
folgt. Analog kommt nach einem Tal mit Hohe k& — 2 ein Punkt mit Hohe k — 1.
Mit der Anwendung von ® erhalten wir also wieder einen Dyck-Pfad, da Peaks
auf Hohe k mit Télern auf Hohe k£ — 2 vertauscht werden. Daraus folgt auch:
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2 Gitterpfade

® = ®~!. Damit ist ® eine Bijektion.

Damit ldsst sich etwas unseres Wissens iiber Peaks auf Téler iibertragen.

Korollar 2.28. Es gilt
Peak$(z) = Valleyp(z) = 1 + 2C(x).

Ein Tal auf Hohe 0 kann auch als Beriihren der x-Achse interpretiert wer-
den. Die Zahl der n-Dyck-Pfade, welche nur mit dem Start- bzw. Endpunkt
die x-Achse beriihren, betriagt C,,_;. Diese Tatsache kann man auch konstruktiv
darstellen, da ein solcher Dyck-Pfad mit einem Up-Step beginnen muss. Darauf
folgt ein beliebiger (n-1)-Dyck-Pfad, gefolgt von einem Down-Step.

Beweis. (Satz 2.20)

Sei ®, die Funktion aus dem Beweis fiir Satz 2.27, welche Valleys auf Hohe k
mit Peaks auf Hohe k + 2 vertauscht. Fiir einen Dyck-Pfad ohne Peak auf Hohe
k + 2 wird durch das Anwenden von ®;, kein Peak auf Hohe k + 1 erzeugt. Ein
Valley auf Hohe k + 1 ist jedoch moglich. Sei nun d ein Dyck-Pfad ohne Peaks
in der Menge {2,...,m} so konnen wir durch ®; einen Dyck-Pfad erzeugen,
welcher kein Valley in {0,...,m — 2} hat, némlich ®,, 5 0 --- 0 ®y(d). Dies ist
eine Bijektion, da es sich um eine Zusammensetzung von Bijektionen handelt.
Fiir einen solchen Pfad gibt es zwei Moglichkeiten. Erstens kann er die Form
UFDF fir 0 < k < m — 2 haben. Die zweite Moglichkeit ist, dass er von der
Bauart U™ 'dD™ ! ist, wobei d ein beliegbiger Dyck-Pfad ist. Damit ergibt
sich als erzeugende Funktion

m (@) =1+z+ - +2" 2+ 2" C(z).

-----

O

Wir beenden unseren kleinen Ausflug und kehren nun wieder zum eigentlichen
Grund dieses Kapitels zuriick. Wir kénnen die erzeugende Funktion Valley; ()
berechnen und mit Gleichung (8) bekommen wir fiir & > 2 die Funktion Peak;, ().
Schlussendlich miissen wir noch die Funktion Peak](x) auf einem anderen Weg
berechnen.

Folgender Satz benotigt Chebyshev-Polynome zweiter Art.
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Definition 2.29. Die Chebyshev-Polynome zweiter Art sind definiert als

sin(r +1)6
sinf

U,(cosf) =

Desweiteren bendtigen wir noch die rationalen Polynome Ry(z), welche durch

Ry(z) = m
VaUi(zz)
definiert sind.
Satz 2.30. Fliir alle r > 0 gilt
220 (1) 2+

Peak’(z) = 6,0 + (1= 202+

und fir k,r >0 gilt
2" C(x)

Ui (52) (1 = 2(Bypa (2) = DC(2))+

Valley () = 0, 0Rp41(x) +

Der Beweis dieses Satztes ist recht technisch und wird in [3] ab Seite 4 gefiihrt.

2.5 Klassische Mustervermeidung

Dieses Unterkapitel trégt den Titel "Klassische Mustervermeidung”, da der Inhalt
des néchsten Abschnitts der Mustervermeidung in Permutationen am néchsten
kommt. Wir orientieren uns am Paper [5] und werden wie gehabt Dyck-Pfade
behandeln, jedoch werden wir verschiedene Muster bearbeiten, welche die ge-
meinsame Eigenschaft haben, dass sie nicht zusammenhéngend auftreten miis-
sen. Was das genau bedeutet, werden wir in der néchsten Definition sehen.

Definition 2.31. Sei w = wvjvy ... vy, ein beliebiger n-Dyck-Pfad und p =
p1 ... p eine Folge der Lénge k aus dem Alphabet {U, D}. Der Dyck-Pfad w
enthélt p, genau dann wenn es iy,...,7; aus den natiirlichen Zahlen gibt mit
i1 < i < -+ < iy, sodass fiir alle 7 < k gilt v;; = pj. In diesem Fall schreiben
wir p < v. Andernfalls vermeidet v das Muster gq.

Die Menge D,,(p) bezeichnet die Menge aller n-Dyck-Pfade, welche das Muster
p vermeiden und d,,(p) beschreibt die Méchtigkeit dieser Menge.
Wir werden am folgenden Beispiel das Ganze verdeutlichen.
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Beispiel 2.32. Seip = (UD)*. Fiir k = 1 ist unser Muster ein einfacher Up-Step,
gefolgt von einem Down-Step. Klarerweise muss jeder nicht triviale Dyck-Pfad
dieses Muster enthalten. Damit gilt d,(p) = 0 fir alle n > 1.

Sei k beliebig, dann enthalt ein Dyck-Pfad genau dann dieses Muster, falls er k
oder mehr Peaks hat. Damit muss die Zahl der n-Dyck-Pfade, welche das Muster
p vermeiden, gleich der Summe der n-Dyck-Pfade mit j < k£ Peaks sein. Dank
der Bemerkung 2.10 iiber die Narayana-Zahlen erhalten wir

E

4,(UD)) = 3" N(n.j).

1

<.
Il

Proposition 2.33. Seip ein belicbiges Muster der Linge 2k, dann gilt d,,(p) =
C, firn < k. Firn ==k gt d,(p) = C, — 1.

Nun wollen wir uns einem etwas anspruchsvolleren Muster widmen. Fiir be-
liebiges k betrachten wir das Muster p, = U~ '!DUD*1L

Satz 2.34. Es gilt

d,(py) = ity firn > 2k —3
2321 bz—j,n—k;—&-j? sonst.

Beweis. Sei A der Endpunkt des (k — 1)-ten Up-Steps. Dieser muss auf der Ge-
raden r: y = —x + 2k — 2 liegen. Analog dazu betrachten wir den Punkt B,
welcher den Startpunkt jenes Down-Steps bezeichnet, auf den noch weitere k —2
folgen. Der Punkt B muss auf der Geraden s: y = z — (2n — 2k + 2) liegen. Die
Geraden r und s haben klarerweise genau einen Schnittpunkt und wir miissen
verschiedene Félle je nach Lage dieses Schnittpunkts unterscheiden.

1.) Fiir 2n > 2k — 3 liegt der Schnittpunkt der Geraden r und s auf einer Hohe
kleiner gleich 1. Damit muss gelten, dass die x-Koordinate von A oder auch x4
kleiner sein muss als die x-Koordinate von B, xp. Das bedeutet, wir kénnen
einen beliebigen Dyck-Pfad d, welcher das Muster py vermeidet, in drei Ab-
schnitte unterteilen. Der erste Abschnitt d4 geht von (0,0) zum Punkt A, der
zweite von A zu B und der dritte Abschnitt dg geht von B zum Punkt (0, 2n).
Fiir d4 gibt es natiirlich gleich viele Kombinationen wie fiir dg. Wiirde man
an ds noch geniigend Down-Steps anhédngen, so bekdme man jeden beliebigen
(k — 1)-Dyck-Pfad. Das bedeutet, es gibt C}_; Kombinationen fiir d4. Nun zum
Abschnitt zwischen A und B. Bis zum Punkt A gab es bereits £k — 1 Up-Steps
und nach dem Punkt B wird es noch & — 1 Down-Steps geben. Damit darf das
Muster DU nicht in der Verbindung von A und B vorkommen. Es gibt damit
nur mehr eine Méglichkeit, U?D7. Der dritte Abschnitt funktioniert analog zum
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ersten. Dieser Fall hat damit C?_;, Kombinationen.

2.) Die Geraden r und s treffen sich auf einer Hohe groer 1. In diesem Fall gibt
es wieder zwei Moglichkeiten, je nach dem wie die x-Koordinaten von A und B
zueinander liegen.

a) x4 < xp: In diesem Fall verwenden wir ein sehr dhnliches Argument zum
obigen. Der Dyck-Pfad wird wieder in drei Teile unterteilt, wobei fiir den zwei-
ten nur eine Moglichkeit frei bleibt, ndmlich U’D7. Allerdings gibt es fiir den
Abschnitt eins und drei eine zusétzliche Restriktion. Wie oben werden wir nur
Abschnitt eins behandeln. Die Aussage x4 < xp entspricht der Aussage, dass
x4 zwischen den Werten £ — 1 und n liegt. Die einzelnen Moglichkeiten sind
daher beschrankt auf Wege mit k£ — 1 Up-Steps und 0 bis n — k 4+ 1 Down-Steps,
wobei natiirlich vor dem i-ten Down-Step schon i Up-Steps gemacht worden sein
miissen. Sei b; ; die Zahl ' dieser Wege, dann gilt fiir diesen Fall

n—k+1

4\ (pr) = ( Z br—2,5)°. (9)

b) x4 > xp: In diesem Fall wird das Muster offensichtlich vermieden, da nachdem
die k —1 Up-Steps gemacht wurden, gar nicht mehr genug Down-Steps kommen,
um das Muster zu erzeugen. Wir unterteilen hier den Pfad in zwei Abschnitte,
welche sich am Punkt C treffen. Dieser Punkt C hat die x-Koordinate n und
seine y-Koordinate ist groBer gleich 0 und echt kleiner als der Schnittpunkt der
beiden Geraden. Die Argumentation fiir die beiden Félle lauft wieder analog.
Bis zum Punkt C koénnen héchstens & — 2 Up-Steps gemacht worden sein, der
Rest miissen Down-Steps sein. Damit gilt

d? (pr) Zbk i) (10)

Aus (9) und (10) erhalten wir

n—k+1

K
dn(pr) = d (pr) + dY) (p) Z br—2;5)° + (Z Dk—jn—ktj)’

Nach Proposition 2.33 miissen wir nur die Falle n > k + 1 betrachten. Unter
dieser Bedingung ist d'" (pr) nicht null und nach Gleichung (48) kénnen wir den
Term zu dem Gewiinschten vereinfachen.

'Die Zahlen b; ; entsprechen den Ballot-Zahlen siche Appendix 6.3
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Nun ein zweites sehr dhnliches Muster.

Satz 2.35. Sei py, das Muster UXD*. Dann gilt

. 0, tirn > 2k —1
dn(i) = { /

2
> o1 Vi jnpij SOmSt.

Beweis. Das Muster p;, kann dargestellt werden als U*~'UDD*~!. Der Beweis
verlduft analog zum obigen. Wir unterteilen die Dyck-Pfade in drei Abschnitte,
wobei der zweite Abschnitt diesmal mit einer Ahnzahl an Down-Steps beginnt
und danach kommen Up-Steps. Fiir den Fall n > 2k — 1 miissten jedoch so viele
aufeinanderfolgende Down-Steps gemacht werden, dass die x-Achse unterschrit-
ten wiirde. Damit ist in diesem Fall 0 das Ergebnis. Fall zwei verlduft analog
zum obigen.

Wir wollen dieses Unterkapitel mit einer Vermutung beenden [5, S. 693].

Vermutung 2.36. ° Sei P ein n-Dyck-Pfad welcher mit a Up-Steps beginnt und
mit b Down-Steps endet. Sei k = 2n—2—a—b, dann ist d,(P) asymptotisch zu

ar Tt h g, Cop, (11)

wobei ap die Zahl der maximalen Ketten im Dyck-Verband der Ordnung n von
P zum mazimalen Element U"D™.

2.6 Mustervermeidung in Gitterpfaden

Nun kommen wir zum wahrscheinlich wichtigsten Teil dieses Kapitels, der Mus-
tervermeidung in Gitterpfaden. Wir werden beliebige, aber zusammenhéngen-
de Muster betrachten und wir werden allgemeine Gitterpfade statt Dyck- oder
Motzkin-Pfaden betrachten. Die Inhalte stammen aus [6] und [7].

Definition 2.37. Sei S Teilmenge von Z, mit mindestens einer positiven und
einer negativen Zahl. Ein Gitterpfad w mit Schritten aus S ist definiert als
endliche Folge w = vyvy ... v, , wobei v; in der Menge S enthalten sein muss.
Die Lénge von w oder auch |w| entspricht der Zahl der Schritte in w und h(w) =
v; + vy + -+ + v, beschreibt die abschlieBende Hohe des Pfades. Ein solcher
Gitterpfad wird auch Weg genannt.

2Siehe [5] Seite 693
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Wie man sieht, ist die Definition eines Wegs um einiges allgemeiner als die der
Dyck-Pfade. Ein solcher Gitterpfad kann genau so als String iiber dem Alphabet
S interpretiert werden. Mehr dazu folgt im Kapitel iiber Strings.

Definition 2.38. Ein Weg, dessen Enpunkt sich auf der x-Achse befindet, wird
auch Briicke genannt.

Fiir eine Briicke b muss natiirlich h(b) = 0 gelten und klarerweise muss es
nicht immer Briicken der Lénge n geben, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 2.39. Sei S die Menge {—1,1}, dann ist die Zahl der Briicken der
Lange n gleich 0 fiir ungerade Zahlen. Fiir die geraden Zahlen erhalten wir das
Ergebnis aus dem Binomialkoeffizienten. Es muss & = n/2 mal der Schritt —1
vorkommen und genau so oft auch der Schritt +1. Damit kommen wir auf die
Losung

(Zkk), falls n gerade

[{b : b Briicke der Linge n }| = {
0, sonst.

Definition 2.40. Ein Weg, dessen Endpunkt sich nicht auf der x-Achse befindet,
aber nie die x-Achse unterschreitet, wird Méaander genannt. Wir sprechen von
einem Pseudomeander, falls der Weg, ausgenommen von seinem letzen Schritt,
nie unter die x-Achse fillt. Der letzte Schritt darf, muss aber nicht die x-Achse
unterschreiten.

Definition 2.41. Eine Briicke, welche nie die x-Achse unterschreitet, wird als
Exkursion bezeichnet.

Bemerkung 2.42. Sei S = {—1,1}, dann entsprechen die Exkursionen mit
Schritten aus S den Dyck-Pfaden. Die Motzkin-Pfade sind Exkursionen mit
Schritten aus {—1,0,1}.

Unser Ziel ist es die erzeugende Funktion fiir die verschiedenen Gitterpfade,
welche ein zusammenhéangendes Muster vermeiden, herzuleiten. Die dafiir not-
wendige Theorie werden wir uns jetzt erarbeiten.

Definition 2.43. Ein Gitterpfad w = vyvy ... v, iiber S enthélt ein zusammen-
héngendes Muster p = p; ... pr mit p; € S, genau dann, wenn es einen Index
1 <j < n gibt, sodass v; = p1,vj41 = p2... und vj1_1 = pi gilt.

Diese Definition ist klarerweise restriktiver als Definition 2.31. Ein Gitterpfad
welcher ein Muster nach Definition 2.43 enthélt, tut dies auch nach Definition
2.31. Jedoch gilt dies nicht umgekehrt.
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Definition 2.44. Sei S eine Teilmenge von Z mit mindestens einer positiven
und einer negativen Zahl. Sei —c die kleinste Negative und d die gréfite positive
Zahl, dann ist

Pu)=u+--+ul (12)

das so genannte charakteristische Polynom.

Als néchstes beschéftigen wir uns mit dem Thema Autokorrelation. Sei S
ein beliebiges Alphabet. Ein Préfix eines Wortes w = wy ... w, ist ein Wort
p =P ... pg, wobei w; = p; fiir alle ¢ von 1 bis k gelten muss. Klarerweise
ist das leere Wort ¢ und das ganze Wort w ein Préfix von w. Der Ausdruck p
bezeichnet des Komplement von p in w, also das Wort p = w1 ... w,. Ein
Suffix ist das Analogon zu einem Préfix, welches sich auf den Abschluss eines
Wortes bezieht.

Definition 2.45. Ein Prisuffix eines Wortes w ist ein Wort, welches sowohl
Prafix als auch Suffix von w ist.

Beispiel 2.46. Sei w das Wort "MAMA”, dann ist die Menge der Prasuffixe @,
des Wortes w gleich {e, M A, MAMA}.

Wenn ein Wort nicht nur die beiden trivialen Préasuffixe, das leere Wort und
das Wort selbst zulésst, so sprechen wir von Autokorrelation.

Definition 2.47. Sei w ein Wort, Q. die Menge der nichtleeren Présuffixe.
Dann wird mit
R(t,u) := Z LEC) (13)

a€Qy

das so genannte Autokorrelationspolynom von w bezeichnet.

Beispiel 2.48. Sei w das Wort ”10101”, dann ist @ gleich der Menge {1, 101,10101}.
Fiir das zugehorige Autokorrelationspolynom gilt

R(t,u) = 1 + t2hOFD) 4 0414041,
Nun kommen wir zu unserer letzten Definition.

Definition 2.49. Der Kern eines Gitterpfades p iiber der Schrittmenge S, ist
das Laurent-Polynom

K(t,u) == (1 —tP(u))R(t,u) + tPl @ (14)
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Nach [0] kann gezeigt werden, dass fiir jede Losung mit v = u(t) von K (t,u) =
0 entweder lim;_,ou(t) = 0 - in diesem Fall sprechen wir von einer kleinen L&-
sung - oder lim;_,ou(t) = oo gilt - hier sprechen wir von einer grofien Losung.
Die Zahl der kleinen Losungen wird mit e := max{c, —h(p)} bezeichnet, und die
einzelnen Losungen werden mit uq, ... ,u. bezeichnet.
Nun folgt einer der wohl wichtigsten Sétze dieser Arbeit. Die Variable t be-
schreibt die Lange der Pfade und u die abschlielende Hohe.

Satz 2.50. Sei S eine Menge an Schritten, p ein beliebiges Muster aus Schritten
aus S, dann entspricht die bivariate erzeugende Funktion

W(t,u) = (15)

der erzeugenden Funktion der Wege, welche das Muster p vermeiden.

Um diesen Satz beweisen zu kénnen, benétigen wir noch Wissen iiber endliche
Automatentheorie.

Definition 2.51. Ein endlicher Automat A ist ein 5 - Tupel (X, X, S, Y, A), wo-
bei X die Menge an Zusténden bezeichnet, in denen sich der Automat befinden
kann. Die zweite Komponente, X, bezeichnet den Startzustand und muss Teil
der Zustandsmenge X sein. Durch S wird das akzeptierte Alphabet beschrieben
und durch die vierte Komponente wird die Endzustandsmenge, welche wieder
Teil der gesamten Zustandsmenge sein muss, definiert. Als letzter Teil kommt A,
die Ubergansfunktion des Automaten. Diese beschreibt, falls sich der Automat
in Zustand x befindet und Eingabe s erfolgt, welcher der néchste Zustand ist.

A: X xS =X
(z,5) = A(z, s)

Was bedeutet das jetzt fiir unser konkretes Beispiel?
Fiir ein vorgegebenes Alphabet S und Muster p = p; ... p, iiber S benotigen wir
einen Automaten A. Wir werden unseren Pfad Schritt fiir Schritt konstruieren
und A zeichnet auf, wie viel vom Muster generiert wurde. Das bedeutet, fiir ein
Muster der Lange n benétigen wir n verschiedene Zustande X = {Xo, .., X;,_1}-
Der Startzustand ist X, welcher repréasentiert, dass noch kein Teil des Musters
erzeugt wurde. Die Zustdnde X; benttigen wir um anzuzeigen, dass das Muster
bis zum i-ten Schritt aufgebaut wurde. Da wir nie das ganze Muster erzeugen,
benodtigen wir keinen Zustand X, und jeder der n Zustdnde ist als Endzustand
moglich. Jetzt miissen wir nur noch die Ubergangsfunktion A beschreiben. Kla-
rerweise kommen wir von X;_; und der Eingabe p; in den néchsten Zustand Xj.
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Da das Muster nur Schritt fiir Schritt aufgebaut werden kann, ist es nur méglich
von X; 1 nach X; zu springen, nicht jedoch weiter. Falls im Zustand X;_; eine
andere Eingabe \ # p; erfolgt, so waren die letzten Eingaben w = pips ... p;_1 A
Sei ¢ der langste Suffix von w, welcher auch Prifix von p ist. Damit haben wir
bereits |g| viele Teile von p erzeugt und damit muss gelten, dass der auf X;_;
folgende Zustand mit Eingabe A gleich X, sein muss, also A(X;_y, A) = X
Damit hat unser Automat die Form

A= (X, X, S X,A). (16)

Fiir unsere Berechnungen bendtigen wir jedoch die Transfermatrix A. Deren
Eintrége a;; sind definiert als Summe aller v* mit A(X;,\) = Xj.

Definition 2.52. Fiir eine gegebene Matrix B ist die Adjunkte adj(B) definiert
als die Matrix mit den Eintrigen b;; = (—1)"*7 M};. Die Eintrége M;; entsprichen
den Determinanten jener Matrizen, welche man durch streichen der j-ten Zeile
und i-ten Spalte aus der Matrix B erhélt.

Satz 2.53. Sei S die Menge der Schritte, p ein Muster tiber S und A die Trans-
fermatriz des zugehorigen Automaten. Dann gilt

det(I —tA) = K(t,u) = (1 — tP(u))R(t, u) + t*lu®) (17)
(10 ... 0)adj(I —tA)(1 1 ... DI = R(t,u). (18)

Eine Beweisidee dieses Satzes gibt es in [0] auf Seite 7.

Beweis. (Satz 15)

Sei p = py...p, ein Muster, W(t,u) die erzeugende Funktion der Wege welche
das Muster p vermeiden und k € {0,...,n — 1}, Wy = W(t,u) die erzeugende
Funktion der Wege welche p vermeiden und das Muster bis zum k-ten Schritt
aufgebaut haben.

Wir versuchen nun eine Funktionalgleichung fiir den Vektor (W ... W,,_1) nie-
derzuschreiben. Klarerweise kann der triviale Weg als (10. .. 0) interpretiert wer-
den. Fiir einen nicht trivialen Weg w der Lénge n gilt, dass man verschiedene
Wege der Lénge (n + 1) erhalten kann, falls man einen zusétzlichen Schritt hin-
zufiigt. Wir haben die Transfermatrix A unseres Automaten A so konstruiert,
dass sie genau hierfiir verwendet werden kann.

Aus dieser Gleichung und durch einfache Umformungen erhalten wir
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Wo...Wh1)(I —tA) =(10...0),
adj(I —tA)

(Wo... Wt = (10...0) 3 oo —-

Die Funktion W (¢,u) entspricht klarerweise der Summe der W}, was auch als
Multiplikation mit dem Vektor (1...1) interpretiert werden kann. Damit und
aus dem obigen Satz ergibt sich die Formel

W(t,u) =

O

Bemerkung 2.54. Um die erzeugende Funktion der Briicken B(t) zu erhalten,
miissen wir die Wege betrachten, welche auf der x-Achse terminieren, also jene
Terme mit dem Koeffizienten u°. Es gilt also

B(t) = [W)W (t,u).

Mithilfe der Cauchy’schen Integralformel und dem Residuensatz erhalten wir

1 W (t,u) = W (t,u)
0 ) )
W(t,u) = — du="Res,_,, ,
wobei uy (t), ..., u.(t) die kleinen Losungen von K (¢, u) bezeichnet. Durch einige

Rechenschritte wie in [0] ergibt sich schlussendlich die Formel

B(t) = Z Ui _ 1)
i=1 U; 1+ %trﬂrlu?(}?) o %

Fiir Mdander und Exkursionen gibt es etwas dsthetischere Terme.

Satz 2.55. Sei S eine Menge von Schritten und p = p; ...p, ein Pseudomean-
der, dann ldsst sich die erzeugende Funktion M (t,u) der Mdaander welche das
Muster p vermeiden, darstellen als

M(t,u) = f[?—(;‘i) [T = wt). (20)
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wobei uy (t), ..., uc(t) die kleinen Losungen von K (t,u) = 0 sind. Die erzeugende
Funktion fir Ezkursionen E(t) bekommt man aus der obigen Gleichung, denn
es qgilt

(_120“ ﬁui(t). (21)

i=1

E(t) = M(t,0) =

Fiir den Fall h(p) = —c steht im Zihler der Term t —t"™ an Stelle von t.

Beweis. Der Anfang dieses Beweises funktioniert analog zum obigen. Es bezeich-
net My = M;(t,u) die erzeugende Funktion der M#ander, welche das Muster p
bis zum k-ten Schritt generiert haben. Damit konnen wir eine sehr &hnliche Glei-
chung aufstellen, jedoch miissen wir, da die x- Achse nicht unterschritten werden
darf, noch einen Term hinzufiigen. Dadurch erhalten wir

(My... M, 1) =(10...0) +t(My... My 1)A —t{u=")((My ... M, 1)A),

wobei [u<°] jene Terme bezeichnet, in denen u mit einem negativen Exponenten
auftritt. Ein weiteres wichtiges Argument liefert die Tatsache, dass es sich bei
unserem Muster um einen Pseudomeander handelt. Demnach kann wéhrend das
Muster akkumuliert wird die x-Achse nicht unterschritten werden. Der Term
(=] kénnen wir also auch als F(t,u)/u¢ aufschreiben, wobei F ein Polynom in
den Variablen ¢ und wu ist. Durch Umformungen erhalten wir

t
(Mo ... M, 1)(I—tA)=(1——F(t,u))(10...0).
uC
Woraus sich analog zum obigen Beweis und durch anschlieBendes Aufsummieren

Mt u) = (1 — %F(t, u))[}gé’ Z)

(22)

~—

ergibt. Der Rest dieses Beweises beschéftigt sich mit der Vereinfachung dieses
Ausdrucks und ist in [0] zu finden. O

Nun da wir die grofien Satze dieses Kapitels beendet haben, kommen wir noch
zu einer Anwendung,.

28



3 Baume

3 Baume

Wie der Name dieses Kapitels schon verrét, werden wir im Folgenden verschie-
denste Arten von Baumen bearbeiten. Baume an sich sind eine sehr reichhaltige
Struktur mit vielen Anwendungen, dadurch gibt es aber auch sehr viele Klassen
und Familien. Aufgrund der begrenzten Moglichkeiten werden jedoch nur ein-
zelne, diese dafiir detailierter, beschrieben. Das Kapitel ist in zwei Teile unter-
teilt. Im ersten bearbeiten wir markierte Objekte, wobei exponentiell erzeugende
Funktionen vorkommen werden. Im zweiten Teil werden nicht markierte Objekte
behandelt, welche durch die gewthnlichen erzeugenden Funktionen beschrieben
werden.

3.1 Heaps

Unsere erste Struktur, mit der wir uns eingehend auseinandersetzen werden, sind
die Heaps. Aufgrund der Tatsache, dass es sich hierbei um markierte Objekte
handelt, gibt es hier einen sehr einfachen Zugang zur Mustervermeidung in den
Permutationen. Wir werden jedem Heap eine Permutation zuordnen und kénnen
dann in einer vertrauten Umgebung arbeiten.

Definition 3.1. Ein k-Heap ist definiert als ebener, vollstandiger k-Wurzelbaum,
wobei jeder Knoten mit einer Zahl aus der Menge {1, ..., n} markiert ist. Jedoch
muss die Markierung jedes Kindknotens gréfler als die des Elternknotens sein.
Die Menge der k-Heaps mit n Knoten wird mit H* bezeichnet.

Wie ein solcher k-Heap mit n Knoten genau aussieht wollen wir nun genauer
beschreiben. Es existiert ein ausgezeichneter Knoten, die Wurzel. Jeder Knoten
hat k oder weniger Nachfolger, wobei wir bei ebenen Bdumen die Reihenfolge
der Nachfolgeknoten beachten. Vollstdndig bedeutet, dass die Knoten auf allen
Ebenen des Baumes bis auf der Letzten k Kindknoten besitzen und in der letzten
Ebene sind alle Knoten auf der linken Seite angeordnet.

Definition 3.2. Fiir einen Heap H € HF bezeichnet 7y die mit H assoziierte
Permutation. Diese entspricht der Reihenfolge der Markierungen, welche man
bei der Breitensuche sukzessive antrifft.

Beispiel 3.3. Wir betrachen einen Heap aus Hj;.
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Abbildung 2

3.1.1 Bindre Strauchwailder

Wir werden Heaps noch ganz allgemein betrachten. Der Einfachheit halber be-
ginnen wir jedoch mit den bindren Strauchwéldern und den Inhalten aus [3]. Ein
bindrer Strauch ist ein Bindrbaum, wobei die Wurzel nur Blétter als Kinder hat.
Da diese Einschréankung sehr restriktiv ist, werden wir Wélder solcher bindren
Straucher betrachten. Sei W ein Wald aus bindren Strauchern Sy, ..., .S, so be-
zeichnet |W| die Zahl der Knoten in W, welche Markierungen aus Zahlen aus
{1,...,|W|} tragen. Die mit W assozierte Permutation my ist definiert durch

Tw ‘= TMg§, T8y ...TS, .

Die Menge aller k-Strauchwélder mit n Heaps wird mit F* bezeichnet. Fiir

jeden solchen Wald W kennen wir die assoziierte Permutation 7y, und damit
kénnen wir mit der Mustervermeidung beginnen. Sei p eine Permutation, so ent-
hélt W das Muster p, falls 7y, die Permuation enthélt, ansonsten vermeidet W
das Muster p. Fiir eine Menge an Permutationen P bezeichnen wir mit F(P)
die Menge aller k-Strauchwélder mit n Heaps, welche alle Permutationen in P
vermeiden. Die Miichtigkeit dieser Menge wird mit f¥(P) bezeichnet.
Zunichst werden wir uns auf einzelne Permutationen der Lénge drei beschran-
ken, werden dann aber zu Mengen von Permutationen iibergehen. Den néchsten
Satz iiber die Vermeidung des Musters ids = 123 kénnen wir sogar allgemein fiir
k-Straucher formulieren.

Satz 3.4. Firk > 2 undn >0 gilt

- ()

Beweis. Zu Beginn miissen wir festhalten, dass die Markierungen der Wurzelkno-
ten in absteigender Reihenfolge auftreten miissen. Gédbe es zwei Wurzelknoten
mit aufsteigender Markierung w; < ws, dann wiirden w,, ws und ein Nachfolger
von wy eine nicht erlaubte Teilfolge bilden. Aus einem sehr dhnlichen Argument
diirfen auch die Nachfolgeknoten nur in absteigender Reihenfolge auftreten. Teil
2 dieses Beweises beschéftigt sich mit der Zahl der Mdéglichkeiten, die Markie-
rungen so auszuwahlen, dass beide Bedingungen erfiillt sind. Wir miissen aus
den insgesamt (k 4 1)n Markierungen n auswéihlen. Diese bezeichnen wir mit
w; wobei 0.B.d.A. w; < wy < --- < w, gilt. Zusétzlich miissen noch Nebenbe-
dingungen gelten, denn nach dem grofiten Element w, miissen noch k weitere
Markierungen fiir die Kindknoten frei sein. Desweiteren miissen nach dem wj;
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noch (n+ 1 — i)k Markierungen frei sein. Nach Bemerkung 6.13 und einer kurz-
en Uberlegung entspricht dies genau der Zahl der Nord-Ost-Pfade von (0, 0) nach
(n,nk). Damit und mit der Tatsache, dass die ausgewéhlten Markierungen nur
auf eine einzige Art angeordet werden konnen, kommen wir auf das gewiinschte
Ergebnis.

O

Fiir unsere néchste Aussage bendtigen wir einmal mehr Gitterpfade als Hilfs-
mittel. Insbesondere werden die Schroder-Zahlen S,, benétigt, welche in 6.3 an-
gefithrt werden.

Satz 3.5. Sei S, die Zahl der Ezkursionen von (0,0) nach (4n,0) mit Schritten
aus S ={(1,3),(2,2), (1,-1)}, dann gilt S, = f>(213).

Beweis. Wir zeigen den Satz, indem wir jeder Exkursion mit Schritten aus S
eine Permutation zuordnen, welche das Muster 213 vermeidet. Danach zeigen
wir, dass es einen bindren Strauch Wald mit genau dieser Permutation gibt. An-
schlieend zeigen wir die umgekehrte Richtung.

Fiir einen beliebigen Pfad markieren wir jeweils die Schritte (1, 3) und (2, 2). Wo-
bei jeder dieser Schritte drei Markierungen aus den Zahlen {1, ..., 3n} bekommt.
Die Start-, Mittel- und Endpunkte der Schritte bekommen Markierungen in fol-
gender Weise. Wir suchen noch unmarkierte Punkte, welche nicht die Mittel-
punkte eines (2,2) Schritts sind, welche die geringste y-Koordinate haben. Gibt
es mehrere solche Punkte, so starten wir bei dem mit der gréfiten x-Koordinate.
Dieser Punkt bekommt die kleinste noch nicht vergebene Markierung. Anschlie-
Bend wird rekursiv zuerst der rechte Teilpfad markiert und danach der linke.
Sollte ein Teilpfad nur aus einem (2, 2) - Mittelpunkt bestehen, so bekommt die-
ser Punkt die kleinste noch nicht vergebene Markierung. Nun bekommen wir die
Permutation durch Ablesen der Markierungen von links nach rechts. Nach Kon-
struktion besitzt jeder (1,3) - Step ein zu 123 dquivalentes Muster, die (2,2)
- Steps ein zu 132 &quivalentes. Aus diesem Grund koénnen wir die erzeugte
Permutation einem binédren Strauch Wald zuordnen. Zusétzlich wird das Muster
213 vermieden, da fiir jede Position links davon grolere Zahlen stehen als rechts.

Fiir die zweite Richtung betrachten wir einen bindren Strauchwald W und die
dazu assoziierte Permutation my. Wir erzeugen einen Maander, indem an den
Punkt (0,0) Schritte anhédngen. Wir betrachten der Reihe nach die einzelnen
Heaps. Fiir einen Heap mit aufsteigenden Markierungen der Blatter hangen wir
einen (1,3) Schritt an, ansonsten einen (2,2) Schritt. Danach miissen die (1,1)
Schritte an der richtigen Position eingefiigt werden. Innerhalb der Permutation
mw werden hierfiir Stellen markiert. Fiir zwei aufeinanderfolgende Blétter mit
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fallenden Markierungen wird das erste markiert. Danach wird fiir jede Wurzel die
Zahl der noch nicht markierten Zahlen, welche eine grofiere Markierung haben,
gezahlt. Dies ist die Zahl der (1,—1) Steps, welche direkt vor dem zur Wurzel
korrespondierenden Schritt eingefiigt werden. Nun werden die gerade genutzten
Zahlen markiert und der Vorgang wird wiederholt. Schlussendlich werden noch
so viele (1, —1) Steps hinten angefiigt, dass die x-Achse erreicht wird.

O

Damit kommen wir sofort zu unserem néchsten Ergebnis, denn auch fiir Strauch-
wilder, welche das Muster 312 vermeiden, gibt es eine Bijektion zu den oben
genannten Exkursionen.

Satz 3.6. Es gilt
f2(213) = f7(312) = S,..

Der Beweis hierfiir wiirde den Rahmen dieser Arbeit sprengen und wird des-
halb hier nicht gefiihrt. Er befindet sich in [¢] auf 9,10 und 11.

3.1.2 Bindre Heaps

In diesem neuen Unterkapitel geht es weiterhin um Heaps und wir verwenden
die Inhalte aus [10]. Die Strauch Eigenschaft wird aufgehoben und anstatt von
Waildern betrachten wir nur noch einzelne Bdume. Wie iiblich beginnen wir mit
etwas simpleren Mustern und arbeiten uns Schritt fiir Schritt zu komplexeren
Gebieten vor.

Wie iiblich ist es das Ziel die Zahl der Objekte zu berechnen, welche ein Muster in
der Menge P vermeiden. Als Notation verwenden wir hierfiir &, (P) = |H2(P)|.

Satz 3.7. Sein > 1, dann gilt

1, fallsn <3

hn(128) = {0, sonst.

Beweis. Es gibt genau einen Heap mit einem beziehungsweise zwei Knoten. Diese
vermeiden klarerweise das Muster. Von den zwei Heaps mit drei Knoten vermei-
det der eine das Muster, der andere nicht. Fiir n > 4 muss jeder Heap das Muster
enthalten, da er mindestens drei Ebenen hat. Aus der Art und Weise wie Heaps
markiert werden folgt, dass das Muster enthalten wird.

Auch das Muster 132 ist noch recht simpel.
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Satz 3.8. Fir allen > 1 gilt
ha(132) = 1

Beweis. Da die Wurzel mit der 1 markiert sein muss, ist es, um das Muster 132
zu vermeiden, notwendig, dass der Rest des Heaps in aufsteigender Reihenfolge

markiert ist. Es gibt genau einen Heap, welcher diese Bedingung erfiillt.
O

Wir setzen mit Sdtzen iiber die Muster 213 und 231 fort. Hier treten die
Catalan-Zahlen auf, was das Ganze etwas interessanter gestaltet.

Satz 3.9. Sein > 1, dann gilt
hn(213) = Cpny.

Beweis. Ein Heap, welcher das Muster 213 vermeidet, darf keine internen Kno-
ten haben, deren Markierungen in absteigender Reihenfolge auftreten, da diese
das Muster 21 bilden wiirden. Zusammen mit dem Kindknoten wiirde dann ein
Widerspruch auftreten. Desweiteren miissen interne Knoten direkt auf einander
folgende Markierungen haben, denn angenommen fiir Zahlen a < b < ¢ < d
zwei interne Knoten wiirden die Markierungen a und c tragen. Weiters sei d die
Markierung eines Kindknotens von c¢. Dann muss gelten, dass die Markierung
b vor d auftritt, da jeder Knoten nach ¢ eine groflere Markierung als ¢ trigt.
Wire b dessen Kindknoten, so wére das ein Widerspruch dazu, wie man Heaps
markiert. Damit miisste aber das Muster acbd auftreten, wobei cbd dem Muster
213 entspricht - ein Widerspruch. Wir wissen also, dass es nur eine eindeutige
Moglichkeit gibt, die internen Knoten zu markieren. Die Blétter diirfen beliebig
markiert werden, ohne jedoch die Permutation 213 zu enthalten. Nach Beispiel
1.5 werden diese Permutationen durch die Catalan-Zahlen gezéhlt. Damit und
mit der Tatsache, dass der Heap genau [ ] Blétter hat, folgt das Gewiinschte.

O

Satz 3.10. Es gilt hy(231) = 1 und fir n > 2 gilt

[n/2]—1
(231) Z Ci-h2 , (231).

Beweis. Sei H ein Heap aus H?2(231). Wir betrachten die Postition der Mar-
kierung n, welche auf einem der Blétter auftreten muss. Damit kann die zu H
assoziierte Permutation 7y dargestellt werden als mymo ... 7, ;1T 11 ... Tn,
wobei noch 0 < ¢ < [%} — 1 Markierungen nach n auftreten. Wir wissen, dass mg
das Muster 231 vermeiden muss. Daher miissen die Markierungen myms ... 7, ;1
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kleiner als 7, ;11 ... m, sein. Die ¢« Markierungen der Blétter rechts von n miissen
die Permutation 231 vermeiden und es gibt C; viele Moglichkeiten, diese anzu-
ordnen. Die Elemente m 75 ... 7,_;_1 miissen wieder einen Heap bilden, welcher
das Muster 231 vermeidet. Dafiir gibt es h,_;_1(231) Moglichkeiten. Das ge-
wiinschte Ergebnis bekommt man iiber das Aufsummieren iiber alle ¢ zwischen
0 und der Zahl der Bldtter minus 1.

O

Von besonderem Interesse ist der néchste Satz, da wir unsere erste Wilf-
Aquivalenz fiir Heaps zeigen konnen.

Satz 3.11. Firn > 1 gilt
hn(231) = h,(312).

Der Beweis fiir diesen Satz ist recht simpel aber langwierig. Es existiert eine
Bijektion zwischen beiden Strukturen, welche in [10] zu finden ist.

Bemerkung 3.12. Das Abzéhlproblem des Musters 321 ist derzeit noch offen.

Nun, da wir Aussagen iiber alle Muster der Lange drei getroffen haben, setzen
wir mit Mengen von Mustern der Lénge drei fort. Bemerkenswert ist, dass die
Wilf-Aquivalenz der Muster 231 und 312 erhalten bleibt, wenn wir zusitzlich
das Muster 213 vermeiden.

Satz 3.13. Firn > 1 gilt
hn(213,231) = 2/21-1,

Beweis. Der Beweis ist klarerweise recht dhnlich zu dem von Satz 3.10. Wir wis-
sen auch, dass die grofite Markierung n auf einem der Blatter auftreten muss.
Links davon stehen kleinere Elemente als rechts. Da wir das Muster 213 vermei-
den, sind die Markierungen der internen Knoten in aufsteigender Reihenfolge
sortiert, beginnend mit 1 bei der Wurzel. Fiir die [4] Blétter gilt, dass sie eine
Permutation bilden miissen, welche sowohl 231 als auch 213 vermeidet. Nach
Beispiel 1.6 erhalten wir das gewiinschte Ergebnis, 2/21-1.

Satz 3.14. Sein > 1 dann gilt

hn(213,312) = 2l31-1,

34



3 Baume

Beweis. Aus der Tatsache, dass wir das Muster 213 vermeiden, sind die inter-
nen Knoten, wie in Satz 3.10, in aufsteigender Reihenfolge markiert. Die Blétter
miissen lediglich eine Permutation bilden welche die Muster 213 und 312 ver-
meiden. Aus Bemerkung 1.6 ergibt sich, dass es dafiir 2/71-! Moglichkeiten gibt.

[l

Satz 3.15. Firn > 1 gilt
hn(213,231,312) = h,(213,231,321) = h,(213,312,312) = fg}

Beweis. Wir werden ein Ergebnis nach dem Anderen berechnen.

a) Nach Satz 3.13 miissen die internen Knoten in aufsteigender Reihenfolge mar-
kiert sein. Die grofite Markierung n muss auf einem der Blatter auftreten und
da wir auch 312 vermeiden, sind auch die Blédtter nach n absteigend sortiert.
Damit ist bis auf die Position von n, welche [§] Moglichkeiten hat, die ganze
Permutation fixiert.

b) Wie in a) vermeiden wir 213 und 231. Da wir jedoch zusétzlich 321 vermeiden,
miissen die Markierungen der Blétter in aufsteigender Reihenfolge auftreten. Da-
mit ergibt sich das gleiche Ergebnis wie oben.

c¢) Aus der Tatsache, dass wir 312 und 321 vermeiden, folgt, dass nach n hochs-
tens eine Markierung auftreten darf. Vor n miissen aber wegen 213 alle Markie-
rungen aufsteigend sortiert sein. Damit sind die méglichen Permutationen die
Identitét id,, beziehungsweise m; = 12...(j — 1)(j + 1)...nj. Da fiir Heaps
die Kindknoten eine gréflere Markierung tragen miissen als die Eltern Knoten
gibt es [§] — 1 zugelassene Permutationen 7;. Das Ergebnis erhalten wir aus

(131 =D +1=15].
O

Satz 3.16. Sein > 1 und F,, bezeichnet die Fibonacci-Zahlen mit Iy = 1 und
Fy, =1, dann gilt
hn(231,312,321) = F,,.

Beweis. Aus den Mustern 312 und 321 folgt, dass n als letzte oder vorletzte
Markierung auftritt. Aufgrund von 231 muss die Markierung nach n gréfler sein
als alle davor, woraus folgt, dass nur (n — 1) hinter n stehen darf. Nun kénnen
wir das Ganze rekursiv darstellen. Denn fiir einen Heap der gréfie n — 1 erhalten
wir einen Heap der Grofle n, indem wir ein Blatt mit der Markierung n anfiigen.
Als zweite Moglichkeit erhalten wir fiir einen Heap der Grofle n — 2 einen neuen,
indem wir zwei neue Blatter anfiigen, welche die Markierungen n und n — 1 tra-
gen. Die beiden Heaps der grofie eins und zwei vermeiden klarerweise die Muster
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und bilden so die Startbedingungen.

O

Je mehr Muster wir vermeiden, desto geringer ist klarerweise die Zahl der
Heaps, die {ibrig bleiben.

Satz 3.17. Firn € {1,2} gilt h,(213,231,312,321) = 1, firn > 3 gilt
ha (213,231,312, 321) = 2.

Beweis. Da wir wieder 312 und 321 vermeiden, muss n als letzte oder vorletzte
Markierung auftreten. Wie oben folgt, dass wegen 231 nur (n—1) hinter n stehen
darf. Und da wir auch 213 vermeiden, sind die Markierungen vor n in aufstei-
gender Reihenfolge angeordnet. Es bleiben lediglich die Permutationen ¢d,, und
die Permutation 7,1 = 12...n(n — 1) iibrig, welche zuldssige Permutationen
fiir Heaps sind. Im Fall n = 1 beziehungsweise n = 2 gibt es nur einen Heap,
welcher natiirlich alle Muster der ldnge drei vermeidet.

3.1.3 k-Heaps

Nun wollen wir uns iiberlegen, welche der Punkte des vorherigen Unterkapitels
auf k-Heaps verallgemeinert werden kénnen, so wie in [10] beschrieben. Einige
Sétze konnen direkt iibernommen werden, so zum Beispiel Satz 3.8, 3.16 oder
3.17. Einige Andere, so zum Beispiel Satz 3.7, welcher das Muster 123 behandelt
muss leicht andaptiert werden. Das Muster wird wie im bindren Fall, genau dann
vermieden, wenn der Heap die Straucheigenschaft erfiillt.

Proposition 3.18. Sein > 1, dann gilt

1, fallsm<k+1

0, sonst.

[#,,(123)] = {

Bemerkung 3.19. Fiir einige Punkte benttigen wir die Zahl 1 der Blatter eines
k-Heaps mit n Knoten. Diese entspricht

_ [(k—l)n—(k—2)"

k

Aus unseren Satzen 3.9, 3.11, 3.15 erhalten wir entsprechende Aussagen fiir

k-Heaps, wenn wir die Terme [%] durch die Zahl der Blitter 1 ersetzen. Wir

wollen Satz 3.9 stellvertretend fiir alle drei anfiihren.
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Satz 3.20. Firn > 1 und die Zahl der Bldtter | gilt
1HE(213)] = .

Beweis. Wie im Beweis fiir Satz 3.9 konnen wir schlussfolgern, dass auf internen
Knoten keine Markierungen in absteigender Reihenfolge auftreten diirfen. Des-
weiteren miissen die Markierungen mit der 1 beginnen und diirfen auch keine
Spriinge machen. Damit folgt, dass es fiir jeden internen Knoten nur eine mogli-
che Markierung gibt. Die Blétter kénnen beliebig markiert werden, miissen aber
das Muster 213 vermeiden. Sei [ die Zahl der Blétter so gibt es C; Moglichkei-
ten, da es genau diese Anzahl an Permutationen der Lénge [ gibt, welche dieses
Muster vermeiden.

3.2 Markierte Baume

Der néchste Punkt sind die markierten Baume. In diesem Abschnitt werden
wir eine sehr reichhaltige Struktur kennenlernen, welche Mustervermeidung in
Permutationen und Mustervermeidung in Strings zusammenfiihrt, woraus eine
Vielzahl an Méglichkeiten resultiert. Das Unterkapitel basiert auf [J].

Definition 3.21. Seien X, Alphabete und X = (J ., X,, dann bezeichnet
ein ebener Wurzelbaum mit Markierungen aus X, oder kurz X - Baum, einen
ebenen Wurzelbaum 7, fiir den folgendes gilt. Kein Knoten in 7" hat genau einen
Kindknoten. Jeder interne Knoten v mit genau m Kindern tréagt eine Markierung
xy, € X,,. Jedes Blatt ist mit einer natiirlichen Zahl markiert, wobei folgende
zwei Bedingungen gelten miissen.

i) Jedes der Blétter ist mit einer eindeutigen Zahl von 1 bis [ markiert, wobei
[ die Zahl der Blatter bezeichnet.

ii) Wiirden wir jedem internen Knoten die geringste Markierung seiner nach-
folgenden Kindknoten zuordnen, dann miissen fiir jeden internen Knoten
v die Markierungen der Kindknoten von links nach rechts ansteigen.

Bemerkung 3.22. Aus Teil ii) der Markierung der Blétter folgt, dass diese Art
der Baume nicht links - rechts - symmetrisch ist.

Beispiel 3.23. Wir betrachten nun einen Baum mit X = X, U X3, wobei Xy =
{o,4} und X3 = {7} gilt.
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Abbildung 3

Fiir X wie oben, ¢ > 0 und [ > 1 bezeichnet £7;; die Menge der ebenen
Wurzelbdume mit Markierungen aus X, welche ¢ interne Knoten und [ Blatter
besitzen. Es gilt

LT =|]JLT
i>0

Die gesamte Menge dieser Baume wird mit £7 bezeichnet.

Bemerkung 3.24. Der Einfachheit halber werden wir uns auf den Fall X = X,
beschrinken. Damit hat jeder interne Knoten d Kindknoten und es wird leichter,
explizite Ergebnisse zu berechnen, denn fiir £ interne Knoten muss es kd — k + 1
Blatter geben.

Proposition 3.25. Sei | X,4| = n, dann gilt

|
|LT ki—r+1] = nk%
Definition 3.26. Ein Teilbaum S eines Baums 7' € L7 entspricht einem inter-
nen Knoten und all seinen Nachfolgern. Damit ist abgesichert, dass jeder inter-
ne Knoten eine korrekte Markierung beibehalten kann. Punkt ii) der Definition
3.21 bleibt erhalten, jedoch nicht unbedingt Punkt i). Den Baum st(S) oder
auch Standardisierung von S, erhilt man durch Anderung der Markierung der
Blétter von S. Diese werden ordnungserhaltend durch Elemente aus {1,...,[}
ersetzt, wobei [ die Zahl der Blitter bezeichnet. Damit gilt st(S) € LT .

Nun, da wir die Basics geklédrt haben, beginnen wir mit unserer eigentlichen
Arbeit, der Mustervermeidung. Im Zusammenhang der markierten Baume spre-
chen wir von einem zusammenhéngenden Muster.

Definition 3.27. Ein Baum T € LT entélt ein Muster P € L7 genau dann,
wenn es einen Teilbaum S von 7' gibt, sodass st(S) = P gilt. Ansonsten sprechen
wir davon, dass T das Muster vermeidet.
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Sei P eine Menge von Mustern aus £7, dann bezeichnet L7 (P) die Teilmenge
der ebenen Wurzelbdume mit Markierungen aus X, welche alle Muster in P
vermeiden. (resp. L7 ;(P) und LT ,;(P))

Es gilt f,(P) = |LT;(P)|und die dazugehorige exponenziell erzeugende Funktion
ist definiert als

l’l
Fofa) = 3 P

il
1>1

Desweiteren benétigen wir die exponentiell erzeugende Funktion f7(z) einer
Menge von Mustern aus LT,

fp(l‘) _ Z |P N ,CTZ|[L‘I‘

[!
>1

Dazu kommt die erzeugende Funktion des Markenvorrats X

Frla) = Z |Xn]x”.

Wir verwenden wie iiblich bei markierten Objekten, exponenziell erzeugende
Funktionen. Die folgende Proposition zeigt, dass die Kettenregel wie gewohnt
der Substitution entspricht.

Proposition 3.28. Seien K und L zwei Mengen aus LT tber dem Alphabet X .
Sei nun die Menge M definiert, als die Menge jener Baume, welche auf folgende
weise konstruiert sind. Ein Element aus K bildet die Grundlage. Doch anstatt
der Blditter werden Elemente der Menge L angefiigt. Die exponentiell erzeugende
Funktionen verhalten sich wie folgt

(@) = 5 (@) (23)

3.2.1 Die Cluster Inversions Formel

Definition 3.29. Sei P eine Menge von Mustern aus £7. Ein Baum 7' mit
einer Menge an Teilbdumen T, ...T; wird k - Cluster genannt, falls folgende
zwei Bedingungen gelten.

1. Fir alle i gilt: st(7;) € P.

2. Jede Kante, welche zwei interne Knoten von 7' verbindet, ist eine Kante
aus T}, welche zwei interne Knoten von 7; miteinander verbindet.

Die Menge aller k-Cluster iiber einer Menge P wird mit ¢, ;(P) bezeichnet,
wobei n die Zahl der Bléatter angibt.
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Uber die k-Cluster konnen wir nun die Inverse Fr'(z) zu einer erzeugenden
Funktion Fp(z) berechnen, sodass Fp'(Fp(z)) = z gilt.

Satz 3.30. Fiir eine Menge von Mustern P gilt

Fole)=z— 3 (=1 ens(P)a” (24)

n!
n>0,k>0

Dieser Satz kann direkt iiber das Inklusions-Exklusionsprinzip bewiesen wer-
den, aber auch iiber Homologische Algebren siche [9].

Korollar 3.31. Wir betachten nun den Fall X = X5 fiir Muster mit drei Bldt-
tern. Sei P eine beliebige Menge von Mustern aus LT 3 und P¢ dessen Komple-
ment, so gilt

Fp(=Fpe(—x)) = Fpe(—Fp(—x)) = . (25)

Der Beweis hierfiir ist in [9] zu finden. Bevor wir zu Anwendungen kommen,
benotigen wir noch eine bestimmte Art von Baumen, welche auch in spéteren
Kapiteln immer wieder vorkommen wird.

Definition 3.32. Ein Baum t wird left-comb (resp. right-comb) genannt, falls
fiir jeden Knoten aus t folgendes gilt. Der linkeste (resp. rechteste) Kindknoten
kann ein interner Knoten oder ein Blatt sein, alle anderen Kindknoten sind
zwangsweise Blatter.

Man beachte, dass man am Beispiel von left- beziehungsweise right-comb die
Asymmetrie der ebenen Wurzelbdume mit Markierungne aus X besonders schon
erkennen kann.

Beispiel 3.33. Fiir X = X, und |X| = 1 betrachten wir nun die Biaume left-
comb mit n internen Knoten und n + 1 Bléatter. Fiir die Markierung der Blétter
gilt folgendes. Das linkeste Blatt muss die Markierung 1 tragen. Die Markierung
aller anderen Knoten ist beliebig, da durch Bedingung i) der Definition 3.21
jeder interne Knoten die Markierung 1 bekommt. Das bedeutet die Blattmarkie-
rungen Baume left-comb,, konnen als Permutationen der Lénge n interpretiert
werden.

Beispiel 3.34. Nun betrachten wir die Baume right-comb mit n internen Kno-
ten. Hier gilt, genau das umgekehrte Extrem. Es gibt nur eine einzige Moglichkeit
Punkt i7) der Definition 3.21 zu erfiillen, aufsteigend. Die Markierungen der in-
ternen Knoten sind jedoch beliebig. Damit kann jeder Baum right-comb als Wort
aus dem Alphabet X5 interpretiert werden.
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Aufgrund dieses Beispiels ist einerseits die Asymmetrie der Baume klar, an-
dererseits kann man auch erkennen, warum diese kombinatorische Struktur so
reichhaltig ist. Sie beinhaltet, wie wir gerade gesehen haben, die Musterver-
meidung in Permutationen, genau so wie die Mustervermeidung im Bereich der
Worter iiber einem Alphabet. Zu guter letzt ldsst der Markenvorrat X groflen
Spielraum.

3.2.2 Asymptotisches Verhalten

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit dem Versuch, Aussagen iiber das
asymtotische Verhalten der Baume zu finden. Wir beginnen mit der Adaptierung
der Golod-Shafarevich-Ungleichung.

Satz 3.35. Sei P eine Menge von Mustern, so gilt die folgende Ungleichung
koeffizientenweise

FP(Fp(2)) = fx(Fp(z)) + Fp(z) > z.

Beweis. Wir betrachten dazu die endlichen Mengen B,,, der Baume aus L7,
welche den Badumen des ersten Terms entsprechen. Also Bdume mit beliebiger
Waurzel und nachfolgenden Teilbdumen, welche Muster in P vermeiden. Zusétz-
lich betrachten wir die endlichen Mengen C,, C Px LT ,,, der Form (P, T"). Wobei
gelten muss, dass es einen Teilbaum S von T gibt, wessen Wurzel mit der von
T zusammenféllt und st(S) = P gilt. Alle Teilbdume, welche an S anhéngen,
vermeiden Muster aus P. Damit ist unsere zu zeigende Gleichung fiir n > 2
koeffizientenweise aquivalent zu

|Cnl = [Bul + [£T(P)] = 0.

Diese Aussage ist wahr, da es nach konstruktion klarerweise eine surjektive Ab-
bildung von C,, ULT,(P) nach B,, gibt. Denn Baume in B,, vermeiden entweder
die Muster P oder enthalten sie an der Wurzel.

O

Satz 3.36. Sei | X| =1 und X = X fir ein beliebiges d > 2. Das Muster P hat
K > 2 interne Knoten, dann gibt es fir alle Paare (d, k) aufler (2,2),(2,3),(2,4)
und (3,2) eine positive Zahl C, sodass folgendes gilt:

LT . (P)] > C" LT,

Der Beweis dieses Satzes ist das Hauptresultat von Paper [9] und wiirde den
Rahmen dieser Arbeit sprengen. Die Autoren veranlasste er, folgende Definition
aufzustellen.
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Definition 3.37. Die Wachstumsrate einer Menge von Mustern P ist definiert

als )
hSLS;ip (%) " . (26)

Dem entsprechend und in der Annahme, dass der obige Satz leicht auf einen
beliebigen Markenvorrat X erweiter werden konne, stellten sie folgende Vermu-
tung auf.

Vermutung 3.38. Sei X ein beliebiger Markenvorrat, dann existiert eine Zahl
d, sodass fiir jedes Muster P in LT mit mindestens d internen Knoten und Zah-
len ¢(P) > 0,\(P) > 1

LT (P)|

T ~ c(P)A(P)™"

qgilt.

3.3 Binarbdaume

Hier im zweiten Teil dieses Kapitels bearbeiten wir nichtmarkierte Baume. Wir
starten mit den allseitsbekannten Bindrbdumen und werden dann versuchen,
das Erarbeitete auch auf allgemeinere Baume zu iibertragen, die k - Baume. Zu
Beginn dreht sich alles um zusammenhéngende Teilbdume. Spéter jedoch werden
wir auch noch unzusammenhéngende Teilbdume néher betrachten. Wir starten
mit einem Abschnitt analog zu [11].

Definition 3.39. Ein Bindrbaum ist ein ebener Wurzelbaum, wobei jeder Kno-
ten entwerder null oder zwei Kindknoten hat. Die Menge aller Bindrbaume wird
mit 7 bezeichnet und 7,, bezeichnet die Binarbdume mit n internen Knoten.

Bemerkung 3.40. Ein beliebieger Bindrbaum mit n internen Knoten hat n+ 1
Blatter.

Definition 3.41. Seien s und t zwei bindre Baume. Wir sprechen davon, dass
der Baum s den Baum t als Muster enthélt, falls t ein ebener zusammenhén-
gender Teilbaum von s ist. Andernfalls sprechen wir davon, dass s das Muster t
vermeidet.

Nun koénnen wir auf der Menge der Bindrbaume eine bindre Operation defi-
nieren.

AN:TxT—=T
(s,t) = s At
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Der Ausdruck s At entspricht folgendem Bindrbaum. Es gibt die eindeutige
Wurzel mit zwei nachfolgenden Teilbadumen. Der linke Teilbaum entspricht s und
der Rechte t.

Sei nun * eine beliebige bindre Operation und z, ..., x, Variablen, dann ergibt

der Ausdruck

To*T1 % XxTpy

erst mit einer Klammersetzung Sinn. Hier kommen die Bindrbdume ins Spiel,
denn jede Klammersetzung kann als eigender Bindrbaum interpretiert werden.
Ersetzt man in einem beliebigen geklammerten Ausdruck, zum Beispiel ((zg *
(1 * x2)) x x3) jedes vorkommen des Symbols * durch ein A, jede der Variablen
x; durch einen Baum ¢;, welcher nur aus einem Knoten besteht, so erhdlt man
einen eindeutigen Bindrbaum

((to A (L1 At2)) Ats).

Natiirlich kann auch jeder Bindrbaum aus 7, als Klammerausdruck fiir n + 1
Variablen interpretiert werden. Nach Bemerkung 2.3 kann damit auch jeder Bi-
ndrbaum als n-Dyck-Pfad interpretiert werden. Eine Bijektion zwischen diesen
beiden Strukturen werden wir spéter noch kennen lernen. Fiirs Erste begniigen
wir uns mit der Folgerung, dass die Zahl der Bindrbdume mit n internen Knoten
gleich der Catalan-Zahl C, sein muss.

Weiter geht es mit der iiblichen Notation, welche wir fiir die Mustervermei-
dung bendtigen. Sei A, die Zahl der Bindrbdume mit n internen Knoten, wel-
che ein gegebenes Muster t vermeiden. Die Zahl A, bezeichnet die Zahl jener
Baume, welche genau k Kopien des Musters t enthalten. Damit lassen sich die
dazugehorigen erzeugenden Funktionen wie folgt darstellen

Avy(x) = ZAnx",

n>0

Eny(z,y) = Z Z Amkx”yk.

n>0 k>0

Klarerweise gilt Av;(x) = En;(z,0). Die Autoren von [I1] stellten folgende
Vermutung auf [11, S. 745, Vermutung 2]

Vermutung 3.42. Fiir zwei Bindrbdume mit n internen Knoten s und t folgt
aus Av(z) = Avy(z), dass Eng(z,y) = Eng(z,y) gilt.

Oder anders formuliert, zwei gleich grofle Muster, welche in gleich vielen Béu-
men aus 7, vermieden werden, kommen in gleich vielen Béumen in 7,, k mal vor.
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Nun wollen wir mit einigen einfachen Aussagen beginnen. Sei L der Bindrbaum
welcher nur aus einem einzigen Blatt besteht. Klarerweise muss jeder Baum
mindestens einen Knoten enthalten, darum gilt Avy(x) = 0. Jeder Bindrbaum
mit n internen Knoten enthélt n 4+ 1 Blatter, damit muss

EHL(CC, y) _ Z Onx2n+1y2n+1

n>0

gelten. Die etwas interessanteren Beispiele treten ab drei internen Knoten auf.
Hier gibt es fiinf verschiedene Baume.

[

LU S
N

Abbildung 4

Die Béume t; (¢5) sind eine Form der left- (right-) combs. Sie werden noch
héaufiger vorkommen, darum werden wir hier die etwas genauere Notation ein-
fithren. Der Baum left-comby ist definiert als der Baum L, welcher nur aus einem
Knoten besteht.

left-comby, 1 := left-comby A L (27)

Die Béaume right-comby, werden auf die gleiche Weise definiert wie left-comby.
Die Baume t; resp. t5 entsprechen den Baumen left-combs resp. right-combs.
Der Baum left—comb,lC ist definiert als L A left-comby,. Der Baum ¢, entspricht
left-comby.

Ab dieser Komplexitétsstufe treten nidmlich zum ersten Mal (nicht-triviale)
Wilf-Aquivalenzklassen auf. So bilden die Béume ¢; und t¢5 eine Aquivalenzklas-

se. Die zweite bilden die Baume t,, t3 und 4.

Um dies zu zeigen, benétigen wir eine Bijektion v zwischen den Bindrbdumen
mit n internen Knoten und den gewohnlichen ebenen Bdumen mit n+1 Knoten.
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Definition 3.43. Die Abbildung v : 7, — PT 41 ist definiert als jene Funktion,
welche auf einem Bindrbaum jede Kante zu linken Kindern kontrahiert.?

Das Bild eines Binédrbaums aus 7, ist ein ebener Baum und es gilt, dass jeder
Knoten zwischen null und n Kindknoten haben kann.

Lemma 3.44. Die Abbildung ~y ist eine Bijektion.
Dieser Beweis wird spéter nachgebracht (siche Lemma 4.20).

Satz 3.45. Die erzeugende Funktion fiir Biume, welche das Musterty (resp. ts)
vermeiden entspricht

Avy, () = Avy(x) = Z M,z*"

n>0

Beweis. Der erste Teil der Aussage ist klar, da die Baume t; und ¢ die links
- rechts Spiegelung von einander sind. Den zweiten Teil zeigen wir, indem wir
eine Bijektion von den Bindrbdumen mit n internen Knoten, welche das Muster
t5 vermeiden, zur Menge der Motzkin-Pfade M,, konstruieren.

Zunéchst wenden wir die oben beschriebene Funktion v an. Doch um zu verste-
hen wie die Bilder von Bindrbdumen, welche ¢5 vermeiden, unter v aussehen ist
wichtig, dass wir wissen wie das Bild von t5 unter - aussieht. Der Baum ~y(t5)
hat klarerweise vier Knoten und durch einfache Uberlegungen, oder wie wir auch
spéter besser begriinden konnen, stellen wir fest, dass die Wurzel drei Kindkno-
ten hat. Daraus folgern wir, dass ein Bindrbaum genau dann t5 vermeidet, falls
sein Bild unter v keinen Knoten mit drei oder mehr Kindknoten hat.

Nun kénnen wir fiir jeden solchen Baum eine Abfolge aus dem Alphabet {—1,0,1}
konstruieren. Fiir jeden Knoten, den wir nach und nach bei der Tiefensuche an-
treffen wiirden, hangen wir die Zahl m — 1 an das bereits bestehende Wort an,
wobei m die Zahl der Kindknoten dieses Knotens ist. Schlussendlich 16schen wir
noch die letzte Zahl, welche eine —1 sein muss.

Man {iberlegt sich leicht, dass das so entstandene Wort wirklich einer Exkursi-
on entsprechen muss. Die Funktion ist injektiv, denn zwei verschiedene ebene
Baume miissen sich an mindestens einer Stelle in der Zahl der Kindknoten un-
terscheiden. Klarerweise haben deswegen beide an dieser Stelle eine andere Zahl
in ihrem zugehorigen Motzkin Wort. Auch die Surjektivitit kann leicht gezeigt
werden, da wir zu einem bestehenden Wort sofort den dazugehérigen Baum kon-
struieren kénnen.

3Kontraktion sieht Appendix 6.3
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Wir widmen uns der zweiten Wilf-Aquivalenzklasse und starten beim Baum
t3. Ein Baum vermeidet dieses Muster, falls kein Knoten zwei Kindknoten be-
sitzt, welche jeweils wieder zwei Kindknoten besitzen. Damit muss jeder interne
Knoten mindestens ein Blatt als Kindknoten haben. Ein Baum mit n internen
Knoten hat n + 1 Blétter. Zwei davon miissen auf der untersten Ebene liegen.
Die restlichen n — 1 haben die zwei Moglichkeiten das linke oder das rechte Kind
zu sein. Wir konnen einen solchen Baum als ein Wort der Linge n — 1 aus dem
Alphabet {L, R} interpretieren, damit gibt es 2"~ verschiedene Biume, welche
t3 vermeiden. Die erzeugende Funktion sieht folgendermafien aus

z(1 — z?)

AVtS(.fE) =$—|-£E3—|—2335—|—---—|—2"_1x2n+1 :.T+Z2n$2n+3: 1_2x2 )

n>0
Satz 3.46. Die Biume to, t5 und ty liegen in der gleichen Wilf-Aquivalenzklasse.

Beweis. Aufgrund der links - rechts - Symmetrie ist die Relation von ¢ und #4
klar. Zu zeigen ist, dass es eine Bijektion zwischen den Badumen, welche t3 ver-
meiden, und den Baumen, welche t5 vermeiden, gibt. Denn auch Bindrbdume,
welche das Muster t; vermeiden kénnen durch ein Wort der Lénge n — 1 aus
dem Alphabet {L, R} interpretiert werden.

Fiir einen Baum, welcher ¢, vermeidet, muss gelten, dass jedes rechte Kind jedes
Knotens nur das Blatt L als linkes Kind haben darf. Damit entsteht folgende
Struktur. Von der Wurzel gibt es einen Teilbaum, oder auch Spine genannt, wel-
cher einem left-comb,, entspricht. Alle anderen Knoten sind die rechten Kinder
eines Knotens und diirfen daher nur mehr Bléatter als linken Nachfolger haben.
Damit gibt es k verschiedene Teilbdume, alles die rechten Nachfolger eines Kno-
tens in der Spine, welche alle right-comb,,, entsprechen. Die Darstellung aus dem
Alphabet {L, R} sieht nun folgendermafien aus

R™LR™L...LR"™ .

Fiir einen Baum mit n internen Knoten hat dieses Wort die Lénge n — 1, da
jeder interne Knoten aufler der Wurzel einen Buchstaben beitrégt. Ebenso kann
jedes Wort, nach der obigen Beschreibung, als solcher Baum interpretiert werden.

O

Um fortzufahren, benttigen wir wieder eine Bijektion, diesmal zu den Dyck-
Pfaden. Die Abbildung e bildet ebene Baume mit n+1 Knoten auf n-Dyck-Pfade
folgendermaflen ab. Wir erzeugen ein Dyck-Wort, indem wir den Baum durchlau-
fen und immer wenn wir eine Kante von einem Knoten zu seinem Kind passieren,
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héngen wir eine U an das bereits bestehende Wort an. Immer wenn wir eine Kan-
te von einem Kindknoten zum Elternknoten durchlaufen, so héngen wir eine D
an das Wort an. Der Baum wird beginnend mit der Wurzel durchlaufen und nach
jedem Knoten gehen wir zum linkesten noch nicht abgearbeiteten Knoten und
falls wir alle Kindknoten abgearbeitet haben oder wir bei einem Blatt angelangt
sind, so gehen wir zum Elternknoten. Nachdem wir jede Kante genau zwei mal
passiert haben, wurde das Dyck-Wort erzeugt und der Algorithmus terminiert.

Lemma 3.47. Die oben beschriebene Funktion € : PT .1 — D, ist wohldefiniert
und eine Bijektion.

Beweis. Klarerweise wird durch diesen Algorithmus fiir jeden Baum ein Wort
der Lange 2n aus dem Alphabet {U, D} erzeugt. Da wir fiir jede Kante genau
einmal ein U und einmal ein D erhalten, ist der erste Teil von Bemerkung 2.2
erfiillt. Fiir den zweiten Teil iiberlegen wir uns, dass wir bei der Wurzel starten.
Damit erhalten wir von einer Kante erst ein D, falls wir bereits ein U erhalten,
woraus folgt, dass vor jedem i-ten D bereits i Us stehen miissen.

Die Injektivitit erhalten wir durch die Uberlegung, dass zwei verschiedene Béu-
me sich mindestens ein Knotengrad unterscheiden muss. Kommen wir durch
unseren Algorithmus zu diesem Punkt, so unterscheidet sich dort das erzeugte
Wort. Die Surjektivitdt folgt aus der Injektivitdt und der Tatsache, dass beide
Strukturen durch die Catalan-Zahlen C,, gezihlt werden.

O

Interessant an dieser Abbildung ist, dass jedes Blatt im Baum einem Peak im
Dyck-Pfad entspricht beziehungsweise jedes Blatt auf der k-ten Ebene unter der
Wurzel entspricht einem Peak auf Hohe k. Damit konnten wir einige interessante
Zusammenhénge aus dem Kapitel iiber Peaks auf Baume iibertragen.

Mit der Abbildung € erhalten wir auch eine Bijektion zwischen den Bindrbdumen
und den Dyck-Pfaden.

Definition 3.48. Die Abbildung ¢ : 7, — D, ist definiert als
d:=¢€o0n. (28)

Als Verkettung von zwei Bijektionen ist ¢ natiirlich wieder eine Bijektion.
Nun konnen wir versuchen, weitere Zusammenhénge aus der Mustervermeidung
in Dyck-Pfaden und der Mustervermeidung in Bindrbdumen zu finden.

Beispiel 3.49. Der Baum t; entspricht unter 7 einer Kette aus vier Knoten.
Das Bild unter ¢, also das entsprechende Dyck-Wort, sieht folgendermaflien aus:
UUUDDD. Nun kann man sich iiberlegen, ob es einen Zusammenhang zwischen
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Baumen, welche t; vermeiden und Dyck-Pfaden, welche ein bestimmtes Muster
vermeiden, gibt.

In der Tat l&sst sich zeigen, dass n-Dyck-Pfade, welche das Muster UUU vermei-
den, in Bijektion mit Bédumen, welche t; vermeiden, stehen. Einen Beweis und
eine noch stiarkere Aussage gibt es im néchsten Kapitel mit Satz 4.33.

Wir wollen das obige Beispiel verallgemeinern und fragen uns ob und wann
es Bijektionen von Baumen welche ein Muster ¢ vermeiden und Dyck-Pfaden
welche ein gewisses Muster vermeiden gibt. Antwort darauf liefert uns folgendes
Zitat [11, S. 748]

"In general there is a bijection between n-leaf binary trees avoiding t and
(n-1)- Dyck words avoiding w whenever w is a characteristic feature of v(t),
that is, some feature of the tree that is preserved locally by ~’.

Weitere Beispiele fiir solche Verbindungen sind die Baume 4, left-comb} oder
L A (right-combs A L). Diese stehen mit Dyck-Pfaden in Bijektion welche die
Muster UDD, UDDD beziehungsweise UUD DD vermeiden. Mit dem Wissen
aus dem Kapitel iiber Gitterpfade konnen wir die erzeugende Funktion fiir alle
diese Beispiele (bis auf UDDD) leicht berechnen.

Wir setzen mit dem Versuch fort, fiir jedes Muster t die erzeugende Funk-
tion Aw(z) zu finden. Wir sind zwar leider nicht in der Lage, diese explizit
anzugeben, jedoch werden wir einen Algorithmus kennen lernen, um eine Funk-
tionalgleichung fiir Av;(x) aufzustellen. Dieser Algorithmus funktioniert auch fiir
allgemeinere k£ - Baume, wobei sich abgesehen von den offensichtlichen Dingen
nichts dndert. Der Einfachheit halber werden wir ihn jedoch nur fiir Bindrbaume
vorstellen. Hierfiir benotigen wir die Menge aller Bindrbaume ¢, welche ein Mus-
ter p als Teilbaum beinhalten, wobei zusétzlich gefordert ist, dass die Wurzel
von p mit der Wurzel von ¢ iibereinstimmt. Diese Menge wird mit £(p) bezeich-
net. Klarerweise gilt £(L) = T. Desweiteren benotigen wir den Durchschnitt
L(p) N L(q). Das sind jene Béume, welche die beiden Muster p und q an der
Wurzel beinhalten. Falls p (resp. q) dem Baum, welcher nur aus einem Kno-
ten besteht, L entspricht, so gilt £(L) N L(q) = L(q). Fiir p = pr A pr und
q =qr Nqr gilt L(p) N L(q) = (L(pr) N L(qr)) N (L(pr) N L(qr)) , wobel A A B
={aANb:aecAbe B}

Definition 3.50. Sei t ein festes Muster. Fiir einen Bindrbaum p ist das Gewicht
von L(p) definiert als

weight(L(p)) := Z weigth(T"). (29)
TeL(p)
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Wobei das Gewicht eines Baumes definiert ist als

gZabl der Knoten'in T f4]]5 T' das Muster t vermeidet

weight(7T') :=
ght(T) {0, sonst.

Nun benétigen wir nur mehr eine simple Uberlegung, bevor wir zum eigent-
lichen Algorithmus kommen. Der Fall ¢ = L wurde bereits abgehandelt. Wir
kommen nun zum Fall t = t; Atg. Fiir das Gewicht von p = pp A pr gilt

weight(L(p)) = weight(L(pr A pr)) = x(weight(L(py))weight(L(pr))—

~weight(£(pr) N £(t2))weight(£(pr) N £(ta)). (30)

Die Idee ist klar, wir versuchen ein Muster rekursiv zu zerteilen um auf meh-
rere kleinere Teilaufgaben zu kommen. Die Gleichung (30) entstammt der Uber-
legung, dass eine Muster genau dann vermieden wird, falls der linke beziehungs-
weise der rechte Teilbaum das Muster vermeidet oder das in ¢;, und ty zerteilte
Muster vom zugehorigen (linken / rechten) Teilbaum vermieden wird. Wir multi-
plizieren das Ganze mit x, da beim Zerteilen des Baums ein Knoten, die Wurzel,
verloren geht und sonst das Gewicht reduziert werden wiirde.

Fiir den Algorithmus starten wir mit der Gleichung
weight(L(L)) = weight(L) + weight(L(L A L)). (31)

Denn es gilt weight(£(L)) = Av(x) und weight(L) = x. Alle anderen Terme
werden mit Gleichung (30) auf einfachere zerteilt. Schlussendlich erhalten wir
nach mehrfacher Anwendung von Gleichung (30) eine einzelne Polynomgleichung
in den Variablen z und Av,(x).

Beweis. Wir starten mit der Gleichung (31). Im néchsten Schritt wird der Term
weight(L(L A L) mithilfe von Gleichung (30) zerteilt. Dadurch kénnen potenziell
zwei neue Terme entstehen: ¢; und t. Fiir jeden dieser Terme und fiir jeden wei-
teren der entsteht wenden wir Gleichung (30) an. Wichtig ist, dass wir fiir zwei
Béume p, ¢ den Durchschnitt £(p) N L(q) berechnen kénnen und es einen Baum
s gibt, sodass dieser gleich L£(s) ist. Fiir den Baum s gilt, dass er hochstens so
viele Ebenen wie das Maximum von p resp. ¢ hat. Daraus folgt, dass nur endlich
viele Terme auftreten kénnen und der Algorithmus terminiert. Nun miissen wir
die erhaltenen Gleichungen auflésen, zum Beispiel indem wir eine Grobner Basis
berechnen. Dadurch erhalten wir eine einzelne Gleichung in x und Av,(z).
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Ganz analog verlauft auch der Versuch, eine Gleichung fiir En,(z, y) zu finden.
Das einzige, das verdndert werden muss, ist das Gewicht eines Baumes T

Welght(T) — xZahl der Knoten in TyZahl der Kopien von t in T (32)

und Gleichung (30). Diese wird zu

weight(L(p)) = weight(L(pL A pr)) = x(weight(L(pL))weight(L(pr))+

(g — Dweight(L(ps) N () weight(C(pr) 1 L(tR)). )

Die Verdanderung der Gleichung erscheint wohl logisch, da wir, falls das Muster
aufgeteilt auf die Baume py und pr vorkommt, durch y gezihlt werden. Klarer-
weise gilt auch, dass wir fiir y = 0 den etwas einfacheren Algorithmus fiir Av,(x)
erhalten. Abgesehen davon bleibt alles beim Alten. Der Algorithmus terminiert
nach zahlreicher Anwednung von (33) und wir bekommen eine Gleichung in z, y
und Eny(z,y).

Solche Gleichungen sind nicht immer leicht zu 16sen. Jedoch benétigen wir
nicht immer die expliziten Funktionen Av,(x) beziehungsweise En,(z,y). Denn
um Wilf-Aquivalenzen zu erkennen, reichen die impliziten Gleichungen fiir Avy(x)
aus. Die Autoren von Paper [I1] berechnen mithilfe des Algorithmus die Wilf-
Aquivalenzklassen der Biaume mit bis zu sechs internen Knoten. Desweiteren
berechnet sie die dazugehorigen Gleichungen fiir En;(z,y) und stellen fest, dass
fir Wilf-dquivalente Béume s,¢ auch Eng(x,y) = En(z,y) gilt. Aus diesem
Grund stellen sie Vermutung 3.42 auf.

3.4 k - Baume

Weiter geht es mit einem Abschnitt iiber k-Baume, welcher Inhalte aus [13]
verwendet. Hier werden wir versuchen, das bereits im Kapitel iiber Bindrbaume
erarbeitete auf k-Badume zu generalisieren.

Definition 3.51. Ein k-Baum ist definiert als ebener Wurzelbaum, wobei jeder
Knoten entweder & Kindknoten besitzt oder ein Blatt ist.

Bemerkung 3.52. Es gilt weiterhin Definition 3.41, wir verwenden jedoch k-
Baume als Muster. Auflerdem verwenden wir weiterhin die gleiche Notation wie
im Kapitel iiber Bindrbaume.

Wir starten wie gewohnlich mit einem simplen Fall und werden uns dann auf
die etwas komplizierteren Themen stiirzen.
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Beispiel 3.53. Fiir dieses Beispiel betrachten wir 3-Béume oder auch ternére
Baume gennant. Insbesondere wollen wir jenen Baum t untersuchen, welcher drei
interne Knoten hat. Die Wurzel von t besitzt genau ein Blatt an der Position
ihres dritten Kindknotens.

Abbildung 5

Sei nun T ein Baum mit n internen Knoten, welcher das Muster t vermeidet.
Fiir einen Knoten v aus T gilt nun folgendes. Die Kindknoten von v sind ein Teil-
baum, welcher t vermeidet und k interne Knoten besitzt, ein Blatt und wieder ein
Teilbaum oder der Form (Blatt, Baum, Baum). Der Fall (Blatt, Blatt, Baum)
wird doppelt gezéhlt muss daher abgezogen werden und es gilt

n—2
An=2) ApAnpr— Apr
k=1

Durch umformen und mit Hilfe von exponentiell erzeugenden Funktionenen
kommen wir auf die Gleichung

(14 2)Avi(z) — 2(Avi(z))* — 2 = 0.
Woraus sich die explizite Losung

l+z—+va?2—-6x+1

AVt (.T) = A

ergibt. Dies entspricht der erzeugenden Funktion der kleinen Schréder-Zahlen
beziehungsweise der Hélfte der groflen Schroder-Zahlen aus Beispiel 6.3.

Fiir den kommenden Abschnitt iiber die Wortdarstellung eines Baumes beno-
tigen wir noch eine kleine Definition.

Definition 3.54. Fiir einen k-Baum t bezeichnet der Ausdruck k-Blatt Elternk-
noten einen Knoten aus t, welcher nur Bléatter als Kindknoten besitzt.
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Ziel der Wortdarstellung ist es jeden k-Baum eindeutig als eine Menge aus
Strings darstellen zu kénnen.

Definition 3.55. Die Wort Darstellung M eines k-Baums t ist durch durch fol-
genden Algorithmus beschrieben. Zunéchst werden die Kindknoten jedes Kno-
tens von links nach rechts mit 1 bis & markiert. Danach wird fiir jeden Pfad von
der Wurzel zu einem k Blatt Elternknoten ein String in die Menge M hinzu-
gefiigt, wobei der String der Abfolge der Markierungen der Knoten des Pfades
entspricht.

Nun kann man sich iiberlegen wie die Wortdarstellungen von zwei Bdumen s
und t aussehen, wenn gilt, dass s ein Teilbaum von t ist. Sie {s; }ies (resp. {t; }ics)
die Wortdarstellung von s (resp. t). Dann muss es einen moglicherweise leeren
Préfix p, geben, sodass fiir jedes ¢ € I der String (pys;) Préfix eines Strings ¢; ist.

Diese Wortdarstellung vereinfacht nicht nur das Uberpriifen ob ein Baum,
Teilbaum des anderen ist und hilft beim Pattern-Matching, sondern kann auch
dafiir verwendet werden verschiedene Wilf-Aquivalenzen zu finden.

Proposition 3.56. Sei k fest und b : {1,...,k} — {1,...,k} eine Bijekti-
on. Weiters sei [k|" die Menge aller Strings der Ldnge n tber dem Alphabet
{1,...,k}, dann gibt es eine eindeutig bestimmte Fortsetzung B : [k]" — [k]|"
von b. Zusdtzlich gibt es eine eindeutig bestimmte Fortsetzung B won B, welche
auf Mengen von Strings definiert ist.

Lemma 3.57. Seien s und t zwei k-Bdume mit der einelementigen Darstellung
{so} und {to}. Angenommen es gibt eine Bijektion bs; : {1,...,k} — {1,... k}
mit Fortsetzung Bs;. Wir nehmen zusétzlich an, dass B den String so auf g
abbildet, dann gibt es eine Bijektion é&t zwischen den k-Bdumen, welche das
Muster s vermeiden und den k-Bdaumen welche das Muster t vermeiden.

Beweis. Die obige Proposition sichert die Existenz der Abbildung Bs,t. Klarer-
weise gibt es auch die Inverse Abbildung 38_ ! welche der punktweisen Fortset-
zung von bs_t1 entspricht. Enthélt ein Baum r das Muster s, so enthélt der Baum
Es7t(r) das Muster t. Enthalt ein Baum v das Muster ¢, so folgt daraus, dass
Bs_tl (v) das Muster s enthélt.

Sei nun w ein beliebiger k-Baum, welcher das Muster s vermeidet. Wir wollen
zeigen, dass B, (w) das Muster t vermeidet. Wiirde dieser Baum das Muster t
enthalten, so wiirde auch das Bild unter Bs_ ! das Muster enthalten, ein Wider-
spruch.

O
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Bemerkung 3.58. Eine weitere Eigenschaft dieser Wortdarstellung ist, dass
jede Darstellung eines k-Baums auch als K-Baum, fiir K > k, interpretiert
werden kann. Damit folgt, dass jede Bijektion aus dem obigen Lemma als Bijek-
tion zwischen K-Badumen interpretiert werden kann. Wodurch zusétzliche Wilf-
Aquivalenzen gefunden werden konnen.

3.5 Unzusammenhdngende Teilbaume

Nun, da wir die zusammenhéngenden Substrukturen ndher betrachtet haben,
kommen wir zu den unzusammenhéngenden. Wir betrachten im Folgenden wie-
der die Bindrbdume 7 und werden anschlieBend an die Definition, wann genau
ein solches Muster enthalten wird, einige simple Beispiele kennen lernen. Als
Basis dient [20].

Definition 3.59. Fiir zwei Bindrbdume s und ¢ gilt, dass s genau dann ¢ als un-
zusammenhingendes Muster enthillt, falls ¢, durch Kontraktionen * von Kanten,
aus s erzeugt werden kann.

Abbildung 6

Aus der Definition folgt sofort, dass die Zahl A,, der Baume, welche ein Muster
t zusammenhéngend vermeiden, gréfer sein muss als die Zahl a,, der Bindrb&u-
me, mit n internen Knoten, welche ein Muster ¢ unzusammenhéngend vermeiden.
Damit ist auch die erzeugende Funktion

avy(z) = Z anx" (34)

n>0

punktweise kleiner als Av,(z). Die Beispiele L, L A L und left-combs werden
wir hier auslassen, denn aufgrund ihrer Einfachheit entsprechen die dazugehori-
gen erzugenden Funktionen den erzeugenden Funktionen fiir zusammenhéngende
Muster. Interessant wird es ab den Bdumen mit 3 internen Knoten, denn hier

4Kontraktion siehe Appendix 6.3
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zeichnen sich zum ersten Mal Unterschiede ab.

Wie wir im vorherigen Kapitel bereits festgestellt haben, gilt fiir die Bdume
t; = left-combs und t5 = right-combs, A,, = M,,. Fiir die zweite Aquivalenzklasse
to, T3 und t4 gllt An = 2n 1

Wir beginnen mit dem Baum ¢; = left-combs, welcher aufgrund der Links-
Rechts-Symmetrie in der gleichen Wilf-Aquivalenzklasse wie t5 liegen muss.

Satz 3.60. Es gilt

(1l —x)

o Avy, (z).

avy, (z) = avy, (z) =
Beweis. Es ist zu zeigen, dass a, = 27! gilt. Ein Baum vermeidet in genau
zwei Fillen left-combs. Erstens: das linke Kind der Wurzel ist ein Blatt und
der rechte Teilbaum vermeidet left-combs. Hier haben wir a,_; Moglichkeiten.
Oder andererseits, der Baum hat die Form ay, (i) Aag(i), wobei gelten muss, dass
die Wurzel von aj, als linkes Kind ein Blatt hat und der rechte Teilbaum das
Muster left-combsy vermeidet und n — ¢ — 2 interne Knoten hat. Fiir ay gilt, dass
er left-combs vermeiden muss und ¢ interne Knoten hat. Es gibt genau einen
Baum, welcher left-comb, vermeidet, ndmlich right-comb;. Daraus folgt, dass es
fiir diesen Fall Z?:_(f a; Moglichkeiten gibt. Damit gilt

n—2 n—1
Ap, = Ap_1 + E a; = E a;.
i=0 i=0

Aus den Anfangsbedingungen ag = 1 und a; = 1 erhalten wir das Gewiinschte.

O

Satz 3.61. Alle Bindrbiume mit drei internen Knoten liegen in der gleichen
Wilf-Aquivalenzklasse und es gilt

z(1—x)

1—or = AVt2($).

avy, (z) =
Beweis. Wir miissen zeigen, dass auch ¢, und t3 die gleiche erzeugende Funktion
besitzen.
Zunéchst betrachten wir den Baum t,. Dieser Fall funktioniert ganz analog zu
t;. Es gibt wieder zwei Moglichkeiten. Erstens: der linke Knoten ist ein Blatt
und der rechte Teilbaum ist ein ¢, vermeidender Baum der gréfie n — 1. Im zwei-
ten Fall ist das linke Kind der Wurzel die Wurzel eines Teilbaums. Fiir diesen
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Teilbaum muss gelten, dass das rechte Kind der Wurzel ein Blatt ist und der
linke Teilbaum das Muster right-comby vermeidet. Aus der gleichen Berechnung
folgt das gewiinschte Ergebnis.

Fiir dem Baum ¢3 gilt Folgendes: Mindestens eines der beiden Kinder der Wurzel
ist ein Blatt. Der andere Teilbaum muss wieder ¢35 vermeiden, hat aber nur mehr
a,—1 Moglichkeiten. Zusammen ergibt das a, = 2a,_; und mit den iiblichen
Anfangsbedingungen erhalten wir wieder das Gewiinschte.

O

Auf den ersten Blick erscheint es womoglich nicht wirklich interessant, dass
es bei Bindrbdumen mit drei internen Knoten nur eine Aquivalenzklasse gibt.
Wie wir spéter sehen werden, ist dies der Vorbote des wichtigsten Satzes dieses
Abschnitts.

Zunéchst bendtigen wir wieder die Menge aller Bindrbdume, welche ein gege-
benes Muster t (unzusammenhéngend) vermeiden und das Muster p (zusammen-
hiangend) an der Wurzel enthalten, £;(p). Die zugehérige erzeugende Funktion
wird mit g7 (x) bezeichnet. Klarerweise gilt av(z) = gF(x). Natiirlich gilt wieder
eine zu Gleichung (31) entsprechende Aussage

g¢ (x) =z + g/ (). (35)

Es gibt fiir t = ¢; A t, auch das Pendant zu Gleichung (30)

9" (@) = gy (2)9 (2) + 9f (x)g5. (x) — g5, (2) gt (). (36)
Ein Muster wird dann vermieden, wenn eine der beiden Seiten die eine Hélfte
des Musters vermeidet. Der dritte Term muss aufgrund des Inklusions-Exklusions-
Prinzips hinzugefiigt werden, da sonst Baume doppelt gezéhlt wiirden. Kombi-
niert man jetzt diese beiden Gleichungen, so erhilt man

avy(z) = = + avy, (z)ave(x) + ave(z)avy, (z) — avy, (x)avy, ().

Damit erhalten wir

v () = x — avy (x)avy, () | (37)

1 —avy,(x) —av, (7)

Beispiel 3.62. Wir wollen nun die Funktionen avief_comn, () berechnen. Der
Einfachheit halber werden wir die erzeugenden Funktionen der Béume, welche
left-comb,, vermeiden mit av,,(x) bezeichnen.

Es gilt left-comb,, = left-comb,,_; A L. Damit und mit Gleichung (37) erhalten
wir
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r —av,_1(r)avy(z)

A(z) = : 38
avn () 1 —av, 1(x) —avy(x) (38)
Da es keine Baume gibt, welche das Muster L vermeiden, gilt avy(z) = 0.
Deswegen ergibt sich
x
av,, ()

1 av,_1(z)
Durch vollstéandige Induktion konnte man zeigen, dass die folgende Funktion
diese Gleichung erfiillt und auch mit den Anfangsbedingungen iibereinstimmt.

Aufgrund der Lange des Beweises werden wir das hier aber nicht durchfiihren,
siehe [20, S.7]. Es gilt

0 I G O i

S (1)

Nun kommen wir zu der wohl interessantesten Aussage in diesem Abschnitt.

av,(x) =

Lemma 3.63. Fiir zwei Bindrbdume mit n internen Knoten s und t gilt
avs(z) = avy(z).

Beweis. Wir nehmen an, dass die Aussage fiir alle k& < n gilt. Wir betrachten die
Béaume t*, mit £ — 1 internen Knoten links von der Wurzel und s* mit &k internen
Knoten links von der Wurzel. Aus Gleichung (38) folgt, dass

x — avy_1(x)av, g (z)

av (x) 1o avy_1 () — avn_k(2)

T — avi1 () T

T
1—av,_k—1(z)

_ (=1 +avg_1(x) + av,_g_1(x))
1—2—avp_1(x) —av, g 1(x) +avi_i(z)av, 1 (z)

:1 — avk_l(x) -

Fiir die zweite erzeugende Funktion gehen wir analog vor

x — avg(x)av,_g_1(z)

e () = 1 —avi(x) —av,_g_1(7)
T @ Ve k-1(2)

1— —17“:71(1)) —av,_g_1(2)

_ (=14 avg_1(x) + av,_g_1(7))
l—z—avi_1(x) —av,_p_1(x) + avp_1(x)av,_p_1(x)

X
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Damit gilt
avy (z) = avge (z),
woraus sofort folgt, dass die Aussage fiir alle Bindrbdume mit n internen Kno-

ten gilt.

[l

Nun, da wir wissen, dass es fiir jedes n nur eine Wilf-Aquivalenzklasse in-
nerhalb von 7, gibt, wir auch dank Beispiel 3.62 in jeder dieser Klassen einen
Représentanten kennen, gilt Folgendes.

Korollar 3.64. Sei t ein beliebiger Bindrbaum mit n internen Knoten, dann gilt

LLﬂ | i1 .
g (et
15] P =iy, i

Zi:QO (_1>Z (ni Z) x
Nun kénnen wir versuchen, unser erlangtes Wissen in anderen Bereichen zu
nutzen. Dafiir betrachten wir eine Bijektion ¢ zwischen den Bindrbdumen mit

n internen Knoten 7, und den Permutationen der Lénge n, welche das Muster
132 vermeiden, S,(132).

(39)

avy(z) = av,(z) =

Definition 3.65. Die Abbildung ¢ : 7, — S,(132) ist folgendermafien def-
niniert. Fiir einen beliebigen Baum t markieren wir die internen Knoten mit
verschiedenen Zahlen aus {1,...,n}. Die Wurzel bekommt die grofite Markie-
rung, der rechte Teilbaum mit k internen Knoten bekommt die k kleinsten noch
freien Markierungen, der linke Teilbaum die restlichen. Wir fahren auf diese
Weise rekursiv fort, bis jeder interne Knoten markiert wurde. Nun kontrahieren
wir solange die Kanten zu Bléttern, bis nur noch ein Knoten iibrig ist, wobei,
falls das linke Kind (resp. das Rechte) eines Knotens v kontrahiert wird, dessen
Markierung links (resp. rechts) an die Markierung von v angehéngt wird. Die
Markierung des letzten Knotens entspricht dem Bild von t unter der Abbildung

0.

Lemma 3.66. Die oben definierte Abbildung v ist wohldefiniert und eine Bi-
jektion.

Beweis. Die Wohldefiniertheit ist klar, da der oben beschriebene Algorithmus
fiir jeden Baum ein Ergebnis liefert. Da die Markierungen wie oben beschrieben
vergeben werden, wird das Muster 132 vermieden. Die Injektivitat ist klar und
kann durch Induktion gezeigt werden. Da beide Mengen gleiche Griéfle besitzen
muss es sich um eine Bijektion handeln. 0
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Mit Hilfe der Bijektion ¢ kénnen wir nun einen Zusammenhang zu Permu-
tationen feststellen. Sehr interessant ist auch, dass 1) Substrukturen von Binér-
bédumen in natiirlicher Weise in Substrukturen der Permutationen iiberfiihrt.

Satz 3.67. Flir einen beliebigen Bindrbaum t mit k > 1 internen Knoten und a,,
die Zahl der Bindrbdiume mit n internen Knoten, welche das Muster t vermeiden,
gilt fiir allen >0

ap, = $,(132,12.. . k)). (40)

Beweis. Fiir diesen Beweis benotigen wir die Bijektion v und erneut die Baume
left-comby. Das Bild von left-comb, unter v ist die aufsteigende Permutation
der Lange k. Nun miissen wir uns iiberlegen, dass eine Permutation aus S, (132)
genau dann eine aufsteigende Permutation der Lénge k vermeidet, falls der zuge-
horige Baum left-comby, vermeidet. Sei nun t ein Bindrbaum, welcher left-comby,
enthélt. Nun folgt aus der Definition von v, dass die aufsteigenden Markierungen
des Teilbaums so angeordnet werden, dass die Permutiation das Muster 12...k
enthéllt. Fiir Fall zwei nehmen wir an, dass unsere Permutation das Muster
12...k enthélt und iiberlegen uns, dass ¢~! left-comb; enthalten muss. Der
Knoten mit der Markierung £ muss in seinem linken nachfolgenden Teilbaum
den Knoten mit der Markierung k — 1 enthalten. Kontrahiert man alle bis auf die
linke Kante vom Knoten k und setzt rekursiv fort, so erhélt man left-comby. Da
alle Bindrbaume mit k internen Knoten in der gleichen Wilf-Aquivalenzklasse
liegen, gilt das Gewiinschte.

Korollar 3.68. Mit den gleichen Annahmen wie oben gilt
an = 5,(132,k(k —1)...21).

Beweis. Ersetzt man im obigen Beweis left-comb,, durch right-comb, und aufsteigende-
durch absteigende Permutation, so erhélt man das Gewiinschte.

3.6 Unbalancierte Teilbaume

Zu guter letzt beenden wir dieses Kapitel mit einem Teil iiber unbalancierte
Teilbdume, insbesondere Béaume, welche die Raupeneigenschaft erfiillen. Grund-
lage dafiir ist [12]. Es geht wieder um Binidrbdume, jedoch werden wir wieder
zusammenhédngende Teilstrukturen untersuchen. Abgesehen vom Interesse aus
biologischer Sicht, sind diese Art der Baume fiir diese Arbeit interessant, da es
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eine Verbindung zu Mustervermeidung in Permutationen gibt. Desweiteren ist
noch hervorzuheben, dass dieses Muster eine Besonderheit hat. Es kann namlich
nicht vermieden werden.

Definition 3.69. Ein Bindrbaum t wird Raupe genannt, falls jeder Knoten in
t entweder ein Blatt ist, oder ein Blatt als direkten Nachfolger besitzt.

Beispiele fiir Raupen sind die Bédume left-comb,. Klarerweise enthillt je-
der Baum einen Teilbaum, welche die Raupeneigenschaft erfiillt. Von beson-
derem Interesse, vorallem fiir die Biologie, ist die Zahl der internen Knoten des
grofiten Teilbaums mit der Raupeneigenschaft. Denn Baume dieser Art werden
meist durch die natiirliche Selektion erzeugt. Der Name unbalancierte Teilbdume
kommt daher, dass Raupen nach dem Colless-Index die Unbalanciertesten sind,
siehe [12].

Definition 3.70. Fiir einen Baum t und Knoten i bezeichnet ¢,(i) (resp. t,.(i))
den linken (resp. rechten) nachfolgenden Teilbaum. Die Zahl A,(7) ist definiert
als der Betrag der Differenz der Groie der Teilbédume ¢;(7) und ¢,.(7). Der Colless-
Index ist definiert als

2 .
CEDICE D L

i Knoten von t

Dieser Wert liegt zwischen 0 und 1, wobei 0 den balancierten Bdumen und 1
den total unbalancierten entspricht.

Bemerkung 3.71. Fiir ein Baum t ist genau dann eine Raupe, falls der Colless-
Index von t exakt 1 ist.

Definition 3.72. Sei t ein beliebiger bindrer Baum, r der grofite Teilbaum von t,
welcher die Raupeneigenschaft erfiillt, so bezeichnet £(¢) die Anzahl der internen
Knoten von r.

Klarerweise gilt £(t) > 1, was bedeutet, dass wir dieses Muster nicht vermeiden
konnen. Stattdessen werden wir versuchen die Zahl der Bindrbaume mit £(t) = k
zu bestimmen. Hierfiir bendtigen wir die erzeugende Funktion F (x). Dies ist
die erzeugende Funktion aller Baume mit £(¢) < k. Sie entspricht der Gleichung

Fy (o) = o+ (F;)? = 2" 1k,

da eine Raupe mit Grofle kleiner oder gleich k entweder dem Baum L enspricht,
oder wir konstruieren sie, indem wir an die Wurzel zwei Raupen mit Grofle
kleiner oder gleich k anhédngen. Hier miissen wir jedoch die Félle abziehen, in
denen wir eine Raupe der grofle k + 1 produzieren. Dies passiert falls wir eine
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Raupe der Grofle k mit einem Blatt kombinieren. Aus dieser gleichung erhalten
wir die explizite erzeugende Funktion

. 1 — 1 —dz + 2FFightt
F (x) = 5 .

Desweitern gilt
Fi(z) = B (x) = By ().

Nun kommen wir noch zu einer weiteren Eigenschaft der Raupen. Hierfiir
bendtigen wir wieder die Bijektion .

Satz 3.73. Unter der Bijektion ¢ korrespondieren die Bindrbiume, welche die
Raupeneigenschaft erfiillen, mit den Permutationen, welche die Muster 132 und
231 vermeiden.

Beweis. Sei t ein beliebiger Bindrbaum. Wir miissen zeigen, dass t eine Raupe
ist, genau dann wenn ¢ (¢) die Permutation 231 enthéllt. Unter ¢ bekommen die
Knoten rekursiv Markierungen, indem die Wurzel die hochste freie Markierung
bekommt, die rechten Nachfolger die kleinsten freien und die linken Nachfolger
die grofiten freien. Dies entspricht genau dem Muster 231. Daraus lésst sich fol-
gern, dass die Permutation das Muster 231 genau dann vermeiden, falls fiir jeden
Knoten in ¢ nur ein Nachfolger markiert wird, was genau den Raupen entspricht.

O

Wir haben gezeigt, dass Raupen mit n internen Knoten genau den Permu-
tationen aus S,,(132,231) entsprechen. Nun wollen wir noch weiter gehen und
zeigen, dass Teilbdume eines Baumes genau dann Raupen sind, wenn die dem
Teilbaum entsprechenden Markierungen das Muster 231 vermeidet.

Definition 3.74. Sei m = m; ... m, eine Permutation, so ist das Bild der Funk-
tion 7, (m;) definiert als jene Eintrige 7y, fiir die

1. Tk S 5 und
2. alle Eintrdge von 7 zwischen 7; und 7 sind kleiner oder gleich
gilt.

Offensichtlich entspricht r(m;) der grofiten zusammenhéingenden Teilmenge
von 7w mit der Eigenschaft, dass m; deren Maximum ist.

Satz 3.75. Sei t ein beliebiger Bindrbaum, so entspricht die Zahl £(t), also die
Zahl der internen Knoten der grofien Raupe, der Linge der lingsten Permuta-
tionen der Menge

{7 (mi) bicn N S(231).
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Beweis. Sei v der Knoten, welcher unter v die Markierung m erhéllt und ¢, jener
Teilbaum mit Wurzel v. Man kann sich leicht iiberlegen, dass die Permutation
Y(t,) mit rye (m) iibereinstimmt. Mit dem obigen Satz ist der Baum ¢, genau,
dann eine Raupe, wenn diese Permutation das Muster 231 vermeidet. Nun ist
&(t) die Zahl der internen Knoten der grofiten dieser Teilbdume. Damit folgt das
Gewdiinschte.
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4 Catalan-Strukturen

Die Catalan-Zahlen (), spielen in der Kombinatorik eine wichtige Rolle und
kommen in verschiedensten Strukturen vor. Es ist also kein Wunder, dass auch
innerhalb der Mustervermeidung die Catalan-Zahlen eine wesentliche Rolle spie-
len. Dies zeigt sich auch daran, dass in den vorherigen Kapiteln mehrmals die
Catalan-Zahlen aufgetaucht sind.

Dieses Kapitel beginnen wir mit einer eher unbekannteren Struktur, den Catalan-
Folgen. Die Mustervermeidung in diesem Bereich dhnelt zwar jener der Permu-
tationen, jedoch gibt es doch gewisse Unterschiede. Anschliefend werden wir die
Catalan-Zahlen verallgemeinern und stoflen auf einen Satz, welcher mit der Mus-
tervermeidung in diversen Bereichen zu tun hat. Sogar ein Pendant zu diesem
Satz, mithilfe der verallgemeinerten Motzkin-Zahlen, wird auftreten.

4.1 Catalan-Folgen

Die erste Struktur, in der wir Mustervermeidung betreiben wollen, ist die, der
Catalan-Folgen. Die Aussagen dieses Unterkapitels stammen aus [15].

Definition 4.1. Eine Catalan-Folge der Lange n ist definiert als eine endliche
Folge aus nicht negativen ganzen Zahlen w = wyws . .. w,, welche folgende zwei
Bedingungen erfiillt

1) wipp >w;— 1, firallel <i<n

ii) Fiir alle & > 0 gilt, dass fiir kleinste 4, fiir das w; = k gilt, ¢; und iy
existieren mit 7; < ¢ < iy, sodass w;, = w;, =k — 1 gilt.

Punkt i) besagt, dass Catalan-Folgen nur ’langsam’ fallen konnen. Punkt i)
besagt, dass sie nur begrenzt schnell wachsen kénnen. Denn vor jeder Zahl miis-
sen bereits alle kleineren Zahlen bis dorthin vorgekommen sein. Zusétzlich miis-
sen nach jeder Zahl alle kleinern Zahlen noch einmal vorkommen.

Beispiel 4.2. Simple Catalan-Folgen sind fiir n = 0,1,2,3:
{0}, {00}, {000,010}, {0000, 0100,0110,0010,0101}.

Lemma 4.3. Es existiert eine Bijektion ( von den Catalan-Folgen der Linge n
zu den Dyck-Pfaden der Linge 2n — 2.

Den Beweis dazu gibt es in [14].

Muster, die Catalan-Folgen vermeiden beziehungsweise enthalten konnen, sind
endliche Folgen aus nicht negativen ganzen Zahlen.
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Definition 4.4. Die Abbildung red(.) (fiir Reduktion) ist definiert als jene Ab-
bildung, welche innerhalb einer Folge von Zahlen alle Vorkommnisse der -t grof3-
ten Zahl durch die Zahl ¢ ersetzt. Zusétzlich nennen wir zwei Folgen v, w ord-
nungsisomorph, falls red(v) = red(w) gilt.

Definition 4.5. Eine Catalan-Folge w enthélt ein Muster p genau dann, wenn
es eine Teilfolge von w gibt, welche ordnungsisomorph zu p ist. Andernfalls
vermeidet w das Muster p.

Vergleicht man die Kriterien der Mustervermeidung in Permutationen mit je-
ner der Catalan-Folgen, so stellt man fest, dass in beiden unzusammenhéngende
Muster auftreten. Auch der zweite Punkt von Bemerkung 1.4 der Permutationen
kann durch die Funktion red(.) interpretiert werden. Damit ist die Mustervermei-
dung in den Catalan-Folgen eine Verallgemeinerung zu jene der Permutationen.

4.1.1 Die konstante Folge der Lange k

Zunichst befassen wir uns mit dem Muster p, = 1...1 (der Lange k). Wir
bezeichnen die Menge aller Catalan-Folgen der Liange n, welche das Muster p
vermeiden, mit a,(n) und die zugehorige erzeugende Funktion A,(z). Klarerwei-
se wird das Muster p;._; genau dann von einer Folge vermieden, wenn jede Zahl
weniger als k£ mal darin vorkommt.

Wir starten mit einem interessanten Lemma {iber die erzeugende Funktion
A, (x) fiir konstante Folgen, vgl. [15, S. 545, Theorem 2.1].

Lemma 4.6. Die erzeugende Funktion Ay(r) =3 -, = a1 1(n)z" ist fir alle
k rational.

Beweis. Fiir diesen Beweis benétigen wir die Zahlen a,, ,,. Diese sind definiert
als die Zahl der Catalan-Folgen der Linge n, welche m Oer enthalten und das
Muster p; vermeiden. Klarerweise gilt a,, ,, = falls m > k gilt, oder falls nicht
n > m > 1 gilt. Es gilt a,; = J,1 und a,, = F(n < k). Nun gilt, dass
die Folgen, welche durch a,,,, gezéhlt werden, zwischen einem und k& — 1 ler
enthalten miissen. Diese Folgen kann man konstruieren, indem man vor eine
Catalan-Folge der Lénge n — m eine null anhéngt, jede Zahl der Folge um eins
erhoht und anschlieBend noch m —1 Oer in die j + 1 mogliche Positionen einfiigt,

also -
m+1—
(") - Dy

]
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Moéglichkeiten. Damit gilt fiir 2 <m < kund n > m

k—1 .
m+i—1
Qpm = Z(( i ) — 1)an_m7j.

=1

Fiir 2 < m < k geniigen die erzeugenden Funktionenen A,, = 3

der Gleichung

Ap(z) = 2™ + ki((m - 1) — 1) 4, (x).

=1 J

Damit gilt fiir o; ; = (”Z” ) — 1 folgende Matrixdarstellung

1-— oo —Xlz09 - —TOE—1,0 Al (.’L’)
2 2 2
—IT011 11—z [0 —TT0g—11 AQ(Z’)
k—1 k-1 k—1
—x" gy TV g p—2 o 1= 2" o g0 Ap_1(x)

n>m

Ay ML

)

n

Offensichtlich gilt fiir x = 0, dass die Determinante dieser Matrix gleich 1 ist.

Daraus folgt, dass sie invertierbar ist. Damit gibt es ein € > 0, sodass sie fiir
x < € invertierbar sein muss. Nach der Cramer’schen Regel miissen daher alle

A;(x) rational sein. Die Summe von rationalen Funktionen ist wieder rational,

daher gilt das Gewiinschte.

O

Beispiel 4.7. Es gibt genau eine Catalan-Folge, in welcher keine Zahl doppelt

vorkommt. Fiir die entsprechende erzeugende Funktion gilt A,,(z) = x. Fiir die
erzeugende Funktion fiir das Muster p3 = 111 gilt, A, (x) = A;(z) + Aa(x) (wie

in der obigen Matrix). Es gilt A;(z) = x. Fiir Ay(x) gilt dann

Ay(z) = 2° + 352((2 e 1) . (g) — 1) Ay(x)

Ay(z)(1 - 22%) = 2° + 2°
Damit gilt fiir das Muster ps = 111

2+ (14 x—2?)
A p— pr—
() =2+ 155 1— 222

Als néchstes vereinfachen wir unsere Aufgabenstellung und beschéftigen uns
mit dem Muster p; = 111 und versuchen die Koeffizienten a111(n) zu berechnen.
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Korollar 4.8. Fiirn > 2 qilt
aln(n) = 2“1772J .
Beweis. Die Koeffizienten a111(n) entsprechen [z"]Ap,(x). Damit gilt

1 —x? ,
[xn}% = [2" (1 + 2z —2*)(1 4227 +42* ... (227)7...).
— 2z
Sei n gerade, so konnen wir daraus schlussfolgern, dass aq11(n) = 2"5° gilt. Fiir
ungerades n gilt

= 1) Y = L S Y,

J=0 j=21

Damit folgt was zu zeigen war.

O

Die Autoren von [15] beschéftigten sich tiberdies noch mit allen Mustern der
Lange drei und stellten fest, dass jedes der Muster eine rationale erzeugende
Funktion hat. Zusétzlich berechneten sie die Koeflizienten a,(n) fiir alle diese
Muster.

4.2 Modulare Catalan-Zahlen

In diesem Abschnitt kommen wir zu den modularen Catalan-Zahlen Cj ,,. Diese
wurden urspriinglich zur Verallgemeinerung der Assoziativitiat genutzt, kommen
jedoch, genau wie die gewohnlichen Catalan-Zahlen, in verschiedenen Bereichen
vor. Aulergewohnlich ist jedoch, dass die modularen Catalan-Zahlen ungewohn-
lich oft mit Themen der Mustervermeidung zusammenhéngen. Klarerweise wird
ihnen hier dafiir ein Unterkapitel gewidmet. Die Inhalte stammen aus [16] von
Nickolas Hein und Jia Huang.

4.2.1 k-Assoziativitat

Der Ursprung der modularen Catalan-Zahlen liegt, wie bereits erwéhnt in der
Verallgemeinerung der Assoziativitit. Fiir eine Menge X mit einer bindren Ope-
ration x : X x X — X ergibt der Ausdruck xg*xy*---xx, im Allgemeinen noch
keinen Sinn. Erst mit Hilfe von Klammern lédsst sich der Ausdruck interpretie-
ren. Wir legen jedoch hiermit fest, dass, falls keine Klammern gesetzt sind, wir
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den Ausdruck von links nach rechts auswerten. Die Zahl der méglichen Klam-
mersetzungen wird durch Catalan-Zahlen C), gegeben und bildet dadurch eine
obere Schranke im Sinne der Interpretationsmoglichkeiten. Sollte die Operati-
on * assoziativ sein, so gibt es nur eine einzige Moglichkeit, um den Ausdruck
zu interpretieren. Dazwischen gibt es aber auch noch Abstufungen, denn die
Operation * wird k-assoziativ genannt, falls

o * (1 %k Tppy) = (To * -+ % T) * Tpyy (41)
gilt.

Beispiel 4.9. Ein Beispiel fiir eine k - assoziative Operation kann auf jedem
Ring R definiert werden. Sei w € R mit multiplikativer Ordnung k, dann wird
durch a * b := wa + b eine solche Operation definiert. Fiir x; € R gilt

k+1

Lo * () %+ % Tpyy) = wWTo + inwk’iﬂ = (To* -+ % Tp) * Tpy1.
=1

Zwei Klammersetzungen werden k-dquivalent genannt, falls sie im Sinne der
k-Assoziativitit dquivalent sind.

Deﬁni_tion 4.10. Die modularen Catalan-Zahlen Cy ,, sind definiert als die Zahl
der k-Aquiavlenzklassen von Klammersetzungen des Ausdrucks xg*xy -+ - % x,.

Die gewoOhnliche Assoziativitat entspricht der 1-Assoziativitdt, woraus sich
ergibt, dass C, = 1 gilt. Desweiteren gilt Cj , = C.

4.2.2 Binarbaume

Wie bereits in Kapitel 3.3 erkldrt, entspricht jeder Bindrbaum einer Klammer-
setzung und vice versa. Als Konsequenz kann man die Struktur der k-Aquivalenz
in natiirlicher Weise auf Bindrbdume iibertragen.

Definition 4.11. Fiir einen Bindrbaum t mit n internen Knoten, welcher am
Knoten v den Teilbaum s = (tg Aty A -+ A tg) A tryq besitzt, ist die Rechts-k-
Rotation von t am Knoten v definiert als jener Baum, welcher t entspricht, aber
an der Stelle v statt s den Baum s" =t A (t; Ata A+ - - Atgyq) besitzt. Die inverse
Abbildung wird Links-k-Rotation am Knoten v genannt.

Definition 4.12. Wir definieren eine Ordnungsrelation, die k-assoziative Ord-
nung, auf der Menge der Bindrbaume 7,,. Fiir zwei Baume ¢t und ¢ gilt ¢t < ¢/
genau dann, wenn t durch endlich viele Links-k-Rotationen aus t’ erzeugt werden
kann.

66



4 Catalan-Strukturen

Bemerkung 4.13. Die k-assoziative Ordnung ist eine Halbordnung, vgl. [16, S.
4).

Die Zusammenhangskomponenten dieser Halbordnung werden k-Komponenten
genannt.

Proposition 4.14. Die Zahl der k-Komponenten auf T, entspricht Cy,,,.

4.2.3 Ebene Baume

Nun gehen wir weiter zu den ebenen Baumen. Mithilfe der Bijektion v aus
Definition 3.43 kénnen wir Bindrbdume mit n internen Knoten in ebene Baume
mit n+1 Knoten {iberfithren. Wir werden jedoch eine zusétzliche Eigenschaft der

Abbildung kennen lernen und hier auch beweisen, dass es sich um eine Bijektion
handelt.

Definition 4.15. Sei t ein Bindrbaum aus 7,,. Fiir einen Knoten v aus t defi-
nieren wir die Linkstiefe von v als die Zahl der linken Kanten, welche zwischen
v und der Wurzel liegen. Nun markieren wir die Blétter aufsteigend von links
nach rechts mit {0,1,...,n}. Mit /;(t) bezeichnen wir die Linkstiefe vom i-ten
Blatt des Baumes t. Mit [(t) bezeichnen wir den Vektor (Io(t),{1(t),. .., 1. (t)).

Bemerkung 4.16. Das Bild eines Baumes mit auf diese Weise markierten Blét-
tern, ist unter v in sogenannter Preorder-Reihenfolge markiert.

Fiir ebene Baume koénnen wir eine ganz dhnliche Struktur definieren.

Definition 4.17. Sei T ein ebener Baum mit n + 1 Knoten. Wir definieren
den Gradvektor d(T") als den Vektor (do(T),dy(T),...,dn(T)). Wobei d;(T) dem
Grad des Knotens i des Baumes T, welcher in Preorder-Reihenfolge markierter
wurde, entspricht.

Satz 4.18. Sei t ein beliebiger Bindrbaum mit n internen Knoten und Linkstie-
fenvektor l(t) = (lo, l1,. .. 1), so hat das Bild von t unter v folgenden Gradvek-
tor d(~(t)) = (do, d1, ... ,dy,) und es gilt

li=do+ -+ +d;—1. (42)

Beweis. Nach Konstruktion von + ist klar, dass [y = dy gilt. Nun betrachten wir
zwei Félle.

1.) d;—1 = 0: Damit gilt, dass der Knoten v;_; von ~y(¢) keine Kindknoten besitzt.
Damit muss das Blatt ¢ — 1 von t ein Blatt sein und zusétzlich das rechte Kind
eines Knotens. Nun betrachten wir den kiirzesten Weg zum Blatt ¢. Dieser Weg
entspricht einer Kante nach Nordwesten, danach eine nach Nordosten, danach
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eine nach Stidosten und danach p > 0 nach Siidwesten. Fiir die Linkstiefe gilt
nun o; = ;-1 — 1 + p. Nach der Anwendung von v muss gelten, dass der Kno-
ten v; genau p Kindknoten hat, da fiir jeden Schritt nach Stidwesten eines dazu
kommt. Demnach gilt §; = d;_1 + d; — 1.

2.) d;—1 # 0: Nun muss das Blatt ¢ — 1 das linke Kind eines Knotens sein. Der
kiirzeste Weg zum néchsten Blatt besteht aus einem nordostlichen Schritt | ei-
nem siidostlichen Schritt und p siidwestlichen Schritten. Wie gehabt erhalten
wir 52 = (51'_1 —1 + dz

O

Proposition 4.19. Sei T ein ebener Baum mit n + 1 Knoten. Fiir den Grad-
vektor d(t) = (do, . ..,d,) gilt Folgendes fir alle i aus {0,...,n}

Beweis. Da der Baum n Nichtwurzelknoten besitzt muss die Summe der d; gleich
n sein. Fiir ¢ # n ist die Linkstiefe des i-ten Blatts [; > 1. Damit gilt

do+ - +di=1;+1i>1.

O

An dieser Stelle kénnen wir den Beweis von Lemma 3.44 bringen. Fiir bessere
Ubersicht werden wir es hier noch einmal formulieren.

Lemma 4.20. ° Die Abbildung v: T,, — PT i1 ist eine Bijektion.

Beweis. Nach Konstruktion ist klar, dass die Abbildung jedes Blatt eines Binér-
baumes in einen Knoten eines ebenen Baumes tiberfithrt. Sei 6(¢) der Linkstie-
fenvektor, so ist mit Gleichung (42) der Gradvektor des ebenen Baums eindeutig
definiert, wobei obige Proposition gelten muss. Um zu zeigen, dass es sich bei der
Abbildung v um eine Bijektion handelt, reicht es zu zeigen, dass es ein Inverse
zu ~ gibt. Wir betrachten einen beliebigen ebenen Baum, Proposition 4.19 gel-
ten muss. Gleichung (42) liefert uns daher einen eindeutigen Linkstiefenvektor,
welcher den Bindrbaum eindeutig codiert.

OJ

Nun koénnen wir mithilfe der Linkskontraktion + die k-assoziative Ordnung
auf die ebenen Béume {ibertragen.

Definition 4.21. Fiir zwei ebene Bidume s,t mit n + 1 Knoten gilt s < ¢ genau
dann wenn fiir die Urbilder y~!(s) < y71(¢) gilt.

°Die Abbildung v wird auch Linkskontraktion genannt.
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Auch die k-Rotation hat ein Pendant in der Welt der ebenen Baume.

Definition 4.22. Fiir einen ebenen Baum ¢ ist der Up-(resp. Down)-k-slide
am Knoten v definiert als die Abbildung ! verkettet mit der Links- (Rechts)
-k-Rotation am Knoten 77! (v), gefolgt von +.

Diese Abbildung wird aus einem einfachen Grund Up-k-slide genannt. Sei in
einem ebenen Baum ¢ der Knoten v Kindknoten vom Knoten w und die ebenen
Baume Ti,..., T} die k rechtesten Nachfolger vom Knoten v, so entspricht der
Up-k-slide dem Transferieren der Nachfolgebdume T; vom Knoten v zum Knoten
w, wobei sie dort direkt rechts vom Knoten v plaziert werden. Einen Up-k-slide
kann man also genau dann durchfiihren, falls es einen Nichtwurzelknoten v gibt,
mit k£ oder mehr Kindknoten.

Korollar 4.23. Durch einen Up-k-slide am Knoten v (zum Knoten w) dndert
sich nichts an der Preorder-Reihenfolge der Knoten und fiir den Gradvektor
anderen sich genau zwei Eintrdige

d =d,—k, d,=dy,+Fk (44)

Die inverse Abbildung dazu wird Down-k-slide genannt. Diese kann durchge-
fithrt werden, falls es einen Knoten mit k£ + 1 oder mehr Kindknoten gibt. Sei v
ein solcher Knoten mit den Kindern vy, .. ., v,. Hier besteht die Wahl an welchem
Kindknoten v; die Abbildung ausgefiihrt wird, mit der einzigen Bedingung, dass
es muss mindestens k£ Kinder rechts davon geben muss. Nach dem Ausfiithren
des Down-k-slides ist v; der Elternknoten von v;;1 ...v;1x. Ansonsten wird die
Struktur des Baums nicht veréndert.

Korollar 4.24. Ein Baum ist genau dann minimal beziiglich der k-assoziativen
Ordnung (oder auch k-minimal), falls jeder Nichturzelknoten weniger als k Kind-
knoten besitzt. Ein Baum ist genau dann mazximal beziiglich dieser Ordnung (oder
auch k-mazximal), wenn jeder Knoten weniger als k + 1 Kindknoten besitzt.

Lemma 4.25. Jede k-Komponente besitzt ein eindeutiges minimales Element.

Beweis. Nach Korollar 4.23 sind zwei ebene Badume hochstens dann in der glei-
chen k-Komponente, wenn ihr Gradvektor kongruent modulo £ ist. Betrachten
wir nun zwei verschiedene minimale Elemente, dann gilt fiir den Gradvektor,
dass jeder der Eintrdge, auler der zur Wurzel korrespondierende, kleiner als
k sein muss. Daraus folgt nun, dass die beiden Elemente in verschiedenen k-
Komponenten liegen miissen.
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Damit gilt aber auch, dass die k-Komponenten der Bindrbédume jeweils nur ein
minimales Element besitzen. Einmal mehr kommen hier die Bdume left-comby,
ins Spiel. Nach Gleichung (42) ist das Bild von left-comby, jener ebene Baum,
welcher aus der Wurzel und ihren k& Kindknoten besteht.

Satz 4.26. 9 Ein Bindrbaum mit n internen Knoten ist genau dann k-minimal,
wenn er den Baum left—comb,lg = L A left-comb, vermeidet. Ein Bindrbaum ist
genau dann k-mazimal, wenn er left-comby,, vermeidet.

Bevor wir den Beweis dieses Satzes durchfithren, miissen wir uns aber noch
kurz mit der Inversen zu ~ beschéftigen. Diese Abbildug fithrt ebene Baume in
Bindrbdume folgendermaflen iiber. Jeder Knoten wird auf den Baum left-comby
abgebildet, wobei k dem Grad des Knotens entspricht. Mit den k Kindknoten
wird rekursiv verfahren. Das Bild des i-ten Kinds ersetzt das (i + 1)-te Blatt von
left-comby. Begonnen wird bei der Wurzel.

Beweis. Ein ebener Baum ist genau dann k-maximal, falls jeder Knoten weniger
als k + 1 Kinder besitzt, also der Grad jedes Knotens kleiner k£ + 1 ist. Nach
der Beschreibung von «~! muss das Bild eines k-maximalen Baums left-comby_;
vermeiden.

Ein ebener Baum ist genau dann k-minimal, falls jeder Nichtwurzelknoten we-
niger als k& Kindknoten besitzt, oder dquivalent dazu, der Nachfolger eines be-
liebigen Knotens muss einen Grad kleiner k besitzen. Das Bild unter v~! muss
deshalb left-comb;, vermeiden.

O

Definition 4.27. Die Menge aller Bindrbdume mit n internen Knoten, welche
left—cornb,lC vermeiden, wird mit 7y, bezeichnet.

Die Zahl der k-Komponenten auf 7, entspricht Cj,. Da jede Komponente
genau ein minimales Element besitzt und die k-minimalen Elemente genau die
Elemente aus 7y, sind gilt

Ck,n = ‘776,71|

4.2.4 Hauptsatz iiber die modularen Catalan-Zahlen

Der folgende Satz ist wohl der wichtigsten dieser Arbeit. Er verbindet in zentraler
Weise verschiedene Bereiche der Mustervermeidung in verschiedenen kombina-
torischen Strukturen.

Satz 4.28. Firmn > 0 und k > 1 werden folgende kombinatorische Strukturen
durch die modularen Catalan-Zahlen Cy,, gezdhlt.

®Der Ausdruck A wurde in Gleichung (3.3) definiert.
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1. Permutationen der Linge n, welche das sowohl das Muster 1—3—2 (zusam-
menhdngend) als auch 23 ...(k+ 1)1 (unzusammenhdngend) vermeiden

2. Dyck-Pfade der Linge 2n, welche das zusammenhdingende Muster DU*
(wie in Def. 2.43) vermeiden

3. Bindrbdume mit n internen Knoten, welche das Muster comby, (wie in Def.
3.41) vermeiden

4. Ebene Bdume mit n + 1 internen Knoten, wobei jeder Nichtwurzelknoten
weniger als k Kindknoten hat

5. Partitionen, welche durch (n — 1,n —2,...,1,0) beschrinkt sind und in
denen jede positive Zahl weniger als k Mal vorkommt

6. 2 x n standard Young Tableaus, welche keine Abfolge von k aufeinander
folgenden Zahlen in der oberen Reihe beinhalten, welche nicht 1,2,...,1
fir 1 <1 <mn entsprechen

Der Beweis fiir die Punkte 3. und 4. wurde bereits in den letzten beiden
Unterkapiteln iiber Bindrbdume beziehungsweise ebene Biume erbracht. Den
Beweis fiir den Punkt 1. funktioniert analog zum Beweis von Satz 4.33 Abschnitt
Permutationen nur, dass wir comb, verwenden. Die Beweise fiir Punkte 5. und
6. werden wir hier nicht bringen, sie sind in Paper [16] auf Seite 11 und 12 zu
finden.

Um den Beweis fiir Dyck-Pfade durchzufiihren benotigen wir eine weitere Bi-
jektion von den ebenen Baumen zu den Dyck-Pfaden.

Definition 4.29. Die Abbildung € : PT,.1 — D, ist fiir einen ebenen Baum
T mit Gradvektor d(T) = (dy,ds, . ..,d,) definiert als jener Dyck-Pfad, welcher
dem Wort

Ubpuhp... DU

entspricht.
Lemma 4.30. Die Abbildung € ist wohldefiniert und eine Bijektion.

Beweis. Nach Proposition 4.19 sind die zwei Bedingungen aus Bemerkung 2.2,
dass es n Us und n Ds geben muss, und vor jedem - ten D bereits ¢ Us stehen
miissen, erfiillt.

Fiir den zweiten Teil dieses Beweises konstruieren wir die Inverse zu dieser Abbil-
dung. Fiir einen beliebigen n-Dyck-Pfad ist offensichtlich, wie wir zu dem Vektor
d = (dy,dy,...,d,) kommen. Nun miissen wir zeigen, dass es fiir einen solchen
Vektor einen zugehorigen ebenen Baum aus n + 1 Knoten gibt. Sei Ty = L der
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Baum, welcher nur aus einem Knoten besteht. Wir markieren diesen einen Kno-
ten. In jedem Schritt fiir ¢ = 1, ..., n konstruieren wir einen neuen Baum 7T; aus
T;_1, wobei wir an den zuletzt markierten Knoten d;_; Kindknoten anhéngen
und dann den néchsten in Preorder-Reihenfolge noch nicht markierten Knoten
markieren. Der Baum 7,, ist unser gesuchter ebener Baum.

O

Beweis. (Satz 4.28 - Dyck-Pfade)

Mit der Bijektion € konnen wir ebene Béume mit n + 1 internen Knoten, wobei
jeder Nichtwurzelknoten weniger als k& Kindknoten hat, in n-Dyck-Pfade iiber-
fithren. Fiir die Gradvektoren dieser Baume muss gelten, dass jeder bis auf den
ersten Eintrag kleiner als k ist. Damit gilt, dass das Bild eines solchen Baumes
mit beliebig vielen Up-Steps beginnen darf, aber nach einem Down-Step keine
k auf einander folgende Up-Steps folgen diirfen. Das bedeutet, der Dyck-Pfad
muss das zusammenhingende Muster DU* vermeiden.

[l

Nun, da wir unseren Teil iiber die modularen Catalan-Zahlen abgeschlossen
haben konnen wir direkt ins néchste Unterkapitel springen. Genau wie die Ca-
talan eng mit den Motzkin-Zahlen zusammenhéngen, so sind die modularen
Catalan-Zahlen direkt mit den verallgemeinerten Motzkin-Zahlen verbunden.

4.2.5 Die verallgemeinerten Motzkin-Zahlen

Definition 4.31. Die verallgemeinerten Motzkin-Zahlen Mj, ,, sind definiert als
die Anzahl der k-maximalen Elemente von 7,,.

Anhand der Bindrbaume konnen wir sehen, dass fiir fixes n die verallgemeiner-
ten Motzkin-Zahlen M, und die modularen Catalan-Zahlen C},, verschachtelt
sind.

Lemma 4.32. Fir fix es n gilt
Cl,n S Ml,n S CQ,TL S e S On,n S Mn,n'

Beweis. Jede k-Komponente hat ein eindeutiges k-minimales Element. Damit
gilt Ck,, < My, Nun betrachten wir 7;11 ,, also jene Bindrbaume, welche das
Muster left-comb,, 41 vermeiden. Im Gegensatz dazu betrachten wir die Binér-
bdume, welche left-comby,; vermeiden. Da das eine Muster ein Teilbaum des
anderen ist, ist es echt schwieriger, das kleinere Muster zu vermeiden. Damit
gilt das Gewiinschte.
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Die verallgemeinerten Motzkin-Zahlen sind sehr mit den modularen Catalan-
Zahlen verbunden, daher ist es einleuchtend, wenn wir Verbindungen zu &dhnli-
chen Strukturen finden koénnen.

Satz 4.33. Firn > 0 und k > 1 entspricht die Mdichtigkeit folgender kombina-
torischer Strukturen den verallgemeinerten Motzkin-Zahlen My_1 .

1. Permutationen der Linge n, welche die Muster 1 —3 — 2 (zusammenhdn-
gend) und 12 ...k (unzusammenhdngend) vermeiden

2. Dyck-Pfade der Linge 2n, welche das zusammenhdngende Muster U* (wie
in Def. 2.43) vermeiden

3. Bindrbiume mit n internen Knoten, welche das Muster left-comby, (wie in
Def. 3.41) vermeiden

4. Ebene Bdume mit n + 1 Knoten, wobei jeder Knoten weniger als k Kind-
knoten hat

5. Partitionen, welche durch (n — 1,n —2,...,1,0) beschrinkt sind und in
denen jede Zahl weniger als k Mal vorkommt

6. 2 xn standard Young Tableaus, in denen keine Abfolge von k aufeinander
folgenden Zahlen in der oberen Reihe vorkommt

Auch hier wurde der Beweis fiir die Punkte 3 und 4 bereits erbracht. Die
Beweise fiir die Punkte 5 und 6 werden hier nicht gefiihrt.”

Beweis. (Satz 4.33 - Permutationen)

Mit der Abbildung 1 stehen Bindrbdume mit n internen Knoten und Permutatio-
nen der Lénge n, welche das Muster 132 vermeiden, in Verbindung. Wir miissen
nun zeigen, dass ein Bindrbaum genau dann left-comb, vermeidet, falls eine sol-
che Permutation das aufsteigende zusammenhéingende Muster 1 — 2 — --- — k
vermeidet. Fiir die erste Richtung nehmen wir an, dass der Baum t das Muster
left-comby, enthélt. Dann folgt, dass ¥ (¢) ein unzusammenhéngendes Muster der
Lénge k aus direkt aufeinander folgenden Zahlen beinhalten muss. Aquivalent
dazu ist, dass die Inverse dieser Permutation ein zusammenhingendes Muster
der Léange k aus nicht unbedingt aufeinander folgenden Zahlen beinhalten muss.

Beweis. (Satz 4.33 - Dyck-Pfade)

Wir zeigen, dass die Aussagen 5 und 2 dquivalent sind. Ein ebener Baum ¢ mit
n + 1 internen Knoten, wobei jeder Knotengrad kleiner k ist, hat einen Grad-
vektor, wobei jeder Eintrag kleiner £ sein muss. Damit gilt mit der Bijektion €,

"Fiir genaueres zu Partitionen oder Young Tableaus siche [16] S. 11 und 12.
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dass der zu t korrespondierende Dyck-Pfad das zusammenhingende Muster U*
vermeiden muss.

4.2.6 Explizite Berechnung

Die explizite Berechnung der modularen Catalan-Zahlen Cj, ,, gestaltet sich iiber-
aus mithsam. Der Beweis ist in [16] ab Seite 13 zu finden. Beweisidee ist das
Aufstellen von Funktinalgleichungen fiir die erzeugenden Funktionen

My(z) = Z My, 2" undCy(z) = Z Crn2™ .

n>0 n>0
Fiir £ > 0 erhalten wir die Gleichung
My(2) = 24+ 2My(2) + - + 2MJ(2).
Fiir £ > 1 erhalten wir die Gleichungen

Cr(z) = 2/(1 = My_1(z)und
(Cr(2) — 2)% — Cr(2)* + Cr(2)* ! — 2C(2)* 2 = 0.

Aufgrund dieser Berechnungen konnten die Autoren Nickolas Hein und Jia
Huang dann folgenden Satz formulieren.

Satz 4.34. Firk>1 undn >0 gilt
1 n+1\ [2n—jk
My 1, =—— —1)
=, 2 )<j)< n >
0<j<n/k

und firn,k > 1 gilt

= 25 00

—~
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5 Verschiedenes

Nun, da wir die Schwerpunkte der Mustervermeidung abgehandelt haben, kom-
men wir zum Kapitel Verschiedenes. Denn es muss klargestellt werden, dass in
den verschiedensten kombinatorischen Strukturen Mustervermeidung betrieben
werden kann. Abgesehen von den Permutationen bilden die letzten drei Kapitel
iiber die Dyck-Pfade, die diverse Arten von Bdumen und die Catalan-Strukturen
die Schwerpunkte der Mustervermeidung vom heutigen Stand. Es gibt jedoch
weitere wichtige und interessante Themen, die in dieser Arbeit nicht fehlen diir-
fen.

5.1 Strings

Wir beginnen mit den zusammenhéngenden Strings, da sie vor allem in der In-
formatik, aber auch in anderen Bereichen zahlreiche Anwendungen finden. Wir
haben jedoch im Kapitel der Gitterpfade bereits eine vollsténdige Theorie erar-
beitet welche nicht nur die zusammenhédngende Mustervermeidung der Strings
beinhaltet, sondern, sie auch noch verallgemeinert. Wir werden deshalb nur sche-
matisch die wichtigsten Punkte présentieren.

Definition 5.1. Sei S ein beliebiges Alphabet, dann ist ein String s = s1...5s,
definiert als endliche Abfolge von Elementen von S.

Bemerkung 5.2. Strings der Lénge n iiber dem Alphabet S werden mit S"
bezeichnet.

Definition 5.3. Ein String s = s;...s, iiber einem Alphabet S, enthéllt einen
String p = p;...pr genau dann, falls es einen Index 1 < 57 < n gibt, sodass
Sjt+i = Pi fir alle 7 € {1, c. ,k’} gllt

Es werden hier also zusammenhéngende Muster untersucht und wir méchten
bemerken, dass die unzusammenhéngenden Muster nicht durch unsere Arbeit in
den Gitterpfaden abgedeckt wird und theoretisch noch zu untersuchen sind.

Mit unserer Arbeit iiber Gitterpfade kénnten wir sogar Mustervermeidung in
einem gewichteten Alphabet betreiben. Wir benétigen hierfiir das charakteris-
tische Polynom des Alphabets P(w), das Autokorrelationspolynom des zu ver-
meidenden Musters p , bezeichnet mit R(z,w) und den Kern K (z,w) wie in
Kapitel 2.6.

Satz 5.4. Fir die erzeugende Funktion der Strings, welche das Muster p ver-
meiden, gilt
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wobei die Variable x die Linge der Strings und w das Gewicht beschreibt. Im
ungewichteten Fall konnen wir w = 1 setzen.

Fiir den ungewichteten Fall ist zu bemerken, dass die erzeugende Funktion nur
von der Linge des Musters p und vom zugehorigen Autokorrelationspolynom
abhéngt.

5.2 Verallgemeinerung der Mustervermeidung

Wir setzen mit einem auflerordentlich Interessanten Abschnitt fort. Die von Ja-
rostaw Grytczuk beschriebene Mustervermeidung auf Graphen ([17]) steht in
starkem Kontrast zu der Mustervermeidung, welche im Bereich der Permutatio-
nen entwickelt wurde.

5.2.1 Variable Muster

Der erste Punkt dieses Papers bezieht sich auf die Verallgemeinerung der Non-
repetitivness fiir Strings.

Definition 5.5. Sei S ein Alphabet, dann wird der String s = s;...s, non-
repetitiv genannt, falls es keine zusammenhéngende Teilfolge der Form yy =

Y- YrY1 - - - Y gibt.

Klarerweise wird diese Eigenschaft erst bei Strings der Lénge zwei oder mehr
interessant. Ein weiterer wichtiger Faktor ist die grofie des Alphabets, welches
betrachtet wird. Man kann sich leicht {iberlegen, dass es nur begrenzt lange sich
nicht wiederholende Strings iiber einem Alphabet mit Méchtigkeit eins oder zwei
geben kann. Nun stellt sich die Frage ob es bei einem endlichen Alphabet iiber-
haupt moglich ist einen beliebig langen nicht repetitiven String zu konstruieren.
Eine Antwort darauf erhdlt man durch einen Satz, welcher von A. Thue bereits
vor gut 100 Jahren aufgestellt wurde.

Satz 5.6. Fir jedes Alphabet S mit |S| > 3 existiert ein beliebig langer nonre-
petitiver String.

Der Beweis dazu ist in [22] zu finden.
Die Theorie iiber sich nicht wiederholende Folgen ist fiir sich genommen schon
interessant und reichhaltig, kann aber doch noch erweitert werden.

Definition 5.7. Sei X eine unendliche Menge an Variablen und p = p;...pg
ein String {iber X. Ein String s = s; ... s, enthélt das variable Muster p, genau
dann wenn s in nicht - leere Blécke Bj ... Bj unterteilt werden kann, sodass
B; = Bj gilt, falls p; = p; gilt.
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Die Zerteilung in Blocke ist ein vollkommen neuer Ansatz und sollte sicherlich
auch in anderen Strukturen untersucht werden.

5.2.2 Mustervermeidung auf Graphen

Der zweite Punkt von [17] bezieht sich auf die Mustervermeidung unter dem
Teilaspekt, dass Graphen mit eingebunden werden. Wir betrachten beliebige
Graphen, wobei die Knoten mit Elementen aus S markiert werden.

Definition 5.8. Sei P ein einfacher Pfad auf einem markierten Graphen, dann
wird die Folge der Markierungen, welche P durchlauft, mit np bezeichnet.

Definition 5.9. Ein markierter Graph enthélt ein Muster w iiber S genau dann,
wenn es einen einfachen Pfad P gibt und der zugehorige String np das Muster w
enthélt. Ansonsten sprechen wir davon, dass der Graph das Muster w vermeidet
oder w-frei ist.

Bemerkung 5.10. Die obige Definition ist eine Verallgemeinerung der Muster-
vermeidung auf Strings, wobei es nicht relevant ist ob es sich um zusammenhén-
gende Muster, unzusammenhéngende Muster oder variable Muster handelt.

Die erste Fragestellung, die in diesem Kontext auftritt, ist, wie grof3 die Méch-
tigkeit des Alphabets sein muss, um iiberhaupt eine p-freie Markierung eines
Graphen zuzulassen.

Definition 5.11. Fiir einen Graphen G, ein Muster p ist die Musterchromati-
sche Zahl 7,(G) definiert als die minimale Anzahl an verschiedenen Elementen,
welche ein Alphabet enthalten muss, damit G p-frei markiert werden kann.

Leider gibt es in diesem Bereich noch nicht viele Ergebnisse. Dafiir gibt es
zahlreiche Vermutungen und die Hoffnung, dass noch einiges in dieser Richtung
erforscht werden kann.

5.3 Mengenpartitionen

Im dritten Teil unseres Kapitels kommen wir zu den Mengenpartitionen ba-
sierend auf den Aussagen von [18]. Wir werden uns auf die Menge {1,...,n}
beschénken.

Definition 5.12. Eine geordnete Partition einer Menge M ist definiert als ei-
ne Folge von geordneten nichtleeren Blocken, deren Vereinigung die Menge M
ergibt.
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Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit den geordneten Partitionen der Menge
{1,...,n} in k verschiedene Blocke, welche wir mit OP,, ; bezeichnen werden.
Klarerweise entspricht die Menge OP,,,, den Permutationen der Lénge n. Die
Definition der Mustervermeidung verlauft sehr &hnlich zu der der Permutationen.
Sie stellt aber in gewisser Hinsicht eine Verallgemeinerung dar.

Definition 5.13. Sei B = B, ... B;, eine Partition aus OP,, ;. Dann enthilt B
die Permutation p = p; ... p,, genau dann, wenn es Indizes 1 < iy < --- <1, <k
gibt, sodass b; in B;; enthalten sind, wobei die Folge b; ... b,, ordnungsisomorph
zu p sein muss. Andernfalls wird die Permutation vermieden.

Anders formuliert: Wenn es eine unzusammenhéngende Teilfolge an Blocken
gibt, welche je ein Element enthalten, woraus sich eine zu p ordnungsisomorphe
Folge ergibt.

Die geordneten Partitionen der Menge {1,...,n} in k Blocke, welche das Muster
p vermeiden wird mit OP,, ;(p) bezeichnet und die Méachtigkeit dieser Mengen
wird mit op,, ,(p) bezeichnet. Klarerweise gilt

oD, (P) = su(p)-

Es besteht also die Hoffnung, dass wir iiber die Mengenpartitionen einen neuen
Zugang zur Mustervermeidung in den Permutationen erhalten. Jedoch gestaltet
sich das Berechnen von op,, ;(p) als iiberaus schwierig, fiir die nicht-trivialen fille.

An dieser Stelle kommt eine neue Bijektion 6 ins Spiel.

Definition 5.14. Die Menge aller Strings iiber dem Alphabet {1, ..., k}, wobei
jede Zahl mindestens einmal vorkommen muss, wird mit SW,, ;, bezeichnet. Die
Menge aller oben beschriebenen Strings, welche zusétzlich das Muster p vermei-
den wird mit SW, x(p) bezeichnet.

Definition 5.15. Die Abbildung 0 : OP,, ;, — SW,,\; ist definiert als jene Abbil-
dung, welche der Partition B = By ... By das Wort #(B) = w; ... w, zuordnet,
wobei gilt, dass w; = j genau dann gilt, wenn ¢ € B; gilt.

Lemma 5.16. Die oben beschriebene Abbildung 6 ist wohldefiniert und eine
Bijektion.

Beweis. Wir beginnen mit der Wohldefiniertheit. Es wird jedem w; eine eindeu-
tige Zahl zugeordnet, da jedes 7 in genau einem Block vorkommt. Da jeder Block
nichtleer ist, muss auch jede der Zahlen j im String vorkommen.

Nun zeigen wir, dass es sich um eine Bijektion handelt indem wir zeigen, dass
es eine Inverse 61 gibt. Diese Abbildung ordnet jedem String s = s, ...s, eine
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geordnete Partition P = P ... P, der Menge {1,...,n} in k Blocke zu. Wobei
1 € P; gilt, genau dann wenn s; = j gilt.

U

Die Bijektion 6 ist besonders schon, da sie in natiirlicher Weise die Muster der
beiden Strukturen erhélt, vgl [18].

Satz 5.17. Eine geordnete Partition B aus OP,,, enthdlt eine Permutation p
genau dann, wenn das Wort 0(B) in SW,, das Muster p~' enthilt.

Korollar 5.18. Aus dem obigen Satz folgt fir n > 1, k > 1 und eine feste
Permutation p

Opn,k’(p) = ISWn,k(p_1)|
Aus diesem Korollar folgt wiederum folgende Proposition.

Proposition 5.19. Wir bezeichnen mit [j] die Menge {1, ..., 75} und mit A™(p)
die Menge aller Strings der Ldnge n tber dem Alphabet A, welche das Muster p
vermetden. Fir eine Permutation p und n,k > 1 gilt

st = 3 () 06

Beweis. Mit dem obigen Korollar und dem Inklusions-Exklustions-Prinzip folgt

[SWas(p™)l = Y (=) HA(ph).

ACIK]

Nun gibt es (f) Moglichkeiten Teilemengen der grofie j auszuwéhlen. Fiir jede
dieser Teilemengen mit |A| = j gilt offensichtlich |A™(p~1)| = |[j]"(p~!)|. Damit
erhalten wir das Gewiinschte.

U

Diese von Anisse Kasraoui [18, S. 3, Proposition 1.1] aufgestellte Aquivalenz
liefert uns einen Zugang, um die Zahlen op,, (p) explizit zu berechnen. Dies ist
ein wesentlicher Schritt, da, wie oben bereits bemerkt, die Zahlen op,, ,(s) dem
Term s, (p) entsprechen und damit von Bedeutung dafiir sein kénnten, in der
Mustervermeidung der Permutationen voranzukommen.
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6 Anwendungen

Schlussendlich sind wir im Teil iiber Anwendungen angelangt. Fiir rein mathe-
matische Themen ist dies ja nicht immer so einfach. Doch obwohl die Musterver-
meidung an sich als eher abstrakter gilt, gibt es doch direkte Anwendungen, zum
Beispiel in der Informatik, der Biologie oder bei der Logistik Firma Amazon.

6.1 Informatik

In der Informatik wird die Mustervermeidung in der Form von pattern - mat-
ching verwendet, denn beim 'common subexpression problem’ oder zu deutsch
"Problem der gemeinsamen Teilausdriicke’ treten (bindre) Baume auf, welche
moglichst komprimiert werden sollen. Ziel ist, es Teilbdume nur einmal vorkom-
men zu lassen und jedes weitere Vorkommen durch einen Pointer zum ersten Vor-
kommen zu erstzen. Bei dieser Prozedur wird aus dem Baum ein "dag”("directed
acyclic digraph”) und es kann mitunter einiges an Arbeit, Speicher etc. einge-
spart werden, vg. [19].

6.2 Biologie

Im Kapitel iiber Bindrbdume, genauer gesagt im Unterkapitel Unbalancierte
Teilbdume, wurde bereits erwdhnt, dass Baume, welche die Raupeneigenschaft
erfiillen, von Interesse fiir die Biologie sind. Desweiteren findet die Musterver-
meidung auch in einem anderen Teil der Biologie Anwendung, der Genetik. Hier
ist vorallem die Mustervermeidung in Strings von Bedeutung, beispielsweise bei
der Untersuchung der RNA. Diese besteht aus kurzen essenziellen Stiicken, auch
Module genannt, welche voneinander durch Sequenzen aus zufélligen Basenpaa-
ren getrennt sind. Die Aufgabe ist nun, wichtige und unwichtige Sequenzen
voneinander zu unterscheiden, was durch eine Kombination aus Statistik und
Mustervermeidung realisiert wird, vgl. [20].

6.3 Praktische Anwendung

Die Inforamtionen dieses Unterkapitels stammen aus [21].

Es gibt tatséchlich auch praktische Anwendungen fiir die Mustervermeidung. Bei
der Firma Amazon etwa werden Roboter zum Warentransport innerhalb eines
Lagers verwendet. Die Roboter miissen pro Stiick, das in ein Paket gepackt
wird, vier Arbeitsschritte bewéltigen. Der erste Schritt (die Ware nehmen) und
der letzte Schritt (die Ware abliefern), sind eindeutig. Die Schritte zwei und drei
jedoch konnen auch vertauscht werden. Aus diesem Grund kénnen die einzelnen
Arbeitsschritte durch einen Diamanten dargestellt werden.
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Definition 6.1. Ein Diamant mit n Knoten ist definiert als Graph mit n Knoten,
wobei es zwei Ausgezeichnete Knoten 0 und 1 gibt. Die 0 bildet die erste Ebene.
In der zweiten Ebene befinden sich die restlichen n — 2 Knoten, alle verbunden
zur 0 und in der obersten Ebene befindet sich die 1, welche zu allen Knoten
in der mittleren Ebene verbunden ist. Die Menge &, 4 bezeichnet die geordnete
Menge von d Diamanten mit n Knoten, wobei alle Knoten auf folgende Weise mit
Markierungen aus der Menge {1, ..., nd} markiert sind. Jeder Knoten bekommt
eine eindeutige Markierung, wobei fiir jeden Diamanten gelten muss, dass die 1
die grofite Markierung und die 0 die kleinste Markierung erhalten muss.

Das Verpacken eines Pakets mit d Waren kann durch ein Element aus &4
beschrieben werden. Seien nun ohne Beschrinkung der Allgemeinheit die Waren
ihrem Gewicht nach geordnet. Das bedeutet, der erste Diamant entspricht dem
schwersten Paket und der letzte Diamant entspricht dem leichtesten. Hier tritt
nun ein Problem auf, denn die Markierung der 1 entspricht dem Zeitpunkt, zu
dem die Waren abliefert und ins Paket gegeben werden.

Beispiel 6.2. Hier sehen wir ein Element aus &, 3.

10 1 7 3 4 5

Abbildung 7

Es gilt, dass das leichteste Pakekt zum Zeitpung 6 abgelegt wird, darauf liegt
das mittlere Paket mit Markierung 8 und zu guter letzt kommt das schwerste
Paket zum Zeitpungt 12.

Fiir einen Diamanten d gibt es eine zugehorige Permutation ;. Diese ent-
spricht der Markierung der 0, gefolgt von den Markierungen der mittleren Ebe-
ne, gelesen von links nach rechts, abgeschlossen durch die Markierung der 1. Fiir
ein Element E aus &, 4 gibt es eine korrespondierende Permutation 7g. Diese
entspricht der Permutation 77y ... 74, wobei die Permutation 7; die zum i-ten
Diamanten zugehorige Permutation bezeichnet.

An dieser Stelle kommt die Mustervermeidung ins Spiel, denn das Problem, das
im obigen Beispiel illustriert wird, kann dadurch vermieden werden, dass die
entsprechende Permutation das Muster 321 vermeidet.
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Der Einfachheit halber werden wir ab hier mit &; die Menge &, 4 bezeichnen. Sol-
che Diamanten, welche Muster aus der Menge P vermeiden, werden mit £;(P)
bezeichnet. An dieser Stelle wollen wir bemerken, dass fiir ein Element E aus
&4(P) und mit zugehoriger Permutation 7g, das Revers - Komplement 7} wieder
eine Permutation eines Elements aus £;(P) ist.

Proposition 6.3. Sei E4(P)™ :={F : g = 7"° A7 ist die zugehorige Permu-
tation eines Elements aus E4(P)}, so gilt

Ea(P)" = Ea(P"). (45)

Aus dieser Proposition folgt, dass zwei Permutationen Wilf - Aquivalent sind,
falls sie revers - komplementér zueinander sind. Fiir Permutationen der Léange
drei gilt damit: 132 ~y 213 und 231 ~y 312.

Wir starten mit der Fragestellung, wie viele Elemente die Menge £; hat.

Satz 6.4. Firn >4 und d > 1 gilt

 (vad)!
[Enal = nd(n —1)4

Beweis. Fiir einen Diamanten mit n Knoten sind zwei Knoten eindeutig zu mar-
kieren. Die restlichen n — 2 Knoten kdnnen in beliebiger Weise markiert werden.
Es gibt also (n — 2)! Moglichkeiten. Fiir d Diamanten gibt es demnach

(d’ nd7d) (n— 210 = (nd)!((n =2)H)*  (nd)!

(n!)d ni(n —1)4

Moglichkeiten.

O

Nun, da wir einige grundlegende Dinge geklédrt haben, beschéftigen wir uns
mit den Mustern der Lénge drei, beginnend mit dem leichtesten.

Korollar 6.5. Fiir das Muster p = 123 gilt

|Ena(p)] = 0.

Beweis. Die Permutation jedes Diamanten muss klarerweise das Muster 123 ent-
halten. Damit gibt es kein zuléssiges Element, welches dieses Muster vermeidet.

O
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Fiir das néchste Muster fanden die Autoren [21] eine natiirliche Bijektion von
der Menge &,(132) zu den Gitterpfaden wie sie im Appendix 6.3 beschrieben
werden. Diese Bijektion konnte einige Eigenschaften der Permutationen, welche
das Muster 132 vermeiden, erhalten, ndmlich die rechts - links Maxima, die
Abstiege und die Lange der langsten aufsteigenden Teilfolge. Daraus resultiert
die folgende Aquivalenz.

Korollar 6.6.
(d(n+1))
d

Ena(132)| = |£,4(213)| = ——=+
£na(132)] = |&,a(213)] =~

Das néchste Muster, das wir betrachten wollen, entspricht der Permutation
231. Dank Proposition 6.3 gelten alle Ergebnisse gleichzeitig auch fiir das Muster
312. Die Autoren von [21] konnten hier eine Rekursion aufstellen. Fiir die Zahlen
af ; gilt Folgendes.

Satz 6.7.
d—1
gn,d(z?)l) = Sn7d<312) = a’i,n = a1dl,n71 + Z ai,nflaijrzi
i=1

mit den Startwerten

1, falls j =1
aihj: Cjoy, fallsj=2,...,n-1

Ch_o, falls j=n.

Damit sind fiinf der sechs Permutationen der Lange drei abgehandelt. In [21]
wurden auch noch jene Félle untersucht, in denen zwei oder mehrere Permu-
tationen der Lénge drei vermieden werden. Das Muster 321 stellt sich als das
schwerste heraus und leider waren die Autoren nicht in der Lage, es zu losen.
Damit bleibt es offen und ist représentativ dafiir, dass es im Gebiet der Muster-
vermeidung noch viel zu erforschen gibt.
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Appendix
Fine-Zahlen
Die Fine-Zahlen sind eng verwandt mit den Catalan-Zahlen. Die Informatio-

nen dieses Abschnitts und noch weitere sind in [24] zu finden.

Definition 6.8. Die Fine-Zahlen f,, sind definiert als Koeffizienten der erzeu-
genden Funktion F(z) =) f,z". Es gilt

Fla) = 1- 93210(:76)2 1 f(g()x)’ (46)
wobei
C(a) = 1= W
gilt.
Lemma 6.9. FEs gilt
i =5 e

Ballot-Zahlen

Die Definition der Ballot-Zahlen und auch deren explizite Formel stammt aus

[25].

Definition 6.10. Sie Ballot-Zahlen b, ;, sind durch folgende Rekursion definiert.
Firn > 0und k£ > 0 gilt

k
bn,k - Z bn—l,j‘ (48)
=0

Mit den Startwerten by = 1 und fiir £ > 0 gilt by = 0.

Lemma 6.11. Die explizite Formel fiir die Ballot-Zahlen entspricht

b _n—k+1 n—+k
k= n-+1 n

fir 0 <k <n.
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Allgemeine Gitterpfade

Wir wollen noch eine weitere allgemeinere Definition von Gitterpfaden, oder
auch Nord-Ost-Pfaden angeben.

Definition 6.12. Ein Nord-Ost-Pfad ist definiert als ein Gitterpfad von (0, 0)
nach (n, kn) mit Schritten N = (0,1) und F = (1,0), welche schwach unter der
Geraden y = kx liegen.

Bemerkung 6.13. Fiir das entsprechende Wort aus { N, E'} gilt, dass vor jedem
i-ten N-Step bereits k x ¢ E-Steps gemacht worden sein miissen.

Lemma 6.14. Die Zahl solcher Pfade entspricht

i)

Bemerkung 6.15. Fiir £ = 1 entsprechen diese Pfade den Dyck-Pfaden, welche
durch eine einfache Drehspiegelung erhalten werden koénnen.

Schroder-Zahlen

Die Definition der Schroder Pfade passt nicht ganz zu der aus dem Kapitel iiber
Gitterpfade, darum wollen wir sie hier kurz extra anfithren. Wir betrachten die
Exursionen mit Schritten aus dem Alphabet S = {(1,3),(2,2),(1,—1)} von
(0,0) nach (4n,0). Wobei zu beachten ist, dass der Eintrag (2,2) einem Schritt
um zwei Einheiten entlang der x-Achse und zwei Einheiten entlang der y-Achse
entspricht.

Definition 6.16. Die Schroder-Zahlen S,, beschreiben die Anzahl der Schroder-
Pfade der Léange n.

Bemerkung 6.17. Schroder Pfade konnen auch als Nord-Ost-Pfade mit den
Schritten S = {(0,1),(1,1),(1,0)} interpretiert werden.

Lemma 6.18. FEs gilt

1 & (kn+ 1\ (kn+]
S”‘anZ(n—j)( j )

=0

Kontraktion

Sei G = (V,E) ein Graph mit Knotenmenge V' und Kantenmenge E, zwei
Knoten v und w durch eine Kante e mit einander Verbunden, dann entspricht
fiir den Graphen G die Kontraktion der Kante e, G' = (V', E'). Wobei V' = V'\v
gilt und die Menge E’ der Menge E ohne der Kante e entspricht, wobei zusétzlich
jede Kante, welche den Knoten v mit einem anderen Knoten s verbinden wiirde,
stattdessen den Knoten w mit s verbindet.
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