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DIE ZENTROAFFINE FAMILIE VONRELATIVNORMALEN UND IHRE MINIMALFL�ACHENH. PABEL AND R. KEILBACH1. GrundlagenUntersuchungsgegenstand sind Hyper�achen des aÆnen Raumes, o.E.in C1-Parametrisierungen x : G � Rn ! Rn+1 , die mit einer Relativ-normalen ausgestattet sind, also einem transversalen C1-VektorfeldN : G ! Rn+1 , so da� f�ur tangentiale Vektorfelder X, Y Ableitungs-gleichungen der �ublichen FormdYX = rYX + h(X; Y ) �N; dYN = �S(Y ) + 0 �Ngelten; die Richtungsableitungen von N sollen also stets im Tangenti-alraum der Fl�ache liegen. Diese Ableitungsgleichungen de�nieren- einen (symmetrischen) N-Zusammenhang r ,- eine (symmetrische) quadratische Grundform h- (im folgenden stets als regul�ar vorausgesetzt) und- einen Shape-Operator bzw. Weingarten-Endomorphismus S mitGau�kr�ummung K = det S und Mittlerer Kr�ummung H =1n trS .Weiter induziert die quadratische Form h einen Levi-Civita-Zusammen-hang br.Jede solche RelativnormaleN liefert zwei im allgemeinen verschiede-ne Volumenformen, die N-Volumenform ! := det(x1; : : : ; xn; N) sowiedie h-Volumenform !h := �pj det(h(xi; xj))j, wenn xi die partielleAbleitung der Fl�ache nach dem i-ten Parameter bezeichnet. Die zu-geh�origen Volumina seien VN := RB ! und Vh := RB !h mit einemgeeigneten Bereich B � G.Als (Relativ-) Minimal�achen bezeichnen wir solche Fl�achen, beidenen die 1. Variation von VN bzw. Vh bez�uglich Vergleichs�achenxt = x+ t f N mit f j@B = 0, grad f j@B = 0 verschwindet.2000 Mathematics Subject Classi�cation. 53A15.c2001 Institut f�ur Geometrie, TU Wien ISBN 3-902233-00-19



10 H. PABEL AND R. KEILBACHBenutzt man die euklidische Normale Ne, so liefert das Verschwindender 1. Variation wegen ! = pdet I einmal die gew�ohnlichen euklidi-schen Minimal�achen und wegen !h = �pj det IIj auch die sogenann-ten Minimal�achen der 2. Grundform II.Die Bedingung ! = !h kennzeichnet gerade die Blaschkesche AÆn-normale Nb der �aquiaÆnen Geometrie mit ihren AÆnminimal�achen.Im folgenden eine Rolle spielen wird noch die Tschebysche�-FormT �, de�niert durch T �(X) = dX log j !!h j, bzw. das Tschebysche�-Vek-torfeld T = h�1(T �). Es mi�t in gewisser Weise den Unterschied derbeiden Volumenformen ! und !h, und in der �aquiaÆnen Geometrie giltdie "Apolarit�ats\-Gleichung T � 0.Zwei Relativnormalen N und stehen in der BeziehungeN = q �N � Zqmit einer St�utzfunktion q und einem tangentialen VerschiebungsvektorZq = h�1(dq) (d.h. es gilt h(Zq; Y ) = dY q). Untersucht man, wie sichdie zugeh�origen Volumenformen verhalten, so erh�alt man nach kurzerRechnung die Gleichungene! = q � ! ; e!eh = q�n=2 � !h :2. Die Manhartsche Familie von Relativnormalen undihre Minimalfl�achenDie euklidische Normale Ne und die Blaschkesche AÆnnormale Nb las-sen sich in eine Einparameterfamilie von Relativnormalen einbetten(siehe [7]). Ausgehend von der euklidischen Normalen kann man sie inder FormN� = jKej�Ne � Z� = jKej� [Ne � �h�1e (d log jKej) ] (� 2 R)mit der euklidischen Gau�kr�ummung Ke und der euklidischen zweitenGrundform he darstellen. Die zugeh�origen Volumenformen sind!� = det(x1; : : : ; xn; N�) = jKej� !e ;!h� = �qj det(h�(xi; xj))j = jKej(1�n�)=2 !eund man stellt fest, da� sich jedes h�-Volumen als Ne�-Volumen bez�ug-lich des Scharparameters e� = (1� n�)=2 auffassen l�a�t.Als weitere Spezialf�alle erh�alt man noch die Normalen der 2. und 3.euklidischen Grundform. Die folgende Tabelle gibt eine Zusammenfas-sung:



DIE ZENTROAFFINE FAMILIE VON RELATIVNORMALEN. . . 11� N� !� !h�0 Ne !e !he = jKej1=2 !e euklidische Normale1n+ 2 Nb !b = !hb = jKej 1n+2 !e Blaschkesche AÆnn.1=2 NII !II = jKej1=2 !e !hII = jKej 12�n4 !e Normale d. 2. Grundf.1 NIII !III = jKej!e !hIII = jKej 1�n2 !e Normale d. 3. Grundf.Aus der obigen Darstellung der EinparameterfamilieN� ist noch folgen-de sch�one geometrische Eigenschaft abzulesen: In einem festen Fl�achen-punkt liegen alle Scharnormalen in einer Ebene (siehe Heil [3]).Zur Bestimmung der Minimal�achen bez�uglich der Volumina VN� undVh� (der Index � wird im folgenden unterdr�uckt) kann man die 1. Va-riation von VN = RB ! bzw. Vh = RB !h bez�uglich Vergleichs�achent 7! xt = x + t f N mit f j@B = 0, grad f j@B = 0 berechnen und erh�altV 0N(0) = RB (�� 1)nH f ! bzw.V 0h(0) = �12 RB (�n+ 1)n (H � tr brT ) f !hmit der jeweiligen Mittleren Kr�ummung H und der kovarianten Ab-leitung des Tschebysche�-Vektorfeldes T bez�uglich des von der qua-dratischen Grundform h induzierten Levi-Civita-Zusammenhangs. AlsSpezialf�alle hat man:(1) � = 0 (Euklidische Geometrie)V 0N(0) = � RB nH f !V 0h(0) = V 0II(0) = �12 RB n (H + 12n � log jKj) f !hDie letzte Gleichung wurde schon von Gl�assner [2] 1974 f�urden Spezialfall n = 2 angegeben.(2) � = 1n+2 (�AquiaÆne Geometrie)V 0N(0) = V 0h(0) = RB (�� 1)nH f !(3) � = 12 (Geometrie der 2. euklidischen Grundform)V 0N(0) = V 0II(0) = �12 RB nH f !(In den beiden Darstellungen von V 0II(0) wird unter 1. die eu-klidische Mittlere Kr�ummung H = He, unter 3. die MittlereKr�ummung H = H1=2 zum Parameter � = 1=2 benutzt !)



12 H. PABEL AND R. KEILBACH(4) � = 1 (Geometrie der 3. euklidischen Grundform)V 0N(0) = 0 (und auch V 00N(0) = 0)Als Ergebnis l�a�t sich festhalten: Alle Minimal�achen (hier als Fl�achenmit V 0N(0) = 0, also als Extremalen des N-Volumens) sind (f�ur � 6=1) durch das Verschwinden der (jeweiligen) Mittleren Kr�ummung Hgekennzeichnet.Auch die 2. Variation V 00N(0) (und auch V 00h (0)) lie�e sich angeben, liefertaber schon in der �aquiaÆnen Geometrie keine einheitlichen Aussagen�uber die Art des Extremums. (Calabi und andere sprechen dort sogarvon "AÆnmaximal�achen\, siehe etwa [1_)Als konkrete Beispiele f�ur N -Minimal�achen (n = 2) k�onnen die Wen-del�ache (Minimal�ache f�ur jedes �) und die Thomsen�achen (Mini-mal�achen f�ur � = 0 und � = 1=4) genannt werden.3. Die zentroaffine Familie von Relativnormalen und ihreMinimalfl�achenEine weitere bekannte Relativnormale ist die zentroaÆne Normale Nc:= o � x bez�uglich eines festen Ursprungs o. Bei ihrer Verwendungerh�alt man f�ur den Weingartenendomorphismus S = Id, also f�ur Gau�-sche und Mittlere Kr�ummung K = H � 1.Nach einem Vorschlag von Wang 1994 (siehe [8]) sollte man wegender 1. Variation V 0h(0) = 12 RB n tr (brT ) f !h den Operator eS := brTals neuen Shape-Operator de�nieren und h�atte dann die Kennzeich-nungx zentroaÆne Minimal�ache (als Extremale des h-Volumens)() eH := 1n tr eS = 0 :Dieses Vorgehen erscheint nicht plausibel, da tr (brT ) schon in der Man-hartschen Familie nur als Korrekturterm zur Mittleren Kr�ummung beider Bestimmung der Vh-Minimal�achen auftaucht. Hier soll ein andererZugang vorgestellt werden:Aus konvexgeometrischen Untersuchungen ist eine Einparameter-schar p 7! Vhp von Volumina bekannt, welche das zentroaÆne (f�urp = n + 1) und das �aquiaÆne h-Volumen (f�ur p = 1) enth�alt (siehe



DIE ZENTROAFFINE FAMILIE VON RELATIVNORMALEN. . . 13Leichtwei� [5] S. 160). Es giltVhp = ZB � jKejhNe; Ncin+2� pn+1+p !c :Berechung der zugeh�origen Relativnormalen liefert nach Eliminationder euklidischen Hilfsgr�o�en Ke und Ne eine Einparameterschar dergleichen Form wie die Manhartsche Familie. Mit � = n+1�pn(n+1+p) erh�altmanN� = j eKcj�Nc � Z� = j eKcj� [Nc � �h�1c (d log j eKcj) ] (� 2 R)mit der Gr�o�e eKc = det hc(xi; xj)det(x1; : : : ; xn:Nc)2 = ��!hc!c �2;welche an die Stelle der euklidischen Gau�kr�ummung Ke tritt. Dieseist zwar verschieden von der zentroaÆnen Gau�kr�ummung Kc � 1,aber in der Manhartschen Familie gilt ebenfallsKe = det IIdet I = ��!he!e �2 :F�ur die zugeh�origen Volumenformen erh�alt man wie oben!� = det(x1; : : : ; xn; N�) = j eKcj� !c ;!h� = �qj det(h�(xi; xj))j = j eKcj(1�n�)=2 !cund Spezialf�alle dieser zentroaÆnen Familie sind folgender Tabelle zuentnehmen:� N� !� !h�0 Nc !c !hc = j eKcj1=2 !c zentroaÆne Normale1n+ 2 Nb !b = !hb = j eKcj 1n+2 !c Blaschkesche AÆnnormale1 N1 !1 = j eKcj!c !h1 = j eKcj 1�n2 !c (Ausnahme-Normale)Wieder liegen in einem festen Fl�achenpunkt alle Scharnormalen in einerEbene. Diese schneidet die Ebene der Manhartschen Normalen in derBlaschkeschen AÆnnormalen.Zur Bestimmung der Minimal�achen bez�uglich der Volumina VN� undVh� (der Index � wird im folgenden wieder unterdr�uckt) kann man die



14 H. PABEL AND R. KEILBACH1. Variation von VN = RB ! bzw. Vh = RB !h jetzt wie folgt berechnen:V 0N(0) = ZB [(�� 1)nH + (�(n+ 2)� 1)j eKcj�] f ! bzw.V 0h(0) = �12 ZB [(�n+ 1)n (H � tr brT )�(�(n + 2� 1)n j eKcj�] f !hmit der jeweiligen Mittleren Kr�ummung H und der kovarianten Ab-leitung des Tschebysche�-Vektorfeldes T wie in der Manhartschen Fa-milie und zus�atzlich mit Termen, die die oben eingef�uhrte Gr�o�e eKcenthalten. Als Spezialf�alle hat man hier:(1) � = 0 (ZentroaÆne Geometrie)V 0N(0) = � RB (n+ 1) f ! ( i:a:6= 0)Zum zentroaÆnen Volumen VN gibt es also keine Minimal-�achen.V 0h(0) = �12 RB n tr (brT ) f !hDie Extremalen hierzu sind die zentroaÆnen Minimal�achen imSinne von Wang.(2) � = 1n+2 (�AquiaÆne Geometrie)V 0N(0) = V 0h(0) = RB (�� 1)nH f !(3) � = 1 (Ausnahme-Geometrie)V 0N(0) = RB(n+ 1) j eKcj f ! ( i:a:6= 0)Auch in dieser Geometrie gibt es im allgemeinen keine Mini-mal�achen bez�uglich des Volumens VN . Sie spielt eine Sonder-rolle, ebenso wie die Geometrie der dritten Grundform in derManhartschen Familie, in der bez�uglich des Volumens VN alleFl�achen Minimal�achen sind.Auch die 2. Variation V 00N(0) (und auch V 00h (0)) lie�e sich wieder ange-ben, liefert aber in keinem der F�alle einheitlichen Aussagen �uber denTyp des Extremums.Konkrete Beispiele f�ur zentroaÆne h-Minimal�achen (n = 2) sinddie eigentlichen AÆnsph�aren mit Zentrum o (bei ihnen verschwindet



DIE ZENTROAFFINE FAMILIE VON RELATIVNORMALEN. . . 15T , also auch brT ). Fl�achen, die gleichzeitig zentroaÆne und �aquiaÆneMinimal�achen sind, wurden von Liu 1996 bestimmt (siehe [6]); zuihnen geh�ort unter anderen wieder die Wendel�ache. Weiteres �uberMinimal�achen aus der zentroaÆnen Familie scheint nicht bekannt zusein. Literatur[1] Calabi, E. :Hypersurfaces with maximal aÆnely invariant area. Amer. J. Math104 (1982), 91-126.[2] Gl�assner E. : �Uber die Minimal�achen der zweiten Fundamentalform. Mo-natsh. Math. 78 (1974), 193-214.[3] Heil, E. : Relative and aÆne normals. Result. Math. 13 (1988), 240-254.[4] Keilbach R. : Minimal�achen und Bj�orlingsches Problem in der Relativgeo-metrie. Dissertation, W�urzburg 2000.[5] Leichtwei�, K. : AÆne geometry of convex bodies. Barth, Leipzig 1998.[6] Liu, H. : Classi�cation of surfaces in R3 which are centroaÆne-minimal andequiaÆne-minimal . Bull. Belg. Math. Soc. 3 (1996), 577-583.[7] Manhart, F. : Zur Di�erentialgeometrie der 2. Grundform. Forschungszen-trum Graz, Berichte 219 (1984), 221-226.[8] Wang, Ch. : CentroaÆne minimal hypersurfaces in Rn+1 . Geom. Dedicata 51(1994), 63-74.H. Pabel, R. KeilbachMathematisches Institutder Universit�at W�urzburgAm HublandD-97074 W�urzburgemail: pabel@mathematik.uni-wuerzburg.de


