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DIE ZENTROAFFINE FAMILIE VON
RELATIVNORMALEN UND IHRE MINIMALFLACHEN

H. PABEL AND R. KEILBACH

1. GRUNDLAGEN

Untersuchungsgegenstand sind Hyperflichen des affinen Raumes, o.E.
in C°°-Parametrisierungen z : G C R* — R""!, die mit einer Relativ-
normalen ausgestattet sind, also einem transversalen C'°°-Vektorfeld
N : G — R, so daB fiir tangentiale Vektorfelder X, Y Ableitungs-
gleichungen der iiblichen Form

dyX =VyX +h(X,Y)-N, dyN=-S(Y)+0-N

gelten; die Richtungsableitungen von N sollen also stets im Tangenti-
alraum der Flédche liegen. Diese Ableitungsgleichungen definieren

- einen (symmetrischen) N-Zusammenhang V

- eine (symmetrische) quadratische Grundform h

- (im folgenden stets als regulér vorausgesetzt) und

- einen Shape-Operator bzw. Weingarten-Endomorphismus S mit

GauBkrimmung K = det S und Mittlerer Kriimmung H =
Ltrs.

Weiter induziert die quadratische Form h einen Lewvi-Civita-Zusammen-
hang v.

Jede solche Relativnormale N liefert zwei im allgemeinen verschiede-
ne Volumenformen, die N-Volumenform w := det(x,...,z,, N) sowie
die h-Volumenform wy, = x./|det(h(z;,z;))|, wenn z; die partielle
Ableitung der Flache nach dem i-ten Parameter bezeichnet. Die zu-
gehorigen Volumina seien Vy = fB w und V, = fB wp mit einem
geeigneten Bereich B C G.

Als (Relativ-) Minimalfiichen bezeichnen wir solche Fléchen, bei
denen die 1. Variation von Vy bzw. V}, beziiglich Vergleichsflichen
zy=x+tf N mit flopp =0, grad f|sp = 0 verschwindet.
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Benutzt man die euklidische Normale N,, so liefert das Verschwinden
der 1. Variation wegen w = v/detl einmal die gewohnlichen euklidi-
schen Minimalflichen und wegen w;, = ++/|detII| auch die sogenann-
ten Minimalflichen der 2. Grundform II.

Die Bedingung w = w;, kennzeichnet gerade die Blaschkesche Affin-
normale N, der dquiaffinen Geometrie mit ihren Affinminimalflichen.

Im folgenden eine Rolle spielen wird noch die Tschebyscheff-Form
T*, definiert durch T*(X) = dx log ||, bzw. das T'schebyscheff-Vek-
torfeld T = h~'(T*). Es mifit in gewisser Weise den Unterschied der
beiden Volumenformen w und wy,, und in der dquiaffinen Geometrie gilt
die ,,Apolaritéits“-Gleichung T' = 0.

Zwei Relativnormalen N und stehen in der Beziehung

N=gq-N-2,

mit einer Stiitzfunktion ¢ und einem tangentialen Verschiebungsvektor
Z,=h7'(dq) (d.h. es gilt h(Z,,Y) = dyq). Untersucht man, wie sich
die zugehorigen Volumenformen verhalten, so erhélt man nach kurzer
Rechnung die Gleichungen

~ ~ —n/2
Ww=q- -w, wﬁzq /-wh.

2. DIE MANHARTSCHE FAMILIE VON RELATIVNORMALEN UND
IHRE MINIMALFLACHEN

Die euklidische Normale N, und die Blaschkesche Affinnormale N, las-
sen sich in eine Einparameterfamilie von Relativhormalen einbetten
(siehe [7]). Ausgehend von der euklidischen Normalen kann man sie in
der Form

= [KJ* N, — Zo = |K.J* [N, —ah. '(dlog|K.))] (0 €R)

mit der euklidischen Gauflkriimmung K, und der euklidischen zweiten
Grundform h, darstellen. Die zugehorigen Volumenformen sind

we = det(xy,...,xn, Ny) = | K| we,

wn, = Ey/|det(halei,2))] = K| w,

(o3

und man stellt fest, daf} sich jedes h,-Volumen als Nz-Volumen beziig-
lich des Scharparameters @ = (1 — n«)/2 auffassen la8t.

Als weitere Spezialfille erhélt man noch die Normalen der 2. und 3.
euklidischen Grundform. Die folgende Tabelle gibt eine Zusammenfas-
sung:
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« N, wq Whe,
0 N, we wh, = |K6|1/ 2w,  euklidische Normale
1
Ny wp = wp, = |Ke|%+2 we  Blaschkesche Affinn.
n+ 2

1/2  Nip wn = |Ke|Y?we wpy, = |Ke|%_% we Normale d. 2. Grundf.

1 N wm = |Kelwe why = |Ke| =" we Normale d. 3. Grundf.

Aus der obigen Darstellung der Einparameterfamilie N, ist noch folgen-
de schone geometrische Eigenschaft abzulesen: In einem festen Flichen-
punkt liegen alle Scharnormalen in einer Ebene (siehe HEIL [3]).

Zur Bestimmung der Minimalfiichen beziiglich der Volumina Vy, und
Vi, (der Index o wird im folgenden unterdriickt) kann man die 1. Va-
riation von Vy = [, w baw. V, = [, w), beziiglich Vergleichsflichen
t—ax,=x+tfN mit flgp =0, grad f|sp = 0 berechnen und erhilt

Vi) = [,(a=1)nHfw bzw.
VI0) = =L [ (en+1)n(H —trVT) fuw,

mit der jeweiligen Mittleren Kriimmung H und der kovarianten Ab-
leitung des Tschebyscheff-Vektorfeldes T' beziiglich des von der qua-
dratischen Grundform h induzierten Levi-Civita-Zusammenhangs. Als
Spezialfille hat man:

(1) o = 0 (Euklidische Geometrie)
Vi(0)=— [z nHfw
Vi(0) = Vi(0) = =3 [ n(H + 55 Alog [K]) fw

Die letzte Gleichung wurde schon von GLASSNER [2] 1974 fiir
den Spezialfall n = 2 angegeben.

(2) a = n%-z (Aquiaffine Geometrie)

Vi) =Vi(0) = [z la=1)nH fu

(3) a = 5 (Geometrie der 2. euklidischen Grundform)

1
2
Vi(0) =Vi(0) = =5 [ nH fw

(In den beiden Darstellungen von V{}(0) wird unter 1. die eu-

klidische Mittlere Kriimmung H = H,., unter 3. die Mittlere
Krimmung H = H,/, zum Parameter a = 1/2 benutzt !)
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(4) a = 1 (Geometrie der 3. euklidischen Grundform)

Vi(0) =0 (und auch Vy(0) = 0)

Als Ergebnis 148t sich festhalten: Alle Minimalfidchen (hier als Flichen
mit V;(0) = 0, also als Extremalen des N-Volumens) sind (fir o #
1) durch das Verschwinden der (jeweiligen) Mittleren Krimmung H
gekennzeichnet.

Auch die 2. Variation V{(0) (und auch V;'(0)) lieBe sich angeben, liefert
aber schon in der dquiaffinen Geometrie keine einheitlichen Aussagen
iiber die Art des Extremums. (CALABI und andere sprechen dort sogar
von ,Affinmaximalflichen“, siehe etwa [1)

Als konkrete Beispiele fiir N-Minimalflichen (n = 2) kénnen die Wen-
delfliche (Minimalfliche fiir jedes «) und die Thomsenflichen (Mini-
malflichen fiir « = 0 und @ = 1/4) genannt werden.

3. DIE ZENTROAFFINE FAMILIE VON RELATIVNORMALEN UND IHRE
MINIMALFLACHEN

Eine weitere bekannte Relativnormale ist die zentroaffine Normale N,
:= 0 — x bezliglich eines festen Ursprungs o. Bei ihrer Verwendung
erhélt man fiir den Weingartenendomorphismus S = Id, also fiir Gauf}-
sche und Mittlere Kriimmung K = H = 1.

Nach einem Vorschlag von WANG 1994 (siehe [8]) sollte man wegen
der 1. Variation V;/(0) = 1 [, ntr( (VT) fw, den Operator S := VT
als neuen Shape-Operator definieren und hétte dann die Kennzeich-
nung

x zentroaffine Minimalfliche (als Extremale des h-Volumens)

1 ~
<— H:=—-trS=0.
n

Dieses Vorgehen erscheint nicht plausibel, da tr (@T) schon in der Man-
hartschen Familie nur als Korrekturterm zur Mittleren Kriimmung bei
der Bestimmung der V,-Minimalflichen auftaucht. Hier soll ein anderer
Zugang vorgestellt werden:

Aus konvexgeometrischen Untersuchungen ist eine Einparameter-
schar p +— Vj, von Volumina bekannt, welche das zentroaffine (fiir
p = n+ 1) und das #dquiaffine h-Volumen (fiir p = 1) enthélt (siehe
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LEICHTWEISS [5] S. 160). Es gilt

y4
|Ke| n+1+p
Vie=| | v oo .
h / <<N6,Nc>n+2 “

Berechung der zugehérigen Relativnormalen liefert nach Elimination
der euklidischen Hilfsgroflen K, und N, eine Einparameterschar der

gleichen Form wie die Manhartsche Familie. Mit o = 771(’:3:1;7’ erhélt
P)
man

No = |Ko|* Ne — Zo = | K |*[ N, — a b (d1og|K.])] (€ R)
mit der Grofle

~ det he(z;, ;) —i(wh0>2
7 det(wy,...,1,.N)2 we /)’

welche an die Stelle der euklidischen Gauflkriimmung K, tritt. Diese
ist zwar verschieden von der zentroaffinen GauBkrimmung K. = 1,
aber in der Manhartschen Familie gilt ebenfalls

Ke:detII:i wh, 2'
det1 We

Fiir die zugehorigen Volumenformen erhélt man wie oben

we = det(zy,...,zn, Ny) = |I}C|awc,
wn, = Ey/|det(halai, 1)) = K072 w,

(o3

und Spezialfille dieser zentroaffinen Familie sind folgender Tabelle zu
entnehmen:

« N, wq Wh,,
0 N, w, Wh, = |I?c|1/ 2w, zentroaffine Normale

- —ll- 5 Ny, wy = wp, = |I~(c|%+2 w. Blaschkesche Affinnormale
1 N1 w; = |IZ’C| We Wh = |IZ’C|PTn we  (Ausnahme-Normale)

Wieder liegen in einem festen Fldchenpunkt alle Scharnormalen in einer
Ebene. Diese schneidet die Ebene der Manhartschen Normalen in der
Blaschkeschen Affinnormalen.

Zur Bestimmung der Minimalfiichen beziiglich der Volumina Vy_ und
Vi, (der Index o wird im folgenden wieder unterdriickt) kann man die
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1. Variation von Vy = [, w bzw. Vj, = [, wy, jetzt wie folgt berechnen:

Vw0 = /B[(O‘—l)nH+(a(n+2)—1)|ffc|a]fw bzw.

Vo) = =5 [ len+)n - uvT)

—(a(n +2 = 1)n|KJ|% f ws

mit der jeweiligen Mittleren Kriimmung H und der kovarianten Ab-
leitung des Tschebyscheff-Vektorfeldes 7" wie in der Manhartschen Fa-
milie und zusétzlich mit Termen, die die oben eingefiihrte Grofie K,
enthalten. Als Spezialfille hat man hier:

(1)

a = 0 (Zentroaffine Geometrie)

Vo) =~ [y (nt+1) fw (£0)

Zum zentroaffinen Volumen Vy gibt es also keine Minimal-
flachen.

V/(0) = —% I ntr(@T)fwh

Die Extremalen hierzu sind die zentroaffinen Minimalflichen im
Sinne von WANG.

1
n—+2

Vi(0) =Vi(0) = [yla=1)nH fuw

a = (Aquiaffine Geometrie)

a = 1 (Ausnahme-Geometrie)

Ve(0) = [,(n+ 1)K fo (% 0)

Auch in dieser Geometrie gibt es im allgemeinen keine Mini-
malflichen beziiglich des Volumens V. Sie spielt eine Sonder-
rolle, ebenso wie die Geometrie der dritten Grundform in der
Manhartschen Familie, in der beziiglich des Volumens Vy alle
Flachen Minimalflachen sind.

Auch die 2. Variation V}J(0) (und auch V}(0)) lieBe sich wieder ange-
ben, liefert aber in keinem der Félle einheitlichen Aussagen iiber den
Typ des Extremums.

Konkrete Beispiele fiir zentroaffine h-Minimalflichen (n = 2) sind
die eigentlichen Affinsphéren mit Zentrum o (bei ihnen verschwindet
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also auch @T) Flidchen, die gleichzeitig zentroaffine und dquiaffine

Minimalflichen sind, wurden von Liu 1996 bestimmt (siehe [6]); zu
ihnen gehort unter anderen wieder die Wendelfliche. Weiteres iiber
Minimalflichen aus der zentroaffinen Familie scheint nicht bekannt zu
sein.

[7]
(8]

H.
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