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WILLMORE-TORI UND ISOTHERMEKR�UMMUNGSLINIEN-PARAMETRISIERUNGGABI PREISSLERU. Pinkall hat 1985 Willmore-Tori angegeben [7], die Urbilder in derdreidimensionalen Einheitssph�are S3 unter der Hopf-Abbildung sind.Unter diesen Willmore-Hopf-Tori ist auch der minimale Cli�ord-Torus,der eine Minimal�ache in der S3 ist, vertreten. Der minimale Cli�ord-Torus ist eine Isotherm�ache: geeignete stereographische Projektionendieses Torus liefern Drehtori mit Radienverh�altnis 1 : p2 im R3 . Esstellt sich nun die Frage, ob es noch weitere Willmore-Hopf-Tori gibt,die Isotherm�achen sind.Deshalb betrachten wir nun allgemeiner Hopf-Zylinder, und gehender folgenden zentralen Frage nach:Wann ist ein Hopf-Zylinder eine Isotherm�ache?Im Abschnitt 1 behandeln wir hierzu Isotherm�achen und in den Ab-schnitten 2 und 3 die Hopf-Abbildung S3 ! S2, die auch durch Qua-ternionen beschrieben werden kann. Dies liefert im Abschnitt 4 einenangenehmen Kalk�ul f�ur Hopf-Zylinder und Hopf-Tori, der von Pinkallebenfalls in [7] angegeben wurde.Die Antwort auf die zentrale Frage wird im Abschnitt 5 in Satz 10gegeben. Dort werden die Kurven in der zweidimensionalen Einheits-sph�are S2 charakterisiert, die solche Hopf-Zylinder liefern. Es stelltsich heraus, dass die geod�atische Kr�ummung dieser Kurven der Tan-gens einer linearen Funktion ihrer Bogenl�ange ist. Diese Kurven sindau�erdem durch eine konstante Torsion ausgezeichnet (Satz 11). ImAbschnitt 6 wenden wir die Ergebnisse speziell auf Willmore-Hopf-Torian, zu denen J. Langer und D. Singer wesentliche Vorarbeiten leisteten[5].Die Fragen nach Isotherm�achen bzw. Willmore-Fl�achen sind vonM�obius-invarianter Natur, da isotherme Parameternetze, Kr�ummungs-linien, Willmore-Funktionale invariant unter M�obius-Transformationensind. Z.B. sind M�obius-Transformierte von Isotherm�achen wieder Iso-therm�achen.2000 Mathematics Subject Classi�cation. 53C42, 53A05.c2001 Institut f�ur Geometrie, TU Wien ISBN 3-902233-00-131



32 GABI PREISSLER1. Isothermfl�achenDe�nition 1. Ein hinreichend oft di�erenzierbares, nabelpunktfreiesFl�achenst�uck hei�t eine Isotherm�ache, wenn es eine Kr�ummungslini-en-Parametrisierung auf dem Fl�achenst�uck gibt, die isotherm ist.Eine Parametrisierung auf einem Fl�achenst�uck hei�t dabei isotherm,wenn die Komponenten der ersten Fundamentalform die Gestaltg11 = g22 = �; g12 = 0mit einer positiven Funktion � besitzen.Wird f�ur das Fl�achenst�uck z.B. die Di�erenzierbarkeitsklasse C2vorausgesetzt, so existiert eine isotherme Parametrisierung auf einemFl�achenst�uck (s. dazu [3]). Im Folgenden seien alle betrachteten Gr�o�enhinreichend oft di�erenzierbar.Bei einem isothermen Parameterlinien-Netz liegt sozusagen ein Netzaus in�nitesimal kleinen Netzquadraten vor. Weitere Eigenschaftenvon Isotherm�achen sind in dem Buch von Blaschke ([1], S. 325 �) zu�nden.Lemma 2. Auf einem Fl�achenst�uck gibt es eine isotherme Parame-trisierung. () Es existieren Parameter (u; v) auf dem Fl�achenst�uckmit @2@u@v ln�g11g22� = 0 und g12 = 0: (1)Diese Bedingung ist �aquivalent dazu, dass | neben g12 = 0 | posi-tive Funktionen U und V existieren mitg11g22 = UV ; (2)wobei U lediglich vom Parameter u, V lediglich vom Parameter v ab-h�angig ist. Die Parameter u; v sind also im Quotienten von g11 und g22separierbar.Beweis. " =) (1)\: Nach einer Parametertransformation erh�alt mang11 = g22 = � ; g12 = 0: Damit ist (1) trivial erf�ullt."(1) =) (2)\: Nach Integration folgt ln �g11g22 � = eU + eV mit eU bzw. eVlediglich vom Parameter u bzw. v abh�angig. Somit gilt g11g22 = eeUe�eV undu; v sind im Quotienten separiert."(1)(= (2)\: klar."(= (1)\: Nach (2) gilt g11U = g22V =: � bzw. g11 = �U und g22 = �V .Eine Parametertransformation auf neue Parameter (eu; ev) mit @eu@u = pU;@ev@v = pV und @eu@v = 0 = @ev@u liefert die isotherme Gestalt der neuen



WILLMORE-TORI UND ISOTHERME KR�UMMUNGSLINIEN-. . . 33Metrikkomponenten eg11 = eg22 = �, ohne das Bild der Parameterlinienselbst zu �andern. �Beispiele f�ur Isotherm�achen sind die Dreh�achen im R3 (s. z.B. [4], S.107 f), die Quadriken (vgl. [4], S. 226 �) und die Fl�achen konstantermittlerer Kr�ummung (s. z.B. [4], S. 297, oder [10] f�ur spezielle Tori).2. Die Hopf-AbbildungDe�nition 3. Die kanonische Projektion C 2nf0g ! P 1(C ) des zwei-dimensionalen komplexen Vektorraums C 2 ohne den Nullvektor 0 aufdie komplexe projektive Gerade P 1(C ) mit (w; z) 7! [w; z] hei�t Hopf-Abbildung.Hierbei bezeichnet [w; z] die homogenen Koordinaten von (w; z); w; z 2C .Mittels der kanonischen Isometrie C ! R2 mit a + ib = z 7! (a; b)kann man sich die dreidimensionale Einheitssph�are S3 � R4 auch im C 2eingebettet denken. Somit l�asst sich die Hopf-Abbildung auf die S3 ein-schr�anken, wir bezeichnen sie mit �. Wir erhalten also eine Submersion� : S3 ! S2; da die S2 di�eomorph zur Einpunkt-Kompakti�zierungC [f1g der Gau�schen-Zahlenebene C ist, und C [f1g beschreibt vomaÆnen Standpunkt her kommend mit 1 als Fernpunkt gerade P 1(C ).Ein solcher Di�eomorphismus ist z.B. die stereographische Projektion� : S2 ! R2 [ f1g mit Zentrum (�1; 0; 0) 2 R3 , wobei man sichR2 [ f1g als erweiterte �Aquatorebene der S2 vorstellt. Die Abbil-dungsgleichungen von ��1 lauten��1(x; y) = 1x2 + y2 + 1 0@ �x2 � y2 + 12x2y 1A :Eine Darstellung von � erh�alt man aus der Verkettung S3 ! C [f1g ��1! S2 � R � C mit(w; z) 7! zw = �wzjwj2��17! 1j �wzj2 + jwj4 (�j �wzj2 + jwj4; 2jwj2 �wz) = (jwj2 � jzj2; 2 �wz) ;wobei w; z 2 C ; jwj2 + jzj2 = 1 und k�(w; z)k = 1 gilt. � hatfolgende Eigenschaften:� �(�w; �z) = �(w; z) mit � 2 C nf0g: Dies ist direkt aus derKonstruktion von � klar.



34 GABI PREISSLER� Das Urbild ��1(p) eines Punktes p 2 S2 ist ein Gro�kreis inder S3, der als Hopf-Faser von p bezeichnet wird. Er entsteht,wenn man den komplexen eindimensionalen bzw. den reellenzweidimensionalen Vektorraum f(�w; �z) j� 2 C g mit der S3schneidet.Somit haben wir ein 1-Sph�aren-B�undel mit Totalraum S3, BasisraumS2 und B�undelprojektion � erhalten (vgl. auch [8]).3. QuaternionenF�ur den Kalk�ul zur Darstellung von Hopf-Zylindern, der von Pinkallin [7] eingef�uhrt wurde, werden Quaternionen ben�otigt. In diesem Ab-schnitt wollen wir Eigenschaften der Quaternionen auisten, die wirsp�ater brauchen.De�nition 4. Eine Quaternion ist eine Summe q = q0+q1i+q2j+q3kmit Komponenten qm 2 R; m = 0; : : : ; 3, wobei i; j; k imagin�are Einhei-ten sind, f�ur die eine Multiplikation untereinander wie folgt de�niertist:1 � 1 = 1 ; 1 � i = i � 1 = i ; 1 � j = j � 1 = j ; 1 � k = k � 1 = k ;i � i = i2 = j2 = k2 = �1 undi � j = �j � i = k ; j � k = �k � j = i ; k � i = �i � k = j :Damit ist eine nicht-kommutative, aber assoziative Multiplikation zwei-er Quaternionen r�q mittels R�uckf�uhrung auf obige Rechenregeln durchdas Distributivgesetz zusammen mit der Addition de�niert.Au�erdem kann eine Quaternion q als 2-Tupel komplexer Zahlen mit-tels q = w+ zj mit w = q0+ iq1; z = q2+ iq3 2 C beschrieben werden,damit ist der vierdimensionale R-Vektorraum H aller Quaternionen einzweidimensionaler C -Vektorraum.De�nition 5. �q := q0� iq1 � jq2 � kq3 = �w� zj hei�t die konjugierteQuaternion. Weiter f�uhren wir die Bezeichnung eq := q0 � iq1 + jq2 +kq3 = �w+ zj ein, sowie ein positiv de�nites Skalarprodukt auf H durch(r; q) := 12(r�q + q�r) = 3Xl=0 rlql 2 Rund eine Norm kqk :=p(q; q).Zwei Quaternionen r; q hei�en orthogonal, wenn (r; q) = 0 gilt.Lemma 6. F�ur r; q; � 2 H gilt krqk = krkkqk und erq = eqer und(�r; �q) = (r�; q�) = k�k2(r; q) :
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Abbildung 1. Kurve p, gegeben durch r = arccos(12 sin 6')in geod�atischen Polarkoordinaten (r; ') bzgl. des Nordpolsder S2f1; i; u; iug mit u 2 linfj; kg; kuk = 1, ist eine Orthonormalbasis in H .(lin bedeutet die reelle lineare H�ulle.)Die S3 wird im Folgenden als Menge der Einheitsquaternionen S3 =fq 2 H j kqk = 1g betrachtet.Eine S2 ist der Schnitt der S3 mit einem reellen dreidimensionalenUntervektorraum, wir nehmen hier S2 = S3 \ linf1; j; kg. Die Hopf-Abbildung � kann nun geschrieben werden als�(q) = eqq mit q = w + zj; kqk = 1 ;denn man berechnet:eqq = ( �w+zj)(w+zj) = �ww+zjzj+ �wzj+zjw = jwj2�z�z+ �wzj+z �wj =jwj2 � jzj2 + 2 �wzj : 4. Hopf-ZylinderSei nun p : [a; b]! S2; t 7! p(t); eine regul�are sph�arische Kurve, [a; b] �R. Wir w�ahlen eine Kurve y : [a; b]! S3; t 7! y(t);mit �Æy = p. Dabeisei der Parameter t so gew�ahlt, dass er der Bogenl�angenparameter vony ist.De�nition 7. Die durch die Parametrisierung x : [a; b]�S1 ! S3 mit(t; ') 7! ei'y(t) gegebene Fl�ache in der S3 hei�t der Hopf-Zylinder vonp. Ist die sph�arische Kurve p geschlossen, d.h. p(a) = p(b), so hei�t derHopf-Zylinder von p Hopf-Torus.Ist p speziell ein Kreis, so hei�t der Hopf-Torus von p Cli�ord-Torus.Der Hopf-Torus ist eingebettet, wenn p eine einfach geschlossene Kurveist. Die Abbildungen 1 und 2 zeigen eine geschlossene sph�arische Kurvep und ein stereographisches Bild ihres Hopf-Torus in zwei Ansichten.



36 GABI PREISSLER

Abbildung 2. Stereographisches Bild des Hopf-Torus von paus Abb. 14.1. Begleitbein des Hopf-Zylinders. Die Kurve y kann speziell sogew�ahlt werden, dass sie orthogonal zu den Hopf-Fasern ist, d.h. derTangentenvektor y0 von y nach t ist orthogonal zur partiellen Ableitungx' von x nach ' f�ur alle '. Die partiellen Ableitungen von x berechnensich zu xt(t; ') = ei'y0(t) ; x'(t; ') = ei'iy(t) :Da x' 2 linfy; iyg und y0 ? y, ist y0 2 fy; iyg?. Daher existiert einu 2 S3\ linfj; kg mit y0 = uy f�ur jedes t. Man erh�alt nun nach Lemma6 eine Orthonormalbasis in Hx(t; ') = ei'y(t) ;xt(t; ') = ei'u(t)y(t) ;x'(t; ') = ei'iy(t) ;n(t; ') := ei'iu(t)y(t) :n ist das Normaleneinheitsvektorfeld des Hopf-Zylinders innerhalb derS3, fx; xt; x'; ng ist also ein Begleitbein des Hopf-Zylinders. F�ur diezugeh�origen Metrikkomponenten hat man sofortG = � 1 00 1 � ;da (xt; x') = 0; kx'k = kxtk = 1. Hopf-Zylinder sind daher ach.4.2. Die sph�arische Kurve p. F�ur die sph�arische Kurve p gilt p0 =2eyuy und daher kp0k = 2. F�ur den Bogenl�angenparameter s von p :[0; l]! S2 folgt also s = 2t.



WILLMORE-TORI UND ISOTHERME KR�UMMUNGSLINIEN-. . . 37Lemma 8. F�ur die Kr�ummung � und die Torsion � einer sph�arischenKurve p als Raumkurve im R3 gilt� =q�2g + 1 ; � = dds�g�2g + 1 ;wobei �g die geod�atische Kr�ummung von p in der S2 und s der Bo-genl�angenparameter von p ist.Beweis. Der erste Teil der Behauptung ist klar mit �2 = �2g+�2n; wobeif�ur die Normalkr�ummung �n der S2 nat�urlich j�nj = 1 gilt.Der zweite Teil folgt daraus, dass das Begleitbein fdpds ; S; pg von pmit dem Seitenvektor S := p� dpds den Ableitungsgleichungend2pds2 = �gS � p ; dSds = ��g dpdsgen�ugt. Damit folgt� = det�dpds; d2pds2 ; d3pds3�dpds � d2pds22 = det �dpds;�p; d�gds S�k�gp+ Sk2 = dds�g�2g + 1 : �Folgerung: Die Ableitungsgleichungen des Normalenvektors des Hopf-Zylinders lauten nt = �2�gxt � x'n' = �xt :Beweis. Wegen u0 ? u und u; u0 2 linfj; kg gilt u0 = ku0kiu. DieNorm ku0k erh�alt man aus dem Vergleich der linken und rechten Seiteder Gleichung 2eyu0y � 4eyy = p00 = 4d2pds2 = 4(�gS � p); woraus ersteyu0y = 2�gS, dann ku0k = 2�g folgt. Der Seitenvektor S von p hatdamit die Darstellung S = eyiuy.Man berechnet nun nt = ei'(iu0y + iuy0) = ei'(2�giiuy + iuuy) =ei'(�2�guy � ikuk2y) = �2�gxt � x' mit Hilfe von u0 = 2�giu undkuk = 1. �Die 2. Fundamentalform und die Weingarten-Abbildung des Hopf-Zylinders sind damit gegeben durch(hik) = (hki ) = � 2�g 11 0 � :



38 GABI PREISSLERSomit erh�alt man f�ur die Hauptkr�ummungen �1;2 = �g �p�2g + 1 =�g � �, f�ur die Hauptkr�ummungsrichtungen v1;2 = xt + (��g � �)x'und f�ur die mittlere Kr�ummung H = �g.Es handelt sich um eine nabelpunktfreie Fl�ache (�1 6= �2), es existiertalso lokal eine Kr�ummungslinien-Parametrisierung.Lemma 9. Sei p eine sph�arische Kurvemit geod�atischer Kr�ummung �g, sei k(t) derKr�ummungskreis von p an der Stelle t. Danngilt f�ur den halben �O�nungswinkel (t) desKegels mit Spitze im Sph�arenmittelpunkt undLeitkreis k(t) die Beziehungcot (t) = �g(t) : .

.

S21 k1 1p�2g+1 Æ
Bemerkung: �Aquivalent dazu ist, dass f�ur den halben �O�nungswinkelÆ(t) des Ber�uhrkegels an die S2 mit dem Leitkreis k(t) gilttan Æ(t) = �g(t) : (3)5. Hopf-Zylinder, die Isothermfl�achen sindNun wollen wir den im Abschnitt 4 beschriebenen Zugang von Pinkallf�ur Hopf-Zylinder auf Isotherm�achen anwenden.Sei der Hopf-Zylinder nun auf Kr�ummungslinien-Parameter (u; v) be-zogen, d.h. wir haben eine Kr�ummmungslinien-Parametrisierung ex(u;v) = x(t(u; v); '(u; v)) mit den partiellen Ableitungen proportional zuden Hauptkr�ummungsrichtungen v1; v2exu = �(u; v)v1 = @t@uxt + @'@ux'exv = �(u; v)v2 = @t@vxt + @'@v x' ;wobei die Proportionalit�atsfaktoren �; � nirgends Null sind. DurchKoeÆzientenvergleich folgt@t@u = � ; @t@v = � (4)sowie @'@u = �(��g + �) ; @'@v = ��(�g + �) : (5)



WILLMORE-TORI UND ISOTHERME KR�UMMUNGSLINIEN-. . . 39Da lokal eine Kr�ummungslinien-Parametrisierung existiert, gelten dieIntegrabilit�atsbedingungen@@v � @t@u� = @@u � @t@v� und @@u �@'@v� = @@v �@'@u� ;die, wenn man (4) und (5) einsetzt, �aquivalent sind zu (�0g := d�gdt ; �0 :=d�dt )�v = �u und �u(�g+�)+(�0g+�0)��+�v(��g+�)+(��0g+�0)�� = 0 :Der zweite Teil l�asst sich mit dem ersten �aquivalent umformen, undman erh�alt �v = �u und �v�+ �0�� = 0 : (6)Die Metrikkomponenten in Kr�ummungslinien-Parametern besitzen nundie Gestalt eG = (egik) = 2�� �2(�� �g) 00 �2(�+ �g) � (7)mit �g = �g(t); � = �(t) und t = t(u; v).Leiten wir den zweiten Teil von (6) partiell nach v ab, so bekommenwir �vv�+ 2�v��0 + ��v�0 + ��2�00 = 0 : (8)Wir zeigen nun denSatz 10. Unter den Hopf-Zylindern sind genau jene Fl�achen Isotherm-�achen, deren Bild unter der Hopf-Abbildung � eine sph�arische Kurvep : [0; l] ! S2 mit Bogenl�angenparameter s in der S2 ist mit geod�ati-scher Kr�ummung�g(s) = tan� c2s+ d� mit geeigneten Konstanten c; d 2 R :Insbesondere sind die Cli�ord-Tori (c = 0) Hopf-Tori, die gleichzeitigauch Isotherm�achen sind.Beweis. Wenn �0 verschwindet, ist dort � =konst. und daraus folgtnach Lemma 8, dass �g = konst. ist. p ist dann ein Kreis und dieBehauptung ist mit c = 0 erf�ullt.Also k�onnen wir im Folgenden voraussetzen, dass wir ein Teilintervall�nden, auf dem �0 �uberall nicht verschwindet.



40 GABI PREISSLERWir setzen eG in die Bedingung (1) f�ur Isotherm�achen ein:0 = @2@u@v ln �eg11eg22 �= @2@u@v�2 ln�� 2 ln� + ln(�� �g)� ln(� + �g)� (mit (7))= @@u�2�v� � 2�v� + (�� �g)0��� �g � (� + �g)0�� + �g �= @@u��(�2�0� + 2(�g�0 � �0g�))� 2�v� � (mit �2 � �2g = 1 und (6))= 2��u(��0� + �g�0 � �0g�) + ��(��0� + �g�0 � �0g�)0� �uv� � �u�v�2 �= 2��v(��0� + �g�0 � �0g�)� �v ��0 (��0� + �g�0 � �0g�)0� �vv� � �v�v�2 � (mit (6)):0 = 2�2���v�2�(��0� + �g�0 � �0g�)� �v�2�2�0 (��0� + �g�0 � �0g�)0++ �(2�v��0 + ��v�0 + ��2�00) + �v�v�� (mit (6), (8))= 2�2���v�2�(�0� + �g�0 � �0g�)� �v�2�2�0 (��0� + �g�0 � �0g�)0 + (��v�2 ��0 )�00� (mit (6))= 2�v��0 ���0(�0� + �g�0 � �0g�)� �2(��0� + �g�0 � �0g�)0 � ��00� : (9)Aus den Gleichungen �0 = �g�0g� (Ableitung einer Formel aus Lemma8) sowie �00 = �g�00g�2 + (�0g)2�3 folgt(�0)2� = �2g(�0g)2� und �0�2 = �g�0g� (10)



WILLMORE-TORI UND ISOTHERME KR�UMMUNGSLINIEN-. . . 41und durch Ableiten erh�alt man(��0� + �g�0 � �0g�)0 = ��00� + (�0)2�2 + �g�00 � �00g� : (11)Setzt man (11) in (9) ein und verwendet (10), so ergibt sich0 = �v �(�0)2��g � �0g�2�0 � �g�00�2 + �00g�3�= �v ��3g(�0g)2� � �g(�0g)2�� �g� (�g�00g�2 + (�0g)2) + �00g�3�= �v� ��3g(�0g)2 � �g(�0g)2�2 � �2g�00g�2 � �g(�0g)2 + �00g�4�= �v� ��2�g(�0g)2 + �00g(1 + �2g)� (mit mehrf. Anw. v. �2 = 1 + �2g)= �v(1 + �2g)2� � �0g1 + �2g�0Diese Gleichung ist genau dann erf�ullt, wenn � = �(u) lediglich von uabh�angig oder �0g1+�2g = c mit c =konst.2 R ist. Im ersten Fall bedeutetdies, dass mit (6) �g =konst. ist, und p wie oben ein Kreis ist. Imzweiten Fall integriert man erneut und erh�alt�g(t) = tan(ct + d) ;wobei c; d 2 R geeignete Integrationskonstanten mit jct + dj < �2 sindund s = 2t gilt. �5.1. Charakterisierungen der Kurve p aus Satz 10.Satz 11. Eine sph�arische Kurve p aus Satz 10, die den Hopf-Zylindern,welche Isotherm�achen sind, zugrunde liegt, zeichnet sich dadurch aus,dass sie konstante Torsion als Raumkurve besitzt. F�ur ihre Kr�ummung� gilt dann: �(s) = 1cos(�s + d) :Beweis. Dies folgt sofort aus Lemma 8 mit 2� = 2d�g=ds�2g + 1 = �0g�2g + 1 =c und � =p�2g + 1 ; wenn die Beziehung aus Satz 10 eingesetzt wirdmit j�s + dj < �2 . �Satz 12. Die sph�arische Kurve p aus Satz 10, die den Hopf-Zylin-dern, welche auch Isotherm�achen sind, zugrunde liegt, ist dadurchgekennzeichnet, dass der halbe �O�nungswinkel der Ber�uhrkegel an ihreKr�ummungskreise, linear von ihrer Bogenl�ange abh�angt.



42 GABI PREISSLERBeweis. Ein Vergleich von Satz 10 mit (3) liefert Æ(s) = c2s+d = �s+dmit c; d 2 R geeignet. �Die Abbildung 3 zeigt den Klothoiden-�ahnlichen Verlauf von p in S2f�ur einige Werte von c 6= 0 und d = 0.

(a) c = 2 (b) c = 12 (c) c = 14Abbildung 3. Die sph�arische Kurve p aus Satz 10 mit denAnfangsbedingungen: p ber�uhrt den �Aquator f�ur s = 0 und�g(0) = 0. 6. Willmore-Hopf-ToriSei M eine geschlossene orientierbare zweidimensionale Mannigfaltig-keit. Willmore-Fl�achen sind immersierte Fl�achen f : M ! R3 miteuklidischer mittlerer Kr�ummung H und Volumenelement dO, die kri-tische Punkte des FunktionalsW (f;M) := Zf(M) H2dOsind (vgl. zur �Ubersicht [6] oder [9]). Dieses Variationsproblem istM�obius-invariant (s. z.B. [13]).Unter der Familie der Drehtori im R3 sind genau die Tori mit Radi-enverh�altnis 1 : p2 die Willmore-Fl�achen (vgl. [12]).Wir interessieren uns hier aber f�ur Tori in der Sph�are S3, die Willmo-re-Fl�achen sind. Deshalb m�ussen wir den Begri� der Willmore-Fl�acheauf Fl�achen in der S3 verallgemeinern. Dies hat J. Weiner 1978 in [11]formuliert. Er de�nierte eine Willmore-Fl�ache in einem Raum konstan-ter Kr�ummung eK wie folgt:



WILLMORE-TORI UND ISOTHERME KR�UMMUNGSLINIEN-. . . 43De�nition 13. Sei M eine geschlossene orientierbare zweidimensio-nale Mannigfaltigkeit, � ein Raum mit konstanter Kr�ummung eK. f :M ! � hei�t Willmore-Fl�ache, wenn f kritischer Punkt des Funktio-nals fW (f;M) := Zf(M) (H2 + eK) d eOist, wobei H die mittlere Kr�ummung und d eO das Volumenelement vonf(M) in � ist.Speziell f�ur Hopf-Tori gilt nun nach Pinkall [7] mit eK = 1fW (f;M) = Zf(M)(H2 + eK)d eO = 2�Z0 l2Z0 (�2g(t) + 1)dt d'= � lZ0 (�2g(s) + 1) ds = � lZ0 �2(s) ds :Somit gilt f�ur einfach geschlossene sph�arische Kurven p:f(M) ist genau dann ein Willmore-Hopf-Torus, wenn p kritischerPunkt von H (�g(s)2 + 1)ds ist.Diese Kurven p wurden 1987 von Langer und Singer [5] unter demNamen elastische Kurven untersucht. Sie erhielten das folgende Ergeb-nis:Satz 14. Es gibt unendlich viele einfach geschlossene elastische Kurvenp in der S2, und zwar die mit geod�atischer Kr�ummung�g(s) = k0 cn�k0s2! ; !� ;wobei die maximale geod�atische Kr�ummung k0 durchk0 = p2!p1� 2!2mit !2 2 [0; 12) gegeben ist, und cn der Cosinus amplitudinis (der Ja-cobische elliptische Cosinus) ist.Bemerkung: Der Jacobische elliptische Cosinus entsteht durchcn(u; !) := cos �(u; !)
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! � 0:6239;k0 � 1:8753;3 Perioden ! � 0:6646;k0 � 2:7541;4 Perioden
! � 0:6894;k0 � 4:3838;6 PeriodenAbbildung 4. Verschiedene geschlossene elastische Kurven pmit �(u; !) als Umkehrfunktion des elliptischen Integrals erster Gat-tung u = F (�; !) = �Z0 dtp1� !2 sin2 t ; ! 2 (0; 1) :cn(�; !) ist eine gerade periodische Funktion mit Wertebereich [�1; 1]und Periode 4K(!), wobei K(!) := F (�2 ; !) das vollst�andige elliptischeIntegral erster Gattung ist (s. z.B. [2]).Die Abbildungen 4 und 5 zeigen geschlossene elastische sph�arischeKurven f�ur verschiedene Werte von ! und ein stereographisches Bildeines Hopf-Torus in zwei Ansichten f�ur ein bestimmtes !.Ein Vergleich der S�atze 10 und 14 liefert die
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Abbildung 5. Stereographisches Bild des Willmore-Hopf-Torus von p aus Abb. 4 mit 6 PeriodenFolgerung: Unter den Willmore-Hopf-Tori ist lediglich der minimaleCli�ord-Torus eine Isotherm�ache.Beweis. Die beiden Formeln f�ur �g in den S�atzen 10 und 14 m�ussen�ubereinstimmen, dies ist nur f�ur �g = 0, d.h. f�ur p ein Gro�kreis,m�oglich. Also liegt ein spezieller Cli�ord-Torus vor. Ein Hopf-Torusbesitzt aber die mittlere Kr�ummung H = �g. Damit folgt, dass unserTorus eine Minimal�ache in der S3 ist, also ist es der minimale Cli�ord-Torus. �Die Abbildungen 1 bis 5 wurden mit dem Computeralgebra-SystemMaple erzeugt. Literatur[1] Blaschke W., Vorlesungen �uber Di�erentialgeometrie, Bd. III, Springer, 1929.[2] Byrd, P.F., Friedman, M.D., Handbook of Elliptic Integrals for Engineers andScientists, Springer, 1971.[3] Chern, S., Hartman, P., Wintner, A., On Isothermic Coordinates, Comment.Math. Helv. 28 (1954), 301{309.[4] Eisenhart, L.P., A Treatise on the Di�erential Geometry of Curves and Surfa-ces, Dover Publications, 1909.[5] Langer J., Singer D.A., Curve-Straightening in Riemannian Manifolds, Ann.Global Anal. Geom. 5, No. 2 (1987), 133{150.[6] Pinkall, U., Sterling I., Willmore Surfaces, Math. Intelligencer 9, No. 2 (1987),38{43.[7] Pinkall, U., Hopf Tori in S3, Invent. Math. 81 (1985), S. 379{386.[8] Sharpe, R.W., Di�erential Geometry, Springer, 1997.[9] Sterling, I., Willmore Surfaces and Computers, IMA Vol. Math. Appl. 51(1993), 131{136.[10] Walter, R., Explicit Examples to the H-Problem of Heinz Hopf, Geom. Dedi-cata 23 (1987), 187{213.
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