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WILLMORE-TORI UND ISOTHERME
KRUMMUNGSLINIEN-PARAMETRISIERUNG

GABI PREISSLER

U. Pinkall hat 1985 Willmore-Tori angegeben [7], die Urbilder in der
dreidimensionalen Einheitssphire S® unter der Hopf-Abbildung sind.
Unter diesen Willmore-Hopf-Tori ist auch der minimale Clifford-Torus,
der eine Minimalfliche in der S ist, vertreten. Der minimale Clifford-
Torus ist eine Isothermfldche: geeignete stereographische Projektionen
dieses Torus liefern Drehtori mit Radienverhéltnis 1 : v/2 im R®. Es
stellt sich nun die Frage, ob es noch weitere Willmore-Hopf-Tori gibt,
die Isothermfléichen sind.

Deshalb betrachten wir nun allgemeiner Hopf-Zylinder, und gehen
der folgenden zentralen Frage nach:

Wann ist ein Hopf-Zylinder eine Isothermfiiche?

Im Abschnitt 1 behandeln wir hierzu Isothermflichen und in den Ab-
schnitten 2 und 3 die Hopf-Abbildung S* — S?, die auch durch Qua-
ternionen beschrieben werden kann. Dies liefert im Abschnitt 4 einen
angenehmen Kalkiil fiir Hopf-Zylinder und Hopf-Tori, der von Pinkall
ebenfalls in [7] angegeben wurde.

Die Antwort auf die zentrale Frage wird im Abschnitt 5 in Satz 10
gegeben. Dort werden die Kurven in der zweidimensionalen Einheits-
sphire S? charakterisiert, die solche Hopf-Zylinder liefern. Es stellt
sich heraus, dass die geodétische Kriimmung dieser Kurven der Tan-
gens einer linearen Funktion ihrer Bogenldnge ist. Diese Kurven sind
auflerdem durch eine konstante Torsion ausgezeichnet (Satz 11). Im
Abschnitt 6 wenden wir die Ergebnisse speziell auf Willmore-Hopf-Tori
an, zu denen J. Langer und D. Singer wesentliche Vorarbeiten leisteten
[5].

Die Fragen nach Isothermflichen bzw. Willmore-Fléchen sind von
Mébius-invarianter Natur, da isotherme Parameternetze, Kriimmungs-
linien, Willmore-Funktionale invariant unter Mébius-Transformationen
sind. Z.B. sind Mobius-Transformierte von Isothermflichen wieder Iso-
thermflachen.
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1. ISOTHERMFLACHEN

Definition 1. FEin hinreichend oft differenzierbares, nabelpunktfreies
Flichenstiick heifst eine Isothermflache, wenn es eine Krimmungslini-
en-Parametrisierung auf dem Flichenstick gibt, die isotherm ist.
FEine Parametrisierung auf einem Flichenstiick heif$t dabei isotherm,
wenn die Komponenten der ersten Fundamentalform die Gestalt

gi1 =92 =A, g12=0
mit einer positiven Funktion A\ besitzen.

Wird fiir das Flichenstiick z.B. die Differenzierbarkeitsklasse C?
vorausgesetzt, so existiert eine isotherme Parametrisierung auf einem
Flichenstiick (s. dazu [3]). Im Folgenden seien alle betrachteten Grofien
hinreichend oft differenzierbar.

Bei einem isothermen Parameterlinien-Netz liegt sozusagen ein Netz
aus infinitesimal kleinen Netzquadraten vor. Weitere Eigenschaften
von Isothermfléichen sind in dem Buch von Blaschke ([1], S. 325 ff) zu
finden.

Lemma 2. Auf einem Flichenstick gibt es eine isotherme Parame-
trisierung. <= FEs existieren Parameter (u,v) auf dem Flichenstick
mit

0 g\ .
Sud In (£> =0 wund gi2=0. (1)

Diese Bedingung ist dquivalent dazu, dass — neben g9 =0 — posi-
tive Funktionen U und V' existieren mait
m_ 2 )
g2 V'’
wobei U lediglich vom Parameter u, V lediglich vom Parameter v ab-
hingig ist. Die Parameter u,v sind also im Quotienten von gi1 und goo
separierbar.

Beweis. ,, = (1)“: Nach einer Parametertransformation erhilt man
g11 = g22 = A\, g12 = 0. Damit ist (1) trivial erfiillt.

»(1) = (2)*: Nach Integration folgt In (%) =U+V mit U baw. V

lediglich vom Parameter v bzw. v abhiingig. Somit gilt 2L = eﬁ—U~ und
. . . . 922 eV
u, v sind im Quotienten separiert.

(1) <= (2)“: Kklar.

» <= (1)“: Nach (2) gilt &+ = 2 =: X bzaw. g1 = AU und g = AV.

Eine Parametertransformation auf neue Parameter (, ) mit 9% = /U,

g—g = vV und % =0 = g—z liefert die isotherme Gestalt der neuen
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Metrikkomponenten g;; = g2 = A, ohne das Bild der Parameterlinien
selbst zu dndern. O

Beispiele fiir Isothermflichen sind die Drehflichen im R® (s. z.B. [4], S.
107 f), die Quadriken (vgl. [4], S. 226 ff) und die Flichen konstanter
mittlerer Kriimmung (s. z.B. [4], S. 297, oder [10] fiir spezielle Tori).

2. DIE HOPF-ABBILDUNG

Definition 3. Die kanonische Projektion C*\{0} — P'(C) des zwei-
dimensionalen komplexen Vektorraums C? ohne den Nullvektor 0 auf
die kompleze projektive Gerade P'(C) mit (w,z) — [w, z] heifit Hopf-
Abbildung.

Hierbei bezeichnet [w, z] die homogenen Koordinaten von (w, z), w,z €

C.

Mittels der kanonischen Isometrie C — R? mit a + ib = z — (a, b)
kann man sich die dreidimensionale Einheitssphire S* ¢ R* auch im C?
eingebettet denken. Somit lisst sich die Hopf-Abbildung auf die S ein-
schrinken, wir bezeichnen sie mit 7. Wir erhalten also eine Submersion
7 S% — S2% da die S? diffeomorph zur Einpunkt-Kompaktifizierung
CU{oo} der GauBschen-Zahlenebene C ist, und CU{oo} beschreibt vom
affinen Standpunkt her kommend mit oo als Fernpunkt gerade P!(C).
Ein solcher Diffeomorphismus ist z.B. die stereographische Projektion
o: S? - R? U {co} mit Zentrum (—1,0,0) € R*, wobei man sich
R? U {oo} als erweiterte Aquatorebene der S? vorstellt. Die Abbil-
dungsgleichungen von o~ lauten

1 —r? -yt 41
-1
= — 2x
o (.’E,y) .’172 +y2 + 1 2y

Eine Darstellung von 7 erhiilt man aus der Verkettung S® — C U
{oo} 5 52 C R x C mit

z Wz
—_ — = —
(w,Z) w |w|2
-1 ]_ B ~ ~
B a1l + el 2efe) = (ul? — e 202)

wobei w,z € C, |w|*+ |2|> =1 und [|m(w,2)|| =1 gilt. 7 hat
folgende Eigenschaften:
e T(Aw,\z) = m(w, z) mit A € C\{0}. Dies ist direkt aus der
Konstruktion von 7 klar.
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e Das Urbild 77!(p) eines Punktes p € S? ist ein GroBkreis in
der S3, der als Hopf-Faser von p bezeichnet wird. Er entsteht,
wenn man den komplexen eindimensionalen bzw. den reellen
zweidimensionalen Vektorraum {(Aw, Az) |\ € C} mit der S®
schneidet.

Somit haben wir ein 1-Sphiren-Biindel mit Totalraum S3, Basisraum
S?% und Biindelprojektion 7 erhalten (vgl. auch [8]).

3. QUATERNIONEN

Fiir den Kalkiil zur Darstellung von Hopf-Zylindern, der von Pinkall
in [7] eingefiihrt wurde, werden Quaternionen benétigt. In diesem Ab-
schnitt wollen wir Eigenschaften der Quaternionen auflisten, die wir
spiter brauchen.

Definition 4. Eine Quaternion ist eine Summe q¢ = qo+q11+ q27 + g3k
mit Komponenten q,, € R,m =0,...,3, wobei 1, j, k imagindre Einhei-
ten sind, fir die eine Multiplikation untereinander wie folgt definiert
18t:

1 1=1, l-i=i-1=i, 1-j=j-1=j, 1-k=k-1=k,
ici=i?=j52=k*=-1  und

ivj=—ji=k, j-k=-k-j=i, k-i=—i-k=j.

Damit ist eine nicht-kommutative, aber assoziative Multiplikation zwei-
er Quaternionen 7-¢ mittels Riickfiihrung auf obige Rechenregeln durch
das Distributivgesetz zusammen mit der Addition definiert.
AuBerdem kann eine Quaternion ¢ als 2-Tupel komplexer Zahlen mit-
tels ¢ = w+2zj mit w = qo +1q1, 2 = ¢2 +iq3 € C beschrieben werden,
damit ist der vierdimensionale R-Vektorraum H aller Quaternionen ein
zweidimensionaler C-Vektorraum.
Definition 5. §:= qy —iq1 — jqo — kqs = w — zJ heif$t die konjugierte
Quaternion. Weiter fithren wir die Bezeichnung q := qo — iq1 + jqo +
kqs = w+ zj ein, sowie ein positiv definites Skalarprodukt auf H durch

3

1
(r,q) :== §(NI+ qr) = ;Tﬂﬂ eR

und eine Norm ||q|| := v/(q,q)-

Zwei Quaternionen r,q heiffen orthogonal, wenn (r,q) = 0 gilt.
Lemma 6. Fir r,q,a € H gilt ||rq|| = ||7||||¢l| uwnd rq = qr wund
(ar,aq) = (ra, qa) = ||a||*(r, q) -
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ABBILDUNG 1. Kurve p, gegeben durch r = arccos(% sin 6¢p)
in geoditischen Polarkoordinaten (r,¢) bzgl. des Nordpols
der S2

{1,i,u,iu} mit w € lin{j, k}, ||u|| =1, ist eine Orthonormalbasis in H.
(lin bedeutet die reelle lineare Hiille.)

Die S? wird im Folgenden als Menge der Einheitsquaternionen S® =
{q € H| ||q|| = 1} betrachtet.

Eine S? ist der Schnitt der S® mit einem reellen dreidimensionalen
Untervektorraum, wir nehmen hier S? = S Nlin{1, j, k}. Die Hopf-
Abbildung 7 kann nun geschrieben werden als

m(g)=¢qq mit g¢g=w+zj |l¢g|=1,

denn man berechnet:
qq = (W+z7)(w+2]) = Dw+zj2j+W02j+2jw = |w|*—2Z+Wzj+20] =
\w|* — |2]* + 2wzj .

4. HOPF-ZYLINDER

Seinun p : [a,b] — S?,t — p(t), eine reguliire sphérische Kurve, [a, b] C
R. Wir wiihlen eine Kurve y : [a, b] — S3,t — y(t), mit moy = p. Dabei
sei der Parameter ¢ so gewihlt, dass er der Bogenldngenparameter von
y ist.
Definition 7. Die durch die Parametrisierung x : [a,b] x S* — S? mit
(t, ) = ey(t) gegebene Fliche in der S® heif$t der Hopf-Zylinder von
p.
Ist die spharische Kurve p geschlossen, d.h. p(a) = p(b), so heifst der
Hopf-Zylinder von p Hopf-Torus.
Ist p speziell ein Kreis, so heifst der Hopf-Torus von p Clifford-Torus.

Der Hopf-Torus ist eingebettet, wenn p eine einfach geschlossene Kurve
ist. Die Abbildungen 1 und 2 zeigen eine geschlossene sphérische Kurve
p und ein stereographisches Bild ihres Hopf-Torus in zwei Ansichten.
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ABBILDUNG 2. Stereographisches Bild des Hopf-Torus von p
aus Abb. 1

4.1. Begleitbein des Hopf-Zylinders. Die Kurve y kann speziell so
gewdhlt werden, dass sie orthogonal zu den Hopf-Fasern ist, d.h. der
Tangentenvektor 3’ von y nach ¢ ist orthogonal zur partiellen Ableitung
x, von x nach ¢ fiir alle ¢. Die partiellen Ableitungen von x berechnen
sich zu

wi(t, ) = €Y' (1), wy(t,p) = ePiy(t) .
Da z, € lin{y,iy} und v’ L y, ist v’ € {y,iy}*. Daher existiert ein
u € S*Nlin{y, k} mit y = uy fiir jedes . Man erhéilt nun nach Lemma
6 eine Orthonormalbasis in H

wltp) = €¥y(t),
ut,e) = ult)y(t),
»%(t,‘ﬁ) = €%y t),

n ist das Normaleneinheitsvektorfeld des Hopf-Zylinders innerhalb der
S3, {x, 2, xp,n} ist also ein Begleitbein des Hopf-Zylinders. Fiir die
zugehorigen Metrikkomponenten hat man sofort

10
“=(11)

da (x4, z,) =0, ||z,|| = ||z¢|| = 1. Hopf-Zylinder sind daher flach.

4.2. Die sphirische Kurve p. Fiir die sphéirische Kurve p gilt p’ =
2yuy und daher ||p'|| = 2. Fiir den Bogenléngenparameter s von p :
[0,1] — S? folgt also s = 2t.
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Lemma 8. Fir die Krimmung k und die Torsion T einer sphdrischen
Kurve p als Raumkurve im R gilt

d

Lk
K=/K:+1, 7':7‘;5 I

Ky +1

wobei kg, die geoditische Krimmung von p in der S* und s der Bo-
genldngenparameter von p ist.

Beweis. Der erste Teil der Behauptung ist klar mit £* = &2 + 2, wobei
fiir die Normalkriimmung r,, der S? natiirlich |k, | = 1 gilt.

Der zweite Teil folgt daraus, dass das Begleitbein {%, S,p} von p
mit dem Seitenvektor S : = p x % den Ableitungsgleichungen

d*p dS dp
i e S

ds " ds
geniigt. Damit folgt

dot (2,02 TDY g (2, D)

ds’ 45" d5? i P %) T,
r = - _ s

dp d?py2 Ky +1

| x % Iregp + SI?

U

Folgerung: Die Ableitungsgleichungen des Normalenvektors des Hopf-
Zylinders lauten

ng = —2K4Tp — Ty

ny = —Tt .

Beweis. Wegen v L w und u,u’ € lin{j, k} gilt ' = |[v||iu. Die
Norm ||u'|| erhélt man aus dem Vergleich der linken und rechten Seite
der Gleichung 2yu'y — 4dyy = p" = 4%’ = 4(kyS — p), woraus erst
yu'y = 2k,S, dann [|u'|| = 2k, folgt. Der Seitenvektor S von p hat
damit die Darstellung S = yiuy.

Man berechnet nun n, = e (iu'y + iuy') = €' (2K,iiuy + iuuy) =
e (—2kquy — i||ull*y) = —2K,2; — x, mit Hilfe von «' = 2k4iu und
Jull = 1. O

Die 2. Fundamentalform und die Weingarten-Abbildung des Hopf-
Zylinders sind damit gegeben durch

o) =)= (77 )
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Somit erhélt man fiir die Hauptkrimmungen A\, = s, £ “3 +1=
kg £ K, fiir die Hauptkriimmungsrichtungen vy, = z; + (=K, £ k),
und fiir die mittlere Kriimmung H = k.

Es handelt sich um eine nabelpunktfreie Fliche (A # \2), es existiert
also lokal eine Kriimmungslinien-Parametrisierung.

Lemma 9. Sei p eine sphdrische Kurve
mit geoddtischer Krimmung k,, sei k(t) der
Krimmungskreis von p an der Stellet. Dann
gilt fiir den halben Offnungswinkel v(t) des
Kegels mit Spitze vm Sphdrenmittelpunkt und
Leitkreis k(t) die Beziehung

cot y(t) = K,4(t) .

Bemerkung: Aquivalent dazu ist, dass fiir den halben Offnungswinkel
(t) des Beriihrkegels an die S? mit dem Leitkreis k() gilt

tand(t) = ry(t) . (3)

5. HOPF-ZYLINDER, DIE [SOTHERMFLACHEN SIND

Nun wollen wir den im Abschnitt 4 beschriebenen Zugang von Pinkall
fiir Hopf-Zylinder auf Isothermflichen anwenden.

Sei der Hopf-Zylinder nun auf Kriimmungslinien-Parameter (u, v) be-
zogen, d.h. wir haben eine Kriimmmungslinien-Parametrisierung z(u,
v) = z(t(u,v), ¢(u,v)) mit den partiellen Ableitungen proportional zu
den Hauptkriimmungsrichtungen vy, vy

- ot dp

Ty = alu,v)vy = %xt + %xw
~ ot 0p

Ty = 5(”7 U)U2 - %xt + %xw )

wobei die Proportionalitdtsfaktoren «, 3 nirgends Null sind. Durch
Koeffizientenvergleich folgt

ot ot
=" o= @
sowie
dp _ dp _ _
D = a(=ry +r), Frie Blkg + ). (5)
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Da lokal eine Kriimmungslinien-Parametrisierung existiert, gelten die
Integrabilitdtsbedingungen

9 (ot _ 0 (ot\ . 9 (9p) _ 0 (0p
ov \ou) Ou\ov " ou\ov/) v \ou)’
dkg ’
dt

die, wenn man (4) und (5) einsetzt, dquivalent sind zu (k] :=
d

a)

oy = By und B, (kg + k) + (kg +K)af+ay(—kg+k)+(—ky+K)af =0 .

Der zweite Teil ldsst sich mit dem ersten dquivalent umformen, und
man erhélt

a, =08, und oa,x+Kaf=0. (6)

Die Metrikkomponenten in Kriimmungslinien-Parametern besitzen nun
die Gestalt

G = (gin) = 2k < aQ(HO_ gl 52(n0+ ) ) @)

mit ky = Ky(t), K = k(t) und t = t(u,v).
Leiten wir den zweiten Teil von (6) partiell nach v ab, so bekommen
wir

ook + 200, 8K + B,k + aff?K" =0 . (8)
Wir zeigen nun den

Satz 10. Unter den Hopf-Zylindern sind genau jene Flichen Isotherm-
flichen, deren Bild unter der Hopf-Abbildung 7 eine sphdrische Kurve
p: [0,1] = S? mit Bogenlingenparameter s in der S? ist mit geodiiti-
scher Krimmung

c
Kg(s) = tan (58 + d) mit geeigneten Konstanten c¢,d € R .

Insbesondere sind die Clifford-Tori (¢ = 0) Hopf-Tori, die gleichzeitig
auch Isothermflichen sind.

Beweis. Wenn k' verschwindet, ist dort x =konst. und daraus folgt
nach Lemma 8, dass x, = konst. ist. p ist dann ein Kreis und die
Behauptung ist mit ¢ = 0 erfiillt.

Also kénnen wir im Folgenden voraussetzen, dass wir ein Teilintervall
finden, auf dem &' iiberall nicht verschwindet.



40 GABI PREISSLER

Wir setzen G in die Bedingung (1) fiir Isothermfliichen ein:

0 gu
0 - 1 o
81101} t (922)
2
= 550 (2 Ina—2InfB +In(k — ky) — In(k + /ig)) (mit (7))
- 2(2% _ 2@ + (k — Kg)'B _ (k+ ’fg)lﬂ)
ou\ « 6] K — Kg K+ Kq
0 K Bv .
=5 (ﬂ(—Qz + 2(kgk' — /ilg/i)) — 25> (mit k% — &7 =1 und (6))
K'/, ! ! H, / ! !
= 2(&(—; + kgk' — Kyk) + ,Ba(—; + Kok — Kyk)
5uvﬂ B ﬁuﬁv
-
/ !
= 2<av(—% + Kigh' — KyK) — avg(—% + kgk' — Kyk)'
O‘vvﬂ - O"Uﬁv .
- T> (mit (6)).
2 K k?, K
0= 5 (avﬁ%(—; + Kgk' — KyK) — aGBZF(—; + kigh' — Kyk)'+
+ B2, Bk + aB,k + af®K") + avﬂm) (mit (6), (8))
2 /
= 7 (avﬂ%(% + Kghk' — KyK)
2 /
- avﬁz%(—% + kigk' — Kyk) + (—auﬁzg)/@”> (mit (6))
2a, K K
= (rm’(z + hgh — Kyk) — /@2(—? + hgh' — Kyk)' — /m") . (9)
KK,
Aus den Gleichungen ' = <2 (Ableitung einer Formel aus Lemma
K
8) sowie
K IQHH2 + K 2
g =2 (1) folgt

und  K'K* = Kghyk (10)
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und durch Ableiten erhilt man

K.// I‘i" (K.//)Q
Mg k) = - 4
( P Kyh) p p

+ Kgh" — Kk (11)
Setzt man (11) in (9) ein und verwendet (10), so ergibt sich

_ 2 2 n,.2 "3
0=, ((&)’kkg — KiE°K — Kkgr!"K* + K K)

K/3 K/, 2
=, (79(;;) — kg(ky) 2k — Z (Kgkyk® + (Ky)?) + I~€”I~€3>

«

= ?” (K;(/{lg)z - /@g(/@;)Q/@Q - ﬁzﬁ'g'KQ — Kg(K ) + /{"/-@4)

= % (—2ky(K,)* 4+ ky(1+£2))  (mit mehrf. Anw. v. &% =1+ &)
B (1 —|—f€§)2( Ky )/

B K L+ xZ

Diese Gleichung ist genau dann erfiillt, wenn o = «(u) lediglich von u

abhéngig oder = c mit ¢ =konst.€ R ist. Im ersten Fall bedeutet

1+ 1+K2
dies, dass mit (6) kg =konst. ist, und p wie oben ein Kreis ist. Im
zweiten Fall integriert man erneut und erhélt

Kkg(t) = tan(ct +d) ,

wobei ¢, d € R geeignete Integrationskonstanten mit |ct 4 d| < 7 sind
und s = 2t gilt. ([l

5.1. Charakterisierungen der Kurve p aus Satz 10.

Satz 11. Fine sphdrische Kurve p aus Satz 10, die den Hopf-Zylindern,
welche Isothermflichen sind, zugrunde liegt, zeichnet sich dadurch aus,
dass sie konstante Torsion als Raumkurve besitzt. Fiir thre Krimmung
k gilt dann:

(5) = ——
k() = —— .
cos(7s + d)
/
Beweis. Dies folgt sofort aus Lemma 8 mit 27 = Qng/dS ZK-" =
—|— I ky+1

c und k= ,/k2+1, wenn die Bezichung aus Satz 10 eingesetzt wird
mit |75 +d| < 5. O

Satz 12. Die sphdrische Kurve p aus Satz 10, die den Hopf-Zylin-
dern, welche auch Isothermflichen sind, zugrunde liegt, ist dadurch
gekennzeichnet, dass der halbe Offnungswinkel der Berihrkegel an ihre
Kriimmungskreise, linear von threr Bogenlinge abhdngt.
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Beweis. Ein Vergleich von Satz 10 mit (3) liefert 0(s) = §s+d = 7s+d

mit ¢,d € R geeignet. O

Die Abbildung 3 zeigt den Klothoiden-éhnlichen Verlauf von p in S?
fiir einige Werte von ¢ # 0 und d = 0.

ABBILDUNG 3. Die sphérische Kurve p aus Satz 10 mit den
Anfangsbedingungen: p beriihrt den Aquator fiir s = 0 und
kg(0) = 0.

6. WILLMORE-HOPF-TORI

Sei M eine geschlossene orientierbare zweidimensionale Mannigfaltig-
keit. Willmore-Flichen sind immersierte Flichen f : M — R® mit
euklidischer mittlerer Kriimmung H und Volumenelement dO, die kri-
tische Punkte des Funktionals

W(f, M) := H?dO
A

sind (vgl. zur Ubersicht [6] oder [9]). Dieses Variationsproblem ist
Mobius-invariant (s. z.B. [13]).

Unter der Familie der Drehtori im R? sind genau die Tori mit Radi-
enverhiltnis 1 : v/2 die Willmore-Fliichen (vgl. [12]).

Wir interessieren uns hier aber fiir Tori in der Sphiire S3, die Willmo-
re-Flichen sind. Deshalb miissen wir den Begriff der Willmore-Fliche
auf Flichen in der S? verallgemeinern. Dies hat J. Weiner 1978 in [11]
formuliert. Er definierte eine Willmore-Fliche in einem Raum konstan-
ter Kriimmung K wie folgt:
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Definition 13. Sei M eine geschlossene orientierbare zweidimensio-

nale Mannigfaltigkeit, ¥ ein Raum mit konstanter Krimmung K. [ :
M — X heifft Willmore-Flache, wenn f kritischer Punkt des Funktio-
nals

W(f, M) := / (H? + K) dO
f(M)

1st, wober H die mittlere Kriimmung und dO das Volumenelement von
f(M) in X ist.

Speziell fiir Hopf-Tori gilt nun nach Pinkall [7] mit K=1

N~

2w
W M) = /(H2+I~()d6://(/ff](t)+1)dtdgp
£(u) 00
l l
= W/(H;(S) +1)ds = 7T/I€2(8) ds .
0 0
Somit gilt fiir einfach geschlossene sphirische Kurven p:
f(M) ist genau dann ein Willmore-Hopt-Torus, wenn p kritischer
Punkt von §(rk,4(s)* + 1)ds ist.
Diese Kurven p wurden 1987 von Langer und Singer [5] unter dem

Namen elastische Kurven untersucht. Sie erhielten das folgende Ergeb-
nis:

Satz 14. Es gibt unendlich viele einfach geschlossene elastische Kurven
p in der S?, und zwar die mit geoditischer Kriimmung

Ky(s) = ko Cn(%,w> ,

wobet die maximale geoddtische Krimmung ko durch
V2w
V1 —2w?

mit w? € 0, %) gegeben ist, und cn der Cosinus amplitudinis (der Ja-
cobische elliptische Cosinus) ist.

k():

Bemerkung: Der Jacobische elliptische Cosinus entsteht durch

en(u, w) == cos ¢(u, w)
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w = 0.6239, w = 0.6646,
ko = 1.8753, ko ~ 2.7541,
3 Perioden 4 Perioden

w = 0.6894,
ko ~ 4.3838,
6 Perioden

ABBILDUNG 4. Verschiedene geschlossene elastische Kurven p

mit ¢(u,w) als Umkehrfunktion des elliptischen Integrals erster Gat-
tung

u =

we(0,1).

o
dt
Flow) = 0/ V1 —w?sin?t ,

cn(—,w) ist eine gerade periodische Funktion mit Wertebereich [—1, 1]
und Periode 4K (w), wobei K (w) := F(%,w) das vollstindige elliptische
Integral erster Gattung ist (s. z.B. [2]).

Die Abbildungen 4 und 5 zeigen geschlossene elastische sphérische
Kurven fiir verschiedene Werte von w und ein stereographisches Bild
eines Hopf-Torus in zwei Ansichten fiir ein bestimmtes w.

Ein Vergleich der Sitze 10 und 14 liefert die
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ABBILDUNG 5. Stereographisches Bild des Willmore-Hopf-
Torus von p aus Abb. 4 mit 6 Perioden

Folgerung: Unter den Willmore-Hopf-Tori ist lediglich der minimale
Clifford-Torus eine Isothermfiiche.

Beweis. Die beiden Formeln fiir £, in den Sétzen 10 und 14 miissen
ibereinstimmen, dies ist nur fiir k, = 0, d.h. fir p ein Grofikreis,
moglich. Also liegt ein spezieller Clifford-Torus vor. Ein Hopf-Torus
besitzt aber die mittlere Kriimmung H = x,. Damit folgt, dass unser
Torus eine Minimalfléiche in der S? ist, also ist es der minimale Clifford-
Torus. 0

Die Abbildungen 1 bis 5 wurden mit dem Computeralgebra-System
Maple erzeugt.
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