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UBER DIE LOSBARKEIT NICHTPARAMETRISCHER
FAIRINGPROBLEME

ULRICH REIF

ZUSAMMENFASSUNG. Sei s der Graph einer Funktion s : 2 — R
tiber dem beschriinkten Gebiet & C R?. Die Giite von s kann
durch Funktionale gemessen werden, die von den Hauptkrimmun-
gen Ki,ks und dem Flicheninhalt @ von s abh&ngen. Wir be-
trachten hier genauer Funktionale vom Typ Fy ,(s) = [,(k +
k3)Pn dp+1p(a), wobei ¢ eine nichtnegative unterhalbstetige Funk-
tion ist, n := (14 [|Vs||*)!/? und 1 < p < co. Wir zeigen, dass
es fiir eine gegebene Referenzfliiche so € H*°(Q) und eine be-
liebige Konstante M > 0 eine Funktion s gibt, die Fy , auf der
Menge {s € H?>?P(Q) : ||s — so|l1,c0 < M} minimiert. Die Menge
der zuldssigen Funktionen kann dariiber hinaus auch durch weite-
re Nebenbedingungen eingeschrinkt weren. Insbesondere kann die
Interpolation von Punkt- und Gradientendaten gefordert werden.

1. EINLEITUNG

Die dsthetische Qualitdt einer Freiformfliache ist ein Begriff, der sich
einem Menschen intuitiv erschlielt. Jedoch ist es eine nichttriviale
Aufgabe, diese Eigenschaft in die Sprache der Mathematik zu iiberset-
zen.

Geeignete Konzepte basieren auf geometrischen Invarianten, und ins-
besondere auf den Kriimmungen der Fliche. Fiir eine gegebene Fliche
s mit Hauptkriimmungen k1, k5 ist beispielsweise die Willmore-Energie
[4, 3, 2]
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ein geometrisch sinnvolles Funktional, wobei p(s) das Flichenmaf} auf
s bezeichnet. Uber den Satz von Gauss-Bonnet ist damit die totale
Kriimmung
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eng verkniipft. Sie dient als Prototyp fiir die Klasse der hier betrach-
teten Funktionale.

In diesem Report beweisen wir einen Existenzsatz fiir das Fairing-
problem, wie es sich in zahlreichen Anwendungen stellt: Die Aufgabe
besteht darin, zu einer gegebenen Referenzfliche s, eine nahegelege-
ne Fliache s* mit optimierter Glattheit zu finden. Wir beschrinken
uns hier auf Flichen in nichtparametrischer Form, d.h. auf Flichen,
die Graphen reellwertiger Funktionen iiber einem beschrénkten Gebiet
Q C R? sind.

Die vorliegende Arbeit stellt eine Zusammenfassung der in [1] vorge-
stellten Ergebnisse dar.

2. DEFINITIONEN

Sei 2 C R? ein offenes, beschriinktes Gebiet mit Lipschitzrand und
p das Lebesguemafl auf Q. Die Normen der Funktionenrdume LP(S2)
und H™P(Q2) werden mit || - ||, und || - ||, bezeichnet. Im Folgenden
identifizieren wir eine Funktion s : 2 — R mit der durch ihren Graphen
definierten Flidche. Fiir eine hinreichend glatte Funktion s bezeichnen
wir die Hauptkriimmgen mit s, ko und den Flidcheninhalt mit a(s).
Ferner sei n := (1 + || Vs||?)"/2.

Wir beginnnen mit der Definition einer Klasse von Glattheitsfunk-
tionalen, die die totale Kriimmung verallgemeinern.

Definition 2.1. Sei ¢ : R" — R{ unterhalbstetig und 1 < p < oo.
Dann ist das Glattheitsfunktional Fy, : H**(Q) — RY definiert durch

Foals) = [ (6 + Pndu+ v(a(s)). ®)
Q
Nebenbedingungen kénnen mittels einer stetigen Funktion
I:H*>?(Q) - R (4)

beschrieben werden, indem man den Raum der zuldssigen Funktionen
auf die Menge

Sr:={s € H**(Q) : T'(s) = 0} (5)

einschrinkt.

Fiir die Referenzfliche setzen wir sy € H>*(Q) voraus. Zusitzlich
zu den oben genannten Nebenbedingungen schrinken wir den Raum
der zuldssigen Funktionen ein auf

SM={s e H**(Q) : ||s — soll1,00 < M}, M €R". (6)
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3. EIGENSCHAFTEN DES FUNKTIONALS

Wir beginnen mit einer expliziten Formel fiir Fy,,. Bezeichnen g und
h die erste bzw. zweite Fundamentalform von s, dann sind die Haupt-
kriimmungen &, ko die Eigenwerte von hg~!. Also ist

K2+ K2 = (trace(hg™"))* — 2det(hg™"). (7)
Dieser Ausdruck ist eine Bilinearform in den zweiten partiellen Ablei-
tungen 0 := [Syq, Sgy, Syy]” von s, da h linear von § abhiéngt. Mit den
Abkiirzungen
sp:=1+482, sp:=1+ 337 S3 1= S35y (8)
und der Matrix
[ 52 —25953 53
Q:=n"5"P | 25055 224 452 —2s.55] . (9)
s —25183 52 J

erhalten wir fiir den Integranden
D,(0,Q) = (0,Q0)" = (k2 + K2)Pn. (10)

Im Rest dieses Abschnitts geben wir Abschétzungen fiir ®, und das
Funktional

RA@ZL%@QMM (11)

all.

Lemma 3.1. Alle Eigenwerte von Q liegen im Intervall [1/(2n%), 5],
also
161/ (2n°) < (3,Q0) < 5141, (12)

wobei || - || die Euklidische Norm in R® bezeichnet.

Beweis. @ ist positiv semidefinit, da (5, Q6) = (k? + k2)n'/? > 0. Die
Betrige der Eigenwerte werden durch die Zeilensummennorm || - ||z
von @ und Q! abgeschitzt. Mit n? > max{1, s, s, 2|s3|} erhilt man
1Ql|r < 5n~2+YP < 5. Die Inverse von ( ist

" s 153 53 -|

Q' =n>"P |s155 n?/24 52 sysy (13)
s 983 52 J

und #hnliche Abschitzungen liefern ||Q~!||z < 2n~1/7 < 2nS. O

Lemma 3.2. Die Funktion ®, ist konver im ersten Argument, d.h.,

D, (¢", Q) — ©,(0,Q) > D;s®,(0,Q)(6" — 0) (14)
fiir alle 6,8 € R3.
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Beweis. Nach dem Satz von Taylor geniigt es zu zeigen, dass die zweite
Ableitung D:®, von ®, nach dem ersten Argument iiberall positiv
semidefinit ist. Fiir beliebige §, A € R? erhalten wir

2p(3,Q8)P 7% (2(p — 1)(6, QA)* + (6, Q6)(A, QA)) > 0,
da () nach Lemma 3.1 positiv definit ist. O

Lemma 3.3. Seien Q, Q' zwei Matrizen gemdf (9) und C, := 10" !p.
Dann gilt

(15)

|2,(6,Q) — 2,(5, Q)| < G[lo]*" |Q — Q| =. (16)
Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus der Abschéitzung

o =y <pla+y) o —yl, zy€RY (17)
und [|@ + Q' < [|Qlr + [|Q'l|r < 10. O

Lemma 3.4. Es gibt Konstanten Cy, C, € R*, so dass fiir alle s €
H>*(Q) gilt

Co(L+ [Islff o) 101125 < Foup(s) < Cull0]l3p- (18)

Beweis. Aufgrund der Aquivalenz von Normen in R? gibt es Konstan-
ten Cj, C7 € R mit

Ch 8|12 < / 16177 du < C|15)2. (19)

Die Funktion n ist beschriinkt durch ||n[le < (1+ [|s[|% ,)"?, also ist
gemafl Lemma 3.1

27P(1+ 15[l o) NOI* < @,(6,Q) < 570]J*. (20)
Die Integration dieser Ungleichung fiihrt nach Anwendung von (19) auf
die Behauptung. ([l

4. EIN EXISTENZSATZ

Theorem 4.1. Sei Q C R? ein offenes, beschrinktes Gebiet mit Lip-
schitzrand, v eine nichtnegative unterhalbstetige Funktion und 1 < p <
co. Ferner sei sy € H"(Q) ein Referenzfliche, M € R eine Kon-
stante und T : H>??(Q) — R eine stetige Funktion. Dann besitzt das
Variationsproblem

Fyp(s) = min, ||s — sgll1,c0 <M, I'(s)=0 (21)

eine Liosung s* in H*?P(Q2), falls die Menge der zulissigen Funktionen
nicht leer ist.
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Beweis. Die Menge der zulédssigen Funktionen
S:=5N S;‘;[ ={s€ H**(Q):T(s) = 0A|ls — solli00 < M} (22)

ist abgeschlossen, da I' und || - ||1,. stetig sind. Falls S leer ist, ist
nichts zu zeigen. Anderenfalls gilt

Fug := inf Fy,(s) € R, (23)
ELS

da F, nichtnegativ ist. Sei {s’ € S : j € N} eine minimierende Folge
in S,

lim Fy,(s7) = Fr. (24)
j—00
Wegen ||s—sg||1,00 < M ist die Folge {s’} in H*°(Q2) beschriinkt durch
1571100 < M + [I50]1,00- (25)
Damit gilt
(L4712 00) " = (14 (M + [[s0]l100)?) 7 =2 Cs. (26)

Die konvergente Folge { Fyy,(s7)} ist beschréinkt, Fyy, := sup; Fy,(s7) €
R} . Nun erhalten wir mit Lemma 3.4

Fap > Fyp(s7) = Fop(s?) > Co(L+ 187113 o) (671150 > CoCs 167|155
(27)
Also ist

1671135 < FaupCy 'G5 (28)

Die letzte Abschiitzung und (25) implizieren, dass die Folge {s’} in
H??(Q) beschriinkt ist. Aufgrund der Reflexivitiit dieses Raums exis-
tiert eine schwach konvergente Teilfolge, die wir wieder mit {s’} be-
zeichnen,

s/ — s* schwach in  H*?(Q). (29)

Da S abgeschlossen ist, erfiillt der Grenzwert s* die Nebenbedingungen,
also s* € S. Es bleibt zu zeigen, dass F, durch s* minimiert wird,
d.h., Fy,(s*) = Fiys. Dazu betrachten wir die Differenz

Foal#) = Fuals) = [ (@(8,Q) = 0,57.@)) d

+ / (@,(67, Q%) — ®,(5", Q")) d (30
+ (¥(a(s) — p(a(s")))
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fiir 7 — oo. Die drei Summanden werden der Reihe nach diskutiert.
Fiir den ersten Summanden erhalten wir mit Lemma 3.3 und den Glei-
chungen (28), (19)

[ @) - 2,0.0) du\ <6, [ 191710 - @ llndn

<GIQ - @l [ 1917 du (31)
Q
< RGP 5 10 = Q'

wobei die Norm der Matrix als die Summe der Normen ihrer Eintrige
zu verstehen ist. Schwache Konvergenz in H%?((2) impliziert starke
Konvergenz in H*°(Q). Also konvergiert ||Q’ — Q*||« gegen Null und
es gilt
lim (@p(éja Q') - @p(éja Q*)) dp = 0. (32)
J—0 Q
Fiir den zweiten Summanden in (30) gilt mit Lemma 3.2
[ @07, — @, @) i > [ Ds2, (6@ - ) (3)
Q Q
Sei ¢ := 2p/(2p — 1). Dann ist Ds®, (0%, Q*) € LI(Q), wobei LI(2) der

Dualraum von L?P(2) ist. Schwache Konvergenz von {s’} in H%% ()
impliziert schwache Konvergenz von {4’} in L% (Q). Folglich ist

lim [ Ds®,(0%, Q) (87 — 6%) du = 0, (34)
J—= Jo
und
lim inf/ (@,(67, Q%) — @,(6*, Q%)) dp > 0. (35)
J—00 Q

Fiir den dritten Summanden in (30) bedingt die starke Konvergenz
von {s/} in H»*°(Q) die Konvergenz der Flicheninhalte, limjcy a(s?) =
a(s*). Da 1 als unterhalbstetig vorausgesetzt wurde, erhalten wir

lim inf ¢ (a(s’)) — ¥(a(s")) = 0. (36)
j—00
Schliefilich ergibt sich durch die Kombination von (32), (35), and (36)

Fir = liminf Fy ,(s7) > Fy,(s*) > Fi. (37)
J—0o0

Also ist Fyp(s*) = Fiur und damit s* eine Losung des Variationspro-
blems (21). O
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