Proceedings 25. Siiddt. Differentialgeometrie-Kolloquium pp- 79-94

DAS ERZEUGNIS DREIER PROJEKTIV
GEKOPPELTER KEGELSCHNITTE

HANS-PETER SCHROCKER

1. GRUNDLAGEN

Wir werden in dieser Arbeit projektiv gekoppelte Kegelschnitte im re-
ellen projektiven Dreiraum P3(R), den wir fallweise komplex erweitern,
untersuchen. Beziiglich eines projektiven Koordinatensystems gestat-
tet ein reguldrer Kegelschnitt k£ C P5(R) eine rationale Parameterdar-
stellung

k...X(s) = x(s) =xo + sx1 + X2, (1)
s€R:=RU{0}.

Dabei sind x¢, x; und x5 unabhéngige, reelle, vierdimensionale Vekto-
ren. Die geometrische Bedeutung der von ihnen dargestellten Punkte
kann Abbildung 1 entnommen werden: X, und X, sind die zu s = 0
bzw. s = co gehérenden Kurvenpunkte auf £, X ist der Pol von XX,
beziiglich k.

Die Parameterdarstellung (1) ist nicht eindeutig bestimmt. Man
erhilt alle rationalen Darstellungen von k, wenn man auf die Vektor-
funktion x(s) eine linear-rationale Parametertransformation (M&bius-
Transformation)

as+b
cs+d’

anwendet und anschlieBend mit (cs + d)? multipliziert, um die Koor-
dinatenfunktionen wieder polynomial zu machen. Durch eine M&bius-
Transformation ;o kann man drei beliebigen Punkten X§, X7 und X
von k drei beliebige Parameterwerte sy, s; und ss zuordnen. Danach
ist p eindeutig festgelegt.

Nun wéhlen wir zwei weitere Kegelschnitte I, m C P3(R) und para-
metrisieren sie geméif

p:R—-R, s~

ad — be # 0 (2)

[...Y(s) = y(s) =yo+ sy1 + sy2,
m...Z(s) = z(s) = zg + sz; + sz. (3)
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X

ABBILDUNG 1. Rationale Parametrisierung eines Kegelschnitts.

Durch gleiche Parameterwerte s wird eine projektive Kopplung zwi-
schen den drei Kegelschnitten k, [ und m hergestellt. Umgekehrt kann
auch jede projektive Kopplung durch gleiche Parameterwerte einer ra-
tionalen Parametrisierung erzeugt werden.

Ein Tripel {X(s),Y (s), Z(s)} von Punkten, die sich in der projek-
tiven Kopplung entsprechen, spannt im Allgemeinen eine Ebene auf.
Mit E bezeichnen wir die Menge dieser Ebenen, also

E = {e(s) = [X(5),Y(5),Z(s)] | s € R, dime(s) = 2}. (4)

Im Folgenden werden wir E als das Erzeugnis der drei projektiv ge-
koppelten Kegelschnitte £, [ und m ansprechen. Dabei wollen wir den
Fall, dass alle Tripel entsprechender Punkte kollinear liegen, genauso
von unseren Betrachtungen ausschlielen wie den Fall einer konstanten
Ebene £(s), der eintritt, wenn &, [ und m eine gemeinsame Trigerebene
g besitzen. E enthélt also unendlich viele Ebenen.

Um eine Parameterdarstellung von [E bequem anschreiben zu kénnen,
bedienen wir uns einer Symbolik, wie sie auch in [4] verwendet wird.
Sind a; = (ajg .- .a;3)" (i =0,1,2) drei vierdimensionale Spaltenvekto-
ren und bezeichnet A;j, die Determinante der Matrix

Qop; Q15 A2
Qo; Q15 Q25 |,

Qo Q1 Q2

so definieren wir das Dreivektorsymbol (ag, a1, as) als den vierdimensio-
nalen Zeilenvektor (Aja3, —Agas, Aoiz, —Ap12). Es stellt also die Ebene,
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die von den Punkten A; = a; aufgespannt wird, dar. Genau dann, wenn
Ap, A; und A, kollinear liegen, verschwindet das Dreivektorsymbol.
Der Darstellungsvektor u(s) von ¢(s) € E kann nun notiert werden

als
6

u(s) = Z s"c,, wobei c, = Z (Xi, ¥y 2h)- (5)
n=0 i+j+k=n
iyjakE{O’LQ}

Es handelt sich bei E also im Allgemeinen um eine rationale Torse der
Klasse I' = 6. Selbstverstidndlich kann I" aber auch geringere Werte an-
nehmen. Wir wollen im Folgenden genaue algebraische und geometri-
sche Bedingungen fiir die Verringerung der Klassenzahl von E angeben.
Prinzipiell gibt es dazu zwei Moglichkeiten:

(1) Die Torse E wird mehrfach durchlaufen.
(2) Es gibt Nullstellen der Vektorfunktion u(s).

Im ersten Fall ist zu bedenken, dass E héchstens zweimal durchlaufen
werden kann, da Kegelschnitte ja Kurven zweiter Ordnung sind. Ist
dies der Fall, so ist E gemeinsame Doppeltorse der Regelfléchen

K ...K(s,t) = y(s)+tz(s),
L ...L(s,t) = x(s)+ tz(s), (6)
M. M(s,t) = x(s) + ty(s),

die von je zweien der projektiv gekoppelten Kegelschnitte erzeugt wer-
den. Es handelt sich bei I, £ und M um Regelflichen vierten, dritten
oder zweiten Grades. Wird E zweifach durchlaufen, so sind sie nicht
von viertem Grad. Sie miissten dann ndmlich zusammenfallen, da sie
in der Achsenkongruenz ihrer gemeinsamen Doppeltorse E liegen und
paarweise einen Kegelschschnitt gemeinsam haben. Sind I, £ und M
von zweitem Grad, so kann es sich nur um Kegel zweiter Klasse mit
kollinearen Scheiteln handeln. Dies fiihrt auf ein quadratisch parame-
trisiertes Ebenenbiischel E, das wir auch erhalten, wenn wenigstens
eine der Regelflichen von drittem Grad ist. Es gilt also:

E kann héchstens zweifach durchlaufen werden. Es handelt sich dann
um ein quadratisch parametrisiertes Ebenenbiischel.

Um Fallunterscheidungen zu vermeiden, wollen wir dies im weiteren
Text allerdings nicht betrachten.

Die zweite Moglichkeit zur Verringerung der Klasse von E besteht
im Auftreten von Nullstellen von u(s). Verschwindet der Vektor u(s)
an der Stelle s = sp, so kann er ohne Zerstorung seines polynomialen
Charakters durch s — so gekiirzt werden. Jede Nullstelle von u(s)
reduziert also die Klasse von E um Eins. Natiirlich haben wir hier
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Nullstellen iiber C U {oo} mitsamt ihrer algebraischen Vielfachheit zu
beriicksichtigen.

Durch eine Parametertransformation der Gestalt (2) kénnen wir stets
erreichen, dass die betrachtete Nullstelle zum Parameterwert sq = 0
gehort. Es geniigt also, die Aussage

(Ng): ,Null ist eine k-fache Nullstelle von u(s).“

fir k = 1...5 zu betrachten. (/V)) nennen wir die k-te Nullbedingung.
Threr Untersuchung ist der nichste Abschnitt gewidmet.

2. DIE NULLBEDINGUNGEN

Wir wollen nun die Nullbedingungen in algebraischer und geometri-
scher Hinsicht interpretieren. Da die auftretenden Rechnungen zwar
nicht schwierig, aber langwierig sind, werden wir sie hier nicht ange-
ben. Eine detaillierte Darstellung ist in [23] zu finden.

(Ng) ist offenbar dquivalent mit ¢y = ... = ¢, = 0. Mit den Rechen-
regeln fiir das Dreivektorsymbol kann man diese Bedingungen umfor-
men. Fallen die Punkte Xy, Yy und Zj nicht zusammen, gilt also ohne
Einschrinkung X, # Y, so ist (Ng) dquivalent zur Konjunktion der
ersten k Aussagen der folgenden Liste:

3&0, bo € R: Zo = apXp + b[)y'o

30,1, b e R: zy =a1xg+ b1y0 + apXq + boY1

30,2, by € R: zy = asxg + b2y0 +a1xy + b1y1 + apX2 + bon (7)
30,3, b3 eER: o =asxg+ b3y'0 + a9X; + b2y1 + a1X2 + b1y2

30,4, by e R: 0o =asxp+ b4y0 + as3xq + b3y1 + a9X9o + b2y2

Mit Hilfe dieser Liste lassen sich nun wichtige Ergebnisse auf rechne-
rischem Weg herleiten. Wir setzen dazu voraus, dass die Punkte X,
Xy, Xo, Yy und Y; allgemeine Lage besitzen und beginnen mit einer
geometrischen Interpretation der ersten drei Nullbedingungen:

Satz 1. Sind Xy, Yy und Zy paarweise verschieden, so gilt:

e (Ny) ist dquivalent damit, dass die Regelfliichen IC, £ und M
eine gemeinsame, zum Wert s = 0 gehérende Erzeugende e
besitzen.

e (Ny) ist dquivalent damit, dass sich IC, L und M lings e
beriihren.

e (N3) ist dquivalent damit, dass K, L und M in ey diesselbe
Schmiegquadrik besitzen.

Beweis (Skizze). Zwei der Regelflichen besitzen genau dann an der
Stelle s = 0 eine gemeinsame Erzeugende, wenn die Bildkurven auf der
PLUCKER-Quadrik ) fiir s = 0 denselben Punkt liefern. Sie beriihren
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bzw. oskulieren sich ldngs dieser Erzeugenden, wenn sich ihre Bildkur-
ven im zu s = 0 gehorenden Punkt beriihren bzw. oskulieren. Es seien
m(s) und 1(s) Parameterdarstellungen von M bzw. £ als Kurven auf
). Setzen wir eine (k + 1)-punktige Beriihrung lings der zu s = 0
gehorenden Erzeugenden voraus, so muss es nach [4] eine Parameter-
transformation s = s(s*) und eine Umnormungsfunktion o = p(s*)
geben, so dass die ersten k Ableitungsvektoren der Funktionen m(s)
und I*(s*) := o(s*)1(s(s*)) an der Stelle s = 0 bzw. s* = s *(0) iiber-
einstimmen (k = 0, 1,2). Zum Beweis des Satzes benétigen wir nur die
ersten beiden Ableitungen

1" =ol+ 051, und  I* = §l+ (205 + 08)l, + 0°L,.  (8)
Der Punkt bedeutet dabei Ableitung nach s* und die Ableitungsvek-
toren von 1 sind an der Stelle s(s*) auszuwerten. Ohne Einschrinkung
konnen wir auflerdem im Folgenden s(0) = 0 annehmen. Berechnet
man nun mittels (1), (3) und (6) die Parameterdarstellungen fiir ,
L und M auf der PLUCKER-Quadrik € und vergleicht sie mit (8),
so erhilt man nach einiger Rechnung genau die Behauptung des Sat-
zes. U

Fallen die Punkte Xj, Yy und Z, zusammen, so liest man aus (5)
ab, dass (NVs) jedenfalls erfiillt ist. Wir erhalten dann die folgenden
geometrischen Interpretationen fiir die restlichen Nullbedingungen:

Satz 2. Gilt Xy =Yy = Zy und ist xo nicht linear abhdngig von x; —y,
und y1—121, so ist (No) jedenfalls erfillt. (N3) ist dquivalent damit, dass
I, L und M eine gemeinsame, zum Wert s = 0 gehérende Erzeugende
e besitzen. (Ny) ist dquivalent damit, dass sich diese Flichen lings eg
beriihren, (Ns) damit, dass IC, L und M in ey dieselbe Schmiegquadrik
besitzen.

Fiir den verbleibenden Sonderfall gilt schlieflich

Satz 3. Ist xy linear abhdngig von x; —y, und y, — z1, so beriihren
sich k, | und m im gemeinsamen Punkt Xy = Yy = Zy. (Ny) ist dann
jedenfalls erfillt, wihrend (Ns) genau dann eintritt, wenn IC, £ und
M eine gemeinsame, zum Parameterwert s = 0 gehdrende Erzeugende
besitzen.

Sinnvollerweise verwendet man zum Beweis der Sitze 2 und 3 nicht
die Parameterdarstellug (6) von K, £ und M. Man kann nidmlich
die Kegelschnitte m...z(s) und [...y(s) auf diesen Flichen ersetzen
durch Flichenkegelschnitte, die Xy nicht enthalten. Dies ist deshalb
stets moglich, weil K, £ und M im betrachteten Fall von hochstens
drittem Grad sind und demnach zumindest oo? Kegelschnitte tragen.
Auf diese Weise vermeidet man Probleme, die durch die Singularitét
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der Darstellungen (6) fiir s = 0 auftreten, und kann direkt die beim
Beweis von Satz 1 verwendeten Rechnungen benutzen.

Wir wollen nun als Letzes die geometrische Bedeutung der Nullbe-
dingungen (N4) und (N5) im Fall nicht zusammenfallender Punkte Xy,
Yy und Z, angeben. Es handelt sich dabei nicht um das Zusammenfal-
len von vier oder fiinf Erzeugenden an der Stelle s = 0.

Satz 4. Sind die Punkte Xy, Yy und Zy paarweise verschieden, so ist
(Ny4) dquivalent damit, dass IC, £ und M in ey diesselbe Schmiegquadrik
und diesselben Fleknodalpunkte besitzen.

Der Beweis von Satz 4 verwendet eine Koordinatendarstellung der
Vektoren x;, y; und z;, sowie eine in [4] angegebene Rechnung zur
Ermittlung der Fleknodalpunkte.

Weitere Rechnungen zeigen, dass im Fall (N5) bereits die Regelfléche
M (d.h. die Projektivitit zwischen & und /) nicht mehr beliebig gew&hlt
werden darf. Es ist vielmehr eine gewisse algebraische Bedingung zu
erfiillen, welche die geometrische Tatsache ausdriickt, dass M eine Leit-
gerade x besitzt. Eine fiinffache Nullstelle bedingt die Reduktion der
Klasse I von E auf Eins. E ist also ein Ebenenbiischel und x ist seine
Achse. Der Schnittpunkt F; von x mit der zu s = 0 gehorenden Er-
zeugenden e ist einer der beiden Fleknodalpunkte auf ey und weitere
Berechnungen zeigen

Satz 5. Sind die Punkte Xy, Yy und Zy paarweise verschieden und gilt
(Ny4), so ist (N5) dquivalent damit, dass sich die Flichenkegelschnitte
von IC, L und M durch den auf der Biischelachse von E liegenden
Fleknodalpunkt F, beriihren.t

Wir haben somit unter den eingangs gemachten Voraussetzungen
(allgemeine Lage gewisser Grundpunkte der Kegelschnitte k£ und 1) fiir
samtliche Félle von Nullstellen von u(s) geometrische Interpretationen
angegeben. Die Untersuchungen waren deutlich komplizierter, als dies
etwa im Fall der von drei projektiv gekoppelten Geraden erzeugten
Ebenenmenge notwendig ist (vgl. [20]). Dort macht es ndmlich we-
nig Sinn, drei- oder mehrfache Nullstellen von u(s) zu studieren und
auch das Zusammenfallen dreier entsprechender Punkte ist nicht von
Interesse.

IDa es in diesem Fall kein zusammenfallendes Tripel entsprechender Punkte
geben kann, sind die Flachenkegelschnitte durch F} eindeutig bestimmt.
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3. EBENE DOPPELVERHALTNISSCHAREN AUF
KEGELSCHNITTSFLACHEN

Wir werden nun spezielle Kurvensysteme auf Kegelschnittsflichen un-
tersuchen, die mit den bisherigen Betrachtungen in engem Zusammen-
hang stehen. Unter einer Kegelschnittsfliche ® verstehen wir eine
Fléache, die eine einparametrige Schar von Kegelschnitten triagt. ® kann
stets durch einen projektiven Zwanglauf eines Kegelschnittes k erzeugt
werden. Die Bahnkurven von k bilden in diesem Fall ein Kurvensystem
D auf ®, durch das je zwei Flichenkegelschnitte projektiv aufeinander
bezogen sind. Ein solches System DD nennen wir Doppelverhdltnisschar
oder kiirzer DV-Schar.

Doppelverhéltnisscharen konnen in analoger Weise auch fiir Regel-
flichen definiert werden. Seit dem Erscheinen von [1] im Jahr 1953
wurden sie ausfiihrlichen Untersuchungen unterzogen (vgl. das Lite-
raturverzeichnis am Ende dieses Textes). Fiir DV-Scharen auf Kegel-
schnittsflichen liegen hingegen relativ wenige Ergebnisse vor ([2, 3, 6]).

Wir wollen uns mit ebenen DV-Scharen beschiftigen. Die einzelnen
Kurven der DV-Schar D liegen also in Ebenen, die eine Torse E (die
Trigertorse von D) erfiillen.? | ist von der Art, wie sie in Abschnitt
1 betrachtet wurde, denn sie wird durch die von den Scharkurven in-
duzierte projektive Kopplung zwischen drei allgemeinen Flichenkegel-
schnitten erzeugt. Demnach kénnen wir ebene DV-Scharen auf Ke-
gelschnittsflichen nach der Klasse von E einteilen in sextisch (allge-
meiner Fall), quintisch, quartisch, kubisch, konisch und schichtbildend.
Die letzten drei Bezeichungen wurden auch von W.DEGEN in [7] zur
Klassifikation der ebenen DV-Scharen auf Regelflichen verwendet. Die
Bezeichnung schichtbildend geht bereits auf [1] zuriick.

Bei der Untersuchung von Geraden bzw. Geradenmengen des Ps(R)
deutet man diese hiufig als Punkte bzw. Punktmengen auf der PLU-
CKER-Quadrik  C P5(R). Im vorigen Abschnitt haben auch wir die-
sen Standpunkt eingenommen. Die Kegelschnitte des P3(R) konnen
ebenfalls als Punkte einer gewissen Untermannigfaltigkeit Mg des re-
ellen projektiven Raumes Py(R) betrachtet werden ([6]). Fiir die Un-
tersuchung von DV-Scharen auf Kegelschnittsflichen hat dies jedoch
gewisse Nachteile. Einerseits hat man stets eine Nebenbedingung (die
Gleichung von M) zu beriicksichtigen, andererseits spiegelt sich die
projektive Kopplung der Fldchenkegelschnitte nicht in ihrer Bildkurve
im Py (R) wider.

2Wir setzen voraus, dass nicht alle Scharkurven auf Geraden oder in einer festen
Ebene liegen.
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Der Autor hat aus diesem Grund in [23] eine Deutung von Kegel-
schnitten als Punkte eines projektiven Raumes entwickelt, die beide
Nachteile beseitigt und zum Studium ebener DV-Scharen auf Kegel-
schnittsflichen gut geeignet ist. Wir wollen sie an dieser Stelle prisen-
tieren und merken nur noch an, dass sie nach naheliegender Verallge-
meinerung auch zur Untersuchung nicht ebener DV-Scharen verwendet
werden kann.

Wir gehen aus von einer durch drei projektiv gekoppelte Kegelschnit-
te erzeugten Torse E, die wir geméf

r

E...e(s) = u(s) = Zsici, seR 9)

i=0
parametrisieren. Fiir das Folgende setzen wir voraus, dass

(1) die Vektorfunktion u(s) bereits von iiberfliissigen Nullstellen
befreit ist,

(2) E nicht mehrfach durchlaufen wird, also kein quadratisch para-
metrisiertes Ebenenbiischel ist, und

(3) kein Kegel dritter oder hohere Klasse ist.

Von diesen Voraussetzungen stellen nur die zweite und die dritte Ein-
schrankungen dar. Die zugehorigen Sonderfille bediirfen einer geson-
derten Untersuchung.

Nun betrachten wir alle quadratischen Parameterdarstellungen von
Kegelschnitten, Geraden oder Punkten, die zur Erzeugung von E ver-
wendet werden konnen, also die Menge

Vi = {x(s) = x¢ + 5% + 8% | x; € R, u(s)x(s) = 0}. (10)

Dabei ist unter u(s)x(s) das gewdhnliche Matrizenprodukt des vier-
dimensionalen Spaltenvektors x(s) und des vierdimensionalen Zeilen-
vektors u(s) zu verstehen. Vg ist ein reeller Vektorraum endlicher Di-
mension. Da es bei einer rationalen Parameterdarstellung auf skalare
Vielfache nicht ankommt, gehen wir {iber zum projektiven Raum Pg
iiber Vg. Die Punkte von Py sind Klassen proportionaler rationaler
Parameterdarstellungen vom Grad v < 2.

Man kann sich unter einem Punkt von P auch einen mit einer ra-
tionalen Parametrisierung versehenen Kegelschnitt vorstellen, solange
man nicht vergisst, dass unter Umstdnden Parametrisierungen von Ge-
raden oder sogar einzelnen Punkten auftreten konnen. Geraden oder
Punkte korrespondieren ihrerseits mit unendlich vielen Punkten aus
Pg.
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Wir wollen die Punkte von Py in suggestiver Weise als Erzeugungs-
kegelschnitte ansprechen. Die Geraden von Pg nennen wir Erzeugungs-
regelfiichen, da sie im Allgemeinen tatsichlich die Kegelschnitte auf
einer Regelfliche bilden. Diese Regelflichen sind von der Art, wie es
die Flachen K, £ und M in Abschnitt 2 waren. Es sind aber auch
zahlreiche Entartungsfiille denkbar. So besteht etwa die Moglichkeit,
dass sdmtliche Erzeugungskegelschnitte einer , Erzeugungsregelfliche®
nur Parametrisierungen eines festen Punktes sind.

Zu bemerken ist noch, dass der Raum Py sowohl von der Torse E als
auch von der gew#hlten Parametrisierung (9) abhingt. Es lédsst sich
jedoch leicht zeigen, dass dquivalente rationale Parameterdarstellungen
auf isomorphe projektive Rdume fithren. Aus diesem Grund ist auch
die Schreibweise P (anstelle von Pg () oder Ahnlichem) gerechtfertigt.

Man kann eine Basis des Vektorraumes Vi und damit auch des pro-
jektiven Raumes Py berechnen, indem man eine quadratische Parame-
terdarstellung x(s) = x¢ + $x; + s°x, mit unbekannten Vektoren x;
ansetzt und die Bedingung

u(s)x(s) =0 (11)

auswertet. Die linke Seite von (11) ist ein Polynom vom Grad I' + 2.
Die Forderung nach seinem identischen Verschwinden liefert insgesamt
['+ 3 lineare, homogene Gleichungen fiir die zwolf unbekannten Koeffi-
zienten der Vektoren x;. Die Dimension d von Pg ist somit zumindest
gleich 8 — T'. Man kann mit synthetischen Uberlegungen, die an dieser
Stelle nicht vorgefiihrt werden sollen, zeigen, dass unter den gegebenen
Bedingungen auch die Ungleichung d < 8 —I' gilt. Es gilt also

Satz 6. Die Dimension d von Pr und die Klasse I' von E stehen in
der Beziehung d +1 = 8.

Eine Kurve &g C Py bestimmt eine Kegelschnittsfliche ® C P3(R)
mit ebener DV-Schar D und Trégertorse E, soferne nicht alle Fléchen-
kegelschnitte zu Geraden oder Punkten entarten. Umgekehrt gehort zu
einer ebene DV-Schar mit Tréagertorse E auf einer Kegelschnittsfliche
® auch eine Kurve &y C Pg. Wir konnen daher neben der Klasse I' von
E auch den Planarheitsgrad p von @y als Kennzahl zur Einteilung der
ebenen DV-Scharen auf Kegelschnittsflichen verwenden. Wegen p < d
und Satz 6 erhalten wir somit 21 verschiedene Typen.?

Die Einteilung der Ebenen DV-Scharen nach dem Planarheitsgrad ist
durchaus natiirlich, lassen sich doch die Trigerflichen in einheitlicher

3Zu jeder der sechs moglichen Dimensionzahlen d € {2...7} von Pg gibt es d — 1
mogliche Planarheitsgrade, da die Kurven vom Planarheitsgrad p = 1 ja nur auf
Regelflichen fithren. Insgesamt erhalten wir somit 1 + 2 4 ... 4+ 6 = 21 Klassen.
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Weise parametrisieren. Ist ndmlich {b;(s) | i = 0...p} eine Basis der
projektiven Hiille von ®p, so gestattet ® eine Parameterdarstellung der
Art

Q... X(s) = x(s,t) = zp:)\i(t)bi(s) seR, tel (12)

mit gewissen Funktionen \;(¢), die in einem Parameterintervall I defi-
niert sind.

4. PROJEKTIVE AQUIVALENTE SCHARKURVEN

Die Kurven &y C Pg vom Planarheitsgrad p = 1 (Gerade) lassen sich,
wie bereits erwdhnt, in den reguldren Féllen als von zwei projektiv
gekoppelten Kegelschnitten erzeugte Regelflichen deuten. Aber auch
die durch p = 2 gekennzeichneten ebenen Kurven besitzen eine inter-
essante gemeinsame Eigenschaft, die wir nun darstellen wollen. Wir
definieren fiir ein festes sy € R die Abbildung

K(so): Pg \ ker(sg) — P5(R), x(s) — x(s0). (13)

k(sp) ist definiert fiir alle Punkte x(s) € Pg mit Ausnahme der Elemen-
te von ker(sy) := {x(s) € Pg | x(s9) = o}. Es ist leicht zu sehen, dass
k(so) eine kollineare Abbildung ist. Die Kurve ®p wird unter x(sq) auf
die zu s = sy gehorende Scharkurve der DV-Schar auf @ abgebildet. Al-
le Scharkuren sind somit kollinear zur festen Kurve ®g. Spannt @ eine
Ebene ¢ auf, so entsprechen sich die Kurven sogar in einer bijektiven
kollinearen Abbildung (Kollineation) ihrer Trégerebenen. Mit anderen
Worten: Die Trigerebenen e(s) der Kurven der DV-Schar sind durch
die Flichenkegelschnitte projektiv aufeinander bezogen.* Die Kurven
einer ebenen DV-Schar mit dieser Eigenschaft werden projektiv dquiva-
lent genannt. Diese Aquivalenz steht seit langem im Zentrum verschie-
dener Untersuchungen, die zu unserem Thema verwandt sind. Projek-
tiv dquivalente, ebene DV-Scharen auf Regelflichen wurden etwa in [7]
untersucht. In [17] gelingt es dem Autor, die projektiven Bewegungs-
vorgénge mit durchwegs ebenen, projektiv dquivalenten Bahnkurven
zu charakterisieren: Sie kdnnen mittels einer kinematischen Abbildung
auf die Ebenen eines projektiven Raumes abgebildet werden.® Auch
fiir unser Untersuchungsgebiet gilt ein dhnliches Ergebnis:

4 Auszunehmen sind nur die Scharkurven, die zu Geraden oder einzelnen Punkten
entarten.

SWeitere Arbeiten zu verwandten Themen sind im Literaturverzeichnis am Ende
des Textes angegeben.
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Satz 7. Die projektiv dquivalenten, ebenen DV-Scharen auf Kegel-
schnittsflichen gehoren zu den ebenen Kurven des projektiven Raumes
Py und umgekehrt.

Beweis (Skizze). Wir haben nur mehr zu zeigen, dass es keine Kurven
®p C Pg vom Planarheitsgrad p > 3 gibt, die zu projektiv dquivalenten
DV-Scharen fiithren. Man kann sich iiberlegen, dass es reicht, sich auf
den Fall p = 3 zu beschrinken. Wir betrachten also die Situation in
dem von ®p aufgespannten Dreiraum II. Da nach Voraussetzung simt-
liche Scharkurven eben sind, schneidet (mit hochstens endlich vielen
Ausnahmen, welche zu entarteten Scharkurven gehoren) jeder Kern-
raum ker(sg) den Dreiraum IT in genau einem Punkt, dem Kernpunkt
K(sp). Die Kurve k der Kernpunkte erweist sich als algebraisch. Es
gibt daher eine feste Ebene ¢ C II, welche nur endlich viele Kernpunk-
te enthélt. Wir konnen daher, wieder mit endlich vielen Ausnahmen,
jede kollineare Abbildung x(sg) zerlegen in

(1) eine Projektion aus K (sp) in ¢ und

(2) eine Kollineation von ¢ nach £(sp).
Bereits die Projektionen ¢(sq) von ®g aus K(sy) miissen in geeigneter
Weise projektiv dquivalent sein. Betrachten wir zwei feste Werte so und
s1, so wird die projektive Kopplung k¢, durch die Strahlen des Biischels
mit Scheitel Z = [K (s), K(s1)]N¢ in ¢ hergestellt (vgl. Abbildung 2).
Es gibt nun nur zwei Moglichkeiten (vgl. [23]):

(1) Ko ist eine perspektive Kollineation mit Zentrum Z.

(2) ¢(so) und ¢(s1) sind beides Kegelschnitte.

Wir werden beide Fille auf einen Widerspruch fiihren:

ABBILDUNG 2. Rationale Parametrisierung eines Kegel-
schnitts.
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Im ersten Fall gelingt dies sofort. Man kann kg, durch die Vorschrift
K(sg) — K (s1) zu einer perspektiven Kollineation des Dreiraumes II
erweitern und erkennt, dass ®g in diesem Fall aus lauter Fixpunkten
besteht. ®r ist also eben, was der Annahme p > 3 widerspricht.

Im zweiten Fall liegt &g auf unendlich vielen Kegeln zweiter Ord-
nung. Das ist nur moglich, wenn ® eben ist (Widerspruch!) oder mit
der Kernpunktkurve k£ zusammentéllt und von dritter Ordnung ist. In
diesem Fall entarten aber simtliche Flichenkegelschnitte zu Geraden
und wir haben es tatsichlich nicht mit einer Kegelschittsfliche, sondern
blo} mit einer Regelfliche ® zu tun. OJ

5. ENTARTETE SCHARKURVEN UND BEISPIELE

ABBILDUNG 3. Eine Kegelschnittsfliche ® mit schichtbilden-
der DV-Schar D vom Planarheitsgrad p = 2. D enthélt ins-
gesamt fiinf zu Geraden e; entartete Scharkurven, welche die
Achse a des Trigerebenenbiischels E von D treffen. a liegt
ebenfalls auf der Fliche, gehort der DV -Schar aber nicht an.

Als Letztes wollen wir uns kurz mit entarteten Scharkurven befassen.
Grob gesprochen verstehen wir darunter eine Kurve der ebenen DV-
Schar D auf der Kegelschnittsfliche ®, die auf einer Geraden liegt oder
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gar zu einem Punkt entartet. Man kann den Begriff jedoch feiner fas-
sen: Dazu gehen wir wiederum von einer rationalen Parametrisierung

E...2(s) = u(s) = Zsici, seR (14)

der Triagerebenentorse E von D aus und betrachten den projektiven
Raum Pg, wie er in Abschnitt 3 eingefiihrt wurde. Drei unabhéngi-
ge Erzeugungskegelschnitte b; = b;(s) (i = 0,1,2) von E bestimmen
gemif

fi[bo, by, by] 1= (by(s), by (s), by(s)) (15)

eine vektorwertige Funktion u[bg, by, by]: R — RY. Die Anzahl und
Vielfachheit der Nullstellen von u[by, by, bs] hingt nur von den gewéhl-
ten Erzeugungskegelschnitten b;(s) ab. Es kann aber sein, dass eine
gewisse Nullstelle sy der Vielfachheit p sogar noch unabhéngig von
der Wahl dieser Kegelschnitte ist. In diesem Fall wollen wir sy als feste
Nullstelle der Vielfachheit py bezeichnen. Die zugehorige Scharkurve
von D bezeichnen wir als pp-fach entartet und von geradlinigem bzw.
punktformigem Typus, je nachdem, ob sie auf einer Geraden liegt oder
zu einem einzigen Punkt entartet.

Eine einfache Rechnung zeigt nun, dass sdmtliche Erzeugungske-
gelschnitte, welche eine gewisse entarteten Scharkurve liefern kénnen,
einen Unterraum von Py bilden. Weiters 1483t sich zeigen, dass fiir eine
Gerade g bzw. einen Punkt P die beiden Mengen

Uy := {x(s) € Pg | X(s0) = x(s0) € g} und
Up = {x(s) € Pg | X(s0)x(s0) = P} (16)

im Allgemeinen Unterrdume der Dimension d — 2 bzw. d — 3 sind
(d = dimPg). Genau in den Fillen g C £(sp) oder P €C £(sp) erh6hen
sich diese Dimensionen auf d —1 bzw. d — 2. Es ist eine einfache Folge-
rung aus (7), dass nur solche Geraden bzw. Punkte als Tréger entarte-
ter Scharkurven in Frage kommen. Die einfach entarteten Scharkurven
gehoren somit zu gewissen Hyperebenen in Py, die zweifach entarteten
Scharkurven von punktférmigem Typus zu Unterrdumen der Dimensi-
on d— 2.

Mit Hilfe dieser Uberlegungen sind wir nun imstande, Beispielflichen
fiir alle betrachteten Typen zu produzieren. Im Wesentlichen gehen wir
dabei immer nach dem selben Schema vor. Wir wéhlen zunéchst eine
rationale Torse E vom Grad I' < 6, welche den zu Beginn von Kapi-
tel 3 angegebenen Bedingungen geniigt, und parametrisieren sie geméf
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(14). Fiir die Parameterdarstellung eines allgemeinen Erzeugungske-
gelschnitts machen wir nun den Ansatz

k...X(s) = x(s) = x0 + sx1 + 5°%s. (17)

Die Bedingung
u(s)x(s) =0 (18)

liefert insgesamt [' + 3 lineare homogene Gleichungen fiir die zwolf
unbekannten Koeffizienten der Parameterdarstellung (1) von k. Der
zum Losungsraum gehorende projektive Raum Pr wird — nach Satz 6
— die Dimension d = 8 — [ besitzen.

Nun wihlen wir einen geeigneten Unterraum U C Py der Dimension
p und eine Basis {by(s)...b,(s)} von U. Jede Kurve ®p, € U 148t sich
mittels geeigneter Funktionen Ao(%) ... A,(t) durch

parametrisieren. Eine Parameterdarstellung der zugehorigen Kegel-
schnittsfliche ® erhilt man, wenn man s nicht ldnger als Unbestimmte,
sondern als Parameter betrachtet. Die Scharkurven und Fléchenkegel-
schnitte bilden dabei das Netz der Parameterlinien. Erkldrungen zu
den in Abbildung 3, 4 und 5 dargestellten Flichen sind in den Bildun-
terschriften zu entnehmen.

ABBILDUNG 4. Kegelschnittsfliche mit ebener DV-Schar D
und fiinffach entarteter Scharkurve. D ist notwendigerwei-
se schichtbildend. Die Achse a des Tréigerebenenbiischels E
schneidet die einzige geradlinige Scharkurve e in einem Punkt
F, der auf allen Erzeugungsregelflichen Fleknodalpunkt ist
und in dem sich die Flichenkegelschnitte beriihren.
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Projektion aus S Grund- und Aufriss

ABBILDUNG 5. Auf jeder Drehfliche wird durch die Tangen-
tialebenen eines koaxialen Drehkegels eine DV-Schar ausge-
schnitten. In diesem Fall gibt es zwei zu Punkten entartete
Scharkurven, ndmlich die absoluten Kreispunkte der Grund-
rissebene.
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