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DAS ERZEUGNIS DREIER PROJEKTIVGEKOPPELTER KEGELSCHNITTEHANS-PETER SCHR�OCKER1. GrundlagenWir werden in dieser Arbeit projektiv gekoppelte Kegelschnitte im re-ellen projektiven Dreiraum P3(R), den wir fallweise komplex erweitern,untersuchen. Bez�uglich eines projektiven Koordinatensystems gestat-tet ein regul�arer Kegelschnitt k � P3(R) eine rationale Parameterdar-stellung k : : :X(s) b= x(s) = x0 + sx1 + sx2; (1)s 2 R := R [ f1g:Dabei sind x0, x1 und x2 unabh�angige, reelle, vierdimensionale Vekto-ren. Die geometrische Bedeutung der von ihnen dargestellten Punktekann Abbildung 1 entnommen werden: X0 und X2 sind die zu s = 0bzw. s =1 geh�orenden Kurvenpunkte auf k, X1 ist der Pol von X0X2bez�uglich k.Die Parameterdarstellung (1) ist nicht eindeutig bestimmt. Manerh�alt alle rationalen Darstellungen von k, wenn man auf die Vektor-funktion x(s) eine linear-rationale Parametertransformation (M�obius-Transformation)�: R ! R ; s 7! as+ bcs+ d; ad� bc 6= 0 (2)anwendet und anschlie�end mit (cs + d)2 multipliziert, um die Koor-dinatenfunktionen wieder polynomial zu machen. Durch eine M�obius-Transformation � kann man drei beliebigen Punkten X�0 , X�1 und X�2von k drei beliebige Parameterwerte s0, s1 und s2 zuordnen. Danachist � eindeutig festgelegt.Nun w�ahlen wir zwei weitere Kegelschnitte l; m � P3(R) und para-metrisieren sie gem�a�l : : : Y (s) b= y(s) = y0 + sy1 + sy2;m : : : Z(s) b= z(s) = z0 + sz1 + sz2: (3)2000 Mathematics Subject Classi�cation. 51N15, 53A25.c
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80 HANS-PETER SCHR�OCKER

Abbildung 1. Rationale Parametrisierung eines Kegelschnitts.Durch gleiche Parameterwerte s wird eine projektive Kopplung zwi-schen den drei Kegelschnitten k, l und m hergestellt. Umgekehrt kannauch jede projektive Kopplung durch gleiche Parameterwerte einer ra-tionalen Parametrisierung erzeugt werden.Ein Tripel fX(s); Y (s); Z(s)g von Punkten, die sich in der projek-tiven Kopplung entsprechen, spannt im Allgemeinen eine Ebene auf.Mit E bezeichnen wir die Menge dieser Ebenen, alsoE := f"(s) = [X(s); Y (s); Z(s)] j s 2 R ; dim "(s) = 2g: (4)Im Folgenden werden wir E als das Erzeugnis der drei projektiv ge-koppelten Kegelschnitte k, l und m ansprechen. Dabei wollen wir denFall, dass alle Tripel entsprechender Punkte kollinear liegen, genausovon unseren Betrachtungen ausschlie�en wie den Fall einer konstantenEbene "(s), der eintritt, wenn k, l und m eine gemeinsame Tr�agerebene"0 besitzen. E enth�alt also unendlich viele Ebenen.Um eine Parameterdarstellung von E bequem anschreiben zu k�onnen,bedienen wir uns einer Symbolik, wie sie auch in [4] verwendet wird.Sind ai = (ai0 : : : ai3)T (i = 0; 1; 2) drei vierdimensionale Spaltenvekto-ren und bezeichnet �ijk die Determinante der Matrix0@a0i a1i a2ia0j a1j a2ja0k a1k a2k1A ;so de�nieren wir das Dreivektorsymbol (a0; a1; a2) als den vierdimensio-nalen Zeilenvektor (�123;��023;�013;��012). Es stellt also die Ebene,



ERZEUGNIS DREIER PROJEKTIV GEKOPPELTER KEGELSCHNITTE 81die von den Punkten Ai b= ai aufgespannt wird, dar. Genau dann, wennA0, A1 und A2 kollinear liegen, verschwindet das Dreivektorsymbol.Der Darstellungsvektor u(s) von "(s) 2 E kann nun notiert werdenals u(s) = 6Xn=0 sncn; wobei cn = Xi+j+k=ni;j;k2f0;1;2g(xi;yj; zk): (5)Es handelt sich bei E also im Allgemeinen um eine rationale Torse derKlasse � = 6. Selbstverst�andlich kann � aber auch geringere Werte an-nehmen. Wir wollen im Folgenden genaue algebraische und geometri-sche Bedingungen f�ur die Verringerung der Klassenzahl von E angeben.Prinzipiell gibt es dazu zwei M�oglichkeiten:(1) Die Torse E wird mehrfach durchlaufen.(2) Es gibt Nullstellen der Vektorfunktion u(s).Im ersten Fall ist zu bedenken, dass E h�ochstens zweimal durchlaufenwerden kann, da Kegelschnitte ja Kurven zweiter Ordnung sind. Istdies der Fall, so ist E gemeinsame Doppeltorse der Regel
�achenK : : :K(s; t) b= y(s) + tz(s);L : : : L(s; t) b= x(s) + tz(s);M : : :M(s; t) b= x(s) + ty(s); (6)die von je zweien der projektiv gekoppelten Kegelschnitte erzeugt wer-den. Es handelt sich bei K, L undM um Regel
�achen vierten, drittenoder zweiten Grades. Wird E zweifach durchlaufen, so sind sie nichtvon viertem Grad. Sie m�ussten dann n�amlich zusammenfallen, da siein der Achsenkongruenz ihrer gemeinsamen Doppeltorse E liegen undpaarweise einen Kegelschschnitt gemeinsam haben. Sind K, L und Mvon zweitem Grad, so kann es sich nur um Kegel zweiter Klasse mitkollinearen Scheiteln handeln. Dies f�uhrt auf ein quadratisch parame-trisiertes Ebenenb�uschel E , das wir auch erhalten, wenn wenigstenseine der Regel
�achen von drittem Grad ist. Es gilt also:E kann h�ochstens zweifach durchlaufen werden. Es handelt sich dannum ein quadratisch parametrisiertes Ebenenb�uschel.Um Fallunterscheidungen zu vermeiden, wollen wir dies im weiterenText allerdings nicht betrachten.Die zweite M�oglichkeit zur Verringerung der Klasse von E bestehtim Auftreten von Nullstellen von u(s). Verschwindet der Vektor u(s)an der Stelle s = s0, so kann er ohne Zerst�orung seines polynomialenCharakters durch s � s0 gek�urzt werden. Jede Nullstelle von u(s)reduziert also die Klasse von E um Eins. Nat�urlich haben wir hier



82 HANS-PETER SCHR�OCKERNullstellen �uber C [ f1g mitsamt ihrer algebraischen Vielfachheit zuber�ucksichtigen.Durch eine Parametertransformation der Gestalt (2) k�onnen wir stetserreichen, dass die betrachtete Nullstelle zum Parameterwert s0 = 0geh�ort. Es gen�ugt also, die Aussage(Nk): "Null ist eine k-fache Nullstelle von u(s).\f�ur k = 1 : : : 5 zu betrachten. (Nk) nennen wir die k-te Nullbedingung.Ihrer Untersuchung ist der n�achste Abschnitt gewidmet.2. Die NullbedingungenWir wollen nun die Nullbedingungen in algebraischer und geometri-scher Hinsicht interpretieren. Da die auftretenden Rechnungen zwarnicht schwierig, aber langwierig sind, werden wir sie hier nicht ange-ben. Eine detaillierte Darstellung ist in [23] zu �nden.(Nk) ist o�enbar �aquivalent mit c0 = : : : = ck = o. Mit den Rechen-regeln f�ur das Dreivektorsymbol kann man diese Bedingungen umfor-men. Fallen die Punkte X0, Y0 und Z0 nicht zusammen, gilt also ohneEinschr�ankung X0 6= Y0, so ist (Nk) �aquivalent zur Konjunktion derersten k Aussagen der folgenden Liste:9a0; b0 2 R : z0 = a0x0 + b0y09a1; b1 2 R : z1 = a1x0 + b1y0 + a0x1 + b0y19a2; b2 2 R : z2 = a2x0 + b2y0 + a1x1 + b1y1 + a0x2 + b0y29a3; b3 2 R : o = a3x0 + b3y0 + a2x1 + b2y1 + a1x2 + b1y29a4; b4 2 R : o = a4x0 + b4y0 + a3x1 + b3y1 + a2x2 + b2y2 (7)Mit Hilfe dieser Liste lassen sich nun wichtige Ergebnisse auf rechne-rischem Weg herleiten. Wir setzen dazu voraus, dass die Punkte X0,X1, X2, Y0 und Y1 allgemeine Lage besitzen und beginnen mit einergeometrischen Interpretation der ersten drei Nullbedingungen:Satz 1. Sind X0, Y0 und Z0 paarweise verschieden, so gilt:� (N1) ist �aquivalent damit, dass die Regel
�achen K, L und Meine gemeinsame, zum Wert s = 0 geh�orende Erzeugende e0besitzen.� (N2) ist �aquivalent damit, dass sich K, L und M l�angs e0ber�uhren.� (N3) ist �aquivalent damit, dass K, L und M in e0 diesselbeSchmiegquadrik besitzen.Beweis (Skizze). Zwei der Regel
�achen besitzen genau dann an derStelle s = 0 eine gemeinsame Erzeugende, wenn die Bildkurven auf derPl�ucker-Quadrik 
 f�ur s = 0 denselben Punkt liefern. Sie ber�uhren



ERZEUGNIS DREIER PROJEKTIV GEKOPPELTER KEGELSCHNITTE 83bzw. oskulieren sich l�angs dieser Erzeugenden, wenn sich ihre Bildkur-ven im zu s = 0 geh�orenden Punkt ber�uhren bzw. oskulieren. Es seienm(s) und l(s) Parameterdarstellungen von M bzw. L als Kurven auf
. Setzen wir eine (k + 1)-punktige Ber�uhrung l�angs der zu s = 0geh�orenden Erzeugenden voraus, so muss es nach [4] eine Parameter-transformation s = s(s�) und eine Umnormungsfunktion % = %(s�)geben, so dass die ersten k Ableitungsvektoren der Funktionen m(s)und l�(s�) := %(s�)l�s(s�)� an der Stelle s = 0 bzw. s� = s�1(0) �uber-einstimmen (k = 0; 1; 2). Zum Beweis des Satzes ben�otigen wir nur dieersten beiden Ableitungen_l� = _%l+ % _sls und �l� = �%l+ (2 _% _s+ %�s)ls + % _s2lss: (8)Der Punkt bedeutet dabei Ableitung nach s� und die Ableitungsvek-toren von l sind an der Stelle s(s�) auszuwerten. Ohne Einschr�ankungk�onnen wir au�erdem im Folgenden s(0) = 0 annehmen. Berechnetman nun mittels (1), (3) und (6) die Parameterdarstellungen f�ur K,L und M auf der Pl�ucker-Quadrik 
 und vergleicht sie mit (8),so erh�alt man nach einiger Rechnung genau die Behauptung des Sat-zes. �Fallen die Punkte X0, Y0 und Z0 zusammen, so liest man aus (5)ab, dass (N2) jedenfalls erf�ullt ist. Wir erhalten dann die folgendengeometrischen Interpretationen f�ur die restlichen Nullbedingungen:Satz 2. Gilt X0 = Y0 = Z0 und ist x0 nicht linear abh�angig von x1�y1und y1�z1, so ist (N2) jedenfalls erf�ullt. (N3) ist �aquivalent damit, dassK, L undM eine gemeinsame, zum Wert s = 0 geh�orende Erzeugendee0 besitzen. (N4) ist �aquivalent damit, dass sich diese Fl�achen l�angs e0ber�uhren, (N5) damit, dass K, L und M in e0 dieselbe Schmiegquadrikbesitzen.F�ur den verbleibenden Sonderfall gilt schlie�lichSatz 3. Ist x0 linear abh�angig von x1 � y1 und y1 � z1, so ber�uhrensich k, l und m im gemeinsamen Punkt X0 = Y0 = Z0. (N4) ist dannjedenfalls erf�ullt, w�ahrend (N5) genau dann eintritt, wenn K, L undM eine gemeinsame, zum Parameterwert s = 0 geh�orende Erzeugendebesitzen.Sinnvollerweise verwendet man zum Beweis der S�atze 2 und 3 nichtdie Parameterdarstellug (6) von K, L und M. Man kann n�amlichdie Kegelschnitte m : : : z(s) und l : : :y(s) auf diesen Fl�achen ersetzendurch Fl�achenkegelschnitte, die X0 nicht enthalten. Dies ist deshalbstets m�oglich, weil K, L und M im betrachteten Fall von h�ochstensdrittem Grad sind und demnach zumindest 12 Kegelschnitte tragen.Auf diese Weise vermeidet man Probleme, die durch die Singularit�at



84 HANS-PETER SCHR�OCKERder Darstellungen (6) f�ur s = 0 auftreten, und kann direkt die beimBeweis von Satz 1 verwendeten Rechnungen benutzen.Wir wollen nun als Letzes die geometrische Bedeutung der Nullbe-dingungen (N4) und (N5) im Fall nicht zusammenfallender Punkte X0,Y0 und Z0 angeben. Es handelt sich dabei nicht um das Zusammenfal-len von vier oder f�unf Erzeugenden an der Stelle s = 0.Satz 4. Sind die Punkte X0, Y0 und Z0 paarweise verschieden, so ist(N4) �aquivalent damit, dass K, L undM in e0 diesselbe Schmiegquadrikund diesselben Fleknodalpunkte besitzen.Der Beweis von Satz 4 verwendet eine Koordinatendarstellung derVektoren xi, yi und zi, sowie eine in [4] angegebene Rechnung zurErmittlung der Fleknodalpunkte.Weitere Rechnungen zeigen, dass im Fall (N5) bereits die Regel
�acheM (d.h. die Projektivit�at zwischen k und l) nicht mehr beliebig gew�ahltwerden darf. Es ist vielmehr eine gewisse algebraische Bedingung zuerf�ullen, welche die geometrische Tatsache ausdr�uckt, dassM eine Leit-gerade x besitzt. Eine f�un�ache Nullstelle bedingt die Reduktion derKlasse � von E auf Eins. E ist also ein Ebenenb�uschel und x ist seineAchse. Der Schnittpunkt F1 von x mit der zu s = 0 geh�orenden Er-zeugenden e0 ist einer der beiden Fleknodalpunkte auf e0 und weitereBerechnungen zeigenSatz 5. Sind die Punkte X0, Y0 und Z0 paarweise verschieden und gilt(N4), so ist (N5) �aquivalent damit, dass sich die Fl�achenkegelschnittevon K, L und M durch den auf der B�uschelachse von E liegendenFleknodalpunkt F1 ber�uhren.1Wir haben somit unter den eingangs gemachten Voraussetzungen(allgemeine Lage gewisser Grundpunkte der Kegelschnitte k und l) f�urs�amtliche F�alle von Nullstellen von u(s) geometrische Interpretationenangegeben. Die Untersuchungen waren deutlich komplizierter, als diesetwa im Fall der von drei projektiv gekoppelten Geraden erzeugtenEbenenmenge notwendig ist (vgl. [20]). Dort macht es n�amlich we-nig Sinn, drei- oder mehrfache Nullstellen von u(s) zu studieren undauch das Zusammenfallen dreier entsprechender Punkte ist nicht vonInteresse.1Da es in diesem Fall kein zusammenfallendes Tripel entsprechender Punktegeben kann, sind die Fl�achenkegelschnitte durch F1 eindeutig bestimmt.



ERZEUGNIS DREIER PROJEKTIV GEKOPPELTER KEGELSCHNITTE 853. Ebene Doppelverh�altnisscharen aufKegelschnittsfl�achenWir werden nun spezielle Kurvensysteme auf Kegelschnitts
�achen un-tersuchen, die mit den bisherigen Betrachtungen in engem Zusammen-hang stehen. Unter einer Kegelschnitts
�ache � verstehen wir eineFl�ache, die eine einparametrige Schar von Kegelschnitten tr�agt. � kannstets durch einen projektiven Zwanglauf eines Kegelschnittes k erzeugtwerden. Die Bahnkurven von k bilden in diesem Fall ein KurvensystemD auf �, durch das je zwei Fl�achenkegelschnitte projektiv aufeinanderbezogen sind. Ein solches System D nennen wir Doppelverh�altnisscharoder k�urzer DV-Schar.Doppelverh�altnisscharen k�onnen in analoger Weise auch f�ur Regel-
�achen de�niert werden. Seit dem Erscheinen von [1] im Jahr 1953wurden sie ausf�uhrlichen Untersuchungen unterzogen (vgl. das Lite-raturverzeichnis am Ende dieses Textes). F�ur DV-Scharen auf Kegel-schnitts
�achen liegen hingegen relativ wenige Ergebnisse vor ([2, 3, 6]).Wir wollen uns mit ebenen DV-Scharen besch�aftigen. Die einzelnenKurven der DV-Schar D liegen also in Ebenen, die eine Torse E (dieTr�agertorse von D ) erf�ullen.2 E ist von der Art, wie sie in Abschnitt1 betrachtet wurde, denn sie wird durch die von den Scharkurven in-duzierte projektive Kopplung zwischen drei allgemeinen Fl�achenkegel-schnitten erzeugt. Demnach k�onnen wir ebene DV-Scharen auf Ke-gelschnitts
�achen nach der Klasse von E einteilen in sextisch (allge-meiner Fall), quintisch, quartisch, kubisch, konisch und schichtbildend.Die letzten drei Bezeichungen wurden auch von W.Degen in [7] zurKlassi�kation der ebenen DV-Scharen auf Regel
�achen verwendet. DieBezeichnung schichtbildend geht bereits auf [1] zur�uck.Bei der Untersuchung von Geraden bzw. Geradenmengen des P3(R)deutet man diese h�au�g als Punkte bzw. Punktmengen auf der Pl�u-cker-Quadrik 
 � P5(R). Im vorigen Abschnitt haben auch wir die-sen Standpunkt eingenommen. Die Kegelschnitte des P3(R) k�onnenebenfalls als Punkte einer gewissen Untermannigfaltigkeit M48 des re-ellen projektiven Raumes P9(R) betrachtet werden ([6]). F�ur die Un-tersuchung von DV-Scharen auf Kegelschnitts
�achen hat dies jedochgewisse Nachteile. Einerseits hat man stets eine Nebenbedingung (dieGleichung von M48 ) zu ber�ucksichtigen, andererseits spiegelt sich dieprojektive Kopplung der Fl�achenkegelschnitte nicht in ihrer Bildkurveim P9(R) wider.2Wir setzen voraus, dass nicht alle Scharkurven auf Geraden oder in einer festenEbene liegen.



86 HANS-PETER SCHR�OCKERDer Autor hat aus diesem Grund in [23] eine Deutung von Kegel-schnitten als Punkte eines projektiven Raumes entwickelt, die beideNachteile beseitigt und zum Studium ebener DV-Scharen auf Kegel-schnitts
�achen gut geeignet ist. Wir wollen sie an dieser Stelle pr�asen-tieren und merken nur noch an, dass sie nach naheliegender Verallge-meinerung auch zur Untersuchung nicht ebener DV-Scharen verwendetwerden kann.Wir gehen aus von einer durch drei projektiv gekoppelte Kegelschnit-te erzeugten Torse E , die wir gem�a�E : : : "(s) b= u(s) = �Xi=0 sici; s 2 R (9)parametrisieren. F�ur das Folgende setzen wir voraus, dass(1) die Vektorfunktion u(s) bereits von �uber
�ussigen Nullstellenbefreit ist,(2) E nicht mehrfach durchlaufen wird, also kein quadratisch para-metrisiertes Ebenenb�uschel ist, und(3) kein Kegel dritter oder h�ohere Klasse ist.Von diesen Voraussetzungen stellen nur die zweite und die dritte Ein-schr�ankungen dar. Die zugeh�origen Sonderf�alle bed�urfen einer geson-derten Untersuchung.Nun betrachten wir alle quadratischen Parameterdarstellungen vonKegelschnitten, Geraden oder Punkten, die zur Erzeugung von E ver-wendet werden k�onnen, also die MengeVE := fx(s) = x0 + sx1 + s2x2 j xi 2 R4 ; u(s)x(s) � 0g: (10)Dabei ist unter u(s)x(s) das gew�ohnliche Matrizenprodukt des vier-dimensionalen Spaltenvektors x(s) und des vierdimensionalen Zeilen-vektors u(s) zu verstehen. VE ist ein reeller Vektorraum endlicher Di-mension. Da es bei einer rationalen Parameterdarstellung auf skalareVielfache nicht ankommt, gehen wir �uber zum projektiven Raum PE�uber VE . Die Punkte von PE sind Klassen proportionaler rationalerParameterdarstellungen vom Grad 
 � 2.Man kann sich unter einem Punkt von PE auch einen mit einer ra-tionalen Parametrisierung versehenen Kegelschnitt vorstellen, solangeman nicht vergisst, dass unter Umst�anden Parametrisierungen von Ge-raden oder sogar einzelnen Punkten auftreten k�onnen. Geraden oderPunkte korrespondieren ihrerseits mit unendlich vielen Punkten ausPE .



ERZEUGNIS DREIER PROJEKTIV GEKOPPELTER KEGELSCHNITTE 87Wir wollen die Punkte von PE in suggestiver Weise als Erzeugungs-kegelschnitte ansprechen. Die Geraden von PE nennen wir Erzeugungs-regel
�achen, da sie im Allgemeinen tats�achlich die Kegelschnitte aufeiner Regel
�ache bilden. Diese Regel
�achen sind von der Art, wie esdie Fl�achen K, L und M in Abschnitt 2 waren. Es sind aber auchzahlreiche Entartungsf�alle denkbar. So besteht etwa die M�oglichkeit,dass s�amtliche Erzeugungskegelschnitte einer "Erzeugungsregel
�ache\nur Parametrisierungen eines festen Punktes sind.Zu bemerken ist noch, dass der Raum PE sowohl von der Torse E alsauch von der gew�ahlten Parametrisierung (9) abh�angt. Es l�asst sichjedoch leicht zeigen, dass �aquivalente rationale Parameterdarstellungenauf isomorphe projektive R�aume f�uhren. Aus diesem Grund ist auchdie Schreibweise PE (anstelle von PE;u(s) oder �Ahnlichem) gerechtfertigt.Man kann eine Basis des Vektorraumes VE und damit auch des pro-jektiven Raumes PE berechnen, indem man eine quadratische Parame-terdarstellung x(s) = x0 + sx1 + s2x2 mit unbekannten Vektoren xiansetzt und die Bedingung u(s)x(s) � 0 (11)auswertet. Die linke Seite von (11) ist ein Polynom vom Grad � + 2.Die Forderung nach seinem identischen Verschwinden liefert insgesamt�+3 lineare, homogene Gleichungen f�ur die zw�olf unbekannten KoeÆ-zienten der Vektoren xi. Die Dimension d von PE ist somit zumindestgleich 8� �. Man kann mit synthetischen �Uberlegungen, die an dieserStelle nicht vorgef�uhrt werden sollen, zeigen, dass unter den gegebenenBedingungen auch die Ungleichung d � 8� � gilt. Es gilt alsoSatz 6. Die Dimension d von PE und die Klasse � von E stehen inder Beziehung d+ � = 8.Eine Kurve �E � PE bestimmt eine Kegelschnitts
�ache � � P3(R)mit ebener DV-Schar D und Tr�agertorse E , soferne nicht alle Fl�achen-kegelschnitte zu Geraden oder Punkten entarten. Umgekehrt geh�ort zueiner ebene DV-Schar mit Tr�agertorse E auf einer Kegelschnitts
�ache� auch eine Kurve �E � PE . Wir k�onnen daher neben der Klasse � vonE auch den Planarheitsgrad p von �E als Kennzahl zur Einteilung derebenen DV-Scharen auf Kegelschnitts
�achen verwenden. Wegen p � dund Satz 6 erhalten wir somit 21 verschiedene Typen.3Die Einteilung der Ebenen DV-Scharen nach dem Planarheitsgrad istdurchaus nat�urlich, lassen sich doch die Tr�ager
�achen in einheitlicher3Zu jeder der sechs m�oglichen Dimensionzahlen d 2 f2 : : : 7g von PE gibt es d�1m�ogliche Planarheitsgrade, da die Kurven vom Planarheitsgrad p = 1 ja nur aufRegel
�achen f�uhren. Insgesamt erhalten wir somit 1 + 2 + : : :+ 6 = 21 Klassen.



88 HANS-PETER SCHR�OCKERWeise parametrisieren. Ist n�amlich fbi(s) j i = 0 : : : pg eine Basis derprojektiven H�ulle von �E , so gestattet � eine Parameterdarstellung derArt � : : :X(s) b= x(s; t) = pXi=0 �i(t)bi(s) s 2 R ; t 2 I (12)mit gewissen Funktionen �i(t), die in einem Parameterintervall I de�-niert sind. 4. Projektive �aquivalente ScharkurvenDie Kurven �E � PE vom Planarheitsgrad p = 1 (Gerade) lassen sich,wie bereits erw�ahnt, in den regul�aren F�allen als von zwei projektivgekoppelten Kegelschnitten erzeugte Regel
�achen deuten. Aber auchdie durch p = 2 gekennzeichneten ebenen Kurven besitzen eine inter-essante gemeinsame Eigenschaft, die wir nun darstellen wollen. Wirde�nieren f�ur ein festes s0 2 R die Abbildung�(s0): PE n ker(s0)! P3(R); x(s) 7! x(s0): (13)�(s0) ist de�niert f�ur alle Punkte x(s) 2 PE mit Ausnahme der Elemen-te von ker(s0) := fx(s) 2 PE j x(s0) = og. Es ist leicht zu sehen, dass�(s0) eine kollineare Abbildung ist. Die Kurve �E wird unter �(s0) aufdie zu s = s0 geh�orende Scharkurve der DV-Schar auf � abgebildet. Al-le Scharkuren sind somit kollinear zur festen Kurve �E . Spannt �E eineEbene " auf, so entsprechen sich die Kurven sogar in einer bijektivenkollinearen Abbildung (Kollineation) ihrer Tr�agerebenen. Mit anderenWorten: Die Tr�agerebenen "(s) der Kurven der DV-Schar sind durchdie Fl�achenkegelschnitte projektiv aufeinander bezogen.4 Die Kurveneiner ebenen DV-Schar mit dieser Eigenschaft werden projektiv �aquiva-lent genannt. Diese �Aquivalenz steht seit langem im Zentrum verschie-dener Untersuchungen, die zu unserem Thema verwandt sind. Projek-tiv �aquivalente, ebene DV-Scharen auf Regel
�achen wurden etwa in [7]untersucht. In [17] gelingt es dem Autor, die projektiven Bewegungs-vorg�ange mit durchwegs ebenen, projektiv �aquivalenten Bahnkurvenzu charakterisieren: Sie k�onnen mittels einer kinematischen Abbildungauf die Ebenen eines projektiven Raumes abgebildet werden.5 Auchf�ur unser Untersuchungsgebiet gilt ein �ahnliches Ergebnis:4Auszunehmen sind nur die Scharkurven, die zu Geraden oder einzelnen Punktenentarten.5Weitere Arbeiten zu verwandten Themen sind im Literaturverzeichnis am Endedes Textes angegeben.



ERZEUGNIS DREIER PROJEKTIV GEKOPPELTER KEGELSCHNITTE 89Satz 7. Die projektiv �aquivalenten, ebenen DV-Scharen auf Kegel-schnitts
�achen geh�oren zu den ebenen Kurven des projektiven RaumesPE und umgekehrt.Beweis (Skizze). Wir haben nur mehr zu zeigen, dass es keine Kurven�E � PE vom Planarheitsgrad p � 3 gibt, die zu projektiv �aquivalentenDV-Scharen f�uhren. Man kann sich �uberlegen, dass es reicht, sich aufden Fall p = 3 zu beschr�anken. Wir betrachten also die Situation indem von �E aufgespannten Dreiraum �. Da nach Voraussetzung s�amt-liche Scharkurven eben sind, schneidet (mit h�ochstens endlich vielenAusnahmen, welche zu entarteten Scharkurven geh�oren) jeder Kern-raum ker(s0) den Dreiraum � in genau einem Punkt, dem KernpunktK(s0). Die Kurve k der Kernpunkte erweist sich als algebraisch. Esgibt daher eine feste Ebene � � �, welche nur endlich viele Kernpunk-te enth�alt. Wir k�onnen daher, wieder mit endlich vielen Ausnahmen,jede kollineare Abbildung �(s0) zerlegen in(1) eine Projektion aus K(s0) in � und(2) eine Kollineation von � nach "(s0).Bereits die Projektionen c(s0) von �E aus K(s0) m�ussen in geeigneterWeise projektiv �aquivalent sein. Betrachten wir zwei feste Werte s0 unds1, so wird die projektive Kopplung �01 durch die Strahlen des B�uschelsmit Scheitel Z = [K(s0); K(s1)]\� in � hergestellt (vgl. Abbildung 2).Es gibt nun nur zwei M�oglichkeiten (vgl. [23]):(1) �01 ist eine perspektive Kollineation mit Zentrum Z.(2) c(s0) und c(s1) sind beides Kegelschnitte.Wir werden beide F�alle auf einen Widerspruch f�uhren:

Abbildung 2. Rationale Parametrisierung eines Kegel-schnitts.



90 HANS-PETER SCHR�OCKERIm ersten Fall gelingt dies sofort. Man kann �01 durch die VorschriftK(s0) 7! K(s1) zu einer perspektiven Kollineation des Dreiraumes �erweitern und erkennt, dass �E in diesem Fall aus lauter Fixpunktenbesteht. �E ist also eben, was der Annahme p � 3 widerspricht.Im zweiten Fall liegt �E auf unendlich vielen Kegeln zweiter Ord-nung. Das ist nur m�oglich, wenn � eben ist (Widerspruch!) oder mitder Kernpunktkurve k zusammenf�allt und von dritter Ordnung ist. Indiesem Fall entarten aber s�amtliche Fl�achenkegelschnitte zu Geradenund wir haben es tats�achlich nicht mit einer Kegelschitts
�ache, sondernblo� mit einer Regel
�ache � zu tun. �5. Entartete Scharkurven und Beispiele

Abbildung 3. Eine Kegelschnitts
�ache � mit schichtbilden-der DV-Schar D vom Planarheitsgrad p = 2. D enth�alt ins-gesamt f�unf zu Geraden ei entartete Scharkurven, welche dieAchse a des Tr�agerebenenb�uschels E von D tre�en. a liegtebenfalls auf der Fl�ache, geh�ort der DV -Schar aber nicht an.Als Letztes wollen wir uns kurz mit entarteten Scharkurven befassen.Grob gesprochen verstehen wir darunter eine Kurve der ebenen DV-Schar D auf der Kegelschnitts
�ache �, die auf einer Geraden liegt oder



ERZEUGNIS DREIER PROJEKTIV GEKOPPELTER KEGELSCHNITTE 91gar zu einem Punkt entartet. Man kann den Begri� jedoch feiner fas-sen: Dazu gehen wir wiederum von einer rationalen ParametrisierungE : : : "(s) b= u(s) = �Xi=0 sici; s 2 R (14)der Tr�agerebenentorse E von D aus und betrachten den projektivenRaum PE , wie er in Abschnitt 3 eingef�uhrt wurde. Drei unabh�angi-ge Erzeugungskegelschnitte bi = bi(s) (i = 0; 1; 2) von E bestimmengem�a� eu[b0;b1;b2] := �b0(s);b1(s);b2(s)� (15)eine vektorwertige Funktion eu[b0;b1;b2] : R ! R4 . Die Anzahl undVielfachheit der Nullstellen von eu[b0;b1;b2] h�angt nur von den gew�ahl-ten Erzeugungskegelschnitten bi(s) ab. Es kann aber sein, dass einegewisse Nullstelle s0 der Vielfachheit �0 sogar noch unabh�angig vonder Wahl dieser Kegelschnitte ist. In diesem Fall wollen wir s0 als festeNullstelle der Vielfachheit �0 bezeichnen. Die zugeh�orige Scharkurvevon D bezeichnen wir als �0-fach entartet und von geradlinigem bzw.punktf�ormigem Typus, je nachdem, ob sie auf einer Geraden liegt oderzu einem einzigen Punkt entartet.Eine einfache Rechnung zeigt nun, dass s�amtliche Erzeugungske-gelschnitte, welche eine gewisse entarteten Scharkurve liefern k�onnen,einen Unterraum von PE bilden. Weiters l�a�t sich zeigen, dass f�ur eineGerade g bzw. einen Punkt P die beiden MengenU s0g := fx(s) 2 PE j X(s0) b= x(s0) 2 gg undU s0P := fx(s) 2 PE j X(s0)x(s0) = Pg (16)im Allgemeinen Unterr�aume der Dimension d � 2 bzw. d � 3 sind(d = dimPE ). Genau in den F�allen g � "(s0) oder P 2� "(s0) erh�ohensich diese Dimensionen auf d� 1 bzw. d� 2. Es ist eine einfache Folge-rung aus (7), dass nur solche Geraden bzw. Punkte als Tr�ager entarte-ter Scharkurven in Frage kommen. Die einfach entarteten Scharkurvengeh�oren somit zu gewissen Hyperebenen in PE , die zweifach entartetenScharkurven von punktf�ormigem Typus zu Unterr�aumen der Dimensi-on d� 2.Mit Hilfe dieser �Uberlegungen sind wir nun imstande, Beispiel
�achenf�ur alle betrachteten Typen zu produzieren. Im Wesentlichen gehen wirdabei immer nach dem selben Schema vor. Wir w�ahlen zun�achst einerationale Torse E vom Grad � � 6, welche den zu Beginn von Kapi-tel 3 angegebenen Bedingungen gen�ugt, und parametrisieren sie gem�a�



92 HANS-PETER SCHR�OCKER(14). F�ur die Parameterdarstellung eines allgemeinen Erzeugungske-gelschnitts machen wir nun den Ansatzk : : : X(s) b= x(s) = x0 + sx1 + s2x2: (17)Die Bedingung u(s)x(s) � 0 (18)liefert insgesamt � + 3 lineare homogene Gleichungen f�ur die zw�olfunbekannten KoeÆzienten der Parameterdarstellung (1) von k. Derzum L�osungsraum geh�orende projektive Raum PE wird | nach Satz 6| die Dimension d = 8� � besitzen.Nun w�ahlen wir einen geeigneten Unterraum U � PE der Dimensionp und eine Basis fb0(s) : : :bp(s)g von U . Jede Kurve �PE 2 U l�a�t sichmittels geeigneter Funktionen �0(t) : : : �p(t) durchpXi=0 �i(t)bi(s)parametrisieren. Eine Parameterdarstellung der zugeh�origen Kegel-schnitts
�ache � erh�alt man, wenn man s nicht l�anger als Unbestimmte,sondern als Parameter betrachtet. Die Scharkurven und Fl�achenkegel-schnitte bilden dabei das Netz der Parameterlinien. Erkl�arungen zuden in Abbildung 3, 4 und 5 dargestellten Fl�achen sind in den Bildun-terschriften zu entnehmen.

Abbildung 4. Kegelschnitts
�ache mit ebener DV-Schar Dund f�un�ach entarteter Scharkurve. D ist notwendigerwei-se schichtbildend. Die Achse a des Tr�agerebenenb�uschels Eschneidet die einzige geradlinige Scharkurve e in einem PunktF , der auf allen Erzeugungsregel
�achen Fleknodalpunkt istund in dem sich die Fl�achenkegelschnitte ber�uhren.
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Abbildung 5. Auf jeder Dreh
�ache wird durch die Tangen-tialebenen eines koaxialen Drehkegels eine DV-Schar ausge-schnitten. In diesem Fall gibt es zwei zu Punkten entarteteScharkurven, n�amlich die absoluten Kreispunkte der Grund-rissebene. Literatur[1] Barner Martin: Doppelverh�altnisscharen auf Regel
�achen, Math. Z. 62, 50{93 (1953).[2] Blutel E.: Recherches sur les surfaces qui sont en même temps lieux deconiques et enveloppes de cônes du second degr�e, Ann. sci. �ecole norm. super.(3) 7, 155{216 (1890).[3] Blutel E.: Sur les surfaces qui sont en même temps lieux de coniques etenveloppes de cônes du second degr�e, Ann. Fac. Sci. Univ. de Toulouse. Sciencesmath�ematiques 27, 201{240 (1935).[4] Bol Gerrit: Projektive Di�erentialgeometrie, Bd.I, G�ottingen: Vandenhoeck& Ruprecht (1950).[5] Brauner Heinrich: Die windschiefen Kegelschnitts
�achen, Math. Ann. 183,33{44 (1969).[6] Degen Wendelin: Zur projektiven Di�erentialgeometrie der Fl�achen, die voneiner einparametrigen Schar von Kegelschnitten erzeugt wird I, II ; Math. Ann.155, (1964) und 170, (1967).[7] Degen Wendelin: Darbouxsche Doppelverh�altnisscharen auf Regel
�achen,�Osterr. Akad. d. Wissenschaften, Math.{naturwissenschaftl. Klasse, Band 198,Heft 4{7, Wien (1989).[8] Karger A.: Darboux motions in En, Czech. Math. Journ. 29 (104) (1979),303{317.
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