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KONSTRUKTION VON VERBINDUNGSFLACHEN
MITTELS TRIGONOMETRISCHER
BINDEFUNKTIONEN

MARTA SZILVASI-NAGY

ABSTRACT. Surfaces generated by convex combination of three
surfaces or two surfaces and two curves, respectively are presented.
The blending functions are trigonometric functions inspired by the
parametric equations of the circle and the sphere. The connection
between the resulting surface and the input components along the
boundaries of the parameter domain is investigated.

EINLEITUNG

Trigonometrische Bindefunktionen wurden von G. Bér in [1] und auch
in der konvexen Kombination von Kreissegmenten fiir die Konstruktion
kriimmungstetiger Spline-Kurven in [3] angewendet. Wenn c¢F(¢) und
cl(t), t € [0,1], i = 1...n, zwei Kreissegmente mit gemeinsamen
Endpunkten beschreiben, dann ist das Kurvenstiick

r;(t) = cos2(gt)cf(t) + sinz(gt)cR(t), tel0,1, i=1...n (1)

)

ein Segment der Spline-Kurve, die diese Endpunkte interpoliert, und
deren Kriimmung im linken Endpunkt ¢ = 0 (bzw. im rechten End-
punkt ¢ = 1) mit der Kriimmung des Kreises cX(t) (bzw. cE(t))
{ibereinstimmt. Wenn n + 2 Punkte im Raum E? mit den Ortsvek-
toren p; (1 =0...n+ 1) gegeben sind, und der Kreissegment (im spez.
Fall die Strecke) c¥(t) durch die Punkte p; 1, p;, pi+1 und c*(¢) durch
die Punkte p;, pi+1, Pi+2 bestimmt sind, dann fiihrt die Definition (1)
zu einer kriimungstetigen Spline-Kurve, die die Punkte p; (i =1...n)
interpoliert.

Die Idee, diese Konstruktion auf Flichen zu iibertragen, d.h. die
konvexe Kombination von drei Fliachen mit den trigonometrischen Ko-
effizienten cos?ucos? v, cos?usin?v und sin?w zu bilden, wurde von
H. Stachel vorgeschlagen, und hat zu den folgenden Untersuchungen
gefiihrt.
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KonvEXE KOMBINATION VON DREI FLACHEN

Es seien drei differenzierbare Flichenstiicke ry(u, v), ro(u, v) und r3(u,
v) iiber dem Parametergebiet [0, 1] x [0, 1] gegeben so, dass

o x%¢o, i=1,2,3, (u,v)€0,1] x[0,1]

ou
erfiillt ist. Wir betrachten die konvexe Kombination
r(u,v) = COSz(Ug) COS2(1}%)I'1(U, v) + cosz(ug) sinz(vg)rg(u, v)

+ sinz(ug)rg(u, v)

dieser drei Fléchen iiber dem Parametergebiet [0, 1] x [0, 1], und m&ch-
ten erreichen, dass sich dieses Flichenstiick an die Randkurven der
Komponenete anschlieft. Zu diesem Zweck fiigen wir eine Korrek-
tionsfunktion q(w,v) hinzu. Nach der Einfiihrung der Abkiirzungen
u = ur/2, 7 = vr/2 wird die Vektorfunktion der gesuchten Fliche in
der Form

r(u,v) = cos®Tcos®vr)(u,v) + cos? usin® vry(u, v) + sin® urs(u, v)
—q(u,v),  (u,v) €[0,1] x [0, 1] (2)
geschrieben. Die Randkurven sind
r(0,v) = cos’vr(0,v) + sin® vry(0,v) — q(0, v)
(1,0) = r(l,0) - al,v)
(u,0) = cos®ury(u,0)+ sin®urs(u, 0) — q(u, 0)

=

r
r(u,1) = cos®ury(u,1) + sin’urs(u, 1) — q(u, 1)
Aus den Anforderungen
r(l,v) =r3(1,v), r(u,0)=ry(u,0), r(u,1)=ry(u,l)

folgt es, dass q(u,v) von den Randkurven der Komponente abhéingt,
allerdings sie ist aus den obigen Vektorgleichungen nicht direkt zu be-
rechnen. Es ist leicht zu priifen, dass die Funktion r(u,v) mit

a(u,v) = [r3(u,0) — ri(u,0)]sin? T cos T
+ [r3(u, 1) — ro(u, 1)] sin® wsin? v (3)
die obigen Bedingungen erfiillt. Mit dieser Korrektionsfuntion ist die
Fliche r(u,v) in (2) eindeutig bestimmt. Uber die Randkurve r(0,v)
konnen wir feststellen, dass sie wegen r(0,0) = r1(0,0) und r(0,1) =
r3(0,1) je einen Eckpunkt der Pflaster ry(u,v) und ry(u,v) verbindet.

Um die Uberlappung von r(u, v) mit ry(u, v) zu vermeiden, wihlen wir
fiir ry(u,v) und ry(u,v) dreiseitige Flichenstiicke so, dass r(0,v) =



KONSTRUKTION VON VERBINDUNGSFLACHEN... 73

ry(0,v) = c ein gemeinsamer singuldrer Punkt dieser Flichenstiicke
ist. In diesem Fall gilt r(0,0) = ¢ auch, und die in (2) und (3) de-
finierte Fliche ist ebenfalls dreiseitig, deren Randkurven mit je einer
Randkurve der Komponente iibereinstimmen (Bild 1).

r(uv) r,(u,v)

r3(u,v)

ABBILDUNG 1. Degeneriertes Viereck-Pflaster.

BEISPIELE

In dem ersten Beispiel ist ry(u,v) eine Kegelfliche, ry(u, v) ein ebenes
Dreieck und rs(u,v) eine elliptische Zylinderfliche (Bild 2). Die aus
diesen Komponenten generierte Fliche passt lings der Randkurven zu
den gegebenen Flichen. Betrachten wir die Erweiterungen der drei
Flachen wie folgt:

ri(u,v), (u,v) € [0,1] x [-1.5,0],
ra(u,v), (u,v) €[0,1] x [1,2.5],
r3(u,v), (u,v) €[1,2] x [0,1],

so bilden diese ein dreieckférmiges Loch. Das erzeugte Flachenstiick
r(u,v), (u,v) € [0,1] x [0,1] fiillt dieses Loch aus (Bild 3). Léngs
der linken und rechten Randkurven schlielen sich die Flidchenstiicke
tangentialstetig aneinender, lings der dritten Randkurve r(1,v) sind
aber die Tangentialebenen von r(u,v) und rs(u, v) unterschiedlich.

Die Untersuchungen haben gezeigt, wenn die Parallelitdtsbedingun-
gen fiir die Tangenten der entsprechenden Randkurven in den Eckpunk-
ten

or; ors ory Ors _
G000 | G0 und R0 | R, 0); b
81'2 81‘3 81‘2 81'3

G | Gran wd G [ G

erfiillt sind, dann ist der Ubergang zwischen der Fliche r(u,v) und den
benachbarten Flichen tangentialstetig (Bild 4).
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LiNks: ABB. 2. Die drei Eingabe-Fliachen.
REcHTS: ABB. 3. Die definierte Fliche und Erweiterungen
der Eingabe-Flichen.

ABBILDUNG 4. Bedingung der Tangentialstetigkeit.

Im zweiten Beispiel geniigt die Fléche r3(u,v) diesen Bedingungen.
Sie ist eine Kegelfliche mit einer Bézier Leitkurve fiinften Grades.
Lings aller drei Randkurven ist der Ubergang jetzt tangentialstetig
(Bild 5).

Im dritten Beispiel sind die gegebenen Flichen zwei Ellipsoiden und
eine zylindrische Fliche (Bild 6). Hier schliefien sich die Flichen anein-
ander ebenfalls tangentialstetig an. Im singuldren Punkt sind die Tan-
genten der u-Parameterlinien alle horizontal, in diesem Sinne existiert
eine gemeinsame Tangentialebene im gemeinsamen singulidren Punkt.

Da die dreiseitigen Flichen in den CAD-Systemen als degenerierte
vierseitige Flidchen beschrieben sind, ist die dargestellte Konstruktion
von praktischer Bedeutung.
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Links: ABB. 5. Tangentialstetig verkniipfte Flichen.
REcHTS: ABB. 6. Zwei Ellipsoide und eine zylindrische
Fliche.

r5(v)

r (u,v)
' r2(u,v)

r,(v)

ABBILDUNG 7. Das Parametergebiet und die Eingabedaten.

KoNVvEXE KOMBINATION VON ZWEI FLACHEN UND ZWEI KURVEN

Es seien zwei differenzierbare Flidchenstiicke ri(u,v) und ry(u,v) tiber
dem Parametergebiet [0, 1] x [0, 1] gegeben, die iiberall einen nicht-
verschwindenden Flichennormalen haben. Weiterhin seien r3(v) und
ry(v), v € [0,1] zwei differenzierbare Kurven, die je zwei Eckpunkte
von rq(u,v) und ro(u,v) verbinden, d.h.

1'3(0) = 1'1(0, 0), 1'3(]_) = 1'2(0, ].), 1'4(0) = I'l(]_, 0), 1'4(1) == I'Q(]_, 1)
gelten, und tiberall eine nichtverschwindende Tangente haben (Bild 7).
Wir definieren ein Flichenstiick r(u,v), (u,v) € [0,1] x [0, 1] so, dass

es die Randkurven v = 0 und v = 1 der Fléchen r(u,v) und ro(u,v)
verbindet, d.h. die Bedingungen

r(u,0) =r1(u,0) und r(u,1)=ry(u,1), wuel0,1]
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erfiillt sind. Weiterhin soll es die zwei gegebenen Kurven ldngs der
Rénder u = 0 und u = 1 interpolieren, d.h. auch die Bedingungen

r(0,v) =r3(v) und r(l,v) =r4(v), ve€]0,1]
erfiillt sind. Die gesuchte Fliche ist durch die Vektorfunktion
r(u,v) = cos® vry(u, v) + sin® vry(u, v)
+ cos® urs(v) + sin® ury (v) — q(u, v) (4)
definiert, wo

a(u,v) = [cos>Tr(0,v) + sin® Try(0,v)] cos®
+[cos® oy (1,v) + sin? vry(1,v)] sin® 1w,

(u,0) €[0,1] x [0,1], T=u~, T=ve.  (5)

2 2

Diein (4) und (5) definierte Fléche geniigt den Bedingungen, was leicht
zu priifen ist.

BEISPIELE

Im ersten Beispiel ri(u,v) ist eine Zylinderfliche und ry(u,v) ist ein
Torus. Die gezeichneten Fliachenstiicke sind iiber den Parametergebie-
ten [0,1] x [=1,0] bzw. [0,1] x [1,2] gezeichnet. Die Kurve rs(v) ist
eine Ellipse und ry(v) ist eine Bézier Kurve fiinften Grades (Bild 8a).
Die definierte Verbindungsfléche fiillt die Liicke zwischen ry(u,v) und

ro(u,v) tangentialstetig aus, und interpoliert die vorgegebenen Rand-
kurven r3(v) und ry(v) (Bild 8b).
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LiNkS: ABB. 8A. Die Erweiterungen der Engabe-Flichen
und die Eingabe-Kurven.

REcCHTS: ABB. 8B. Die generierte Fliche mit den Eingabe-
daten.

Die Untersuchungen haben gezeigt, dass unter den Bedingungen

8r1 dI‘g 8r1 dr4

5-(0,0) = —=(0) und  —-(1,0) = —=(0)

der Ubergang zwischen r(u,v) und r;(u,v) lings der Randkurve v = 0
tangentialstetig ist (Bild 9).
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ry(v)

ABBILDUNG 9. Stetigkeitsbedingung.

Ahnlicherweise ist der Ubergang zwischen r(u,v) und ry(u, v) unter
den Bedingungen

arg . dI‘g 8r2 . dr4
%(1;0) = %(1) und %(1;1) = %(1)
tangentialstetig.

Im zweiten Beispiel ist die Fliche r{(u,v) eine Zylinderfliche und
ro(u,v) ein ebenes Pflaster. Beide vorgegebenen Randkurven sind
Bézier Kurven fiinften Grades (Bild 10a). Die Verbindungsfliche ist
im Bild 10b gezeigt.
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LiNkS: ABB. 10A. Eingabedaten.
REcHTS: ABB. 10B. Verbindungsflche.

Im dritten Beispiel sind zwei identische Fldchenstiicke in einer Ebene
gegeben, deren Erweiterungen im Bild 11a gezeichnet sind. Die Kurve
r3(v) ist eine Strecke und die Kurve ry(v) ist dieselbe Bézier Kurve
wie im zweiten Beispiel. Die Verbindungsfliche schliefit sich an beide
ebenen Pflaster tangentialstetig an (Bild 11b).

Die Berechnungen und die Figuren wurden mit Maple VR5 erstellt.

ZUSAMMENFASSUNG

Zwei Flachenkonstruktionen sind presentiert. In der einen wird die
konvexe Kombination von drei Fldchen mit einer Korrektionsfunkti-
on gebildet, in der anderen sind die Komponente der Kombination
zwei Flachen und zwei Kurven. Die verwendete Methode ist scheinbar
dhnlich an die Konstruktion der Coons-schen Flichen [2]. Ein wesentli-
cher Unterschied besteht aber darin, dass hier die Flidche aus den iiber
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LiNkS: ABB. 11A. Ebene Pflaster und Randkurven.
REcHTS: ABB. 11B. Verbindungsfliche mit vorgeschriebe-
nen Randkurven.

demselben Parametergebiet definierten Flichen kombiniert wird. In
der Coons-schen Methode stehen im Gegensatz dazu Randkurven und
andere, lings der Randkurven definierte Daten in der Kombination.
Die konstruierten Flichen konnen fiir das Ausfiillen von Liicken und
Lochern angewendet werden. Die trigonometrischen Bindefunktionen
lassen sich in rationale Funktionen aufgrund der rationelen Parametri-
sierung des Kreises umwandeln (Bemerkung von G. Weif}).

Die weitere Forschung richtet sich auf die Untersuchung der Stetig-
keitsprobleme und die Forménderungsmoglichkeiten durch Einfiihren
geeigneter Formparameter (Bemerkung von G. Bér) aus.
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