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KONSTRUKTION VON VERBINDUNGSFL�ACHENMITTELS TRIGONOMETRISCHERBINDEFUNKTIONENMARTA SZILV�ASI-NAGYAbstract. Surfaces generated by convex combination of threesurfaces or two surfaces and two curves, respectively are presented.The blending functions are trigonometric functions inspired by theparametric equations of the circle and the sphere. The connectionbetween the resulting surface and the input components along theboundaries of the parameter domain is investigated.EinleitungTrigonometrische Bindefunktionen wurden von G. B�ar in [1] und auchin der konvexen Kombination von Kreissegmenten f�ur die Konstruktionkr�ummungstetiger Spline-Kurven in [3] angewendet. Wenn cLi (t) undcRi (t), t 2 [0; 1], i = 1 : : : n, zwei Kreissegmente mit gemeinsamenEndpunkten beschreiben, dann ist das Kurvenst�uckri(t) = cos2(�2 t)cLi (t) + sin2(�2 t)cRi (t); t 2 [0; 1]; i = 1 : : : n (1)ein Segment der Spline-Kurve, die diese Endpunkte interpoliert, undderen Kr�ummung im linken Endpunkt t = 0 (bzw. im rechten End-punkt t = 1) mit der Kr�ummung des Kreises cLi (t) (bzw. cRi (t))�ubereinstimmt. Wenn n + 2 Punkte im Raum E3 mit den Ortsvek-toren pi (i = 0 : : : n+1) gegeben sind, und der Kreissegment (im spez.Fall die Strecke) cLi (t) durch die Punkte pi�1, pi, pi+1 und cRi (t) durchdie Punkte pi, pi+1, pi+2 bestimmt sind, dann f�uhrt die De�nition (1)zu einer kr�umungstetigen Spline-Kurve, die die Punkte pi (i = 1 : : : n)interpoliert.Die Idee, diese Konstruktion auf Fl�achen zu �ubertragen, d.h. diekonvexe Kombination von drei Fl�achen mit den trigonometrischen Ko-eÆzienten cos2 u cos2 v, cos2 u sin2 v und sin2 u zu bilden, wurde vonH. Stachel vorgeschlagen, und hat zu den folgenden Untersuchungengef�uhrt.2000 Mathematics Subject Classi�cation. 68U07.c
2001 Institut f�ur Geometrie, TU Wien ISBN 3-902233-00-171



72 MARTA SZILV�ASI-NAGYKonvexe Kombination von drei Fl�achenEs seien drei di�erenzierbare Fl�achenst�ucke r1(u; v), r2(u; v) und r3(u;v) �uber dem Parametergebiet [0; 1]� [0; 1] gegeben so, dass@ri@u � @ri@v 6= 0; i = 1; 2; 3; (u; v) 2 [0; 1]� [0; 1]erf�ullt ist. Wir betrachten die konvexe Kombinationr(u; v) = cos2(u�2 ) cos2(v�2 )r1(u; v) + cos2(u�2 ) sin2(v�2 )r2(u; v)+ sin2(u�2 )r3(u; v)dieser drei Fl�achen �uber dem Parametergebiet [0; 1]� [0; 1], und m�och-ten erreichen, dass sich dieses Fl�achenst�uck an die Randkurven derKomponenete anschlie�t. Zu diesem Zweck f�ugen wir eine Korrek-tionsfunktion q(u; v) hinzu. Nach der Einf�uhrung der Abk�urzungenu = u�=2, v = v�=2 wird die Vektorfunktion der gesuchten Fl�ache inder Formr(u; v) = cos2 u cos2 vr1(u; v) + cos2 u sin2 vr2(u; v) + sin2 ur3(u; v)�q(u; v); (u; v) 2 [0; 1]� [0; 1] (2)geschrieben. Die Randkurven sindr(0; v) = cos2 vr1(0; v) + sin2 vr2(0; v)� q(0; v)r(1; v) = r3(1; v)� q(1; v)r(u; 0) = cos2 ur1(u; 0) + sin2 ur3(u; 0)� q(u; 0)r(u; 1) = cos2 ur2(u; 1) + sin2 ur3(u; 1)� q(u; 1)Aus den Anforderungenr(1; v) = r3(1; v); r(u; 0) = r1(u; 0); r(u; 1) = r2(u; 1)folgt es, dass q(u; v) von den Randkurven der Komponente abh�angt,allerdings sie ist aus den obigen Vektorgleichungen nicht direkt zu be-rechnen. Es ist leicht zu pr�ufen, dass die Funktion r(u; v) mitq(u; v) = [r3(u; 0)� r1(u; 0)] sin2 u cos2 v+ [r3(u; 1)� r2(u; 1)] sin2 u sin2 v (3)die obigen Bedingungen erf�ullt. Mit dieser Korrektionsfuntion ist dieFl�ache r(u; v) in (2) eindeutig bestimmt. �Uber die Randkurve r(0; v)k�onnen wir feststellen, dass sie wegen r(0; 0) = r1(0; 0) und r(0; 1) =r2(0; 1) je einen Eckpunkt der P
aster r1(u; v) und r2(u; v) verbindet.Um die �Uberlappung von r(u; v) mit r2(u; v) zu vermeiden, w�ahlen wirf�ur r1(u; v) und r2(u; v) dreiseitige Fl�achenst�ucke so, dass r1(0; v) =



KONSTRUKTION VON VERBINDUNGSFL�ACHEN. . . 73r2(0; v) = c ein gemeinsamer singul�arer Punkt dieser Fl�achenst�uckeist. In diesem Fall gilt r(0; 0) = c auch, und die in (2) und (3) de-�nierte Fl�ache ist ebenfalls dreiseitig, deren Randkurven mit je einerRandkurve der Komponente �ubereinstimmen (Bild 1).
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Abbildung 1. Degeneriertes Viereck-P
aster.BeispieleIn dem ersten Beispiel ist r1(u; v) eine Kegel
�ache, r2(u; v) ein ebenesDreieck und r3(u; v) eine elliptische Zylinder
�ache (Bild 2). Die ausdiesen Komponenten generierte Fl�ache passt l�angs der Randkurven zuden gegebenen Fl�achen. Betrachten wir die Erweiterungen der dreiFl�achen wie folgt:r1(u; v); (u; v) 2 [0; 1]� [�1:5; 0];r2(u; v); (u; v) 2 [0; 1]� [1; 2:5];r3(u; v); (u; v) 2 [1; 2]� [0; 1];so bilden diese ein dreieckf�ormiges Loch. Das erzeugte Fl�achenst�uckr(u; v), (u; v) 2 [0; 1] � [0; 1] f�ullt dieses Loch aus (Bild 3). L�angsder linken und rechten Randkurven schlie�en sich die Fl�achenst�ucketangentialstetig aneinender, l�angs der dritten Randkurve r(1; v) sindaber die Tangentialebenen von r(u; v) und r3(u; v) unterschiedlich.Die Untersuchungen haben gezeigt, wenn die Parallelit�atsbedingun-gen f�ur die Tangenten der entsprechenden Randkurven in den Eckpunk-ten @r1@u (1; 0) 


 @r3@u (1; 0) und @r1@v (1; 0) 


 @r3@v (1; 0); bzw.@r2@u (1; 1) 


 @r3@u (1; 1) und @r2@v (1; 1) 


 @r3@v (1; 1)erf�ullt sind, dann ist der �Ubergang zwischen der Fl�ache r(u; v) und denbenachbarten Fl�achen tangentialstetig (Bild 4).
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Links: Abb. 2. Die drei Eingabe-Fl�achen.Rechts: Abb. 3. Die de�nierte Fl�ache und Erweiterungender Eingabe-Fl�achen.
Abbildung 4. Bedingung der Tangentialstetigkeit.Im zweiten Beispiel gen�ugt die Fl�ache r3(u; v) diesen Bedingungen.Sie ist eine Kegel
�ache mit einer B�ezier Leitkurve f�unften Grades.L�angs aller drei Randkurven ist der �Ubergang jetzt tangentialstetig(Bild 5).Im dritten Beispiel sind die gegebenen Fl�achen zwei Ellipsoiden undeine zylindrische Fl�ache (Bild 6). Hier schlie�en sich die Fl�achen anein-ander ebenfalls tangentialstetig an. Im singul�aren Punkt sind die Tan-genten der u-Parameterlinien alle horizontal, in diesem Sinne existierteine gemeinsame Tangentialebene im gemeinsamen singul�aren Punkt.Da die dreiseitigen Fl�achen in den CAD-Systemen als degeneriertevierseitige Fl�achen beschrieben sind, ist die dargestellte Konstruktionvon praktischer Bedeutung.
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Links: Abb. 5. Tangentialstetig verkn�upfte Fl�achen.Rechts: Abb. 6. Zwei Ellipsoide und eine zylindrischeFl�ache.
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Abbildung 7. Das Parametergebiet und die Eingabedaten.Konvexe Kombination von zwei Fl�achen und zwei KurvenEs seien zwei di�erenzierbare Fl�achenst�ucke r1(u; v) und r2(u; v) �uberdem Parametergebiet [0; 1] � [0; 1] gegeben, die �uberall einen nicht-verschwindenden Fl�achennormalen haben. Weiterhin seien r3(v) undr4(v), v 2 [0; 1] zwei di�erenzierbare Kurven, die je zwei Eckpunktevon r1(u; v) und r2(u; v) verbinden, d.h.r3(0) = r1(0; 0); r3(1) = r2(0; 1); r4(0) = r1(1; 0); r4(1) = r2(1; 1)gelten, und �uberall eine nichtverschwindende Tangente haben (Bild 7).Wir de�nieren ein Fl�achenst�uck r(u; v), (u; v) 2 [0; 1]� [0; 1] so, dasses die Randkurven v = 0 und v = 1 der Fl�achen r1(u; v) und r2(u; v)verbindet, d.h. die Bedingungenr(u; 0) = r1(u; 0) und r(u; 1) = r2(u; 1); u 2 [0; 1]



76 MARTA SZILV�ASI-NAGYerf�ullt sind. Weiterhin soll es die zwei gegebenen Kurven l�angs derR�ander u = 0 und u = 1 interpolieren, d.h. auch die Bedingungenr(0; v) = r3(v) und r(1; v) = r4(v); v 2 [0; 1]erf�ullt sind. Die gesuchte Fl�ache ist durch die Vektorfunktionr(u; v) = cos2 vr1(u; v) + sin2 vr2(u; v)+ cos2 ur3(v) + sin2 ur4(v)� q(u; v) (4)de�niert, woq(u; v) = [cos2 vr1(0; v) + sin2 vr2(0; v)] cos2 u+[cos2 vr1(1; v) + sin2 vr2(1; v)] sin2 u;(u; v) 2 [0; 1]� [0; 1]; u = u�2 ; v = v�2 : (5)Die in (4) und (5) de�nierte Fl�ache gen�ugt den Bedingungen, was leichtzu pr�ufen ist. BeispieleIm ersten Beispiel r1(u; v) ist eine Zylinder
�ache und r2(u; v) ist einTorus. Die gezeichneten Fl�achenst�ucke sind �uber den Parametergebie-ten [0; 1] � [�1; 0] bzw. [0; 1] � [1; 2] gezeichnet. Die Kurve r3(v) isteine Ellipse und r4(v) ist eine B�ezier Kurve f�unften Grades (Bild 8a).Die de�nierte Verbindungs
�ache f�ullt die L�ucke zwischen r1(u; v) undr2(u; v) tangentialstetig aus, und interpoliert die vorgegebenen Rand-kurven r3(v) und r4(v) (Bild 8b).
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Links: Abb. 8a. Die Erweiterungen der Engabe-Fl�achenund die Eingabe-Kurven.Rechts: Abb. 8b. Die generierte Fl�ache mit den Eingabe-daten.Die Untersuchungen haben gezeigt, dass unter den Bedingungen@r1@v (0; 0) = dr3dv (0) und @r1@v (1; 0) = dr4dv (0)der �Ubergang zwischen r(u; v) und r1(u; v) l�angs der Randkurve v = 0tangentialstetig ist (Bild 9).
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Abbildung 9. Stetigkeitsbedingung.�Ahnlicherweise ist der �Ubergang zwischen r(u; v) und r2(u; v) unterden Bedingungen@r2@v (1; 0) = dr3dv (1) und @r2@v (1; 1) = dr4dv (1)tangentialstetig.Im zweiten Beispiel ist die Fl�ache r1(u; v) eine Zylinder
�ache undr2(u; v) ein ebenes P
aster. Beide vorgegebenen Randkurven sindB�ezier Kurven f�unften Grades (Bild 10a). Die Verbindungs
�ache istim Bild 10b gezeigt.
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Links: Abb. 10a. Eingabedaten.Rechts: Abb. 10b. Verbindungs
�che.Im dritten Beispiel sind zwei identische Fl�achenst�ucke in einer Ebenegegeben, deren Erweiterungen im Bild 11a gezeichnet sind. Die Kurver3(v) ist eine Strecke und die Kurve r4(v) ist dieselbe B�ezier Kurvewie im zweiten Beispiel. Die Verbindungs
�ache schlie�t sich an beideebenen P
aster tangentialstetig an (Bild 11b).Die Berechnungen und die Figuren wurden mit Maple VR5 erstellt.ZusammenfassungZwei Fl�achenkonstruktionen sind presentiert. In der einen wird diekonvexe Kombination von drei Fl�achen mit einer Korrektionsfunkti-on gebildet, in der anderen sind die Komponente der Kombinationzwei Fl�achen und zwei Kurven. Die verwendete Methode ist scheinbar�ahnlich an die Konstruktion der Coons-schen Fl�achen [2]. Ein wesentli-cher Unterschied besteht aber darin, dass hier die Fl�ache aus den �uber
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Links: Abb. 11a. Ebene P
aster und Randkurven.Rechts: Abb. 11b. Verbindungs
�ache mit vorgeschriebe-nen Randkurven.demselben Parametergebiet de�nierten Fl�achen kombiniert wird. Inder Coons-schen Methode stehen im Gegensatz dazu Randkurven undandere, l�angs der Randkurven de�nierte Daten in der Kombination.Die konstruierten Fl�achen k�onnen f�ur das Ausf�ullen von L�ucken undL�ochern angewendet werden. Die trigonometrischen Bindefunktionenlassen sich in rationale Funktionen aufgrund der rationelen Parametri-sierung des Kreises umwandeln (Bemerkung von G. Wei�).Die weitere Forschung richtet sich auf die Untersuchung der Stetig-keitsprobleme und die Form�anderungsm�oglichkeiten durch Einf�uhrengeeigneter Formparameter (Bemerkung von G. B�ar) aus.Literatur[1] B�ar, G., Parametrische Interpolation empirischer Raumkurven, ZAMM 57(1977), 305{314.[2] Hoschek, J. und Lasser, D., Grundlagen der geometrischen Datenverarbeitung,2. Au
., B. G. Teubner, Stuttgart 1992.[3] Szilv�asi-Nagy, M. und P. Vendel, T., Generating curves and swept surfaces byblended circles, Computer Aided Design 17 (2000), 197{206.Marta Szilv�asi-NagyGeometria Tansz�ekBudapesti M}uszaki �es Gazdas�agtudom�any EgyetemEgry J�ozsef u. 1H-1521 Budapestemail: szilvasi@math.bme.hu


