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Konforme Breite in der
Mobius-Geometrie

EBERHARD TEUFEL

Kurzfassung: Die Breite eines konvexen Korpers in der euklidischen Ebene
zu einer vorgegebenen Richtung ist der Abstand seiner zugehorigen paralle-
len Stiitzgeraden. Konvexe Korper konstanter Breite sind die wohlbekannten
“Gleichdicke”.

Dieser erweiterte Abstract beinhaltet gemeinsame Resultate mit R. Langevin
(Dijon). Wir definieren eine konform invariante Breite fiir Paare von Kurven
in der Mobius-Ebene. Wir charakterisieren insbesondere die Paare von Kur-
ven konstanter konformer Breite.

In der Mobius-Ebene besitzt eine Kurve keine konform mit ihr verbundenen
“Stiitzgeraden”. Konform invariant mit der Kurve verbunden sind erst ihre
Schmiegkreise. Jedoch gibt es fiir Kreise der Mobius-Ebene keine “Parallel-
Relation”. Zur einer Ubertragung des Begriffs der “Breite” aus der euklidi-
schen Geoemtrie in die Mobius-Geometrie erinnern wir den wohlbekannten
Satz der euklidischen Geometrie: “Gleichdicke” sind charakterisiert durch
die Eigenschaft der “Doppelnormalen”, d.h. je zwei parallele Normalen sind
gleich.

Wir betrachten nun in der Mobius-Ebene Paare regulér parametrisierter Kur-
ven X(t), Xa(t),t € I, deren Punkte paarweise durch Doppelnormalkreise
N (t) aufeinander bezogen sind, d.h. X;(t), Xa(t) € N(t), X{(t), X5(t) L N(¢t)
(t € I,I ,Intervall in R). In Gegenpunkten X;(t), Xo(¢) nehmen wir die
Schmiegkriese oscy(t), 0sce(t), und wir bezeichnen die “Distanz” zwischen
oscy(t) und oscs(t) als konforme Breite w,(t). (Definition 1.)
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Eine konform invariante Distanz zwischen zwei Kreisen C'; und Cy der eukli-
dischen Ebene ist zum Beispiel durch die klassische “inversive Distanz”
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2r1re X

wc(Cl, Cz) =

gegeben; hierbei sind 7,79 die Radien von C4,Cy und d ist der euklidische
Abstand der Mittelpunkte von C; und Cy (H. S. M. Coxeter, 1966)

Im Folgenden betrachten wir speziell Kurvenpaare mit konstanter konformer
Breite.

Beispiel: Triviales Beispiel sind zwei Kreise C, Cy, die ein Steiner-Biischel
(C1NCy = zwei Punkte) oder ein Poncelet-Biischel (C;NCy = () aufspannen.
Das assoziierte Biischel der gemeinsamen Orthogonalkreise gibt die Doppel-
normalkreise des Kurvenpaares, und da die Schmiegkreise mit C; und Cy
zusammenfallen ist ihre konforme Breite trivialerweise konstant lings der
Kurve.

Bemerkung: Kurven konstanter euklidischer Breite (“Gleichdicke”) haben
im Allgemeinen nicht konstante konforme Breite.

Kurvenpaare Xi(t), Xo(t) der Definition 1 kann man auch als Einhiillende
einer Kreisschar ¥ (¢) betrachten, wobei gilt X;(t), Xo(t) € X(t), Xi(1),
X/ (t) tangential X(t), t € I. Im Modell der Mobius-Ebene im Lorentz-Raum
R{, realisiert als projektiver Abschlul des Lichtkegels, werden Kreise 3 der
Mobius-Ebene reprisentiert durch Punkte o auf der de Sitter-Spére A3. Der
Kreisschar Y(t) entspricht also eine Kurve o(t) auf der de Sitter-Sphéire A®.
Die Mobius-Gruppe ist in diesem Modell die Lorentz-Gruppe. Differential-
geometrische Invarianten in R} sind demnach konforme Invarianten. Wir er-
halten eine erste Charaktersisierung konstanter konformer Breite:

Theorem 1. Sei X(t), Xs(t),t € I, ein Paar regulir parametrisierter Kur-
ven in der Mobius-FEbene, deren Punkte paarweise durch Doppelnormalkrei-
se aufeinander bezogen sind. Sei Xi(t), Xo(t) gegeben als Finhiillende einer
Kreisfamilie X(t). Angenommen die 3(t) reprdsentierende Kurve o(t) auf
der de-Sitter Sphire A3 ist eine Frenet-Kurve, dann gilt:

Konforme Breite w.(t) = const. lings Xi(t), X2(t) <= geoditische
Krimmung k,(t) = const. lings o(t).
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Nun betrachten wir die konformen Bogenlingen 7,7 auf den Kurven
Xi(t), Xo(t), die in dritter Differentiationsordnung mit ihnen verbunden
sind. Wir bezeichnen als osc- Kurve einer Kurve der Mobius-Ebene die ihre
Schmiegkreise repriasentierende Kurve auf der de Sitter-Sphére. Wir erhalten
eine zweite Charaktersisierung konstanter konformer Breite:

Theorem 2. Sei X,(t),Xs(t),t € I, ein Paar regulir parametrisierter
Kurven in der Mdébius-Ebene ohne Scheitelpunkte, deren Punkte paarwei-
se durch Doppelnormalkreise aufeinander bezogen sind. Angenommen ihre
osc — Kurven auf der de Sitter-Sphdre sind Frenet-Kurven, dann gilt:

Konforme Breite w.(t) = const. lings X1 (t), Xo(t) <= dri(t) = dr(t) lings
Xl(t)a X2(t)

Mit diesen beiden Hauptresultaten unserer Uberlegungen folgen zum einen
explizite nicht-triviale Beispiele fiir Kurvenpaare konstanter konformer
Kriimmung und zum anderen weitere Resultate, etwa:

Proposition 3. Seien Xi(t), Xo(t) und X,(t), Xs3(t),t € I, verschiedene
Paare von Kurven konstanter konformer Breite in der Mobius-Ebene, die
eine gemeinsame Familie N(t) von Doppelnormalkreisen besitzen. Dann sind
Xy, Xy, X3 Kreise oder Teile von Kreisen, die alle drei einem Steiner- oder
einem Poncelet-Biischel angehdoren (vgl. Beispiel 1).
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