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Noch einmal polynomiale
Drehflachen

JOHANN HARTL

Kurzfassung: Auf dem Differentialgeometrie-Kolloquium in Karlsruhe am
11. Juni 2004 zeigte ich, dass sich jede Drehfliche, die eine Parameterdarstel-
lung besitzt, in der die Koordinatenfunktionen Polynome in den Parametern
sind, eine polynomiale Parameterdarstellung der folgenden Gestalt besitzt:

w1 (t, u) pi(t) + m(@%(ﬂ — p5(t)p1(t, t2) + 2p1 (t)pa(t) - Pa(t, t2))
zo(t,u) |=| p2(t) + m@pl (O)p2(t)pr(t, t2) — (pi(t) — p3(t)) - Pa(t, t2)) |
333(t7 ’LL) pg(t + tg)

wobei

ty =t u- (pi(t) + p3(t)),
und wobei die py, po, p3 beliebige Polynome in einer Verdnderlichen sind und
die p1, p2 Polynome in zwei Verdnderlichen sind, die auf einfache Weise von
p1 bzw. ps abhéngen.

In der anschlieSenden Diskussion kam die Frage auf, welche ebenen Kurven
als Meridiane solcher Drehflichen vorkommen konnen. Auf diese Frage soll
dieser Vortrag in Wien 2008 kurz eingehen. Er wird aber nur einen beschei-
denen Beitrag leisten, der keine so allgemeine Aussage liefern wird wie der
Vortrag in Karlsruhe.

Eine erzeugende Kurve einer polynomialen Drehfliche A sei gegeben durch
eine polynomiale Parameterdarstellung, kurz aufgeschrieben:

pi(?)
pt) = | poAt) |,
p3(t)
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in der pq, pa, p3 Polynome seien.

Will man singulére Punkte vermeiden, so ist vorauszusetzen:

pi(t) + p3(t) > 0.
Ein Meridian von A in der zox3-Ebene hat dann die Parameterdarstellung

0
mi(t) = pi(t) + p3(t)
ps(t)

Notwendig dafiir, dass eine Kurve mit der Parameterdarstellung

mit einem Polynom ps und mit z5(¢) > 0 fiir alle ¢ aus dem Parameterintervall
auf die angegebene Weise aus einer polynomialen Parameterdarstellung einer
Drehfliche entsteht, ist daher, dass 23 ein Polynom ist und dariiber hinaus,
dass 22 als Summe zweier Quadrate von Polynomen geschrieben werden kann.

Ist 23 ein Polynom und x3(t) > 0 sogar fiir alle ¢ € R, so lisst sich leicht zeigen
(wenn man weif}, wie es geht), dass 3 sich stets als Summe zweier Polynome
schreiben lasst. Diese Mitteilung verdanke ich Herrn Martin Peternell, der
mich gleich nach dem Vortrag darauf ansprach.

Im folgenden sei nun z3(¢) =: ¢(t) > 0 fiir alle ¢ € R mit einem Polynom
g. Dann ist notwendig der Grad von ¢ gerade, also deg(q) = 2n mit n € N.
Will man explizit ¢ als Summe zweier Quadrate von Polynomen darstellen,
so braucht man entweder die komplexen Nullstellen von ¢, die man fiir n > 2
nur noch numerisch bestimmen kann oder man macht den folgenden Ansatz:

q(t) =: @™ + agn 1t '+ ..+ art +ag =

= (bpt" + bpat" byt +bp)? + (cnt" it et o) =

= Z Z biby + cxcr) tk+l Z tm Z brbm—r + CrCmr)
r=0

k=0 1=0

mitcn+1:...:c2n:bn+1:...:bgn:O.
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Das fiihrt auf folgende Bedingungen fiir die Koeffizienten:

b2+ ¢ = agy,
anbn—l + ancn—l = A2p—1,
2bnbn—2 + b%_l + 2¢,6p—0 + C%_l = Q2p—2,

2b0b2 + b% + 20002 + C% = Qy,
Qbobl + 20001 = dq,
b2 + & = ap.

Wéhlt man b, c,, by, co, so erhélt man von oben her und von unten her suk-
zessive lineare Gleichungen. Die Piinktchen in der Mitte liefern Vertriglich-
keitsbedingungen.

Beispiel: Sei q(t) = ast* + ast® + ast? + ayt + ag. Dann erhilt man die
Bedingungen:

b% + C% = Ay,
2b2b1 + 20201 = as,
2b2b0 + b% + 2020(] + C% = A9,
Qbobl + 20001 = dq,
bz + & = ap.

Mit dem Ansatz
by = \Jagcosu, 9= \/aysinu,
by = \/agcosv, ¢y = +/agsinv
erhilt man das lineare Gleichungssystem fiir by, ¢;:

2b2b1 + 20201 = as,

2bobl -+ 20001 = Q.

Die Koeffizientendeterminante dieses linearen Gleichungssystems ist

2b2 202
2b0 200

= 4(bycy — boca) = 4y/agas(cosusinv — cosvsinu) =

= 4\/agay sin(v —u) =: D.
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Der Einfachheit halber sei im folgenden D # 0 vorausgesetzt. Durch Wahl
von u und v ldsst sich dies sicher erreichen. Nach der Cramerschen Regel
erhélt man

1| as 2¢c 2
by = — ai’ 20(2) = D(agco —a1cy) = B(Olg\/ ap sinv — ajy/ay sinu)
2 2
— ‘ 2by a3 | _ (b2a1 — boaz) = —(a1/as cosu — azy/agcosv).
2b0 ay D

Die Vertréglichkeitsbedingung besagt:

2b2b0 + b% + 20200 + C% = Q9.

Fiir die oben berechneten b; und b, gilt:
(b3 4+ 13)D? = 4(atay + azag — 2a1a3+/apas(sin usinv + cosu cosv)) =

= 4(afay + a3ag — 2a1az\/apay cos(v — u))
Dieser Ausdruck miisste nach der Vertriglichkeitsbedingung gleich sein dem

Ausdruck
D2(a2 — Qbobg — 20002) =

= 16apassin®(v — u) - (ay — 2y/agas(cosu cosv + sinusinv)) =
= 16agassin®(v — u) - (ag — 2y/agay cos(v —u)).
Da sin?(v — u) = 1 — cos?(v — u), wird die Vertriiglichkeitsbedingung zu
aiay + azag — 2a1a3/agay cos(v — u) =

= dagay - (ag—2+/agag cos(v—u)) —4agay - (ay cos®(v—u) —2\/agas cos® (v —u)).

Anders aufgeschrieben erhélt man einen Ausdruck mit einem Polynom drit-
ten Grades in cos(v — u):

8v/aots” cos’ (v —u) — 4agagay cos? (v —u) + 2y/aoas (ayas — 4agay) cos(v — u)+
+4dapasay — a%a4 — aoag =0
Hat man also eine Drehfliche A mit einem Meridian der Gestalt

0
Z(t) = | x2t)
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mit einem beliebigen Polynom ps gegeben und mit x3(t) = ast* + azt® +ast* +
ayt + ap > 0 fiir alle t € R, und will man eine polynomiale Darstellung von
A erhalten, so ermittle man eine reelle Nullstelle Ay des Polynoms

f()\) = 8\/&0&43)\3 — 4@0@2@4)\2 + 2\/&0&4(@1@3 — 4@0@4))\"‘

+4dapasay — a%a4 — aoag

mit [A\o| < 1, wéhle u und v so, dass cos(v—u) = Ao, gehe damit in den obigen
Ansatz fiir by, ¢, by und ¢y und berechne anschliefend b; und ¢;. Damit hat
man die beiden Koordinatenpolynome

p1(t) := bot? + byt + by,

pg(t) = 02t2 + Clt + Co

gefunden. Bei der Wahl von v und u hat man dabei noch einen Freiheitsgrad,
den man gegebenenfalls fiir Forderungen an die Flachendarstellung ausnutzen
kann.
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