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§ 0 Grundlegende Begriffsbildungen

0.1 - Der Abbildungsbegriff

Gegeben seien 2 Mengen: M = @ ... "Definitionsmenge"
N " eee "'Bildmenge" .

Werden gewisse Elemente aus M in eindeutiger Weise Jje einem
Element von N zugewiesen, so spricht man von einer "Abbildung
aus M in N" (symbolisch  ¢:M—N).

Die Teilmenge D(¢ )clM, fiir welche ¢ erkldrt ist, heiBt
"Definitionsbereich von ¢". '

Ist speziell D(¢)=M , so heiBt  "globale Abbildung".
(Abb.von M in N). : « _

Jene Elemente von M, fiir welche ¢ nicht erkl&art ist, bilden
die "Ausnahmemenge" 3= M\D(yp)= M- D(yp)

~ Jene Teilmenge = im ¥ ¢ N, deren Elemente als p~Bilder
auftreten, heift "Bildbereich" ("Image") von (.
Speziélle Abbildungen:

(I)  Eine Abbild. ¢, fiir die gilt:

XX ’4’) eD(p) => x.9 Fx % X e N
heiBt "injektive Abbilduxfgy.(‘% 2 |eN)

(II) 1Ist Z'Msz, 80 heiBit ¢ "surjektive Abbild.".

(II) 1Ist @ globale Abb. A injektiv A surjektiv, so heiBt
"bijektive Abbild.". : :

(@ bijektiv: Zu jedem xeM gehort ein eindeutiges x¢ € Nj

9lobal | ~ Abbild. .
jedes ye N ist Bild genou eines xe M-,(d.h. xp =y)
Surjektiv injektiv

Der Begriff der @-Faser

-1
y € N; {xeM | xp=y}=:yp CM hneift "Faser von y bei
der Abbildung ¢p ("¢ -Faser von y").

Bemerkung: y¢' kann auch die leere Menge sein und dies ist

genau dann der Fall, wenn yeN\imyp,

y¢! ist i.a. nicht einelementige Teilmenge von M, daher ist
¢! i.a. keine Abbildung aus N in M. & kann als Bild auf-
treten, & ist aber kein Element von M.. %7 ist eine Abb.
N—+M , falls @ bijektiv ist.

Wir betrachten die Menge aller (-Fasern:

- Die Menge aller Teilmengen von M heiBt "Potenzmenge'" M von M.
Damit gilt:¢ ' ist eine globale Abbildung aus N in M.

Sprechweise: Die Abb. w:M—N . fasert den Urraum M und diese
Fasern bestimmen eine Abb. ¢' aus N in die Potenzmenge von M.
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Beispiel: M sei der proj.dreidim.Raum P2 ( P4 o )

, N .. proj: Ebene P'c P?
og ¢, .. Projektion aus einem Punkt O & p*
\A
AR

pO:M’*N
AtO,AeP'— Ag= 1 A°

2 = {0} i D(@,) = P>\ {0} ..."punktierter.P® "

Pl

\

Der Definitionsbereich der Zentralprojektion ist der im
- Augpunkt punktierte projektive Raum. Die Zentralprojektion
von P2 ist daher nicht global.

tmy = P* =—> Die Zentralprojektion ist surjektiv.
Ahalg, e P\ : ATHAD 2
Wir bestimmen die (¢ -Faser eines Punktes A € P*:

A°%'c M ist die Menge aller Punkte € P®> mit dem Bild A,
also ein in ¢ punktierter Sehstrahl.

Der Sehstrahl enthdlt mehr als einen Punkt = ¢,

ist nicht injektiv. '

= p:P>>P* isgt eine nichtglobale, surjektive, nichtinjektive
Abbildung. : ‘

Bemerkungen

a) Statt @ :M-—»-NN, ¢ surjektiv, spricht man von einer Abbildung
@ aus M auf o

b) & ist bloB dann definiert, wenn M und N vorgegeben sind.
Zz.B. M=P*, N=P*, @ .. Proj.aus O auf P*cP?® =
%, ist nicht global. ,
M=P>\ {0’} , N=P*, ¢, wie oben =
¥, ist global. A

Das Produkt von‘ Abbildungen:

SUE B RGSa) e bnpn Dyid 40

Dann ist eine Abb. Y(:M-R erkldrt durch "schrittweises Aus-
:{"lﬁhren"(von) (¢ und W d.h. } ( ) :

x€ Dlew) = {x|'wped+ &y eilt: = (« .
_assoziativ. { l et P/ = ( ?)W *
(In der Analysis ist die Schreibweise (tyotf)(\x) statt X(QPL};)

gebrduchlich. V.

Die "Beschrinkung" einer Abbildung @

¢ :M»N angewandt auf Teilmenge M.Cc M mit M D(‘,O)*,@(
heiBt "Beschrénkung von ¢ auf M,", symbolisch ()p,M., .

0.2 Proj.Inzidenzebene, proj. Inzidenzraum

Proj. Inzidenzebene o :

Geg: 2 Mengen ¥ , s eine Relation | zwischen den
Elementen dieser Mengen (] .. "Inzidenzrelation"), z.B.

hey ae_q : AJ a.
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Fir | mSgen folgende Gesetze (Axiome) gelten:
i,: AB|#,el: I*aeQy mit Ala A Bla
(a=AB ... eindeutige Verbindungsgerade)

iyt a,b\+.eq(: ¥ Aep mt Ala A ATb
A=ab .. eindeutiger Schnittpunkt)

Weiters gelte das "Existenzaxiom"
e: 3 ein Viereck; d.h. ] 4 Punkte el A nie 3 davon kollinear.

= T:= {:{Z,I)J,I li,,, iz,e} «» Proj.Inzidenzebene.
Beispiel: Das "Minimalmodell" (7 Punkte, 7 Geraden) ist eine
proj. Inzidenzebene. :

In der Projektiven Geometrie zeigt man die Giiltigkeit des
"ebenen Dualitétsprinzips" D;. :

{Ac¥ | ATaeT), afest}=:¥,cP heiBt "Punktreine".
Es gilt (Proj.Geom.): Jede Punktreihe enthdlt mindestens 3 Punkte.

Interpretiert man die Geraden a von T als Punktreihen ?o. und
die Inzidenzrelation ] als gewdhnliche Enthaltenseinsrelation &,

dann heiBt
(% Yacl i i e mit I>e(Ala—Acla)} -
"projektive Inzidenzpunktebene'.

De-dual: {ae | aTlAel A fest [ =2 U, ¢ heiBt

"Geradenbiischel" .Tﬁ & { } (ﬁ b‘]

Es gilt (Proj.Geom.): Jedes Geradenbiischel enth#lt mindestens
- % Geraden. .

Die strukturierte Menge }
(9,9 lid e mit [+€ (alA—>acO}

heiBt "projektive Inzidenzgeradenebene'.

Proj.Inzidenzraum T

Geg.: % Mengen ¥, 7], € , eine "Inzidenzrelation"] zwischen
Elementen dieser Mengen (z.B. Ac P, ae ,xef:Ala, AIo(,,.,)
mit folgenden Eigenschaften ("Inzidenzaxiomen"):

Iy =i, ( J eindeutige Verbindungsgerade:zweier Pkte,)
I: Acf,cel, Afa: e & mit Ale A ale
(fe¢ = aA .. eindeut.Verbindungsebene)
Is: ael,xc€ afu: F¥Acl mit Ala A Alx
(A=a .. eindeut.Spurpunkt)
I Alanalas>ATx ,

Weiters gelte das "Existenzaxiom".

E : 3 ein raumliches Fiinfeck; d.sind 5=Punkte, wovon nie vier
komplanar sind.

Die geometrische Struktur T: = {%Q],f. I , L,I,_,L,L‘)E}
heiBt "ein projektiver Inzidenzraum". <

Beispiel: Das "Minimalmodell"” mit 15 Punkten, 15 Ebenen, 35 Gerade
ist ein (endlicher) proj. Inzidenzraum. '

In T gilt das réumliche Dualit#tsprinzip D (vgl.Proj. Geom.

Poi= {PeR| PIae ), o fest } heiBt "Punktreihe".

( Yo enthdlt mindestens 3 Punkte). Grundge-
dual: : v bilde
Za:= {aeElcx.Io.eU], a fest} heift "Ebenenbiischel"| 41.Stufe in

(¢, enthédlt mindestens 3 Ebenen)
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Pui= {PeP | PIxel ot fest}  peipt "Punktrela

( Yu enthdlt mlndestens ein Viereck) Grundgebi’

dual‘ .
ot = |RE E{otl'Ae?Z A -fc—:sé} heiBt "Ebenenbiindel?| 2-Stufe 11
"enthdlt mindestens ein Vierflach)

— ]]' gestattet zwei duale Interpretationen als
"proj.Inzidenzpunktraum" und als "proj.Inzidenzebenenraum",
wenn man von

(2 S bzw. - €
ausgeht und die Tellmengen
;4.;, Yu o oo und bow. o b )]t
Geraden bzw.Ebenen, bzw. Geraden bzw.Punkte
und die Inzidenz [ das gewoOhnliche Enthaltensein e bedeuten.
(z.B. ATlot—> AeYPu u.s.w.) (z.B. ATt —» xe €4 usy

Bemerkung: Jede Ebene in einem proj. Inzidenzraum ist eine
proj.Inzidenzebene.

Der Isomorphlebegrlff

Definition: Ggrargeben sind zwei proj. Inz1denzebenen 7, ¥, (Inzidenz-
raume
Eine Abb ' 2: T—=>T, (baw = 1]',__9.'[1'1) mit den Eigen-
schaften.
g ¢! (%eﬂ.)—a» (}?ge f}) (bew. fzaé-n—ﬂ) o leektlv
II) kollineare Punkte e % (T,) _% koll.Punkte € 7, (1)

heiBt "Kollineation".

Beh.: Die Kollineationen sind genau die Isomorphien der Inzldenz—
strukturen von T auf M (bzw. T auf T, ); d.h. =
induziert eine bijektive Abbildung von q1 auf q ( & auf ?fg
und I, — L. .

(Beweis siehe Proj.Geometrie).

Eine Kollineation von 'T(ﬂ auf sich heiBt "Autokollineation".
Die Menge der Autokoll. von Jl’('IT) bildet eine Gruppe, die mit
PrL(s) (PrL (Tf)) bezeichnet wird. (Vgl.Proj. Geom.g A

Spezielle Autokollineationen sind die perspektlve Koll." o
Eine Koll o: T—>T heiBt persp.Koll. <= lepunktrelhe ("Achst
Ein Punkt Fe® ist "Pixpunkt" <=> Fx -F
" Eine Koll. «! -] heiBt persp. Koll 4{:9,’ 3 I%(_
Fixpunktfeld ("Achse“)

Es gilt: Jede persp. Koll. ist eine "Zentralkolllneatlon und
umgekehrt.
Eine "Zentralkollineation" & bes:Ltzt einen ausgezeichneten
Fixpunkt F=Z=Zx so, daB stets Urpunkt und Bildpunkt mit 2
kollinear sind. (2 -~ "Zentrum" von )

"Homologle"' Eine Zentralkollineation o heiBt Homologle, wenn ihr
Zentrum nicht mit der Achse inzidiert. (Spez:Lell & ist die
. Identitat)

"Elation:" Eine Zentralkollineation & heiBt Elation, wenn ihr
Zentrum mit der Achse inzidiert oder wenn « die Identitat
ist.

(Elation="parabolische Zentralkollineation")

Die Existt{anz n;chtfrlvualgr Zentralkolll{xgeatio?en:
Geg.: 2 (=2« Achse R le mit R.,2 kollinear
PPt 2 ' 3 PR.F Achse ¥ ’
Dann gilt (Proj. Geom.). Im proj.Inzidenzraum T 3 zu obiger
Angabe stets eine Zentralkollineation.
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In einer proj.Inzidenzebene ¥ 3 zu obiger Angabe eine
Zentralkollineation genau dann, wenn T eine DESARGUES-Ebene
(Toe ) ist. (Z.B.: In einer MOULILON-Ebene gilt der Satz von
DESARGUES (kurz De ) nicht | In | ist De eine Folge aus
den Axiomen Ij,E.) \
Jede Ebene in ﬁ' ist eine De -Ebene; genau die De -Ebenen
lassen sich in J| einbetten.

Definition: Eine Autokollineation:¢ heiBt "projektiv" <« 22 ist
Produkt von endlich vielen Zentralkollineationen,

Die Existenz von proj.Autokollineationen: '
4 %e—"ﬂi;e=%e bzw. Ef‘n—“"' =T
Gegeben: 2 Vierecke bzw. zweli rdumliche Fiinfecke,
{4,B,C,D} und {&,B)C)DY - '
: also 2 "Fundamentalfiguren"; :
. dann gibt es mindestens eine projektive Kollineation =, die
die beschrifteten Vierecke bzw. die beschrifteten Finfecke
ineinander {iberfiihrt (Beweis siehe Proj.Geom.).

Wodurch sind Ebenen (R#ume) ausgezeichnet,
in denen zu zwei Fundamentalfiguren genau
eine proj.Koll. gehoért ? :

Proj.Geom.: Das Kriterium filir "genau" ist
die Gliltigkeit des Satzes von PAPPOS-PASCAL
(kurz PP): Liegen in einer proj.Inzidenzebene
6 Punkte abwechselnd auf 2 # Geraden (und
keiner in deren Schnittpunkt), dann sind

die Schnittpunkte der Verbindungen

12.45 , 23.56 , 34.61 kollinear.

Weiters gilt der Satz von HESSENBERG: Gilt in einer proj.
Inzidenzebene & der Satz PP (T=:Tpe ), s0 ist. Tp  DESARGUESsch
(%p = M ); die Umkehrung ist falsch !

= Unter Vs.erp(TTp,.) bestimmen 2 Fundamentalfiguren genau eine
proj.Kollineation. : : ‘ -

Die Menge aller proj.Koll.einer T, (bzw.eines Ter ) bilden eine
Untergruppe der Gruppe PIL(T») bzw. PPL(Ter) ), welche man mit
PGL () (bzw. PGL(Tpe) ) bezeichnet und "projektive Gruppe" nennt.

‘Definition: Eine projektive Inzidenzebene T heiBt FANO-Ebene T
<> Jjedes vollst.Viereck in ¥ hat die Eigenschaft, daB die
drei Diagonalpunkte nicht kollinear sind.

+ Wir beniitzen das vollst.Vieréck zur Definition
des 4.harmonischen Punktes D zu 3 kollinearen,
paarweise $ Punkten (symb. H(A,B,C,D) ).

AT ¢ TN T T T T T :

Es gilt: In einer Nicht-FANO-Ebene # ist H nicht. sinnvoll.

. Ist ¥ FANO-Ebene und DESARGUESsche (7=:Trpe ), dann ist durch H
ein eindeutiger 4.harmonischer Punkt D #|A,B,C bestimmt.
(Wegen Tep=> T, gilt obige Aussage auch in Tree ).

Zur Konstruktion von H wurden bloB Inzidenzen in einem voll-
stdndigen Vierseit in W, Dbeniitzt =~ H ist invariant gegen-
iber  PrL (TF,ep) .
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Bemerkung:  Geg. o (T) , 2 Grundgebilde 1.Stufe i'n_ o (T) .

"Perspektive Abbildung eines Grundgebildes 1.Stufe auf ein
Grundgebilde 1.Stufe" liegt genau dann vor, falls alle
Paare (Urelement, Bildelement) mit Grundelementen eines
festen Grundgebildes 1.Stufe ¢ ¥ (T) inzidieren.

Es gilt (Proj.Geom.): Alle Grundgebilde gleicher Stufe

sind gleichmidchtig.

=3 Obige persp.Abb. ist eine Bijektion. ,

Eine proj. Abbildung eines Grundgeb. 1.8St. auf ein Grund-
geb.1.5t. ist das Produkt von endlich vielen persp.Abb.

und daher eine Bijektion. :

Eine beliebige Kollineation 'aetﬂ'—*ﬁ(aﬁ?]r»ﬂ ist genau dann-
projektiv, falls die Beschrinkung von @ auf ein beliebiges
Grundgebilde 1.Stufe CJTUT) projektiv ist.

Geg: ?;ie (]T)) Gesucht: Angabe der proj.Abb.eines Grundge-

bildes 1.5t. auf ein zweites.

Es gilt der Fundamentalsatz FS (Proj.Geom.): Zu 3 (#£)
Elementen des Ur- und Bildgebildes 1.Stufe J mindestens
eine proj.Abb., die diese 3 (beschrifteten) Elemente
koppelt; I eine proj. Abb.<— in (T) gilt PP.

0.3 Das "analytische Modell™ fiir T ‘Gl's"»ﬂ

Geg. K..(icommutatlver) Korper, V .. Vektorraum iiber K mit
dim V= 3 bzw. 4 .

VEs gilt: Je zwei Vektorrdume gleicher (endlicher) Dimension

iiber dem gleichen Grundktirper sindfisomorph.

Konstr,ﬁktion des arithmetischen n-dim.Vektorraumes iiber K:

K*: = Ex..xKX , KM%= {(x4,..,xn)‘ xéeK§

n-mal Elemente € K™ : geordnete n-tupel

In der Menge K™ sei zusédtzlich eine Addition und
Multiplikation mit Skalaren erkldrt:

(0(1)“‘;“%)4- (‘71,‘..,?%): :.-: (v?»rf- 74, ey dwf?a‘,)

¥,y dn) t = (@ o, Qdw) aekK
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Damit besitzt K™ Vektorraumstruktur und wird (als Vektorraum)

mit K™ Ybezeichnet.

Es gilt: Ist V eine belieb.Vektorraum iiber X mit
dimV =n , dann ist V2 K~ .

Zu einem arithmet.Vektorraum K*™* 188t sich ein n-dimens.
projektiver "Koordinatenraum" P*(K) auf folgende Weise
konstruieren:

Ein "Punkt" X € PYK) werde mit einem eindimensionalen Unter-
raum des |K™* identifiziert. ()1 y dapg )= 10 €K™, i€ K
=> X2 [gs0]cK™ mit [ep]-{w]|#-=0«¢rgeK} --lin.Hille.
Es gl]_-t also: X.G Pn(K) F-3 1y ot ) = @ (X1, ) K V?GK )
was die Schreibweise X.. 4;xz:...:xu,4)¢ 0:...:0) Te tfertigt.

Geg.: P*(K) .. proj.Koordinaten- P?*(K) .. proj.Koordinaten-
ebene iiber K raum iliber K

"Pkt? X e P (K)=> X=(Uaivdei s )f "Prt." Xe P*(K)=X=
$(0:0:0) =(Hy ket dnt Wy )¢ (0:0:0:0)
"Gerade" a= [a,:d;:a;]= [O:O:O] "E[bene " o(j = [aca.a. G,,]#
. ‘ _ £10:0:0:0
I N XIQ. é%a,XﬁQ,_Xﬁ-a_ng,—O I.' XIOL@ 01X1+‘"+CL;,~IQ=O
Diese Inzidenzstruktur erfiillt "Gerade" (Punktreihe) a 2
Ay Ay o : zweidim.Unterraum von K" .
Es gilt €, denn § 4 Pkte. I: Y[a=>Ye Pa

éﬂ:o:og,‘(o:1:o), (0:0:1),
1:1:1), welche e erfiillen.

Weiters gilt PP (= De ) = . .
p . o Diese Inzidenzstruktur er-
1
= Pt(K) ist ein Modell fiir £i11% TpeL, E - Weiters
PP ° gilt PP . =
o P3(K) ist ein Modell fiir lpp .

aloa=> Al VAela

~ Es gilt umgekehrt der

1. Hauptsatz der Proj.Geometrie: Die proj.Inzidenzebene bzw.
die proj. Inzidenzraume, in denen PP gilt, sind bis auf
Isomorphismen genau die proj. Koordinatenebenen bzw. -rdume
iber einem kommutativen Korper. Dieser Korper ist zum
Korper der Geometrie isomorph.

Beweisskizze (vgl.Proj.Geom.):

a) Bestimmung des Kérpers K der Geometrie ("Algebraisierung")
Geg.: Mpp, Tpp; Gerade a €l) aufgefaBt als Punktreihe Lo -
Wir punktieren ¥o in einem bel.Punkt U € Pa : me\{u} .

In Pa\{U! 3 sicher noch mindestens 2
"—3 E t—®—Punkte 0,E .

» X U Bei Auszeichnung dieses Punktepaares O,E
als Nullpunkt bzw. Einheitspunkt 18Bt sich in ¥Ya\{U}
eine Addition und Multiplikation so geeignet definieren,
daB - { Ya\{U} , Add., Mult.| O,E} = : K -die Struktur eines
kommutativen Korpers hat.

K ist unabhiéngig von der Auswahl von "Ka, , U,0,E und ist
bis auf Isomorphismen durch die geometrische Struktur g,
(Tpr) eindeutig festgelegt.
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b) Koodinatisierung s von ¥a\ {U} :
Geg.: ein belieb.Zahlkdrper Z & K; O'E)Xlelpq\{U}
"Koordinatisierung"m:K—>2 so, daB
Op = Q.. DNullelement von Z,
Em = 1.. Einselement von Z,
X(». = x€ Z .. "inhomogene proj.Koordinate von X im
proj.Koord.System {0,E;U} bzgl. der
Koordinatisierung w .

Durch das Koord.System ist die Zuordnung "Punkt = Zahl"
i.a. nicht eindeutig bestimmt (und zwar genau dann nicht,
falls 2 nichttriviale Automorphismen gestattet).

Bemerkung a): Ist in N(W.) der Satz PP nicht erfiillt, dann
ist K = 2 nicht kommutativ ("Schiefkdrper'").
b) Ist in ¥ De nicht gliltig, dann ist K = Z
ein "Ternirkdrper" (kein Kdrper !).

¢) Gilt in ¥ (T) der Satz von FANO=—> Char K # 2 .
(K mit Char K =2 : = {0,1} = 1+1 = 0).

n

Geom. Konstruktion einer Koordinatisierung [u* in Tpp .

D.h. geom.Festlegung des Isomorphismus Tp = P*K) durch
(u.*: Tpp—> P*(K) .+ m* heiBt ein Koordinatensystem in % .
Gegeben sei:ein Viereck PRR,E in % (1 nach e ).

("Fundamentalfigur" P; ..Grundpunkte, E ..Einheitspunkt).

. Wir projizieren E aus den Grund-
‘punkten auf die Gegenseiten: =

EP;. PP = : Eyy (3 wegen 4,,e )

Po,Ey, P; sind paarweise # und
bestimmen ein projektives Koord.
System auf %o . Mit P als Null-
punkt, E, als Einheitspunkt ist eine
Algebraisierung a: %,p\ {P}—> K

bis auf Isomorphismen von K ein-
deutig festgelegt. I.f.wdhlen wir
N, eine Algebraisierung fest aus:

R = X € o\ {BY: )6,”.::9(“5}‘( eindeutig.

Unter Verwendung der festen
, , Algebraisierung definieren wir
eine Koordinatisierung /w*: ,,—> P%K) in mehreren Schritten:

Schritt 1:  X= o€ ??pop‘\{a } C Tpp —> XNorehi= (w11 0) € P"(K)
mit JoFD A —f(—:- = Noq axo'/fb (=} Xog/.&* ist eindeutig!
Speziell fiir P,, E, folgt aus dieser Definition:
R,/w_=0=*\_’{% = H,= 0 => F%/u.*:-.(xo:o:O) mit Xx.# O}
{(o.BdA.xo= 1)

EOQ((L=4=”VJ?;— = vY4=uYoF#0=_—_-—;»Eo,/L«*=(4:4:0)

Schritt 2: X =PF .. Pyuf: = (0:1:0)
Schritt 3: X = X4 € Yo \{R} €fpp: PP (> FS) => J* Projek-
tivitds o P, —Pp, mit RB—>Py, PsBo, Epr—For .
173 (24} .
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Def.: Xﬂ/f: = (0:xitds)  mit Xk OA —}(;‘_—=Xlzqu(u ekK,

Speziell fiir P,, E.« liefert diese Vorschrift:
Prwypu= Popr = O= P,.(u.*= 0:0:1
Eﬂ_mz(‘*z qu(w= 1 = E:,_(i.:'-" 0:1:1
P, ~* vgl.Schritt .
Schritt 4: X = Xoe€¥pp\{R} . PP—» J* Projektivitit
dcz_: ppopi——*pp“pd mit PDHPO ’ PLHP4 ’ EOzHED" .
Def.: Xo 't = (£10:e)  mit £#0A FezX, 0 meK

Speziell fiir P,, E, ergibt sich:

PoXoz e = Py pnzO=p Pout= (1:0:0) in Ubereinstimmung
mit Schritt 1.
Eg = (1:0:1); Py vgl.Schritt 3.

Schritt 5: Xefpp sei allgemein, d.h. X # Py, X # Xik .
Wir projizieren X aus den Fundamentalpunkten P3 auf die
Gegenseiten DPxP: XPq, PkPg = 3 Xye, dann gilt fiir X

.o

wegen X £ Py By = us.uyf O

Xospt = (Mot,20) (vgl.Schritt 1
Xppt = (Oswpty) (vgl.Schritt 3) mit vy vy # O
on,w*"‘ Wt 0:,) (vgl.Schritt 4) mit wo.wy # O

Nun gilt der Satz von CEVA (vgl.Proj.Geom.): -Z& = 2y Ao R

, vy Ao U
d.h. Xun ist durch ZXot und Xop mitbestimmt.
Man definiert damit Xa* auf folgende Weise:

X m* i= (Mot det oy ) mit fL -t ung -‘:*y';——--%f- .

Speziell fiir E folgt E & = (1:1:1).
Mit diesen Festsetzungen ist ¥ ein Isomorphismus von
auf Pz(K) , wobei eine Punktreihe durch eine homogene
Linearform dargestellt wird, deren homogenes Koeffizienten-
tripel "proj.Geradenkoordinaten'" heiflt, und die Inzidenz in
P2(K) das Erfiilltsein einer Bilinearform zwischen Punkt- und
Geradenkoordinaten bedeutet.

Analog: Geom. Konstruktion einer Koordinatisierung [u«* im
proj. Raum T,, .

Wir wdhlen eine Fundamentalfigur
in T 3 B »F ,Py,P B

Wir projizieren "E und X (bel.é]@%
aus den Kanten des Fundamental-
tetraeders auf die jeweils wind-
schiefe Kante.

Zz.B. E P}_P:,o Pqu = EO'I
X PPy, PP = Xoud ete.

Die Algebraisierung m:¥es\{R}—K
werde fest gewsdhlt.

Wegen PP ¥ Projektivitdt

izt Urey—> Ypp mit Py fest,P,+»P,,
" t Epr>E, o V¥ Kanten PP, welche
P,P, treffen, 3" &jx so, daB der gemeinsame Punkt von P;B
und PoPy fest bleibt.

Fiir die Kante P.Ps verwendet man z.B. die Kante P,P, fiir
einen Zwischenschritt: /B! ¥ppy ~> Yre, m it P, fest, B—>P,,
E, +>E, . Dann ist f.c¢,, eine Projektivitéat von "F,PzPa auf ??&,,1.
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In jeder Tetraederebene gilt fiir Xjie Ypp\{R] der
Satz von CEVA. ==

Def.: X(w*: = (Xo: it ds) 4 (0:0:0:0) € P*(K)

Speziell: Po u* = g'l:O:O:O y P = EO:’]:O:O% .
P, o = (0:0:1:0) , Py = (0:0:0:1
E = (1:131:1).
Bemerkung 4): Die Konstruktion von 4 heiBt "Einfiihrung
eines proj.) Koordinatensystems in Tee (Ter) . Bei

fest gewidhlter Fundamentalfigur {R E} und fest gewdhlter
Algebraisierung o* ist die Konstruktion der Koordinatisierung
& eindeutig und “p (Tpp) ist durch #* analytisch beschreib-
bar. ’

Bemerkung 2): Sei Yo eine beliebige Punktreihe in %» bzw. Tops
~ eine feste Algebraisierung von Par, und seien A,B,C[e'pq,
paarweise # . Wegen PP 3% Projektivitédt o:%a —= Ppp,

mit A—E,, , B~—P, , C—P, . : 2 S

Wir definieren V¥ Xe€ %a\iCl aas 23 -2
"Doppelverhdltnis von X beziigl. Y\
A,B,C" durch: \ v
DV(XABC) : = Xom € K | S
Zusatzdef.: DV(CABC) : = a>.4¢ ' N 3'\\ \
—=> Die Verhdltnisse Hr>’ or> 7% RN N SN N
etc. im Satz von CEVA sind nach dieser Po Eor X P,
Definition gewisse Doppelverhdltnisse. aJ 7 ]

O 1 Jo

Es gilt: Eine Abbilduhg eines Grund- v
gebildes 1.5tufe in ein Grundgeb. 1.Stufe ist genau dann
projektiv, wenn sie bijektiv und DV-treu ist.

Eine Kollineation ist genau dann projektiv, wenn ihre
Beschrankung auf eine einzige Punktreihe DV-treu ist.

Bemerkung 3): Proj. ébgeschlossene Anschauungsebene(~raum).

Proj.Geom: Unter Benilitzung der i{iblichen Inzidenzaussagen
fliir Fernelemente ist die proj. abgeschl.Anschauungsebene
(~raum) ein Modell fiir eine proj. Inzidenzebene(-raum).
Dabei benlitzt man auBerdem: Die Menge der Punkte einer
Punktreihe im Sinne der Elementargeometrie ist bijektiwv
zu R (= R ist Korper der proj.abg.Ansch.ebene(-raum).

= Die proj.abgeschl.Ansch.-ebene(-raum) ist eine Struktur
7(R), T(R) , wobei aufgrund des 1.Hauptsatzes der P.G.
mit gegebenem Korper R gilt: Die proj.abg.Ansch.-ebene
(-raum) ist bis auf (unwesentliche) Isomophien genau

die reelle proj.Inzidenzebene a(R) bzw.-raum T(R) .

Anmerkungen: o) Die Ansch.-ebene(-raum) ist ein Modell fiir
F(R)T(R) nur dann, falls die eigentlichen Punkte,
Geraden (Ebenen) mit den Fernelementen als gleichwertig
angesehen sind.

A) Wegen R kommutativ gilt: T (R)= Tpp(R)
(TR) = T (), - B ’

In einer proj.Inzidenzebene gilt der Satz von HESSENBERG:
PP=> De . — In g(R) ist De erfiillt. :
In T (R) ist De trivial, PP gilt wegen R kommutativ.
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' Nach dem 1.Hauptsatz ist (Ter) isomorph zu
P%(K) » P3(K und daher algebraisierbar. ( K .. kommutativer
Kérper). Daher ist jede geometrische Begriffsbildung ins
analytische Modell iibertragbar.

Z.B.: Ubertragung des Begriffs "proj.Kollineation" (=analytische
Beschreibung der proj.Kollineationengz :

Es gilt der 2.Hauptsatz der P.G.:
Die Gruppe  PGL (%) ( PGL(Tw)) ist isomorph zur Gruppe
PGL(&KF (PGL(4,K)) , wobei gilt: -
PGL(i,K) (i=3 bzw. 4) ist die Menge der homogenen, reguléren,
linearen Transformationen in 3 (4) Variablen iiber K.

B 1 1 20) - . )

= (%) Codi = 2 Qe (3205 23)) mit  aa, g o e K
und det (a)#0 ©° ist die analytische Darstellung
einer proj.Kollineation in PXK) (Ps(K)). |

Der 2.Hauptsatz besagt also: Die proj.Kollineationen sind genau
jene Punktabbildungen die sich im analytischen Modell in der
Form (*) schreiben.

Bemerkung a): Die hier angegebene Formulierung des 2 Haupt-
satzes ist eigentlich ein Sonderfall des 2.Hauptsatgzes der
Proj.Geom.: Die Gruppe der Kollineationen PIL (er)

PPL(]Tpp) ist isomorph zur Gruppe der homogenen,
reguldren, semilinearen Transformationen
203) . '

(**)  ai= 2 Qi (4B)  (0.20), Qe s Wi s e K, clet(a)40

und 6’...—Automorphismus von K ist die analytische
Darstellung einer Kollineation. :

ZsB.: K =€C: G:C—>C mit 26=2Z =
2 Dbeschrieben durch Ja-‘:éf)a,u(} ist eine
nicht proj. Kollineation (sie heiBt "Antikollineation");
denn = ist bijektiv und linear, also eine Kollineation,
- aber nicht DV-treu: |
DV(XABC)=a = F.

(6 mit 26=%Z ist der einzige bekannte nichttriviale
Automorphismus von € . Jedoch 3 "mehr" nichttriviale
Autom. von € als reelle Zahlen).

Z.B.: K=R: R gestattet bloB den trivialen Autom. G=(L .
‘ =»> Uber R 1ist jede Kollineation projektiv, also
PrL({,R)=PGL(4,R) i=3 bzw. 4 .

Es gilt dann der Satz von STAUDT: Im Reellen ist eine
bijektive Abb..eines Grundgebildes 1.Stufe auf ein Grund-
gebilde 1.Stufe, welche harmonische Lage erhdlt, automatisch
projektiv, also DV-treu.

Bemerkung: b): Algebraisierung : Die Punkte einer "affinen"
Geraden (d.i.eine punktierte “proj.Gerade) werden bijektiv
auf den Grundkorper K Dbezogen. ,
ist eindeutig bis auf Automorphismen von K ; zu festem
o gehdrt eine eindeutige Koordinatisierung /u,*.
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K=R : Der Isomorphismus a4 zwischen der Punktmenge einer
affinen Geraden und R 1ist eindeutig.=> . Die projektive
Skala iiber R ist eindeutig. ‘ .

Bemerkung ¢): Ein Beispiel einer algebraischen Fragestellung
mit geometrischer Bedeutung liefert der

Satz von WEDDERBURN: Jeder endliche Korper K ist
kommutativ.

Durch K nicht kommutativ wird eine De-Ebene algebraisiert
(vgl.Bemerk.1). Daraus folgt.der geometrische Satz:

Jede endliche proj.DESARGUES-~Ebene ist eine PAPPUS-Ebene.
(Fiir diesen Satz J bis jetzt kein rein geometrischer Beweis).

0.4 Affine Inzidenzebene, affiner Inzidenzraum

—— e Vim e . i 5 e 58D

Geg.: proj. Inzidenzebene(-raum) T, 1l :

- {201 |4 i,el

Wir zeichnen eine Gerade ue() aus. u..."Ferngerade", %ﬁn‘
"Fernpunktreihe".

Dann heiBt die Struktur

Tare {E\Pe s O\acks T 4004 qetienie ]

L

eine "affine Inzidenzebene". 3, ist eine "geschlitzte"
proj. Inzidenzebene.

Analog in.'ﬂ-: we E .. "Fernebene", %...Feld ,Z};w «. Geraden-
menge in @; :

dann heiBRt die Struktur

To: = {'%7\"{)&“ 'Cg\qw) E\{w}) I \{ I,’\..)L” E gelten n T}

ein "affiner Inzidenzraum".

Folg.1: Jede Punktreihe in W@(W&) ist eine punktierte
proJ.Gerade.

In Ta (Ta) ist eine weitere binire Relation, das
"Parallelsein" erklart:

allb (eTa) & (anw)=(baw)in I (]| ist RST-Relation)

allol (T :
ol éirﬁ% Z {22&"?522‘5?5#1;[ ( /| ist RST-Relation)

(Dabei werden die Grundelemente in To und in T gleich
bezeichnet F)

Folg; 2: ZEine proj. Koordinatisierung-/&* heiBt "affine"
Koordinatisierung genau dann, wenn die Fernebene w
Koordinatenebene mit der Gleichung x,= 0 ist.

D.h. XeTa < X = (oidtde: X5) # 50:0:0:0) A Yo F0
=> 0.B.d.A.: . Yo=1 = X'(u,*= (4:,\{4:\113\&5)—“—: Sy N2y Xs) €lK5...

... "inhomogene affine Koord.des eigentlichen Punktes X im
Koordinatensystem u* ".

= { Punkte Xe Ta} ist durch ¥ bijektiv auf {(,4,4)]-K>
bezogen. Mit (0,0,0) = Ou* , O..Koord.-Ursprung,
(s Xy U)= 1 4 rechtfertigt dies die elementare

Vektorrechnung in T, : = Ap
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Folg. 3: '"proj.Affinitédten" in Ta

Definition: FEine Abb. 2ai ¥ \lw—P\lw heiBt "Affinitdt",
wenn gilt: 3 eine Kollineation <e:P-—»¥ mit

= o2 | P\Pw . . .
Ze;v heiBt "proj.Affinitdt" <« -® 1ist proj.Kollineation.

Kennzeichen einer proj.Affinitdt (Vs. pr )¢

% proj. <> ist DV-treu. —> In Tapp i =NaC Tpp
ist DV(XABC) mit CIw definiert als TV(XAB).

Somit gilt: In einem affinen PP-Raum Ta,pe ist eine
Affinitét genau dann projektiv, wenn sie TV-treu
(teilverh&dltnistreu) ist.

Satz von STAUDT: Im Reellen ist jede Affinitat TV-treu,
also projektiv.

Analytische Beschreibung einer proj. A.ffin(it'ét X
l 2

@t (0, dAs))— (w0, () mit W= ajr Lo,

Wy S, o, anle K, det(ag)+0

Die Menge aller proj.Affinitdten bildet hinsichtlich der
Operation des "Hintereinanderausfiihrens" eine_Gruppe, die
sogenannte "affine Gruppe" GA(7.) bzw. GA(Tla) ; die
Menge der inhomogenen, reguldren, linearen Transformationen
in 2(3) Veridnderlichen iiber X heiBt "inhomogene Gruppe
GL(2(3),K). : |

Es gilt: Jede proj.Affinitdt ist durch eine inhom.,reg., lin.
Transf. im analyt.Modell beschreibbar; umgekehrt beschreibt
jede solche analyt.vorgegebene Transformation eine affine
Abbildung.

Die Angabe einer proj.Affinitdt #a einer affinen PP-Ebene
bzw. eines affinen PP-Raumes auf eine 2.affine PP-Ebene-
(PP-Raum) -erfolgt durch_zugeordnete Dreiecke (Tetraeder).
(Gilt PP nicht, dann ] zu zugeordneten Fundamentalfiguren
mindestens ein @, 3 PP leistet die Eindeutigkeit von ®a ).

Spezielle Affinitaten ®a :

Ist ®a die Beschrankung einer Elation mit den Ferngeraden
u (Fernebene @ ) als Achse, dann (und nur dann) heiBt
2, "Translation".

0.5 Die euklidische Ebene e

T,

Geg. ist eine reelle affine Ebene: f2(R) (= PP, De gilt);
sei u die Ferngerade von %.(R) in der proj.Erweiterung
und sei auf u zusdtzlich eine elliptische Punkt involution
¢. gegeben. (&, heiBt "absolute Involution").

€. ist Involution heift: &L=¢ .. Identitdt. ( E+¢ )
€w ... elliptisch heiBt: J keine Fixpunkte iiber R.
Sprechweise: Sind a,b zwei affine Geraden A.,B. ihre eindeutigen
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Fernpunkte in der proj.Erweiterung, dann heiBt "a orthog.b"~

hL?)z#aAg, B. gind in der absoluten Involution gekoppelt
3 w= w ew .

Definition: Eine reelle affine Ebene heiBt euklidisch, wenn
auf ihrer Ferngeraden eine absolute (elliptische) Involution
gegeben ist; d.h. 3 ein Orthogonalitatsbegriff.

Folg. 1 : Die elementargeom.Ebene ist ein Modell fiir eine
euklid.Ebene.
In der Proj.Geom. zeigt man: Jede abstrakte euklid. Ebene
ist isomorph zur Anschauungsebene in dem Sinn, daB im
abstrakten Sinn orthogonale Geradenpaare elementargeometrisch-
orthogonalen Paaren zugeordnet werden.

"Folg. 2 : RcC : Die iiber R elliptische Involution £w
auf u ist iiber € hyperbolisch, hat also zwei (stets
getrennte) Fixpunkte I, J .

Diese Fixpunkte iiber € von &. heiBen "absolute Punkte"
("Kreispunkte"). :

Eine Involution ist durch ihre Fixpunkte bestimmt. =

=> Eine reelle affine Ebene ist als euklidische Ebene
dadurch ausgezeichnet, daB auf ihrer Ferngeraden zwel Punkte
iiber € als absolute Punkte ausgezeichnet sind.

Da in einer hyp.Involution die Paare zugeordneter Punkte
harmonisch zu den Fixpunkten liegen, kann der Orthogonalitits-
begriff in M(RcC ) auch so gefaBt werden:

alb <> DV(A.B.IJ)=~1

-

Uber € : Die durch I oder J Aw

hindurchgehenden eigentlichen Geraden \

heiBen "isotrope" Geraden. \
Winkeldefinition: In der abstrakten euklid. \\

Ebene sei ¢ ab: = ;b log DV(AuPuI]) =
=% lq;])V&xk)&j)»a

(I der Anschauungsebene ist dies eine
beweisbare Formel = Formel von
LAGUERRE. )

Numeriert man I wund J um, so folgt: ‘ '\

DV () —» 5-;(-5 = log DV[w)— =logDV(m) = <Tab — - Xab

==»>Die euklid.Ebene ist in kanonischer Weise orientierbar.
Die Auswahl einer Orientierung bedeutet Auswahl iber einer
Reihenfolge der abs.Punkte.

Folg.%: Spezielle Affinitdten : "Ahnlichkeiten"

In einer euklid.Ebene %o (R) sind gewissen Affinitédten
als "Ahnlichkeiten" ausgezeichnet; und zwar gilt

Definition: ZEine lin.Abb. & von Te(R) auf sich heiBt
"Whnlichkeit" <= (1) o« ist Affinitét (d.h. 3 eine
Kollineation 2:7— T mit o= 2{%%.(= =lu:u—u

(2) 2luw kommutiert mit der absoluten
Involution &, : 2w . g, = E.2lw
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Bemerkung' (2) =3 € = 'bf,l'w &> (aelu.)"

Die Fernpunkte bleiben nach 2 in €. gekoppelt; es gehen

also orthogonale Geraden wieder in orthogonale uber.

=+ Eine Ahnlichkeit ist eine Affinit#it, bei der Ortho-

gonalitat erhalten bleibt.

Es gilt: Gehen bei einer Affinitdt in % zweli wesentlich #
rechte Winkel in zwei ebensolche iiber, dann ist sie
notwendig eine Ahnlichkeit.

Der Kreisbegriff:

Zundchst: Ein Kegelschnltt ¢c ¢ T(R) heiBt "Mittelpunkts-
kegelschnitt in ®..(R) <« u ist nicht Tangente von c.

In w(R) gilt: Das Polarsystem von ¢ induziert auf jeder
Nicht-Tangente von ¢ die Involution konjugierter Punkte
beziigl. ¢ .

=> In To(R): Ein Kreis ist ein Mlttelpunktskegelschnltt in T,
dessen Polarsystem auf u eine Involution kj.
Punkte induziert, welche mit der gegebenen
abs. Involution eu,‘uberelnstlmmt

= In ®e(Rc € ): Die Fixpunkte von &, sind die Fixpunkte’

der Involution kJj.Punkte, also die Schnitt-
w 5//’m\§y3 punkte des Kreises mit 2 . '

=> Definition: Ein Mlttelpunktskegelschnltt
in der reellen euklidischen Ebene heifRt .

¢ "Kreis", wenn er in der komplexen Erweiterung
die beiden abs.Punkte enthdlt.

=»> Neuerliche Kennzeichnung der Ahnlichkeit:

Eine Affinitdt in e (R) ist eine Khnlichkeit,
wenn ein einziger Kreis in einen Kreis iibergeht.

Analytische Beschreibung einer Ahnlichkeit: Ay

Beschreibung nur dann speziell, falls .}k_“wwm_, gE~—
ausgezeichnete Koordinatensysteme ' Ey;‘ S
zugrunde liegen ! Co y

"Normalkoordinaten": ZXoordinatenachsen

orthogonal, . OEtEEy ..."Einheitsrecht-
eck".

i

N
In % : Ein Rechteck heifBt "Quadrat" - L/ B
wenn die Diagonalen orthogonal 0 ’ By
sind. .

= "Kartesische Koordinaten": Ein Normalkoordinatensystem
mit einem Einheitsquadrat heiBlt ein "kartesisches Koordinaten-
system".
Mit einem kart.K.S. gilt:
!*’(JUXJ)““*'GGNG) ist eine Ahnlichkeit <=
2

gl=ajr Zai A ()= A(x5) mit 2eR\{0} A
< K ‘

A (o3} ist orthogonale Matrix. (3=42; Qg;“a‘kleR)
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for | Khnllchkelt} heiBt "Ahnlichkeitsgruppe" GO(Te)
{0C+€ GO(:TT'e) ‘ IOL+ I Job J } = 3 O"’(ﬂl‘e)c GO(JTQ)..,. Grupge

der "glelch51nn1gen" Ahnlichkeiten (orientierungstreu !

Die Menge der gegensinnigen Ahnlichkeiten (I<=J) bilden
keine Gruppe !

yz:
, £, 1
Festlegung einer Ahnlichkeit ) ,;/”[ e
A+B(e Te , A

A'+ B'le fe , Drehsinn,

= qr Ahnlichkeit o vom ver- AL RS el
langten Sinn mit A'=Aoc , B' = B . A il
Folg., 4: "Liangenmessung" d in Te

(4 bewirkt eine zusatzliche Struktur in :fré).
Definition: Eine "Léngenmessung" 4 ist eine

Abbildung.

d: flexe ——s R'{0}

ABle fe, (AB) —> d.(A,B)= rAB =z0

mit folgenden Eigenschaften:
(1) 4 4ist "translationsinvariant".

d.h.: ¥ A,B/e®e ,¥C (% ...Translation) gilt:

d (A,B) = "a (AT, BT).

= Man braucht bloB Strecken betrachten, die von einem
festen Punkt ¢ ausgehen.

(2) Sei U ¢ e fest gegeben. Ges.: OP , Pefe .
dazu: "Eichkreis" k mit der Mitte O 4 mit k soll
gelten:

(a) P=0 =060 =0
P U (b) PAO =—> OP schneidet k in
e zwei Punkten E,E. Dann sei
OP := .| DV(PEOU)|= |TV(PEO)| =
= |rv(PE0)|

(Vertauschung E—E =3 TV-»- TV =» | TV|—| IV| fest).
Pek : = OP =1 ; daher heiBt %k ,Einheitskreis"

Definition: 3 in einer Ahnlichkeit o fe(R)— Te(R)
ein Punktepaar A,Ble¥ , A # B, mit AB = AxBa, dann
heiBt o¢ "kongruente Abbildung".

" = 1st generell léngentreu.

Den beiden Typen von Ahnlichkeiten zufolge 3 zwel Typen von
.kongruenten Abbildungen:

die gleichsinnigen kongr.Abb. ("Bewegungen") und
die gegensinnigen kongr.Abb.

Die kongr.Abb. bilden eine Gruppe, die Gruppe O (%), die zuge-
horige Geometrie ist die Elementargeometrie.
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Speziell: '{Oclo&uBewegung} bildet eine Gruppe, die
Untergruppe Ot(le) von O (W) .

Speziell: Bewegungen mit einem eigentlichen Fixpunkt heifBen
"Drehungen".

Die Angabe einer kongruenten Abbildung erfolgt durch ein
"orientiertes Linienelement"*) und dessen orientiertes
Bild-Linienelement und den "Sinn" der kongr.Abb.

Dann J* kongruente Transformation vom vorgegebenen Sinn,
die die orientierten Linienelemente zuordnet.

*) Unter einem orientierten Linienelement versteht man einen
Punkt P und eine mit ihm inzidente "Halbgerade". Dabei
ist eine Halbgerade diejenige Punktmenge
einer Geraden g , die nach Wahl eines P E U
Koordinatensystems auf g festgelegt . élu——£~—~<h~4——4>
wird durch x>0 ( xeK=R ) T 1 1

: -0 14 o

Analytische Beschreibungﬁeiﬁer kongruenten Abbildung .« 1in
kartesischen Koordinatensystemen:

Eine kongr. Abb.« ist eine Ahnlichkeit, die durch eine
orthogonale Matrix beschrieben wird; d.h.

Xewe (ag) =A(xg )y, A# 0, (¢ ) orthogonal, ist genau
dann kongr.Abb., wenn gilt A =1 .

Wir haben somit aus der axiomatisch gefalBlten proj.Ebene
durch Aufprdgen zusdtzlicher Strukturen das "projektive
Modell der Elementargeometrie" gewonnen.

(Auch andere Wege gangbar: z.B. direkte Axiomatisierung der
Elementargeometrie, vgl. HILBERT).

Bemerkung: Die komplexe Erweiterung der elementargeometrischen
Ebene heiBft "kompl.euklid.Ebene" fe(C) .

%e(R) ist ein metrischer Raum (z.B. gilt die Dreiecks-
ungleichung).

5(C) ist dagegen ein ametrischer Raum (z.B. Strecken auf
isotropen Geraden i, j in %¢,4.(€) haben der Ldnge O .

= i,j € e (C) .. "isotrope Gerade" ist Begriff der Ahnlkis-

geometrie).

= i,J € %da(€) .. "Minimalgeraden" .. Begriff der Be-
wegungsgeometrie,

0.6 Polaritdten einer proj. Ebene  (X)
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Geg.: »(X) , K kommutativ (= PP) , <char. K # 2 (= FANO)

Definition: Eine "Polaritét" ist eine Abbildung ;Z——*DJ
( Xel +— XTely ) mit folgenden Eigenschaften:
(I) & ist global
(I) XIY¥Yr—  YLX¥ Y X,Yel

Folg.1 : Eine "Korrelation" d&:%— 4  mit J gloval
ist durch die folgenden Eigenschaften gekennzeichnet:

(I) d ist eine Bijektion (= J global)
(I) kollineare Punkte S kopunktale Geraden.

Speziell: "projektive Korrelation" J : ¢ S ist Korrelation
und die Beschrdnkung von J& auf eine Punktreihe ist
projektiv.

Aus (@) folgt: Punktreihen Zo werden durch J auf
Geradenbiischel DJA abgebildet. => Mit d ist in kanonischer
Weise eine Abbildung der Geraden des 1.Feldes auf Punkte

des 2.Feldes mitgeliefert, welche kopunktale Geraden in
kollineare Punkte abbildet. Diese mit J' gekoppelte
Abbildung wird gleichfalls mit & bezeichnet.

Speziell: "involutorischéd' Korrelation: $'=1

Bs gilt (Proj.Geom.): Die Polaritdten sind genau die in-

volutorischen Korrelationen.

(Speziell: ‘“projektive Polaritdt" o &« die Beschrinkung
von 7 auf eine Punktreihe ist eine Projektivitit).

Der Begriff des "Poldreiecks"

Geg. {A,B,Cle?} nicht kollinear, d belieb.proj.
Korrelation = {AS , B, C&} Dbilden ein Dreiseit ( AJ, BJ,COV
sind nicht kopunktal 1)’

Ein Dreieck in  #(K) heiBt "Poldreieck" ¢« wenn jede Ecke
als J-Bild die Gegenseite besitzt.

Es gilt (Proj.Geom.): Die Existenz von Poldreiecken ist
kennzeichnend fiir proj.Polaritéten. (Bes:Ltzt eine proJj.
Korrel. ein Poldreieck, so ist sie eine proj. Polarltat
und umgekehrt).
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Die Angabe einer projektiven Polaritédt T erfolgt durch
ein Poldreieck und ein "fremdes" Paar (P..Pol, Pr ..Polare),
(d.n. P F Seite, PgrF Ecke des Poldreiecks).

Anmerkung: K = R = Jede Polaritdt T in a(R) ist auto-
matisch projektiv.

Folg. 2 : Geg.: proj.Polaritat T .
Dann gilt: XIY¥r = YI X% .
xIyT = yIxT .

=> Sprechweise: X fest = XT fest ,
Y mit YI X9 heiBt "konjugiert zu X in ",
( x fest = xr fest , y mit yIxr heiBt
"kj. zu x in T ".) |

Damit kann die Definition der proj.Polaritdt & auch so er-
folgen: T ist eine proj.Korrelation, in der die Konjugiert-
heit eine symmetrische Relation ist.

Ein Punkt X heiBlt "selbstkonj.", Eine Gerade x heiBt "selbst-
wenn gilt: XIXw . konj.", wenn gilt: xIx%T .

Fir eine Polarltat gilt (Proj.Geom.):

selbstky,
Durch Jedé“YPunkt X geht genau Jede selbstkonj.Gerade x
eine selbstkonjugierte Gerade. inzidiert mit genau einem
selbstkonjugierten Punkt.
Flir eine proj.Polaritdt 1 gilt (Proj-Geom.):
Ist x nicht selbstkonjugiert, Ist X nicht selbstkonjugiert
dann bilden die Paare konj.Punkte dann bilden die Paare konj.

auf x eine Involution. Geraden durch X eine
, Involution.

Definition: ZEine proj.Polaritdt T heiBt "hyperbolisch"
3 ein selbstkonj.Punkt; T heiBt "elliptisch" <« 3
kein selbstkonj.Punkt. .

Fur hyp.proj.Polarititen gilt (Proa Geom.): Jede hyp.proj.

i Polaritat 7 1ist identisch mit dem Polarsystem @, eines
Kegelschnittes k , wobei seirePunkte genau die selbstkj.
Punkte, seine Tangenten genau die selbstkj.Geraden von
sind.
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Definition: Das Polarsystem Ii:¥— \(g eines Kegelschnittes
k ist durch folgende Forderungen gekennzeichnet:

(I) VPek gilt: PAx ist die Tangente
in P an k .

(ID) VQd4kx 3I* narmonische Homologie
mit Zentrum Q , welche k fest 1ldBt.
Die Achse dieser automorphen harm.
Homologie von k mit Zentrum Q
heiBt "Polare" Q%% .

Ist K ein belieb. kommutativer Kdrper (char. K # 2 ), dann
3 in 7(K) Kegelschnitte = J Polarsysteme => 3
hyperbolische proj. Polaritaten.

Elliptische Polaritdten 3 nicht in jeder proj.Ebene T(K)
(die Existenz von ellipt.Polarititen ist eine Korpereigenschaft).

Z.B.: K =0 = 3J keine elliptischen Polaritdten I !

Dies kann so gezeigt werden: geU selbstkj. = J
selbstkj.Punkt = * ist hyperbolisch; ist g nicht selbstkj.,
so 3 auf g eine iiber € sicher hyperbolische Involution
kj.Punkte = 3 Fixpunkte, also selbstkj.Punkte => T ist
hyperbolisch. : :

z.B.: K = R =3 elliptische Polaritidten.

Wir stellen die Angabe so, dafl auf

jeder Seite des gegebenen Poldreiecks
ABC die Involution kj.Punkte elliptisch
ist (andernfalls § ein selbstkj. ‘ \
Punkt auf einer der Seiten des Pol- JAN i Bl 4
dreiecks). L S LA

Dazu gilt (Proj.Geom.): "Trennen" einander zwei Punktepaare,
auf einer Geraden, dann (und nur dann) ist die durch diese
Paare bestimmte Involution elliptisch.

Eine Angabe mit der gewlinschten Eigenschaft ist moglich
gvgl.Figur). Mit .1 =PC.Cxr , T =Pxr .Cr muB z.B.gelten:
A,B) tremnt (1,7) . (= Fir Ax, Bx analog).

Beh.: 3 auf keiner Poldreieckseite ein selbstkj.Punkt,
(vgl.Angabe), dann 3 in ganz T(R) kein selbstkj.Punkt
und die durch die zuldssige Angabe bestimmte Polaritit
ist elliptisch.

*Beweis (indirekt): Vs. T hat einen selbstkj.Punkt =T ist
hyperb. = & ist Polarsystem eines Kegelschnittes k , fir
den ABC ein Poldreieck ist.

Fiir einen Kegelschnitt k in o(R) gilt aber: Fir jedes
Poldreieck von k ist die Involution kj.Punkte bezliglich

k auf genau zwei Seiten hyperbolisch, auf genau einer Seite
elliptisch. = Widerspruch zur Angabe : auf jeder Seite

Ar , Br, Cr ist die Involution kj.Punkte elliptisch.
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RcC : ellipt.Polarit#dt iiber R — hyperbol.Polaritét iiber C .
Die iiber € hyperbolische Polaritdt ist Polarsystem  eines
nullteiligen Kegelschnittes k c w(RecC) .

Folg. 3 : Proj. Polarititen in der affinen Ebene  #a(X)

- Z.B.: Ist die Ferngerade u selbstkonjugiert in o dann j
ein selbstkj. Punkt =»q ist eine hyp.Polaritdt, also
Polarsystem eines Kegelschnittes k- mit der Tangente u =
k ist eine Parabel.

Sei u nicht selbstkj. in & : Dann 3 M € Tao(K) mnit
Mr=u. M heiBt "Mittelpunkt"von 7 .

Anmerkung: Die Bezeichnung "Mittelpunkt"
riihrt von folgender Eigenschaft von M : e
Ist 6p die harmonische Homologie (M,u) , M
(d.h. 64 ist eine zentrische Spiegelung
an M in To(X) ), dann gilt: 6t
kommutiert mit T ( 6u.T = T 6k );
d.h. die Polaritat 7 gestattet 64

Spiegelung an M . o wiM

Speziell: K =R , I elliptische Polaritdt in  Ta(R) ,

=@ ist nicht Polarsystem einer Parabel ( u sicher nicht
selbstkj.) == 3 Me %a(R) , 6, und 76y, : Y — q ist
wieder Polaritit.

In der Proj.Geom. zeigt man: Tem =07 ist eine hyperb.
Polaritdt, also Polarsystem eines Kegelschnittes k.

k™ heiBt "reeller Vertreter" des nullteiligen Kegelschnittes
k , welcher durch ¥ in fa(C) bestimmt ist. '

Wegen MO = T sind k und k" konzentrisch (Mittel-~
punkt M ) und besitzen die gleiche Involution kj.
Durchmesser ( u Dbleibt bei 64 fest => auf u stimmt die
Involution kj.Punkte bezliglich o iiberein mit der Inv. kj Pkte
- beziigl. ™ ).

Sprechweise: T heiBt "Antipolaritdt von k™ ".
Zu jeder Ellipse k™ gehdrt eine Antipolaritdt T, mit
= T 6 . (Dabei ist ™ das Polarsystem von k7,
6y die zentrische Spiegelung am Mittelpunkt M von Xk™.)

Bemerkung: Die Kopplung zwischen einem nullteiligen Kegel-
schnitt k und seinem reellen Vertretern k" ist affin
invariant. Der Zusammenhang stiitzt sich auf die Ermittlung
des Mittelpunktes M von k (affiner Begriff) und die
Spiegelung an M (affiner Begriff).
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Angabe einer elliptischen Polaritdt ¥ in fo(R) :

Z.B. durch ein eigentliches Poldreieck XYZ wund den Mittel-
punkt M so, daB die Invol. kj.Punkte auf allen Dreiecks
seiten x=Y72 , y=ZX , z=XY elliptisch ist.

(= M 1liegt im "Inneren" des Poldreiecks).

Aufgabe 1: Vervollstidndigungsaufgabe in  ToR) :

P 1

Unter Benlitzung obiger Angabe X,Y,Z2; M ist es zweckmiBig
zur Ermittlung der Polaren Pr zum gegebenen Punkt P eine
euklidische Konstruktion zu verwenden:

In der euklid. Ebene wird ndmlich jede ellipt.Involution
auf einer Geraden g durch Strahlenpaare einer Recht-
winkelinvolution aus einem bestimmten Zentrum Lg
(LAGUERRE-Punkt der Inv. auf g ) projiziert.

Anwendung auf die Involution auf 2z=XY .

Ist 1 .. Fernpunkt von 2z —»> 1 = ZM.z A(1,1) ist ein

Punktepaar; (X,Y) ist ein weiteres Paar und (1,7) trennt
- (X,Y) 1laut Vs. '

X,Y erscheint aus L; (= LAGUERRE-Puhkt von 2z ) unter 90°
=> Lz I THALES-Kreis iiber XY .

1,7 erscheint au8 L unter 90°=> L, I Lot durch 7 zu
«-——....——:}Lz. .

Dann gilt: Konstruktion des zu P. = PZ.z kj.Punktes P;
mittels "Rechtwinkelhaken" mit Zentrum L, .

Wiederholung fiir eine weitere Seite (etwa x ):__
Konstruktion des zu Py = PX.x kj.Punktes P, mittels
LAGUERRE-Punkt IL; der Involution auf x .

. = Py P, = PT .. gesuchte Polare von P .

Folg. 4 : Polaritidten in Te(R)

-0 T

Z.
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Geg.: abs. Involution &. auf w , Polaritdt & in 5.(R) ;

T mit wu nicht selbstkj. induziert auf u eine Involution
kj. Punkte. ‘

Speziell: Diese Involution kj.Punkte auf wu Dbeziigl. & stimmt _
iiberein mit der abs. Invol. &w (ist daher notwendig elliptisch,

Wir unterscheiden dann 2 Fdlle:

o) Ist T eine hyperb. Polaritét, dann ist T das Polarsystem
eines Kreises.

/) Ist T eine ellipt.Polaritdt, dann ist & iiber C das
Polarsystem eines nullteiligen Kreises.
(= ist dann identisch mit der Antipolaritdt eines
einteiligen Kreises, da u bei 6, punktweise fest bleibt).

Aufgabe 2 : Geg.: ellipt. Polaritdt « , reeller Vertreter k*
Ges.: Polare Pr zu P .

L

2 Man konstruiert zuerst die Polare von
\ P Dbeziiglich I : = P71 ; Ar's,-Pr

e P > elementargeometrische Konstruktior:
" "Rechtwinkelhaken" mit dem auf k™
liegenden LAGUERRE-~-Punkt Lsy voRn
PM mit M .. Zentralpunkt der
Invol.kj.Punkte auf PM .

g
|
|
|

i |
\,& Q——fv-'d-—/—»v-i
|
|
[
1

Damit 14Bt sich die Vervollstidndigung fiir beliebige ellipt.
Polaritaten T 10sen:
. Man sucht den reellen Vertreter ¢ des nullteiligen Kern-
kegelschnittes ¢ von T . Durch eine affine Transformation
22 wird c¢" in einen Kreis k" = ¢c"w= abgebildet, die
Vervollstandigungsaufgabe flir e geldst und abschlieBlend
2! angewendet.

Ist k™ ein Kreis, so gilt ferner: MPl Pr — M 1ist Hohen-
schnittpunkt jedes Poldreiecks von ™ oder %7 . TFir Jjedes
Poldreieck bezligl. eines nullteiligen Kreises ist M Innen-
punkt = jedes Poldreieck ist spitzwinkelig.

Aufgabe 3: Geg.: T w.ellipt.Polaritdt, reeller Vertreter k™
ist Kreis (#-77.6y) ; Gerade g , A,B|I g, #.

Ges.: Punktepaare (P,P)eg, die (I) harmonisch zu
A.B
(D kj.sind in T .
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Da g reell — g ist nicht selbstkj. => () ist sinnvoll.

Losungsweg: Vervollstiandigung der Invol.kj.Punkte auf g .
1e.Fernpunkt von g, AMhbh g =1 kj. zu 1

2 belieb. € => 2T .. Antipolare von 2 Dbezgl. X
%vgl.Aufgabe 2) = 2 =2T.g ist kj.zu 2
(1,7), (2,2) trennen einander =>J LAGUERRE-Punkt Lg
(vgl.Aufgabe 1 ‘
Man sucht nun jenes Rechtwinkelpaar mit Scheitel Lg, das

zu den Strahlen ALg , Blg harmonisch liegt; das sind
aber die eindeutigen Winkelsymmetralen w ,w von

XALgB . = g.w=P , gw=P ; (PP) ist das eindeutige
Lésungspaar.
0.7 Der euklidische Raum [ (R)

To(R) ist ein reeller affiner Raum To®) = TEN\{w} mit
einer zusdtzlichen Struktur, welche den Orthogonalitétsbegriff
definiert.

Sei in w eine beliebige elliptische Polaritidt Tw als absolute
Polaritét gegeben. Dann heiBt {‘Ifo,(lR) mit %} ein "euklid.
Raum". '

Durch %, wird die Orthogonalitdt in T‘_e((R) definiert.
alo ¢ AuTw = aw ..Ferngerade von o¢
al b <= Ackj.zu B. in f
ool fp <> 8w kj.zu bu in Ty.
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Folg.1 ¢ Der Anschauungsraum mit dem elementaren Orthogonalitdts-
begriff ist ein Beispiel fiir einen euklid. Raum.
Es gilt schirfer (Proj.Geom.): Jeder euklid. Raum ist zum
Anschauungsraum isomorph, so daB gilt: sind zwei Elemente
des abstrakten euklid. Raumes orthogonal, so sind deren
Bilder im Anschauungsraum orthogonal.

Folg. 2 : Sei o eine belieb. Ebene in T (d.h. ¢ #w)
= oW = aw 15t nicht selbstkj. in Jw == auf a. wird
durch @ eine elliptische Involution kj.Punkte induziert.
=> Jede Ebene in To trigt in kanonischer Weise eine euklid.
Metrik.

Bemerkung: RCC —» Winkelmessung in jeder Ebene cle mit
der Formel von LAGUERRE == Winkelmessung zwischen
Geraden in T, (RcC€) (=komplexer euklid.Raum).

Zusdtzlich: Xaox = 90° -Ja ng  (nale)
Zotfo = gnans

Uber € ist % das Polarsystem eines Kegelschnittes (L
({1 .."absoluter Kegelschnitt")

Eine Gerade ge Te(RcC) , welche )
trifft, heiBt "isotrope Gerade'.

Eine Ebene o el (RcC) , deren Fernge-

rade o.w {2 beriihrt, heiBt "isotrope
Ebene". 4

Die in einer isotropen Ebene durch ¥
induzierte Geometrie heiBRt "ebene YA ]
isotrope Geometrie" und ist verschieden AR

von der in einerreellen Ebene induzierten.
euklidischen Geometrie ! (Das "Absolutgebilde" einer
isotropen Ebene ist ein Linienelement (I, xw ) )

Folg. 3 : Ahnlichkeiten in H;(R)

Eine Khnlichkeit o:le(R) —~J(R) ist eine Affinitdt ol (R)~

— Jo(R), fiir welche gilt: die o bestimmende Kollineation =
(2[la = o, ) hat die Eigenschaft, daB =|w mit Tw

kommutiert, ( @jw M = Tw- 20 ) ;

d.h., eine Ahnlichkeit ist eine "orthogonalinvariante"

Affinitat.

Festlegung einer Ahnlichkeit:

Tw  ist festgelegt durch ein Poldreieck und einmal Pol-

Polare in w . => Poldreieck in w — orthogonales Dreikant
in Te , Pol-Polare inw —» Ebene, zu ihr
normale Gerade.
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— Eine Affinitdt ist genau dann eine Ahnlichkeit, wenn sie
- ein orthogonales Dreikant in ein orthogonales Dreikant und
einmal Ebene mit normaler Gerade in Ebene mit normaler
Gerade uberfiihrt.

"Kugél" in T, (RcC) :

Eine Kugel ist eine Mittelpunktsquadrik in Te(R)c T(RcC€)

(d.h. W ist nicht Tangentialebene) die iiber C
die Fernebene & in dem absoluten Kegelschnitt ) schneidet.
(= L) .."abs.Kugelkreis").

Zur Definition der Kugel in [(R)c T(R) ist der Begriff
"Spurpolaritdt" erforderlich:

Das Polarsystem T einer Quadrik ¢
induziert in jeder Nichttangential-
ebene oo eine Polaritdat %plo :

YPeow gilt: PRl = Prynoe .

el  heiBt "Spurpolaritit in o
bezligl. ¢ ".. ‘

Damit gilt:

Eine Mittelpunktsquadrik 4>C N;_(R).
heiflt Kugel <= die Spurpolaritadt in o
beziigl. ¢ ist die absolute Polaritit.

=> Eine Affinitat ist Ahnlichkeit genau dann, wenn sie
eine Kugel in eine Kugel iiberfiihrt.

{OL;-‘OL... lihnl.} = : GO(Te) .. "BEhnlichkeitsgruppe".

Wie GO(%e) , so ist auch GO(Te) in zwei Klassen zerlegbar.

Wahrend aber in % die Klassifizierung der Ahnlichkeiten durch
ein Nummerierung der abs.Punkte bedingt wird, stammt die
Einteilung der Ahnlichkeiten in Te bereits von einer
Klassenzerlegung der Kollineationen im reellen proj.Raum.

Es gilt ndmlich: T(R) ist orientierbar (im Gegensatz
zu w(R) ) ! .
: ;2
Z.B. 2: [ (R)— T (R) X = Zo:a,jkxk a€eR, det(ax)+ 0

== zwel Fdlle: det(ay)>0 , det(ay )40 .
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Dabei gilt:  sgn det(ay) ist basisunabhingig !
Z.B. Xk-—+x}vab (ajx ) hat gerade Spaltenzahl =—>-
sgn det. fest.
=3 PGL (M (R) ) zerlegbar in zwei Klassen:
2 mit det(agy )>0 . gleichsinnige Koll.
¢ mit det(ay )< 0 .. gegensinnige Koll.

Damit folgt fiir GO(Te)

Khnlichkeit o heiBt "gleichsinnig" bzw. " o€ GOF(Te)"
die zugehorige Kolllneatlon 2 ist glelch51nn1g,
andernfalls heiBt o "ungleichsinnig".

Analytische Beschreibung der Ahnlichkeist :

oK  beschrieben in speziellen affinen Koord.System: ee =0
3
1
& ist Affinitit = &3 = o +‘Za,.,-k 59 (§=1,2,3)
. l=’1
= "Lhnlichkeit" hat bloB in speziellen "Normalkoordinaten-

t " ei b a B t. '
systemen" eine besondere Bauar nm fi, Uy OE
"Norm.K.S.": = inhomogenes affines K.S. , :
mit paarweise orthogonalen Achsen. , ’ E,

Die Einheitspunkte KE;E,E,bestimmen ‘E' ") E.

den "Einheitsquader" des Norm.K.S. 2 JE, °

"Kartes. K.S." = Norm.K.S. mit: 0 , . Us
Einheitsquader ist ein E, =

Wirfel. ("Einheitswiirfel")

(Dabei gilt: Ein Quader ist ein Wiirfel <= 2 nicht
parallele Seitenfldchen sind Quadrate. "Quadrat" ist ein
Begriff der Khnlichkeitsgeom. = Wirfel ist Begriff der
Ahnlichkeitsgeometrie).

=> o. beschrieben in kartes. K.S.: (aj ) = A(agp) mit Qe
€R und (e ) ist orthogonale Matrix.

Folg. 4 : Lingenmessung d in Te(R)
"Lingenmessung" d: lexfe —= R+LJ{0} “wobei gilt:

(A, B) —> d(AB)=:AB

(I) 4 4ist translationsinvariant.
= vergleiche "Strecken", dle von einem Punkt O

ausgehen.

(I1) 4(0,0) =0
O#P : Zur Definition von d(GP)
"Eichkugel" k mit Mitte ¢ beniitzt:
( 0. Pol von w beziligl. k )
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OPnk = {E,Ei (Existenz ist eine Eigenschaft des
Korpers R)

a (6P): = |DV(PEOU)| = |TV(PEO)|
(sinnvoll, da: E-E = TV— -TV = |[TV|— |TV] )
= Pe k : d(6P) = 1 => k.. "Einheitskugel".

ﬂ;(Rc:C) mit Langenmessung .d von 'LCR) :

Jede Strecke auf einer isotropen Geraden g hat die Linge O .
— g in Tq(RcC) heiBt "Minimalgerade".
—_— W;A(RCJC) ist kein metrischer Raum !

"kongruente Abbildung" o in We,d(R) :

o heiBt "kongr.Abb." <> o ist Ahnlichkeit A fiir ein
Punktepaar 4,B (A)|e Tea(R) gilt: a(a,B) = d(Ae,Ba).
(Es gilt dann, vgl.Proj.Geom.: d(X,Y) = d(Xoyw) V X,Y(en;pL)

04 heiBt-{gleithinnig kongruent <« o ist {glelche. Khnlichkeit

gegensinnig gegens.
.{dd-{cx."kongr.Abb.} = 2 5(“;FL)' . .Gruppe der kongr.
Transf.
{dwocgleichs.kongr.Abb.} = o*(ﬂgﬂi) C G(ﬂ;ﬂi).."Be-

wegungsgruppe", e O0'(Te,a) heiBt "Bewegung".

spezielle Bewegungen
ot e O We,d.)/\ 4 aeTed mit A = A s ¢ heiBt "Drehung"

Es gilt (Proj.Geom.): Jede Drehung ist eine "axiale Drehung",
.h.t 3 ein eigentlicher Fixpunkt, dann 3 eine Fixgerade.
vgl. Satz von BEULER: Jede Bindelbewegung ist eine Biindel-

drehung). ‘

'Analyt. Beschreibung einer kongruenten Abb. in kart.K.S.:

Khnlichkeit o ist "Kongruenz'&=> (o )= (i) ~.orth.Matrix.

Ergebnis: Wir haben das proj.Modell des elementaren euklid.
Raumes durch fortschreitendes Spezialisieren des proj.
Raumes gewonnen.

Es bleibt zu zeigen: Das so konstruierte proj.Modell
ist isomorph zu dem von D.HILBERT axiomatisch definierten
Raum der Elementargeometrie.
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§ 1 Lineare Abbildungen der konstruktiven Geometrie

11 Abbildung aus T in eine proj. Ebene T

Abb. ¢ mit: Definitionsmenge D(¢)c N (T belieb.proj.
Raum)

Bildmenge im pe®' (o' belieb.proj.Ebene)

Wann heiBt ¢ "lineare Abbildung" ?

Zundchst: Motivation der Definition einer 1lin.Abb. durch
folgende Beispiele.

Beispiel 1: .. Projektion (vgl. 0.1) : p: T—a' (HZ:W)
Zentrum O

ist nicht global (4 Ausnahme-
menge <. = {0}= 2.
@ ist surjektiv ( im¢ =a').
¥ ist nicht injektiv (Fasern sind
die in © punktierten Sehstrahlen).

i.a. Punktreihe ¥a >  Punktreihe J. , bzw.
koll. Punkte (# )+ koll. Punkte < &'

(Dabei miissen die Bildpunkte nicht notwendig verschieden
sein, d.h. auch Sehstrahlen werden miterfafRt.

Die Eigenschaft "koll.Punkte ¥, koll.Punkte" reicht
jedoch zur Definition von "linear" nicht aus, wie die
folgenden Beispiele zeigen.

Beispiel 2 : Geg. proj. abgeschl.Anschauun graum T ,
Ausnahmemenge > =¢) .

4Q>7A?if;fl/fb£éd7' : - Jeder Punkt PcT liegt
- genau in einer dieser 3 Schichten.
> A2 Wir definieren eine Abb. ¢:l— '
50:
P VYV P mit 221 => Py =AcTw
fest
V P mit -1¢2¢1 => P, =Bc I’
A=Fy B=hy  fest
C=hy Y P mit 241 —» Pap =C T mit
! CIAB (3C)C

fest.



- 30 -

=3> "koll.Punkte }—& koll.Punkte" ist trivial erfiillt.

Beispiel 3 : Geg. proj. abgeschl.Anschauungsraum [

Wir definieren eine Abb. cp:Ti:»'JT'_ S0
Y Pes’ so0ll gelten: P=Pyp
(7' bleibt punktweise fest)

4 PE.'.'?I'?“‘/\ZTf soll gelten: P(f AeT'
fest.

= ( ist global und surjektiv, "koll.Punkte >
2> koll. Punkte " ist trivial erfiillt.

Die Definition einer linearen Abbildung

Geg.: I.. proj. Inzidenzpunktraum %;
¥  proj. Inzidenzpunktebene}';
Abb. ¢ aus ¥ in ¥’ mit Ausnahmemenge ZC?Q .

Erweiterung von ¢ 2zu einer global‘en' Abb. @ :

Wir adjungieren %' die leere Menge @c¥ als Element (?ZL{ﬁ}=:)ZJ)
und erkl#ren eine Abb. ¢:¥->¥, durch

LAy, = Ayp fiir Ae P\X

Ape = Z (e¥s) fir AelX
¥, ist damit eine globale Abbildung.

Bezeichnung:

Geg.: m' ; A, B'le ¥l

.
]

Es sei definiert: A'y B': = Yyw VA # B A A,B'|e}
Ay A ;o= A Vaep
A+ @ =0+ A=A VA'e'po'
y Definition:

Eine Abbildung ¢ aus ¥ in ¥' heiBt linear <«—»
<> (l) img enthdlt mindestens 2 (#) Punkte
qp; A,B{E"}z , A # B mit '?o(%g)= Ap, + B,
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'Folﬁ. 1 : Enth#lt eine Punktreihe Yas zwei verschiedene
“Ausnahmepunkte, so enthdlt sie keinen Nichtausnahmepunkt,
Beweis: A # B, A,Blez ; Yz =
, 900(%15)= A()Do + B?o = p’=———7" VX&?AB gilt X‘f’o = ¢

Bemerkung: Aus Folg. 1 folgt : Die Ausnahmemenge 2, ist
im proj. Unterraum von T .

Zum Beweis diskutieren wir alle Mdglichkeiten fiir Z

) Z=¢, Z={A7} (genau 1 Punkt) => Unterraum '

£2) 42 # Punktee > —» 2, ist mindestens eine Punkt-
reihe (vgl.Folg.1). .

&) 1 3 Punkte ABC/e 5, , die ein Drei- v, )i
" eck bilden. = ' /‘O/C
¥Yecc 2. Sei X £ A ein Punkt der e
Ebene ABC , dann 3 D= PuxnPec s
also DeX, ;&% ;VAxe 2 ;3 = -,"f’;,
das Feld Fpe ¢ 2y 3 2, ist mindestens ?Zﬁ e "'X'O..{,

ein Punktfeld.

&) 3 4 Punkte 4,B,C,D|eZ die ein
Tetraeder bilden. = ‘
VococZ . Ist X # A ein belieb.Pkt.ef
dann 3 E = ¥ynYew , also Ee X 3 —>
Yy mit AX/eZ , (AFX), liegt in 5,
= J-% = VAel gilt Ay =0 ,
also img = g im Widerspruch zu (|):
imy enthilt 2 (#) Pkte. ~
—> Fall d) ist daher nicht mdglich.

Ergebnis: 2 = O oder {Z} oder ¥z oder ?5% , also
Unterraum.

Folg.2 : Enth#lt eine Punktreihe genau einen Ausnahmepunkt,
so besitzen alle Nicht-Ausnahmepunkte dasselbe Bild,
Beweis: AeZ , BéX ,= A/B, Y '

%o (Yie) = A, + By = By .. fest = ¥V XePppn X435 => Xy =By
Ny’ e

Folg.? : Besitzt eine Punktreihe ?ZAB keinen Ausnahmepunkt
und haben zwei # ihrer Punkte A,B verschiedene Bilder
Ay , By , dann ist die Beschrdnkung der Abb. ¢ auf

Yse surjektiv auf Ae + By .
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Beweis: Nach Vs. ist PppnlX und  Ap # sz A :
# =»> Agp + By ist eine Punktreihe (V/'WBVC?Z») Ae By Paey

= (¥ )e = ('KAB Yo (da: 4 Ausnahmepunkt in ?ZAB )
L_’Q? (?ZAB)? Ap + By = Ay + By = }Z/Ih,ey. -

Nach (Il) ist also das (o ~Bild der Punktreihe 4z
die ganze Punktreihe ;Q’S?BP » also ist ¢p[Y,, surjektiv.

{1

Folg. 4 : Haben zwei # Punkte A,B, die nicht der Aus-
nahmemenge 2 angehdren, verschiedene Bilder A¢ , By
(Ap # By ), dann gilt: Yie n Z =2

!

Beweis: ( ) = A, + By, = A + By = ‘?ZAyBy(ganze

o #(Fee) = Acte t 4 ¥ Punktreihe )
Sei nun FuenZ #2 (indirekte Beweis-Annahme);

dann ist Ypgn’l genau 1 Punkt S (wegen Folg.q1 und
ALdéZ ), = S £A, Pas= Yus .
%%G&Q: Ap + Sy, = Ayp, also ein fester Punkt, im
:&f = Widerspruch zu ‘ﬂ(%&):%?w .
Bemerkung: Aus Folg. 4 und Folg. 3 fblgt:
Unter den Vs: A,Ble ¥\S , A # 3B, A¢ # Bp gilt:
?l%g ist surjektiv auf A@ + By

denn: Folg.4 liegen genau obige Vs. zugrunde .
Damit sind die Vs. zu Folg. 3 erfiillt, also ist sp]‘)&s
surjektiv. v

Folg. 5 : Beh.: im(P ist entweder eine Punktreihe :lp;
oder ?2' 1

Beweis: Mit () 3 A',B‘[eimcp , A'#B.
\ : . 1

st 3Beps mt Bplp Debeiist A4B;
denn: A=B = A hat zwei # ¢ -Bilder im Widerspruch

zum Abbildungsbegriff. ‘
Mit A #B 3¥s und nach Vs. A,B|¢3 (Ay=A) # (Be=B).
Das sind genau die Vs. zu Folg. 4, Bem., also gilt:
¢|¥e ist surjektiv auf Ap+ By = P4e ..Punktreihe.

=3 Sind A,B' irgend zwei # Punkte aus im¢ , dann
treten alle Punkte der Verbindungsgeraden f}e}a's' als
Bilder auf. =
im ¢¢ ist mindestens eine Punktreihe.

=> Bilder irgend % Punkte A'B'C'aus im¢p ein Dreieck,

dann gilt: Ype ¢ imy ;
"’\/\,"C" /
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v Xle/ﬂ' ,‘X’}{ A' = 3 D\ =?AI’X‘(\?2IB‘C\ A
ADAA A, Dle imy —
']é'A'xt_ € imyp = imn g=¢'

Erpebnis: im ¢ ist entweder eine Punktreihe oder das
ganze Punktfeld .

(im¢ #2 , img # {A} wegen (1) ).

Folg. 6 : Vs.: ABleP\Z ; A4/B ; (= 3%e) 5 YpuonZ=¢
Beh.: f|¥ss ist - Injektiv.

Beweis: J gp-Bilder Ay , By ; zu zeigen: Aw# By .
indirekte Beweis-Annahme: 1 A,B]c—: s , A # B, mit Ap=Byp

Ago= B¢=Zso

Aus (]) folgt : I X'e imgp A X'# Ap = By
=31 Xef\Z nit Xp=X. f
Wegen %QQAB):ASO fest und X'= Ap gilt : X4 ??,43 .
==> ] Yux, Yox~» weitere Punktreihen in T.
Wegen A#X A Ap # X' (also A,X[¢ XL ) gilt nach
Folg. 4:
RaxnZ = pF.
' E D)

Analog: BEX A B # X' = bexns =&
Nach Folg. 3 ist dann ¢|¥x und S”WBX surjektiv.

. i !
Nach F"olg. 5 .51nd'a11e' Punkte von ?‘Z’ch (bzw. ?qu' )
aus imgp (mit Cagxr=Pogp) .

In einer proj. Inzidenzebene besteht jede Punktreihe
aus mindestens 3 paarw. # Punkten, also muB hier gelten:

3 Y'e v mit Y4#|Ag, Xy A
Da ¢|¥s surjektiv ist, JCe¥ux mit C¢ =Y‘€?Z,§q,)(l
Analog : ¢|fex surjektiv = 3 DePp mit Dy = Y'e ?ﬁvx"??évx'
Dabei gilt : C #| A,X, D #|B,X;
denn : aus C = A folgt , A hat 2 # Bilder, Wid. zu
w ist Abb. %Analog flir die {ibrigen Fdlle).
Weiters ist C # D; (d.h. 3 Hep )

denn: C=D ist nur so moglich, dall C=D=X
(Wid. zu C #X , D # X ).
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PAX;?QBX spannen eine Ebene auf. In dieser Ebene sind
Pas,fcp  zwei # Punktreihen. =32 mit Z=FaenPe -
Dabei gilt: 242 wegen Ze¥ue A PaenZ=2
= 2w = Zp .
7 e’}eﬁa —_— Z¢e Ap+Bp= Agp (nach Vs.)
7 & '}Qcp = Z¢e Cp+Dy = Y' (nach Konstruktion)

=> wegen Ap # Y : Z hat 2 # Bilder im Widerspr. '
zZu P . ADD.

=3 Beweisannahme ist falsch.

= A, B ’mit‘obigen Vs. miissen verschiedene Bilder haben,
also ist [P injektiv.

Bemerkung a) : Aus Folg. 6 und Folg. 3 .folgt unter den -

Vs.: A,BleP\Z , A#B (-.-.>3;VAB) sy PBenZ =2

90“2,15 ist bijektiv; :

denn: YpgnZ =2 te), 90)%45 _injektiv, : ~
(V X,Y|le Yap  mit X;!Y gilt: X¢ # Yy , also insbesondere
Ay # Bp.) z3)
Ap = By und obige Vs. =-7>> %/%45 ist surjektiv.

Bemerkung b) : Beh.: 2+ &
Beweis: Sei 2Z=@ = A # B , 744502-’,(5 &

@lfe  injektiv mit- A,B| belieb. € ¥ — ¢ ist injektiv

(Ap # By ) und global.
\ 3 A,,, Ay, Ags, A‘ile?z die ein Tetraeder bilden.

-=> JA;p , paarweise # .

Ayy A = ‘f!?AMg_ surjektiv

Ay, Ay—> S””?A Ay surjektiv.
3 (A"(P*A?-‘f) %44(,0,4,(/) 643?*A“}">’pﬁasﬂ/l4p

=> 31 mindestens ein Schnitt-
punkt D' = Fapp, o0 Pagpaep
und wegen HQAcAg
< surjektiv 3 Ee P

_mit Ep=D', Fefaay, mit Fp=D'.

Dabei ist sicher E # F , da ?A,Az )??AsAz, windschief =

Widerspruch zur Injektivitdt von ¢ : E@=Fe=D', Also

ist die Ausnahme 2 =@ falsch.

As
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Folg. 7 : Die Fasern der linearen Abb. 2

{X‘e‘ﬂl X¢=Pe€ing fest} heiBt ¢-Faser von X
(vgl.0.1) '
Zu jed. X' € imy J mindestens im XeP mit Xy = X';
- X ist sicher kein Ausnahmepunkt.
2.=@ nach Folg.6 Bem. b) , also JAeX .
=> XAA B ?AX .

Yax hat mit 5, den Punkt A gemeinsam und
wegen Folg. 1 keinen weiteren (andernfalls
wire ¥uxcX , also auch XeX I)
Nach Folg. 2 haben dann alle Nicht-Ausnahmepunkte von
Pax das selbe Bild.=—> Pu\{A} ¢ y-Faser von X .

* Wiederholt man diese Konstruktion VAeX
d.h. bildet man die Verbindungs-Punktreihen
Hasx wit A durchlduft 2, , so entsteht
der "Verbindungsraum von X mit X ".

=> w-Faser von X42 enthilt sicher den
Verbindungsraum von X mit & geschlitzt
ldngs 3 .

Beh.: _¢-Faser von X = (Verb.raum von X
mit 3, ) .
XéZ Beweis (indir.) : Sei Y ein Punkt mit
// Yo =X' und Y & (Verb.raun X, 5, N\ 2D ;

dann ist :nyﬂ 2= 7 (andernfalls Y ¢
(X,%)\Z ). Nach Folg. 6 wird Yxy injektiv abgebildet:
X # Y= Xp#Yp im Widerspr. zur Vs. o

Diskussion:

Fall 1 : 5 = {2z} ( Zg,=8) X+Z

=> Die w-Fasern sind proalzlerende" Punkt-

reihen durch Z , ("Sehstrahlen"), sie bilden

das Faserbilindel 7 .

Alle Punkte auf einem Sehstrahl # Z (und nur solche)
besitzen gleiches Bild.

Beh.: ¢ ist kollinear zu einer Projektion.

Beweis: Es gilt allgemein: Die Fasernmenge einer belieb.
Abb. ist bijektiv zu ihrem Bildbereich.

In unserem Fall folgt daraus: 1im¢p = ?'
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ZFF * Wir schneiden das ¢-Faserblindel 32 |
mj___t einer Ebene ¥ nicht durch 32
(F c T ).

Dann gilt sicher : Die ¢-Fasermenge
ist bijektiv zum Punktfeld Prc ¥,
—_ wenn jeder -Faser ihr Schnittpunkt
-/ r A2 mit ¥ zugewiesen wird.
/ ! ____—%— D.h.: Das Punktfeld ¥ mdge. durch

/,O/"‘;} S Projektion ¢ von T aus Z auf 7
D meT entstehen. ‘ _
’ ALE Es ist zu zeigen (vgl.Beh.): Jea: Y% —
/ l \ imp=P'A 2 ist Kollineation, es sind
also die Eigenschaften einer

+  Kollineation, n&amlich:

(1) die Bijektivitdt und

(2) die Invarianz kollinearer Lage von Punkten, nachzu-
prifen. '

Es gilt: % bijektiv {¢-Faser} bijektiv imgp =7 = (1).
Sind X,%,, X, kollinear in T => X,X4,X; koll. in T
XAX (= I c¥lr) = HunS (-{2}) -0 =

?( ?Zx'x, ) bijektiv auf eine Punktreihe Xgp +Xs¢
abgebildet. : ‘
Mit X ‘ h () : X :
1 1 € %Zx.x,_ folgt nac ) s 1 € JQXVXW y
also gilt auch (2) . ,
=] Koll. =2: 5 — ' (2 nicht notwendig eindeutig !)
=>(=2o@; d.h. ¢p 1ist kollinear zur Projektion ¢ .

Bemerkung zu Fall 1 :

el ist notwendig De-Ebene = 7' ist De-Ebene (Dies wird
also allein durch die Bedingungen (1) , (lf) einer linearen
Abb. y erzwungen).

Weiters gilt: & und T sind durch Kollin. = gekoppelt
(also isomorph). Mit dem 2.Haupts. der Proj.Geom. v
folgt daraus: ¥ und #! gehdren zum gleichen Grund-

korper. Wegen ¥cT gilt: der Kérper von ¥ ist gleich

dem von T ; also haben T und ¥ notwendig gleiche
Grundkdrper. (Dies folgt gleichenfalls zwingend aus (})
und (ll) 1)

Fall 2 : 2, ist eine Punktreihe %?z (Y ZeP: gilt: Zg=40)
. ,Xf z =>7 é, =X.,z. ; '

=> @-Faser von X ist ¥x\¥

= { ¢p-Faser} = Punktfeldbiischel um z

, geschlitzt langs 2z .
v = imy TDbijektiv {go—Faser} = Ebenen-

K /§/ —  Dblischel persp. - Punktreihe ?QP mit
T XON ‘ TQ” n’?‘e:ﬂ.

A
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—>img ist bijektiv zu einer Punktreihe.
Wegen Forderung (ll) = imgy ist selbst Punktreihe c T.

Definition: Bei einer lin. Abb. ¢ im Fall2 ist imgbijektiv
zu einer Punktreihe aus T . Diese ist nach 0.3 bijektiv
zu Kule} | sodaB jeder Punkt eindeutig durch eine’
"Zahl" aus K u{w} kotiert werden kann. ime ist daher
bijektiv zu einer Kotierung.

Analog: Kotierte Projektion des Te ist ein GrundriB
mit metrisch spezieller Kotierung (Zahlenmenge = R).

Bemerkung: ¢ ist i.a. bloB bijektiv zu einer Kotierung,

nicht projektiv zu einer Punktreihe c¢ || ; ist speziell K
kommutativ und 3 K' zu &' mit K=K' wund ] o : Ku {oo}—o
>  Kuled} mit o ... lineare Bijektion, d.h. ue Ki»

— ' = u+c , ¢ = konst., dann gilt zusdtzlich: @ projektiv.

Fall.% : 2 ist ein Punktfeld.
' | = Xé&2 ; Verbindungsraum X.Z
ist der Gesamtraum T .
= 3* ¢ -Faser, nsmlich ¥ ,
= im¢ besteht aus einem Punkt allein,
im Widerspruch zur Forderung (]):
- im¢ Dbesteht aus mindestens 2 #
Punkten. = Fall 3 ist nicht mdglich.

Satz 1: Eine lineare Abbildung aus
einem proj. Punktraum in eine proj.

Bildebene ist entweder kollinear zu
einer Projektion oder bijektiv zu einer Kotierung.
Im ersten Fall ist die Bildebene notwendig DESARGUESsch
und gehdrt zum gleichen Korper, wie der Unterraum.

. . . = ) Vo
Bemerkung zu Fall 1 : Die Kollineation € TT) — - im
ist i.a. keine proj. Kollineation !
Vs. flir 22 projektiv : 2 wird beschrieben durch

E .
__o(" =2 aj (w .E,) mit € ... identisch Automorph. von K
: Tk ARk -
k=0 (K...Korper von T

Ergebnis: Im wesentlichen ist jede nichttriviale lineare
Abbildung der konstruktiven Geometrie eine Projektion.
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1.2 Lineare Abbildung aus dem proj. Ebenenraum

Geg.: proj. Evenenraum &c T (D-dual zu Z}ZC_T )
proj. Geradenebene '« 7' (d-dual zu ’%@‘c T )

apd. @ mit D) GP)cE, impc '

Beispiel: "Spurenprinzip" (¥ : a' in | eingebettet.
¥ ist nicht global t 3 Z*={&}+2

(Ip*surjektiv: jede Gerade a e b‘]' ist
Spur

‘ (j*nioht injektiv: Ebenen # & des
Biischels um a' mit a‘'ed&’ haben a'
als Bild = Fasern sind enen—

. blischel um die Spuren in @'
geschlitzt langs <‘:, .

B/~

=% Die Fasermengen des Spurenprinzipes
undder Projektion sind D-dual.
Weiters gilt: kollineare Ebenen +L—» kopunktale Geraden.

Definition einer linearen Abbildung ¢*: c(‘_,—-——»‘(),]':

Erweiterung von ¢* zu einer globalen Abbildung  ¢:
¢¥ mit ¥ o o p* Yo € ENI¥

X Bt = F Y. € Z*

Damit ¥o: &> global mit g.- g'u{s]

(analog zu 1.1).

Bezeichnung:
Geg. ¥'; a', b |e qz
Es sei definiert a'+ b = Z’ga;bv fir a‘,b“\é: C‘J' mit a' # b
a+a: =a fir a'ey
a'+ F=F+a=:4a  fir a'e(vﬂ;
Definition:

Eine Abbildung ¢* aus € in §' heiBt linear <
<> (I*) im¢* enthdlt mindestens 2 # Geraden
(][*) d,ﬁ‘é&, OL#@ : %*(éo((&) = C’C%* + ﬁ.%*

Damit sind die Folgerungen 1) bis 7) aus 1.1 direkt
iibertragbar, =3 5* ist Ebene & oder ein Ebenenbiischel.
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Fall 4 : 2% ist eine Ebene &
. Es gilt: ¢* Faser =
24

Ebenenbiischel &§\{&.}
= {y* -Faser} bijektiv

T zu tﬂ' . £

I Beh.: Spurfeld Qcé

a4z { kollinear zu g’ ,
d.h 3 ae:‘()d*r—r'QJ'

und = st

Kollineation.

Beweis: q bijektiv_??'
noch zu zeigen: kopunktale Geraden cq e k’oPk{;L, Ger. ¢ Q’

Wir wdhlen zu 3 kopunktalen Geraden in é, eine _

Gerade g durch deren Schnittpunkt G (g & &) . g

ist Trager eines zum Spurenbiischel perspektiven

Ebenenblischels, welches frei von Ausnahmeebenen ist

g 5 ¢ ég ). => %*(&) = ¢*(&) und wird daher nach
T*) Dbijektiv auf ein Geradenbiischel aus Z?' abge-

bildet.

=» im ¢* ist kollinedr zum Spurenfeld é; =

=> im ¥ ist De-Ebene und gehdrt zum gleichen
Korper wie & mndmlich zum Korper von T .

Fall 2: 2% ist ein Ebenenbiischel &,

D-dual zu

Es gilt: @¥*-Faser = Ebenenbiindel in einem Punkt von =z
geschlitzt langs Ausnahmebiischel g,

=3im So* ‘bijektiv zu {{ﬂ*’-—Faser} bijektiv zur Punkt-
reihe 2z =ime¥* bijektiv zu ;@Z , also * bijektiv
zu "Kotierung".

= im p* = Geradenbiischel ¢ Q]’
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Satz 2 : Eine lin. Abbildung aus einem proj. Ebenenraum
in eine proj. Geradenebene ist entweder kollinear zum
Spurenfeld in Z ¥ oder bijektiv zu einer Kotierung.

Im ersten Fall ist die Bildebene notwendig DESARGUESsch
und gehdrt zum gleichen Kérper wie der Urraum.

Bemerkung: Bei Deutung des Spurenprinzipes als Abbildung
von Geraden aus T geht die Dualitdt zur Projektion ver-
loren. Wahrend auBerdem das Spurenprinzip im wesentlichen
die "allgemeinste" lineare Abb. aus dem Ebenenraum ist,

. ist das Spurenprinzip nur ein sehr spezielles Beispiel
einer lin. Abb. aus dem Geradenraum in ein Geradenfeld.
(Die allgemeinste lin. Abbildung aus dem Geradenraum in
eine proj. Ebene heiBt ECKHART-REHBOCKsche Abb.)

1.3 Axonometrie

Geg. -”-PP (1?) w PP-Punktraum (& 31 Kdérper K zu Tee , K
kommutativ), 0.3: => Jeder PP-Raum ist koordinatisierbar;
die Koordinatisierung ist durch ein Koordinatensystem
festgelegt.

Koord. System: {F ,u., Ps, E} , nie 4 Punkte komplanar.

Die Koordinatisierung ist erst durch Algebraisierung einer
Kante (etwa %pp ) eindeutig bestimmt: Pope = O , Pgw = co
Eo.,/a =1 mit Ey. Projektion von E aus E Bauf BE.

]

- - 5 Jeder Punkt XeTp wird durch homogenes
° -0t ¢ Quadrupel  (W: Xi:u: ) # (0:0:0:0) (xeK)
0 1 P dargestellt. :

Definition: Das "Koordinatenfiinfzehneck" eines allgemeinen
Punktes X (d.h. X4 Koord.ebene, also xo # 0 ) ist

folgende Punktmenge:

{PB, B, By X} 0 {X XXX} U

U { Xor, Xog, Xos, X1z, X3, X34 }-

Dabei bedeutet X; die Proj. von X aus

P, auf die gegeniliberliegende Koordinaten-

ebene und Xj  die Projektion von X
auf EE aus der zu PR windschiefen
Kante.

Bemerkung a): Mit Xy I BB , E;T P;B,  gilt nach 0.3:
Fir X ... (Xo..:x) allgemein ist ér_‘ # < gleich dem
Doppelverhdltnis DV(Xy E; P;B. ). (Wegen PP=y DV)
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Bemerkung b): Die 15 Punkte des Koord.-15-Eckes von X sind
nicht unabhéngig !

Beh.: Fiir X allgemein gilt: X ist festgelegt durch
E,P,B%, (..Fundamentaltetraeder) und ein Tripel
X Xig,Xim  (3K1mlef03D. ( X allgemeines P, Xl # ).
Po, .., Py , X&“XR)Xﬁn} heiBt "Koordinatensiebeneck"
von X .

Beweis: Falls X durch ein Koord.-siebeneck bestimmt ist,
sind die Koord. von X Dbestimmt und die restlichen 8
Punkte konnen ergdnzt werden.

Z.B. Xo1 , Xoz ,%% gegeben.

N BN S
X ) Xo | Xo 7 J (Xo:X4:X,:Xs) e Koordin. von X .

Wir wollen im folgenden Tee  linear auf eine Ebene T ab-
bilden. Nach Satz 1 ist dann %' notwendig als PAPPUS-Ebene
iiber dem zu T gehdrigen komm. Xorper K anzunhemen. Wir
geben dazu umgekehrt eine Abblldungsvorschrlft oc: Tep — 7!

an und zeigen, daB o unter der Vs. I'=%), eine lineare
Abbildung ist.

Definition: Bilden in #pp vier Punkte ©Ps, P P} P} ein
Viereck und sind Ej , Eg, Edm  (j,k,1,me{03}) paar-
weise verschiedene Punkte mit Ej I PP, A Ej #|P, P ,
dann liegt der allgemelne Fall" vor. Qgs Siebeneck
| { 2 E; Ej Eind G571 mefo, ,3)  heiBt
"lineares (ebenes) axonometrisches Sieben-
eck". (vgl.Figur J=0, Eu,Eo,Eos )

Definition: Das "axonometrische Bild
eines Punktes X e Wp(K) bezogen auf ein
.proj. Koordinatensystem in Tee ! (kurz
"Axonometrie' beziigl. eines axonom. Siebenecks im allgem.
Fall):

Fiir X e Ter mbge gelten:gj_)_ Xix€ B Py mit Xje }:,%
(j,k so,daB %{ 0 ) wird der Punkt Xj € B Py mit
DV (XQL,Eﬁ“P&P&) ;¢ zugewiesen. (=> Die Punkte P;
und E von M sind den Ecken P, des Fundamentaltetraeders
bzw. den Einheitspunkten E; auf dessen Kanten in Tep
zugewiesen).

2) Die Vervollstidndigung des
axonometrischen Bildes des Koordinaten-15-Eckes von X

geschieht "linear" (d.h. unter Beniitzung der Eigenschaften
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einer linearen Abbildung).

Ist die Axonometrie eine Abbildung ?

Wenn ja, dann muB flir jeden Punkt X e Tee elten:
Entweder X' ( X's axonom. Bild von X ) ist ein-
deutig, oder X hat kein axonom. Bild ( X ist
ein Ausnahmepunkt).

Zur Beantwortung der Frage ist eine Fallunterscheidung
erforderlich: :

o) XP; —» X'= P! eindeutig

Ay XIP B, 0.B.d.A. j=0, k=1 X=Xp e (Aot X4:0:0) #
#(0:0:0:0) = —i—‘;— + ‘50" , => X = X' eindeutig

%) XI BB F (o0.B.d.A.) = X=X (vgl.Koord.-15-Eck)

cX3= 0 5 Xg eewe (Woitty? H220) mit Xo.%Xq.X%X,# O,
sonst liegt Fall o) oder p) vor.
Dann ist %,%%)*%\ £0
und nach 0.3, Satz von CEVA, gilt:

X4 Sz ﬁ}_ '= ) i i
oy et —.=> X' = X3 eindeutig.

) X eallgemein =» (xax;:xpx) mit X4 o0,
Benlitze z.B. das Koordinaten-7-Bek {P;, Xo,,Xes,Xos] = Xer, Xop,
R /J{ XJs eideutig nach
/ 7 f»). Die Vervoll-
. sténdigung (2) lie-
fert X'.

Wir haben zu zeigen :

X' ist von der Aus-
wahl des Tripels

X3 Xjo Xjwm und der
Art der Vervollstin-
digung unabhingig.

In T gilt : Die
Tripel X, X0 Bs XXy,
P,3 X,X,,P, sind kol-
‘ linear. Nach §)
ist X,,%;,X] durch X'»,X, X eind. festgelegt.
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Nach Vorschrift (2) sind dann X\X,P); X)X
"X\XyP; kollinear. Durch X;B), X,;P) ist X'bestimmt.

Wir haben zu zeigen: X'= (X{P)).(X,P;)) inzidiert mit
XiP}. _ .
Beweis: Die Dreiecke PJ,X;«,Xo’z und Xo‘s,XJ,X,' sind
perspektiv mit Zentrum P, . = (Wegen Tp =) *
DESARGUES-Achse, nimlich PP, (denn (BYw) (X.}sxz') B,
(RXe)-(XesXa) = B} ) => (X Xn)(Ke ko) T BB . '
Damit gilt : Die Dreiecke  Xu, X3, Xo» und X{ X' X{
sind axial perspektiv mit der Achse P, P, , (denn :
laut Vs. X)Xy B’ kollinear, )(o'“‘)(:,', R' koll. nach
A), u.s.w.)=> Nach der Umkehrung des Satzes
von DESARGUES J* Perspektivititszentrum
(Xt Xa)s (fr X2a) =Pd = BT x, %' .
=3 Bei fest gewzZhltem Tripel X;‘&,Xa‘e’, qu,u, ist das
axonometrische Bild X' von X unabhéngig vom
Koordinatenweg eindeutig bestimmt.

Wir haben noch zu zeigen : X' ist auch unabhiangig von
der Auswahl des Tripels Xak; Xie) Xm, . Z.B. Geg. X4°

be , = on ; Xo» gehdren nach CEVA zum Bild des aus

Angabe konstruierten Koord.-15-Ecks.

12.’

(Vgl. A) => X' durch X4:,=‘~Xo',)X.,'2)X0; nach oben eindeutig

bestimmt.
Ergebnis: Wenn X (X allgemein) in der Axonometrie o¢ ein

Punkt X'e J"rL zugewiesen wird, so ist dieser eindeutig . =>
Die Axonometrie o ist eine Abbildung.

Folg. 1 : Wir bestimmen die Ausnahmemenge 2 C-,Tpp der

Axonometrie o .

Beh.: 3* Ausnahmepunkt:

Beweis: a) Ze€2 = Z £ P; (vgl.Falluntersch. o)) =>

, => 1 Z; eindeutig = Z;; nach

R-Z
* 3= o Falluntersch. A),4) wohlbestimmt.
e | mlem ser 3wt LR (g0,
'{,o".,zg e = P,‘E,', nicht erklért = 2'

S~ Zo‘ ZIZ - le=z'z (P?. Z ) (P %) ZO3 =3 Zob
(PoZ4) - (PzPs) Zis = Zis

V‘Pa=Z;o nicht erklart = ZeZXZ .
=" (PJZ'I) (R:pz.) Zoz"?(%z (Pon) ZQ;_(WOH.‘

bestnmm'(:)
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Weiters ist (P Z:) (RP)= Zoy => 2oy = :Z,z‘s
(B 23).(RR)= 2, = 7\ =2,
(POZL> (P1PZ’)‘ Z13 = Z|3 = Zoz_
=>  Zo,%0;,%0» wohlbestimmt. Zu 2} gehdrt DV(..)= 5 2 \'*"0) >
Zd, %}o—l# 0, 00; Doy vee -%i- |#0, 00 = 3 eindeutiges
homogenes Quadrupel ( 2.:2,:2,:2s) , welches genau ‘
einen Punkt Z € Tpe Dbeschreibt, mit Ze 2 .
b) Sei Y #Z ein weiterer Punkt aus S
Yooo(¥oiYatYatVy ) # (20022, 28) = wenigstens ein - #3’~
z.B. &#L (#O)_____;, Yosi“zos‘-’#YO.ai‘Zos .
. ( Y;, auf Koord. Achse durch DV
\\P° eindeutig bestimmt). Mit Hilfe

Lo des Koord.-15-Ecks folgt daraus:
/N Yo, Py, P kollinear =» Y3 T PR
?a-,-z, Y] Yo,,P{ kollinear =» ¥; # P,'}
: ’ S . 12,Y B} kollinear —> I, + P
P — —— O T RN AL
B' Tl , - Ny ist bestlmmt ralls (Y,R)+(Y.B)
IYL,\\\ - Ygi’//r Y”
Sel

Gleichheit gilt genau dann, wenn Yo= P, A Y= P, .

In diesem Fall folgt aber mit Hilfe des Koord.-15-Ecks :
Yo, = (BY)(RB) = Yo=Y/ =R
Y15 = (PO Yz) (p’pb) == YlB = Yz = Rl

.Dann ist aber —\’;7"‘1— —.D\/(Y45 Eis, P,,,P.-,) DV(Ytstﬁ,RnPg) o ( 7 M3 = O)

#

und ’ 45_:‘ = DV(YOZ; *‘0‘, P;!FS) Dv( Yoz EOZ,PZ., q) O(—?yo )
also ist ¥. % im Widerspruch zur Vs., = .
b
= Y,B = Y. PR ist nicht mglich =» Y' ist ein-

deutig bestimmt, also ist Y4 & , im Widerspruch zur
Annahme.

= 3* Ausnahmepunkt 2, (Z={Z} ), wobei gilt:

Die axonometrischen Bilder der Projektion von Z aus
den Koordinatenecken auf die Gegebene stimmen iiberein
mit den axonometrischen Bildern dieser Ecken.
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Folg. 2 : Jede Axonometrie im allgemeinen Fall ist
kollinear zu einer Projektion, also eine lineare
Abb.

o' als projektive Ebene vorausgesetzt — 31 4 # Bildpunkte,
also sicher 2. '
= (I) ist erfiillt.
(I) : XePp mit A # B, A,BX[¢S |
zu zeigen : X'e A + B
Beweis von ([) : g=4B , ¥5 ; ¥3 kann hdchstens
2 Ecken des Fundamentaltetraeders enthalten, = ]
sicher 2 Ecken, etwa F,, P, mit F,’_I’g) Rty -
%XetpAB : EXZ. ,axz,; X422 =;’;'3X£)3X5,
X= 24+ B ,dh.  w= Aay+ by (03) mit
}l,/u,ie_k (2,/“) # (0,0) und A..(3), B..(p), X.. (x;).
Dabei beschreibt (X'/fv) ein gewisses Doppelver-
haltnis: R}w ore proa Reihenkoordinaten".
Zz.B.: X3 in x,= O : — die ersten Koord. von X wu. X3
stimmen iiberein:
do = 1o + A be

d1 = daq +/u_b1 - (x¢)..Koord. von X3 in der Ebene P,P B
beziigl. des Koord.Systems { R R A Es}

Sz =2,0,z+_/'~b bz_
Im vorliegenden allgemeinen Fall bilden die Punkte
Po', P, PL‘, E. ein ebenes proj. Koordinatensystem in T,
X, besitzt nun in diesem Koordinatensystem die gleichen
Koordinaten, wie X, in {RPRR;E;! = X! ist eindeutig
festgelegt.
Durchluft X die Punktreihe %3 —>  X; durchlauft
A+ By => X, durchléuft Al+ Bj wobei gilt:
Fiir X, bzw. X; mit X,= Aao+ube und Rg.(ao a, az):1(wuj
: b b, b +0
X.= Za,_ +/‘~ b, 1.~z
gilt: X; = A; = B — g, ist ein einziger Punkt.

Fir X, bzw. X{ mit (%: Q‘b: Oﬁ) 2 gilt: A} # By =

X) durchlduft eine Reihe —» gi ist eine Gerade.

Wegen (At )..DV = Punktreihe %3 ist projektiv zur
Bildpunktreihe %L ( T und 7' gehdren nach Vs.zum
gleichen kommut.Kdrper X ).
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Analog zu gé wird g,! konstruiert: X, in x,= 0
durchlguft A,+ B, , X, und X stimmen in den
Koordinaten x,; xX,, x {berein: ‘

%2"1{“ b"} ¥; (i=04,3) ... Kooret. von X, in RRR
Zoas-j-/-&- D_} beil.)gl.. {Poppi)%j EZ} .

Im allgemeinen Fall ist {Po, A, Py; Ezz ein ebenes proj.
Koord. System in ' ; in Bezug auf dieses System haben
X, und X, gleiche Koordinaten: = X, eindeutig in & .

Ist nun Rg. (05: %: %:) 1 (sicher # 0), so ist A:.=B ==>A:’5:.’
und X, bzw. X} mit x;=Aajteb; (§2014,3) stimmt mit

Ay (bzw. A}) iiberein. — gb ist ein Punkt.

Ist Rg (%:&%:%2. , so ist A:#Ba A A+ B!, —
X, bzw. X} durchlsuft eine Reihe —» g! ist eine Gerade,
wobei gilt: % ist projektiv zur Bildpunktreihe #¢ .

Wir haben nun gezeigt: Xe A+B = Xz‘é Afl +Bi A X;e. Az',-n-B;"
Noch zu zeigen: X'eA! 4B ,
Dazu ist eine Fallunterscheidung erforderlich.

o) Seien g,‘_, g;f3 Gerade: Dann gilt wegen QX 9. A

Setzen wir zusatdich voraus:.

8. L P A g, I P4 !

Damit folgt mittels Inzidenzen
im Koord.-15-Eck:

X}, Ps, X' kollinear

X),P), X' kollinear } ?

=> X'= P X; .P, X,

* ) ) # ’n.o,c,h k.
* O,

( 3-P X, & P,_P X, Xs kollinear)

ol Yo auf PPy
i | \

Wir projizieren %, bzw. %; aus P; bzw. P,'_ ; dann
sind wegen g. & g, die Biischel P,, P/ projektiv.
Es gilt sogar: Py X P, (genau dann nimlich ist das
Erzeugnis von P, und P, eine Gerade g).
Der gemeinsame Biischelstrahl P,P; muB also selbstent-
sprechend sein und dies folgt aus Inzidenzen im Koord-15-
Eck so: Sei Ye Y so, daB Y) (I gh) mit dem
gemeinsamen Bilischelstrahl PAP_J, inzidiert.
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\
Y., ;éPo' Py g.gpl YQ% = Yoq,P,,,Y; kollinear
Yo BP).(PY,) = ¥4,P,,Y} kollinear

= YQ,YQ,PQ,P_;, kollinear =» P, P) ist selbstentsprechend
=> P, ® P} = Erzeugnis ist eine Reihe ¥g .

} =

Bemerkung: Die Konstruktionsvorschrift der Axonometrle
erzwingt bei obigen Vs. fiir Y mit Y= g .P:B! die
Inzidenz von Y! mit PPy elne Angabe der Art:

Y, =g BB , I}...belieb. eg} ist daher nicht
moglich.

Wir haben zum Beweis des obigen Sachverhaltes den FS.
der proj.Geom. in T beniitzt. (FS gilt wegen T=%}r ).
Weiters gilt: Y'e(RPs) ist unter Ausniitzung einer
zusdtzlichen Inzidenz, etwa Y'Ig' , eindeutig festge-
legt.

fy Seien g, g5 Gerade mit g_.,I Py A g2 X1 P,

: "Fir Xeg gilt: X'Igy (vgl.Figur).

= X' durchléuft gji , also ist g -g;
eine Gerade. -

X Dabei folgt fir Y mit Yo=Py : YIg:
YIY,P , also Y' eindeutig festgelegt.
s Somit gilt: XeA'+B'.

. !
B)  Sei g) =8 A gJ!Z P,! y &;.. Gerade.
' — . \ U \ /
| BFBR 8y = 82 & 8y = P (D) & Py(Xy),
,.}fé_ﬂ Beh.: &~ ; denn:
' Y, = B,Py. g = Yi= Y, (Beweis analog
zu &) ). = B Pg selbstentsprechend.

!

§) Sei gi=g, A Pz, Pb I g , g . Gerade

N "‘L‘o’@f *Zusatzl. Vs: g*fP,j (= der triviale Fall
N 7 Ps 77 g =P Py ist damit ausgeschlossen).

AN 32% = gl B,P, A die Ebene g(P,B) enthdlt

AN den Ausnahmepunkt Z .=> g'=g, oder g'

N\ ist ein fester Punkt aus g, , also X'e

©
k! N : ‘A'+B',
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£) Seien g), g, Gerade mit g; I Pg . 8
; gfﬁ‘\l.'ﬁi'/' ‘Fir Xe€¥ mit X:,'=!=P°" gilt:
\ IR AL S (I
-0 Fir Yeg mit Y, =P, = Y, =P, (nach
B Egé o Bem. zu o) ) => Y=Z7..Ausnahmepunkt.
\Pl'=§<‘ Damit gilt: V Xe Z\{Y} ist
“tg' . X'=g).gs , also auch fiir A,B|#Z
folgt A'=B'=X' .=—> Pg =A'+B' = A" g' ist ein
Punkt.

®) %.B. g,..ein Punkt, g,# P3; g;..Gerade, g X B
/ o) © g'=X].P§ (X} # P;) vgl.Figur;
also ist g' eine Punktreihe.

In allen weiteren Fdllen gilt wie bis-
her ebenfalls:

?Q = A'+B' .

X.- Damit ist () gezeigt und die
T g Axonometrie im allgemeinen Fall ist
,9' ~daher eine lineare Abbildung.

Satz 3 ¢ Eine durch ein allgemeines ebenes axonometrisches
Siebeneck bestimmte Axonometrie ist eine lin. Abbildung
aus dem proj. PAPPUS-Raum auf eine proj. PAPPUS-Ebene
zum gleichen K6rper mit geanu einem Ausnahmepunkt und ist
daher kollinear zu einer Projektion. Der Ausnahmepunkt ist
dadurch bestimmt, daf die axonometrischen Bilder seiner
Projektion aus den Ecken des Koordinatentetraeders auf die
gegeniiberliegende Koordinatenebene in die axonometrischen
Bildpunkte dieser Ecken fallen.

Bemerkung a): Wir haben bis jetzt bloB den Fall eines allge-
meinen ebenen axonometrischen Siebenecks behandelt, also
folgende Angabe:  Po,P!\P, Pi; E,‘}(,E,-;’Ej,,“ (#) mit EXT BrP/

: und EL &P}, P P;+ , nicht kollinear.

Spezielle ebene axonometrische Siebenecke:

Wir untersuchen bloB solche Ausartungen des Siebenecks, fiir
die sich im Sinne von Satz 3 die zugehOrige Axonometrie
Kollineation als Projektion ergibt = P} (;-0.3) sind
sicher nicht alle kollinear.



- 49 -

o) 3 Punkte, etwa PS,PJ,P,'_ sind kollinear und pw. # .
(= P, £ BP' ) . Diese Angabe ist genau dann ver-

D/’ ‘tréglich mit Satz 3, wenn der Ausnahmepunkt

Pj’n/ fo Z von « in der Ebene YoP,P, allgemein
/ og’ angenommen wird und Ejf( Ejp Ejm beliebf mit
R’ Ex+|Pi, B , E4LT BB/ vorgegeben sind.

%) P:,:;! Bl= B'# Pz‘;é P; . Diese Angabe ist vertriglich mit

O/P' - Satz 3 , wenn ZI P, P, angenommen wird.
S —s Eo = B= P} => Eo, bedeutet in diesem
/‘ o Fall keine zusdtzliche Angabe; das 7-Eck
, R ist also durch P;'und E;, E; Ejn. |+ Eq,
- /B=P=Eo, - festzulegen, damit die zugehdrige Axonometrie

eine lineare Abb. ist.

CS‘\ Die .obigen Fédlle <) und @) sind die einzig mglichen
speziellen Angabemdglichkeiten fiir ein axonom. Sieben-
eck; denn:

Ist ©P#=B# P} = B' —> P! sicher kollinear —» o
sicher nicht koll. zu einer Projektion. (Es gdbe

in diesem Fall windschiefe Sehstrahlen). ‘
Ist P°'=I;'=Pl’;é B => P/ sicher kollinear. Die Ebene
P,P, P, wird auf einen Punkt abgebildet (bei Kotierung
mdglich, aber nie bei Projektion). =—> Satz 3 ist
nicht erfillt.

Es gilt also

Satz 4 : Eine Axonometrie bezliglich eines speziellen ebenen
axonometrischen Siebenecks ist kollinear zu einer Projektion,
wenn entweder von den vier Punkten R; hochstens einmal
zwei zusammenfallen oder drei # Punkte kollinear sind.
Dabei sind die Punkte Eﬁk so vorzugeben, daB keiner auf
einer projiz. Kante liegen.

Bemerkung b) : Bisher wurden Axonometrien mit Z allge-
mein behandelt. (
Sei nun etwa Z=P, = P, hat kein Bild.

'X # Z : Sehstrahl XZ,=> X,e X2 =

¥ Ye XZ\Z gilt: Y'=X'=—> X.=X'
- Die zur Axonom. & gehdr. Projektion von T
erfolgt aus der Ecke P, auf die Gegenebene T =

Pz.’

= P,P,P. . => X3 durch Eintragen der DV in
Koordinatensystem {P,P)B; E{} von &',

60\‘
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Bemerkung c) : Speziell K=R , 7'  elementare Anschauungs-

ebene.,

‘'bertragen des Doppelverhdltnisses
= DK Ej, ByR)  auf die

Koordinatenachse B/P; in 7' mit

Hilfe des "MeBpunktes" 1My :

z.B. MeBpunkt M, zu P'B' :

9o

-..(,

= DV (R ALIRA P) = O = R O

i '
; DV(Eq Eoi, B, R)= 1 Es
; I= V(YMEM ) DV (R, Eo“PojP:)- oo La,ut Def. —-> P1 e 0

Man legt durch B, einen beliebigen Zahlstrahl g mit dem
Nullpunkt in P) . ( g ist isomorph zu R ). Die Reihe
P;’P; ist dann sicher perspektiv zum Zahlstrahl g , also
J ein Zentrum My mit M,IE , MMIP}go, (Pl //g).
= X4 =PB'P. Mox . €4 C3

Nach Anwendung dleé%r Konstruktion auf mlndestens 3
Koordinatenachsen Ieg 14Bt sich das Koordinaten-15-Eck
von X' erginzen.

1.4 Lineare Abb. ¢, aus einem affinen Punktraum T,
in eine proj. Punktebene.

Vgl. O0.%.: Jeder affine Raum 188t sich in einen proj.Raum
gleicher Dimension einbetten.

To.... Punktmenge ¥> , = T. 2‘?%?2‘*’

Definition:

Eine Abb. ¢, aus der Punktmenge ?a' eines affinen Raumes
in die Punktmenge ’}Z' einer proj. Ebene 7' heiBt linear, wenn
es eine lin. Abb. ¢ aus der Punktmenge ¥ des proj. Punkt-
raumes Y%v ¥, in die Punktmenge P’ von 7' gibt mit
[e=

= Pl . | ‘
Fall 1 : ¢ Dbijektiv zu einer Kotierung =

= @, bijektiv zu einer Kotierung ( K bzw. Ku{e} ).

.Fall 2 : § kollinear zu einer Projektion —s J¥ 2
= 2 Unterfdlle:
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o(,)Z-Zw

Jeder Punkt von ¥ ist Bildpunkt. = ¢ ist surjektive
' Abbildung, kollinear zu einer
,/{"> Projektion. Dabei ist das
T ¥ =Bild eines Ferndreiecks
X! ein Dreieck in ' .
----—“”’>o
\ / 2 Kollimeazion

-

\3F
‘ / Die Ferngerade u von ¥ trégt keinen
Punkt X als Ergebnis einer Proj.
eines Punktes Xe¥™ aus dem Zentrum
l

A\ :
| /5) ZJTw : Die Fernebene w ist
projizierend.

_____,,-——o

,_/.X Z .=> R:P*>P' ist nicht
surjektiv !
Zu .4, gehdrt eine lin. ﬁbb. 90-'?——».?
mit p-woy  mit YT ...
Projektion und : F—» T'.. Kollineation.
In dieser Erweiterung wird WT =17
. auf u'-wuxeT abgebildet. Schlitzt
man nun &' 1ldngs u' und beschrinkt ¢ (und = ) auf C}Z“‘
dann ist die Beschrdnkung ¢  eine surjektive Abbildung
auf die affine Ebene ?2 \{{Zu} und ®F->5' ist eine
Affinitat. ‘
Wegen o "{2 «oParallelprojektion gilt somit:
R, ist eine surjektive Abbildung auf die affine Ebene
und das Ergebnis dieser Abbildung ist affin zu einer
Parallelprojektion.

fall

[

Anmerkung: Ist 7’ eine affine Ebene mit der Ferngeraden v'
und ist @e = #y' dann ist 7' bloB kollinear zu einer
Parallelprojektion.

Satz 5 : Ist gﬂq;gp/f““ eine lin. Abbildung aus dem affinen
Punktraum und ist ¢ kollinear zu einer Projektion, so
iat das Bildfeld kollinear zu einer Zentralprojektion,
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- wenn drei nicht kollineare Fernpunkte bei ¢ nicht
kollineare Bilder haben.
Besitzen dagegen 3 nichtkollineare Fernpunkte beli ¢
kollineare Bildpunkte, dann ist das Bildfeld kollinear
zu einer Parallelprojektion.
Wahlt man im letzten Fall die Bildgerade der projizierenden
Fernebene als Ferngerade von 7', so ist das affine Bild-
feld affin zu einer Parallelprojektion.

Bemerkung: Wir haben gezeigt : Fir ZZ®  ist %
kollinear zu einer Zentralprojektion. Diese Aussage 1aB%
sich verscharfen !

Beh.: WMir Z.fF® ist . affin zu einer bestimmten
. Zentralprojektion ¥, .

Beweis: Der Ausnahmepunkt Z ist sicher Zentrum dieser
Proj. W3 wir missen also # geeignet wdhlen.

Zur Ferngeraden v’
‘von &' gehdrt die
% -Faser u'yp™’
(d.i. {PeT | P'T u},
Sei @ = (u'¢g!).w
und werde T
durch U gewdhlt.
Dann ist =T -»7'
so beschaffen, daB

=1 3 »

| .ist also eine fern-
punkttreue Kollineation, also ist =/T\RL eine Affinit#t.

Es gilt damit: Zu jedem von ®w verschiedenen & durch T

3 eine fernpunkttreue Kollineation.

Anwendung von Satz 5 auf eine axonometrische Abbildung
aus einem affinen Raum:

Gegeben: affines Koord.-System gemdB O.4 : w., X,= 0 .
Die Grundpunkte FE, B P P, sollen i.f. mit O Xu,Yu, Zq
bezeichnet werden.

In o gelte statt B B P, P, ; Ej Ej ,Ej,, mit =0

. . |
die Bezeichnung O X Y. Z) ; Bl =:E} , E, =:E) , Ej, =:Ej .
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Wir haben festgestellt, daB das Ergebnis bei ¢ affin zu
gewissen Zentralprojektionen ist (unter Vs.: {Otkﬁ,yj,ld}
ist ein Viereck in ).

. Sei X (a.h. X ). Aus

dem Koord.-15-Eck von X in
entsteht durch Weglassen

der in liegenden Punkte

"X Y Z ;X X X das
"affine Koordinatenachteck"
("Koordinatenparallelfléche").
Aus diesem lassen sich alle
Koordinaten von X gewinnen:

W .
Yoo =i, + Yo X S =i = DVOn B RR) = DVIGEUK. )= TV(Ec0)-
Xov=:Xy 4 Yo = DV(X/ Ex,00Xe) lout Def von o
=Xzt ' ! »
Xos =:hat 7 == X . (AnaLOg; fzu' X;, XE’)'-
Sonderfalle:
Sei X;)Y:)Z; kollinear (d.h. Zew ) , ' sei eine affine

Ebene mit der Ferngeraden u' .

" Dann ist nach Satz 5 das Ergebnis
der Abb.¢¥ sicher kollinear '
zu einer Parallelprojektion.

Gilt auBerdem: u'= gﬂ(?&ﬁ ,
dann ist das Ergebnis bei &

sogar affin zu einer Parallel-
"N, projektion. ‘

XL N In diesem Fall erfolgt die

Angabe der Axonometrie ¢, durch
ein "ebenes Dreibein" {(7|E, E, Ej}

. (unter Zugrundelegung eines

w
T,

Parallelkoordinatensystems in 1 ).



‘-54-

Z.B.: T proj.abgeschl.Anschauungsebene, u..Ferngerade
von ¥ . ~ |
Die Konstruktion von Xx' w X= IDV(XX',E,;"O':X«L) = TV(X;,E;,(T)
kann durch Teilverh&ltnisilibertragung mittels Zahlstrahl
erfolgen. (vgl.Figur).

1.5 Lineare Abb. aus dem euklid.Punktraum Ze’

(426... Punktmenge von WQ(R) mit: in der proj.Erweiterung
3 in der Fernebene w eine absolute (elliptische) Polaritdt
Tw 3 vgl.0.7).

Vs: Die Bildebene ' sei zundchst eine projektive Ebene.

Definition: FEine Abb. aus lle heiBe "linear", wenn sie im
Sinne von Satz 5 eine lin.Abbildung ¢, aus dem zu 'Ife ge-
horigen affinen Punktraum ¥°" ist.

Da ¢, Beschriankung einer lin.Abb. % aus dem proj.abgeschlossenen
euklid.Raum e , also im wesentl. eine Projektion ist, und

daher 'ﬂ'e und 1 glkeiche_n Grundkorper besitzen, mufl hier

gelten: &' ist eine reelle proj.Ebene ( _:rr'(R) ).

Vs.: #' sei eine proj. abgeschlossene euklid.Ebene &% .
Wir fragen nach den Bedingungen, unter welchen die lin.Abb.

@t Te — 72 dhnlich zu einer Projektion ist.
Fall 1 : ZZFfw . => ¢, ist sicher affin zu gewissen

Zentralprojektionen. Nur unter diesen ist nach
solchen Zentralproj. zu suchen, zu denen @, ahnlich
ist.

1/VWeg Algebraischer AbschluB RcC ; wir @rweitern den
Definitionsbereich von ¢ auf T, (€): .
Dazu: Erweiterung der Zentralprojektion Y -y, : c)— 7()
‘ Erweiterung der Kollineation 2> e, : J/j'= Z?gbfs .
. eR eC
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# ist Khnlichkeit <> w%, bildet die abs.Punkte J;,J, von ¥
ab auf die abs.Punkte 3:, J, von &' ! Ist dies der Fall,
dann fiihrt @ = Yo% den abs. Kegelschnitt () von Te
in einen nullteiligen Kreis %(,Q) in ¥ {iber.

( 7,3 1 Te @ )

) | E— }
@ W=uy 311! - Ny Je
e R
o / \
\\I)— ,/ )
\‘ 7 :
S } '/ !
,M' S _ 1 //
A 2 1 ’

/’ =1 A\ // )
S b N B
P T lideil. Krels
SR T’

2. A{f«‘nat&ﬁ

2. Weg : Zu ()L gehdrt die absolute Polaritdt Tw ,
zu (L) gehdrt das (-Bild dieser abs. Polaritit

Somit gilt: 2Zu ¢, gehdrt eine Ahnlichkeit = <=> das
%, -Bild der abs. Polaritédt ist das Polarsystem eines
nullteiligen Kreises in der euklid. Ebene T .

Auf U4 wird durch %, die absolute Involution kj. Punkte
induziert. Stimmt das = -Bild dieser abs. Inv. auf W
mit der auf u' in % gegebenen abs. Involution iiberein,
dann ist das Ergebnis bei ¢, &hnlich zu einer Zentral- -
projektion.

Anmerkung: Fir T aus dem Bischel &(F)\ {w} ergibt sich

keine Einschrinkung, (wir haben bloB U wund die abs.Inv.
auf U verwendet) ! —» I.a. ist = keine Ahnlichkeit

und diese Eigenschaft von = kann durch eine allgemeine
vollstédndige Angabe der lin.Abb. ¢z nicht erzwungen werden.

Fall 2 : ZIw. = %, unter Umstanden affin zu einer

Parallelprojektion 7w (und zwar dann, wenn p(.?@:u',,,
Ferngerade von o).

Vs.: o' sei eine proj.abgeschl.eukli'd.Ebene T .
Beh.: JW:le— & so, daB =: T —> Te we Ehnlichkeit (dabei
ist §0q= U’ooee )0

Beweis: Wir erweitern ¢ ins Komplexe: % 3 =

& -
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: ' ! .
Auf u' 3 J),Jx .. abs.Punkte von e ; J,',J,l sind
kj. imagindr ==> die zugehOrigen ¢, -Fasern J,'cpa;’, J,} %;"’
sind ein Paar kj. imagindren (also sicher #) Geraden

in w . -

u=0g

(v
A

iy

x

[P—S

fo=Yo@

&1

In @ : 2Z reell, daher ZF.Q — ﬂﬂ(Jgs&E"):
=+ Punkte} . Diese Schnittpunkte bilden i.a. 2 Paare kj.
imagin'alrer Punkte (vg.Proj.Geom.) => 1 genau 2 reelle
Verbindungsgeraden U, , U, . Wir beniitzen nun U, oder u,
als Ferngerade einer reellen Ebene T; (j=1 oder 2), dann
fiilhrt 22 die abs.Punkte von ¥  iiber in die abs.Punkte
J! , J} von T ; also ist die Parallelprojektion ¥:Te—7
(j=1 oder 2) shnlich zu (. le—> W . ’

Ergebnis: W#hlt man T aus einer von i.a. 2 bestimmten -
Stellungen aus, dann ist ¢ &hnlich zu einer Parallel-

projektion.

Speziell: Sind 34’3051, 71)405’ zwei
Tangenten von fLl, so ist = 1,

(= Z ist notwendig der abs.Pol

von U,) und 3% eine Ebenenstellung,
aus welcher T auszuwdhlen ist.=> ¢
.ist 8hnlich zu einer Normalprojektion.
(3 2 # Ebenenstellungen, dann ist ¢, 8hnlich zu einem
SchrégriB).
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Satz 6 Besitzen bei einer linearen Abb., ¢ = SO/ZQ in
eine euklid. Ebene 7' drei nicht kollineare Fernpunkte
bei y nicht kollineare Bildpunkte, so ist ¢ genau dann
dhnlich zu einer Zentralprojektion, wenn das Bild der
absoluten Polaritdt Tw in T das Polarsystem eines
nullteiligen Kreises in T ist.

Ist dagegen ¢ affin zu einer Parallelprojektion, so ist

%  immer auch zhnlich zu einer gewissen Parallelprojektion,
wobei die Stellung der Bildebene T der Parallelproj. bei
SchragriB zweideutig und bei Normalrifl eindeutig bestimmt
ist.

Anwendung von Satz 6 auf die Axonometrie o, aus Te in eine
proj. Ebene ' mit euklid. Metrik.

Gegeben: Kartes. Koord.-System in. Te (vgl. 0.7)

0; X, Y, Z S A
) W u &R ( \ //
:E/m.’okte P.W._LAchsen/ ! ya
’ ’,/
e

Fall 1: <, #hnlich zu Zentralprojektion (24w )= wenn
éxiﬁﬁ) in der komplexen Erweiterung das Polarsystem eines
nullteiligen Kreises in o ist.— Wir suchen daher die
Bildpolaritat von Jw . )

Vgl. 0.6 : Eine Polaritat ist festgelegt durch ein Poldrei-
eck und einmal Pol - Polarare. '

{X.,Yu, Zi}... Poldreieck von €L = X, Y. 2. bilden ein
Dreieck ("Fluchtpunkt-Dreieck"), ndmlich das Poldreieck fiir
die Bildpolaritiat.
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Wir bendtigen noch ein Paar Pol-Polare:
AZm Ne Dazu beniitzen wi? die Ebene E, E/E,
- ("Einheitsebene" &) . Der LotfuBpunkt

E; L. N aus O auf g ist der Schwer-
punkt des (gleichs.) Dreiecks
=> N ist der "Dreieckspol" der
Ferngeraden e, von & bezigl.

A E.E,E,, (vgl.Proj.Geom.).
Wir projizieren & aus O in die

_ Fernebene w : .
=> Ey+X., Ey—>Y,, E,—»Z,, e, bleibt fest, N+=N_ ; dabei
ist No Dreieckspol von e, bezigl. A X Y.7,.
Wegen ©ON L& sind N. und e, abs. polar; N.I mit
keiner Seite von A XuYuZwu, e« I mit keiner Ecke.
=> N.,e. sind ein zulédss.Paar Pol-Polare =» Nu,e.
vervollstédndigt die Angabe der Bildpolaritiat.

Konstruktion von eL,N& bei nicht ausgeartetem axonometrischen
Angabe~7-Eck: (Zundchst: E),EQ,E; nicht kollinear).

/

e e e e e Nt e e e e s N

// /

Es gilt:

ExEy. Y Xu Teo
Ey Eg . yu,_Zu, Iew
E}Ex. Zu,Xu. Ieu.

Diese IThzidenzen
gelten auch in, 7!
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Daraus folgt: eL ist die DESARGUES-Achse der Dreiecke -
\ .
A X,Y.2,, und AEEE; |

Speziell: E;)E;,E; kollinear =»> & ist projizierend —
= 64‘4, =EX'E, . -

Nl ist Dreieckspol von e} => . Durch X Y. Z, ; Ny e. ist
o{%w) bestimmt.

Fall 2 : ZIw ; o((rw) = u'. Ferngerade von f)Tf .

In diesem Fall ist ™o stets affin zu einer Parallel-
projektion, aber auch stets dhnlich zu gewissen Parallel-
projektionen (vgl. Satz 6).

Satz 7 : Eine axonometrische Abbildung aus einem euklid.
Punktraum in eine reelle projektive Ebene &' bei der ein
Fluchtpunkt-Dreieck existiert, ist genau dann &hnlich zu
einer Zentralprojektion, wenn die Polaritét in o' be-

- stimmt durch das Fluchtpunkt-Dreieck als Poldreieck und
dem Bild der Ferngeraden e, der Einheitsebene mit ihrem
Dreieckspol beziiglich des Fluchtpunkt-Dreiecks als einmal
Polare - Pol das Polarsystem eines nullteiligen Kreises
in ¢! ist. '

Eine Axonometrie mit 3 kollinearen Achsenfluchtpunkten,
welche auf der Ferngeraden von &' liegen, ist stets &dhnlich
zu einer gewissen Parallelprojektion; fiir allgemeine
Axonometrie ist die Stellung der Bildebene-zweideutig, fir
normale Axonometrie ist sie eindeutig (vgl. Satz von
POHLKE). | |

Bemerkung a) @ Rekdnstruktion der Sehstrahlrichtung und der
Bildebenenstellung aus dem axonometrischen Bild. i

Vs. 2 I w 3 X'=:%% proj. Anschauungsebene, wobei die
Ferngerade u® von % das axonometrische Bild «(w) vonw
ist. (== o¢ sicher affin zu einer ”-Projektion, vgl.
Satz 5). R
Te sei bezogen auf ein kartes. Koord. System.
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o }Z&=P§=Z§

T
N
e

1

~
~

\!&\' X&=PRzs V\x'j

Reko,’nstruktion von 2 :

R

o

© . Fiir den Ausnahmepunkt 2 gilt nach Satz 3 :

' 2Iw laut Vs., also ist Zo= % - - und der AufriB 3"=%Z!

TRDSEI + von 2 ist identisch mit Zy = Z§s .

Z23= (ZoR). (P2P) => 723, => mittels .
Teilverh.-Ubertragung (vgl.Figur):ng,= '
Fiir den GrundriB Z' von 2% gilt
analog: 2' = Bl = By= B
Zp= (ZoPs)- (RP) = 2§ = mittels
Teilverh.Ubertragung: w(=2") .
Damit gilt: Die geg. Axonometrie o¢
ist affin zur Parallelprojektioh in
Richtung s = 0Z auf eine belieb.
Ebene Telle . |

Rekonstruktion von ¥ so, daB ¢ #hnlich zur /,LPi‘oj. auf T

Wir beniitzen zundchst eine Koordinatenebene als Hilfs-Bild-
ebene (etwa M , falls s = 0Z —ff’.’ﬂ:, ).

Nach Satz 5 ist ¢ sicher affin zur Proj. auf & .

Wir wdhlen nun in ¥° einen Kreis k% nun O% (etwa durch E3)
als ©O(-Bild einer Ellipse k in @ .



E} $
Zur Rekonstruktion von kc® wird ein h Durchmesserpaar
(z.B. O°E; , 0*3° ) von k% in den GrundriB i{ibertragen —>
k'=k .

Legt man durch k einen Zylinder [' , dessen Erzeugenden

| Sehstrahlrichtung besitzen, dann ist der Kreis k° das
axonometrische Bild jedes ebenen Schnlttes von [ der nicht

J/] s 4ist. W&hlt man nun T~ als eine der Kreisschnittebenen
von [’ , dann ist O sogar &hnlich zur ﬂLProg. auf T .

Konstruktion der Kreisséhnittebenen von ' :

0.B.d.A, kann angenommen werden, daB kcf, kein Kreis ist;
(andernfalls ist ¢ schon &hnlich zum [-Ri8 auf @ ). In
diesem Fall konstruiert man einen Normalschnitt k* von I .
Ist Xk* ein Kreis, dann ist [* ‘ein Drehzylinder und J*
Kreisschnittebenenstellung (n&mlich die zu k* gehdrige);

o ist dann eine normale Axonometrle.

Ist k* eine Elllpse, dann gewinnt
man Kreisschnitte von [' , wenn man
" mit jener Kugel schneidet, die [
in den Hauptscheiteln von k* berihrt.
(Die Schnittkurve 4.0rd. c“’zerfallt
dann namlich in zwei auf der betreff
Kugel liegende Kegelschnitte, also
Kreise k4, kg)o. =

 Die bezliglich der Hauptsymmetrieebene
von [’ symmetrischen Ebenen von K,y
ko (vgl.Figur) geben die gesuchten
Stellungen von T an, fiir welche die
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J| -Proj. in Richtung s &hnlich ist zur Axonometrie o¢ .

Bemerkung b): (Vgl.Anwendung von Satz 6 , Fall 1)

Geg.: euklid. Raum Tﬁ sy & .. axonometrische Abbildung;
"=:1r¢ ..proj.Anschauungsebene, ¥ - Punktmenge
von J¢ . o
Vs.: 2 It . = X£,Y5,25.."Fluchtdreieck"(nicht alle Ecken
notwendig eigentlich).

o ist sicher affin zu einer Projektion aus dem Ausnahme-
punkt 2% und unter Umstdnden sogar #&hnlich zu einer
Projektion; nimlich dann, wenn die Polaritét, welche durch
das Fluchtdreieck als Poldreieck und durch e mit €u= W.£
( & ..Einheitsebene) und N& (Dreieckspol von e beziigl. des
Fluchtdreiecks) als Polare-Pol bestimmt ist, Polarsystem eines
nullteiligen Kreises ist.

Wir stellen nun die Frage nach den frei wdhlbaren Angabe-
elementen des axonometrischen 7-Eckes, so daB nach Ver-
vollstdndigung dieses [-Eckes die zugehOrige Axonometrie
ghnlich zu einer Zentralprojektion ist.

Dazu gilt:

Satz 8 : Kennt man 0= P§ , das Fluchtdreieck und das Bild
eines Einheitspunktes auf einer nichtprojizierenden Kante
und ist das Fluchtdreieck spitzwinkelig, so konnen die
restlichen beiden Einheitspunkt-Bilder so erginzt werden, daB
die Axonometrie #hnlich zu einer Zentralprojektion ist.
(Es existieren i.a. vier Ldsungen fiir die Ebene T der
Projektion).

Zw1schenbem.: In 0.6 wurde gezelgt. Jedes Poldreieck eines
nullteiligen Kreises ist spitzwinkelig. (Die Einschrinkung
der Angabe des Fluchtdreiecks auf spitzwinkelige Dreiecke

"ist daher eine notwendige Voraussetzung fiir "dhnliche".)
AuBerdem gilt (vgl. 0.6,Folg.4): Der Mittelpunkt M des
Polarsystems eines nulltelllgen Krelses ist stets der HOhen-

schnittpunkt jedes Poldreiecks.

Davon gilt auch die Umkehrung.



' Ge.: DPolaritit & ; spitzwinkel,
Poldreieck, dessen HGhen-
schnittpunkt M der Mittel-
punkt von & ist.

< -M\--f-o Beh.: %  ist damit das Polar-
: 7 system eines nullteiligen
Kreises.

/ 1

Zu zeigen: "nulltelllg" H
Fiir ein einziges Poldreieck miissen die Involutionen -
kj.Punkte auf allen drei Seiten elliptisch sein; 4 h.
auf Jjeder Seite miissen einander die Paare der In-
volution trennen.
Z.B. auf X&YL : (XL, Y&) tremnt (1,T) mit £
Zentralpunkt ( 1= (Mz3). (xuyg)) und A X(YSZL
spitzwinkelig. v

Zu zeigen: "Kreis": :
Die Invol. auf der Femgeraden u® von #° muB die
absolute sein, also mufl die Involution kj.Durchmesser
die Rechtwinkelinvolution sein; (3 also sicher zwei
Rechtwinkelpaare). , . '
Hier gilt: (M1,M1) , (M2,M2) sind zwei Rechtwinkeél-
paare (vgl. Flgur), also 1st die Invol. kj Durchmesser
die Rechtwinkelinvolution.

==#>Polarsysteme von nullteiligen Kreisen sind gekenn-
zeichnet als Polaritéten, deren Mittelpunkt der Hohen-
schnittpunkt eines spitzwinkeligen Poldreiecks ist. -

Beweis wvon Satz 8:

Auf Grund der Zwischenbemerkung gilt: Durch das (spitz-
winkelige) Fluchtdreieck allein ist ein Polarsystem eines
nullteiligen Kreises bestimmt. (Der HShenschnittpunkt ist
automatisch der Mittelpunkt dieser Polaritit).

In diese Polaritdt muB e; und Nj als einmal Polare - Pol
. passen.

Fiir No , el gilt also
einerseits: .

e HO(&‘:,.YLS, PC) P_c) '

Pe= (NEZS)XS); Pe=es (KEX)
(da N§ Dreieckspol von
el ist).

Andererseits ist (P¢,P9
auch ein Paar der Invol.
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kj. Punkte auf XSYE 3
denn: ef.. Ferngerade der Einheitsebene & 3 ’
|  Ni...Normalenfernpunkt der Einheitsebene &
— Punktreihe e, abs.kj. zu N = Punktreihe NI3L
abs.kj. zu P (vgl.Figur) —> P , P sind abs.kg. !
=== (P¢, P%) sind ein Paar der ellipt.Invol. auf XLYS .
" = 0.6 Aufgabe 3 mit XS statt A , YS statt B .
= 3* (e, FO). *
Wir wiederholen diese Kbnstruktion fir eine zweite Seite
des Fluchtdreiecks: I* (Q¢, Q°).
(Fiir die 3.Seite ist die Konstruktion von (R¢,R¢) nicht
mehr notig; da wegen'der Eigenschaften der Dreieckspolaren
pe, Pe, Q°, @, R°, R° die Ecken eines vollstdndigen Vier-
seits bilden miissen). '
Pe, PC, QC,'Q? haben vier Verbindungsgeraden, die als
mSgliche Bilder e von e, fungieren kinnen. A
Wihlt man eine Ldsung e aus, (wobei NI dann als
Dreieckspol zu el beziigl. A X{IZZS zu ergénzén ist),
dann ist A\ X{YiZL 0% perspektiv  AEE;E{ mit
der Desarguesachse e, . ‘
Ist nun (neben ©°) 2z.B. E{ gegeben (wobei die x-Achse
nicht projizierend sein soll), dann legt X , EX genau
eine Homologie (0%, e$) fest, mit deren Hilfe E§= Yo
und E; = Zie gefunden werden kdnnen.

.

(Im Sonderfall Ef T e —> Ey, EE‘L’ e ).

Bemerkung c¢): Rekonstruktion des Zentrums und der Bildebene

in Bem.b) behandelten Fall.
(D.h. das geg. axonometrische 7-Eck erfiillt die Vorauss.
' dafﬁr, daB die zugehSrige Axonometrie OL &hnlich ist zu

einer Zentrélprojektion).
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Te sei bézogen auf ein kartes. Koord-System:

Ausnahmepunkt Z : :
' = (2or2r:20023) = z2",Z' durch Doppelverh#ltnis-
iibertragung (wie Bem.a) ). e '

T  : Unter den gegebenen Vs. muB ¥ so gewshlt werden,
daB o. affin zur Zentralproj. auf ¥ ist. ( o ist
dann automatisch Zhnlich zu dieser Projektion, da das
Bild der abs. Polaritdt das Polarsystem eines nullteiligen
Kreises ist und daher die absoluten Punkte der Fem geraden
u¢ von T¢ automatisch von den abs. Punkten der Ferngeraden
W von T stammen). |

=>  U°.. Pernpunkt von O°X§{ , V°.. Fernpunkt von O¢YL ;
= U' mittels DV (U O%ER, X&) = TV(U';0',E')
(V' analog.) = U,V . :
=> Die Ebene ¥ ist sicher I/ zu 2UV ;3 d.h. ZUV ist
"Verschwindungsebene" (= U, V ..Verschwindungspunkte =3
U, V°..Fernpunkte). ’ ' '

Also ist W = u€ und o somit affin zur Proj. aus 2
Da fiir die Einheitsebenen (und damit fiir die Einheitspunkte)

vier Lésungen mdglich sind, 3 vier Ldsungen fir T .
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§ 2 Lineare Zweibildersysteme

Geg. M) ; 1@ c TE) ; 12' «.Punktmenge einer
projektiven Bildebene W' , . .
Nach Satz 1 gilt: Jede lin. Abb. aus § in ¢ ist
koll. zu einer Projektion oder bijektiv zu Kotierung,

Y,
.
. N

ll

also nie injektiv.

Durch Verwendung von zwei wesentlich "verschiedenen" lin.
Abbildungen ¢ %-z- ’K' und y: Y— %";Z" 18Bt sich
zu jedem "allgemeinen" Bildpunktepaar der Raumpunkt eindeutig
rekonstruieren. (I.f. seien Kotierungen ausgeschlossen). |

Es soll gelten:

¢4 sei kollinear zur Proj. 2,1:2»;&73‘- aus Z, auf T (Z.‘I“—‘:)

Ca.n. Jee¥r-> ¥ , sodaB ¢ = &2 . ‘
(= =o' ist notwendig De-Ebene zum Kérper K von T .)
sei kollinear zur Proj. E;,_: Y— ¥z aus 7, auf T (Z,X 7’);

a.n. ey Y Y=y s s0daB @ £, . -
Damit folgt fir Xe ¥ \(Zy, Zs} :

X+>Xg=tX' mit X&=:X., Xe,=X'

X+>Xg=:X" mit X£,=:X , Xw=X"
Uber &, und &, treffen wir vier Voraussetzungen, die i.f.
stillschweigend gelten sollen.

Vs. (I) : 2.4 2y
Andernfalls wéren die Fasern von ¢4 u.{(, gleich
und eine injektive Abbildung von 4/ nicht mSglich.

Beh.: Die Ausnahmepunkte Z4, Z; sind gexiau dann verschieden,
falls 4@' und " wesentlich verschieden" sind, d.h.
f’f(X') und /}é”(X") nicht kollinear.

=

Beweis: a) Z,= Z; =>. ¥, ¥  sind persp.kollinear =s
?e'(x') kollinear & A-koll. T kollinear ?2”(;(")
 I— kollinear d
b) £(X') xo11. £'(X") (Vs.)
Beide Felder stammen von lin.Abb. ¢, bzw. (p, aus q? .
"collinear" heiBt: ] Bijektion B! ¥ = ' , sodaB
zu jeden X'e 42" I* X" mit X"=X'f .




...6}7...'

> 7u jedem Xe ¥\{Z«% 3I* X' unda x'B =x" ; d.h.,
Jjeder Punkt X,der fiir ¢ nicht Ausnahmepunkt ist, ist
auch fiir ¢, nicht Ausnahmepunkt. Eanlg mdglicher Aus-
nahmepunkt fir ¢, ist Z;.

Andererseits ist ¢, 1lin.Abb. und besitzt daher genau
einen Ausnahmepunkt 2, = Z4=22 .

-

(1) =32,25=: 0.. "Doppelsehstrahl " (oder"Kernachse").

Vs. (@) : Die w:Lschengeschalteten Pro,]ektlonsebenen
T und T sollen verschieden sein.
(BEs gilt notwendig: ZFT , 72, ET ).
) = 3 F.T¥ =: a.."Grundschnitt".

S

Vs. () : o sei windschief zu a .

Damit gilt dann:

"X "allgemein": => (2(X).T =X , (2;X).%7 =X
Zusitzlich muB gelten: (Z,X)«(5X) =1Ta. |
, Lifa) Z1zzx Fnt A 22X o
— Die Bilder X , X von X wea—X{ in T, T liegen
"geordnet":

'(q;‘z in ) % (Q“-é-" in T)
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( (%Z ,-qz heiBen "Kernbiischel", Z,, Z heiBen "Kern-
punkte"). :
= YX %o gilt: X, X liegen auf Kernstrahlen, die
einander in einer Perspektivitdt (mit der Kernachse als
Perspektivitdtsachse) zugeordnet sind.
In w'-7" : q:z;_ , tg;',i_g .."Ordnungsbiischel",

‘ Zy, Z§ .. "Ordnungspunkte".
Die Ordnungsbiischel stammen von perspektiven Biischeln, von -
" denen jedes einer bestimmten Kollineation unterworfen wurden.
=» Die Ordnungsbiischel sind bijektiv gekoppelt (i.a.
nicht projektiv)

Bemerkung a) Um geometrisch sinnvolle Ergebnlsse zu erzielen,
ist der Korper X von i (und ¥ ) zu spez:.allsleren. '

Ve, (4) ¢ At () = 7idg

Vs.(1) : ‘Die Kollineationen 2 : T—sa % xz. T——’ 7' sollen
projektive Kolllneatlonen sein.
Dies ist z.B. dann eri‘ullt wenn K bloB den
trivialen Automorphlsmus gestattet.
(Beispiele: K=R, K=Q, nicht aber K=C)
Damit sind die von den yerspektlven Kernbiischeln stammenden
:Ordnungsbiischel ?%Z”/ , QZ' " nicht nur bijektiv, sondern
projektiv. = : '
= 3/5 élzz‘—’é]z . /6 we "Ordnungsprojektivitat".
Vs.(2) : z.K ZZZ. sollen i.a.einen Kegelschnitt erzeugen.
”Da nur in FPP-Ebenen ein verniinftiger Kegelschnitts-~
Begriff existiert, sei K kommutativ vorausgesetzt.

f

Z.B. sa:nd alle Vs, fiir K=R erfillt, = z.B. die proj.
Ansgﬁauungsebene ist eine mbgliche Bildebene ' .

Bemerkung by "Hauptraumfigur"
{20y %037 , ¥} mit den Vs. (I)-(L) (also %+ B,, T+7,
%, %, windschief ¥,% , ®F3Z, FZ‘ZZ_, ) heiBt "(zuldssige)
Hauptraumfigur".
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Bemerkung ¢): “"Hauptbildfigur"
{2,815 P Gur— 0% lca'  heiBt "Hauptblldi‘lgur".
Wir unterscheiden vier wesentlich verschledene Typen von
Hauptbildfiguren.

1. Typus: 32, # Z} ,/5 ist eine Projektivitadt, nicht Per-
spektivitat.
Das Erzeugnis der Ordnungsbiischel ist der "Ordnungskegel-
schnitt" durch 2) und Z;. ‘
2. Typus: 2j =24 , [ 1ist eine Perspektivitit —»
J"Ordnungsachse”.

3. Typus: 23 = 24y , /5 ist eine Projektivitat £ ¢ .
4, Typus: 2§ = Z, , /5=L

Zwischenbemerkung:

Geg.: ¢: M->N , $%: M->N ;
(41,¢) »» Symbol fiir eine Abb.("Paarabbildung"), die wie
folgt erklért ist: - _ ‘
(Pph)M—NxN mit : X € D) D(pz) —» X(pips):=

< M, +¢ T (X‘an%.)

Dies bentitzen wir zu folgender

Definition: "lineares Zweibildersystem"

Geg.:  [[(X)w.proj. Raum, % .. Punktmenge von [[(K)
?r'(K)...proj. Ebene, 12 /s ~.Punktmenge von !

Seien ¢uY»>p' und @ ?Z-—-,»;W zwei wesentlich # lineare

Abb. auf die Punktmenge ¥  bzw. g' von 7',

dann heiBt die Paarabbild. (¢, @& ): L — ¥'xP" mit

(¥, @) = %\{Z1,Zz} ein "lineares Zweibildersystem",

wenn gilt: :

(I) v, ¥ erfiillen die Vs. (I)-(ID,

(I) K erfiillt die Vs. (1)A(2). |

Eigenschaften eines linearen Zweibildersystems:

1) Wir fragen nach Punktmenge <C :D(so,,ga,_) , fiir welche (¢,4)
injektiv ist.
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Beh.: (@,¢%) ist 1n3ekt1v auf der Punktmenge '}Z \%0‘ (&..Kern~
strahl).

Beweis: V X far = 3I* Punktepaai' X', x»

' = (P ist :in 1{2\%;— global.
Sei Y 4 X, Ye P\¥% : —> mindestens
eine Proj. von Y und X ist ver-
schieden. (3 sicher # Fasern).=(Y,Y) #
HELI) = (X',X") # (¥',1I").
=>Zu # Punkten aus QZ\%;— 3 elndeutlge,
~ # Bildpaare.
Sei Xe?&y A X#lZg, 22 , da sonst eine
vder Abb. 4, , ¢, und damit (¢, ¢, ) nicht

erklart 1st.

X=7;, X=2,=> V X¢ %\{Z«,Zz} gilt: X'=2}, X"=Z).
= (@, QP,_) injektiv im l&ngs des Doppelsehstrahles o~
geschlitzten Raum [ (K).

Bemerkung: Fir X4 ¥ ist stets X # _Z'z; X =7 =
X =X' 23 , X@=X" #32Y . |
Die Bildebene @' ist gelocht in Z; , Zj , also ist (Qa,,gp,_)
sicher nicht surjektiv.
AuBerdem kommen fiir (X',X") nicht alle mbglichen Paare aus

X ’,‘Z” in Betracht, sondern nur solche Paare, die durch
die Ordnungsprojektivitit ﬁ gekoppelt sind;

d.h. VYV xe¥\¥ gils: (2 X)p= (2 ") .

Die Ordnungsstrahlen von X stammen von Kernstrahlen, die
als Spuren der doppeltprojizierenden Ebene w.X in den
Projektionsebenen T, 3? aufzufassen sind.

2) Das (¢,%)-Bild einer Punktreine ¥g :

o) g ~allgemein, d.h. g windschief o .
- Fge R\ Yo = (90,90,_)”2 _ist injektiv
Dabei gilt: Z.Ig , Z4f8& , = Lyig , ZiFfg"
E @z e X rBEX — '"(X')~g"(X")

/5) g schneidet o in G 4:‘ Za, 2o >
= G'=sz; , G"=Zj
g', g" sind Ordnungsstrahlen.
€, € sind Spuren der doppeltproj. Ebene

&.¢ in T T , treffen einander also auf
a = g'ﬁ'/b =g" .
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8$) g schneidet & in G*—fZ4 (g # &)
. g ist "erstprojizierend". (= 148\{21,le wird

) abgebildet).
‘ [ g' ist ein Punkt ¢ 2} , E enthdlt Z, (§..Gerade)
g " g"«.Gerade durch 27y punktiert in 7] .
21 (Z,8)y, B .. Spuren der doppelt proj. Ebene durch g
= (2'g")p - .

3) g—ﬁ%g..."doppeltpro,]." (= %\{24,24 wird abgebildet).
- 8'=Z, , g"=Z] .
3) Das (¢,@)-Bild eines Punktfeldes Y
o) - allgemein d.h. ofoe A I Aseor mit A £|7,, Z,.
&ql¥#e ist eine persp.Koll.von ot auf ¥
o |¥x ist eine persp Koll.von ot auf ¥
Vx e}@ gilt: X', X" mit X'a:,‘ (&, HL) (éz_‘k&. ). 2 = X"
x%& \7?%0, KM
=13 9204:71"0(')»3\"()(") A 2, ist eine proj. Kollineation, fir
welche wegen A'=Z)und A"=Z) gilt: 2,=%,.=7, .
Zusatzllch erfullt - Ny folgende Eigenschaft:
.- Yxe ?«\{Af mufl gelten:
- (z4 X')B =z4%" |
Diese Eigenschaft muBl mit &g,
- vertraglich sein:

Beh.: Es gilt 2 |Ga= B

Beweis: 2} = A' (A=)
A'ee, -A" Z"(laut Vs.) =

)/5 =(z"x" —

Die Ordnungsstrahlen werden beil
2o so wie bei 5 transformiert.

Bemerkung : Ist die Hauptbildfigur vom IV.Typ, also ZJ = Z} A
Zl-z? x! xt AN p=0 ., so gilt: Zu jeder allgemelnen Ebene &
iad | ist ®y eine persp. Kollineation mit Zentrum Zj -Zz .

B) & erstpr031z1erend (d.h. ZIoe , T e)
+ =3 (P2)p = ! ist eine Gerade, die Z) nicht enthdlt (Z.F& );

(Pl = ' -
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¥) ot ist doppeltprojizierend. |
— o', " sind Ge:bade»z, und zwar 2;-Bilder von Kern-
strahlen; also gilt: 79 T o y Z4Tat" A 06'(5"- oo

Satz 10: Ist K ein kommutativer Kdrper mit mindestens drei
verschiedenen Elementen, der nur den trivialen Automorphis-
mus gestattet, und sind ¢ , 3 ~zwei lineare Abb. aus
KK) aur o (K) , deren Bildfelder nicht kollinear sind,%
so existiert eine Ordnungsprojektivitédt ﬁ zwischen den
beiden Ordnungsbiischeln so, daB die beiden Bildpunkte eines
nicht auf der Kernachse liegenden Punktes auf zugeordneten
Strahlen liegen.

Die Beschrankung der Abbildung (g&,g&) auf den langs der
Kernachse geschlitzten proj. Punktraum ist injektiv. '
Geraden, welche die Kernachse nicht treffen, werden auf
projektive Punktrelhen abgebildet; nichtprojizierende Ebenen
auf Kollineationen des 1. Bildfeldes auf das 2. Bildfeld,
welche die Ordnungsprojektivitédt enthalten.

2.2 Lagenaufgaben im proj. Punktraum

Geg. : ‘proj..Puriktraum /{Q (0.2); ’}?g ,7@1 ‘; I— €
Xlge Xe’]ﬁs , XIO‘-#X&'{Q& y Bloues Xe Y V'Xe.%g .

Jede Aufgabe in /{2 , die bloB Inzidenzaussagen zum Inhalt hat,
188t sich auf eine (oder mehrere) der folgenden sechs Lagen-
aufgaben zurlickfilhren, die paarweise durch das Dualitatsprinzip
gekoppelt sind. A

Ly: Geg.: A,B|#, ‘Li: Geg.: &ol#
Ges.: g=A.B Ges.: g= &.¢

Ly: Geg.: a,b, mit L;_ Geg.: a,b mit:
| 3 s mit SIf|a,b . J o mit a,b|Io .
Ges.: & =a.b ‘ Ges.: S=a.b

;s Af a L% Geg.: o, a;afo
Ges.: oL =A,a ' Ges.: A=a.o
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Die Losung dieser Aufgaben in einem linearen Zweibildersystem
erfordert die Vervollstadndigung der Ordnungsprojektivitat /3 '3
dabei wird je nach dem Typus des Zweibildersystem wie folgt vorge-
gangen: ‘

1. Typus: Die Ordnungsstrahlbiischel erzeugen den Ordnungs-
" . kegelschnitt (&' ...PP-Ebene).

_ Wir fassen die Ordnungsstrahlen
auf als Bilder der Spuren gewisser
doppeltproj. Ebenen in den
Projektionsebenen 77, T .
Dann gilt fiir zwei bel. doppelt-
proj. Ebenen é » 7 (F):

& =8B, 7'=qp .
Proj. Geom.:=> 3 "Projektivitdts-

zentrun" P mit PI(&‘nll).(é“nl‘) .

Orenimgsks, %"

2. Typus: /.5 ist eine Perspektivitét => 3 Ordnerachse =
2! l (=Perspektivitétsachse von g ), mit
I

z g Za deren Hilfe § vervollstindigt wird.
%\ .

Orcdney achse,

3. Typus: /5 ist Projektivitdt #¢ im Biischel Zj=Z,. ;

. Zp'_=2.? : =» Vervollstdndigung mittels STEINER-
* Kegelschnitt. (Die "kreuzweisen"
\ ' Verbindungen der Schnittpunkte des
St.-Ks. mit zwei Paaren von Ordnungs-

strahlen schneiden einander in einem
Punkt der Projektivitadtsachse von p y

K. | .
siehe Figur).

, .
\ '
¥ Imit Fojektivitdte achee

. 4. Typus: /b = L 3 ‘ 77"

2y =2} |

>0
>
-

Z-2
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Wir 16sen hier die Lageaufgaben in z\ro, fiir den "allgemeinen
Fall" (d.h. die auftretenden Ebenen sind nicht projizierend,
die Geraden mdgen den Kernstrahl A nicht treffen) in einem
lin. Zweibildersystem vom 1. Typus: '

L4 : Vgl. Eigenschaft 2):
o '{2‘3- =A'+B' , ’.{Q"ﬁn =A"+B"

g'xy & g"(x") mit
(zix’){s= (ZiX").

]

L*!' : (Vgl. Eigenschaft 3) Geg.: ?fa ,"]Zy allgemein.

Ges.: Yen Yy = {2

Im Zweibildersystem ist £ =ABC und ¢ = PQR festgelegt

" durch eine (proj.) Kollineation
Xe bzw. Xy - ’
®2g ist bestimmt durch A'~—»
A" , Bw=B" , C'C" , (Zp*2)),
% i PrsP! Q> Q1 R RY,
(2,2} ) A
(Dabei ist aealquL:ae,:%:pf
Fir Xefeolly gilt: X'a, =
= X'éey = X"

X

Konstruktiv gehen wir so vor,
daB wir A',B',C' als erste
Bilder von Punkten aus ‘Y
auffassen, deren zweite

' Bilder mittels 2y erginzt
werden. In der Figur ist diese
Konstruktion durch die An-
gabe A'=P' , B'=Q' , C'=R'

; . vorweggenommen., Dann gilt:

A" P",Z% , B",Q",Z} , C",R",Z} sind kollinear und AN
A"B"C" ist Z)-perspektiv zu A P"Q"R" ( P",Q",R" nicht
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kollinear, da ¢ laut Vs. allgemein) =] DESARGUES-Achse d.

Beh.: d=g" .
Beweis : Sei XIAB mit X"=(A"B").d , =—> X"e'=X'e A'B'=
=P'Q' —> X'e, I P"Q" A (24X") = (Z4X'eep) = X'ap=X"=X'%, .

Analog fiir Y3 AC mit Y"=(A"C").d = Y'= -Y'ae,, =Y",
= d=g" => g '=X'Y"',
- Ergebnis: - aee . ®p (bzwo '-ae.} aﬁe) ist eine perspektive Kollineation
mit dem Zentrum Z§ wund der Achse g"=(&€ny )%, . Analog
ist %5-285;’ eine persp. Koll. mit Zentrum Z; wund der
Achse g'=(Engply .
Bemerkung: Die Losung von Lj im Punktraum kann auf 14 und
L3 zuriickgefiihrt werden:
Ist & =ABC wund =PQR , so sucht man etwa AB=c und

BC=a (L4) wund schneidet ¢ mit ¢ und a (If). = @c=C
A pea=hy 3 > ACi= cp =g (I4).

DLy : Geg. a,bl+ A 38 mit S=a.b
Ges. & =ab ’
= J AcfYo mit Ya=S+A; IBecf mit ¥y =S+B ;
dabei sind S,A,B nicht kollinear = 0O(L=ABS . B
; Im 1lin. Zweibildersystem bilden im
allgem. Fall A',B',S8',Z;) und
A",B",8",2% Jje ein Viereck, wodurch
genau eine Kollineation %« mit
2 |Ge= f  rfestgelegt ist.
X Yo <> X'a,=X" .
(Vervollstindigung von %« , d.h.
Konstruktion von X" bei gegebenem
X' durch "Angittern"; siehe Figur).

L3 : Geg. 'PO_=A+B s P =P+Q
Adoecmit a,b Lo
Ges. SB=¥anfyp .
»Zundchst: Schnittbedingung im Zweibildersystem (3 o¢ =ab):
VS. o~ allgemein =>J 3 nicht koll. Punkte in {A,B,P,Q}
(Zz.B. A,B,P ), fiir welche die Bilder zusammen mit den
Ordnungszentren je ein Viereck bilden.
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'—> Nach Eigenschaft 3 ist

o @) | Yo = e und -
®o ist durch Zy—27 , AL

Ly:

“A" , B%>~B" und PL>P"
eindeutig festgelegt.

Yo u. 4y erfiillen die
Schnittbed. <= wenn auch
der vierte Angabepunkt Q
Bilder Q',Q" besitzt, fir
die gilt Q'zy= Q".

Liegt nun Q"=Q'®o auf
A"B" | so gilt: Q'LA'B',
denn: ,
DV(A"B"Q"E") = DV(A'B'Q'E'
A(Z2Q)p=0",

9 ‘Bilden A",B",Q",P" ein
Viereck, so auch A',B',Q',P' mit a" und b" bzw. a' und b’
als einem Paar in 24« zugeordneter Diagonalen. —3 Die
Diagonalecken S",S' sind in @y zugeordnet =—7ZS'p} =S"Z1
wegen &a.IQ'z;-'—/& .

S5',S8" sind die Bilder des gesuchten Schnittpunktes.

Damit gilﬁt: a,b schneiden einander genau dann, wenn der
Schnittpunkt der ersten Bilder (a',b') dem Schnittpunkt der
zweiten Bilder (a",b") in der Ordnungsproj. /6 zugeordnet

ist (,Zz'(a‘.b')/s =7 (a"b‘-‘)).

Geg.: A,a|F ;3 Ges.: o =ahA .
Im 1.ZBS.: A' ,A"; a',a"; allgemeiner Fall (d.h. A'F a',
A"f a" 5 a'¥ 2y , a"% 2} ).
Ges.: 224 (vgl.Satz 10)
' Unter den gegebenen Vs.
JX,Y mit X,Y|[I a so, daB
{23,4",X',Y'} ein Viereck
bilden.
Wegen A",z}|] a" miissen
dann auch {.Z}' LA X" ,Y.,',"}
ein Viereck bilden.




..'77..

Durch ZYX»Z} , A%>A" , X4>X" , YL,Y" ist genau eine
Kollineation =, festgelegt, fiir welche zusdtzlich gilt:
Eeoolv(]‘ié = A ; denn A',A"; X',X"; Y',Y" sind durch
Ordnungsstrahlen gekoppelt ( X",Y" wurden gemd8 L4 so
erginzt).

Umgekehrt gehtren zu den von den Ordnﬁngsientren verschiedenen

zugeordneten Ecken A',A"; X', X"; Y',Y" der Vierecke eind.
bestimmte Raumpunkte {A,X,Y} , die genau eine Ebene ¢
aufspannen. . : :

L,*: Geg.: 4/,,4 ~PQR ,  #o ..A,B, 4&44@,‘, (allgemein)
Ges.: Yo n Ya= S. :

Das (4,4 )-Bild von o bestimmt eine proj. Kollineation =y ;

a 8) (a1od'BY | a"=A"E"),

3 Wir identifizieren A'

und B' von a' mit

ersten Bildern von Punkten

aus OC und suchen deren

zweite Bilder.

In der Figur: A'=T' zu
Te Y , = T" durch
Angittern, siehe L .
Fir B'=Q' ist dieser
Schritt durch die Angabe
vorweggenommen,

Beh.: (T"Q").a"=8"..2.
Bild von S .
Beweis: Zu zeigen S'=SY%!

inzidiert mit a' .

e 4
== S'T T"Q"=A'B'=a' ; zusdtzlich

ist S"/%;’4 =S' , wegen ®« lbfﬁz =ﬁ . =5',58"... Bildpaar
des gesuchten Schnittpunktes.

S"T T"Q" mit T,Q € ¥

Bemerkung: Das angegebene Verfahren heiBt "Deckgeradenprinzip".

»>

Satz von STAUDIGL : In jedem beliebigen lin.Zweibildersystem
- kann eine bestimmte Lagenaufgabe bei gegebener Hauptbild-~
figur "in gleicher Weise" geldst werden.
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) Rekonstruktion

o ———
—

Geg.: Hauptbildfigur {Zé, 13 /b: Z%'z_;_ —>2’)J'gg }
- Zulidss. Hauptraumfigur {21, Zy; ¥, T

!

Wir stellen folgende Fragen: ’ ;

"(1) Zu wievielen Bildpaaren miissen die zugehdrigen Raum-
punkte vorgegeben sein, dall man den zu einem belieb.
Bildpaar (X',X") gehdrenden Raumpunkt X eindeutig
rekonstruieren kann ?

(2) Welcher Zusammenhang besteht zwischen den in 2 # zuliss..
Hauptraumfiguren rekonstruierten Punktmengen ?

Dies wird beantwortet durch den

Satz 11 : Kennt man die Hauptbildfigur {z3,25;8} , so ist
bei gegebener zuldssiger Hauptraumfigur jede Punktmenge aus
Y\Y¥> ( ¥%e = Z4+ Zp) aus den Bildpaaren eindeutig
rekonstruierbar, falls man von drei nicht kollinearen Punkten
Xy , deren Verbindungsgeraden den Doppelsehstrahl . nicht
schneiden und deren Ebene nicht projizierend ist, die Bild-
paare (X'X") so vorgibt, daB {2z};X},X},X;} und

93X4,X4,X3]  Jje ein Viereck sind.
Die zu zwei # zuldssigen Hauptraumfiguren rekonstruierten
Punktmengen sind (proj.) kollinear. |

Bemerkung: Die letzte Aussage von Satz 11 ist gleichbedeutend
mit: Durch das Zweibildersystem ist das Objekt bis auf
Kollineationen eindeutig bestimmt.

Beweis von Satz 11

a) Geg. Dreieck X;X,X, "allgemein" (d.h. keine Seite trifft &
(X4 XX )nme = A#| 24,22 )
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Unter den gegebenen Vs. ist {Xq, Xp, X3, A} ein Viereck in
einer Ebene nicht durch 2= {Xi, X,, X, &= Z,} mit

Xj= X3 ¢, ist ein Viereck.

= 3* Roll. =, mit {X,X},X¢ {x,,)g,lg,zz .
Analog J* Koll. =, mit {X},X} x" z" }—@» {%.%,,%,,2,F
Dabei stammen die drei gegeb. Paare von Ordnungsstrshlen von
‘den Spuren (=Kernstrahlen) gewisser doppeltprojizierender
Ebenen; diese Spuren treffen einander auf 'a= 3‘7-’:'7? . => Die
durch {ﬁ, 231,?::7.} bestimmte Projektivitat der Kernbiischel
ist eine Perspektivitdt mit der Achse a =%.&¥ , da dies fiir
drei Strahlenpaare gilt.

érraser

Zu jedem Paar (X',X") +# (Zz, 1) ist der zugehdrige Raum-
punkt bestimmbar. ( X=(X',X"). ((,0”(&) ot , Xe ?2\%,_.).

b) Die Rekonstruktion sei durchgefiihrt fiir zwei # Hauptraum-
*
figuren \% und ‘%

Xe%\?w (bzgl. (% )(501)%.) (X' X") ('Pq ;Soz.) X* S?Z\yo. (bzgl (%*)

Zu jedem X G?Z\’Pc- J X () = (X',X") , zu jedem solchen
Paar (X',X") J  mittels der Rekonstruktion (¢% gpz*)" ein

Punkt X*€ P\ ¥ox .

(Def. Of'»fﬂ‘-) (L-‘P'!/EP )‘ l’{g\?& = ® ') :

" Beh.: Die Abbildung £: ~'{2\??°.——>?2\?20_* 148t sicf in genau

eine Kollineation &'.?Z-»’ﬁ einbetten. (&-BQHZ\’#?V ).

JZu zeigen: ®  hat die Eigenschaften einer Kollineation in 42\?2, .
und 1dB8t sich in 12 zu einer einzigen Kollineation
erweitern.

(1) ® ist eine globale Abbild. auf P\ Y- -
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(Dies ist aufgrund der Konstruktion von % gew’alhrleistetj'f
, siehe oben).
(2) ® ist eine bijektive Abbild. von (AN AN
(Dies ist erfiillt, siehe oben).
(3) & erhilt in ’}4\% kollineare Lage.
~Um dies zu zeigen ist eine Fallunterscheidung erforderlich.

Fall 1 :  P,Q,R {(;f), kollinear mit g , g windschief .o :

= P',Q',R' kollinear mit g'Z% Z, 3 P",Q",R" koll. mit

. : 'gn I Z',; .

Rekonstruktion:
zsig*, ZiIg*
= .8 =87

27.8*= &F
= &5 & =g” v
Schnittgerade fur
&+ &F . Nur
dieser Fall ist

\
2
o

mdglich: (ind.):

Falls K&=&* s SO ist &;k doppeltprojizierend = Spuren
von &F sind Kernstrahlen=g*I Z* , im Widerspruch zur Vs.,
= Pz, Q¥ , R® kollinear.

Fall 2 : P,Q,Rl(#), kollinear mit g , g erstprojizierend
=> P'=Q"'=R' (3Z)) => P*,Q*,R* inzidieren mit einer
SQ*-—Faser, also mit einer Geraden g* durch 77 . =
P*,Q*,R* kollinear. '

Fall 3 : P,Q,R‘(f), kollinear mit g , g schneidet , in

Pﬂ




DV(P,Q,R,G) = & IR DV(P,Q,R,G=2,) =& =>
b, DV(F,E,RGEE) =S =

2y .
g DV(P',Q',R',2') =
...._E_> DV(P",Q",R",Z") =

.

g } wegen €j..proj. Kollineation.

Damit gilt aber wegen ¥ = Lf,,; -5

é = ov(®*,q*,R*,Z¢) = DV(P*,Q*,R*,Z) und B* trifft
g* .
Die zugehbrigen Sehstrahlen 2ZiP*,.., Z{?—*,.. passen in genau
eine Projektivitdt & in einer doppeltproj. Ebene §&*; fir
diese ist der Strahl Z*,Z% selbstentsprechend, denn Z%Z} = eo*
und Z,’_"?}‘ = ,* sind zugeordnete Sehstrahlen. :
=3 Das Erzeugnis von & ist eine Gerade g* in §* ( g*..
Perspektivitétsachse, = g*¥ | 2%,2}). => P*,Q*,R* kollinear
mit g* . '

Wir haben nun gezeight: 2 erh#lt kollineare Lage von Punkte-

tripeln aus ?Z\'yv .

(4) Erweiterung von % in den Gesamtraum ?2 :

Wir konstruieren 2: Y — 4! durch

(I) X=e:= X2 VXe'p\'py

(D) Zje:= 2% (j=1,2) (d.h.die beschrifteten Ausnahmepunkte
sind einander zugeordnet)

(D Xe #\{Z(,2.} ; X I Hilfsgerade PQ #. (X #/P,Q) mit:
Xe:= (PR Q3).0* .

(@0 .)

Die Forderung (III) ist dann sinnvoll, wenn X* unabhingig
von der Auswahl der Punkte P,Q}QZF\’?@ (X,P,Q koll.) festge-
- legt ist.



- 82 -

Un dies zu zeigen, gittern wir X an eine neue Punktreihe
Yre  (R,S | # X) . Dabei geniigt es PQRS= ¢ allgemein
vorauszusetzen; (durch Zwischenschalten eines allgemeinen
Punktepaares einer Reihe durch X ist diese Vs. stets er-
fiilllbar). | |
Dann gilt: In oL Dbilden {P,Q,R,S} ein Viereck =
£',Q,r,8't uda {P",Q",R",8"} sind Vierecke in X'
(da OLIIZ“ Zy) und legen genau eine Kollineation @2« fest.
( 22a ist das (¢,4n)-Bild von o« ). 2x hat die Eigenschaft,
daB R« |Qky=p ist.
Bei der Rekonstruktion (@*, ¢*)"! gehdrt zu e« eine ein-
deutig bestimmte, allgemeine Ebene o&* | die ,o* im Punkt
~ X* schneidet. P',Q',Z; winmd P",Q",2y sind kollinear =—>
Pz =P*, Qe =Q* 1liegen in einer doppeltprojizierenden Ebene
durch ©* und in o* — X* = 0*.(P*Q*).
Analog: Wegen R',S',Z; und R",S",Z) kollinear folgt X* =
=p'*.(R*S*) (R*,S* [IOC*). .
= X* = X .,

Somit ist (1D sinnvoll und die konstruierte Kollineation =
ist die (eindeutige) Erweiterung von # zu einer Kollineation.

Die aus einem festen Zweibildersystem beziigl. zweier #
Hauptraumfiguren rekonstruierten Punktmengen sind durch die
Kollineation e gekoppelt. g

Bemerkung a): Rekonstruktion von Geraden.

GcT(R), gl &%), (g',6"). = (8',8") Lty 2

Fall 1: g windschief » .
%z N ' Man rekonstruiert zwei # Punkte (mittels
) . . .
/9 \X der Ordnerprojektivitdt ﬁ ) = g eindeutig

Xl \\%1! bestimmt.
9"

Fall 2: glz,AgXZy —>g' ist ein Punkt, g" ist ein
Ordnungsstrahl. —s g ist rekonstruierbar ( ¢, -Faser)

Fall 3: g=0 = g'=Z; , g"=Z] => Rekonstruktion ist ein-
- deutig moglich.
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Fall 4: g schneidet & in G#|3Z,, 2

G = ge DJ nicht rekonstru-
-0 5 v ;
2, [ ierbar, g ist re-
konstruierbar, wenn man die
Bildpaare zweier von G
g verschiedener Punkte P,Q(#)
‘  kennt.
Dann ist ndmlich durch P'—P" , Q'—Q" , Z'">Z" eine

Projektivitat & festgelegt, sodafll fiir aedes Xez*% gilt:
X'g=X" .

Rekonstruiert man zu zwei von (Z;,Z)) verschiedenen Paaren
der Projektivitat § die zugehOrigen Raumpunkte, so ist
dadurch.‘f% als Verbindungsgerade festgelegt.

Bemerkung b): Rekonstruktion der Hauptbildfigur, wenn eine
geniigend groBe Anzahl von Bildpaaren vorgegeben ist. D.h.:
Man finde zwei Punkte (Z},Z!') aus 7' so, daB alle ersten
Bilder,aus Z; projiziert,und alle zweiten Bilder,aus 2}
projiziert,projektive Biischel bilden.

Hiezu gilt speziell fiir KQR :
Zur Losung des "Problems der ebenen Projektivitdt" sind i.a.
sieben Paare (X},Xj) der reellen proj. Bildebene 7' (R)
erforderlich. Es gibt 3,2,1 DPaare von Zentren Z;,Z2;y so,
daB die Biischel projektiv sind.
Dieses den Erfordernissen der Fotogrammetrie entspringende
Problem ist allgemein nur sehr umstédndlich lésbar. Im euklid.
Raum wird bei Kenntnis der inneren Orientierung der Bild-
ebenen (also Hauptpunkt und Augdistanz) der Ldsungsweg ver-
einfacht.

N
[

Koinzidenzgeraden, Koinzidenzpunkte

|

{jie mit d'= d"} «.Menge der Koinzidenzgeraden

{Xé’{@\{ 2_} mit X'=X"} «.Menge der Koinzidenz-
-punkte ‘

Def.:

2
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Koinzidenzgeraden:

Fall 1: dse: — d'sz) , d"=zy —>
= ,e'e& <> Z2Y=2} <= (¢, ) ist vom 3,oder §Typ.
Fall 2: A4l %,,¥% => d'..Punkt, d"..Gerade
| — Pu £ Y — adbk |
Fall 3: aklg,, 2 In o' : Geradenfeld &', " :

A '_j_%: cq? persp. EZa .
. >

Fir d'=a" => GL=g",

({ o.Identitdt ist spezielle Kollineation).
Aus Q'L= 2?7" folgt somit: 331 koll. Ez.z ;
also wird durch die Identifizierung d'=d" eine Biindel-
kollineation & gg,»gﬂ im Raum induziert, derart, dafBl zu
jeder Biindelebene < e &z, eine Ebene Eocz, ge-
hort mit é)' ( Gerade) gleich f' (Gerade).

= de§ genau dann, wenn gilt: dZ% = { - dIéoL. ;

also genau dann, wenn d gleichzeitig mit zwei in & zuge-
ordneten Sehebenen inzidiert.

= £ ist das Erzeugnis der beiden kollinearer # Ebenen-
biindel ¢z, und &z, . ‘ ‘

Koinzidenzpunkte:

Fall 1: Xe £ \{Z0Z2} = x1=z), x-7)
= X e L < Zi=1;

= Punkte auf , (#Z1,Zp) sind genau dann Koinzidenzpunkte,

wenn ein lin. Zweibildersystem vom 3. oder #4.Typ vorliegt.
Fall 2: PFir X €f\Po sei X'=x". = |

Im Ebenenbiindel €z, d é,’fl (£

durch X , denen in der durch (= Za'—»(g]"

induzierten Blindelkollineation

6: &z, — €z, Ebenen é@' s G

(X ») durch X zugeordnet sind. =>

X=é.oz — . xG = éG’ nG - '==>

Die Kollineation & der Ebenen-
biindel induziert eine Kollineation
"der Geradenbiindel qa,——»(gzz.
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PFir einen Koinzidenzpunkt X (mit X'=X") gilt daher:
XZy=x A x6=X7Z,.

( X ist Schnittpunkt zweier in der Kollineation 6 azuge-

ordneter Strahlen.

Zwischenbemerkung: Fallunterscheidung der Biindelkollineation
(vgl.Proj.Geom.):

Fall 1) Der gemeinsame Biindelstrahl . ist in 6 nicht
selbstentsprechend A 3 keine selbstentsprechenden
(doppeltproj.) Ebenen. S

Proj. Geom. Satz 14.2: Die Menge der Schnittpunkte zuge-
ordneter schneidender Geraden ist eine Kubik k durch

Zy und Z, .

Die Menge der Schnittgeraden zugeordneter Ebenen ist die
Sehnenkongruenz von k (Sehnenkongruengz:= {eigen’cl.
Sehnent v {Tangenten} v {uneigeptlichen Sehnen} ).

Fall 2) In G 3* selbstentsprechende Ebene éo( éo ist
notwendig doppeltprojizierend). . sei nicgh selbst-
entsprechend.

Proj. Geom. Satz 15.2: Die Menge der Schnittpunkte zuge-

' ordneter schneidender Geraden ist

ein Kegelschnitt k durch Z,, Zp

in &, und eine Sekante 1 von k ,

die k in einem Punkt K #/2Z,, 2,

trifft.

Das Erzeugnis der Ebenenbiindel ist
das Geradenfeld @g, und die Sehnen-
kongruenz des Paares (k,1).
(Sehnenkongruenz von (k,l):=

= {Sehnen von k und 1} U Biischel
(K, o) Biischel (K,1.t) ; '
t..Tgte. von k in K ).

Fall 3) o ist in 6 selbstentsprechend.
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~> &|f, ist eine Projektivitit #¢ mit
2 ‘ hyperb.
{1 Fixebenen =—> 5]{2 ist{pare}bol.} Projektivitat.
0 t ellipt. - <
o) 6’1&,. ist eine hyperb. Projektivitit (=>] Fixebenen §°"’Z°)'

Proj.Geom. Satz 15.3: Die Menge der Schnittpunkte zuge-
,horiger Biindelstrahlen ist Yo und
zwei Punktreihen 4&, ,1/\3 , wobei
gilt: e windschief f ; e,f
schneiden &~ in von Zj verschiedenen

Fv Punkten; ce = &o y ©f = Mo
Das Erzeugnis der koll. Ebenenbiindel

ist das hyperbolische Netz {e f} zusammen mit den Geraden-

feldern {ﬂt ?%410 .

/5) 6’[ go— ist eine parabol. Projektivitdt (= J* Fixebene §>
Proj. Geom. Satz 15.3: Die Menge der Schnittpunkte zuge-
horiger Geraden besteht aus 4, wund de , wobei e
schneidet ,e nicht in 2; und <o = 0.e .

Das Erzeugnis der koll. Ebenenbiindel ist ein parabolisches
Netz mit der Achse e zusammen mit dem Geradenfeld 5&.0 .

k) 6”(@» ist eine ellipt. Projektivit&t.

: Proj. Geom. Satz 15.3: Das Erzeugnis zugeordneter -
schneidender Geraden ist 4 .
Das Erzeugnis der koll. Ebenenblindel ist definiert als
ellipt. Netz. :

Bl 4) 6| ist die Identitit.
Proj. Geom. Satz 15.1: Die Biindel 5J31 R ZJéz (bzw.
g;ﬂ ’ éz ) sind perspektiv kollinear; d.h. das Erzeugnis
der Geradenbiindel ist die Perspektivitatsachse & ( c‘,,z Zj)
zusammen mit %o 3 das Erzeugnis der Ebenenblindel ist
das Geradenfeld qq vereinigt mit dem Geblisch mit dem
Trager o . :

Die vier Typen von lin. Zweibildersystem lassen sich nicht
bloB hinsichtlich der Hauptbildfigur charakterisieren,
sondern auch durch das zugehdrige Koinzidenzgebilde im Ur-~
raum. ‘

1) Fir ein lin. Z.B.S. vom 1.Typus gilt wegen 2§ = Z):
47043/&, ( # nicht selbstentsprechend in ¢) und wegen
ﬁ...Projektivitéit' # Perspektivitat gilt:
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(2;2%) 7! (25 Z;)/& , also J keine selbstentsprechende
,Ebene in 6 . & gehdrt damit zu

Zy Z1 o Fall 1 in obiger Zwischenbemerkung.
NS L =4 := EKubik k\AdZ4, Z.f ,
¥, := Sehnenkongruenz von k ver-
)b mindert um die beiden Sehnenkegel mit
/ K ’ den Scheiteln 24y 2g.

(Sehstrahlen sind nie Koinzidenzgeraden;
« vgl."Koinzidenzger.", Fall 4 und 2).
Bemerkung zu 1): :

‘Fur X mnit 'X'=X" mufl notwendig gelten: '
X'=X"c Ordnungskegelschnitt.
=3 Der Ordnungskegelschnitt ist erstes und
zweites Bild der Koinzidenzkubik k .
=> Konstruktion van ko

K'ee!=Kc¥ mit Z 1%k ,
kK"ep =Kc® mit Z;L k ;
Zugehdrige ¢;-Fasern
bilden 2 quadratische Kegel
mit der gemeinsamen Er- -
zeugenden o = k 1ist
Restschnitt dieser quadr.

Kegel.

2) Fir ein lin. Z.B.S. vom 2.Typus gilt wegen Zj = Zj
Y& 4 , d.h. & ist in 6 nicht selbstentsprechend;
wegen /3..Perspektivitdt gilt: 2} 2, = é’o’ = gﬁ , d.h.
ﬂ eine (und nur eine) selbstentsprechende Ebene éo in der
Biindelkoll. & . = Damit liegt der in der Zwischenbemn.
behandelte Fall 2 vor: 1 Kegelschnitt k in éo und eine
Koinzidenzpunktgerade 1 als Sekante von k . Die durch A
i bestimmte Perspektivitédtsachse 1'=1"
ist Bildmenge von Koinzidenzpunk en.

= A :=Kegelschnitt k \ {%,2Z,{ u 1.

D - Z?ko v Sehnenkongruenz (k,1),
vermindert um alle in der Ver-

einigungsmenge liegenden Sehstrahlen.
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3) Fir ein lin. Z.B.S. vom 3.Typus gilt wegen 2} =2}
4&,\{_24,%_} ch —> In & ist o eine selbstent-
. sprechende Gerade.
Wegen A #L  1liegt damit der in Zwischenbem. behandelte
Fall 3) vor.

o) ﬂ ist eine hyperb. Projektivitat =—
Z:=2} g 5,{5 +] 2 # Fixstrahlen e'=e" , f'=f", sodaB

gilt:
4;70\{2'1 Zot U ?e-u Cl?g

X
%'gquf':{:n &:= anufg%u hyperb.Netz (e,f), ver-
mindert um alle Sehstrahlen aufler .o

§-&-e-p!

(vgl."Koinzidenzgeraden", Fall 1 und 2).

) /3’ ist eine parabolische Projektivibit =—
A = %\{Z't, ZZ.} |
g := q&‘,u parab. Netz, vermindert um alle Seh-
“strahlen auBler o~ .
') /3) ist eine elliptische Projektivitat =
/& i= %&\{Zﬂ ’ ZZ}
:= ellipt. Netz.
(In § 1liegt auBer . kein Sehstrahl, —> & ist
das ganze elliptische Netz).

4) Fir eine lin. Z.B.S. vom 4.Typus gilt wegen Z} =Z; und
B o=t : A \{2( 22} e & und G|€z,=t , also
liegt gemdB der Zwischenbemerkung der Fall 4) vor.

= 7! => ] nicht projizierende Koinzidenzebene é,a s

wobel gilt:
/fz = /,Vé)o ) /ﬁo\{.z‘!s 22}5

tﬂ&o v Gébiisch um . , vermindert um die
Sehstrahlen # & .

Z

&
u

-8

Bemerkung zu 4): Die Koinzidenzebene . ist eine allgemeine

Ebene, die Bildpaare ihrer Punkte bestimmen in &' eine
Kollineation @ mit X"—X'awg, =X'. |

=> Die Koinzidenzebene ist jene Ebene, deren Bildkolline-
ation die Identitat in &' ist. (==, =1 ist genau
fiir eine lin. Z.B.S. vom 4.Typ mdglich.
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Aligemein gilt: Die Fixpunkte der Bildkollineation <26.
einer allgemeinen Ebene o (unter Zugrundelegung eines
lin. Z.B.S. von belieb. Typus) sind genau die Bilder der
in o liegenden Koinzidenzpunkte.

Satz 12 : Bei einem lin. Zweibildersystem (¢, ) erfiillen
~ die Koinzidenzpunkte bzw. Koinzidenzgeraden die folgenden
Punktmengen £ bzw. Geradenmengen g .

Fir (@,%) vom 1.Typ ist A& eine Kubik k punktiert
in 24, Zp und 2 aie Sehnenkongruenz von k vermindert
um' die beiden Sehnenkegel aus 2, und 7, .

Fir (¢, %) vom 2.Typ ist £ ein Kegelschnitt k in
einer doppeltproj. Ebene £, punktiert in Z4, Z, und eine
Sekante 1 von k windschief s . © ist die Vereinigungs-
- menge der Sehnenkongruenz des Paares (k,1) und dem
Gex"adenfe.ld % vermindert um die in der Menge enthaltenen
Sehstrahlen.

Fir (go“q?,_) von 3.Typ ist A die Punktmenge 'ﬁu\{ZnZ?_}
und 2 zueinander windschiefe oder 1 oder O Treff-
geraden von . nicht durch Zj . @ ist die Vereinigungs-—
menge eines hyp., parab., ellipt. Netzes und der Geraden-
felder in den Verbindungsebenen von . mnit den Netz-
achsen vermindert um die in der Menge enthaltenen Seh-
strahlen # ©.

Fiir (504,%) vom 4,.Typ ist A& die Punktmenge /ﬁr\{Zq,Z_z_}
und die Koinzidenzebene éOIZj .. £ ist die Vereinigungs-
menge des Geradenfeldes in ¢, und dem Gebilisch um e
vermindert um die enthaltenen Sehstrahlen # 0.

2.5 Spezielle lin. Zweibildersysteme

I.f. sei die Bildebene ' im Raum ]| enthalten.

Wir stellen die Frage nach Zweibildersystemen (g&,%}:péflxﬁu,
welche Projektion von 2 Projektionen sind. D.h. mit sp,sé,,.'ae,,
WY, =&y % s0ll gelten: 2¢ und &, lassen sich in eine einzige.
Zentralkollineation £ einbetten.



: Palls es solche lin.
' Z2.B.5. gibt, so sind sie

sicher nicht vom 1.Typus:
Wegen Zj # Z; inzidiert
der zu & gehdrige Aus-
nahmepunkt Z nicht mit
A . ==>‘ |

Dann muB aber 3 , als
¢,~Bild der perspektiven
Kernstrahlbiischel, not-
wendig eine Perspektivitat

sein, also ist (¢,%)
nicht vom 1.Typus,
~(sondern vom 2.Typus).
£ 4 Wihlt man also zu einer
zuldss. Hauptraumfigur ein beliebiges Zentrum ZFY.e , so ist
die Projektion der Ebenen ¥ und T ans Z auf eine Ebene
7 («'Z% %) ein 1in. Z.B.S. vom 2.Typus.

Ist (4,4) ein Z.B.S. mit 24=Z} , dann muB 2 (falls 3 Z)
notwendig auf & liegen. Jede doppeltprojizierende Ebene
ist bei & projizierend. =+ Die Projektivitdt A der
Ordnungsstrahlbiischel ist notwendig die Identitidt. =—
Zweibildersysteme vom 3.Typus sind nicht mOglich.

Wahlt man Z auf dem Doppelsehstrahl & einer zuliss.
Hauptraumfigur, dann ist die Projektion der Ebenen 7 , &
aus Z auf eine Ebene &' ( T'X Z) notwendig ein lin.Z%.B.S.
vom Typus 4).

Umkehrung: 7 2zu einem belieb. Z.B.S. (¥,% ) vom 2. oder 4.
Typus stets zuldss. Hauptraumfiguren % und Zentren Z so,
daBl dies gegeb. Z.B.S. Zentralprojektion vorx‘@ aus 2 ist.

Beweis fiir (¢,4) vom 2. Typus:
. ) * Die Ordnungsachse ist
punktweise fest => sie

ist Zentralbild des Grund-
schnittes a (=Sekante 1
des Koinzidenzkegel-
schnittes ke & ).
Wihlt man Zef Dbelieb.
(z X &' ),dann ist 2Z)Z}Z=
= &, die Trigerebene
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von k . Der Grundschnitt a kann in Z1' (+# ') beliebig
(a Z) vorgegeben werden; durch a sind dann die Ebenen ¥,
T zuldssig zu wihlen (d.h. ¥ #7 , zZ E|&T ).
Dann ist Z2ZjnT = 2'2, ZZQ‘/\? = ’Z—_4 und 71 Z, = & festge-
legt. Auf .o ist noch %,, Z,(zuldssig) anzugeben.

Somit hat man fiir die Wahl von Z drei Fréiheitsgrade,
fiir a 2zwei und fiir &, T , Z4, Zz jeweils einen Freiheits-
grad (zusammen 9 Freiheitsgrade fiir ‘-f;) ).

Beweis fiir (¢, ¢, ) vom 4. Typus:

z Wihlt man Z nicht in &' ( 3 Freiheits-
Zn.' ‘ / grade), so ist & festgelegt —=> Jje ein
7! Z1=22 Freiheitsgrad fir 2, und 2, aus & .

Durch zul#ssige Angabe von 7 und T (e
. 3 Freiheitsgrade) ist {) vervollstindigt.
o\ (= 11 Freiheitsgrade fiir % ).

&
Bemerkung: Fiir spezielle, nicht zuldssige Hauptraumfiguren

sind auch 1in.Z.B.S. vom 3. Typus in eine Projektion ein-
bettbar; wenn namlich a den Doppelseh-
strahl schneidet, ist 2;=Z, und 2} = 2}
automatisch. = (¢,,¢.) ist vom 3. oder 4.
Typus. Fir (¢,4 ) vom 3.Typus 3 dann
stets Z4.e, sodaB (#,4,) einbettbar ist
in eine Projektion aus 72 .

Satz 13: Jedes lin. Zweibildersystem vom 2. bzw. 4. Typus
in einer Ebene x'cT kann durch Projektion aus einem
Punkt ZeT von zwei Projektionen erzeugt werden, wobei
gilt Zfe bzw. ZIle . ‘

2.6  Lin. Zweibildersysteme im affinen Raum

Geg. : /160,= _ﬁ\pw ) g’,a,rﬁa__r#') %_0,742“—-7 1(/""
miv: 3 ¢ f @ it ol ga= 3|7
43', :‘Z“ . Punktmenge von ' H Jrc',,cgr' w.affine Ebene.
Yia w.affine Abbildung.
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Nach Satz 5 gilt: Ist @ nicht projizierend, dann ist
das Ergebnis der erweiterten lin. Abb. ®¥a kollinear
zu einer Zentralprojektion und affin zu einer speziellen
Zentralprojektion.

Ist @ projizierend, dann ist wy; eine Gerade. Ist wy;
nicht Ferngerade von ! , dann ist das Ergebnis bei ¢;
kollinear zu einer Parallelprojektion; ist dagegen ey
die Ferngerade von 3 , so ist das Ergebnis bei @3
affin zu einer Parallelprojektion. (j=1 oder 2).

Wir koppeln @a, Ba zu einer Paarabbildung (&P , $ia ),
wobei gilt: (Ga,Ba ) = (%@ N¥™ und (4@, ¢ ) erfillt
die Vs. (I) - () (d.h. J =zuldssige Hauptraumfigur in-

T = T,uo®w), der zu T, gehdrige Korper K erfiille die
Vs. (1), (2) von 8.1 . ‘

Im Affinen sind dabei folgende Falle zu unterscheiden:

Fall 1: @  ist eine allgemeine Ebene filir das lin. Z.B.S.
(¢, 9); die Bildpaare von Fernpunkten U erfiillen eine
Kollineation @u:U'—U" VY Uedw mit aew\q'z‘fﬁ .
= Im Z.B.S. ($a,8.) ist eine Kollineation %, von &' auf
sich ausgezeichnet.
Die affinen Lageaufgaben werden als projektive Lageaufgaben
beziiglich W geldst (z.B. Bestimmung des Fernpunktes einer
Geraden g ist gleichbedeutend mit der Konstruktion des
Schnittpunktes g.w ).

Fall 2: @ ist erstprojizierend und nicht doppeltprojizierend.

OZ\,Z UILw g u=2,U,

w¥Z; 2y Affine Lageaufgaben — proj.Lageauf-
gaben unter Auszeichnung von .
(Vervollstandigung von X"«»X' fiir Xelu

u‘/5 ot vgl .Ubungen).

Fall 3: w ist doppeltprojizierend
7 " Affine Lageaufgaben werden als proj. Lage-
aufgaben formuliert.

le

wl
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Wir bestimmen lin. Zweibildersysteme ({a,%,o ) in einer
affinen Ebene Ta , fir welche beide Bildfelder affin zu je
einer Parallelprojektion sind.

Fiir ein solches Z.B.S. muB die Ferngerade u'=u" von T
gleichzeitig erstes und zweites Bild von ¢ sein. (@  ist
doppeltprojizierend), vgl. Satz 5._
Dies ist fiir eine Z.B.S. vonm 1 Typus 51cher nlcht der Fall
(ﬁ ist nicht perspektiv).
Der 2. Typus ist hingegen moglich, und zwar dann, wenn

2! zl ,Zs Tu'=u" und 2Z§2)=8&) = &) = o' =

3 /47&\ ist, d.h., wenn & mit der Ebene &o des

/ Koinzidenz-Kegelschnittes zusammenfallt.
==> Die Ordnerbilischel sind perspektive

f_gh b . :
%"“&"“”'“‘ Parallelbiischel.
Jr'
Der 3.Typus eines Z.B.S. ist mogllch wenn 2=z} I u'=u"

" und u'=u" ein Fixstrahl der Progekt1v1—

Zo= 21 wru'= WG tit PEL ist. = u'= & =& e'=e" (vgl
2.5) mit w=& .=—> A ist nicht

elliptische Projektivitat.

2.5 = Das Geradenfeld Z%w gehdrt zum
$=(;%- Koinzidenzgebilde ¥ .
=3 Die Ordnungsbilischel sind projektive
T Parallelbiischel zum selben Fernpunkt.

Fir Z.B.S. vom 4.Typus braucht die Hauptbildfigur bloB so

beschaffen sein, daB Z4=Z} Ju'=u". Ist @ doppeltprojizierend

mit u's wg = W , so ist (Yia,%2a) affin zu einem Paar
2%:;72 von Parallelprojektionen.

wW=u= ' et Die Ordnungsbilischel sind zu einem

einzigen Parallelbiischel vereinigt.
Bt (Z.B. Grund-AufriB).
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2.7 Lin. Zweibildersysteme im euklid. Raum “—c

Smmaa—
—

Vgl. 0.7: flo ist ein affiner Raum TL(R) c Tmw), in
. welchem in der Fernebene @ eine elliptische Polaritédt
als absolute Polaritit gegeben ist.

Fall 1 : Sei (¢, ¢%) ein lin. Z.B.S., in welchem w nicht
projizierend ist. (Z; & w ).
Uefyp (%) (U',U") mnit 2gUWU", 265 ..Koll.

In Te: fu=aw

.au‘= a‘.w : a—La- @' a'u,= Au, Tw

In 't  fw —> ¢, ¥) .. elliptische Polaritéten
alo —s(Al, al mit Al % =al ‘
{A,’},, al mit Al ¥ =al
T und %) sind in gewisser Weise gekoppelt:
Fir alo gilt mit Aw, aw|lTw : AL, AL und al,al,
sind in ®, gekoppelt.

L}
AL o, a) Ze, aj

: ! _ 0
Al o A" T g } = Jw. 2y = Fuw- T
] Abs —— Ak

Bemerkung: (e,%) = (éaxn&z‘za;
T o &,-Bild der abs. Polaritit, alo < hu @b =3..

Nach Satz 6 gilt fiir fw :

Ein lineares Bild des euklid.

Raumes e ist genau dhnlich

zu einer Zentralprojektion,

wenn das Bild der abs., Polaritdt

das Polarsystem eines null-

teiligen Kreises ist.

=(, ist Zentralprojektion,

also gilt: @, ist das Polar-

system eines nullteiligen

Kreises Q ( Q) =0&,).

Fiir RecC folgt damit: Jeder

allgemeine ebene Schnitt eines

isotropen Kegels ist ein

nullteiliger Kreis.
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Nach 0.6 gilt: Der reelle Vertreter o von Q ist ein
nit Q) konzentrischer Kreis, u.zwar der Distanzkreis der
Zentralprojektion &, .. (Z,,¥F) (=Spurkurve des gegen T

unter 450 gebdschten Drehkegel‘s mit

Spitze Z,).

Flementare Konstruktion von o mnit
& L 8t 8edw Sy L (A%)

X ose 81, 51, o, (a%) SlehS]_IsIljt—

(Konstruktion mittels SeitenriB be-~
nitzt die gleichen Linien, wie die
Vervollsténdigung der Antipolaritat
eines Kreises).

Das Zentralbild der absoluten
Polaritat Mw ist die Antipolaritét

des Distanzkreises.

Rekonstruktion

Fiir I ist die Rekonstrukbtion durch Satz 11 gel&st.
Fir Tl gilt der

Satz 14 : Kennt man die Ordnungspunkte von zwei wesentlich
verschiedenen lin. Abbildungen des euklid. Raumes e , bel
denen die Fernebene nicht projizierend ist, so ist bei ‘
gegebener zuldssiger Hauptraumfigur Jjede Punktmenge aus ?2\%.

aus den Bildpaaren sechzehndeutig rekonstruierbar, falls
man die Bilder W , M der abs. Polaritdt fw und das
Bildpaar (é",&") einer doppeltproj. Ebene & kennt.

Die verschiedenen Losungen und die LOsungen zu verschiedenen
zul&ssigen Hauptraumfiguren sind #hnlich.

Beweis (a) : Sei in lle eine feste H.R.F. ‘93, und in T
eine Angabe gemdB Satz 14 gegeben (d.h. Z4,2} ), (&', E");
(T, Td) gegeben =»w nicht projizierend vorausgesetzt).

Z.z. Rekonstruktion (¢, %)”1 ist 16-deutig moglich.

Wir fithren den Beweis auf Satz 41 zurilick, d.h. wir vervoll-
sténdigen die Angabe in ' gemdB den Vs. von Satz 11 , Wir
suchen also die Ordnerprojektivitat ﬂ und die Bildpaare von
3 # nicht kollinearen Punkten (=> Bildkollineation einer
allgemeinen Ebene . Hier: Bildkollineation =, von ).



- 96 -

Yo  induziert in t“,y einen Orthogonalitétsbegriff:
Ist ¢ die zu é normale doppeltproj. Ebene, so sind die
Ferngeraden X., Y. Vvon { bzw. % kj. in T .
=In T : Zu §'=x,'“. I mit m' =%l kj. zu § in Mo
' Zu é" =X, 3*”2.“ mit M" =y. kj. zu {" in T
Dabei muB fir nz" gelten: y. =y.! @ -

In & kann Xuw, Yo 2u einem Poldreiseit x,, Y., 2z« Dbezligl.
Tw ergdnzt werden: Z,=(e.0) Tw
]

= In 7 : (cy.c.))go, =2y o => Z4 =0y T

1 no o _ort
(d.w}g)z =24 , = z! __Zn x } mit 2 =3 xw

Damit kennen wir in o' die Bilder eines Poldreiecks der
abs. Polaritét wir kennen somit von 2%, bereits 3 Punkte-

paare: {Z' FER L, 78, Y-z =X By, 24 =X, ,}
3
Ze X =YLL,__98...“’. 2L X0 =Y. ¢ )

Zur Festlegung von <%w bendtigen wir noch ein weiteres all-
" gemeines Punktepaar, welches aus der Angabe zu konstruieren

sein soll:
In ® J vier Paare Pol-Polare (P:i ’Pa') in @ , welche gleich-

zeitig dreieckspolar zum Poldreieck {(04), Xu, Yu]liegen. Vgl.
0.6 Aufg. 3 und Beweis von Satz 8 : Die 4 Ldosungen bilden
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ein vollst. Vierseit bzw. Viereck, filir welches das geg.
Poldreieck des Diagonaldreiseit (-eck) ist.

Die Bilder dieser Losungspaare besitzen die gleichen Eigen-
schaften in o' 3y doh. sie sind dreieckspolar beziiglich
{Z.', Xb, Y.} vaw. {2}, Xi, Yi| und polar in s Dbzw. T .
= In % : 1 4 Ldsungspaare P!, D)jen.;B}, Di Dzw.

P, s DI, 3.3 B , pi, , die gewisse Vierseite in a bilden,
welche in 2¢, gekoppelt sind.

Bei %w gehen Inzidenzen in die analog beschrifteten Inzidenzen
iber. == Es kommen bloB 4 # Mdglichkeiten in Betracht, die
Indexmenge {1,2,3,4} auf {i”...,t':.}. abzubilden. (Bei Auswahl

des P/ zugeordneten Punktes P dist die Zuordnung fir alle
ibrigen Paare festgelegt).

= Mit (*) und P;&I}';::,{’ ist 2w vierdeutig fest-
gelegt. Zu gewghltem =2, dist die Ordnerprojektivitat /5
eindeutig bestimmbt. ( [5 ist zundchst zweildeutig festgelegt;
dabei ist f3= %le'z;, 2

~l

Damit liegt in & die Angabe gemdB Satz 11 vor.

Es ist nun noch die Hauptraumfigur V;’ im Sinne von Satz 11
zu erganzen; d.h. wir miissen uns zu drei vorgegebenen Bild-
paaren die Raumpunkte verschaffen: Durch die Vorgabe von ‘6
kennt man von ¢;=&;%; die Zentralproj. éa‘ . Gesucht sind
. somit die Kollineationen ;¥ , a':7—- T .
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Z.B. 2%;': In T kennt man T
teil. Kreises) und E =

=> Poldreiseit bzgl. T in

?Tz‘ka;._zu—gin_ﬁl-l_nd nzIZ_,Z='§; ;

o =T e=> TuFe= Xu y, DuXe = Y« .

=>In & kennt man 2 DPunkte Xu, Yu .=y Ein weiterer Punkt

wird noch bendtigt.

w (Polarsystem eines null-
Kese =>
T oo

Die &4 -Bilder der Ldsungspaare (B;, p;) in @ sind
dreieckspolar bzgl. { Z;X.%.} und polar bzgl. Tw .
(= Ermittlung siehe 0.6 Aufg. 3 : (F;, D;) «)

Fir a‘.’;f muB also (analog wie fiir 26w ) gelten:
Zp'_i—'—i’fz ’ X:«.f——o-_X—u—, T — Y.
Wghlt man nun zu P} aus vier Moglichkeiten einen Lisungs-
punkt P;=P,e ¥ , dann ist a;' festgelegt.
= 2, ist vierdeutig bestimmt.

Durch eine gewdhlte Koll. 2¢;1 ist die Zuordnung des

1. Ordnungsbiischels zum 1. Kernstrahlbilischel (d.h. zu den
doppeltproj. Ebenen € £, ) bestimmt.

Zu E, =P'=! gehOrt in £;! ein Fernpunkt E,; dessen ¢ -Bild
ist P} = Plee, mit 2, | qlﬁ'{“ . = ;! ist durch e,
und 2¢;! mitbestimmt.

Ergebnis: e, und 2;' sind unabhingig von einander je vier-
deutig durch die Angabe gem#B Satz 14 festgelegt. => Die
Rekonstruktion ist 16-deutig moglich.

Beweis (b) : Geg.: Zwei # zuldss. H.R.F, ‘6 , ‘6*‘ in TecT
Xe 42\%, —— X*e @\Ypr mit: 4* Koll. @ ¢>P mit
X*=Xz Y Xe¥\Yo , vel. Satz 11 .

In Satz 14 wird behauptet: € ({é’—p- 72 ist Ahnlichkeit.

Zeige zundchst: 2 ist Affinitat.
Fir beide H.R.F. ‘@ und. ‘%* erfolgt die Rekonstruktion
so, daB zu der (vierdeutig bestimmten) Bildkollineation
2w in T' die Fernebene wc || gehort.
=22 1ist trivialerweise Affinitat.

22 ist Ahnlichkeit:
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Beide Rekonstruktionen (¢,, # Y! und (@1*,50,_*)-1
fiihren auf ein Poldreieck und einmal Pol-Polare in der abs.
Polaritdt in & .
=> (Za,%u) = & 5 (24, To) =9 5 (ZoZu)=: ¢, o drei
paarweise orthogonale Ebenen; D,4%,, P Z,.. Ebene und
Normale. |

Analog: é*, OL* , o(,f . paarweise orthogonale Ebenen,
o} 2§, P¥z}... Ebene und Normale.

= ?¢, ist Ahnlichkeit.

Fall 2 : Sei (¢, ) ein lin. Z.B.S, in welchem &
erstprojizierend, aber nicht zweitprojizierend ist.
(Z4Tw , ZoEw). = o wGerade, F @) -

In Tl-ec'ﬂ': Die abs. Polaritdat Tw induziert im Biischel der
| Ferngeraden durch Z4 eine

ellipt. Involution kj.Geraden.
=> Abs.Invol. &, doppelt

proj. Ebenen ¢ &, ist
Orthogonalitdt in & .

( & «."Orthogonalinvolution™).

In &' gilt dann: Die
1. Ordnungsstrahlen, aufge-
faflt als ¢ -Bilder der
doppeltproj. IEbenen sind in

einer ellipt. Involution, dem ¢ -Bild &z von &, , gekoppelt.
( &z 'ersebzt" W ).

Durch Angabe von Zj, 244 &g, , T und das Bildpaar einer
doppeltproj. Ebene ist Rekonstruktion moglich.

Genauer gilt:

Satz 15 : Kennt man die Ordnungspunkte von zwei wesentlich #
lin. Abbildungen des euklid. Raumes, bei denen die TFern-
ebene erstprojizierend (aber nicht zweitprojizierend ist),
so0 ist bei gegebener zulissiger Hauptraumfigur (2,1 @ )
jede Punktmenge aus ﬁ\#o— bis auf zentrische Streckungen
aus dem eigentlichen Zentrum Zp, achtdeutig rekonstruierbar,
falls das 1. Bild der Orthogonal-Involution doppelt-
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projizierender Ebenen, das 2.Bild der abs. Polaritdt und
das Bildpaar einer doppeltproj. Ebene gegeben sind.
Die # Ldsungen und die Ldsungen zu # Hauptraumfiguren
sind ahnlich.

-

Beweisg: Geg.: 12" s ﬁ?;;' , é" = gnalog zu Fall 1 : Konstruk-
tion von @' vierdeutig mdglich.
(Zu é" 9 y" , al und 4 Paare (P} ."."Pn!’ ), die dreiecks-
polar bzgl. ( é," , r;z", a') und polar bzgl. % sind).

Wir ergidnzen nun die Ordnerprojektivitat /3 :
Die Lésungspaare (P! , pj) haben bekanntlich die Eigen-
schaft, daB sie ein vollstédndiges Vierseit bilden, fir
welches das Poldreieck das Diagonaldreiseit ist.
~> J zwei Ordnungsstrahlen &' , 6" welche je zwei
der Punkte P! +tragen und welche kj. in 4% und harmonisch
beziigl. &' , %" sind. 6", 6" sind die 2, Bilder der
(zueinander . , doppeltproj.) Symmetrieebenen 6,,6; von
& und % . ' } /
=> Im 1. Bild hat man in der Involution ¢&jp! jenes Paar von
Strahlen 67T , 6§ aufzusuchen, welches gleichzeitig
harmonisch zu &', 9' ist. (Vgl. 0.6 Aufgabe 3,

: formuliert fiir die Schnittpunkte von {' ,nz' ugd 'O';., 6}'
mit '),
=] genau ein Geradenpaar 6}‘ , ,6} .




- 101 -

Ergebnis: 3 2 # Losungen fiir /5 :

poi &= 8 i E— &

1, T
6'1-————’ 64 6-1:‘___‘_ 6’; .

Bei gewshltem 3 und gewdhltem 2! (8 # Ubglichkeiten)
ist die Zuordnung 1. Ordnungsstrahlen <—s 1. Kernstrahlen in T
eindeutig festgelegt. |

wn. thgcrade
von I

rarn

=)

 Jede mogliche Koll. =, ordnet w' die Ferngerade (O von
punktweise zu, Z) @, ' = Z, =

=> 2z,;' ist bis auf Homologien aus PGL(Z,, ) bestimmt
(d.h. fiir zwei mdgliche Kollineationen @', #;' gilt:
A& =X € PCL(Z,,H) ).

Die Achse @ dieser Homologien X ist Ferngerade von T
=X ist zentrische Streckung (Zentrum Z;). ,

Ergebnis: Zu den 8 # Moglichkeiten fiir /& 271 ist o' bis
af zentrische Streckungen bestimmt.

Bedeutung der zentrischen Streckungen von 42@?(: aus Z,
fiir die Rekonstruktion in % :

Sei X=X'a;' , X=x'&;',
= Y Xe ¥ pgilt:

™ (X X Z,)=konst.=

= IV (X ¥ 2,).

== Die Rekonstruktion
ist bis auf zentrische
Streckungen von 7, aus
achtdeutig durchfiihrbar.
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Beweis (b) : Geg. sind zwei # H.R.F. ‘% R ‘6* 3
Beh.: e /{Q-—-wg mit Xea =X* ist Ahnlichkeit

2 dist sicher Affinitat, da V Tew gilt: U*ew
Mit ' = To@ = T @ seht das orthogonale Dreiflach
(&,9, Z,8) und (2,P,)L(Z,5,) iiber in das orthogonale
Dreiflach ( &%, q*, Z§, 8% ) wund in (2}, P}) L(2} B}) ,
vgl. Fall 1 .

— ae;?—a»? ist Ahnlichkeit.

Fall 3 :- Sei (g, @) ein lin. Z.B.S, fiir welches &
doppeltprojizierend ist (Z;Iw ). => T, ¥ | #

R induziert im Biischel

der 1.Fern-Sehstrahlen

eine ellipt. Involution &,

und im Biischel der

2. Fern-Sehstrahlen eine

Involution &g,.

= Auf
auf

e €llipt. Inv. &,

u=o
U=@ o ellipt. Inv. &,

&?"

/ =1In I': &4 w.ellipt.Inv. auf
©' (I Z1), €3 w ellipt. Inv. auf " (@'Iz0) .

Bemerkuns a): &z, stimmt genau dann mit der durch Fw auf
U induzierten absoluten Inv. iiberein, wenn U = Z4%w
also genau dann, wenn c‘:,, eine Normalprojektion ist.

b]

Fir die Rekonstruktion im Sinne von Satz 11 gilt hier

Satz 16 : Kennt man die Ordnungspunkte von zwei wesentlich
verschiedenen lin. Abbildungen des euklid. Raumes mit
doppeltproj. Fernebene, so ist bei geg. zuldssiger Haupt-
raunfigur (-Z,, Z, sind Fernpunkte-) jede Punktmenge aus
/’2\ Y bis auf Translationen parallel zur Stellung %%,
vierdeutig rekonstruierbar, falls man die Bildpaare
(W' w), ( &, &), (7 m") wvon w und zwei weiteren
doppeltproj. Ebenen % und 2 kennt, sowle das erste
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Bild der Involution abs. konjugierter 1. Fern-Schstrahlen
und das 2. Bild der Involution abs. kj. 2.Fern-Sehstrahlen.

Beweis: Durch &‘., "Z’ s o' und &' q' W' ist aie
Ordnungsprojektivitdt in ' festgelegt.

\

N 0.)‘16 (‘%:ﬁ‘ ist die
Zuordnung der 1. Ordnungsstrahlen zu &, (bzw. zum
1.Kernstrahlbiischel) festgelegt.

Durch &, 4 , w|e& wa &', g

Rekonstruktion von 277 :

Coest - \ s 1 —_ ! —
W2, o, — & N —>qy Ez,—> &3,
Interpretation von ;' als Ahnlichkeit von 7' (mit '
als Ferngerade und €&z, als absol. Involution) auf T
(mit @ als Ferngerade und &, als abs. Involution).

= 1 "Ahnlichkeiten" , :ae":: T— T .

Seien %, und ®;' zwei solche Ahnlichkeiten. Dann sind
27" , £;' entweder gleichsinnig oder gegensinnig.
(3 2zwei wesentl. # Moglichkeiten der Zuordnung der Fix-

punkte von &z, und &z, ).

Z, o ;! z, K P2 _
o % * —> Vel % X% Ww=Uw
Fa' F! 2,1 T =
2 F, E

Seien nun Z;' und #' gleichsinnig ( 2! ist entweder
mit =;' oder mit #;' gleichsinnig).
— 2,2 ?__,ﬂ' ist gleichsinnige Ahnlichkeit.
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—

—=2Z ! hat auf @ iiber € zwei # Fixpunkte By B s
ferner ist -Z‘Z(Qea.'ﬁ’e;‘) = Z, wegen —g(ae,-a"é:‘%g, 4‘{(22,3'2}‘} .
= ’264‘2;»‘{55 - = 2,.5'3;' ist eine X Koll. mit

der Achse & . Da & ,7 Dbei %, %' fest bleiben,

also Kollineationsstrahlen sind, ist Z,= ’é_ m  das
Zentrum dieser X Koll.

= Mit @ =T ..Ferngerade von T gilt: 2,.%, ist eine
Elation.

Ergebnis: 2;' 18Rt sich abgesehen von Translationen zwei-
deutig festlegen ( =7, 2;7).

Analog ist 2;": ¥ > T bis auf Translationen in ¥ in
Richtung Z, zweideutig bestimmt (unabhingig von =;1).

Der Schiebvektor
~J
PP liegt davel

in einer dompelt-

projiz.Ebene.
(w punktw. fest).

Erpebnis: (@, ¢, )" ist bis auf Translationen in Te
parallel zur Stellung Z,Z, vierdeutig bestimmt.

Bemerkung b): Der Zusammenhang ae:]Q-—? ’ﬁ zwischen den
Rekonstruktionen bezliglich verschiedener Hauptraumfiguren
'ﬁ , '«ﬁa* ist sicher eine Affinitét, denn VUew gilt:
U*e w . ‘
Tw induziert auf W wund T in natiirlicher Weise die

. absolute Involution &z in T bzw. €F in T.

Bei =2 wird U und £z, auf “u* und E&z* abgebildet;
&n geht in eine elliptische Involution (6;)*iiber, die i.a.
von der abs. Involution E€xx in T* verschieden ist.
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=% Die Rekonstruktionen zu #
H.R.F, sind i.a. bloB affin.
(Die abs. Polaritit ist durch
die Angabe nicht bestimmt).
Man kennt vom abs. KS. Q)

4 Tangenten = Doppelstrahlen
von £z, und £z, ).

24

Bemerkung c¢) : Das Rekonstruktionsproblem ist eine Aufgabe

der Totogrammetrie: Rekonstruktion eines Gelédndes aus zwei
Luftaufnahmen. = 2, , £, sind Aihnlichkeiten (Entwickeln
und VergréBern der Fobographie). Die Fernebene w ist nicht
projizierend (= es liegt Fall 1 vor). Die Bilder Tu , T
der abs. Polaritat sind durch die bekannte innere Orientierung
des Aufnahmegerztes und des VergroBerungsmaBstabes gegeben.
( 7 , M ist die Lntipolaritit am jeweiligen Distanz—
kreis). v

Flir die Angabe gemédB Satz 14 sind die Ordnungspunkte 4;,%)
erforderlich => Vgl. 2.3 Bem.b): Das Problem der ebenen
Projektivitat erfordert 77 Paare von Punkten allgemeiner
Lage., Hier gilt: Kennt man die Distanzkreise, so sind zur
Bestimmung der Hauptbildfigur bloB 5 Punktepaare allge-
meiner Lage erforderlich. ‘ '

(Satz von E.KRUFPPA).

Hauptsatz der Fotogrammetrie (FINSTERWALDER):
Kennt man von einem Objekt von ausreichend vielen Objekt-
punkten die Bilder in zwei Fotographien und die Distanz-

kreise, so ist das Objekt bestimmt, vorausgesetzt, das
Objekt ist keine "gefshrliche Fléche" (J.KRAMES).

2.8 lMaBaufgaben des Te (bzw, Te,d ) im lin. Z.B.-System.
Geg.: Mecl , TeacW , Elementmengen & , q , QZ l cT .
Hauptraumfigur (Q eines lin. Z.B.S. (¥, % ).
(Te ... To mit Winkelmessung mittels LAGUERRE-Formel,
Ted o Te mit Léngenmessung, vgl. 0.5).
* «. proj. Bildebenej Hauptbildfigur.
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Beh.: Jede Aufgabe des "We (bzw. We,d,) 1laBt sich in Lage-
aufgaben und in folgende '"MaBaufgaben" zerlegen:

1 : Wahre GroBe einer Strecke (in Tew)).

2 : Wahre Gestalt einer ebenen Figur (eines Winkels)
(in Te ).

M3 s Vervollstandigung der durch die abs. Polaritiat
Tw geg. Orthogonalitdt (d.h. Normale zu einer Ebene,
Normalebene zu einer Geraden); (in Te ).

Bemerkung: In le , wobei keine Einheitsstrecke ausgezeichnet
ist, kann 1M ersetzt werden durch

Ma: Ubertragen einer Strecke (die Gleichheit zweier
Strecken ist ein Begriff der Ahnlichkeitsgeometrie,
da die zur Langenmessung bendtigten Translationen
und Kugeln Begriffe der Ahnlichkeitsgeom. sind).

IMb: Teilen und Vervielfachen einer Strecke.

Un obige Beh. zu zeigen, untersuchen wir die gegenseitige
Lagen~- und laBbeziehungen von zwei Elementen aus {a’ub(] uy .

o

Fir P,Q|€4cTeu ist ein Abstand d(PQ)=PQ defi-

(2]

niert, vgl. 0.5 Folg. 4 = cesses (1)
/.]ix ﬁg : Geg. P,glelleq ; Ges.: "Normalabstand" DPg:
(2x &) In T,y : Ebene vl g mit vL1lP ceess (M3)
X £
__.-‘P* PP*=:§§ sevee (M1>

>~
v(fng : Geg. a,b windschief; Ges.: (1) Winkel <Y ab
(2) Abstand &b

(1) m T.: = /a mit &b =1 —» projektive For-

mulierung : _
- Be ) = AL\. essoce (Lg)
Au,q = 7 (1Ib) seo0ee (L,I)
(o R
dﬁb =:4ab seses (M2>
(2) In Ire’d_: Bel) = 'A-u, 9 b0w = Bl{, coosee (Lg)
.A.uBu,=.fu. eseomne (Lzl)

(fy—-Ferngerade von ¢ mit afp , b/¢ )
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Ne:=f,e o Fernpkt der zu ¥ mnormalen

Richtung ceses (M3)
Nas=&, Nb-=p ceees (I3)
Bi= &.b , A:= f.a ceeee (I3)
AB = :ab : ceses (M)

y

Anmerkung ¢ Fir a/b —> (1) <Xab = O,
(2) ab:= aB mit BIb, B beliebig, — vgl. ﬁxtg .
"Gaxf : Geg. g,&|eTe , Ges.: L ge .
<Ig€.=-—-— {gn, mit n. L ¢
= n.le mit n,IP (PIg) ceces (1M3)
A gn  siehe tyxty, (1) ... im wesentl. (112)

Ex¥

Geg. &,¢leTe , Ges.: J gg .
{6? s = <n€ Il? ; Ilé _L_é ) n?_l__P 9 eeoaee (MB)
I neng siehe @xﬁ y (1)w. im wesentl. (M2)

Damit ist nun gezeigt, daB die Aufgaben von Ted, im wesentlichen
bloB (M), (M2), (MB) erfordern.

Losung von (MJ) in einem lin. Zweibildersystem :

Vs.: (¢,¢ ) mnit w nicht doppeltprojizierend (z.B. nicht erst-
projizierend) = In 7': ', '3 T, TS Dbzw. Ex o
Te,y = OE=e, = In =« : O'y, E', O", E" ,

(M3) : al o < Aw = 8, Tw => Al = at o) .
alb <> A Xkj. B, in T, = A}, B! sind kj. in T} .

{Konj ugiertheit } { Konjugiertheit
<>

Orthogonalitdt € \der Fernelemente der Bilder der
in T, . Fernelemente, in

—
S

. ?coc, (‘{...Winkel) L‘?' kollinear ‘.f k\e ‘Ypfﬁ .

Gesucht : Kollineation u,: ¥'—g' s0, daB L)e' . 2hn-

lich ist zu ‘( c( Po = Y& 2y ,(%12‘/“““’"? —

(M2) : Wahre Gestalt einer ebenen Figur L)f (eines Winkels)

Bei ¢ St muB die Ferngerade a, von o (a, = ®w) auf die Fern-
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gerade u' von ¥ abgebildet werden; das (g, u«x)-Bild der
absoluten Involution é&q, auf a, muB die abs. Inv. auf der
Ferngeraden u' von ' sein. — A, ist eine Kollineation,
die &, auf die abs. Inv. auf u' abbildet.(  !MaBkollin.")

- Proj. Geom.: In der Menge {(“—a-}‘ 3

1!
\;T 2 P! A Kollineation mit dem LAGUERRE-
w \\ o § Vertreter als Zentrum und a, als
\ N Verschwindungsgerade (Koll.-Achse
' \
\.\r_ Qu beliebig / au X
\ ;\>// & 7! =#'<;I)q: p'y Bl q',Qu;
v’ - QLPL = al ; &, = I,
L = <LPSLQ) = : Jpq .

Aus dem LAGUERRE - Punkt erscheint der Winkel zweier Geraden
unverzerrt als Winkel zwischen den Bildern der Fernpunkte.

(Mﬂa) : Speziell Verschieben einer Strecke (Addition von Strecken)
a=AB=A1, Ges.: BIa mit B..Endpunkt der Strecke M+ AE.

Wir wdhlen & / a beliebig, »8.a = & ,
in o¢ eine beliebige Projektionsrich-
tung (Zentrum I w- o) —» Av->»A*, B: >B*,
In « legt A*1 eine //-Projektion fest
mit A* »41=F und B%->3B .,

Verschiebung ist eine reine affine La-
genaufgabe.

Ubertragen einer Strecke auf eine nicht parallele Gerade :

Geg. a=AB , b=1 2 , (a windschief b , b..:lz )
—_— — r—
Ges. BIb mit AB = 1B .

dfla mit 811, J—Projektion
in Richtung s=A1 =p Ar>1=A*,
B+»B* .
Drehung um 1 in & = 3b wird
ersetzt durch Projektion Dreh-
sehnenrichtung (=Richtung der
Winkelsymmetralen s,, s, von

Yab).
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M= $ee(Dy) , 56 =Su o (TE), SuB.E=B*..(L})

(2) Auf el=A! B. 3 Invol. kj.Punkte bzgl.Fo.

=» Bilder der Fernpunkte S, , Sgu der Symmetriestrahlen
S84, Sp 8ind harmonisch zu A}, B! und in der Invol. auf e}
gekoppelt = Konstruktion nach 0.6 Aufgabe 3 :
DV(SJuA Siq,, A,'ua B-'u. )“-1.

(M1b) : Teilen einer Strecke AB.

In Te ist der dié Strecke teilende Punkt X bestimmt durch
TV(X,A,B) = DV(X,A,B,A.), wenn A, der Fernpunkt der
‘Geraden AB ist.

Dann gilt in T
DV(X',A',B*,A})

[ 2]

]

DV(X,A,B,A,) = DV(X",A" B" A!) .,

Bemerkung: In einem lin. Z.B.S. (¢1)¥ ) , in welchem die
Fernebene w doppeltprojizierend ist (bisher ausgeschlossener
Fall), werden die die Vervollstdndigung von %w betreffenden
Aufgaben mit Hilfe einer dritten Abbildung ¢, auf den be-
schriebenen Fall zurlickgefilhrt, wenn & bezgl. ¢, allgemein
ist. D.h. man fithrt die To betreffenden Aufgaben in einem
Z.B.S. (%, ¢, ) oder ( 42, ¢ ) durch. Diese Methode heiBt
"Verwendung eines Nebenauges Zz (Z3f «w ) und einer Neben-
bildebene Ty " (M X 2z , Tz L Z4 oder Z,).

2.9 Spezielle lin. Zweibildersysteme

Geg.: 'ﬂ'e, r'-mic Te

I. "Normalrisse"

a) Die zum Z.B.S. (¢, ,% ) gehdrigen Projektionen §&,, &,
sind Normalprojektionen auf zueinander normale Ebenen T , T
- die zugehdrigen Kollineationen <,,2, sind #hnliche Trans-

formationen:
22 A Z1
— . o g e e R -
P P Z,
TET)
K #r) P«
y"Q., e o
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=3 Zwel Einschneiderisse der Axonometrie sind ein
Beispiel einessolchen lin. Z2.B.S. . I.a. sind dabei die
Ordnungs~Fernzentren = und , nicht kongruent
Ordnungsachse.

Das beschriebene Z.B.S. ist wm 2.Typus.

b) Speziell: "Zwei zugeordnete Normalrisse"

’ Darunter versteht man ein Z.B.S., dessen

zugehorige Projektionen é,j Normalproj. sind

iz p und fiir welches in der Hauptbildfigur die

| ° Ordnungszentren in einen Fernpunkt fallen,
wobei A die Identitdt ist. (= Die zuge-

|22y

;’ horigen Kollineationen =; sind 8hnliche
Transformationen zum selben Faktor).
~°p! = Das beschriebene Z.B.S. ist vom 4. Typ.
\r Speziell fiir TL1T , also fiir spezielle

Hauptraumfigur %, ist das Grund- AufriB-
Verfahren ein Beispiel. :

Fir mcle und (@, v ) vom 4. Typ gilt aber:
1 Zentrum % und H.R.F. % so, daB (g, ) Projektion
von zwel Projektionen éq, Cco,_ aus Z auf 7 ist.

ﬁ » Wir wéhlen o =% und ®,=;, , % ist
p S ,/Z Proj. von ¥ in Richtlm_g der Dreh-
e S sehnen der Drehung T ¥ (MONGE-sche
4 Drehung) Zentrum 2 (zwei Moglich—
keiten). ’

Das Xoinzidenzgebilde dieses Z.B.S.
ist die zu den Drehsehnen normale
Symmetrieebene [ von ¥ und T .
Das Bild einer allgemeinen Ebene o¢
ist eine perspektive Affinitat ey

., P'»P" mit der Achse (oI )'= (cx " )",

Zwei zugeordnete Normalrisse sind z.B. auch Normale Axonometrie
und ein EinschneideriB. (Die Bildebenen G./=F und #* sind
nicht normal !) ‘
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Bemerkung: In jedem der angegebenen Beispiele ist die Fern-
ebene w doppeltprojizierend ( W = W= ug)). Hir die
Losung von MaBaufgaben ist i.a. eine zusdtzliche Zentral-

- projektion §, ("Nebenauge" A) erforderlich. Z.B. &, mit

ZH Zentrum A .. Einheitspunkt der x-Achse
el und ¥ =T . |
= Mittels ( &y, &,) oder (,é,_,és) erfaBt

man die abs. Polaritat .

Flir jeden NormalriBl gilt aber auch: Das
Bild einer Ebenennormalen ist senkrecht
zur Hauptlinie der Ebene. =2 Die LOsung
der MaBaufgaben ist daher fir zwei be-
liebige Normalrisse elementar ohne
Nebenauge mdglich. (Z.B. speziell: Grund-

AufriB).

II. "Axonometrie"

Vgl. 1.3: Ebenes axonomebtrisches 7-Eck {Pj ’ EKL} 3
+ X' durch (X$,, X!, X}, ) be-
stimmt.

Das axonometrische Bild entsteht
durch Projektion ¢ aus dem
Ausnabmepunkt 2 auf T .

a) Wir untersuchen die Kopplung
zwischen dem axon. Bild und
einem ax. Nebenbild.

Z.B. (ax. Bild X',
{ax. Nebenbild Xg} =+ (X', X!) =27
X! ist lin., Bild fir ¢, ..Projektion aus Py=: Z, auf
¥ =PoPy Py
Daneben ist Z =%y, T (=77 ) —=> Z=2.] PP}
—> Zy=Z}=Pl; {X', Xi, P!} kollinear V X e ?\{z,,z?_}
=> 3 Ordnungsprojektivitét, und zwar gilt: ﬁ = ¢ .
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Ergebnis: Das ax. Bild gekoppelt mit einem ax. Nebenbild
ist ein lin. %Z.B.S. vom 4. Typ.
Dabei gilt fiir die zugehdrigen Kollineationen =,:T—f ' ’
2 T 3 {X'} kollinear zu Zentralproj.& auf T
(vgl. Satz 3); d.h. 3 = :X->X'. = = ist diese
Kollineation = . %, stimmt bei Beschrénkung von & auf
P,P P, mit e iberein: ,:= ({|F)2=PBPp= [ ..
Koinzidenzebene.

Bemerkung: Falls Z=P; => Z5=P; unbrauchbar = Z, ist
in eine der iibrigen Ecken des Koord.-Tetraeders zu legen,
T ist die dieser Ecke gegeniiberliegende Koord.-Ebene.

_1_3_2 Beh.: Zwei axonometrische Nebenbilder bilden ein lin.
Z.,B.S. vom 2. Typus.

Z.B. (X}, X}) ev. (¢, 2) = (§12,,6, 2,)
£, o Zentrum Z,:=P; , Bildebene T :=P,F,P,
{2 ee Zentrum Z,:= Pz , Bildebene T :=B, B P,

Vgl.Satz 3: Axonometrie ist kollinear zu Zentralproj. ¢
aus =~ (X 4|P,, Py) auf TcT (d.h. 3 ®X:T> 1!, T
Zeichenebene)

= Wir beniitzen (& |F Y22 als Kollineation %, und
(f‘)lf )22 , als Kollineation %, .

. Mit obigem &; und @; und allgemeinem

axonometrischen Siebeneck gilt:

Die Ordnungszentren P/=Z) und Pj=2;

strahlen treffen einander auf P; P;
(P3P} ¥ /P;,P}) = P4P} ist Ordnungs-

sind verschieden, zugeordnete Ordnungs-— .

achse = 3 ist Perspektlvzn.té'.’c =>(%,%)
ist vom 2. Typus. AZ )2
. _ T X
Speziell: SchrdgriB (frontale Axonometrie)
Aufrifl -~ SchridggrundriB ist lin. Z.B.S.
vom 2. Typ.
" Pir die MaBaufgaben ist der Einheits- - 44,4..{-
punkt der x-Achse als Nebenauge ver- \ % X'g ’f
wendbar.
s/
~ \\  | P /;xl
z,_/ T
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m "Zentralprojektion"

Beh.: ZenbralriB und ZentralgrundriB ist ein lin. Z.B.S.

vom 4. Typ. )
dxe Azs (P ) = (biz, 6%,
~— ‘Wir beniitzen die Zentralproj. &
= o/\ .
T= © .. 0% als Proj. &, und die Bildebene
: / der Zentralproj. als T und als
S X'J Zeichenebene => @5 =1( .
. FEm)=7 .
| Unter dem ZentralgrundriB versteht
| man das é ~Bild der Normalprojektion
ic i : o=
X auf eine zur Bildebene T =T

‘ . normale Ebene [ M)=T , (FI Z,)

—» Projektion &; .. Normalproj. auf [" =T , (Fernpunkt 2,,)
%, = &[T .
=> ZY und Z; fallen in einen Fernpunkt von ¥ (Z;=Z}=Z);
X¢,X' zjy=Zj-kollinear —>die Ordnungsprojektivitét @ ist
die Identitdt (Ordnungsstrahlen bilden || -Strahlbiischel)

= (¢¥) ¥, ) ist ein lin. Z.B.S. vom 4.Typ.

Das Koinzidenzgebilde dieses Z.B.S. ist die Grundebene [ .

Das (%, 4 )-Bild einer allgemeinen Ebene o¢ fithrt auf eine
perspektive Affinitdt 20 in T . Die Achse von gz, ist
die Grundspur (o. P )¢ von ot , Affinitétsstrahlen sind
die Ordnungsstrahlen X<X'¢

MaBaufgaben in der Zentralprojektion

(M) : Wegen 2, =( kennt man das Bild der Einheitsstrecke
=5 (M1) kann direkt gel®st werden.

%.B. (Ma) (vgl.2.8) "Ubertragen einer Strecke".



- 114 -
‘Das "Messen" einer Strecke AB
erfolgt in der Zentralproj.
( = ) nach Ubertragen von AB
auf eine (beliebige) Gerade in
der Bildebene .
a allgemein, A,B a, AB,
Gerade b s0 gewdhlt, daB
b die geg. Gerade a trifft.

(a.b = P..Spurpunkt von a ).
Losung von (M1a) im vor-~

o - liegenden Fall siehe 2.8. mit

ZentralriBf - ZentralgrundriB als speziellen lin. Z.B.S.
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Wir konstruieren zunichst den Spurpunkt P (P®, P'“=a'g)
und legen durch a eine beliebige Hilfsebene & (Fluchtspur
eS T AL , Spur e ef durch P , deren Spur e als
Hilfsgerade bcxy beniitzt werden soll. Die Ubertragung.
der Strecke AB von a auf b erfolgt bekanntlich durch
Projektion in Richtung einer der Winkelsymmetralen von
Yab (Fernpunkte Sy, Ssw) => Sty S| e und sind
einerseits harmonisch beziigl. AL und BE (BS ..Fernpunkt
von e ) andererseits antikonjugiert besziigl. des Distanz-
kreises (vgl. 0.6):
H(AS, BS, S&, 5,0 => Sse, S5, symmetrisch zu A% und

antikonjugiert beziiglich (° ) .

Zwischenbemerkung: Fir das Polarsystem eines nullteiligen
Kreises ¢ gilt folgender

Hilfssatz: Jeder Halbkreis k 1iber zwei bezliglich eines

nullteil. Kreises ¢ kj. Punkten 1,1 +trifft den reellen

Vertreter ¢ von ¢ in Gegenpunkten.

. IMir den Mittelpunkt M wvon ¢
'gilt ndmlich elementar:

Ist P der LotfuBpunkt von 1

auf M , und ist ™M = x , MP = X4

dann ist x.x4= r?*= konst.

die Potenz von M Dbeziigl. k

( © e. Radius von c" ).

Speziell eine durch einen Schnitt-

punkt von k wund c¢" (etwa durch

K,) gebundehe Gerade g durch I

trifft daher k notwendig im

zweiten Schnittpunkt K, =—» K,, K; sind Gegenpunkte von c%

Mit diesem Hilfssatz 18Bt sich das gesuchte Symmetriepaar

Sﬁb, Sﬁ; als Schnittpunktepaar von e§ mit jenem Kreis
e o o—k um AL konstruieren, der den
i H
 Sha %@ Distanzkreis in Gegenpunkten trifft.

/  (Die gleichen Linien erfahren in der

\ H.Vs. eine rdéumliche Deutung: MeBpunkt
Ma einer Geraden a mittels Abstands-
gleichheit M AL = OAS.
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(M2) ¢+ Vgl. 2.8, wahre Gestalt einer ebenen Figur L@fCOC
(ol T ).
i
Bezeichnung im ZentralriB : (& W )' =a' =: al s ‘<€=z ‘fc

Wir suchen eine Kollineation Ma der Bildebene auf sich so,
daB  fpe ~ % (Mx ..'MaBkollineation").
Z.B. ist eine geeignete MaBkollineation ) Jjene persp.
Kollineation, welche das Bild h® einer Spurparallelen
der Ebene & zur Achse und einen der LAGUERRE-Vertreter

L des Zentralbildes &7, der abs.Inv. auf  zum Zentrum besitzt.

Mittels des obigen Hilfssatzes
verschafft man sich zwei Paare
antikj. Punkte auf ag beziigl.
des Distanzkreises {7 (etwa
Zentralpunkt 1 und Fernpunkt
1, 2und 2 symmetrisch zu
= I, ist ein Schnittpunkt der
Halbkreise iiber diesen Punkte-
paaren. (Dabei gilt auch
elementar (H.V1.):

fiir L=:Me : aiM«= 0a% ).

Die Achse h° von ,tw ist parallel zu ax . Ist speziell
h®=a die Spur von o , so ist ‘{—’(u.d 39 T ¢ .

Fir die Verschwn.nd z_lgsgerade ay von /Lx gilt:
aul‘qq_’ h.c avo .

Anwendungen: (1) Direkte Achsenkonstruktion eines Kreisbildes

Geg.: Xk (oty, M; 1), s nicht ausgeartet.

Fall 1 : mp ist so beschaffen, daB die durch ki auf a
induzierte Invol. kg. Punkte elliptisch ist.

. Mo ist Kollineation —» das Polarsystem von k° geht bei

Mo in das Polarsystem von k¢ iiber == der Pol N¢ der
Ferngeraden u (=a{ ) der Bildebene & bzgl. k¢ ist das

NJ ~Bild des Poles NS der Verschwindungsgeraden a,,
(in m, ) beziiglich k¢ . (N°,..Mittelpunkt von kC°).

1)



Sind x¢, y°¢ das Rechtwinkelpaar der Invol. kj. Durchmesser
von k¢ (also die Achsen von Xk© ), dann erscheinen deren
Fernpunkte X¢, Y¢ aus dem Kollineationszentrum Me unter
T X¢, Y* sind - als Fernpunkte kj.Richtungen von k° -
gekoppelt in der Involubtion kj. Punkte beziiglich k¢ auf der
Ferngeraden a§.=—> . Nach Ausiiben von il 3 Punktepaar
XS, ¥§ auf ay, mit

(1) ¥ XS Mo ¥s = V2

(2) X5, ¥$ kj. bezliglich k§ .

Konstruktion von X$ u. Y5 wie folgt:

Aus dem LAGUERRE-Punkt L der durch k§ auf ag

induzierten (elliptisch vorausgesetzten) Invol. kj. Punkte
erscheinen alle Paare kj. Punkte unter ¥ , aus M«
hingegen genau das gesuchte Paar X§, Y§ .

—> XS, Y§ sind die Schnittpunkte von a$ wund dem Thaleskreis
durch I und M« mit der Mitte auf avw .
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===>x° // M«X‘o’ 9 yc ll PI(&YS . = xg =xc/(“'°4 9 Y§=yc(“a L2
Sehnen von k& durch NS § = Achsenendpunkte von k¢

<

sind die //.1 ~Bilder der Sehnenendpunkte von ks .

Fall 2 : Mo 18t s0 beschaffen, daB die Involution kj. Punkte
auf ay, Dbezligl. kS hyperbolisch ist. =2 Doppelpunkte
US , V§ (#) dieser Inv. sind die Schnittpunkte von k§
mit ayp => U¢, V¢..Fernpunkte wvon k¢ = k°..Hyperbel.
uf, vé..Tangenten von k§ in U5, VS5 =—uc, vc...
Asymptoten von k¢  ui.vs=NS ..Pol von a§  bzgl.
k$ 7&:—"1—>N°...Mittelpunkt von k€.




- 19 -

—> Achsen x¢, y¢ elementar als Winkelsymmetralen von u®,y®
—> X5=x%mnu ¥§ =y eo»Behnen von k§ , Sehnenend-
punkte sind in ! den Achsenendpunkten von Xk° zugeordnet.

Fall 3 : Mo ist so beschaffen, daB a§, Tangente vonr k$
ist = k§ ist Parabel.

UG

U5 .. Beriihrungspkt.
von k$§ mit ay% =
U¢..Parabel fernpunk
(= Achsenrichtung)
=> Scheitel A° von
k€

Tangente +¢ in A° ist
1 zur Achsenrichtung
= T¢ . .Fernpunkt
der Scheiteltangente
= To— T/‘*“«. $

4 Mo US= W2, t5...Resttangente aus To an k§ , Be-
rihrungspunkt AS = A, =3 A° ~Ao(u- . :

Fall 4 : k mnullteilig, gegeben durch ellipt. Polaritdt
(Antipolaritdt am reellen Vertreter k™ ).
Zentralproj. von k analog zu Fall 41 . Reeller Vertreter
(k)" des Bildes k¢ von k ist # vom Zentralbild
des reellen Vertreters k¥ von k ! "Reeller Vertreter"
ist ein affiner Begriff |
Festlegung von (k¢)' durch das Zentralbild (ﬂ'k) von Ty
=> Bestimmung der Involutionen kj. Punkte auf den
Achsen von k€ ,

Anwendung (2): ZentralumriB einer Kugel (einer Quadrik):

Dazu: Zwischenbemerkung iiber proj. Polaritéten im dreidim.
proj. Raum [ (vgl. Proj.Geometrie):

Def.: FEine bijektive inzidenzentreue Abbildung d: I1(¥)—T(¥)
heiBt "Polaritét" oder "involubtorische Korrelatlon" <>
V 5,YeT(®) mnit XIYd = YIXd.
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("Konjugiertheitsrelation ist symmetrisch")
Speziell: Tr iiber R = § automatisch projektive.

Def.: A, o« , a heiBt ein selbstkj. Punkt, eine selbst-
kj. Ebene, eine selbstpolare Gerade ("Erzeugende")-<>
ATAS  bzw. 3P in o« mit BS=ox bzw. VP auf
a gilt PJST a. ‘

Def.: Polaritdt & mit 3~ selbstkj. Punkt heiBt "elliptische
Polaritat". |
§nit 3 PeT) nit PIPS A 3 Qe TE) mit
QF QF heiBt "hyperbolische Polaritit".
§ mit I in T(¥) nur selbstkj. Punkte (d.h. V¥ Pe T(})
gilt: PI P& ) heiBt "Nullpolaritat" (:db ).
{P mit PIPS} heiBt "Kerngebilde" ("Basisgebilde")
der Polaritat.

Hilfssatz 4 : Fine Polaritdt & # Nullpolaritit 4, ist
festgelegt durch ein Poltetraeder und ein "fremdes Paar"
Pol-~Polarebene. (In J, 3" Poltetraeder).

J #8, induziert auf jeder Geraden g eine Involution
kj. Punkte. (A,A'leg kj. <> A'= g.AS )

§ 48, induziert in jeder Ebene ¢ceTl(¥) mit &Fe&d
eine ebene Polaritdt ("Spurpolaritédt'von d in ¢ ).

Hilfssatz 2 : 3§ genau 3 # Typen von Poltetraedern: )

(1) Auf allen sechs Kanten des Poltetraeders ist die Inv.
kj. Punkte elliptisch.

() Drei von einem Punkt ausgehende Kanten tragen hyp.
Involutionen, die iibrigen (in einer Ebene liegenden)
Kanten dagegen elliptische Invol.

() Die Involutionen kj. Punkte sind auf zwei wind-
schiefe Kanten des Poltetraeders elliptisch, alle
ibrigen sind hyperbolisch.

Weiters gilt: Alle Poltetraeder zu einer Polaritét & in
T (R) sind vom gleichen Typus . =
(1) -Polaritédt .. elliptische Polaritét iiber R , (Basis-
gebilde ist die leere Menge).
(Il) ~-Polaritdt .. hyperbolisch, Polarsystem einer ovalen
Quadrikx P ( ¢ ..Basisgebilde)
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(l}) ~Polaritédt .. hyperbolisch, Polarsystem einer ringartigen
 Quadrik @ (P ...Basisgebilde)
Re€: § w.(l) -Polaritdt ist iiber € hyperbolisch,
Basisgebilde ist eine nullteilige Quadrik CD .
—> Uber R : ' ist Antipolaritiét an der reellen
Vertreterquadrik @' von & .

Bemerkung a) : "Tangentialebene" & der Basisfléche <¢> einer
Polaritit 4 : &=:Ed A EILle . In & ist
die Spurpolaritédt ausgeartet zur Involution kj. Flédchen-
tangenten in E . Die Doppelstrahlen dieser Involution
(falls 3) sind Erzeugenden der Basisfliiche < . Ist
diese Involution speziell eine Rechtwinkelinvolution,

80 ist E ein Nabelpunkt von <P .

Bemerkung b) : XKugelbegriff siehe 0.7 Folg.3:

Einteilige Kugel CP <> in w 1induzierte Spurpolaritat
ist die absolute Polaritdt; dJ ist (ll)-Polaritidt; in
jedem (reellen) Punkt von P ist die Invol. kj. Tangenten
die Rechtwinkelinvolution.

Nullteilige Kugel P <= Spurpolaritéit in w ist die abs.
Polaritdt; J  ist iiber R eine (l)-Polaritit.

Damit: Zentralbild einer Kugel bzw. Quadrik.

Allgemeines Konstruktionsprinzip fir das Aufsuchsen des
scheinbaren Umrisses uf einer Quadrik qD (iiber RcC)

(1) Festlegung des zu ¢ gehbrigen Polarsystems

(2) Aufsuchen der Spurpolaritdt Mo in der Polarebene des
Auges O der Zentralproaektlon. (Vs. O 1liegt nicht
auf (¢> ).

(3) Projektion von Ty aus O auf die Bildebene I = Ty .

(4) u° ist Basiskurve von Ty .

Eine von diesem Konstruktionsprinzip abweichende Methode

ist bei Projektion einer Quadrik auf eine Kreisschnittebene
angebracht (z.B. & ist Kugel oder Drehquadrik mit zur Bild-
ebene lotrechter Achse):
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© Formulierung iiber € : Die zur
Bildebene I || Tangentialebenen
T, , ®, beriihren ¢ in Nabel-
punkten N;, N, — Doppel-
strahlen der Involution kj.
Flichentangenten in N, ,(Ng)
sind die isotropen Geraden in
% (M) durch N,(W,) . Diese
isotropen Geraden sind Erzeugende
von &, => Thre Zentralbilder
" (d.s. wegen.ﬁﬂﬂﬂﬂ% die isotropen
Geraden durch Nf, N{) missen den scheinbaren Umri8 u¢ von &
beriihren.
Die Punkte, aus welchen an einen Kegelschnitt isotrope
Tangenten gelegt werden konnen, sind die Brennpunkte. =>
= Nf, N§ sind Brennpunkte von wuc.

Beispiel: ZentralumriBl einer nullteiligen Kugel CP
Geg.: H,d; P {MI¥ ;lrl}

A ZMI i
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(1) SeitenriB auf die Symmetrieebene MOH
=> % 0", a" mit ala durch M. .

(2) Festlegung der Inv. kj. Punkte auf a (sie ist elliptisch)

M°..Zentralpunkt, LAGUERRE-Punkt L mit LMcélrl .
Wir suchen jenes Paar 4,T das bei Projektion aus- @ den
Fernpunkt 41°¢ und Zentralpunkt 4¢ =N¢ der Bildinvolution
liefert. M=2 , 2=a.w ist ein weiteres Paar = 2°=l1° ,
2°=H . .

(3) = Bild der Inv. auf a festgelegt durch Zentralpunkt N°
(Mittelpunkt von u¢ und (u¢ Y ) und das Paar (M°,H)
—> LAGUERRE-Punkt IL,=> Symmetriepaar (N§)", (N5)"...
Brennpunkte von (u¢)’ .

(4) L = Cp_w = u® beriihrt ()¢ doppelt; Tangenten in den

‘ Beriihrungspunkten sind die Bilder der UmriBerzeugenden
des Asymptotenkegels (Spitze M¢) = TUmriBpunkte von
Qr liegen auf der Antipolaren m® von NM“ beziiglich
9" .

(5) Festlegung der Inv. kj. Punkte auf a® bezliglich u° .
Zentralpunkt ist N®, IM°=3 wund 3=m®.a° ist ein Punkte-
paar —> LAGUERRE-Punkt Ly —> Symmetriepaar A™, B™
sind Scheitel von (u°)? .

a Reliefperspektive

Geg.: Objekt ‘{ festgelegt in einem speziellen Zweibilder-
system, n#mlich durch Zentralbild ¥° wund Zentralgrund-
riB §' in der Zentralprojektion & (Zentrum A , Bild-
ebene ¥ , Hauptstrahl h ).

Wir unterwerfen ‘1€ einer rdumlichen Homologie =:T->l mit

Z auf h (Z2#A) als Zentrum, T =0 als Achse, wobei dem
Augpunkt A der Fernpunkt A% =:A" von h zugewiesen werden
soll. -

Das Ergebnis ‘fa =: $"  heiBt "Relief" von ¢ und soll
durch ein zweckmﬁﬁiges 7.B.S. erfaBt werden.
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w' v
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MONGE
B — t ez O ,/’ ///"‘
A=

Wir vervollstédndigen zunichst die Homologie & 3
A mit A=z ..Fernpunkt von ZA=h heiBlt "Hauptverschwindungs-
punkt" = Verschwindungsebene » durch A parallel o=% .
» . — —> . .
= QDX ==w//o<. mit oW =vZ = :t.."Relieftiefe"
(Bei 22 wird der Z nicht enthaltende Halbraum beziiglich
oc  abgebildet auf den Streifen "zwischen" o und " )

Sei P ein Punkt von T eFx s P#IA,Z)'==} Pz =P durch
Angittern: PA,x = P® fest == PT= (PZ).(PcA™)

Ergebnis: V P #|%Z,A gilt, daB der Zentralrif P¢ von P
aus A auf die Bildebene ot ibereinstimmt mit der Normal-
projektion (Proj. aus AT , "AufriB") des Reliefs P”
von P auf die gleiche Bildebene (Satz von GOURNERIE)

=> P¢= (P7)"

= ‘?cz ?'rﬂ

Um ein weiteres zweckmdBiges Bild des Reliefs zu erhalten
treffen wir fiir den ZentralgrundriB folgende Voraussetzung:
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Der ZentralgrundriB sei bezogen auf eine Grundebene Tl
mit Am=t . '

Wir konstruieren zundchst das Relief P'"™ von P' durch
Angittern = (P')°= (P'T)" , siehe oben. Dabei gilt mit -
PP'Lm (Mmla), daB auch PTP'"Lm; ist. = "GrundriB"
(PT)' des Reliefs P'..Normalprojektion auf M . =—> P =
=Py &= (PN . |

Ferner sind die Dreiecke Z A (» ™) und (PH™ (P (cTy)
zentrisch #hnlich beziiglich P' . =3> Wegen der speziellen
Wahl der Grundebene M mit ZA = A(Y M)  gilt demit

Streckengleichheit fiir EITE') (=P)'a) und (P'e)(oem)

Ergebnis: Die Normalprojektion des Reliefs ‘fT auf die
Grundebene T' (also der "Reliefgrundrif") ist dem
Zentralgrundrif  ¥'¢  von Y aus A auf
kongruent und kann mit diesem etwa durch Drehung von
um (0.T1) zur Deckung gebracht werden (MONGEsche Drehung).
(Satz von STAUDIGL).

Satz 17 ¢ Wird 'ein Objekt ‘{ nach dem ZentralriBl - Zentral-
GrundriBverfahren abgebildet mit der Achse <o einer
rduml. Homologie 2 als Bildebene (Z...Zentrum von = ),
dem Hauptverschwindungspunkt A von 2 als Auge und
einer Grundebene im Abstand ZA unter dem Auge,so erhdlt
man Auf- und GrundriB des Reliefs fae =" von ¥ .

Es gilt dabei: v(ﬁ,ec,'f“) = (‘f’",‘f")

Ungekehrt gilt: Jedes beliebige Bildpaar ( *f‘,‘f'c) 188t
sich als Auf- und GrundriB eines gewissen Reliefs 7
des zugehorigen Raumobjekts deuten, wobei die Bildebene
die Achse der betreffenden Homologie € ist und der Ab-
stand Auge-Grundebene die Relieftiefe +t festlegt.

(2 ergibt sich so, daB das Auge der Hauptverschwindungs-
punkt von 2 ‘ist. = Z ist stets eigentlich). :

Bemerkung: Benilitzt man anstelle der persp. Kollineation =2
(Z,0) eine perspekbtive Affinitét ®a mit der Achse o
(2o festgelegt durch ein Paar zugeordneter Punkte P,P7),
s0 entsteht nach Anwendung von . auf ein Objekt ‘1? das
sogenannte "Parallelrelief" ﬂf" von ‘{ .
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Wir versuchen nun wieder, ein geeignetes Z.B.S. des Objektes
mit einem des Parallelreliefs Y¥" zu koppeln (etwa dem
Auf- und GrundriB (f“',?“) von f‘” D

A ,
re—2,
fr’/A
g - Z—1 £y
— /A
=Py -prs
\ T4

Wir konstruieren den AufriB8 P™ des Parallelreliefs P’ von
P (Normalprojektion auf & =T, , Fernpunkt Z, ).
Y Qe Ta  gilt dann: A Q Q"Q™ zentrisch #hnlich

AP P'P™, dabei ist Q" [/ PPT , QTQT"[|PTPT™" — es ist
auch QQ™"//PP"". = Der AufriB des Parallelreliefs " ent-
steht durch eine gewisse Parallelprojektion, welche durch

. das Angabepaar P,P" (und die Achse & =M ) bestimmt ist.

<€ T .,.SchrégriB aus Fernpunkt A=(FP™). .

Ferner gilt: Es ist  TV(P'PT'od) = TV(PP'X) = (=TV(Q'Q™'e) )=
=konst. mit P", Q"..Grundri8 von -PT, Q", === Nach Ausiiben

der MONGEschen Drehung ist dann Q'QT! // P'P" VYV QeTa

also ist auch der Grundri8 wvon ‘rF"' ein gewisser SchrigriB
(Fernpunkt Z,).

I.a. gilt dabeis Z,4 A .

Im Sinne der Umkehrung von Satz 17 gilt aber stets:

Zu vorgegebenem Schrigrif-Schréggrundrif eines Objektes ¥ :—]*
Parallelrelief ¢"==, , dessen Auf- und Grundrif mit dem
vorgegebenen SchriagriB-Schriggrundrifl iibereinstimmt,



oL =T3 Rekonst i H
A(Z') 1 a/’”/f onstruktion von 2,
P, L 1" Geg: o ,A; P¢, P's ,

7 PTeps = Wihle belieb. Grundrif-
T ebene T Lo nicht durch
= ///// P, *
o

= (AP'S).m = P',

= P aguf AP® mit Po =Pk .
P': P""= PS, Plx= P'sg,
=>2a durch P,P™ und o
festgelegt. (Unabhingig

von I3 !)

§ 3 Lineare Zweispurensysteme

3.1 Vgl. Satz 2 : Eine lin. Abb. ¢* aus dem Ebenenraum W(%)
in die proj. Geradenebene ¥ ‘(UJ') ist entweder bijektiv zu

einer Kotierung oder kollinear zum Spurenfeld in einer
Ausnahmeebene > ¥ (und dann surjektiv). ;

¥¥ surjektiv => Kotierung.scheidet aus — ¥ ist i.w.das
"Spurenprinzip”.

D.h. in T ist eine Ebene c‘_): =% ausgezeichnet, das
Spurenfeld () wird vermSge einer Kollineation &«* auf

7'(Y)) abgebildet.

Jede Ebene & #&  besitzt ein ¢*-Bild x' mit x's=
=(€.§)%* . =

Die @*-Fasern sind die Ebenenbiischel um die Spuren in ¢
geschlitzt léngs 6, . => ¥ ist nicht injektiv !



-~ 128 -

Wir wollen nun analog zu 2.1 2zwei lin, Spurensysteme 903", R

gf,_* koppeln um eine bis auf eine gewisse Ausnahmemenge
bijektive Paarabbildung zu erhalten., —> 5,0,* ’ st miissen
sicher wesentlich verschieden sein (also nicht kollineap)

—_ Z«*==é,, und Zgr-:éz

sind verschieden; zu é,

gehdrt Koll. @ ¥: é,—wr‘(DJ'), zu &, gehdrt ae}{:éaﬁzr'(lg")

Cg'- g

Hierbei ist f(cﬁ*)cfl*) = (x',x") mit:

a'rl:grn

Im Gegensatz zum lin. Z.B.S. ist fiir das Zweispurenpringzip
die Verschiedenheit der Ausnahmeebenen £r,62 die einzige

wesentliche Voraussetzung. (Thr

entspricht dual im Z.B.S.

die Vs. Z,#Z2 ). —> T'(¢}) nicht ko1l. 7'(Y") .

Bemerkung: Die fiir das lin. Z.B.S. getroffenen zusitzlichen

Voraussetzungen betreffen die

willkiirlichen Bildebenen ¥
Bei Formulierung des Z.B.S.
iiber die zu den Bildfeldern
kollinearen Sehstrahlbilindel
(Faserbilindel) entfallen diese
zusédtzlichen Voraussetzungen.

éq-éa-.::a—..“Doppelspur". & ist erstes Bild von &, (o=3,)

und zweites Bild von &, (o=%, ).

x'=§ @F =X’ (=86 ).
x"-‘-f‘{’f =X 2} (§=€~§2)-

T
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=3 zg=5@"; s ZY =24 aet = 2z, zy sind bijektiv gekoppelt
und heifen "Ordnungsreihen" des Zweispurenprinzips.

Wir verlangen zusdtzlich, daB die Kopplung zwischen Z3
und z]| eine Projektivitdt ist und daB das Erzeugnis dieser
Projektivitdt i.a. ein Kegelschnitt ist. D.h. wir treffen
iiber den Kérper K wvon N (und &' ) zusdtzliche Voraus-
setzungen: :

Vs.(1) : K gestatte bloB den trivialen Automorphismus
(= =¥, 962' automatisch projektiv: =3 Projektivitéat

/5*‘ ?222"" 12";5;' 3 A% . "Ordnungsprojektivitdt")
Vs.(2) : K sei kommutativ (=>3 in T sinnvollen Kegel-
' schnittsbegriff).

Analog zu 2.1 heiBit {z}, z);A*} "Houptbildfigur" in &' .
Dual zu 2.1 sind vier # Typen von Zweispurensystemen zu
unterscheiden:

1. Typus : z§ # z3, A¥ nicht Perspektivitét
=> 3 Ordnungsgeradenkegelschnitt
2. Typus : zj # 23, A* ist Perspektivitit
=» 3 Ordnungszentrum (dual zu
Ordnungsachse bei Z.B.S.)

3. Typus : zj

]

! * A~
Zgy A#1L T ———— 2} =2}

zg 2 Ar=t o 22l

L 2]

4, Typus z4

Das Spurenebenenpaar {c‘;,,gz} heiBt "Hauptraumfigur" des
Z.B.S.

Eigenschaften des lin. Zweispurensystems (&% goz*): E’-» Z(Y'x‘q(”

1) Die Definitionsmenge von (@¥,¢f) : D (ghy) = g\{ﬁ&
(@4 ¢¥) ist in D(@5 ) injektiv:
Sei &eC\lo, <S(@Y¢*) = (x',x") , wobei gilt:

x' #2z), x" ¢z und (X'.Zé)=:’l'c——-—vﬁ* (x".zf)=21"
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Z.B. (@} ¢5) vom Typus 1 :
—> ¢ vermittels (7)7, (¥)' ein-
deutig rekonstruierbar.
T=x'(@), ¥=x" ()" und

é =XX. —_
Speziell: & mit ,erT{ —
X=X=¢ => x'=z} , x"=2z}
==>§ ist nicht eindeutig rekonstruierbar.

2) Das ( X )-Bild eines Ebenenbiischels é’ (=:"Gerade"
¥ q

in T ):
g "allgemein", d.h. g windschief Lo’ .

- G'=G=Y¥ , G'=Gz;  mit G'Tz} , G"Ez}. |
Vée &g gilt : ECeH ) = (x',x") mit x'I6' , x"TG";
(x'.z)= z'l'r-,ﬁ>(x".z") 1", = qg.;;q'an (Dies folgt auch
aus Oz X &]g ). |

=> Das (#% ¢¥F)-Bild eines allgemeinen Ebenenbiischels gg ist
ein Paar projektiver Geradenbiischel.

Speziell: g "erstinzident" (d.h. ng,” R g{é)?_ ).
= X =g fest Véega
— {x'} ist eine feste Gerade (und
kein Biischel).
{x'} # 28
{x"} ist ein Biischel um G" .
Analog: g "zweitinzident".

b/
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Speziell: g "doppeltinzident" (g =0 )
{x'] ..fest = z}
{x"} ..fest = z}
Speziell: g schneidet .0 und g ist nichtinzident.
{x'] e q;. s {x"} - Z’ﬁ"a. .
Dabei ist G! [5*= G" .
= In /5* zugeordnete Punktepaare (G',G")
von z,, z; lassen sich auffassen als
die Bilder von Geraden, die . treffen.
B = Alle Geraden eines Biindels Zga
"mit G = G fest auf ,o haben das selbe Bildpaar.

%) FEbenenbiindel &4 ("Punkte")

Zundchst: "allgemeine Lage" von A , d.h. AZC;.

‘ Jede Ebene {eﬁ hat ein Bildpaar (x',x").
Wir interessieren uns fiir die Kopplung x'>x".
Dual gilt (vgl.2.1): das Bild eines allge-
meinen Punktfeldes & in einem lin., Z.B.S.
ist eine Kollineation @&« . = |

\
Beh.: Ist A allgemein, so 4* 2y q»qu
mit x"=x'ée,’{ und (x',x")..Bildpaar von fe&

Beweis: , & persp. koll. %4’ z7 %}1 ={X'IX""4E(P$/\ 66&} .
L(é persp. koll. %A X2 (Jg={x"\x"= i(&*/\te&}D%

=> persp. Koll, ¢, m; weDPT0j. Kollineationen =—>
— 2} .. Kollineation. Dual zu 2.1 gilt: ;|2 = {3*

Speziell: A ist "erstinzident" (AT&, , A% &, ):

= é:] &t o) { {x'} s..festes Geradenbiischel
{x"}...Geradenfeld

Speziell: A "doppeltinzident" (AL o )
- £, (654%"), - zwei in * gekoppelte feste Biischel.

Satz 18 (analog zu Satz 10): Ist X ein kommutativer KSrper,
der nur den trivialen Automorphismus gestattet und sind

tf,* y ¢ zwei wesentlich ¢ 1in. Abbildungen aus 7[(6)
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auf ein Geradenfeld, so existiert eine Ordnungsprojektivitat
ﬁ*' zwischen den beiden Ordnungsreihen so, daB die

- beiden Bildgeraden einer die Doppelspur nicht schneidenden
Ebene durch in (¥ zugeordnete Punkte der beiden
Ordnungsreihen gehen.
Die Beschrinkung dieser Abbildung (¢F ,?f) auf den léangs
der Doppelspur geschlitzten proj. Ebenenraum ist injektiv.
Geraden, welche die Doppelspur nicht treffen, werden auf
projektive Biischel abgebildet; nichtinzidente Punkte auf
Kollineationen des 4. Bildfeldes auf das &weite, welche /3*

-enthalten.

3.2 Lageaufgaben in einem lin. Zweispurensystem

P —
e,

Vgl.2.2: STAUDIGL : Bei gegebener Hauptbildfigur.
{23, 2}, ﬁ’*"%?t', 1223} sind die Lagenaufgaben
des proj. Raumes N  in gleicher Weise 18sbar.

Zur Losung der Lageaufgaben ist zunBchst die Vervollstindigung
von [ erforderlich:

(‘Fa*’ %¥) vom 1. Typus: => Fir je zwei Paare
(x',x"), (¥',Y") mit X"=X'p* ,
I=Y'* gilt:

(x'y'), (X'¥") I mit einer Pro-
jektivitatsachse.

< A __..1>Xll

s "‘-vyn

(%*, (&*) vom 2. Typus: = Fiir jedes Paar (X',X")
gilt: (X',X") I mit einem Ordnungs- -

t
zentrum. ' ,\@

(@Y vom 3. Typus (d.h. /5‘“'7é L): X!
Vervollstdndigung von A*
8}=2! mittels STEINER-Kegelschnitt
(= Projektivitédtsachse)

(‘ﬁ*,‘ﬁ*) vom 4. Typus: ﬁ*= L = X":X'. ; ’s:_;-zg

Lageaufgaben (Losung fiir den "allgemelnen Fall" in einem
lin. Z.B.S. vom 41.Typus) : :
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"Allgemeiner Fall" .. keine Ebene enthidlt .o

keine Gerade schneidet e
kein Punkt ist inzident.

E wl(etye"), ¢ . (£',£")

G" x, 1,1 * N,
g P e (e'z)fF = (e"z))
1 T / _E ! E"
.
o ;j //
e (£'20) 8 = (£'31)
X" ,é ; e mn

e'yf' und e",f" Dbe-
stimmen zwei Geraden-—

= biischel mit den Scheiteln
e'f'=G' (& z}) und

R eal (I Z,’; .

Fir jede Ebene & € ézy gilt mit f we (x',x"):
(x?zi)ﬁ* = (x".z!') — x"= X"G"
X X"

=3 lMan beherrscht somit das Bildpaar Jjeder Ebene durch g .

Ly : "Schnittbedingung"
Gege: Bee(A',A"), be.(B',B") A JE =a.b, & «..(e',e")
=] Schnittpunkt S (gesucht).
Wenn 1 €=a.b , dann gilt notwendig: e'=A'B' (vgl.L¥)
und e"=A"B" A e',e" sind Spuren einer Ebene, d.h. sie
erfiillen die Bedingung (e'.z})3* = (e".z!
—> Schnittbedingung e.(A'B'.z!)R* = (A"B",z!
S

selbst ist dann festgelegt durch eine Kollineation &f

mit A'@f =A" , B'al =B" A &l|z}= B~
d.he J (X',X"), (X,Y") auf (z},z!') mit
X"=X'af , Y"=Y'z} und {4',B',X',1'},
{ A",B",X",Y"} sind Vierecke.
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3.3 Rekonstruktion (vgl.2.3)

Semema——
|

Geg.: Hauptbildfigur {zi, Z:Aiﬁri’ Hauptraumfigur '{éq,&z}

1. Problem: Zu wievielen Ebenen von || miissen die Bild-
paare bekannt sein, daB die Rekonstruktion (qf;y?ﬁ"‘
moglich ist ?

2. Problem: Welcher Zusammenhang besteht zwischen den
Rekonstruktionen zu verschiedenen Hauptraumfiguren.

Hiezu gilt dual zu Satz 11:

Satz 19: Kennt man die Hauptbildfigur eines lin.Z.S.S.,
so ist bei zulassig gegebener Hauptraumfigur jede
Ebenenmenge aus g\{o- aus den Bildpaaren eindeutig
rekonstruierbar, falls man von drei nicht kollinearen
Ebenen, deren Schnittgeraden .~ nicht schneiden und
deren Schnittpunkt nicht inzident ist, die Bildpaare
so vorgibt, daB {z;,xj,xg,xée und {zy,xy,xg,xg(
je ein Vierseit sind.
Die zu zwei + zuldssigen Hauptraumfiguren rekonstruierten
Ebenenmengen sind kollinear.

Der Beweis dieses Satzes kann durch Dualisieren des Beweises
zu Satz 11 erfolgen, welcher bloB Lageaufgaben beniitzt.

Anmerkung: Durch ein lin. Z.S.S. ist ein Objekt bis auf
kollineare Umformungen in T vestimmt.

Bemerkung a) : Rekonstruktion von Geraden g .

gue &g (#F¢¥) sind i.a.(d.h. fiir g windschief &) zwei
projektiv gekoppelte Biischel, deren Scheitel

G' bzw. G" nicht mit zi bzwe. z: inzidieren.

! : ' /3* " L]
Z%G' persp. 1?21__> 1?23 persp. t?en
= Rekonstruktion von g durch

Rekonstr. von zwei Ebenen & we (X yx™)
und eo(y',y") durch g =, g aus
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(G',G") rekonstruierbar.

Speziell: gIé, (E é‘z ) - {x'?..feste Gerade; G" 3
= V&egg gilt: x'&f ! =% = g3 (x"IG").
— g ist rekomstruierbar.

Speziell: g =.0 = x =z2',x"=24'->g=,& eindeutig durch -
(z4, 2 ) bestimmt. '

Speziell: g schneidet & A g ist nicht inzident.

g mit G'Iz}, G"Iz} zundchst unbestimmt im Biindel qé-
Wir betrachten gg : é?é, = (gg:," , é}é’z =CJ,'§ und E,KG{]Z‘.
VR ] ¢

___________; QG K @G\“ .
Diese Projektivitat ist festgelegt durch 3 Paare:

(x',x") ...i durch g

(7's7") ee.q durch g , b O "?zdﬂ L

(z'=a', z"=a") ... X=g.0 (x',7'52 )!~—~—9(x”,y",a")
=s g 1ist rekonstruierbar, falls man die Bildpaare von zwei
Ebenen durch g kennt, die . nicht enthalten.

Bemerkung b) : Ist die Hauptbildfigur nicht vorgegeben,
80 laBRt sich diese ergdnzen, wenn man von geniigend vielen
Ebenen é’,,' die Bildpaare (x},x}) kennt. D.h. man kann
dann Ordnungsreihen =z}, zJ so finden, daB (z!.x!) &
(z¥.x%) . ("Problen der ebenen Projektivitat", dual zu
2.3 Bem.b).

Fir K=R : Satz v.STAUDT: 3§ 3,2,1 Losungspaare (z},z!),
falls 7 Paare (x;-,xg') in "allgemeiner Lage" bekannt sind.
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3.4 Koinzidenzgeraden und -ebenen

A*t = {é € g‘ é 904* =x"', f @ =x"A x'-x"} {Ko:.nz:.denzebenen}
*: = {d c 'O(] (D! ,D") A VD'=D" {Ko:.nz:.denzgeraden }

Xoinzidenzgeraden 4 :

Fall 1: dso c&f e (2),84) mit 2z} =z)] <> (ef, ¢ von 3.oder
4, Typus.
Fall 2: 4 mit aI& A daI&, ist niemals Koinzidenzgerade:
& 4&*... feste Gerade, €4 <{»’f... Geradenbiischel.
Fall 3: 4 £7; =>{1.Bild €.¢* ist ein Biischel (Scheitel D')
2.Bila fd_(p* ist ein Biischel (Scheitel D")
a Ko:an:Ldenzgerade &> D'=D" D

} Abbildung 6

(o} =g 25 2z,
{Dn} - y” <fz }4{2
Wegen L :{D } {D"} und ie* proj. Kollineationen gilt fiir
5 : /Tlé p(’; :

G= x« t 25" ist proj. Kollineation.
= {a} = &* ist das Erzeugnis projektiver Punktfelder

(vgl. die folgende Zwischenbemerkung).

§

Koinzidenzebenen: |

Fall 1 : V{e éi\{ﬁnk—& => é?fﬁ Z, &‘-f,.* = Zy .
= Ee b e 2z}=2] , &.h. & (¢5¢Y) von 3. oder
4, T;Y'_pus. i :

Fall 2 : {Io-’ = &(ﬂ,yf)-_. (x',x") {G/é*.é:é x ' =x"

"4-1 s :
{ e i {f]f ' } Abb. 6
x ! = z 62 g’.
= =Xt z3 ! , also selbe Kollineation,
wie die zu den Koinzidenzgeraden gehorige

$: / (vgl. Fall 3).

Zwischenbemerkung (vgl. Proj. Geom. § 15, Erzeugnis zweier
kollinearer Felder):

& é""éz , o= %1‘2;;
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Fall 1 ¢ « ist nicht selbstzugeordnet, /3/ selbstzugeord.
Punkt. => Das Erzeugnis /Q* zugeordneter Geraden ist eine
Torse 3. Klasse durch é,; ;
das Erzeugnis Q* zugeordneter Punkte ist die Achsen-
kongruenz dieser Torse ("eigentlichd' und "uneigentlichd'
Achsen und Tangenten der Gratkubik).

Fall 2 : s ist nicht selbstentsprechend A 3* einen
selbstentsprechenden Punkt.

—4F ist ein quadratischer Kegel | (X, {3,&)2_)

zusammen mit einem Ebenenbiischel um eine

Tangente 1 wvon P,

@* ist die Achsenkongruenz des Paares ([ ,1)

zusammen mit dem Geradenbiindel um X, .

(Achsenkongruenz von ([ ,1): = {Tangenten vonl

die 1 schneiden} w Bischel (e,1) w

Biischel (X,, el).

) © We— ~.hyperbolisch = TFixpunkte E, F
e,f windschiefs e,f [{ é5 .
*
- hyperb. Netz (e,f) u Bilindel in E, F .,

B) 6|%, -.parsbolisch, Fixpunkt E
A = Eou o N €e0=E , ezf{‘;; .
@¥= parabol. Netz um e \ Biindel E .

8‘) G'HZQ «.elliptisch =>j/ Fixpunkte : = /fé,* = go',
@* ist definiert als ellipt. Netz (selbstdual).

Fall 4 : .« ist selbstentsprechend und GI’VQf: .
=>4 Perspektivititszentrum Z. /45* = ’fo' U gz
Q*= Biindel baz U Gebiisch & .

Um nun die Koinzidenzgebilde eines lin. Z.S.S. angeben zu
ko6nnen, sind die in der Zwischenbemerkung zitierten Er-
zeugnisse kollineare Felder in gewisser Weise zu schlitzen,

Hiezu gilt

Satz 20 (Vgl.Satz 12): Bei einem lin. Z.S.S. (gof, L,a':) erfiillen
die Koinzidenzebenen bzw. —geraden folgende Ebenenmengen
A% bzw. Geradenmengen gr .
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1. Typus: A* ist eine Torse 3. Klasse, vermindert um {f,,&}
¥  ist die Achsenkongruenz dieser Torse ver-
mindert um die Achsengeradenkegelschnitte in §1
ud 4, . .

2. Typus: A* ist ein quadratischer Kegel M(XIe)\ {éu'&,z}
und ein Ebenenbiischel um Tangente 1 wvon I .
@*:t Achsenkongruenz des Paares ( M,1) zusammen
mit dem Geradenbiindel X, vermindert um die és
angehdrenden Geraden (inzidente Geraden.

3, Typus: A¥ ist das Ebenenbiischel ¢ \{{1,4;} zZusammen
mit 2,1,0 Ebenenbiischel.
£* ist ein Netz und die Ebenenbiindel um alle
Fixpunkte vermindert um die inzidenten Geraden #_ e~

4, Typus: AF ist & o ¥, \ { & §z.}

(2% ist das Gebiisch .o U Biindel L@E vermindert
um die inzidenten Geraden # .o .

Bemerkung: Sei A ein nichtinzidenter Punkt — 4
mit ey r—> (x', x"). = 2T x"mx" .
%{Fixgeraden} von ae} 'sind die Bilder der Ebenen aus
Cink -

Speziell fiir (tﬂ*, tff) vom 4. Typus (also z£=23,’,/5*=L),
gilt wegen @ |22 = ¥ : 260 ist eine perspektive
Kollineation mit z/=zj als Achse.

'=>3 Kollineationszentrum D'=D" (Fixgeradenbiischel).
Dieses Fixgeradenbiischel ist 1. und 2. Bild eines -
Ebenenbiischels, welches wegen x'=x" dem Koinzidenz-
gebilde 4* angehdren muB; D'=D" ist Bild einer

Koinzidenzgeraden. = .
Z + Bei einem Z.S.S. vom 4. Typ ist
\\‘D'--D" A* = & o gz (2..Perspektivitédts~
A\ zentrum von &, ¢, ).
A : = In T : AZ=:d mit d( , ) =
\ (D',D"=D"), ( , ) = Fixgeraden-

W'=u* ' Dbiischel um D'=D" ,

Daher gilt: Bei einem lin, Z.S.S. vom 4.Typ ist die
Kollineation 2¢f , die einem nicht inzidenten Punkt A
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zugeordnet ist, eine perspektive Kollineation, wobei die
Ordnungsreihe die Achse ist und das Zentrum der Bildpunkt
jener Geraden durch A ist, die dem Koinzidenzbiindel angehort.

Speziell: A=Z = 382 = ({ 3 denn % wurde so konstruiert,
daB8 Y (x',x") und VY (X',X") gilt: x'=x", X'=X",
( c“gz , €2 w.Koinzidenzbiindel).

.5 Projektion eines lin. Z.S.S. (vgl.2.5)

P ——
e ———n

Vs.: o'cT, 2 (I’éq,?zr)..Zentrum der Projektion.

Die Kollineationen %o %’,

" werden durch die Projektion
von &3 auf ' aus Z indm-
ziert.
= Es ist notwendig z,=z/

wnd  A*= ¢, doh. (g% 6

ist sicher vom 4. Typ.

Umgekehrt 1aBt sich jedes

lin, Z2.8.S5. vom 4.Typ mit
g'c¢T  auffassen als Projektion von."'e--Spurenebenen">aus einem
Zentrum Z auf T ; (d.h. die Hauptraumfigur {&.,§,1 188t
sich stets so erganzen, dal (¢f, ¢¥) eine Projektion ist).
Dazu kann das Zentrum Z Dbeliebig (Z£& 37\) gewdhlt werden
(3 Freiheitsgrade), damit ist & bis auf Wahl in Zzz
(o 3) festgelegt (2 Freiheitsgrade).

Fir & mit $Je, £ B und 4§, hat man je éinen Frei-
heitsgrad. = 7 Freiheitsgrade fiir die Wahl einer geeigneten
Hauptraumfigur {ﬁ,, ég} , wobei das Biindel % das Koinzidenz-
blindel des Z.S5.8. ist.

Satz 21: Jedes lin. Zweispurensystem vom 4. Typus in einer
Ebene o'cTW kann durch Projektion aus einem Punkt %
(F &) von zwei Spurenebenen erzeugt werden (§;I2), wo-
bei das Blindel 2 das Koinzidenzbiindel des Z.S5.S. ist.
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3.6 Lineare Zweispurensysteme im affinen Raum

Vgl. 2.6: 'ﬂ'(#)\’pw =1 To H /{&, «oFernpunktfeld, @ ..Fern-
ebene,

Hingegen ist der Raum W{g)\{hﬁ im wesentlichen ein
"punktierter” proj. Raum. (Nicht dual zu Ta !)

Es s80ll also die in einem affinen Punktraum enthaltene
Ebenenmenge abgebildet werden.

Je nach der Lage der Hauptraumfigur {éﬂé; § zur Fernebene
unterscheiden wir zwei F&dlle:

Fall 1: Die Hauptraumfigur ist so beschaffen, daB eine Spuren-
‘ ebene die Fernebene ist (z.B. {&,&§.] mit &,=w ).
(Diese Aufstellung ist die natiirliche, da dadurch die Aus~
_nahmemenge von (¢¥,¢¥), d.i. die Ebenenmenge { éq)&t R &j}
méglichst klein wird).

Flir eine Ferngerade
XW%,e’gilt dann: =
X, ist erstinzident,
also ist das 1.Bild
x!) eine feste Gerade
¥ z,, das 2.Bild xg
ist ein Geradenbilischel

dessen Scheitel auf
zy liegt und in p¥
mit dem Schnittpunkt

x, .25 gekoppelt ist.

Die Geraden des Bischels sind die 2., Bilder der Ebenen der

Stellung x. (d.h. & mit F=x., Xeéz belieb. durch,o’.x“)
= (x4 23)BF = 2 X" .

Analog: Fernpunkt G, einer allgemeinen Geraden g=Gi= G'.

Ergebnig: Die affinen Aufgaben sind als projektive Lageauf~
gaben bezliglich «w zu lOsen.

. Bemerkung: Wegen é,‘—-—» ' durch Kollineation ae,* gilt hier:
Das Feld der Fernpunkte (bzw. Ferngeraden) ist kollinear zum
Feld der 1. Bildpunkte (Bildgeraden). Diese auch allgehein |
giltige Eigenschaft der lin. Z.S.S. erlangt bei der Abbildung
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speziell des euklid. Raumes wesentliche Bedeutung.

Fall 2: Keine der Spurenebénen cﬁab ist die Fernebene
=  1ist eine "allgemeine" Ebene = w > (u',u").

=3 Die affinen Aufgaben
sind proj. Lageaufgaben
beziigl. w .

~ Z.B.: Ferngerade g, einer
allgemeinen Ebene § :

. Falls g allgemein =

\! Bt (GL,G1) mit

- ‘G&. = u'l.x! . G'= u".x"

(wobei <§r~¢(x',x") R /R\

3.7 Lineare Zweispurensysteme im euklid. Raum “}

—

Vgl. 2.7: le ist ein lo iiber R mit abs. Polaritit Fw

in @ ; d.h. Te ist ein Begriff des Punktraumes, in welchem
in einem bestimmten Feld eine Punkt- Geradenverwandtschaft
erklirt ist. = Analog zu 3.6 soll die in einem euklid. Punkt-
raum enthaltene Ebenenmenge die Definitionsmenge eines lin.
Z.8.5. sein.

Wie in 3.6 unterscheiden wir zwei Fdlle fiir die H.R.F.

Fall 1: Eine Spurenebene (etwa <f4 ) ist die Fernebene w .

Dann gilt gemdB der Bemerkung in 3.6: Das erste Bildfeld ist
kollinear zum Feld w5 « => 7

=> Bei gegebener Kollineation =¥ ist das 4. Bild m& der
abs. Polaritat mitgeliefert: T = Tw &f .

Das 2. Bild von & ist zj , also eine Gerade:z?ﬁﬁg hat
keinen Sinn. FaBt man dagegen 2z, auf als 2. Bild der Doppel-
spur & , 80 ist die Frage nach dem 2. Bild der abs.

Involution &y, kj. Punkte auf e sinnvoll.
o

1‘ .
[
&)u&;.‘ l
'/,
7

S y
x /
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Das erste Bild von e‘, ist die Involution 5& auf z, ,

£¢‘>\v = éu"ﬁ* :

& auf z" bestimmt die 2. Bilder von orthogonalen Geraden,
die . treffen.

Rekonstruktion (vgl. Satz 15: Z,Lw , Z,fw ).

Satz 22: Kennt man die Ordnungsreihen von zwei wesentlich #
lin. Zweispurensystemen des euklid. Raumes, bei denen
die Fernebene die erste Spurenebene ist, so ist beli ge-
gebener zuldssiger Hauptraumfigur jede Ebenenmenge aus
g\a. bis auf Translationen und zentrische Streckungen
aus Punkten der zweiten Spurenebene achtdeutig rekonstruier-
bar, falls das 1. Bild der abs. Polaritdt, das 2. Bild
der abs. Involution auf ,» wund das Bildpaar eines Punktes
auf . gegeben sind. |
Die # LOsungen und die LOsungen zu # zul@ssigen Haupt-
raunfiguren sind zueinander shnlich.

Beweis: (a) Geg. sei eine feste zuléssige H.R.F. {b,%;} mit

é*t =, éz* é;*:
-Vgl. 2.7, Beweis (a) zu Satz 15: Wir haben a'z7 éj—-ﬂr ZU. suchen. "
CH ¥ ist durch zugeordnete Vierecke festgelegt. '
z.B. ¥ : Man konstruiert in T ein Poldreieck beziigl. T
mit dem geg. 1. Bildpunkt X' als Ecke
und der (mit X' inzidenten) Ordnungsreihe

Z3 .

=> Poldreieck X'Y'Z' .

=» In & : Poldreieck bezligl. Tw mit :
Ecke X urd Seite w» @ |

= JAND & ¢/ |
Wir bendtigen noch ein weiteres Paar

y zugeordneter Punkte. :

Dazu wie in 2.7: ZXonstruktion der Paare (P',p ), (P, p), die !

(1) kJj. in den ellitptischen Polaritéten 5}1, und Jw und o

(2) dreieckspolar beziiglich A X'Y'Z' bzw. A XY7 sind.

Ordnet man ein Paar (P;, p,) einem Paar (®/,p;) zu, dann
ist die Zuordnung fiir die librigen Paare festgelegt.
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= X'»X , Y'Y, Z'%-Z und P'»E (vierdeutig) legt
die Kollineation az¥™ fest.

¥ -1

Ergebnis : Ly ist vierdeutig festgelegt.

A" i Durch T ist auf e'=z{ das 1. Bild & von &o
mitgegeben. Also kennt man von  /B%: z, =»Zy zundchst
zwei Punktepaare, ndmlich X', X" (gegeben) und
Y'= X'eg , Y'"= X"g! .

Bestimmt man nun nach 0.6 Jenes eindeutige Punktepaar S,,‘, S,

aus &b  bzw. Sfs Sf aus & , welches gleichzeitig
harmonisch ist zu X', ¥' bzw. X", Y" , so miissen S' und S; in
- ‘ /5 gekoppelt sein:

5!
{
\/y X“I => Je nach der Zuordnung S} +> S/=:8¢
—— 5“ oder S'r—>r SE ::SII' (neben X'l—-—?X",

X‘ e I 1 ] . * 3
\ 2 Y'—Y") ist A* bestimmt.
2 t
# \z y =3 /'7* ist durch die Angabe zweideutig be-

* Sp? stimmt.

Xy : Beh.: 28}5'1 ist bloB bis auf zentrische Streckungen und.
; Translationen bestlmmt """
denn: Seien @} ' und ’&’2 zwel # Losungen, dann ist das
Produkt ®so &, ' sicher eine Kollineation « von &,

auf sich. Bei diesen Kollineationen « Dbleibt . punkt-
weise fest. (.o=%, , %’E[ﬁ = ?2{‘},0' = (,WE;' e (T o ) ist
Achse von & == ¢ 1ist eine zentrische Streckung aus
einem Punkt von ¢, oder eine Translation.

Wir untersuchen die Wirkung der Anderung von sef auf das
Raumobjekt (z.B. auf eine allgemeine Ebene & ):
Da %I’,(' fest ist, ist die Ferngerade

x,= x von & sicher fest; die 2.Spur

E=—J

¥ geht in eine Spur x iiber, die o
im Schnlttpun.kt mit x trifft.

= & { = XX .
Diese Zuordnung ist eine perspektive
Kollineation 2 mit « als Achse und
4. als Fixebene (Spur geht in Spur
iiber).

!

}'
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Ist o éz»»';- &, eine Homologie, dann ist auch 2 eine
Homologie mit dem Zentrum in &, (=Zentrum von o ) => =&
ist eine zentrische Streckung. o T
Ist o: ézwéz eine Elation (Zentrum auf & ), so ist =
eine Translation parallel &, .

(b): VWir variieren innerhalb der 4 MOglichkeiten fiir 82'5
und 2 Mdglichkeiten fiir A* , in den Mdglichkeiten fiir @
und in der Wahl einer zul. Hauptraumfigur ( 4, = w ).

Beh.: Je zwei # Rekonstruktionen sind #hnlich.

- Jedenfalls gilt: Die Rekonstruktionen sind sicher affin,

denn w Dbleibt fest. |
Zus8tzlich legt ms  die Zyordnung zwischen CE‘! und «W

immer so fest, daB 7 das 4. Bild der abs. Polarit#t ist.

=> Jede Rekonstruktion ordnet T die feste absolute Polaritit
zu. => Die Ergebnisse zu +# Rekonstruktionen sind dhnlich.

Fall 2: Keine der Spurenebenen ist die Fernebene ( 6,5 £ L )

——

=3 Die absolute Polaritdt Iw ist nicht erfaBbar (vgl.
Zweibildersystem mit w doppeltprojizierend). |

"In diegem Fall koppelt man mit dem lin. Z.S.S. eine Projektion
aus einem "Nebenauge" Z ( Te wird dazu als Punktraum aufge-
faBt).

Tw dinduziert dann eine Polaritét Tz im

—n

\ P Biindel 2% , deren "Spurpolaritéten" W , Tz
N\ « e
£ . z s in ¢, , &, die abs. Polaritidt ersetzen.
1 NG . \ ]
X = ¥ T,
POURN = Speziell: &} = & , A*=y (also fiir eine
L’ ﬂ_% ~ él

+ o lin. Z.8.S. vom 4. Typ) gilt damit:

grz‘,m-};;gz... perspektive Kollineation. '
> Ist %;=( und T'cT , dann fHllt
Z in den Scheitel des Koinzidenzbilindels.
> Tz =T .
( (g*p*) ist Projektion von é;a' aus %
auf ' ).
In diesem Fall gibt man % = T' durch
den Distanzkreis von % in o' an.
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Rekonstruktion

Satz 2%: Durch die Hauptbildfigur eines lin. Z.5.5. vom
4, Typ mit eigentlicher Doppelspur, welchesAZeﬂﬁrél—
projektion zweier Spurenebenen aus einem Punkt 3 ist,
ist die Hauptraumfigur und das Objekt zweideutig bis auf
Streckungen aus % bestimmt, wenn man das Bildpaar der
Fernebene und den Distanzkreis von 2% in x' Xkennt.
Ist die Doppelspur uneigentlich, so konnen die Spurebenen
beliebig aus einer bestimmbten Stellung gewdhlt werden
und das Objekt ist bestimmt bis auf alle Afflnltaten, die
diese Stellung festlassen.

Beweis: (a) Vs. & fw =>wr—> (u',u") mnit u',u”l # 25

% ist durch den Distanzkreis zwei-
deutig festgelegt.

u' entsteht durch Projektion von T
aus Z auf ' : (@ = w&)
= (z.9). '

Analog gilt:
u's 3 legt die Stellung von 42 fest.

Durch die beiden Stellungen ist die
Richtung der Doppelspur .« bestimmt.
Dabei muB gelten: .ol z}.% .
,/££=3?°'z“ . g Wird & aus den [[-Blischel in z}%

3 ot y gewdhlt, so ist dadurch die Hauptraun-

figur bestimmt.

Je zweli # Hauptraumfiguren gehen durch zentmische
Streckungen aus % ineinander iiber.

(b): Vs. olw = u's= 2 , u'"= £y ,(fﬁ sind bis auf
Wahl im Bilischel ¢ <festgelegt.

Z ist durch den Distanzkreis zweideutig be-
stimmt; z}.Z legt die Stellung von &, /¢,
fest. (&, ,¢, sind aus dieser Stellung be-

liebig # wdhlbar).

\31 *21_‘% M.

- u'Z legt die Stellung von &, fest.

4
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Je-zwei # H.R.F. (d.h. 2 # Paare von Spurenebenen) gehen
durch eine Affinitdt ineinander {iber;
denn & ist sich selbst zugeordnet. Ferner muB die Stellung
von ¢&. fest bleiben. = Beh. von Satz 23.

Z,B.: Fall (a): efw , (¥, &") vom 4. Typ.
Wahre Gestalt einer ebenen Figur (fc Lo

X — (a',a") j; = Zentralbild von xw= a, flir das Zentrum

Z al <. Verbindungsgerade der Bilder von 2 Punkten

auf ag .
Wir verwenden hiezu speziell die inzidenten Punkte von aw:

Ag= aw. &, Ay=8au.6, . Da (@*,p*) die Zentralproj.
von &3 aus B ist, muB also fiir a,+=>(Al,Al) = (u'a',u"a")
gelten: AY = AS , Al = A .

= a% = AG4A7.

=> MaBkollineationen M« : Perspektive Kollineationen mit aw

als Achse und dem LAGUERRE-Vertreter I der durch ()¢
induzierten ellipt. Involution auf &% als Zentrum.

r
T
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3.8 Das Spur- Fluchtspurprinzip als spezielles lin.Z.S.S.

Tes Tcle 5 &=y &= -
, ) /\\,\ %, sel die Beschrdnkung einer Zentral-
\/ oZ " - projektion (Zentrum z Z¢&; ) auf die g
\»\ )/ Fernebene W . |
: \\ Wi = R = x"= Ra; = xﬁi}fwx& :
: — \ ; Dabei gilt fiir die Doppelspur AZ P
cw»\\\\é‘i/ O=u,.. Ferngerade von T, & =2, =%, ,

¥ < :

Y (%,X) gilt ¢ T = Reo = xi=x", x' treffen einander
auf & = ﬁ*z[, = (gq*, (ff) ist ein Z.S.S. vom 4. Typ.

Vgl. 3.5 : Ein Z.S.S. vom 4. Typ mit o'cT ist stets Projektion
des Spurenfeldes aus einem Zentrum = Scheitel des Xoinzidenz-
bilindels.

=> Hier gilt: dieses Zentrum ist 2 .

FIEDLER nennt dieses spezielle Z.S5.S. zusammen mit der Zentral-
projektion aus dem Scheitel des Koinzidenzblindels eine
"Perspektive". |

MaBaufgaben in der Perspektive.

%) .. zweites Bild der abs. Polaritdt ( J wegen §L= W ) ist das
Zentralbild von Tw aus 2 => T ist die Antipolaritét am

Distanzkreis von Z in ¥ . A
(Lésung der MaBaufgaben siehe 2.9 (ll), Zentralprojektion). ‘ i

Das Bild einer Ebene &e £ \ga

él————a—(x(=x'), x(=x") ) = (Spur, Fluchtspur) .. bijektive
Zuordnung.

Wegen wo=u A (x".x')Lo gilt: x/[[x&, (x,xil # Uu)e

Schlitzt man den Ebenenraum langs des Biischels der Ferngeraden
der Bildebene, dann ist das Spur- Fluchtspurprinzip eine bi-
‘jektive Abbildung auf die geordneten Pasre paralleler Geraden
der (affinen) Bildebene.
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- "Spanne" einer Ebene é :

Darunter versteht man die Translation xx&
Die Bedeutung der Spanne fiir die Raum-
figur: V

D o vt .

xxg= x,Z (%y..Verschwindungsspur).

Das Bild eines FEbenenblischels é‘? (=einer Geraden g ):
ge (?{\Gebiisch o . ”
= G' =:Gfu

= Gu>Guof = G"=:G{ X u

2R o)

— g+>(6,G5) e (TaxT)

Eg gilt:s ‘

Schneidet man den Geradenraum l&ngs des Geblisches um .o ,
so ist das Spur- Fluchtspurprinzip eine bijektive Abbildung
der Geradenmenge auf das kartes. Produkt der affinen Bild-
ebene (aufgefaBt als Punktfeld) mit sich.

. —p kg v
"Spanne" einer Geraden g:= GGL. G‘l
Dabei gilt fir die Raumfigur: { KE
—— —
G‘G‘:’-‘ G’\,Z ‘ ~—l1@
(Gv.. Verschwindungspunkt). ] | a\v\c“\v

!
Speziell: Ist g erstinzident (oben ausgeschlossener Fall), so

ist g'=g eine feste Gerade (V& durch g gilt: x=g',
x¢ || x = Gi= g.o ..Fernpunkt von g' .

Das Koinzidenzgebilde des Spur- Fluchtspurprinzips

Vgl. 3.4: A s= Ebenenbiindel € (v ).
Dies gilt trivialerweise: & projizierend & x=x¢.
: §f: = Geradenbiindel &, (UL Gebiisch o )
7 dist Zentrum der Zentralprojektion = Sehstrahlen sind
projizierend = G=G& .

.Das Bild eines Ebenenbiindels ¢, (eines Punktes A ):

Vs. A nicht inzident, vgl. 3.1: ée g’A —3> (X,x< )
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mit x—>X¢ .. Kollineation =§ . & lzz' = [3*
Hier gilt wegen f*=( : 2 ist eine perspektive Affinit#t
mit der Fernachse u . , L :

Das Zentrum dieser Affinitdt ist nach 3.4 der Bildpunkt jener
Koinzidenzgeraden durch A , die dem Koinzidenzbiindel Z ange~
hort.

Zentrum := AZ, o'

=> AZ .. Sehstrahl durch A => Zentrum ist der Bildpunkt AS
bei Zentralprojektion von A aus Z .

Ergebnis: Jeder nichtinzidente Punkt # Z bildet sich ab auf
eine perspektive Affinitdt mit wu als Achse und dem Zentral-
bild des Punktes als Zentrum. “
=> Diese Affinitédt ist eine zentrische Streckung, wenn @
eine Homologie ist (=> A°.F u); sie ist eine Translation,
falls 2%, eine Elation ist (= A‘lu; => der Sehstrahl AZ
gehdrt auch dem Koinzidenzgeblisch um . an = AJ(Z.0) =7 ..
Verschwindungsebene).

Im Falle einer zentrischen Stric;kung (A J.ESSTV, T ) gestattet
—
das Streckungsverhdltnis A= A% :A%¢  folgende Deubung.

e (siehe Figur):
— e N
Mx : Lx¢ = (Ar) :(22) = A .

=3:8 :r:d,

= A>0 bedeutet: A und Z liegen
im gleichen Halbraum beziigl. T ).

Im Falle einer Translation (AL 7,

A | A4Z) gibt der Abstand A% die

Schiebstrecke an:

/ 2 Tw / Fir ¢e¥s mit x, L AZ gilt:
T

xxt= A7 .. Spanne von § = ¢ aus

Ty
/QZ/ x durch Schiebung AZlx . _
3 :—.—.—.—#Vée_ gA gil’c: xe—/—@-»xu‘:.

FJA % Speziell: A erstinzident (f.,¢) :
' —> 2, ausgeartet. Y/ é’e Ey gilt:
x L A=A, x$x (belieb.).
‘ A zweitinzident (Feo) :
&= AL und Vée € gilt: xcJA& , x [ x§ (belieb.)
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Somit giltb: :

Schlitzt man den affinen Punktraum %% 1léngs der Bildebene T
und in % , dann wird diese Punktmenge durch das Spur -
Fluchtprinzip bijektiv bezogen auf die Vereinigungsmenge der

zenbtrischen Streckungen in 7 wund der Translationen in o (#L).

Das Zentrum der Streckungen ist das Zentralbild des Biindel-
zentrums, der Streckfaktor ist der Abstand des Biindelzentrums
von der Bildebene, gemessen mit der Distanz von 2% als Ein-
heit. '
Genau die Punkte der Verschwindungsebene # Z filhren auf
Translationen (#(); die zu 2% gehdrige Bildkollineation ’of}f
ist die Idenbtitd&t in I .

Anwendung: Abbildung eines Geradenbiischels (4,cc).
(Vs.: A, & .. allgemein)

=> A e E?A M@e} . zentrische Streckung oder Translation.
o het), (a,al) mit a & = al .

a_—ar ge Gpn —= (6,68) mit GIa ,

Gelag und G22f = Gg .

=5 Dag Bild eines Geradenbilischels sind

zwei in 2 gekoppelte Punktreihen.

AC

Zusammenfassende Gegeniiberstellung:

P e Spur~ Fluchtspurprinzip ——
affiner Raum (geschlitzt) affine Bildebene o
Ebene nicht parallel & <——» geord. Paar parall. Geraden

Gerade nicht || T < geord. Paar von Punkten
Punkt e{: Q{ka , & I{Zm, - - zentrische Streckung

& T,ef, + 2 < ~.  Translation

' 2z - JA@NE1tETL

Da das Spur - Fluchtspurprinzip die Elemente und Begriffe des
affinen Raumes und der affinen Bildebene in bijektiver Weise
koppelt, kann die angefiihrte Gegeniiberstellung auch als Uber-
. setzungstabelle eines Ubertragungsprinzips aufgefaBt werden.

("Ubertragungsprinzip" : = Ubergang von einem Modell einer
Geometrie zu einem anderen Modell derselben Geometrie.
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"Modell": Die zun#ichst nicht definierten Grundgebilde der
Geometrie werden mit konkreten Inhalt belegt.)

Beispiel 1: L4 : Geg. P,Ql+ , ges. PQ=g (Vs.: allgemeiner
Fall, d.h. P,Q em® ; Pr + Qr ).
=P,Q —— (zentrische Streckungen mit # Streckfaktoren 2A, ,2
( 2p #25 wegen Pr ¢ Qr ).
=J* g=PQ > % Punktepaar (G,G), das beiden Streckungen
gemeinsam ist. :

Konstruktion:
Geg.: 27 , ®q w.zentrische Streckungen, festgelegt durch

Zentrum und ein Punktepaar: P¢, A—AS ; Q°¢, B—Bl
 Ges.: gemeinsames Punktepaar (G‘,G‘w) . (o.B.d.A.: Pz Q°).
| (4,A5) .. Bildpaar von a
mit alP in einem Spur-—
Fluchtspurprinzip.

(B,BS).. Bildpaar von b
mit bIQ -

—In T, : PQ=g (mit
Pe, chIgc% GsG&‘I PQt ).

b4lld durch A 3 aby=¢

(é 6‘-—->(e,e&,) nit e%g:e&)
bbb =1¢p A WIP, PIQ,
(= pr(£,£8) mit fafs= £
£ @t= £5).

- g<f =G, gifi=Gs.

Somit giltb:
Aus (richtigen) Inzidenzaussagen iiber Punkte folgen mittels des ,
Ubertragungsprinzipes (richtige) Sitze iiber zentrische Streckungen.

"Beispiel 2: Schnittbedingung
Geg. a,b; Wann J o mit ocIla,'b; wann J S mit SIla,b ?
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a +— (A,AL) , b—(B,BL) . Falls joc , dann ocr—(x,x&) mit
x [ x¢ und xI{A B (= x=A.B) , xoT| .A.u.,, Bl (= =x= AL.BL)
= J <> A,B // AL BE .

Falls J S, dann S+ und A=d = AS, Bw@e = BS
d.h. (A,AL) , (B,BS) sind enthalten in einer zentrischen

Streckung.

Beispiel 3%: LY :  Geg. g, (f); ges. | g.0t = S,

gr—(G,GL), o« —> (a,as) ;3 Sr—> xck

= L% : Man suche das Zentrum Jjener Streckung, der gleich-

zeitig das Punktepaar (G,GL) ‘und das Geradenvpaar :I‘(a,_a[;)
angehdren.,
(Vs.: g so0, daB GFfa , GiFfal A allgemeiner Fall, also'
s £ m). '
Konstruktion:

@:-é”y belieb. (ér——» (x,x8)
mit xIG , x¢L Ge).
& =h (h—(H,H) mnit
_ H:=x,a, HSi=xSt. a§ )
nls , gIs
hL8c, g° IS¢ = 8°= gh°.

Beispiel 4: Geg. a,b (windschief), P (&)

4% Treffgerade + durch P an a wund b .
-——-<>Q &P \R e (A,A;) ’ br—’-(B,B&,) 9 P——-»-’ctﬁ— (Zentrum PC)
t = t—(T,7¢) mit Ter= 1.
Iy b (Vs. "allgemeiner Fall"). |

Ergebnig: Sind eine zentrische Streckung und 2z Punktepaare
gegeben, dann ] hdchstens ein Punktepaar in dieser Streckung, -
welches mit dem 1. Punktepaar einer zentrischen Streckung
( 2% ) und mit dem 2. Punktepaar einer zentrischen
Streckung ( 22} ) angehdrt.
 Im Sonderfall AB[ ASBS (also a.b=g) ist Treffgerade +
. eindeutig mdglich, falls P T g (also &~(e,es) A e oy # ef)s
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§ 4 Zyklographie

.p
.:.

Grundlegende Begriffsbildungen

Gege: To (¢) ‘kertesisches Rechtssystem {x,y,z}
Bildebene frc e mit 2=0 Chorizontal).

Zu Pel gehdrt genau ein
"Distanzkreis" (d.i. die
, Spurkurve des Bdschungskegels
mit der Spitze P und dem
Offonungswinkel % ), als
‘ "Bild" von P .
Ungekehrt gehdren zu einem Distanzkreis p zwel beziiglich «
symmetrische Punkte P,P . => "orientierter Distanzkreis" p®
algs Bild genau eines Raumpu_nktes P . Dabei sollen folgende
Festsetzungen getroffen werden:
Beziiglich des geg. Koordinatensystems {x,y,z} mit

I =x.y und XY . pos. Drehsinn in ¥ sei fir

P mit z>0 der Distanzkreis positiv orientiert, fiir

P mit 2z<O negativ‘orientierﬁ; die Punkte

P mit = =0 werden mit ihrem Bild identifiziert.

i. =3 Abbildung é Tre(%é) — {om@nt. Kreise in Jr} ul&, : ‘3
=3 {eukl:z.d.Zyk;el}

¥E ... "euklidische Zykelebene",
é- ee "Zyklographie", erkldrt durch P (é??e ) \mé—'——a— (e ad)

Eigenschaften von é"j

Beh.: ¢ ist eine Bijektion;

derm: VPeT. gilt: J% Zykel 1 nit Pé = p*— ¢ ist global,
Ungekehrt gilt V p*e 9& : I* Punkt Pe T, mit P¢ = p?
= &7 und & ist global,
—_— & ist bijektiv.

Bemerkung a) : Angabe eines Kreises durch Mittelpunkt M und
Radius r(0).=>Angabe cines orientierten Kreises (=Zykel p?)
durch Mittelpunkt P' und Radius r>0 , falls p* pos.,
orientiert; r<o falls p* negativ orientiert. Flir P mit
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P=pP' = PE’ = p° definiert als Zykel mit Radius r = O ("Null-
- zykel").

Bemerkung b) : fe cT , T .. projekt. Anschauungsraum
> e. Fernebene, Sl .. absoluter Kegel-~

schnitt.

=» C o.gemeinsamer Fernkreis aller

Boschungskegel.
ge e mit g +trifft c¢ heiBt "c~Gerade"

ce lle mit E©.. Tangente von c¢

heifBt "c-Ebene'".

=3 Boschungskegel: ZErzeugenden sind c~Geraden, Tangential-
ebenen sind c-Ebenen.

{c»Geraden} = Treffgeradenkomplex von ¢ \Z%w
"Zykel" pt : = { Spurpunkte aller mit P inzidenten c-Geraden}.

Vergleiche hiezu L.ECKHART's "allgemeinen Abbildungsbegriff":
Geg. I (#)..Definitionsmenge, T cT .. Bildunterraum;
"Abbildungsmittel":= bestimmte Gerademmenge (Varietdt). —>
Abbildung aus | in & (=Bildfigurenebene) auf folgende Weisge
- definiert : Bild von P:= {Schnittpunkte aller durch P
legbaren Geraden des Abbildungsmittels mit der Bildebene }.

Beispiele: Zentralprojektion des 'ﬂ'ﬂ?) auf Tl , Abbildungs-
mittel ist ein Geradenbiindel (=spezielle Geradenkongruenz).
Zyklographie, Definitionsbereich ist TecT , Bildebene
Tec 1 ("Zykelebene"), Abbildungsmittel .. Treffgeradenkomplex
von ¢ (e cu)\(ﬂw. ‘

Folg.1 Beriihrungsbegriff in e
Hilfsbegriffe:

%/gr
P/‘/

T . g o P 7

Linienelement : = {P%u {g% A PIg 9 - //E_?/

"Speer" & : = orientierte Gerade 'g

"orientiertes Linienelement": = {P} u{é?’{ A Plg

(P,B) ist ein orientiertes Linienelement eines Zykels qf # Null-
zykel <= P ¢ Trigerkreis von q®* A g ist Tangente des Triger-




/{/» / . Ein Nicht-Nullzykel
//////P\\\\\\ p* / p* berihrt einen
Pe \ o
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kreises A Orientierungen von q* und é? stimmen iibereirn.

Speziell: g°a.Nullzykel => . Ein orientiertes
Linienelement (P,g) gehdrt einem Nullzykel g2
an <= P=q* . Tl

Definition: Zwei Zykel beriihren einander genau

dann, wenn sie ein orientiertes Linienelement
gemeinsam haben.
Z. BQ

Q-2 Nullzykel q° <> q*
~ ist ein Punkt des
' Trigerkreises von p-.

einander & wenn sie
derselbe Punkt sind.

Wegen &:Eé~9$§' bijektiv, definiert é5 ein Ubertragungs-—
prinzip Zykelebene <— eukl. Raum.

_.Z.B.: réumliche Deutung beriihrender Zykel p%, q*(+)

\ pit 'pzéq: P, qaéﬂ: Q (P£Q)
N & p¥*, ¢ berihren einander =>
Pt _ : \\Q?J\‘ = PQ=g ist c-Gerade und

/ , N \\ G umgekehrt.

/ 1 AN Also gilt:
0N SR [T U AN *

[ N VAN o8 Zwei Zykel

berithren einander

genau dann, wenn sie Bilder

/ ‘ //
/7 \\\~x<<: von Punkten einer c-Geraden
ty .
- Q v sind.

Folg.2: Geg. p%, ¢ (#) <= P,Q(#) = J* g=P.q.

ge T <= p?¥, ¥ sind Nullzykel
g | ™ <= p*, q® mit gleichen Radien =, = 14
(Radien stimmen einschlieBlich des Vorzeichens
{iberein ! p?, q* gleichorientiert)
I.f. p?, @*(*) Nicht-Nullzykel mit 1r, # x,
=» J* G = (PQ).7 mit P =p*¢", Q=g§" .

Zwei Nullzykel beriihren
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Definition: "Ahnlichkeitszentrum" Z von p*, q* ist ein
Ahnlichkeitszentrum der Trigerkreise, wobei gilt:
m—— e
T,t ry=P'% : Q'Z ( r,, r, mit Vorzeichen ! Vs. r,.ry+0 ).

—— e P

'P'Z 2 Q'Z = rps 1y =
= TV(P'Q'Z) ==
MM_:négéi => 4 eindeutig.

5
N\
. /
~
~

i 4* 2 , 2 ist Spurpunkt der Verbindungsgeraden
(siehe Figur). ‘

SgN. T, = SEN,Tq = Z ist ein AuBenpunkt von P'Q'
SgN. T % SEgh. T, => % ist ein Innenpunkt von P'Q!

Also giit:

Sonderfall: » = 1, = Z ist ein Fernpunkt.

Tp= Iy= O => Z ist unbestimmt.
Folg.3: Winkelbegriff
T . In g& ist durch das K-R-8 {x,y,z} a priori
ein Drehsinn ausgezeichnetb.
—> Winkel zwischen 2 Speeren in diesem Dreh-—
sinn gemessen (orientierter Winkel).

Fav - 7

i — -»
<. ba =2T-¢ —= cos (L ab) = cos (L ba) e

Der Kosinus des Winkels zwischen zwei Spuren ist
(1) unabhingig von der Reihenfolge der Spurschenkel,
(2) wunabhingig von Umorientierungen beider Speere.

"Winkel zwischen zwei Zykeln p¥, @2 (#Nullzykel) mit einem
gemeinsamen Punkt":

Efpﬂqzz = Winkel der Tangentenspeere im
gemeinsamnen Punkt von p%, g%.

Schneiden zwei Zykel einander, so besitzen
sie 2 gemeinsame Punkte und die Schnitt-
winkel ¢ wund 27— . => Schneiden zwel
Zykel einander, so haben ihre Schuittwinkel gleiche Cosinusge-
Werte.

¢ e

e ot B S el el

T U,

o et b P

i

L R A A AN .
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"Winkel zwischen einem Speer und einem Nicht-Nullzykel':
Vs. 1 Schnittpunkt.

/.Z' —_—
7ot h &750 <X spt: = Winkel zwischen s wund dem
Mo <+=4T . P
& ' Tangentenspeer im Schnittpunkt s.q¥.
Mo rtm ey P’
P mﬂ"% ' «# ~>Cosinus-Werte der Schnittwinkel
\ //Y\\ stimmen iiberein.
DY Vi 4 U e — .
x / p Der Schnittwinkel < sp® gestattet eine
29gp >\ Deutung im Urraum:
Dazu: SeitenriB durch' Pls — P"
Pas = Ou.Verbindungsebene => o’ —

Neigungswinkel <& @l = w (Oéwé.%’)

— ctg w = P's tlr,) = |cos ¢ |
20
=> Der Betrag des Cosinus des Schnittwinkels 5,(9 spt stimmt Uber-
ein mit dem Cotangens des Neigungswinkels . (Ps.%$) der
Verbindungsebene Psg gegen die Bildebene. ’

NH

Ubereinkunft: Wir schrinken das Winkelintervall auf 0-490
ein; d.h., von den beiden mdglichen Winkeln
zwischen zwei Speeren werde stets der kleinere

als "Schnittwinkel" bezeichnet.

Folg.4: Tangentialentfernung zweier Zykel
= pf %
e ~ e A

J ndchstens zwei gemeinsame
Tangentialspeere fiir zwei
Zykel (d.sind héchstens 2

. der moglichen 4 gemeinsamen

Tangenten an die Triger-
kreise).

\ ein Tgt.Speer

kein Tgt.-
' ‘*’/ Speer
. 4 gemeins. Tangentenspeer, d:= Abstand der Berithrungs-
pun;xte T T

mir e g
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Pou <XP’ yQ 9 Zp =-'I‘p ), leo. (XG, yQ 9 ZQ-‘-"’I’Q >
W‘"J et
Pl QI
T a o~ A 1
s==b P'Q' = V(«P"‘XQ).L’?' ()’p*)’a)l

= rechtwinkeliges Dreieck mit Katheten d ,|z,-z,| und
Hypotenuse P'Q'.

= = (p=x ) + (Fp=To )V = (2p~24) (@Z0)
=3 Die Tangentialentfernung zweier Zykel ist eine Iunktion der

Koordinaten der Urpunkte P,Q .

PQ=g , (SeitenriB g" ) ; <X g% = W (siehe Figur) mit:

V (Wp-va)t+ (Y Ya)?
I Zp~— Z.Qi

ctg I

= (%) + (o= Va ) = ctfw(z,=24) = 0 .

= Fir ctg'w= 1 <« a*=0=>Ad=0~ p* ,q* beriihren einander
Tir ctgtw>1 <= Oéam%"‘ - d2>0,

=3 Zwel Zykel besitzen genau dann zwei # gemeinsame Tangenten-
speere, wenn der Neigungswinkel « der Verbindungsgeraden
g ihre Urpunkte im Intervall Oéwé-gf: liegt ( g ist flacher
als eine c-Gerade);
sie besitzen einen gemeinsamen Tangenterspeer, wenn sie sich
beriihren (w =7, g dist c-Gerade);
sie besitzen keinen gemeinsamen Tangentenspeer, wenn %4&4_%?_5

( g 4ist steiler als eine c-Gerade).

("Tangentialentfernung" bloB fiir die ersten beiden Fille
definiert 1)

Folg.5 : Das zyklographische Bild einer Punktreihe

é(%) heiBt "Zykelbilischel" ("lineare Zykelreihe", E.MULLER).
Nach Folg.4 3 3 74 Typen von Zykelblischeln:

O4cw<sF ... hyperbolisches )
g mit < W = {,J «se parabolisches nykelbﬁsohel

W > 3: see @lliptisches

s e e ST R RS ‘ Lok
IR s o - RN ot i i e
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Eigenschaften:

Das hyperbol. Zykelb. besitzt zweli # Tangentenspeere, die
einander im Ahnlichkeitszentrum treffen; :
das parabol. Zykeldb. besitzt einen Tanqentenspeer (Ahnllchkeltb- :5
zentrum ist der Beriihrungspunkt); :
das ellipt. Zykelb. besitzt keinen Tangenbenspeer. i

Speziell: @ =0, Punktreihe ¢% [| 7
Fiix i@c Tt ist das zyklographische Bild diese Punktreihe.
Fir ;Q?¢ 7% ist das zyklogr. Bild eine Zykelmenge, die durch
Translation aus einem Zykel entsteht. "$7.v?f?ff,) ?I
Abgesehen von diesen Fdllen enthidlt jedes Zykelbilischel genau
einen Nullzykel (=Ahnlichkeitszentrum zweier bel. Zykel des
Blischels = Spurpunkt der Geraden).

Dabei gilt:

I Legt man durch den Null- :

\\ ;%;:;5?\\\\\ G zykel eines Zykelbiliachels | %;

3 EéL/ T einen beliebigen Speer, der =

Jy,zzfé‘ “ &4 7 ginen Biischelzykel schneided, o

S "7 zj// so schneidet er alle unter ;
g Winkeln mit festem Cosinus- .

wert. %

Jedes Zykelbiischel wird durch zwei # Zykel aufgespannt. | b
(Vgl.Folg.2: Lageaufgabe I1). =
Speziell: p*..Nullzykel, g?..Nicht-Nullzykel. % |
=~ Wird ein Zykel allen Ahnlichkeiten von einem ﬁ% N\k\ J
festen Punkt aus unterworfen, so entsteht ein -\ ﬁ/ N e
Zykelbiischel mit dem Ahnlichkeitszentrum als Ty ’

Nullzykel.

Bemerkung: Mit der Zyklographie verbunden ist die bijektive
Abbildung der Menge aller c=Geraden auf die Menge der

orientierten Linienelemente in % .

orient, Llnlenolemont-+~w-parab0L Zykelbuqchel-+§»~cuGoradu

fv
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Folg.6: Ahnlichkeitsachse von drei Zykeln,

Geg. p?,q*, r* (paarw. # Nicht—Nullzykel)==%-P,Q,Riej?e,

Nach Folg.? bestimmen je zwei dieser Zykel genau ein Ahnlichkeits-—
zentrum (= Spurpunkte von PQ , QR , RP ).

Beh.: Die drei Ahnlichkeitszentren sind kollinear;

denn: P,Q,R Destimmen eine Ebene, falls P,Q,R nicht
kollinear. = Fir P,Q,R koll. gehdren p2, gz, r? einemn
Zykelbiischel an = 1% Ahnlichkeitszentrum.
=> Vs. P,Q,R nicht kollinear = PQR= o = die Ahnlichkeits-
zentren liegen-auf der Spur s von oc. (Speziell: 8 ..
Ferngerade von & , falls ¢ eine Hauptebene ist).

Definition: Die Spur von PQR=o mit < # Hauptebene heilt
Innlichkeitsachse der Bildzykel von P,Q,R.

Nach Folg. 3 gilt mit X (x8)= w AOLwLT ¢

Schneidet der Bildzykel (etwa p*) eines Punktes (etwa P)
von oo die Ahnlichkeitsachse s, dann ist der Betrag des
Cosinus des Schnittwinkels ¢, gleich ctg @ .

= Auch fiir g* und r? gilt: lcos | = lcos | = ctg W .

Zusdtzliche Festsetzung:

Orientierung der Ahnlichkeitsachse s so, daB der GrundriB P!
eines Punktes P eo mit positiv
orientiertem Bildzykel p%* auf dem
positiven Ufer des Speeres s liegt.

Augnshmefall: w=3% = cos @ =0 A
VPex gilt: P'Is, s nicht
orientierbar.

Mit dieser Orientierungsfestsetzung fiir s
gilt: 00890,3>O(90,9=#§4-1<6?‘ ).

Fir den Ausnshmefall coag“ gilt trivialer-
weise lcos ¢2,] = cos ¢, = O.

=> Alle drei Angabezykel p?,qz, 12
schneiden die Ahnlichkeitsachse unter
‘Winkeln mit festem Cosinus bzw. — nach Einschrankung des
Schnittwinkelintervalls auf 0%¢ 4:%" ~- unter gleichen Winkeln.

e e G S RTT a
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Polg.7 : Das zyklographische Bild einer Ebene (=:"Zykelbiindel")

(Zykelbiindel = "lineare Zykelkongruenz', vgl.E.MULLER)

Fir o=PQR mit JaxF=w und

0Lwedy flacher als ellipt.
0= iistoé — c=Ebene /\gé heiBt - parab. Zykelbiindel
%éwég \steiler als” Nhyperbol’

Speziell: o= : Punktfeld in & ist ein spez. ellipt.
N Zykelbilindel. N
ol 7e (¢ 98 ), also @ =0: > )) z, =const.\‘/a‘aie’%‘2¢"3
Vs, W+£0: Alle Zykel eines. Bilindels haben eine gemeinsame

Ahnlichkeitsachse s (=Spur von o ).
Viegen 1>cos ¢ = ctgew ] Schnittpunkte p2.s bloB
fiir %3—'4, W L _g_." s also im Falle eines parabolischen oder
hyperbolischen Zykelbiindels. (Fir elliptische Zykelbiindel
& Schnitt der Ihnlichkeitsachse mit den Zykeln des Biindels).

=> Ein parabolisches und hyperbolisches Zykelbiindel besteht genau
aus der Menge jener Zykel, die einen festen Speer s unter
Winkeln mit festem Cosinus schneiden, vereinigt mit den Null-
zykeln dieses Speeres.

Bemerkung a): ¥=0&> @w={ ..parab.Zykelbiindel = {Zykel,
die einen festen Speer s berihrea} u { Punktefd von s} .
=> Jeder Speer leght genau ein parab. Zykelbiindel (d.i. das
é,-Bild, einer c-Ebene) fest und umgekehrt.
= Mit der Zyklographie gekoppelt ist eine Bijektion der
Menge der c-Ebenen auf die Menge der Speere der (orientierten)
Bildebene.

Bémerkung b): TFestlegung des Zykelbiindels durch einen Zykel p?

P und den Spurspeer s :=-Zykelbiindel
Ly AN entsteht durch Ausiibung aller zentrischen
/ , \\ Ihnlichkeiten auf p%, wobeli das Zentrum
v © © / den Speer s durchlduft. = 8 ist die
I’/\ “"x‘ ) //"/ Reihe der Nullzykel des Biischels.
R A
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Bemerkung c¢): Geg. sei ein ellipt. Zykelbiindel als 67 ~Bild
einer Ebene ol mit X (&) =w AO<w<i:f. '
Nach erfolgter zyklograph. Abb. von <& iiberlagern wir
(1) die Zykelebene 82 mit der zugehSrigen reellen euklidischen
Ebene.,
( = Zykel —> elementarer Kreis, Speer — elementare Gerade,
elementare analytische Geometrie, Vektorrechnung in ®=(R) ).
(1) Wir erweitern  #=(R) zur komplexen euklid. Ebene Te(Rc<C).
(Formel fiir skalares Vektorprodukt bleibt gililtig).

‘ ellipt. Zykelblindel=> 1. <P's=:1
(dabei ist s.P=cx , Y(xTe)=w)

1
e = ctg W = —
/ Trigerkreis p von p* : xZ+y2-r’= 0

Trigergerade 8 von s 3 y+1 = 0

=> Schnittpunkte s.p=:5,,: 1"}';;f;-q:

Speervektor A4 : (1,0), “
Tangentenvektor £ L P'S;: (1,zlr1)=> = £ (1,22 )
(Gleichung der Tangente: triqx +(~1) y = o2= 0 )

A _LLE 4 : -
== cos @ = VI oy = ctgw = const,

==> Die Schnittwinkel - Neigtmgswinkelbeziehung cos ¢ = ctg w
- gilt formal auch fir ellipbische Zykelbilindel !
Aber: cos ¢ > 0 =>@ist nicht reelil !

Sprechweige: Die Zykel eines elliptischen Zykelbiindels
schneiden den Spurspeer nach Winkeln mit festem Cosinuswert >1.

Fir den (sicher komplexen) Schnittwinkel ¢ gilt: cos ¢ ist
reell (>1) .

wp=o+l o, (04,/3. reell) => cos @ = cos (04=+!3/~’>)
Wir wenden auf diesen Ausdruck die Additionstheorame an (giltig
in Mo (RcC); Winkelfunktionen sind esnalytisch, also in €
fortsetzbar):
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cos (oc+ifl ) = cos®tcos ifd - sinousin ib =
= cosoghfb =~ i sin0e sh[& .
0.

i

cosy reell «» sinc. shf
= (1) (=0 =—preell
(2) OL=0+kT (ke 2)
Also gilt: Ein nicht reeller Winkel ¢ Dbesitzt genau dann
einen reellen Cosinuswert, wenn der Realteil von ¢ = O (r) ist.

Satz 24: Die zyklographische Abbildung ist eine Bijektion der
Menég—der Punkte des crientierten euklid. Raumes auf die
Menge der Zykel einer orientierten euklid. Ebene.

Eine Gerade wird auf ein Zykelbilischel abgebildet, welches
aus zum Spurpunkt der Geraden zentrisch dhnlichen Zykeln
besteht;

eine Ebene auf ein Zykelbiindel, dessen Ahnlichkeitsachse die
Spur der Ebene ist.

Die Zykel eines Zykelbiindels mit eigentlicher Ahnlichkeitsachse
schneiden den Spurspeer nach Winkeln von festem Cosinuswert.
Mit der Zyklographie sind bijektive Abbildungen der Menge
der c~Geraden auf die Menge der orientierten Linienelemente
bzw. die Menge der c-~Ebenen auf die lMenge der Speere der
euklid. Ebene verkniipft.

4,2 Zyklographie als Ubertragungsprinzip

P
—

Vgle 4.1 Folg.1:

Tre —ry P— fﬁ’e&,
Pkt. Sl i el Zykel
c~-Ebene -+~ . Speer
c~Gerade Orientiertes Linienelement
Punkttreihe - S Zykelbilischel
Punktfelder - i Zykelbiindel

Losung von Aufgaben durch Kopplung des zyklographischen Bildes
wit einem GrundriB-SeitenriBverfahren oder mit einer kotierten
Projektion (E.MULLER) oder mit einer Zentralprojektion (W.FIEDLER).
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Beigpiel 1: Geg. 3 Speere s;, die ein Dreiseit bilden.
Ges. Zykel, die s; nach ¢, (gegeben durch cosq )
schneiden. :

Aus dieser Aufgabe folgt mit dem Ubertragungsprinzip:

(sj, cos ) —> Ebene ¢&; , => 3 Ebenen — 4 Schnittpunkt =
=1 Losungszykel.

Angabe:

COSCH:-

(s U

Cos Sﬁ&%‘

OR W

cos 905 =

a) cosy, negativ: Nach 4.1, Folg.6 (Festsetzung der
Orientierung des Spurspeers einer Ebene so, daB cos ¢ > 0)
muB s, zunichst umorientiert werden (= 5, cos{, ==+%).

b) Festlegung der 3 Ebenen &; mit ctgdy= cose;
=> (kotierte Projektion) Intervall iy mit

v.“‘ 4’L’.
ldnlp_-la‘ = 'E',"'g.% = 3:8:2.

=» Schichtenliniengrundrisse h9
= Schnittgeradengrundrisse af = (sje ). (A1 b)) = af a8 =X'

c) Zykel x* mit Mitte X' und cos ¢; = %;:T
X
Orientierung von x* wird durch die Orientierung der Speere s
gemsB der Festsetzung in 4.1, Folg.6 induziert.
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Konstruktion der beriithrenden Kreise eines Dreiseits

(Spezialfall von Beispiel 13 s,, 8,, 8,, cosg=1 ).
Zunschst Ubergang zu Orientierungen : 1 Orientierung von 84
gewihlt (d.h. We wird orientiert), noch genau 4 Orientierungs-

moglichkeiten fiir 8, o, 83 »
Man hat Beispiel 41 filir jede dieser Mdglichkeiten durchzu-

filhren. =» ] 4 beriihrende Kreise.

Bemerkung:

Beispiel 2:  Geg. p*, q* (#, Nicht-Nullzykel)
' Ges. alle »p* und g* berithrenden Zykel

Vgle. 4.1, Folg.1: "beriibhrende Zykel"
{Z;ykel x¥, die p? beruhren} {Bllo.zykel von

’ y* Punkten X der c~Geraden durch P}
ﬁ } Bezeichnung: {Pkteo aller c-Geraden durch

P} ng c-Kegel

= Ubertragungsprinzip zur Ldsung dieser Aufgabe:
Lsungsmenge in e ist Schnitt zweier c-Kegel in Te

c~Kegel haben c¢ (&€ @ ) gemeingam.
= Der Restschnitt ist eine Kurve 2. Ordnung (i.a. Keg&alscnmt‘c k)

= GrundriB ist i.a. ein Kegelschnitt k' .
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Un den Typus des Kegelschnitts k festzulegen, schneiden wir
einen der c-Kegel (etwa [y ) mit der Richtebene Z [|£ durch
Q « Dabei gilts &" und P'Q" = gl sind Diagonalen eines
Rechteckes (vgl.Figur) und daher harmonisch zu dessen Sciten-|
(d.s. Kegelerzeugenden). ==> &" und g" harmonisch zu den
Erzeugenden von [ in T . ==> Im Bindel Q ist & die
Polarebene von g bezliglich (g .

= G = g.7% und E.8¢ sind polar bezliglich des Trégerkreises
von q%. .
=>Z.B.: Fir g mit 0< Jg®e < ist [QnZ ein Erzeugenden-

paar => k' ist eine Hyperbel.

Speziell: k' ist eine Gerade L P'Q' <> k" | 1.3 <
& g““1.3 = p*, q® sind kongruent (#).

Zusammenfassung:
g flacher als c-Gerade (nicht || %€ ) =>k' ist Hyperbel.
(g 4> hyperb. Zykelbiischel). |
g ist c-Gerade (- parab. Zykelb.) = k'=P'Q'= Menge der -
Mittelpunkte des parab. Zykelbiischels.
g steiler als c-~Gerade (—ellipt.Zykelb.) = k' ist Ellipse.

Beispiel 3: "Problem von APCLLONIUSY,

Geg. ©0?, D,q*|# Mullzykel A 0,P,Q ..Dreieck
Ges. alle Zykel, die oY, p?, ¢* beriiren.

Vgl. Beigpiel 2:
£ «eTréigerebene des Restschnittes der c-Kegel ,f;
¥ e Trigerebene des Restschnittes der c-Kegel ) [
Unter Vs, &+¢ , &/ I Schnittgerade s in [,
=> Lisung der Aufgabe mittels Ubertragungsprinzip
‘Schnitt eines c~Kegels (etwa [p ) mit s == (i.a.2 # Lds.)

<133

a) Spezielle Angabe: 0',P',Q' kollinear (= 0PQ L 7' )
Bei Verwendung eines Seitenrisses ( Tz =0PQ) erscheint sowohl
E als auch ¢ projizierend = 8= <&@ ...projizierend,

== X,Y = 8.[p  mittels Parallelkreis b : X,Y=s.b.
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VAN

N\

b) Allgemeiner Fall : 0',P',Q' nicht kollinear (= OPQ= o V 7 )

Losung der Aufgabe mittels Spur- Fluchbtspurprinzip ( 07 als
"Nebenauge" verwendet).

(@ Spur vom €317

&
‘?"‘ "C"'P”UT Von (f):‘ {5» a
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Mit Hilfe von Seitenrissen (W durch 04P und @ durch 0Q )
bestimmt man &=G.fp  und -0y  Dbzw. deren Spuren e und f
= eSfl e wnd £$ [/ £ w.Fluchtspuren bezliglich des Auges O
(Konstruktion z.B. ohne SeitenriB: f£¢ ist Polare des Spur-
punktes F wvon OQ Dbeziigl. o* ). = Zentralbild s¢ der
Schnittgeraden s =&p: 8°= (e.f). (el fi),

g|8 = 8.0 = s'[[ €= 8:0"' A 'S = s
Schnitt von s mit (3 ¢ 8.0 = {X,Y} = {X“, Yt =ge.0?
s XV (XCG“).S' , Y ¥ (YCG‘),S' . »
= x* mit Mitte X' , Radius r, (und Orientierung) so, daB x*
und o° einander beriihren.
= V% analog.

Bemerkung a)s Gege 0 ,D 5 4 e’ Dicht kollineare Nullzykel.
Man konstruiere die "Umzykel'.
- g ¢ L1, = s =& Pl ndy T3 symmetrisch zu 72
= {X,¥}=s.0 symmetrisch zu %! . = IL8sungszykel xZ, y°
gind ein Paar erginzender Zykel.

Bemerkung b): Das Problem von APOLLONIUS ist fiir Kreise o,p,q
formuliert (ohne Orientierungen !). '
=> (vgl. Beispiel 1, Bemerkung): RBei Wahl der Orientierung
etwa von o (= 0?) E[ vier # Orientierungsmdglichkeiten fir
P,q (=>p*, q?). = Zur Losung des Problemz ist Aufgabe 3b vier-
mal durchzufiihren =» 4 i.a. gcht L¥sungskreise.

4.3 Die "Zykelkugel"

P o—_—y
B o

Definitions ZEine Zykelkugel ist die Menge aller Zykel, die
einen festen Zykel nach Winkeln mit fegstem Cozinuswert schneiden.

Speziell:s cosy=1 3 ges. {Zykel x*‘xf berihrt einen geg.Zykel '39} .
Zu Jjedem Punkt von s? gehdrt eine parabolisches
Biischel von beriithrenden Zykeln x’; = Lisungs—
“/ zykel sind Bilder der Punkte von c-Geraden
| durch S (s%), also Bilder von Punkten des

~~ / c-Kegels [¢ durch sZ%.
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=2 Das zyklographische Bild eines c-Kegels ist eine spezielle
" Zykelkugel und heifBt "parabolische Zykelkugel'. '

Bemerkung a): Ist s* ein Nullzykel => cos¢ nicht bestimmt, z.B.
cos g =1 (Berlihrung) = Zykelkugel sicher
parabolisch; Urbild ist ein zu T  symmetrischer
c~Kegeles = Mit jedem Losungszykel ist auch

der ergénzende ein LOsungszykel.

=3 Das zykl. Bild eines c—Kegels mit der Spitze
in #* ist die Kreismenge durch S¥ .

Bemerkung b) s Nach 4.1, Folg.3 gilts Bei Umorientierung des .
e Angabezykels s #dndert der (geg.)

- ==

Cosinuswert des Schnittwinkels ¢ das |

‘{s} =~ “ ., Vorzeichen. 4
° A “  Es ist durch Umorientierung von s* stets
\ (/"” «!  erreichbar, daB cosp >0 . (I.f.
N AN / stets vorausgesetzt).
T \\

Definition: Eine Zykelkugel mit O £cosywps heiflt
"hyperbolisch', mit cog ¢w=1 heiBt "parabolisch", mit
cos ¢>1 heiBt "elliptisch®, (cos ¢ >1 <> Ree=0® )

=> Das Urhild einer parab. Zykelkugel ist ein.- c-Kegel (siehe oben).

Das Urbild einer hyperbolischen Zykelkugel:

+ (Festsetzung 04p < 1)

In jedem Punkt von s% bestimmt der
geg. Schnittwinkel ein parabolisches
Blischel von Ldsungszykeln, also eine
c-Gerade e (GrundriB e'). |

=> hyperbol. Zykelkugel besteht aus
einer Drehschar parab. Zykelbiischel,
==TUrbild in e durch Drehung der
c-Geraden e um die lotrechte Achse
durch S' . (Achse windschief zu e , falls w# 0).

=> Urbild ist ein einschaliges Drehhyperboloid und heilt
"einschalige c-Kugel". Die Erzeugenden der einsch. c-Kugel &
sind c-Geraden =2 { geht durch den Fernkreis ¢ hindurch.




A it

Der Grundrif der Erzeugendene
der einschal. c-Kugel < be~
rihrt den KehlkreisgrundrifBl k!
(Radius = M'e! =:4 ).

Die Resttangente f' aus dem
Spurpunkt G (GT s?*) von e an

k' ist der GrundriB einer
Erzeugenden f von & , also
einer c-~Geraden (e.f= G , fe¢

ergénzenden Regulus zu {e}).

=> Jede hyperbolische Zykel-
kugel ¢ 188t sich auf zwei =
Arten als Drehschar parabolis:
scher Zykelblischel auffassen.
Die lMenge der Nullzykel der
hyperbol. Zykelkugel ¢ er=-

~ fiilllen st. Der Trégerkreis von s? ist der Spurkreis von ¢ in

Te

Im SeitenriB ( T3 ﬂ e) erscheint e als Asymptote der Meridianmhyperbel
von P ( Xe'm =T ,= M. SeitenriB des Mittelpunktes von

mit M'=S',, Mitte von s®. M .. Scheitel des Asymptotenkegels =>

- n¥.. "Mittenzykel" der Zykelkugel {(P), mP.. Spurkreis des

Asymptotenkegels.

Mit der Festsetzung 0L <« ”‘ (0O 4cosp £ 1) gilts
m?* und s sind glelchorientiert !

Teo..Radius von s? (orientiert)
Zye.Radius von m? (orientiert) } mit |r| > |azy)
( wegen Vs.¢ 43 e €inschaliges Drehhyperboloid, Spurkreisradius
von ¢> > Spurkreisradius des Asymptotenkegels).
r und zy sind in gewisser Weise gekoppelt; und zwar gilt:
Aufgrund der Kongtruktlon von n® (s¢ehe Pigur) beriithrt der
Tangentenspeer 'tx in G an x°% (’ ,L.e') auch den Mitten~
zykel m? (Berithrungspunkt G") => GG'= o = M'e'! ist die Tangential-
entfernung zwischen x?% und m%,

d ist konstant fir alle Zykel x* des parab. Zykelbiischels

(G fx)

- = Alle Zykel einer hyperbol. Zykelkugel haben vom Mittenzykel

feste Tangentialentfernung.
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Tm rechtwinkeligen Dreieck AM'GIG" liest man ab:

und W == JGMIE" = cosp= ltil‘ - 5

(sgn.zy= sgn.r ).
=>Fg gilt auch umgekehrt: Die Menge aller Zykel mit fester
Tangentialentfernung von einem gegebenen Zykel erfillt eine

&+ zp= r*

Zykelkugel .
Denns m® collece (X0 Fp 92405 XEeeXawa (X,7,2)
Ny \,v—i
M X
4@1 ® FOlg’."—’-: duz‘ﬂ (X-r.'}fn )z: +- (y“’yﬂ)z bt (Z""ZM)'L s 8 ¢ @ <*>

=3 Mit a*= konste. >0 stellt (*) die Gleichung einer ein-
schaligen c-Kugel dar. ( (*) beschreibt einschaliges Drehhyper-
boloid ¢ mit lotrechter Achse durch c; =>

das zykl. Bild ist eine hyp. Zykelkugel mit d = konst.)

Schneidet man ¢ mit der Ebene z=z,, so folgt aus (*): a* ist
das Quadrat des Radius des Kehlkreises Lk von ¢).
(Vgle Figur: 4 = e!'lft )

Angabe einer hyp. Zykelkugel,

a) Geg. s%, m* (konzentrisch mit |r| > |zl , sgh.T = sgn.z.)

' ' Kongtruktion der Meridian-
hyperbel elementar aus
e Scheitel Asyroptoten + 1 Punkt (P).
Unter Beachtuog der Beziehung
A+ 25 =1 A  de.Kehlkreige

radiug erhilt man auch direkt
die Scheitel A,B der lMeridian-
hyperbel im Schnitt von s
mit der Parallelen zur Rili-
achse durch M'™,

b) Geg. sS%, cos@ (>0) = z,= I'.COS ¢ => m* =3
P Sr}, m= LITY Aﬁg&be a)o

Bemerkung: Sonderfall: M e T sy m¥ ... "Nullkreis".
= zn= 0 =»(Va., 1 1reell # Q) , cosp=0 => @= é’t
Da die einschalige c-Kugel mit Me7d zu R? gymmetrisch ist,
gilte v |
Mit jedem Zykel der Zykelkugel ée’\’(‘b) gehort auch der ergiunzende
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Zykel der Zykelkugel an. = Ergebnis: &(Q) ist Kreismenge, die
einen festen Kreis s (Orientierung von s ist unwesentlich)
orthogonal schneidet, also ein hyperb. Kreisbiindel.

Das Urbild einer elliptischen Zykelkugel

Geg. s, cos@>1 . => Ubergang zu W(RcC); wir beniibzen die

in  %(RcC) giltige Formel fiir das skalare Produkt zweier Vektoren
(vgl.%.1, Folg.7).

by ¥ e X'+ yr:-r*=0
P77 : p2 see (X"X)?n + yz_“' Z‘z:" O _';"?"'
X2+ yi- 2xX + X*= 2%*=0
I\Z .

Schnittpunkbe s%p? = S e (X, 3)

2, ™ _ Je
S¥t by XX+ §JY, =T =0 .. lgte

t4 “se ("‘ys y X_‘S} oes /It Ta'ﬂ(‘?. V@!{{:Q"l"‘

P H tz e XXS+ ys@ — (}CX+X5X)+ Xz“' Z’.?.:_ O
= X(x-X)+ Ty + (.g;): 0
By v (=Fey Xs=X oo 2. Tgt.vektor

libf“‘“‘ "!yj—fx;—:r”‘ ’ l/tz‘= \tyfi + (X, =X)* =2 ; =>

4 ¥+ .
cos ¢ = PR ———qu— (s + x% - %X, = 2-—~;Z(2rz-r"~X"+Zz)
!7‘71’ . “72\ ) ;

r*=X*+ 2%
2r7
cos ¢ = konst. laut Def. der Zykelkugel (;(gb)... (s2,cos Sa).

=3 cos p =

p? e (X,0,2) € &(P) <= Z*-2rZcosep +1rt-X*= 0 =
pzéé’)(c‘p) &> (Z-reosp ) - X* + r(1-cos’p ) = 0 ...(%%)

kon gt korat.
== (%) stellt die Gleichung des Meridianschnittes ¢ von P
mit der Ebene y=0 dar.

C e+ gleichseitige Hyperbel, Mitte
M mit Zy= I COS @

= r*- 25 >0 & cos (®cospll) ...
«. hyperbol. Zykelkugel, r'-zl=:d*

™~ 25 L 0&cos*@>l (3cosedl) oo,
e o ©1llipt. Zykellkugel, zi-r*=:a’(0)
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=+ Im Fall der ellipt. Zykelkugel liegen die Scheitel der Meridian-
hyperbel ¢ auf der z-Achse des verwendeten Koord.Systems (=Dreh-
achse). ' :

=ﬁ><b ist ein zweischaliges Drehhyperboloid mit der Fernkurve ¢
und dem Spurkreis s (=Trigerkreis von s®) und heiBt "zweischalige
c-Kugelt.

(Anmerkung: Fir r’=z3=0 => cos¢=1 , (¢=0.. é&@).“parab.Zykelkugel).

Angabe einer ellipt. Zykelkugel.
a) Geg. s*, m? (Mittenzykel der ellipt.Zykelkugel, also |r[¢lzul

n-—a-m—d—o—-
AN . 8gNn.zZy = sgn.r wegen c¢cos8 ¢>0
laut Festsetzunge.
= Kongtruktion der Halbachsen-

linge mittels zf-r*=a® .

Mlli

W

b) Geg. s?, cosy?( 1, Vs.ellipt.
— ZJK). => 2Zy=T COSQ =Mt .

Bemerkung 1): Analog zur hyp.
& “« Zykelkugel gilt auch hier:
. ™ Der Mittenzykel m? hat von
 jedem Zykel der ellipbt. Zykelw
' kugel gleiche Tangentialent-
« fernung 4, wobei gilt:
d*= ~a®™ (a>0) = d ist reinimagindr (=Kehlkreisradius).

Bemerkung 2) hyp. Zykelkugel <«—» einschal. c-Kugel
parab. Zykelkugel <— c- Kpgel V
ellipt. Zykelkugel — zweischalige c-Kugel, die
schneidet (sZ.."reeller” Zykel).

Wir untersuchen die Bildmenge einer zweischaligen c-Kugel, die
7& nicht schneidet.

N : " o= |zyl Da 4 8. nullteiliger Schnitt-
\\\ Mm kreis,

4 L =3 cos @ ist zwar konsbant, aber
~e ZN ) ’
. é X nicht reell (4 Winkelschenkel ish

: nicht reell).
— :
™~

_ \\ES' Beh.: cos @ ist reinimagindr;
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. . ‘ ‘
+ nelud o1 eptient

denn: Zy = I COSY => COS® rein-
A Téau' Teinimagy. Lmag.
Da die Tangente an s nicht orientiert
ist, ist der Schnittwinkel blof
modulo T bestimmt. = Nur der Be-
trag des Imagindrteils von cosy
ist 4im vorliegenden Fall der ellipt.
Zykelkugel konstant !

Kongtruktion von Cb durch Ubergang von e _zu 37;; mit der
Gleichung z+Zo= 0 (z passend, sodalfl CPn T? reell).

Andere Moglichkeit zur Konstruktion ven ¢
Geg. s (nullteilig), r (reinimag. Rad.) —- s"..reeller Ver-
~ treter, r" .. Radius von s". v '
Orientierungsfestsetzung durch r=i.r”
"= Imer (mit Vorzeichen !);

g = gl vt= 22+ (")
Dabei gilt: Tangentialent-

fernung der Bildzykel von n?
ist konstant und reinimiginir.

Bemerkung 3): Sei Jo

Scheiteltangentialebene von (P

=> gZuy= a , r=0 = g% .
wNullzykel.

Zu= TeCOS (P —> cossﬂ=——%ﬁ—1—- = Co,

cos¢ ist wesentlich Singularitédt =2 w unbe-
<M stimmb.
ad” |\ Erpebnis: Die Zykel von £(() haben zwar

),
/z
1
¥ /
/l 3 é\ konstante reinimaginire Tangentialentfernung,
=2 der Schnitbwinkel @ mit dem Spurzykel (=Null-

zykel) ist nicht bestimmbt. Man spricht aber auch in diesenm
Fall von einer "elliptischen Zykelkugel".




Bemerkung 4y
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// 76 T M = n*.. Nullzykel

¢ 7
Sewe Kehlkreis (Radius i.a ).
Z
Ry O \~ JTe‘," COSW== —?f“ = 0 => @= :‘g
P 1 M 98 \\i.-q , IXaaiated ;
////// NN\ =3 Der nullteilige Spurkreis (Kehlkreis) wird
L\ von jedem Zykel der ellipt. Zykelkugel recht-
///1 ;;;;;§§> winkelig geschnitten.

Die Menge aller Kreise, die einen festen null-

teiligen Kreis s orthogonal schneiden ist ein elliptisches
- Kreigbiindel.

(

Der reelle Vertreter s™ von s wird nach Gegenpunkten ge-

schnitten und gehdrt selbst zum elliptischen Kreisbiindel).

Satz 25:¢ Die parab. bzw. hyp. Zykelkugeln sind genau die

zyklographischen Bilder der c;Kegel bzw. der einschaligen
c-Kugeln. Eine hyp. Zykelkugel besteht aus allen Zykeln
fester Tangentialentfernung von einem Mittenzykel, welcher
das zyklographische Bild der c-Kugel-Mitte ist.

Jede elliptische Zykelkugel ist zyklograephisches Bild einer
zweischaligen Zykelkugel und ihre Zykel besitzen konstante
reinimaginire Tangentialentfernung vom Mittenzykel.

Das gzyklograph. Bild einer zweischaligen c-Kugel, welche die
Bildebene nicht reell schneidet, besteht aus allen Zykeln
fester reinimasgindrer Tangentialenbtfernung vom Mittenzykel
und ihre Zykel schneiden einen nullteiligen Kreis nach einem
Winkel mit reinimagindren Cosinuswert, dessen Imagindrteil bis
auf dasg Vorzeichen konstant ist.

Anwendungen: Vérallgemeinerung des APOLLONIUS''schen Problems.

Geg.: 3 Zykel s% allgem.lLage; ges. Zykel, die s% nach
Winkeln mit vorgegebenem Cosinuswert cos ¢ schneiden,
(=>cos@=1 : APOLLONIUS)

Lésung: Schnitt der durch {sf, cos,} bestimmten c-Kugeln Cb%

( ¢; nicht konzentrisch).



Schritt 1: Schnitt zweier c-Kugeln ( P,~A D, ) ¢ E® = Regt-

schnitt k ist eine krumme Kurve 2. Ord.
{ ' Bind, = {0kl
k //!’ .

Da &, , B, den Fernkreis ¢ gemeinsam
haben, (ihre Schnittkurve also zer—
f81lt), so berihren sie einander doppelt
(Beriihrpunkte E,F). EF = ¢, ist Fern-
spur der Trdgerebene ¢ des Rest-
schnittes k .

E,F sind aber auch Beriihrungspunkte
der Asymptotenkegel [ ,T, von

DOy, P, = & ist parallel zur
Schnittebene £ der Asympbtotenkegel.

Konstrukbtions

Wir verwenden eine Kegelspitze (etwa M) als Nebenauge ‘O‘ einer
Zentralprojektion auf &

e& .. Polare des Spurpunktes der Verbindungsgerade der Kegelspitzen
M¢, Mz (=c~Kugelmitten) beziliglich des zykl. Bildes des Auges
(=Spurkreis von [; = IlMittenzykel m von ¢, ).

Spur e ¢ Verbindungsgerade der Schnittpunkte der Spurzykel
s¥, sz von @, P, (Verbindungsgerade ist stets reell;
Konstruktion vergleiche die folgende Zwischenbemerkung).

Schritt 2: Wiederholung von Schritt 1 fir &, ds
— @ ...Trégerebene des Restschnittes

von Pad,, P e (£,£5).

Schritt 3: Schnitt von ¢, mit &.¢ =8
(Schnitt einer Hyperbel mit einer
Geraden elementar mittels geeigneter
Homologie). '

= ] 2 L¥sungszykel (iiber €).

Zwischenbemerkung:

Konstruktion der gemeinsamen Sehne von zwei Kreisen k,, kzle m
(k;y ko auch nullteilig).
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kiy k, spannen ein spezielles Kegelschnittsblischel Ak, + ukz auf.
Uber ¢ 3 4,3,2,1 (&) "Grundpunkte" in einem allgem. K.o.-Bu chel,
s Die abs. Punkte I,J von %  sind kj.komplexe (sicher #)
Gfundpunkte von Ak,+mk, =3 3 Fdlle:
a) 1 vier # Grundpunkte: I,J; A,B (reell getrennt) => ellipt.
Kreisbiischel,
I,J;4,B (kj.komplex) => hyp.Kreis-
bligchel.
b) I drei # Grundpunkte: I,J,A (+Tangente A in a) — parab.Kreisb.
(k4 beriihrt ky in A).
¢) 3 zwei # Grundpunkte (notwendig I,J) => k., k, konzeﬁtrlsch
(k, beriihrt k, in I und J).
= Gesuchte gemeinsame Sehne ist im Fall c¢) die Ferngerade, im
Fall b) die gemeinsame Tangente a; (da A als Doppelldsung einer
quadr. Gleichung stets reell ist, kann dieser Fall bhloB fiir
einteilige Kreise k4, k; eintreten). |
Es ist bloB Fall a) wesentblich:
{1,3,A,B} iber € ein Viereck,
dessen Gegenseitenpasre die in
o (2Ak4+,k, ) enthaltenen singuldren
Kurven 2.0rd. darstellen.
=> Gegenseitenpaare sicher kj.kom-
plex oder reell.
= Wegen IJ=u reell = AB=U reell
(Ta.gesuchte gemeinsame Sehne).
Jede '"allgemeine" Gerade g < T
T schneidet die Kurven 2.0rd. eines
. Kegelschnittsblischels nach Punkte~
paaren einer Involution, (der DESARGUES-Involution). In unserem
Fall ist stebs dem Fernpunkt “=g.u der Schnittpunkt 7T=g.q
zugeordnet. 4 ist also Zentralpunkt der DESARGUES-Invol. auf

g .

Damit gilts Die gemeinsame . eigentliche Sehne ("Chordale") zweier
Kreise k,, k, € T; ist die Menge der Zentralpurlte Z dexr durch das

Kreisblischel 2Ak,+«k,; auf allgemeinen Geraden ge J; induzierten

DESARGUES~Involutionen. ‘
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Z:"M,’ MZ.

Kongtruktions U ist sicher normal zur Zenbtralen

Vs.: k,, k, reell; 1 gemeins. Tangenten

ks

DES.~Inv. auf g: Fixpunkte =1 ,
=3 7 halbiert 12

Vs. k4, k, veell; 1 keine gem.Tgten.

X, Y. Fixpunkte der DES.-Inv.

auf g~z mit den Psaren

1413 2 . = 7 halbiert XX,
Vs.: k, reell, k, nullteilig ( kl..reeller Vérﬁrnter)

o

Konstruktion von %, auf einer (reellen) Tangente g, aus M,
an k4 siehe Figur.
Anderer Weg: gp=z => Auf =z

der DES.-Inv., k, induziert auf =z

ist A,B ein reelles Punktepaan
eine ellipt.Inv.(L,) ==>

.
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I(x,¥) mit L,XLL,Y und H(A,B3X%Y); X,Y..Pixpunkte der
DES.~Inv. =» %, halbiert XY .

Vsot ky und Xk, nullteilig ( X7, k:“,reelle\Vertreter)
Hilfsgerade ¢ g=2z.
k4o,k, induzieren auf =z
wawel ellipt,Involutionen
=>J* ein gemeinsames Paar
(X,Y) in beiden Involutionen.
(RKonstruktion mittels Hilfsw
kreis k wmit Mittelpkt M auf
z, der k§ nach Gegenpunkten
schneidet). = Z halbiert
XY => Z=M..Zentralpunkt
der DES.~Inv. auf z.

Beigpiel zum verallgemeinerten Problem von APOLLONIUS.

J ? . Z
Geg.: Zykel s/(M}, 1, =-5e), s,(M}, r,=2e),
nullteiliger Kreis s, (ML , rd =+3e) ,
Ges.s Zykel, die sZ, sj,'sg unter Winkeln ¢; mit cos ¢=- 7z,
cos ==, cos¢= 4 schneiden.

Schritt 1: TFestlegung der Orientierungen (s?-—¢-;§) so, dal

cos @ 2 O.

2 ER = ey TR i = T analE
a) 8y -+ &} mit I =ide, cos@=+z.=> mi mib 7 = T, cosq

= Z =+l4e 3 (82, mi gleich orientiert).
Fme LT, => @D, ..einschalige c~Kugel.
mit T =-2e, cosf, = I CDZ.” zweischalige

b) 8} —- &%
| c-Kugel, die a& in s (also reell) schneidet.,

-

2 . — 2
mf omit Zy= (~2e).% = -3e .

c) s,=» s} mit == +3e (cos@=+%) => r.= i.r] , sgn.ri=+1

= st ist positiv zu orientieren (Festsetzung).
X3 3
Mittels Zy = T COS ¢ folgt flr s :

Zf"!g) = i.B@o%: feed mé%e 9 8.180 Sgno ZH:“ == .‘,./;

—
sy und mi sind entgegengesetzt orientiert). =
i

qguegzweischalige c~Kugel, die ¢ nicht reell schneidetb.
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Schritt 2,3: Schnitt von je zwei c-Kugeln (Drehhyperboloid)
siehe Konstruktionsbeschreibung auf Seite 176.

Spuren e; der Tr#gerebenen & von ki ¢ (Pad;) gemidB
Zwischenbemerkung.

4,4 c-Geonmetrie (vgl. 0.7 )

Geg.: Tor) ¢ T(R), © ..Fernebene;
in w sei eine Polaritidt als "absolute Polaritdt"
ausgezeichnet. :
Ist Mo elliptisch == {Wa(&),'ﬂ‘w} ist ein euklid.Raum “'e .
Ist % hyperbolisch == @ ist Polarsystem cines (reellen)
Kegelschnittes ¢ 3 Tw =3 S .
Umgekehrt ist durch einen gepebenen Kegel—
schnitt ¢ cw  eine abs. Polaritit @
festgelegt und M definiert die "¢~Ortho-
gonalitdt" im {T.(R), ®} .

all b <« Ay c=kj. By Dabei sind a,b,cx,{ﬁ\em‘uml As,
a 1S ol <= A = a,f Bu, 8., b die zugehdrigen Fern-
LS A w= a, c-kj. Db elemente in @ .

{WO,(Q); Wcz "“‘Wpe. o« "pseudoeuklidischer Raum".
Die zugehdrige Geometrie heifBt "pseudoeuklidische Geometrie”
("MINKOWSKI-Geometrie™).

Bemerkung 1: ‘'"c~isotrope Geraden'.
Def.: Eine Gerade ge'ﬂ}e heiBt c~igobrop <=+ 3 1ot zu sich
selbst c—normal <—> Fernpunkt von g ist selbstkonjugiert,

= {ge TYPQ\ g c-isotrop} = {eigentliche Geraden, die ¢ treffe:d}
das ist aber genau die lMenge der c~Geraden.

"ewisotrope Ebenen”
Def.: Eine Ebene heilt c-isobtrop <3 Wenn gie oino »u iar
normale Gerade enthilt.

frrytantial .

e,

T 3 I 4
.":.-"#» { E e -“-PE i 6 T GmiSOtrop } = “{CM})?}QI)‘QEIL % (g
ebenen von ¢ # w ).
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 Bemerkung 2: Konstruktion eines speziellen Modells fiir T..

Wir gehen vom proj. abgeschl. Anschauungsraum sus, d.h. mﬁm)
sei der P.A.R. (also ein spezieller ]L(B) )y % sei die

zum Fernkreis ¢ zur BSschung 4 (im Te !) gehdrige Polaritit
in w . '

T\ N

~

H(12, Nuaw) A X812 =

. . 2” - - - ', )
//’S—C(TL — ieawsz e é}‘:&‘gb‘i\

Beh.: In diesem lModell des  [pe hat das c-Normalstehen von
Ebene o und Gerade n auch eine euklidische Bedeutung; und
zway gilt: In einem geeigneten SeitenriB I, halbieren die
(zueinander normalen) UmriBerzeugenden des c~Kegels mit der
Spitze S =0&.n -‘die euklidigchen Winkel zwischen n" wnd o,
(Beweis siehe Figur).

i

e

e

Folg.1: ‘“e-Ahnlichkeiten"

Gege: Affinitit oaila—To , dohe Jo: T—rTA Caro|ly
Ehnlichkeit in Te ¢ Die Einschrinkung der zu o. gehSrigen
Kollineation « auf « kommubiert mit der abs. Polaritédt Tw
( xfw T = Fo-otfw),

Diese Definition wird zuch zur Definition der c-Ahnlichkeit be-
nitzte

c-ihnlichkeit: = Affinitit oo mit e A o= |l

und & T = M.oclw .

=35 Bei cwihnlichkeit bleibt kj. Lage beziigl. ¢ erhalten,
& ¢ bleibt als Ganzes fest.

. ist festgelegt durch ein Poldreieck und ein Paar FPol - Polare.
= cwAhnlichkeit fihrt diese Angabestiicke in wieder solche {iber,



- 183 =

Also gilts Eine Affinitdt ist genau dann eine c¢-~lhnlichkeit,
wenn gie ein Dreikant von c-normalen Geraden und ein Paar (Ebene,
c-Normale) in wieder solche Elemente iiberfiihrt.

Def.: "c-Kugel" (vgl. 0.7, Folg.3)
c~Kugel ist Mittelpunktsquadrik <& , fiir die gilts
Die Spurpolaritdt in w bezliglich & ist identisch mit der
abs. Polaritit. => @  ist genau dann c-Kugel, wenn Pnw =c .
(= Diese. c-~Kugeln stimmen also mit den in 4.3 eingefithrten
c-Kugeln iiberein). |
Aglalog zu 0.7 gilt damit auch hier:
Eine c-fhnlichkeit ist eine Affinit#t, die eine einzige c-Kugel
in eine c-Kugel iberfilhrt.

Die Menge der c—Ahnlichkeiten bildet hinsichtlich der Verkniipfung
eine Gruppe (Bezeichrung: AGO (Ti‘pe, ) bzw.AGC(R,33;¢) ). Die
Invariantentheorie dieser Gruppe ist die "c~Geometrie'.

Folg.2 ¢ ‘Ye-Winkel"

Ve, OLfW o nicht c-isotrop (= a, = oW beriihrt nicht c)
=> Te dinduziert auf a« eine nicht ausgeartete Involution &,
kj. Punkte, wobel wir wegen I .. hyperbolisch zwei Realithitse
typen unterscheiden miissen.

a) & ist eine elliptische Involution

. . = {&, &} ist eine euklidische Ebens
) denn: oL ist reell =» 3§ Ferngerade

A & ellipt. nach Vs.

In speziellen Modell des Tpe ist

& eine flachgingige Lbene (d.h.

4‘;_’@5\‘@20( < %‘: )

In & wird nittels der LAGUERRE~Formel

eine Winkelmetrik definiert:

S meellipt, X ab = ?é. Tg DV(A.B.I®T)

Bemerkung: Diese c-~Winkelmetrik ist unsbhingig von der im
speziellen Modell vom P.A.R. stammenden euklidischen e-=Winkel-.
metrik | In diesem Modell gilt jedoch fiir alle zu  ¥&
parallelen Ebenen (und nur fir diese), daB die c-Winkelmetrik
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mit der gewdhnlichen (euklid.) Wirkelmetrik zusammenfillt.

. Nach Bem. 2 ist n#mlich ¢ der Fern-
kreis zur BOschung 1 im P,A.R.= Te
also berithrt ¢ das Absolutgebilde )
von e doppelt . =>

- Die Verbindungsgerade e, der Beriihrungs-
punkte T und J von c¢ und {1 ist reelly
auf e, stimmen die durch % und o,
induzierten absoluten Involuticnen &

. und &q tberein ( &, , & haben gleiche

Fixpunkte {iber €). e, ist Ferngerade der Stellung #Z und &f

ist eine P.A.E. = Die durch & = &, definierte abstrakte

euklid. Metrik ist die gewShnliche.

b) €. ist hyperbolisch (4> Im speziellen Modell ist ¢

eine steilgéngige Ebene).

Die Formel von LAGUERRE erfordert im Fall a) den algebraischen
Abschluf von Tee(R), also m,e(RcC). In diesem Raum ist a)
und b) nicht unterscheidbar, also ist es sinnvoll, diese Formel
als Winkeldefinition zu beniitzen, wenn &¢ (bei Beschrinkung auf
R ) hyperbeclisch ist;

d.h. X b = —2-—5 lg DV (AuBuI<Jd¢) mit I¢, J° reell.

Beh.: Die resllen c-normalen Geraden (in ¥ mit & hyp.) sind
die einzigen reellen Geraden mit reellem c-Winkel +# O.

Beweis: Wir setzen das sicher reelle DV(ALB.I°J<) als komplexe
Zahl z an. (zeC)
Soll <abeR gelten, dann muB 1lg z reinimaginir sein.
Wir beschrinken uns auf den Hauptwert von arg z ¢
=3 lg z = 1lglz|] + i arg z
Nyt
Teell
=> Mit 1lg z reinimaginir = lglzl= 0 & |z2l= 1 <=
- z = tg'?
Da DV(..)=z reell ist, = e'?  reell L= P =0 =>
z =t

Fall 1t 2z=-1 =» Aw ¢-kj. Bu=> alld
-~ Xab =L #0
Fall 2: z=+1 =3 die vier Punkte
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Ao, By, I¢ J° sind nicht alle paorweise 4 ,
Laut Vs, I# J¢, => I° Au= Bu# J°, also
afb mnicht c~isotrop = <Yab = 0

Bemerkung: Flir z=0 ist A«= I¢ und dsher ein Schenkel des
Winkels c-isotrop.
In diegem Fall ist der c-Winkel gem8B obiger Formel nichb
definiert.

c) &c 1ist ausgeartet (& o ist c-isotrop)

In diesem Fall ist die LAGUERRE-Formel zur Definition einer
Winkelmetrik unbrauchbar. Die Winkelmebrik einer c-~isotropen
Ebene he¢ilBt "ebene isotrope Winkelmebrik" und stiitzt sich auf
ein Fernlinienelement als Absolutgebilde (=Linienelement von c¢).

Zusammenfassung:

In jeder nicht-c~Ibene wird durch die c=Geomebtrie eine Winkele

metrik induziert. Im speziellen Modell des ﬂ}e ist diese Winkel-

metrik bei flachgingigen Ebenen im wesentlichen euklidisch, bei
steilgéngigen Ebenen pseudoeuklidisch.

Folg.3: Analytische Darstellung der c-Ahnlichkeiten.

hoplog zu 0.7 ist nur in speziellen (affinen) Koordinaten~
systemen eine spezielle Bauvart der Transformationsmatrix zu
erwvarten.
c-Ahnlichkeit ist Affinitdt o, und besitzt als solche in einem
affinen Koordinastensystem ( G)...X.=0) die Darstellung
3
N oo Xy= a4+ % an X, (3=1,2,3) adet (ajp)ro

Das Vorzeichen von det (ajk) hat dabei geometrische Bedeutung
( To. ist orientiert):

det(a; )>0 & Xa ist gleichsinnig

det(ay )< 0 <<= o, Iist gegensinnig.

2 s B e S
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Tn O. 7 werden die Ahnlichkeiten von Te in speziellen Normal-—
koordinatensystemen (kartesischen K.S.) beschrieben. Dazu ist ein
Wirfelbegriff oder Kugelbegriff erforderlich (Einheitskugel um
Ursprung trégt die Einheitspkte. der Achoen).

Jetzt: c-Abnlichkeiten beschrieben in speziellen c-Normalkoordi-
natensystemen (Achsen sind c-normal), den "c~kartesischen
Koordinatensystemen":

+ Dazu: Erkldrung der Einheits-
punkte der paarweise c~normalen
Achsen als Schnittpunkte der
Achsen mit einem Paar kj. c~Kugeln
mit der Mitte im Koordinatenur-
sprung.

Damit soll gelten:

Ein affines K.S. heillt "c-kartes.
&» wenn es ein c~Normalkoordi-
natensystem mit den Einheitg-
punkten auf einem Paar kj.
c-Kugeln um den Ursprung ist.

Anmerkung: Die im euklid.Raum mSgliche Definition eines kartes.
K.S5, mit Hilfe eirer einzigen Kugel bzw. eines Wirfels ist in dex
c~Geometrie nicht mdglich, da von drei (#) paarw. c-normalen
Geraden stets eine steilgangig ist. In der c~Geometrie existiert
also kein Wiirfel.

Speziell: 3§  c~kartesisch K.S., die auch euklid. kartesisch
gind, und zwar genau fiir solche mit zu 78 || x-y-Ebene.

Zur Beschreibung der c-Ahnlichkeiten beniitzen wir zunichst ein
. solches K.S. mit £ = xy~Ebene:
¢ wird dann in homogenenkartes, Koordi-
naten beschrieben durch
Ceoe Xo=0 4 Xi+ X}= xi= O
und 0011 bei elner Affinitat
Noseo Xj= ;X+ Z: g%, (§=1,2,3)

in sich transformlert werden,
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Is soll also gelten: x =0 ( a beliebig, "Schiebungsanteil",
0.B.d.A. a =0 )o ’

o (wi+ s -ui)= AR %:1 Qg Ay, i Ko + {; Qi Ay Mg Ny =
F ik, 0
e ((Za,a,r 20,0, 2a, a,) fu=0

Hieraus folgendurch Koeffizientenvergleich folgende Bedingungen
fir a, ¢

: - !
Of/;k Q"’L + O"E.k QZL - st Lay = V (‘-‘#L
2 . " -
gk + ai,,\ - a.f,;k = ¢ ‘?’j!‘f‘ K= 1 2
2 . -
Qg+ af - Q= -F (k=3)

Durch diese Bedingungen sind aber genau die zu c~orthogonalen
% zeiligen Matrizen (04’3-5,) proportionalen Matrizen gekennzeichnetb.

"c~orthogonal Matrix" (q) € /\5(5*2) B[y Oyt Xy @, = Qg Ay = O Vist
&) ofi + O - O(;‘k::/f (I<==/f,2)
ah v oy - ahant (ke3)

= & “’?gi o 3 da aj € R =90 (sonst ist ™. keine reelle
Transformation)s . :

Es ist dabei keine FEinschrinkung, wenn man '}fé =:A>0 festsetzt.

( (&) mit  of =~y a(e;,) c-orthog. ist gleichfalls
c~orthogonal). '

Somit gilt: Im speziellen (c-)-kartes. Koordinatensystem wird
jede c-fhnlichkeit durch das A-~fache einer c~orthogcnalen
Matrix beschrieben (A>0).

Bemerkung a): Obige Aussage ist auch fiir allgémeine c~kartesische
K-Systeme gultig.
Dazu interpretieren wir den Koordinatenwechsel vom obigen
speziellen zum allgemeinen c-kart. K.S. als eine c-Ahnlichkeit.
beschrieben durch Schiebung und Transformationsmatrix + (prop.
zu einer c-orth. Matrix 3, ).
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X Da die c-Ahnlichkeiten eine Gruppe
l:}. bilden, gehdrt Y 'OL ¥ wieder zu

einer c-Ahnlichkeit und ist dsher
! proportional zu einer c-orthegonalen
0y - Matrix.

Bemerkung b): Die Menge der c-Ahnlichkeitern bilden hinsichtlich
der Verkniipfung eine Gruppe: GO( Wpe ) (vgl.Folg.1). Diese ist
siebengliedrig, denn: der Schiebanteil At = (a;) ist durch
drei Parameter festgelegt, von den neun Koeffizienten o sind
wegen der sechs Bedingungen (*) genau drei unabhingig wihl-

© bar, vom "Btreckfaktor" A = :@' stammt ein weiterer Freiheitg-
grad; d.s. zusammen also sieben Parameter.

Bemerkung ¢): Wegen der Bedingungen (*) fir eine c-orthog.
Matrix Oly = (%) folgt fiir die Determinante von O, 3
det (O(jk) =+t

denn:
g O('Wo - a«n% Oy 069_,4 063,1 4 O O
Qgq Olag ~ Oloa|o | Qlan X2 Uap | = |0 4 O = =4
Daq Olzn — as| | Oaz g3 Olaz 0 0-1
TTast(@n) - eblagy - —oleti(e)

= det" (g ) =+ 1
——> det (a;)>0 kennzeichnet die gleichsinn.c-Ahnl.;
det (a;)4 0 kennzeichnet die gegensinn. c-ibnl..

Folg.4: c=kongruente Transformationen

Dazu: Léngenmessung in Trpe, ces a° :,“.Fd‘ Pe"">R+U {O}
mit den Eigenschaften
(I) &° ist translationsinvariant (siehe 0.7, Folg.4),

d.h. Strecken AB sind parallelverschiebbar, sodaf
der Anfangspunkt A in einen festen Punkt O gelangt.

(I) 4° ist fiir von O ausgehende Strecken OP erklirt als
Betrag des Teilverhdltnisses TV(PEQ), wenn E ein
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' Schnittpunkt der
Bich-c-Kugel ® um C
mit der Trégergeraden
g von 6P ist.

Zusatz: Fir P=0 =
dca O—“-O:(‘::'= O P

(Vgl. 0.7, Folg.4 : d(OP) = OP = IDV(PEOU) =I|TV(PEO) , mit
E...ein Schnittpunkt der Eichkugel um ¢ mit g=OP).

Jetzt gilts 4° ist sicher nicht global ! 2Z.B. ist bei Aus~
zeichnung einer einschaligen Eich-c-Kugel d¢ bloB fiir Strecken
auf flachgéngigen Geraden g erkléart.

g flachgéngig =» grw(? ist ein Punktepaar E,E mlf E+E;

Speziell: E=E =>g ist Tangente von ¢ durch O , also
Erzeugende des Asymptotenkegels von ¢>=¢- g 1ist c~Gerade
(E=E=UJTw => d4a°(0P) = |TV(PEO)| =|DV(PEQU)| =[DV(PUCU)|= 0 ),
= Strecken auf c-Geraden haben die Lénge O .

==>“}e ist kein metrischer Raum !

Analytische Behandlung von &°:

Wir beniitzen ein c-kart. K.S. mit Ursprung O in s, welches
auch euklid. kartes. ist.

In einem solchen K.S, stellt X +y*=z’=1 = O eine einschalige
c-Kugel P mnit der Mitte O und dem Kehlkreisradius 1 (euklid.
gemessen !) dar, die z.B. im folgenden als Eich«c-Kugel beniitzt
werden soll.

Sei P ein Punkt mit den Koordinaten (X,Y,Z); dann hat jeder
Punkt der Geraden g =0P Koordinaten der Bauart (AX,1Y,2Z) .
Speziell fiir E = gond ergibt sich g aus

A (XeYE-Z2)=4=0 @it b= 7?‘%—;“;——

= GF= |TV(PEO)|=| TV(1, ¢, 0)| -| Za=|= T+ yos 2
Nach Ausiibung der Translation Ow A (= P—+B)
mit Aee(Xy Yy Za) s Bew (Xpy Yo, Zp) &ilt damn

<

(*) BB = V(XK )+ (Yp-Ya Y- (Zp= Zg) .
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Ergebnis: Je nach Wahl der Eich-c-Kugel sind zwei # c-Léngen-
megsungen bestimmt:
P einschalig =+ d° nicht erkldrt fir steilgingige Geraden
¢ zweischalig = d4° nicht erklért fiir flachgingige Geraden.

Wir wollen c~-Lingenmessung so festsetzen, daB sie fiir 7&

(wie die c~Winkelmetrik) euklidisch ist.

Es gilt also die

1. FESTSETZUNG: Der euklid. Einheitskreis in 7 (vgl. 0.4) ist
Kehlkreis der Eich-c-Kugel.

Fordert man also das Ubereinstimmen der Lingenmessungen fiir 3
(und Ebenen || ), dann ist die Eich-c-Kugel einschalig und ibr
Kehlkreisradius = 1.

Ein pseudoeuklid., Raum Tpe erhilt durch diese Festsebtzung eine
"pseudoeuklid., Metrik".

2. FESTSETZUNG: Die obige Abstandsformel (*) gelte allgemein
(auch fiir Punktepaare auf steilgingigen Geraden). ==
X%4 Y*Z2 < 0 =—> OP reinimaginsr,
(Dies ist im strengen Sinn keine L#nge, da keine Abb. in
rtu{o} | )

Punktmengen konstanten c-Absbandes von einem festen Punkb:

Aus (*) folgt: Die c~Kugeln sind genau diejenigen Punktmengen,
die von einem festen Punkt kounstanten c-Abstand haben. Der c-
Radius der c~Kugel ist dabei sbets der euklid. Radius des Kehl-
kreises (wegen 1. Festsebtzung). r ist fir zweischalige c-
Kugeln reinimaginidr.

" Eine steilgingie Gerade g trifft die kj.
zur Eich-c-Kugel in zwei # Punkten E¥*,E*:
= 0P : = i|TV(PE*0)] i.S. der ein-
schaligen FEich-c-Kugel.

Folgol: c=kongruente Transformationen

e e
oo bttty

Das sind c-Ahnlichkeiten, die fiir ein
Punktepzar die c-Linge erhalten, (vgl.0.7,
F01g64); a.ho
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X'24 Y'20 212 = X224 Y5 2%,
Der Proportionalitétsfaktor ¢ (siehe Folg.3) ist = 1.
—— ﬂ=i? => A=+
Ergebni_s 3 2 Eine Affinitdt ist genau dann eine c-Kongruensz, :wenn
sie in c-kartses. Koordinatensystemen die Darstellung
x' = a;+ g;oe"-k X, (,jrz’},E,B) mit (o, ) c~-orthog. besitzt.

Die Menge der c-Kongruenzen bildet eine Gruppe (hinsichtlich des

Hintereinanderausfilhrens als Verkniipfung), die Gruppe O( Tee ).
Diese ist sechsgliedrig (wegen A =1 fest verringern sich die

7 Freiheitsgrade von GO( Ilpe ) um einen Grad).

Die c-Kongruenzen mit det (Olik) = +1 bilden eine Unbtergruppe

von O( Tpe ), die Gruppe der c-Bewegungen O0F( T ) .

Satz 26: Die c-Bhnlichkeiten bilden eine siebengliedrige Gruppe.

Die c-Kugeln sind die Drehhyperboloide durch ¢ . Nach Ause-
wahl einer einschaligen Eich-c-Kugel ist eine Abstandsmessung
bestimmt, in der die einschaligen bzw. zweisgchaligen c-Kugeln
die Punktmengen festen reellen bzw. reinimesgindren Abstandes
von einem Punkt sind.,

Die ¢~kongruenten Transformationen bilden eine sechsgliedrige
Gruppe und werden in c~kartesischen Koordinatensystemen durch
c—-orthogonale Matrizen beschrieben.

4,5 Die Gruppen AGO( mve ) JGO( Tpe )

o —_—
L

(1) Die involutorischen c-Ahnlichkeiten o sind c~-Kongruenzen.
Bew, : A=+ 2 U Ul «. c~orthogonal

/<€”=/o1+ A0 ¢! = e AU ({@H?{.UL—@} = Ap
— (A A W)=, AT =4 = A=A
=4 ( c-orth))
- wegen Fegtsetzung A>0 :=> A = +1
= O ist c-Kongruenz.

(2) Vir bestimmen alle involubtorischen c-kongruenten Trans-—
formationen.
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In W(B) ¢ Die involutorischen Kollineationen = sind genau
die harmon. Homologien und die harmonischen axialen Kollineation

In TFFQ, ¢t Zur involutorischen c-Kongruenz o gehOrt eine sicher
imrolut. Kollineation ® in lpeu{w} ; ( 2= 188t den absoluten
Kegelschnitt ccw als Ganzes fest). => |c¢ ist eine In-
volution auf ¢ ( aafo ist sicher eine Projektivitdt von ¢ auf
sich).
= J 2 Haupttypen von inv.Koll. ® mit dieser Eigenschaft:

e =le= L o Identitdt

IT): lc..Involution #¢

Zu I): Wegen =ele=t( gilt inganz w : @lw=¢
( *lw ist durch ein Viereck von Fixpurkten

124t L=ty aus ¢ eindeutig festgelegt und daher die
N Identitét in « ). <
=»>2% ist also eine perspektive Kollineation.

e 3o s 2¢  ist harmonische Homologie (sicher keine

Flation). =» 31 Zfw .. eigentlicher Fixpunkt.
(3 belieb.e Tpe wihlbar).

©
U/o Wegen H(P,P';Z,U) und U..Fernpunkt ven
o / g=ZP gilt: Die Strecken ZP wund ZP' sind
}/f\ sowohl pseudoeuklidisch als such euklidisch
P‘\// gleich. :
78 RSRTR .
/ v = 2|l ist eine (c)-Punktspiegelung !
g
zu ):  <2|c...Involution #L = z|w ist eine ebene

harmonische Homologie (Z,z) wobei Zentrum Z und Achse z
ein Paar Pol und Polare Dbeziiglich ¢ sind.

Zewe Involutionszentrum der Invoel. auf c,

Z ee Involutionsachse)
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Diese Bedingungen fiir 2  lasgsen nun sowohl harmonisch.
Homologien (Fall a) ) als auch harmonische axiale Kollin.
(Fall b) ) als involutorische Kollineatbicnen zu:

Fall a): Ist = eine harm. Homologie, dann ist %2 als
Zentrum und eine Ebene 6 der Stellung z als Achse von
€ anzunehmen. :
2|Mpe= ¢ mit H(P,P';%0) heilt "c-Spiegelung an einer
(nicht c-isotropen) Ebene G'%in Analogie zur euklid. Spiegelung
an einer Ebene in W'e o« Da ndmlich Z der c~Pol der Ferne-
geraden z von G ist, sind die Kollineationsstrahlen zu &
c~normel; wegen H(P,P',%,6) sind die (c)-Abstinde &P ,
oP'" gleich.

Fall b): Ist @ eine harm. axiale Kollinsation, dann ist not-

wendig z eine der Achsen (z Dbesteht

& aus Fixpunkten), die andere Achse Z
€ N enthilt 2 und ist eigentlich (sonst
. . .
\Z beliebig !).
= Pten.7 i
l 2 harm, = H(P?.L ’Zliz 35%-}77:
Z..Ferngerade, also ist Pz = P'z ,
— Z ist c-normal zur Stellung z .
= Ge\ﬁ},,e = O heiBt "c-Umwendung"
an % .

Pl

Anslytische Normalformen:

zu I): Z=0 (x,y,2z Dpaarw. '(cm)or’chogonal)
= X'mex , Y'==Yy , 2'==z .. o gegensinnig.

zu a):s 6 .. z=0
s X'=X , F'=¥ , 2'==Z .. & gegensinnig.

zu Db): Z..z-Achse des Koord., Systems, Stellung =z parallel
z=0
=» X's=-x , ¥y'==y , 2'=2 & O gleichsinnig.

Bemerkung: Jede Punktspiegelung ist das Produkt von drei
c-Spiegelung an nichtisotropen IEbenen, die durch das Zentrum
der Spiegelung gehen und paarweise c~normal sind. '
Jede Unwendung ist das Produkt von zwei c¢-Spiegelungen deren
(nicht isotrope) Ebenen durch die Achse der Umwendung gehen
und. c-normal sind.
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Beweis: Z.B. Punktspiegelung &y .. X's-x yluwy, z'=-z .

Wir beniitzen zur Immugung von ™ die c-Spiegelungen
die den c-normalen Ebenen z=0, x=0, ¥y=0 , also gilt obige
Ausgage fiir die Normalform einer Punktaploge:iung Da alle
Punktspiegelungen aus O (Tpe ) #Hquivalent sind, gilt diese
Aussage auch unabhingig vom Koordinatensystem.

Analog dazu ist die Normalform der c-Umwendung erzeugbar aus
den c-Spilegelungen an den c-normalen Ebenen x=0 und y=0 , also
gilt obige koordinatenunabhingige Aussage.

~

(3) Sind &, &, (+w) zwei paarweise # nicht parallele

Ebenen und sind &, und &, flachgingig, dann 3 zwedl (3)
c~Spiegelungen Xgr die & in g, {Uberfiihren (§;..Spiegel-
ebenen); » '
gind &( und &, steilgingig und ihre Schnittgerade s= &£,&,
nicht c-isotrop, dann 4 gleichfalls zwei (#) solche
c-Spiegelungen OCG}:’ L, &, 3 dist s hingegen c-isotrop,
so 3 eine einzige c~Spiegelung Xg:! &+, -

Beweig: a) E4,€&; steilgingig A s= &.€&, nicht c-isotrop.

=> Ferngeraden e, , ¢, schneiden ¢ reell A 8. =5.% ¢
Schnittpurkte e;.c¢ sind paarweise # und bilden ein Viereck.

- Bw ist eine Diagonalecke dieses Vierw
eckes; %24, 2, seien die iibrigen
Diagonalecken, 2z,= S,Z, und 2,= S.%,
gind denn zwei durch S, gehende
Seiten des Diagonaldreiecks. Eg gilt
also '

H(e/m)ez.u.)ze,zo.) °
Eine c-Spiegelung (Xe;: &+> €, mulfl
nun notwendig die Schnittgerade
g= &£,. &, punktweise festlassen. = G
mufl mit s dingidieren. = 5 ist eine (harm.) Homologie, die

¢ als Ganzes festléfit, also missen bei Xg; die Schnittpunkte

1 und 2 von e, mit ¢ in die Schnittpunkte 3% und 4 von

g, mit ¢ ubergefuhrﬁ werden,

~¢.3 genau 2 # MSglichkeiten der Zuordﬂung {4,h — { 3 4} = -

genau 2 Zenbren 2Z; (n8mlich die von S, verschiedenen Diagonal-

ecken Z,, Z,) fir mdgliche c-Spiegelungen Xs; o Die zugehlrigen

Spiegelebenen sind durch s und die (durch 8, gehende) c-Polare

z; von 2 (d.s. die oben beschriebenen Seiten des Diagonal-
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dreiecks von {4,2,5,4} ) jeweils eindeutig festgelegte

Xe, mit Z4, G, = 8.2, | (z,= 8.2,)

og, mit Zy, Oy =s.z, (z,= SWZ1)"I sind die
einzigen c-Spiegelungen mit O, b+ &> g,

Bemerkung: G; und 6, sind die c-Winkelsymmetrieebenen von &, , €,
denn: @‘;-655 und H(e,e,,2,,2,) A 6,156,

b) &, und &, flachgingig —> e, ac = {1,2 {iber C} A
1,2 sind kj. komplex; e, nc = {3,4

'

iiber €t A 3,4 kj. komplex. —
\, {1,2,3,4} besitzt ein redles Diagonal-
/ dreieck 8,.2,7,, = Seiten des Diagonal~
/ ] dreiecks z,= S.Z;, 2, = S.2; sind reell.

/,’/Z" = X, mit Z; und ©; wie in Fall a):
6; sind c~Symmetrieebenen von & , &, .

c) €4 und &, steilgdngig, s= £.€, c-isotrop:

=> Die Fernspuren e,,eg von &, treffen
einander im Pudd S, auf c.

Fir einc c~Spiegelung & &,+>¢g&, wul
wieder notwendig gelten: ol s. Wir be-
trachten & |w , (d.i. eine ebene harm.
Homologie von ¢ Yo Ogltwd muB den von S.
verschiedenen Schnittpunkt 1 von e, mit ¢
in den Schnittpunkt 2 wvon e, mit ¢

- (2 % 8,) liberfithren; 12 ist also ein
"Kollineationsstrahl" von Xglw . _

S, ist ein Fixpunkt in o4 |w s Sein "Kollineationsstrahl" &sher
genau die Tangente von c¢ in S«. '

= Dag Zentrum Z von Xgl|w (und damit von Q&g ) ist als
Schnittpunkt dieser Kollineationsstrahlen gindeutig bestimmb.

=> Die Stellung z wvon € iet die c-Polare von 2 wund damit '
eindeutig (zI18.) = @ = z.s  eindeutig.

== g mit Z, ¢ =8.z disgt die einzige c-Spiegelung mit

Ugt €, > €,
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Bemerkung: Die Ebenen <, ¢, und ¢ bilden zusammen mit der
(einzigen) durch 8 = &.€, legbaren c~isotropen Ebene
ein harmonisches Quadrupel. Der Begriff "c-Symmetrieebene"” ist
hingegen im vorliegenden Fall nicht erklédrt. ‘

Folg.: Im speziellen lModell des W}@ (vgl.4.4) gibt es zu jedem
Paar "gleicharfiger" Ebenen ¢,¢, eine (zwei) c-Spiegelung(en),
durch welche das Punktfeld iﬁef pergpektiv und c-kongruent auf
das Punktfeld e, abgebildet wird. Insbesondere 1#Bt sich jede
flachgangige Ebene & durch c-Spiegelung c~kongruent aufl die
euklidischen Ebene ¥ c Tpe abbilden; jede steilgingie Ebene ¢
gestattet c-Spiegelung in eine zu T normale Ebene.
Die innere Geometrie der nicht c-isotropen Ebenen zerfdllt im
wesentlichen in die Behandlung der euklidischen Ebene %= (als
dem Représentanten einer flachgéngien Ebene) und der "pseudo-
euklidischen" Ebene V_Lsﬁ_(als dem Repréisentanten einer steil-
géngien Ebene).
L ¢ "pseudoeuklidisch": die abs. Involution auf @ ist
hyperbolisch, die abs. Punkte von ¢ sind Fernpunkte (evklidisch-)
orthogonaler Richtungen | . '

Anmerkung: Anwendungen und konstruktive Behandlung der c-Spiegelunge:
an nicht c¢-isotropen Ebenen im speziellen Modell des T&e er-~
folgen in 4.6.

'(4) Angabe einer c-kongruenten Transformation.

Beh.: Eine c¢-~Kongrvenz & isbt bis auf den Sinn festgelegt durch
zwel zugeordnete beschriftete Dreiflache von c-isotropen
Ebenen (c-Ebenen).

Beweis: Wir untersuchen  o&|w

Die Fernspuren von Ur- und
Bild-c-Dreiflach bilden Jje
ein beschriftetes Tangenten-
dreiseit von ¢ .

oW muB den Berithrungs-
punkt jeder Tangente in den
Berthrungspunkt der Bild-
tangente iiberfiihren (anderen-
falls bleibt ¢ bei ¢
nicht als Ganzes fest).




- 197 -

Algo gilt: 151", 2+:2,2' | 3,2, 3" | Tangenten +=
Tangenten, => Ecken des Tangentendreiseits ~=» Ecken des Bildes
des Tangentendreiseits (z.B. T+%>T', giehe Figur; TXec ).
= Durch die Angabe ist in der Fernebene die Beschrinkung einer

c-Ahnlichkei t auf <« eindeutipg festgelegt.

In Wpe 4 o fihrt den Scheitel A undv die Kanten des Ur—c—
Dreiftachs (z.B., AT ) in-den Scheitel A' und die Kanten des Bild-
c~Dreiflaches iiber (AT +=-A'T'),
AT (und daher auch A'T' ) sind nicht c-isotrop, o¢ soll eine
Kongruenz sein = eine Strecke AB® auf AT und ihre Bildstrecke
A'B' gind notwendig gleich ! ==  Die Bildstrecke 1l&R% sich von
A' aus auf A'T' nach zwei Richtungen abtragen (=Endpunkte B',
B')e = '
=> Durch die Angabe sind zwei (¥) c-Kongruenzen bestimmt. Es gibt
keine weiteren, denn die Punktequintrupel {A,B,1,2,5} und
{a',B',1",2",3'}  (bzw. {4',57,1%,2",3') ) bilden je eine
Fundamentalfigur in Tpe v {w} , wodurch also eine Kollineation
o¢ (bzw. & ) eindeutig festgelegt ist.
o und & sind c-Kongruenzen, denn ¢ bleibt als Ganzes fest
und AB°= A'B'" bzw. AB'= A'B' . Die beiden IOsungen gehen
durch Punktspiegelung an A' auseinander hervor, sind also gegen-
sinnig, == die Determinanten der Transformationsmatrizen haben
# Vorzeichen (sind also +1 und -1).

=> Gibt man den Sinn vor, dann ist durch zugeordnete Dreilflecche
von c-Ebenen genau eine c~Kongruenz bestimmb,

(5) Jede c-kongruente Transformation ist Produkt von c-Spiegelungen
an nicht c-isotrope Ebenen. (Vgl. (2), Bem.).

Beweis: Sei =e0 (T = =|c= % ..Projektivitét c-»c

Schritt 1: Lot L
Wir beweisen zundchst folgenden

Hilfssatz: Jede Projektivitidt <. eines Kegelschnittes ¢
auf sich ist Produkt von hochstens zwei Involution &, :c—c ;
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denn: Sei Aec AAz=:A' # A (0.B.d.Aj da @ +¢ )
- . = A'=B => B =B'=:A" A gicher A"fA!
\// Falls A"=A => oz, ist eine Involution.
f‘g 1 (Proj.Geom.: Hat eine Projektivitit eing ver-
tauschbares Elementenpaar, so ist sie eine
Involution).

Falls A"#A , so 188t sich eine Involubion

af iewre durch AN A, A A defi-
« nieren. =» Involutionszentruwm Z, ist Schnitt-
punkt der Tangenbe von ¢ in A' mit AA" .
Damit gilt: A(Rc 0l) = A' A A'V(2,. D) =

(.. ) besitzt ein vertauschbares Punktepaar, ist also

eine Involution, ( (@ o) =: x.. Involut) ;= = & .(cx“‘*‘“’.)
also Produkt von zweili Imvolutionen gemdf der Beh. des Hilfssatzes.

. () @) s . - o gve
== Die Zusammensetzung @ oY K ist die Identitat (, auf

¢ o Da jede Involution auf ¢ als Beschrankung einer c-Spiegelung
an einer nicht c-Ebene auf ¢ aufgefaBt werden kann, I insbe-
sondere zu oz") c-Spiegelungen Oée., an Ebenen G mit €jaw =Zseae
c~Polare von Z; . (dc¢ ).

Setzt man nun ee mit den Spiegelungen O(G»1 und g, zusammen,
so geht ein- eigentlicher Punkt P in Pw= _c%ﬁ%: P* {iber und

¢ Dbleibt punktweise fest. ¥ '

a&*’lc= Le = 2¥W=ly = 2%  ist eine persp. Affinitit
mit der Achse (W . '

Wir untersuchen =% im

5 { il
Schritt 2:  @¥: PeP*  upd  w* = ® oc“’oc D wwei,

(Pele = 7;‘% )

Fall a): Sei PP* nicht c-isotrop.

=» Dann 3 zu PP* eine eindeutige c-
normale Ebene ¢, durch den c-Ilittel-
punkt von PP*-

( 65, ...c-»Pola:c'u von PPlw=Udc )

Nach Ausiibung der c-Spiegelung 2 an
¢ Ba (nicht c-isotrop) gilt: "

Pk o = Pt ol®= p |

>2€ "¢ hat einen eigentlichen Fixpunkt (n#mlich P) und ist somit
eine Punktspiegelung an P , also nach (2), Bem. das Produkt

von drei c-Spiegelungen o) ot €Y
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[ @% ist als Produkt der c-Kongruenz <@ mit c-Spiegelungen
(also c-Kongruenzen) aus O(T.). ]
Fall b): Sei PP* c-isotrop V Peaﬁ}c

Es ist nun durch Ausiibung einer (belieb.)
c-Spiegelung «® auf P¥ (Spiegel~
Ebene 6, X P¥) stets mbglich, eine An-
gabe gemdB Fall a) zu erreichen:

PEL P+ &0 P mit Pae* ™ =:P
und PP nicht c~-isotrope.

Nach Fall a) 7 damn ein «® | so-
daB w¥a@ «® eine Punktspiegelung ist;
auch in diesem Fall Produkt von c-Spiegelungen.

Satz 27: Jede involutorische c-Ahnlichkeit ist c~kongruent und
eine c~Spiegelung an einem Punkt cder einer nicht c-~isotropen
Ebene cder eine Unwendung.

Je zwei gleichartige Ebenen konnen durch eine c-Spiegelung an
~einer nicht isotropen Ebene ineinarnder libergefiihrt werden.
Jede c-=kongruente Transformation ist nach Angabe des Sinnes
durch zwel zugeordnete Dreiflache von c-Ebenen festgelegt und
Produkt von c-Spiegelungen an nicht c-isotropen Ebenen.

Bemeikung: Die Gruppe O(T,) gestattet nicht bloB die Zerlegung
in die disjunkten lMengen der gleichsinnigen und gegensinnigen
c-Kongruenzen, sondern auch die Einteilung in "gleichliaufige"
und "gegenldufige" c-Kongruenzen <= , je nach dem, ob =¢ den
Laufsinn auf dem Absolutgebilde c¢ erhidlt oder #ndert.

Da Jjede c-kongruente Transf. nach Satz 27 aus c-3piegelungen

zusamnensetzbar ist, genigt die Betrachtung gleich- bzw. gegen-
lédufigen c-Spiegelungen < (an nicht c-isotropen Lbenen):
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== Bine c-Spiegelung &  an einer flachgingigen (steil-~
gingigen) Ebene & bewirkt eine gleichldufige (gegenléufige)
Selbstabbildung von ¢ .

Ist eine allgemeine c-Kongruenz <  Produkt von n, c-Spiege-
lungen an flachgingigen Ebenen und n, c-Spiegelungen an
steilgédngien Ebenen, so ist @  gleichldufig genau dann, wenn
n,= 0 (2) ist.

4.6 Zyklographisches Bild einer c-Spiegelung (vgl.4.5 (3) )
("LAGUERRE~Spiegelung")

(L.f. wird das spezielle Modell dés -ﬂ_{,e zugrundegelegt)

Definition: Das zyklographische Bild einer c-Spiegelung
(an einer nicht isotropen) Ebene &  heiBt LAGUERRE-Spiegelung
A

= .{.‘ o, 6 A Olg oeoc=Spiegelung, & ...zykl.Abb.
Ao s gF (Zykel 2, Zykel) '

Beh.: A:78 __ .32 ist eine involutorische Zykeltransformation;

denn: %""=é;4a5.é, édcx & = & ag. C‘-s'.é EET =

(, , d.o, Uy L1V,

e3> A ist damlt ubematisch bijektiv auf der Menge der Zykel
in % .

Auf gleiche Weise leitet man aus Eigenschaften der c-Spiegelungen
solche der L-Spiegelung ab. (Beniitzung der Zyklographie als
Ubertragungsprinzip).

Z.B.: A  fiihrt parallele Speere in parallele Speere uber.
(/| c-Ebenen -2& . [ c-Ebenen). Y

A i"iihrt% "konzyklische Speere" (d.s. Tangentenspeere eines
Zykels) in“konzyklische Speere iiber.
(kopunktale c-Ebenen Xe ., kopunktale c-Ebenen).

A ist eine involuterische Speertransformation und daher
bijektiv auf der Speermenge in & .
(X dist involut. c~Ebenentransformation in H@ )
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A besitzt ein nichtparabolisches Zykelblindel als Fixgebilde
(d.i. das é_, ~Bild der nicht c~isotropen c-Spiegelebene 6 ).

= Angabe einer L-Spiegelung X

3 ist durch die Angabe eines nichtparabolischen Fix-Zykel-
blindels festgelegt; z.B. durch den Spurspeer 8§ von 6 und den
Bildzykel s? eines Punktes S (Sfs) von 6 .

(O dist durch 6 festgelegt).

Oy |w ist eine harmon. Homologie, die c¢ festl#Bt —» Tangenten—
speere eines Fixzykels von A werden i.a. vertauscht. (Ist &
steilgingig, das Fixzykelbiindel cﬁ(G) also hyperbolisch, dann

= genau zwei Fixspemre.)

/’/ / \W"/ s

Mo \‘\ /,/ 3? 3\?2. .
Y 7Y

Mittels dew Eigenschaften von A als Speertransformation bzw.
der zugehOrigen c-Spiegelung Oy erfolgt die konstruktive Be-

handlung von A  als Zykeltransformation:

Z.B. Geg. X (8,s*) , Zykel x% ; ges. x°A
Man unterwirft mit =x' konzyklische Speere der L-Spiegelung A
(etwa die zur Spur von © parallelen Tangentenspeere von x°?
oder -~ falls ] ~ die Tangentensperre von x in den Schnitt-
punkten =x.s )
Dea. X.Xo (X = xfé"" , Olg = é,?t,&,d) c-normal zu G iot ,
gilt fiir den GrundriB: X'.(Xo)' £ 8
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Anwendungens

(1) Zu zwei gleichartigen (nichtparab.) Zykelbiindeln gibt es i.a.
zwel L-Spiegelungen, die das eine Zykelbilindel in das zweite
iiberfihren. (Ist das gemeinsame Zyl.elbuschel parabolisch,
damn 3* eine L-Spiegelung) ‘
Beweis mittels zyklogr. Ubertragung des Sachverhaltes in [.
vgl. 4.5 (3).

Beispiel: Geg. &¢..(&,e*), @é.. (F,£%) (Vs. EEntpd  ellipt,)
Ges. A &§—~» (Pé

.

?
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Konstruktion: :
1) (&8)- (¢§) = g& w(hyp.) Fixzykelbiischel, &-Bild der (flach-
gingigen) Schnittgeraden g = &¢ .
(Konstruktion mittels kotierter Projektion).
2) Zentralprojektion aus Nebenauge © (@Ig, oras ).
o= c¢°..Zentralbild von ¢ , & = e% , f = £ , g.Ff = 2 =28
3) Uber € : efnc®= Ay, Az...kj. komplex
‘ fact= Byy Bye.okj. komplex
= Diagonaldreieck reell mit 2Zg als Eckes; mit 25 inzidente
Seiten z%, z5 sind Fluchtspuren (=Spuren) der beiden mdglichen
Spiegelebenen 6; , 6, durch g .
Uber R : Konstruktion der auf der Polaren 3z¢ liegenden
Ecken des Diagonaldreiecks als Fixpunkte Zi. der Desargues-—

} Viereck

Involution auf z¢& beziiglich des von c¢¢ und (ef, fL) aufge-
spannten Kegelschnittébiischels. (Vgl. 4.5 (3) ).

Speziell: w=7¢ - , &b ...(8,e*).

4,5 (3) Folg.: =—» Jedes ellipt. Zykelblindel kann durch zwei
verschiedene L-Spiegelungen in das Punktfeld % iibergefiihrt werden.
1) & =e=g=E, =5, ;

E-W=g,, Te.t=w :
2) Zentralproj. aus E=e'f =0

= g=%.=Z,; e!=ct
== Polare z& von Z:; bzgl.

2> T ¢ ist normal zu g ;
2 2 .
e , %) ZﬁaEaQ=eﬂd..lepunkte

der DES.~Inv. bzgl. des

28 2 1
 ZeFeg=ett, ° \ 1A durch ¢ und (g,u)
- o it festgelegten Kegelschnitts
. : N biischels.
2;‘(‘) / 24‘:;
1Z-Z2&=Ze

Speziell:  g&...(&,e*) hyperb. Zykelbiindel, L &

| (& ... .Birdel von Zykeln mit kollinearen Mitten)
4,5 (3) Folg.: == Jedes hyp. Zykelbiindel kann i.a. durch zwei #
L-Spiegelungen in ein Zykelbiindel mit "koaxialen" Mitten iiberge-
fihrt werden,
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1) (PE =g | 7& (z.B, g::;e’ )

;Bz Ew=e,, Pw =fu
; -1
gl 2) Zentralproj. aus E=d'{ =0
A2 ' | es=g=¢ , fillg durch E'
g i
AN : : el.ct=Ay,Ap -
. i *,: .
c ' . . L
Jlaw  (E=O | 3) Diagonaldreieck von {A4 ’
i ; ; :
\ , Azy By, Byl; analog zu
!
Y N 5 / frither.
ot 7
/
A a“ \ ,/
- \ % e
- ‘\e E ///
-\yb e
.51
Z1§,=§,
> <
e=9= e&,

Losung des APOLLONIschen Problems (4.2 Beisp.3?) ) mittels
L-Spiegelung:

Geg.: 3 Zykel 7p*,q%, r¥; ges. {Zykel} , die p?*,q?,r* be-
rithren. (Vs. p?,q*, r? bestimmen ein Zykelbiindel) ‘
-Peﬁi*’ P,qg—Q, " —R.

=> 3 PFdlle: &) PQR = & .. c-isotrop =+ LOsung mit
L~-Spiegelung nicht mSglich (Lis. wie 4.2, 3) )

‘ A) PQR = & ..flachgdngig = Anwenduxzg einex
c-Spiegelung Xg , die & in T4 iberfithrt (= p?,q®, r*
gehen bei & 'xe& = A in drei nicht kollineare Null-
zykel p**=P* , ¢™=Q* , r*= R* {iber, die (i.a.) zwei be-
rilhrenden Lisungszykel x?%, y? werden in das Paar erginzender
Umzykel von P*,Q*,R* {ibergefithrt,

¥) PQR= £ ... steilgingig == Anwendung einer
c~Spiegelung «s 4 die & in @l 7 {berfihrt. =» Aus
der allgemeinen Angabe wird durch é"*czcé =A dle spezielle
Angabe in 4,2 Beisp.?: Geg. Zykel p®% g**,r** nit
kollinearen !Mitten.

L-Spiegelung einer Zykelkugel nit dem Mittenzykel als Iix-



c-Spiegelungen o einer c-Kugel
&  an einer Durchmesserebene & .
Xe o oo harmon. Homologie mit dem
Pol von & bzgl. < als ‘
Zentrum und & als Achse =»
bleibt bei o fest (affine
Eigenschaft der Quadriken: schiefe
Symmetrie bzgl. Durchmesserebene
c in dazu kj. Richtung).

~ M3, m*A,.nm* fest ; MX =
= Mar (Xed ) = x? und x32
haben von m?* gleiche Tangential-
entfernung.

4.7 Ebene LAGUERRE«Geometrie

Geg.: euklid. Ebene M (?,Zg}; |
durch Orientierung_ger Flemente ge O entsteht aus 5{}
die "Speermenge" (:= {5/ .
In %e wird die Menge aller orientierten Kreise und die
Punktmenge 4 zum Begriff der "Menge der euklid. Zykw."&_
zugammengefaBt (42 ...Menge der "Nullzykel').
Fir Speere und Zykel ist ein Berithrungsbegriff erklért
(vgl.s4.1, Folg.2) und wie folgt als zweistellige Relation
zwischen der Speer-Menge ()J und. der Zykel-Menge (52
definiert:

FeQrl mit  @FR)ef <> B ,izesz und LK

(falls %k ein Wullzykel) oder & berithrt k (falls Xk

ein Nicht-Nullzykel). E/'gf” K K 9/{3;,
T )—0/‘ <

Definition: Zwel Speere heiBen "konzyklisch", wenn sie mit dem
gleichen Zykel in Berihrungsrelation E stehen.

Dam::.t soll gelten:

{OJ €, nheifit ewklidisch LAGUERRE-Ebene und ist eine Be-
Jmhmngssiru”tuf, wobed CJ die Speere, 62 die Zykel der euklid.
Ebene sind und ["% die oben definierte Berihrungsrelation ist.
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Bemerk.ung: Die hier erklidrte Struktur beniitzt ein Lonkreteg
Modell und ist in diesem Sinn keine axiomatische Theorie !

( /£ wird nicht {iber Axiome definiert)!

Definition: FEine "LAGUERRE-~Trangformation" A  ist ein Auto-
morphismus einer (euklid.) LAGUERRE-~Ebene, besitzt daher
. folgende kennzeichnende Elgenuchaften.
(1) @ bijektiv ({S (J
() ¥ bijektiv B'-%
()  konzyklische Speere o~ konzyklische Speere

Vgl. hiezu die Definition einer kollinearen Transf. einer proj.
Ebene auf sich: Dort bedingen die Eigenschaften (l): ¥ -— 1L |
bijektiv und ()’ koll.Punkte —s» koll.Punkte automatisch die
Eigenschaft (ll): 1 "“'»OA bijektiv. Im Gegensatz dazu ist fir
L-Transf. Bedingung () nicht iiberfliissig, wird aber i.f. abge=~
schwicht. ( () ist "schwdcher" als () ).

Folg.1: Das zyklographische Bild jeder c-Ahnlichkeit o ist
eine L-Transformation:

ol eGO(Moe) = é“o(,é A AT %, L-Transform. (Beh.)
X e X=X |
G éz A \3{5 ( é) woBijektion = &' ist sinnvéll)
Bewadis: (I): 1’3;[;0} : o¢ ist auf der Menge der c-Ebenen

bijektiv. "Spomr" ist das &' -Bild einer c-Ebene :L%.
Zusammensetzung L,, “eé,  ist eine Bijektion auf Cgr’ .

()s c(Z—*»-gZ : o ist Bijektion im affinen Punktraum fo.
[ &' & ist bijektiv auf g . ,

()  Xkonzykl. Speere: c-Ebenen des c~Kegels von X
werden bei « in c~Ebenen des c-Kegels von Xo ‘transformiert
.‘:’:'z;h konzykl. Speere A, konzykl. Speere.

Folg.2: Umkéhrung von Folg.q1: Jede L-Transformation A ist
zyklographisches Bild einer ¢-bhnlichkeit o .
i 3 T8 mw EANET2r00 | Beh,: e GO(Tpe)

X & .y Beweis: Zu zeigen ist,x ist Affinitdt,

éj( P die c¢ festlaBt. i
.2 j“t A ist Bijektion auf = « ist sicher
b e Bijektion auf der Menge der c-Ebenen,
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Ist o¢ Affinitdt, dann geht die Ferngerade jeder c-Ebene
wieder in die Ferngerade einer c-Ebene iiber, also bleibt ¢
tangentenweise fest. '

=3 gzu zeigen: o erhdlt kollineare Lage (dann ist o« eine
Affinitit, denn @ Dbleibt dann sicher fest).

Schritt 1: Alle mit einer flachgingigen Geraden g kollinearen

Punkte bleiben nach Ausiibung von ¢ kollinear; denn: g ist
Schnitt von zwei # c-Ebenen A c-Ebenen %, c-Ebenen. — g ..

flachgingige Gerade.

Schritt 2: Die Einschrinkung von & auf eine flachgingige Ebene &
ist eine Affinitat;
denn: ¢ ist bijektive Punktabbildung =¥ —ofe(fe) dbijektiv;

in & § nur flachgingige Geraden —> koll. Punkte &,
} koll.Punkte.
N 7 € ”‘”’7/ = o.le Dbijektiv und kollinear.
. Eoe
X \A\“\

N qee
o 9 g 5 \906

Schritt 3: Seien &, €2 (#) zwei flachgingige Ebenen “

o & =~ &.¢&, ihre (flachg.) Schnittgerade,

1,2|Ta, (#); 3Is ,fay 4I&, ,Fa.
|&; ooo Affinitéten mit 1,2,% +—-n

1o, 20ty 3¢5
14238 —a oty 2eeg o

= {1,2,3,4} ...Tetraeder ,
{1yeesttoc} oaes Tetraeder

= 1% Affinitdt © mit 1510 ey & lhate
Beh.: @=0¢ 3 denn: &xlg; = ¢|&; .

Sei X4¢é&; , dann § sicher flachgingige
Ebene g durch X mit &f& . =

In & 3 (flachgingige) Geraden x,y durch X mit den Spur-
~punkten X3 , ¥Y; in &: .

= Xx= X i A XL = X&?, page r—ng-”

= x0=X0.Y0=xx ; analog ist yp = yo

=> XX = XYoL = XQ.¥p = X = Xo= X |

—» o ist Affinitét und 188t c fest, also ist 0u =& & e GO(T)
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Bemerkung a): Wir haben in Folg.1 und Folg.2 gezeigt, daB die
Menge der L-Transformationen bijektiv zur Menge der c-Ahnliche
keiten ist. Letztere bilden hinsichtlich des Hintereinanderaus—
filhrens die siebengliedrige Gruppe GO(Tpe).
=>8ind oy, @, € GO(Tpe) = o, &, €GO(Toe) e
Seien A, = &, & , A, =&, ¢ die zugeh. L-Transf., dann ist

Lipdy= Sl b .0, & = S, & die zu a,«, gehdrige
L-Transf.; Also bildet die Menge der L-Transform. gleichfalls
eine (siebengliedrige) Gruppe, die sogenannte "LAGUERRE-Gruppe"
L7‘

Ergebnis: Die Zyklographie vermittelt also einen Isomorphismus

zwischen GO(Tpe) wund der LAGUERRE-Gruppe L7,

Bemerkung b): Eigenschaften und Invarianten von L7 durch
"Ubertragung" von Eigenschaften und Invarianten der Gruppe

GO(Toe) o

1. Das Verhdltnis zweier Tangentialentfernungen (auf einem Speer)
ist eine Invariante von L7;

denn: Formeln fiir Tangentialentfernung (4.1,Folg.4) und c-Ente -
fernung (4.4, Folg.4) sind gleiche Ausdriicke.

2. c-Winkel ist eine Invariante von GO(Tpe) .
und ist iiber die LAGUERREsche Formel definiert als
& ab = -1gDV(A«B.IT) , vel.4.4,Folg.2
(= «X° analytisch erklirt, wenn ab = & nicht c-isotrop und
a und b nicht c-~isotrop. < reell <« & flachgingig cder

s

<cab = /2 )a

Wir suchen eine durch den c-Winkel festgelegte Invariante in dexr

L.
Gruppe 7

Dazu benlitzen wir einen Hilfsbegriff, das Doppelverhdltnis

von vier Tangenten (a,b,c,d) eines Kegelschnittes k " (dualer
Begriff zum DV von 4 Punkten (A,B,C,D) eines Kegelschnittes;
vgl.Figur). Insbesondere gilt: DV(a,b,c,d) = DV(A,B,C,D) mit
A,B,C,D sind die Beriihrungspunkte von a,b,c,d. (Beweis durch
Polarisieren an k .)
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-~ DV(4,B,C,D): =DV(TA,TB,TC,TD),T ek

L. DV(a,b,c,d): =DV(ta,tb,tc,td), tek (Tgte)

Anwendung zur Ubertragung des c-Winkels in die Zyklographie
RcC: <lab= ¢ , Wir projizieren zunichst die Fernpunkte
A,, B von a vnd b (0.B.d.A. ab=& , ab=5) und die Punkte
I, =(Ac.B.).c aus S auf = , wobei wir voraussetzen wollen,
daB weder a mnoch b, noch

! gt ) & =ab c~isotrop sind.
/ . = AL, Bi, I°, J° paarw. #,
also DV(AL,BL,I°,J°) =

= DV(Aw,B.,I,J) erklirt
(&< <lab erklért).
I¢,J¢ liegen auf dem Distanz-

- | : kreis von S , das ist der
\\\\\/\ Tréger s des Bildzykels s?2
a./ / < von S .
, A= A , BL =B , AB=e..Spur von
ya £ o Aus A und B 3
AE/mA : % 5ilB (iiber €¢) Tangentenpaare (a,,

a,), (b4 ,b2) an s (Ast‘ﬁ:S)o
Uber R 3 (reelle) perspekbtive Kollineationen =e: ﬁéﬁﬁg&
die I° und J° entweder in die abs. Punkte von & (falls =&
flachgingig) oder in reelle Fernpunkte I*, J* orthogonaler
Richbtungen in %% (falls & steilgingig) Uberfithren.

Wir diskutieren den Fall & flachgingig:
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22 nmit e..Verschwindungsgerade,
Zentrum I =Laguerrevertreter
des Zentralbildes der abs.
Involution von & auf e=ei .
= &b = XALLBE ..euklid.Winkel.
Bei = entsteht aus s wieder
ein Kreis ( s= geht durch I*,
J*... abs.Punkte von &% ),
Doppelverhéltnisse bleiben in-
variant, der Pol E von e be-
ziiglich s geht bei e in den
Mittelpunkt E* von s iiber,
-durch 2 wird der Laufsinn

auf s® auf sz iibertragen;

Tangentenspeere £+ Tangenten~

speere, speziell (&,,&8.),

'(f;, P.) aus A Dbzw. B el
Paare von Tangentenspeere (vgl.
Figur), z.B. &, — &8} , A, — A*,
=> Wir beniitzen etwa {Af,ak=&

AfA¥=m! als kartes. K.S.

{ <XL€ é(/h*Bf = }%: = 1/2_4.4%&
ge&(ArBry= L

- e - ~
Das DV(a¥,aX,bf,b%¥) = DV(AX,A¥,B¥,BY) = DV( &, %, A% B¥, &% .BY)
ist in diesem K.S. unter Benlitzung des Tangens des euklid. Winkels
einer Geraden des Biischels A¥ als Blischelparameter berechenbar.

Bs gilt: DV(A*AYBYBY) = DV(O,w,tggy-ctgd ) = ~ig:L

Unter Benlitzung der urspriinglichen Bedeubtung von ¢ = g ob
und Beachtung der Verbtauschungsgesebtze fir das DV gilt im
Fall £ f{flachg.:
Das DoPpalverhéltnis von zwel Paaren konjugierter Speere ist bei
geeigneter Reihenfolge in jedem Paar negativ gleich dem Quadrat
des Tangens des halben c-Winkels jener beiden flachgingigen Ge-
raden, welche durch die beiden Speerpaare bestimmt sind.

- O o .&" L
DV(E"{:‘ az‘b,' bz) Iz eme tgz ZJ

Im Falle einer steilgdngigen Ebene & = a.,b. 1ist eine geeignete

7 Kollineation 2¢ jene, die e in die Ferngerade von ="
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und s in eine gleichseitige Hyperbel iiberfithrt. Da obiges DV
‘von den Orientierungen der Tangentenspeere unabhﬁngig ist, ist
Erweiterung in € mbglich (fiir steilgédngige Geraden in g ).
=> Obiges Lrgebnis gilt allgemein fir a,b, & nicht isotrop

und. tngiéﬂi ist eine Invariante von ‘L7.

Weitere Eigenschaften von A.e L7:

Parallele Speer% A, parallele Speere,

denn: Bpeer -=—» C~Ebene =>> Ferngerade ist Tangente von ¢
und geht bei &A&'= ¢ wieder in eine Tangente von ¢ iber.

Zykelbischel -%4» Zykelbiischel vom gleichen Typ;

7.B. ellipbt. Z-Biischel > flachg. Gerade g —>7] 2 # reelle
c~-Ebenen durch g = Realitdtsverhdltnisse bei o und A
ungeéndert. Damit gilt auch:

Zykelbliindel A Zykelbiindel vom gleichen Typ.

Zykelkugel A Zykelkugel von gleicher Art; und zwar gilt

unter Beniitzung der Definiticn der Zykelkugel als Zykelmenge
konstanter Tangentialentfernung vom "Mittenzykel" (vgl.Satz 25):
hype. Zykelkugel-iii» einschalige c~Kugel <. einsch.chugel-¢§~>
hyp. Zykelkugel; »

ellipt. Zykelkugel ¢é~v zweischalige c-Kugel mit reellem Spur—
kreis %= zweischal. c-Kugel mit reellem oder rullteiligem Spur-
kreis ﬁéLa.Zykelkugel mit rein imagindrer Tangentialentfernung

vom Mittenzykel.

7

Folg. 23 A.eID7 ist i.a. keine Punkttransformation ¥m—= fr .
Besitzt A diese Eigenschaft, so ist A=2%° eine euklidische
Ihnlichkeit in 5¢” ("Tangentialentfernung" fiir Nullzykel =
Punkte ist der euklid. Abstand = A° ist teilverh&ltnistreu
neben A% .. zykeltreu (kreistreu), also besitzt A® die
kennzeichnenden Eigenschaften einer e~Ahnlichkeit.

= Die L-Transformationen gind also gewisse Verallgemeinerungen
der euklid. Ahnlichkeiten.

Ferner folgt: Die Beschrinkung jeder c~Ahnlichkeit auf T, die mt
als Ganzes festléBt, ist eine euklidische Ahnlichkeit.

Folg.4s A e L, ist eine "orientierte Beriihrungstransf.".
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Definition: "orientiertes Linienelement", "Beriihrungsbegriffi"
fiir orientierte Kreise (=Zykel) siehe 4.1, Folg.1.
"Verein von orientierten Linienelementen": Darunter versteht
man die Speermenge durch einen Punkt und die Menge der
Tangentenspeere einer (wenigstens einmal stetig differenzier-

baren) orientierten Kurve. ::i
i ‘/ — /
< ‘ - rd

Beh.: A ist vereinstreu;
denn: Jedes orientierte Linienelement legt ein parabolisches
Zykelbiischel fest, welches in T, eine c-Gerade definiert.
=3 Ein Verein von c-Geraden wird bei einer c~Ahnlichkeit in
einen ebensolchen Verein {ibergefiihrt ( ¢ bleibt fest), dessen
éy ~-Bild ist also gleichfalls ein Verein von orientierten
Linienelementen.

Folg,5: Untergruppen von L7

(1) Wegen Ly isomorph GO(Tpe) und O(W@)".sedhsgliedrige
Untergruppe von GO(Tpe) muB gelten:

{A|2=§"aé A o e O(Tpe);¢e}  bildet eine sechsgliedrige
Untergruppe von L7 , die "LAGUERRE-Gruppe L6 im engeren
Sinn",.

O(Tlpe) e « « Gruppe der c-~Kongruenzen, also abstandstreuen
c-fhnlichkeiten = (Folg.2; Bem.b): L, dist die Gruppe
der tangentialentfernungstreuen L-Transformationen.

Speziell: L-Transf. i.e.S. welche punkttreu sind, sind genau
die euklid. Kongruenzen in & ;
demn: PP (X, ,Y. ,Z20=r,=0) 5 Q% (Xy,Y0 %0 =Tq=0)e..
p%,qf . .Nullzykel => Tangentialentfernung gemidB 4.1, Folg.4:
=V (X=X + (Y- Yo )* -0 o- euklid. Abstand.

(II) Der Untergruppe der involutorischen c-Ahnlichkeiten (also
den c-Spiegelungen an nicht isotropen Ebenen) entspricht ver-
moge des Isomorphismus GO(“}Q = L? die Untergruppe invol. '
L-Transformationen (also L-Spiegelungen). Diese ist wegen
Satz 27 eine Untergruppe von Iy und jedes A € L, ist
endliches Produkt von L-Spiegelungen.




- 213 -

Eigenschaften der L-Spiegelungen A, vgl. 4.6:
(a) A, ist eine involutorische Speertransformation.
(b) Testlegung von A, durch Angabe des zyklograph. Bildes
der Spiegelebene & der zugehdr. c-Spiegelung ¢, , also
durch Spurspeer § ("Fixgerade", "Achse") und einen "Fixzykel",
der 8 nicht berithrt ( & ist nicht c-isotrop).

Folg.6: O(Tpe) sestattet Einteilung in gleichsinnige, (gegen—
sinnige) und gleichliufige (gegenléufige) c-fhnlichkeiten A .
=> L, muB gleichfalls eine solche Zerlegung in.(cﬁeyunkt@)
Mengen von L-Transf. gestatten.

a) gleichléufig — gegenlBufig.
Nummerierung der Beriihrungspunkte von drei konzyklischen
Speeren definiert einen Laufsinn auf dem gemeinsamen Zykel p* .

1

Diegser Laufsinn wird aufgefaBt als Zentralbild eines Lauf-
sinnes auf ¢ . C
Stimmt dieser Laufsinn mit dem durch das Tripel der Bildspeere
definierten Laufsinn auf ¢ liberein, so ist gleichlaufig.

b) gleichsinnig — gegensinnig
Diese Eigenschaft wurde flir X e GO(mm) im Wege iliber das Vor-
zeichen der Determinante der Transformationsmatrix definiert
(4.4, Folg.3), also Koordinaten in ﬂ}a ‘erforderlich,
Anderer Weg: Das Produkt von zwei gegensinnigen c-~Ahnliche
keiten ist gleichsinnig. Wegen Satz 27 kann man sich auf die
Untersuchung der Produkte von zwei c-Spiegelungen beschrinken.
(Eine c~Spiegelung ist jedenfalls gegensinnig !) S, Eine
Eigenschaft, die sich bei L-Spiegelung 4, Hndert, muB dann
die gegenginnigen L-Transformation kennzeichnen.
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" Bei A, geht der Verein
orientierter Linienclemente
auf X in einen ebensolchen
auf X*= XA, ibergefiihrt.

Ist i’f@} eine orientierte
Strecke auf % ; (etwa gleich-
orientiert mit X); dann ist
ihre orientierte Bildstrecke
$,3, mit F* verschieden

orientiert (vgl.Figur) | ==

Der Verein orientierter Linienelemente auf X wird bei 2,
gegensinnig kongruent auf den Verein orientiertes Linien-

element des Bildspeeres abgebildet. '

Diese Eigen schaft benilitzen wir zur Definition von gleichs.
(gegens.) ALe L, ¢

Eine belieb., L-Transformation aus L, heifRt "gleichsinnig" genau
dann, wenn die Reihe der orientierten Linienelemente eines
Speeres gleichsinnig transformiert wird.

Bemerkung: Auch GO(Tlpe) ist in die oben beschriebenen Teil-
mengen zerlegbar.
Deutung der Gleich-(Gegen)Liufigkeit beniitzt ¢ wund Zentrel-
projektion, also auch fir I, giiltig.
Zur Deutung von Gleich~(Gegen)-Sinnigkeit schreiben wir o e
GO(H}Q) als Produkt einer c-kongruenten Transformation . mit
einer (c~)-Streckung (Faktor ¢ ).
O eae o= U+ ¢ Ol A (.. c-orthogonal, ¢>0 .
(Dies ist bei geeigneter Wahl von sgn (HO}) keine Ein-
schréinkung der Allgemeinheit).

Qlo oo /? = AL OZ '(6 tee .0-k01)gruen'b.
Olo we "6"“ PZ A ¢>0 eeoo " Norm—Ahnlichkeit"

Beh.: oo ist gleichsinnig,

denn: zentrische Streckung mit pos. Streckfaktor fiihrt z.B.
\ eine c-Ebene durch X in eine dazu |
¢-Ebene durch X' liber. %




Die é,«Bilder dieser c~Ebenen sind ein Paar
” Speere (Spurspeere).

Die c~Geraden in den c-Ebenen werden durch
Xy 8O perspektiv aufeinander bezogen, daB
ihre Spurpunkte diese Spurspeere gleich~
sinnig durchlsufen.

Folg.7: Angabe einer L-Transf. i.6.S. A € L,

Nach Satz 27 ist jede c-Kongruenz nach Vorgabe des Sinnes

durch ein Paar zugeordneter c-Dreiflache bestimmt.
= A ist festgelegt, wenn man zu drei konzyklischen (beschrifteten)
Speeren deren (sicher konzyklische) Bildspeere und den Sinn von
vorgibt.

Satyz 28: Die LAGUERRE-Transformationen bilden eine zur c-Ahnliche

keitsgruppe isomorphe siebengliedrige Gruppe. Jede L-Trans-—
formation ist parallelentreu auf der Speermenge, eine orientierte
Beriihrungstransformation und genau dann punkttreu, wenn sie

eine euklid. Ahnlichkeit ist.

Die L-Transformationen im engeren Sinn bilden die sechsgliedrige
Gruppe der tangentialentfernungstreuen L-Transformationen,

welche durch die L-Spiegelungen erzeugt wird.

Eine L-Transformation i.e.S. ist bei gegebenem Sinn durch zwei
(beschriftete) Tripel konzykliscuer Speere eindeutig bestimmt.

4.8 - Buklidische Kreisebenen

Geg. e ,,gg o Punktmenge, tgg .« Geradenmenge,
e ooKreismenge,

Buklid. Geometrie ist die Geometrie der Gruppe GO(%2) , deren
Elemente ¢ (euklid. Abnlichkeiten) durch folgende Eigenschaften
definiert sind:

C1*) o fle—rPe ist bijektiv.

(1*) Xkollineare Punkte -2¢.. kollineare Punkte.

(W) .oc ist kreistreu.



Beh.: o (und damit GO{%:) ) kann auch durch andere Eigen-
schaften definiert werden, nimlich durch

(i ) ot "’{?e B ’{E?Q toa bijektiv ( ({ ) = ( !*) )
€D (V2N T{/e*t'c’,c o Dbijektiv ( (i) < (4*) , klar)
(i) & e+ &e w bijektiv.
(W) e i B e ist global (& kreistreu =~ Jeder Kreis

wird abgebildet).
P Qo> e ist surjektiv (jeder Kreis ist Bild)
ot Be -8 ist injektive
(indirekt): Sei k,# k, A k.,a=k.a ; (Radius r, =r, )
a) Kyeellitte My A Mi# Mz @ Med Myot ey k osk, o0
b) M,=M, ¢+ o 18Bt Abstandsverhiltnisse ungedndert.
R r--rr“#ﬂ , 1».)0 chlka.

****** M-—Lh- N o 2
=> () ist erfiillb. o ( Ty

\

Wir definieren eine zweistellige Relation ﬁ auf /Ilfex Ues I‘cl fg}f{_.:, s
Gex Qe: () Pppg <= Plg

(b) PPk 3 Pek

(e) gk 4> g berihrt k
= X e GO("&) ist in obigem Sinn relationstreu.
( (a), (b) sogar fiir Affinitéten giiltig, (c¢) gilt, da o eine
Berithrtransiormation ist).

oL Dbesitzt also zusitzlich die Figenschaft
(V) : o« ist ﬁ-—invaria.nt.

Wir studieren nun Geometrien in e (¥, Qe, &e) , denen ein anderer
(erweiterter) Kreisbegriff zugrundeliegt und deren Transformationen
die obigen Eigenschaften (1) bis (V) nach geeignebter Modifikation
erfillens
%.B1 e w Qe=: LU |, ..Menge der "LAGUERRE-Kreise"
Ule o Qe =1 Oy ., ..Menge der "MOBIUS-Kreise™"
/{.?g;, W ”C(’fo w e = irij vv o« o Menge der "LIE-Xreise"

Dag sind alle moglichen Erweiterungen des euklid. Kreisbegriffes.
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Komplikation: 3 eine einzige Gerade, die mit 2 # Punkten
in A-Relation steht, aber ebentuell 4 (#) Geraden, die mit
zwel # (euklid.) Kreisen in ﬁ-Relat. stehen.

Vereinheitlichung dieser Fille durch ﬂbe?gang zu orientierten

Grundelementen k , g : ////;;

\\\~w f/ g ‘\QT

= ] max. 2 gemeinsame Speeve.

{ng &, ,{&l=: }Q : &euw =tdf v Menge der LAGUERRE-Zylel;
(4e esWklide Specre- ‘
ﬁ'.“orlentlerbe Beriihrungsrelation.

Definition: Die euklid. LAGUERRE-~Ebene ;WQC%f,éﬁz;fg) ist die
durch die orientierte Berithrungsrelation ﬁ' strukturierte
Mdnge ¢ = Menge der orientierten euklid. Kreise und Punkte
und die Menge ig; der euklid. Speere. -

Eine Transformation A in @& soll méglichst (]) - (V)
erfillen:

(1) urd (M) sind nun zusammenzufassen zu
(1LY A€ — £ .. Dbvijektiv;
(N) ist zu modlflzweren zZu
ap Lg]g — ﬁgf oo bijektivy
fir (V) ist
any A ist /?uinvariant
zu setzen.

Durch (1, ), (Il.), () werden aber genau die LAGUERRE-Trans-
formationen in der euklid. Zykelebene beschrieben (vgl.%4.7);
=3 4 ein Modell fiir diese Geometrie, nimlich die Zyklographie.
=> LAGUERRE-Geometrie ist Invariantentheorie der siebengliedr.
Gruppe L der IL--Transformationen.
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Bemerkung a): Lig 2 Go(mm)
Wir interpretieren die Transformationen aus Go(mm) als
Ebenentransformationen. Eine solche Transf., o« 188t eine
Ebane {(némlich w ) fest und vertauscht die Tangentialebenen
eines Kegelschnittes cacw.

Polarisiert man nun die Ebenenmenge an einer Quadrik ¢ ,
dann ist die Transformation 7 'ce® (mit & ..Polaritédt an < )
eine Punkttransformation mit einem Fixpunkt, welche die Punkte
eines quadrat. Kegels in ebensolche iiberfithrt. =

L? ist isomorph zur proj. Gruppe der Automorphismen eines
quadratischen Kegels.

=3 Die euklid. Speerebene ist bijektiv zur Punkbtmenge eines
quadrat. Kegels, gelocht in der Spitze.

neuen Kreisbegriff zusammen, so mufl man die Geraden und

euklid. Kreise orientieren, und die Berihrung durch E?
ersetzen, damit mdglichst viele Eigenschaften der Ahnlichkeits-
geometrie erhalten bleiben. '

Das Ergebnis ist die euklid. LAGUERRE--Geometrie als Verallge-
meinerung der euklid. Ahnlichkeitsgeometrie.

Die LAGUERRE-Gruppe ist isomorph zur siebengliedrigen proj.

Automorphismengruppe eines quadratischen Kegels und die euklid.
Speerebene ist bijektiv zur Punktmenge des Kegels, der in der
Spitze gelocht ist.

Bemerkung b): Beh.: (I ), (Il ), (i) kann abgeschwicht werden
zu
(lf)i A i%a—»éﬁzu. parallelentreu
(lF)e A1 —» 6 .. bijektiv ( () = UT) )
(mz):(mi): konzykl. Speere -A. konzyklische Speere und nicht

konzykl. Speere 4. nicht konzykl. Speere (d.i. die
/A ~Tnverianz)

Zu zeigen: (1), CUf), CUD) <> (i), (D, ()

o " Klar

" M Aus (mj} folgt fiir das c-geometrische Modell TQQ :
nicht kopunktale c¢~Ebenen -——~ nicht kopunktale c-Ebenen,
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kopunkt. c~Ebenen»—» kopurtale c-Ihencn;
(1) = () Vbedingt eine Bijektion der c-Ebenenmenge,
ruzeigen: g = ist eine Bijektion im Tye :
o. ist global auf der Punktmenge 47 (ein Dreiflach von
c-Ebenen = :"Punkt", 2, Dreiflach von c-~Ebenen = :"Punkt"
und jeder Punkt e [l ist aus D(o¢) ).
o ist injektiv auf /g :

P1 P?_ \f—"“"ﬂ c~Ebenen durch P‘l PZ ’

X S X e bijektiv auf der
/ \ /

Z c- Ebe'nen_

\\ '/,' c-Ebenenmenge, also
N/ p! i 'Y=P' mj

/g ist P{=P} mit I
Kegel von c~Kegel von c-Ebenen
c- Ebenen, nicht moglich.

oL ist surjektiv auf /,{Z :

Zu zeigen: Urbilder von drei kopunktalen c-Ebenen sind nicht

parallel. Wegen (If) gilt: nicht parallele c~Ebenen 2>

nicht parallele c-Ebenen und parallele c~Ebenen <. parallele
. c-Ebhenen.

= Urbilder sind daher nicht parallel, also kopunktal.

-Ergebnis: (7)), (%), (W) Hquivalent (), (llL)', e

Bemerkung c¢): Die Menge der L-Transformationen ist #quivalent
zur Menge der Automorphismen % eines Kegels [’ .

. Da bei o c-Ebenenbiischel
in c-Ebenenblischel trans-
formiert werden,' mfB 2
den Kegel [’ erzeugender—
weise in sich abbilden;

c;-Kegeln in _ﬂ-pe ent-
sprechen auflebene Schnitte
nicht durch die Spitze. » ,
=3> Die Selbstabbildungen = von [ sind so beschaffen, daB
gilt:
Punkte einer Erzeugenden % Punkte einer Erzeugenden;
2 ist eine Bijektion der Punktmenge [ \ Spitze;
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Punkte eines ebenen Schnittes &~ Punkbte eines ebenen Schnittes

2 besitzt also Iigenschaften einer Kollineation im P einge-
schrinkt auf [' .

Es gilt also: Jede Selbstabbildung eines quadrat. Kegels, die
obige Eigenschaften besitzt, ist Beschrinkung einer automorphen
Kollineation wvon [° im P>. (Die Selbstabbildung =« ist zu
einer Kollineation im Gesamtraum "verlingerbar").

Allgemein: Geg. sel eine Purnktmenge M und eine Selbstabbildung
L dieser Punktmenge, die Eigenschaften einer Kollineation
hat. ‘

Frage: Wann ist <« 2zu einer Kollineation im projektiven
Tragerraum von M fortsetzbar ?

Losung: M muR zusdtzlich gewisse topologische Eigenschaften
erfiillen.

Z.B. Geg. lo , @o ehffinitit = J Kollineation =z , sodaB
%o FEinschrénkung von z auf o ist.

Fall 2: Z?e k/«ge = &ZM veese . Menge der MOBIUS-Kreise

= /A ist sls zweistellige Relation zwischen %? und &m zZu
erklaren.

Komplikation: Zwei M-Kreise aus e Dbesitzen i.a. zw=i
Schnittpunkte, zwei M-Kreise aus Z%e hingegen hochstens
einen ! Eine MOBIUS-Transformation  ,u: ffo—s m kann dsher
zundchst keine Bijektion auf der Punktmenge ?Z: sein,

/} ) _(A\;—_>~ \}9 U
,I‘

FESTSETZUNG 13 = Ao o U} (U..uneigentlicher Punkt)
und genau die M«Krelse aus (ae sollen U enthalten.
(M~Kreis m inzidiert mit U« m ¢ Je )

I.f.: Die Menge C” der durch U "abgeschlossenen" euklid,
Geraden und dle Menge ¥ der euklid. Kreise werden zur
Menge N¢  der MOBIUS-Kreise zusammengefaBt ( &ZQUZ%éz:%%
Menge der M-Kreise).

(X3

L]



FESTSETZUNG 2: Die Relation B ist zwischen M-Kreisen
und Punkten P s&aus der durch U ‘'"abgeschlossenen"
Punktmenge — Yu = Yeu{U] definiert und wird mit ff}
bezeichnet:

(P,m)c[ﬁ Ly P liegt auf mnm .

Damit Definition einer neuen euklid. Kreisebene:

Definition: rs (??H)?Rfﬁjﬂ) heift "MOBIUS-Ebene" ("konforme
Ebene"). Eine Abb. N einer MGBIUS-Ebene in gich heifBt
MOBIUS~Abbildung <= wenn gilt:

(1) kR —> £y ist bijektiv;
(In) i WC—VL  ist bijekbiv;
(L) /e ist A -invariant (d.h. kopunktale M-Kreise

/
> kopunktale M-Kreise).

Beigpiel fiur die Existenz einer M~Ebene und M-Abbildungen:

Stereographische Projektion 6 einer Kugel ("2-Sphire") S*cTe
(Bildebene % [ zur Tangentialebere ™ im Zentrum Z der

! PI‘O,jo & )o
z & ¢ S*—s g zundchst nicht bijektiv.
@ T Um Bijektion zu erreichen, schlielen

wir o durch einen Punkt U ab
(% «{U} .."konforme Ebene"), dem
wir als Urbild bei & das Zentrum
Z zuweisen: 26 =:U .,

=3 Kreise auf S* werden bei & auf
MOBIUS-Kreise m in feo {U}=: 2
abgebildet und 6: &,+—> {m} ="
ist bijektiv (klar; denn 6 ist
winkeltreu, also kreistreu, vgl.2.9©
(L) ; jeder M-Kreis ist Bild eines Kreises von S%, jeder Kreis c
S% ist Urbild eines M-Kreises).

Bei 6 werden kopunktale Kreise < 8% auf kopunktale M~-Kreise
abgebildet; umgekehrt haben kopuktale M~Kreise kopunktale
Urbilder.
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= Durch 6 wird ein Ubertragungsprinzip der Inzidenzstruktur
der 2-Sphdre S% (als Menge ihrer Punkte und Kreise und der
elementaren Inzidenz) auf die Inzidenzstruktur der MOBIUS-Ebene
vermittelt. (= 3 M-Ebenen).

Sei = eine automorphe Kollineation von 8% ( @z e 0(s?),
0(S%*)..sechsgliedrige Gruppe der projektiven Automorphismen von
s2).

= @ vertauscht die Punkte von S% ( @:fea— P ) bijektiv)
und die Kreise von S?% (ebene Schnitte 2, ebene Schnitte von
82, Lp —> Qe vijektiv).

Erkldrt man eine Abb. a: 78— g2 durch /u-=<§‘ae & mit

% e 0(8%) , 6 w.stereogr. Proj., dann erfiillt - die Eigen-
schaften (iﬁ) (i), Clity) s

-—4
G4

(ly ) : —~>// bijektiv, denn ——->- AL o 0>
" /u ?2 5}] 47’4 ’ . %M \QM { o }18;1@:,!«\ 5%
A‘l‘!t{f "
() / : Qe—Te blgektlv, denn %‘f’};—» @5,_ fﬂ-a- Q“ —_—
< W ¢

(ilhy) M ist /-—1nvar:zan4r denn kopunktale M«Krelse
e kop.Kreise ¢ 82 2 . kop.Kreise ¢8* -€» kop.
M-Kreisge.

= 3 N-Abbildungen.

{ae,.} = O(8%) ist eine sechogliedrige Gruppe =3 die Menge
der oben erkléarten M-Abb, a=6 ‘e & bildet hinsichtlich
der Verknlipfung gleichfalls eine sechsgliedrige Gruppe

(oo e = 60, 6.6 2,6 = ¢ (i) )

Es gilt (ohne Beweis): Jede M-Abb. (,».,&,:Sré*_;. To!  ist erzeugbar
a2

als stereographisches Bild einer automorphen Koll. von S°.

Ergebnig: Die stereograph. Abb. € vermittelt einen Gruppen-
isomorphismus zwischen O0(S5%) wund der (sechsgliedr.) Gruppe
M@(‘f}‘%‘eﬁ):f«‘ {/&g} . (Von 8% werden bei diesem Isomorphismus
bloB projektive Eigenschaften benilitzt; S2% ist also i.w. eine
ovale Quadrik cP*(R) .)
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Bemerkung: . (lv), (Ix), (My) kann abgeschwicht werden zu

(E) = Uydy CIE) = () (HE) + s W—WC  ist M-kreis-
treu. -
M ist dann automatisch Bijektion auf @Y ; denn mit
ist vermdge 6 eine Kollineation ¢ gekoppelt. Aus 2e:¢ ~%%f
bijektiv und inzidenzentreu folgt automatisch, daB o¢: € ¥
bijektiv auf der Ebenenmenge und damit blaektlv auf der Henge
der ebenen Schnitte, von S* ist.

(Diese Plausibilitdtserkldrung beniitzt die Fortsetzbarkeit
der Selbstabbildungen von 82 die auf der Punktmenge von 8%
bijektiv sind, Punkte auf einem Kreis der S?% in wieder
solchen Punkte iiberfithren und die Inzidenzen zwischen Punkten

und Kugelkreisen erhalten, zu einer Kollineaticn im P53,

Notwendige Bedingung fiir diese Fortsetzbarkeit ist die Voraug-
setzung der Regularitit von S8%. Der Reweis dafiir und fiir die
Kquivalenz von (ly) -~ (ly) und (F)- (F) wurde 1961 von
R.WAGNER erbracht).

Folg.1: Jede M-Transformation ist eine Beriihrungstransf.

Zu zeigen: Beriihrende M-Kreise £ berilihrerde M-Kreise.
"Beriihrende !M-Kreise" sind solche, die einen Punkt ge-
meinsam haben und keinen zweiten. Hieraus folgt mittels (In>
( ~  Bijektion auf 4?M ) obige Behauptung.

Bemerkung: Insbesondere sind J/ verschiedene Geraden als be-
rihrende M-Kreise anzusprechen.

Folg.2: e ist "konform" (winkeltreu).

S e ——

6 ist konform (vgl. 2.9. (i) )

Rc€C : == fiihrt Erzeugenden von S* in Erzeugenden iiber.

=3 Flir den Winkel
zweier Tangenten a,b
folgt wegen der DV-treue
von 7w wund der Winkel-
definition nach LAGUERRE:
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DV(a,b,i,j) = DV(az,bwx,ix,jx) mit i,j und iz,Jje..BErzeugenden
von S%,

= < ab = < ambe

= <« 1ist winkeltreu.

— [uw==6%ﬁ6' ist winkeltreu.

Folg.3: 0(8%*) enthdlt involutorische Automorphismen ot von £2
- 3 &* =t ..harmonische Homologie mit Zentrum
Z nicht auf 8%; (= Achse ist Polarebene &
von Z beziigl. S%). ,

{xe OG?)fcx1=L} erzeugen O(S%) , d.h.
2  bel. e{(S*) ist endliches Produkt

von invol. Autom, cmj.

/
¢

Ergebnis: Die Gruppe M, ist aus éwm:=6YX6‘} erzeugbar.

Beh.: Das stereograph. Bild einer harmon. Homologie mit einem
AuBenpunkt von S% alg Zentrum ist eine elementare Kreige
inversion.

[ Kreisinversion an %k (Mitte ¢ ): <« Ur-~ und Bildpunkt
sind mit @ kollinear und kj. bezligl. k . Dem Mittelpunkt
@ von k wird der uneigentliche Punkt U als Bild zuge-
wiesen.] '

Beh.: Z6 =0..Mittelpunkt des
Inversionskreises k°=k& .

denn : die Efzeugenden des B2 aus
7 umschriecbenen Drehkegels
schneiden k= §.sﬂ orthogonal und
werden bei & auf ein Strahlblischel
abgebildet, filir welches k¢

c Orthogonaltrajektorie ist.

;%5é\ : Beh.: Urpunkt P°¢ und Bildpunkt (Pwx)’
// sind mit ©0=Z& kollinear;
O [p ) pe|

s 'denn: P,Px,Z kollinear und & ...

\ \\// /| Kollineation.
/
\\\\a~w /
P /
i \\\_u,,ww,,,.,/'//




- 225 -

Beh.: P und (P«)’ sind kj. bezligl. k€;
denn: Jeder durch P und Poc gehende Kreis im von 82
schneidet k orthogonal ( in beriihrt zwei Erzeugenden
des Tangentialkegels aus 2% an S2%). S+ Der Bildkreis
m durch P° und (Px)® schneidet k°® orthogonal; = P°
und  (Po)® sind kj. beziigl. k° (Proj. Geom.).

Bemerkung: Aus Z 6 = & und der Winkeltreue von & folgt die
Kreistreue von & , da das Bild eines Kreises alle Geraden des

Biischels O , welche die Bilder der Kegelerzeugenden aus 2
sind, orthogonal durchsetzen muf. '

Folg.4: Die konforme Ebene ist i.w. identisch mit der GAUSS'schen
Zahlenebene Cu{eo} =: ¢ und der RIEMANNschen Zahlenkugel.
Jede gleichsinnig konforme Abb. « ¢ Mg wird daher be-

schrieben durch eine holomorphe Funktion zwf(z) A z=x+iy,
wobei wegen ".Bije%tion gilts ' ]

D(f) =€C A Im (f) =€ = f(z) ist eine in ganz €
erklirte (bijektive) holomorphe Funktion, die hichstens Pole,
aber keine wesentlichen Singularitdten besitzen kann. Also
ist w=f(z) eine rationale Funktion.

w = f(z) = ﬁfi; mit h(z), g(z) ..Polynone.

. é < = g_g:_&_.
Beh.: deg g(z)< deg h(z) £ 1, also w Yy d

denn: w.h(z) - g(z)= 0 muB fiir jedes feste w=ws wegen
.o Bljektion einen eindeutigen z-Wert als Losung besitzen,
also hat w.h(z) -~ g(z) = O genau eine Nullstelle z,ist
daher linear. ' ‘
S wingekbiv &> o - §p 4O

Die Menge der gleichsimnnig konformen M~Tranform./u bilden die

Untergruppe M, von M, und wird beschrieben durch die Menge

der holomorphen Funktionen W =%§§§{?~ (ch-(%&;ao)

Benmerkung: Die gegensinnig konformen M-Transf. entstehen durch

- Zusammensetzung der gleichsinnig konformen mit einer einzigen
gegensinnigen konformen, z.B. 2z=% in der Form w=§?§if%
' Z ¥

(oed- pl+0).
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Zur Parameterzihlung und zur IErfassung von oo homogenisieren

wir: W = ;& y Z =, Wy, z3| e ©

UOOOCO,Z,') (Z,,-}L-O).
Wy = OLZ1+ o bl

= 5o~ lE ko

E=-4 &"’ ZJO 5

Diese Abbildungsgleichungen beschreiben aber auch eine proj.
Selbstabbildung einer komplexen projektiven Geraden !

Die Menge dieser Selbstabbildungen bildet die proj. Gruppe
PGL(2,€) (Proj. Geom.).

Somit gilt: M} ist isomorph zu PGL(2,C)

©

Bemerkung: Zu jeder gegensinnig konformen M-Abb. gehdrt eine
Antiprojektivitdt der komplexen projektiven Geraden.

Saltz 28: FaBt man die Geraden und die euklid. Kreise zu einem
neuen Kreisbegriff zusammen, so muB man die affine Ebene
konform abschlieBen, um die Eigenschaften der euklid.
Ahnlichkeiten mdglichst zu erhalten.

Die MOBIUS~Gruppe M, ist isomorph zur sechsgliedrigen
proj. Automorphismengruppe einer ovalen Quadrik im dreidim,
reellen proj. Raum.

Die sechsgliedrige Gruppe M, der gleichsinnigen MOBIUS-
Transformationen ist isomorph zur proj. Gruppe einer
komplexen proj. Geraden.

Bemerkung: Die geradentreuen M-Abbild. /u? sind genau die
euklid. Ahnlichkeiten:

-
. ¥ o .
Beweis: W= 626 . geradentreu = 2" ist so be-

schaffen, daB Kreise (und daher Ebenen)
durch 2 in ebensolche ilibergehen.
—20 hat Fixpunkt 3 .
= {2".} ...Untergruppe von 0(S%)
mit Fixpunkt 2 . ;

Te Da Z fest, kann 5% in Z punktiert

werden ==» die M-Ebene o' dist in U
zu punktieren. = T&\{U} ist aber die gewahnliche euklid.
Ebene 7. und fflﬁa besitzt genau die Eigenschaften einer
euklid. Ahnlichkeit, nimlichs:

) /ufgfy$~m»«g; (affine Punktmenge) bijektiv
(1) koll.Pkte., -#&» koll. Punkte).
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b, /w*el"l(, , also konform = /u.*l'?re konform.

Hieraus folgt: Die Gruppe der euklid. Ahnlichkeiten GO(Te)
ist isomorph zur Gruppe jener proj. Automorphismen einer
ovalen Quadrik, die alle einen festen Fixpunkt auf der Quadrik
besitzen.

Fall 3: e v QYoo Bo= & .. "LIB-Kreise".
=> LAGUERRE-Kreise sind spezielle LIB-Krc* se =
Orientierungen notwendig: /f'% o {é’e o e

MUBIUS-Kreise sind spezielle LIE-Kreise =
Konformer AbschluB notwendig: e o {U} =: Pu

-
Definition: {U} U ’fge ut{ie w gg‘e =: %0 .. Menge der LIE-Kreise

=> Die Relation B ist so zu modifizieren, daB sie eine Teil-~
menge aus Txy¢ wird: /73:, besitzt Eigensc:haften'vong ‘Z‘;
(LAGUERRE-Geon. ) und von /5 (MOBIUS-Geometrie) und ist als
"gleichslimlige Bertihrung" zweier LIE-Kreise #,, 'ITZ erklirt.

- = ‘\

= o F> —

n, € EQe, , D, eqe ATy B, <> 'n(\.*, 2,

i, ,1 z[ € Q}e A i, (B H, <« =& :;ﬁm;'? gleichsinnig ) .
- g s > = = ‘. . i —

n, e €. oder DJ& , O, e %y AT A T, = o, [4d, .

Definition: ¢ := {%;8r1} heiBt euklid. LIE-Ebene.
Eine Abbildung v  der LIE~-Ebene in sich heiBt
LIE~Transformation <> wenn gilt:

(L) + ~»—w ist bijektiv
(4,) : » dst /[, -invariant.

Die Existenz eines Modélles einer LIE~Fbene ist durch die
Herleitung von der euklid. Kreisebene gesichert; die Existenz
von LIE~Abb. ¥ ist noch offen,

Zwischenbemerkung:

Da die LAGUERRE~Geometrie in der LIE-Geometrie (WN-Geometrie)
enthalten ist, kenn die Zyklographie c‘j als Ubertragungs~
prinzip benilitzt werden.
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Wir werden zeigen, daB spezielle LIE-Transf. vermoge <ﬁ
auf Inversionen an c-~Kugeln < T fiihren.

"Inversion ¢ an einer c-Kugel & < Tp ":

9:ﬂ}a~»ﬂ¥e mit folgenden Eigen-

schaften:

(1) P,Pp=P' sind kj. bzgl. <&

(2) P,P',M gind kollinear (M..Mitte
von <& ).

(== VYV Ped gilt: P=P' )

Bemerkung: ¢ ist nur fur eigentliche
Pkte., definiert.

Vir erweitern ¢ auf c~-Geraden nicht
durch M :

c=Gerade e == Me = .. steilgiangig
und ®nP ist ein Kegelschnitt.

Wir untersuchen die Einschriénkung von ¢

auf oo

Geg. ist ein Kegelschnitt <oad und ein "Tangentendreieck";
ges. Punkte, die kj. zu (xnd )
und kollinear mit dem Schnittpunkt I
der Tangenten sind.

QVN- ist eine quadrat. Abb. und heilt
"HIRSTsche Inversion" (Verallgemeinerung
der euklid. Kreisinversion).
= Jede Gerade e durch einen Hauptmv
punkt # M geht in eine Gerade e'
durch diesen Hauptpunkt liber. e

==~ Jede c-igsotrope Gerade nicht durch M geht in eine dazu
parallele c-Gerade iber.

FESTSETZUNGEN
Da zu jedem Punkt P des Asymptobenkegels [T von & nur
Fernpurkte konjugiert liegen, die nicht in img@ enthalten

sind, gilt: Kegelpunkte sind Ausnahmepunkte.

Man schlieBlt nun ﬁ}Q "konform" abj; d.h. man adjungiert zu “}e
einen "uneigentlichen quadratischen Kegel [ mit der
uneigentlichen Spitze U ", Dessen Erzeugenden heiBlen
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~ "uneigentliche c~Geraden" und sind die @ ~Bilder der
Erzeugenden des Asymptotenkegels; die Spitze U soll das
@ =Bild von M sein.

Bemerkung: Dieser Abschlufl ist c-konform, da sich die Winkel-
metrik auf c-Geraden stiitzt und diese in c-Geraden ibergehen.
Daraus folgt bereits die c-Konformitdt, da Jjede analytische
Punkttransformation lokal projektiv ist.

Damit gilt:
Das zyklograph. Bild einer Inversion an einer c-Kugel Cb
ist eine LIE-Transformation.

Zum Beweis genlight es, die Inversion an einer c-~Kugel (D nit
der Mitte M in " zu betrachten. Jede anders liegende c-Kugel
kann nimlich mittels einer geeigneten c~Spiegelung e an
einer nicht c~isotropen Ebene & in eine solche c-Kugel Uber-
gefihrt werden.

&e ist eine c-~kongruente Transf., also erfillt das Ke-Bild
einer Inversion an einer allgemeinen c--Kugel die Eigenschaften
(1) und (2) und ist somit eine Inversion am «&,-Bild dieser
c~-Kugel. Das (,-Bild von & ist aber eine LAGUERRE-Trans-
formation A, also eine spezielle LIE-Transf..

Es ist ferner gleichfalls keine Einschrénkung, <p als ein-
schalig vorauszusetzen: Die Inversion an einer zweischaligen
y c-Kugel ¢ ist
ndmlich Produkt der
Inversion an der
konj. (einschaligen)
c-Kugel < und der
Purpktspiegelung am
Mittelpunkt ™M .
Letztere ist Produkt
von drei c-Spiegelunger
an nichtisotropen
Ebenen. fl> Das
Produkt ist also
eine LIE-Transf..
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=3 Vs.: @ ..einschalige c-Kugel mit Mitte M e 1 .
Die Inversion @ an < 1#Bt die Ebenen durch M als
Ganzes fest = 1Y bleibt fest.

5 L = ¢|7¢ ist die euklid. Inversion am
<::;*M\\N*:j§? Kehlkreis von ¢ und stimmt mit dem
o N M WQTQ' . & =Bild von e|7m' iiberein. = @|f’ ist
/// : \\< also eine MOBIUS~Transf. (und daher
| g sicher eine LIE-Transf. y ).

Damit 188t sich nun eine MUBIUS~-Geometrie in dreidimensionalen
pseudoeuklid. Raum ﬂ;a analog zur M-Geometrie in &
konstruieren:

Alle Ebenen des konform abgeschlogssenen Raumes TR? ent-
halten die Spitze U des uneigentlichen Kegels [j und
werden dann zusammen mit den c-Kugeln und den c-Kegeln als
MUBIUS-c-Kugeln aufgefaBft. 7d ist eine Ebene aus ﬂ%e(Jfaj
also inzidiert @Y mit U . == Das zyklographische
Bild von [, ist genau dieser Punkt U .

Analog zu frither gilt: Jede M-Abbildung im Tpe ist
endliches Produkt von Inversionen an c-Kugeln.

Unkehrung (ohne Beweis): Jede LIE-Abb. ¥ ist zyklograph.
Bild einer MOBIUS-Transf. im konform abgeschlossenen
pseudoecuklid. Raum. (Zum Beweis ist ein "Fortsetzungssatz"
erforderlich).

Frgebnis: Das zyklogr. Bild der MOBIUS-Gruppe des konform
abgeschl, pseudoeuklid. Raumes ist die Gruppe der LIE-~-Transg-
formationen.

Diese MOBIUS-~Gruppe ist zehngliedrig und wird mit Mho(ﬂiz)
bezeichnet. ’ )
= LIE-Gruppe = M4 (WF':, e

Anélog zur Ubertragung der M-Gruppe Mé(mﬁ) auf die Auto-
morphismengruppe einer 2-Sphire S%* mittels einer steregraph.
Projektion soll nun die M~Gruppe M, (Tpa ) auf die Auto-
morphismengruppe einer Hyperquadrik S% im vierdimensionalen
euklid. Raum E! {ibertragen werden.

Beh,: S% ist ringartig;
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denn: Bei der stereographischen Prbj. 67 ﬂ%g ~—> 8% aus ZeS?
werden einschalige c-Kugeln ¢ auf die Schnittquadrik
M: von 82 mit dem dreidim. Verbindungsraum [P z]
abgebildet. 6 ' ist als Zentralprojektion geradentreu =>
M% ist ringartig =» S2 trigt reelle Erzeugenden, ist also
eine ringartige Hyperquadrik im E#&,

=> Der Schnitt von S?® mit dem dreidim.

/Z. T? Tangentialraum T2 in % ist ein
< !
=

quadratischer Kegel NI .

Die stereographische Proj. 6 einge-

schrinkt auf S>\N2 ist eine Bijektion

auf Mee .. Jede Erzeugende von. N% hat

einen einzigen Bildpunkt =+ Bijektion
Toe L/// ist gestdrt.

=> FESTSETZUNG: 6 so0ll dem Tangentialschnitt NZ den un=~

eigentlichen Kegel {BC.H}Q zuweisen; speziell 2 r%» U .

~ 6:5%Tw ist bijektiv.

Ergebnis: Die oben erkldrte stereographische Proj. 618> #2
vermittelt einen Isomorphismus zwischen der Gruppe der
automorphen proj. Kollineationen von 82 im E4 und der
MOBIUS-Gruppe M4 ( Tpe )
=> Die LIE-Gruppe der euklid. LIE-Ebene &' ist isomorph
zur zehngliedrigen proj. Automorphismengruppe einer ring-

| artigen Hyperquadrik S°® im proj. reellen vierdimensionalen
Rsum P4(R) .

FaBt man S2® auf als (reguldre) Schnittvarietdt im fiinf-
dimensionalen proj. Raum P¥ einer Hyperquadrik Mﬁ mit einer
nicht tangentialen Hyperebene P4 , dann gestattet die Auto-
morphismengruppe von S° auch eine liniengeometrische Deutung;
und zwar gilt unter Beniitzung der (bijektiven) KLEINschen
Abbildung & der Geraden des proj. Reumes P> auf die Punkte
von Mﬁ ("KLEINsche Hyperquadrik":;?5 ) als Ubertragungsprinzip:
Das & -Bild der Geraden eines Gewindes ¢P?® ist eine regulire
ringartige dreidimensionale Quadrik M auf ME . ( Mi=MEAPH ).
Das & -Bild einer proj. Kollineation oder Korrelation ist ein
proj. Avtomorphismus von Mj. ==»> Die Automorphismen von S3clh
kénnen als spezielle Automorphismen der Mi<P® angesprochen
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werden, némlich solche, die auch die von 8% aufgespannte
Hyperebene PrcP5 als Ganzes festlassen. Vermige ¢ gehdren
su diesem Automorphismen genau jene proj. Kollineationen

und. Korrelationen im Linienraum des P?, welche ein Gewinde
als Ganzes festlassen, Die Menge dieser Xoll. und Korr,

bildet hinsichtlich der Produvktbildung eine zehngliedrige
Untergruppe der (finfzehngliedrigen) proj. Gruppe PGL(4,R),
die sogenannte "symplektische Gruppe" PGSp(4,R) .

i

LIE-Gruppe in ™ = M, (TTF‘;*) X Pasp(4,R),

Satz 31: FaBt man die Punkte, die Geraden und die euklid.
mwwKreise zu einem neuen Kreisbegriff zusammen, so mufl man die
euklid. Ebene konform abschlieBengudié'Geraden und Kreise
orientieren und die Berlilhrung durch gleichsinnige Berilhrung

ersetzen, um die Eigenschaften der Ahniichkeitsgeometrie
moglichst zu erhalten. 7 »

Die LIE-Gruppe ist isomorph zur zehngliedrigen MOBIUS-Gruppe
des konform abgeschlogsenen pseudoeuklid. Raumes und
isomorph gzur symplektischen Gruppe des dreidimensicnalen
proj. Raumes,

demerkung a): LAGUERRE-~Geometrie im dreidim. pseudoeuklid.
Raum  Toe ¢

Man faBt die Punkte und c-Kugeln zu einem neuen c-Kugelbegriff
zusammen. Dann _3 ein Ubertragungsprinzip des pseudoeuklid.
LAGUERRE-Raumes auf einen dreidimensionalen Kegel N5 ,
welcher seinerseits mittels der KLEIschen Abbildung auf ein
Geblisch im Geradenraum des P> {ibertragen werden kann.

=s> Die LAGUERRE~Gruppe des lpe ist isomorph zur elfgliedrigen
Automorphismengruppe eines Geblisches im P> ,

Bemerkung b): LIE-Geometrie im llpe @
Analog zu friher gilt: LIE-Geometrie im W}e mit geeignetem

AbschlufBl ist MOBIUS-Geometrie im vierdimensionalen Raum P4
mit geeignetem Abschluf.

Diese lM~Geometrie im P4 ist vermdge einer stereograph.
Projektion identisch mit der Geometrie auf einer Hyperguadrik
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- ME ¢ P®, also mittels der KLEINschen Abbildung i.w. identisch

mit der proj. Geometrie im Geraedenraum des P> . .
=» Die LIE-Gruppe im Tpe (nach geeignetem AbschiuB) ist -
isomorph zur fiinfzehngliedrigen proj. Gruppe im Geradenraum
des P?,
Hiemit ist eine bijektive Abbildung der Geraden g auf
(orientierte) c~Kugeln mdglich (LIEsche Geraden-Kugel~-
Transformation. Bei LIE ist diese Abbildung zwischen Geraden
aus B?(€) auf euklid. Kugeln aus E2?(€C) beschrieben).





