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§ 0 Grundlegende Begriffsbildungen 

0.1 Der Abbildungsbegriff 
= 

Gegeben seien 2 Mengen: M = f2J 
N 

• • • 
• • • 

"Definitionsmenge" 
11 Bildmenge 11 ◄ 

Werden gewisse Elemente aus Min eindeutiger Weise je einem 
Element von N zugewiesen, so spricht.man von einer "Abbildung 
~ M in N" (symbolisch cp:M-,.N). 

Die Teilmenge D( <.f ) c M, für welche <f erklärt ist, heißt 
"Definitionsbereich von rp". 

Ist speziell D( <JJ )=M , so heißt y> "globale Abbildung". 
(Abb.von M_in N).. . . . 
Jene Elemente von M, für welche <f nicht erklärt ist, bilden 
die "Ausnahmemenge" X.= M\.D((f) = M- D(~) 

Jene Teilmenge · im. !:I c. N, deren Elemente als y,-Bilder 
auftreten, heißt "Bildbereich" ("Image"? von So• 

Spezielle Abbildungen: 
( I) . Eine Abbild. r.p, für die gilt: 

X1 ,x2..I :f=, € D(lf) ~ x~YJ +- X2<j) (x1cp, Xa.<.f f € N) 
heißt "injektive Abbildung. 
Ist irn.f=N, so heißt ff?"surjektive Abbild.". (II) 

(:m) Ist fP globale Abb. A injektiv A surjektiv, so heißt 
"bijektive Abbild.". 

(j) bijektiv: Zu jedem x e M g~hört ein eindeutiges x <.f' E. N; 
9Loha..l 

jedes Y.€ N ist Bild 
t;.{Jrjektiv 

- Abbilci.. ·. ) 
genau eines .. x € M ·, (d.h. X:f' =y 

injektiv 

Der Begriff der !fi-Faser 
y €. N; { .x e M / .X'f"" Y } =: Y !1'

1 

c/1 heißt "Faser von y bei 
der Abbildung ':f ( "'f' -Faser _von y"). 
Bemerkung: yy;' kann auch die leere Menge sein und dies ist 

genau dann der Fall, wenn ye._ N \. 1.m.!)P • 
y rp- 1 ist i.a. nicht einelementige Teilmenge von M, daher ist 
<p-1 i.a. keine Abbildung aus N in M. ,ff kann als Bild auf
treten 1 Rf ist aber kein Element von M. . !P-1 ist eine Abb. 
N-M, falls So bijektiv ist. 

Wir betrachten die Menge aller 50-Fasern: 
l"J 

Die Menge aller Teilmengen von M heißt "Potenzmenge" M von M. 
Damit gilt:y,-1 ist eine globale Abbildung aus N in M. 

Sprechweise: Die Abb. _so:M-+N . fasert den Urraum M und diese 
· Fasern bestimmen eine Abb. ~-1 aus·N in die Potenz~enge von M. 
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Beispiel: M sei der proj.dreidim.Raum P 3 ( Pafß) 
N •• proj: Ebene P~c p& 
% • • Projektion aus einem Punkt cr ~ p'-

So~: M-N 
At-f:J,Ae P'- A<p,,= :Ac. 

Z. = { 0 f ; D( <p,,.) = P!>\ {oJ ••• "punktierter„ P~ " 

Der Definitionsbereich der Zentralprojektion ist der im 
Augpunkt punktierte projektive Raum. Die Zentralprojektion 
von P1 ist daher nicht global. 

im~= p2. ==9 Die Zentralprojektion ist surjektiv. 
A1,Ad f l € p?t\E : A~ FA: ? 

Wir bestimmen die cp -Faser eines Punktes Ac€P1 : 

Ac'f)~
1 c l'1 ist die Menge aller Punkte € P~ mit dem Bild Ac. , 

also ein in ff punktierter Sehstrahl. 
Der Sehstrahl enthält mehr als einen Punkt ~ Soo-
ist nicht injektiv. . 

9 l.fo- :P~-p2. ist eine nichtglobale, surjektive, nichtinjektive 
Abbildung. 

Bemerkungen 
a) 

b) 

Statt 5P :M-+N , 'I surjektiv, spricht man von einer Abbildung 
y; aus M auf N . . 

fl) ist bloß dann definiert, wenn Mund N vorgegeben sind. 
Z.B. M=P!., N=P2., Y'o-··· Proj .aus er auf p2. c. P $ ~ 
%- ist nicht global. . 

M=P:,\ {O'} , N= p2. , 'fe,- wie oben ~ 
</Jo- ist global. · 

Das Produkt von Abbildungen: 

!P :M-N mit 1.1'>?. q,c.N · } E · <f :N-R mit D( 'f') c N „ s sei 

Dann ist eine tbb. <:f)<p:M~R erklärt durch "schrittweises Aus
führen" von ':P und 'f , d.h. 
V.x e :l>C'f:lfl) = l.x 1 .xcp €. lJ.,+ J2'} gilt: V:(<ptf')= (liY,)'f m 

(4'0Cf )(-x) statt X ( <f 4') 
assoziativ. 
(In der Analysis ist die Schreibweise 
gebräuchlich„ v. 
Die "Beschränkung" einer Abbildung !/ ~ 
y.; :M-+N angewandt auf Teilmenge M~c M mit M1 A D(tp)=t-/t 
heißt "Beschränkung von c.p auf M1 ", symbolisch 'f I M1 • 

0.2 Proj.Inzidenzebene, proj. Inzidenzraum 

Proj. Inzidenzebene 'Jr' : 

Geg: 2 Mengen -f2 , OJ ; · eine Relation I zwischen den 
Elementen diese~ Mengen ( I . . "Inzidenzrelation"), z.B. 
AG.'/i, a'-~: Ala. . 
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I mögen folgende Gesetze (Axiome) gelten: 
A, B j-#, c ?2 : 3* a t ~ mi.l: • A 1 a.. ~ ß IQ.. 

\ 
~

(a=AB ••• eindeutige Verbindungsgerade) 
a,br,€.: 31':At::?2 mH. Aia.. l\ Aib 

A=ab ••• eindeutiger Schnittpunkt) 
Weiters gelte das ''Existenzaxiom" 
e: .3 ein Viereck; d.h. 3 4 Punkte ~~ /\ nie 3 davon kollinear. 

~ 71"':={r,~,I li1Ji1,e} ... proj.Inzidenzebene. 
Beispiel: Das "Min.imalmodell" (7 Punkte, 7 Geraden) ist eine 

proj. Inzidenzebene. 
In der Projektiven Geometrie zeigt man die Gültigkeit des 
11 ebenen Duali tätsprinzips" DE • 

[Ae.12 1 A I o.e 1JJ > a. fe$t} = : rQ, c. '(l heißt "Punktreihe". 
Es gilt (Proj.Geom.): Jede Punktreihe enthält mi~destens 3 Punkte. 
Interpretiert man die Geraden a von~ als Punktreihen 1Q, und 
die Inzidenzrelation I als gewöhnliche Enthal tenseinsrelation ~, 
dann heißt 

{ p, ??Q,c rt I i.,, ,it, e mit r~e. (Aia.-> Aefa.)} ~ 
"projektive Inzidenzpunktebene". 
De-dual: {a.e qJ I <:l.I Ae i ) A fe&t } =: '1JA C h1 heißt 
"Geradenbüschel". -d 
Es gilt (Proj.Geom.): Jedes Geradenbüschel enthält mindestens 

3 Geraden. 
Die strukturierte Menge 

fqJ J -cyA c q J .i1J .,i.z., e -rnH I ~ €. ( a.IA -J> a.E. 'q/A)} 
heißt "projektive Inzidenzgeradenebene". 

Proj.Inzidenzraum 1f 
Geg.: 3 Mengen 'f, VJ , l , eine 11 Inzidenzrelation11 I zwischen 

Elementen dieser Mengen (z.B. Ae J2, o..e.. l)J, "''=- (: Aio.., AI<X.•••) 
mit folgenden Eigenschaften ("Inzidenzaxiomen"): ~ 

I1 =i1 ( 3 eindeutige Verbindungsgerade.,._zweier Pkte.) 
I2.: · AE 1Z, a.e 'q/, A-I'a.: 3*cxe ~ -rni.i AI~ A a.Io<. 

'()1 ( ex:. = aA •• einde-ut. Verbindungsebene) 
I~: a..e -<1, ex. e ~, a.I.Ol: 3* A e lt -mlt Aia. I\ AI°' 

(A=aCX •• eindeut.Spurpunkt) 
Ii. : AI a A a I <X ~ A 1 ex. 

Weiters gelte ·das "Existenzaxiom". 
E: 3 ein räumliches Fünfeck; d.sind 5=Punkte, wawon nie vier 

komplanar sind. . 
Die geometrische Struktur 1f: - { 'f' qJ, () I I I") I1, r~ ,Iti E } 
heißt "ein projektiver Inzidenzraum". . ) 
Beispiel: Das "Minimalmodell" mit 15 Punkten, 15 Ebenen, 35 Gerade 

ist ein (endlicher) proj. Inzidenzraum. _ 

In lT gilt das räumliche Dualitätsprinzip D {vgl.Proj. Geom. 
'120..: = {PE 12 I PI o.. '=- 'C[/ , a. f e~t. } heißt "Punktreihe". 

( fo.. enthält mindestens 3 Punkte). 
dual: l 
l a.: = { C(E. t f cx.Iae !'J, a. fe~t J heißt "Ebenenbüschel" ( ta. enthält mindestens 3 Ebenen) 

Grundge
bilde 
1.stufe in 
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'j2"': = { Pe.}? 1 P Ioc ~ C, oc fe~t} heißt "Punktfeld" 
( 1~ enthält mindestens ein Viereck) J 

dual: 
tA : = { ot ~ e I oe. r A e 1Z, A fe>+. 1 heißt "Ebenenbündel!l ( tA enthält mindestens ein Vierflach) 

lf gestattet zwei duale Interpretationen als 

GrundgebiJ 
2.Stufe i1 

"proj.Inzidenzpunktraum" und als "proj.Inzidenzebenenraum", 
wenn man von 

1, -. - . . bzw. - . . . - - ... -~ 

r_o., Pcx /c 12 a:1~~eh_t _ ~~d- ~!:. T~i~~e-ng~n __ ro.., fA I c ~ 
Geraden bzw.Ebenen, bzw. Geraden bzw.Punkte 

und die Inzidenz I das gewöhnliche Enthal tensein € bedeuten. 
(z.B. Aicx.~ A€'}2o,. u.s.w.) (z.B. AI o<. ~ cx.e tA um 
Bemerkung: Jede Ebene in einem proj. Inzidenzraum ist eine 

proj.Inzidenzebene. 

Der Isomorphiebegriff 
Defi?.-ition:. Ge__geben sind zwei proj.Inzidenzebenen ,-1,.l"z. (Inzidenz-

raume 1f1 , 7rz. ) • 
Eine Abb. -ae: ~~1,1. ( b~w. ce: r..~ lf1 ) mit den Eige~-

schci5en.~: (f,6~)~ (ft€ n,.) ( biW, t,?jE. lr3) ... bijektiv. 
(II) kollineare Punkte <S ,; (7r1 ) ~ koll .Punkte e: ~L (1f2.) 

heißt "Kolline·ation". 
Beh.: Die Kollineationen sind genau die Isomorphien der Inzidenz

strukturen von 11'"1 auf 1iL (bzw. lf-1 auf lii ) ; d.h. -oe 
induziert eine bijektive Abbildung von ~1 auf '91 ( r1 auf C-z 
und I1-+- I2. • · 
(Beweis sieheProj.Geometrie). 

Eine Kollineation von 'ir (11") auf sich heißt "Autokollineation". 
Die Menge der Autokoll. von ~(T) bildet eine Grup~e, die mit 
PrL(l") ( PrL ('[)) bezeichnet wird. (Vgl.Proj .Geom. J . . 
Spezielle Autokollineationen sind die "perspektive Koll." (X: 

Eine Koll oc.: tt-1r heißt persp.Koll. ~ · 3 Fixpunktreihe (nAchsE 
Ein Punkt FE.~ ist "Fixpunkt" ~ F°' =F) 
Eine Koll. cx:T-7r heißt persp.Koll. "'F9 3 ~ 

0
Foc=F ...,,.-/ 

Fixpunktfeld ("Achsen). ~ ,-~ 

Es gilt: Jede persp. Koll. ist eine nzentralkollineation" und 
umgekehrt. 
Eine nzentralkollineation11 ex. besitzt einen ausgezeichneten 
Fixpunkt F=Z=Zoc so, daß stets Urpunkt und Bildpunkt mit Z 
kollinear sind. (Z ... "Zentrum" von ex. ) . 

"Homologie": Eine Zentralkollineation D(.heißt Homologie, wenn ihr 
Zentrum nicht mit der Achse ·inzidiert. (Speziell:~ist die 
Identität) 

"Elation:" Eine Zentralkollineation oc heißt Elation, wenn ihr 
Zentrum mit der Achse inzidiert oder wenn a. die Identität 
ist. 
(Elation="parabolische Zentralkollineation") 

Die Existenz nichttrivialer Zentralkollineationen: 
Geg.: Z (=Z<X.), Achse, P,P«-le.]2 mit {P,Pac.,2} kollinear, 

P, POl I :r l ; P, P..c. :f Achse 
Dann gilt (Proj.Geom.): Im proj.Inzidenzraum 1f 3 zu obiger 

Angabe stets eine Zentralkollineation. 
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In einer pr':).j. Inzidenzebene ,r 3 zu obiger Angabe eine 
Zentralkollineation genau dann, wenn~ eine DESARGUES-Ebene 
( ,r-:1>e ) ist. (Z.B.: In einer MOULTON-Ebene g:i.lt der Satz von 
DESARGUES (kurz De ) nicht I In lf ist De. eine Folge aus 
den Axiomen I 3 E.) 
Jede Ebene in T ist eine l>e -Ebene; genau die De -Ebenen 
lassen sich in 7f einbetten. 

Definition: Eine Autokollineation3t heißt "projektiv"~~ ist 
Produkt von endlich vielen Zentralkollineationen. 
Die ~istenz von proj.Autokollineationen: 

~~ ,r-De-+- ~.'De= T.1e bzw. ce: 1r -r- 7r'= 1f 
Gegeben:~ Vierefk~) ~ bzw. zwei räumliche Fünfecke, 
{A,B,C,D} und {A,B,C,DjJ · 

also 2 "Fundamentalfiguren"; 
dann gibt es mindestens eine projektive Kollineation ~, die 
die beschrifteten Vierecke bzw. die beschrifteten Fünfecke 

ineinander überführt (Beweis siehe Proj.Geom.). 

Wodurch sind Ebenen (Räume) ausgezeichnet, 
in denen zu zwei Fundamentalfiguren genau 
eine proj.Koll. gehört? 
Proj.Geom.: Das Kriterium für "genau" ist 
die Gültigkeit des Satzes von PAPPOS-PASCAL 
(kurz PP): Liegen in einer proj.Inzidenzebene 
6 Punkte abwechselnd auf 2 j Geraden (und 
keiner in deren Schnittpunkt), dann sind 
die Schnittpunkte der Verbindungen , 
12.45 , 23.56 , 34.61 kolli.near. 1 

\ 

Weiters gilt der Satz von HESSENBERG: Gilt in einer proj. 
Inzidenzebene 1" der Satz PP (,r=: 1rpp ) , so ist. 1"pp DESARGUESsch 
( r,,. => f"i,e ); die Umkehrung ist falsch ! 

~ Unter Vs. ,rpp(Jfp,.) bestimmen 2 Fundamentalfiguren genau eine 
proj.Kollineation. . · · 

Die Menge aller proj .Koll. einer 1r,,,, (bzw. eines f ,,. ) bilden eine 
Untergruppe der Gruppe PrL(Jr,.,.) bzw. PrL (Jpp) ) , welche man mit 
PGL('tpp) (bzw. P6L{fp,) ) bezeichnet und "projektive Gruppe" nennt. 

Definition: Eine projektive Inzidenzebene ~ heißt FANO-Ebene TF 
~ jedes vollst. Viereck in TF' hat die Eigenschaft, daß die 
drei Diagonalpunkte nicht kollinear sind. 

• Wir benützen daa vollst.Viereck zur Definition 
des 4.harmonischen Punktes D zu 3 kollinearen, 
paarweise+ Punkten (symb. H(A,B,C,D) ). 

- __ ,_ _______ . D 

A---------· c----- e -------------...._ '·-

Es gilt: In einer Nicht-FANO-Ebene ~ ist H nicht sinnvoll. 
„ Ist :r FANO-Ebene und DESARGUESsche (11'"•:rF,Pe ), dann ist durch H 

ein eindeutiger 4.harmonischer Punkt D 4JA,B,C bestimmt. 
(Wegen t PP ~ '1"»e gilt obige Aussage auch in T,, PP · ) • 

Zur Konstruktion von H wurden bloß Inzidenzen. in einem voll
ständigen Viersei t in ,i-f='>PP benützt ~ H ist invariant gegen-
über PrL(tF,PP) • 
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Bemerkung: Geg. ,r(lr), 2 Grund~ebilde 1.Stufe in 1t(J) • 
"Perspektive Abbildung eines Grundgebildes 1.Stufe auf ein 
Grundgebilde 1.Stufe" liegt genau dann vor, falls alle 
Paare (Urelement, Bildelement) mit Grundelementen eines 
festen Grundgebildes 1. Stufe c ~ (lr) inzidieren. 
Es gilt (Proj.Geom.): Alle Grundgebilde gleicher Stufe 
sind gleichmächtig. 
~ Obige persp.Abb. ist eine Bijektion. 
Eine proj. Abbildung eines Grundgeb. 1.st. auf ein Grund
geb.1.St. ist das Produkt von e~dlich vielen persp.Abb. 
und daher eine Bijektion. 
Eine beliebige Kollineation -ie.:5r-5'i"(ae.:lr-">l) ist genau dann 
projektiv, falls die Beschränkung von ae. auf ein beliebiges 
.Grundgebilde 1.Stufe c Ji" Clf) projektiv ist. 

Geg: ~e ( lf), Gesucht: Angabe der proj .Abb. eines Grundge
bildes 1.st. auf ein zweites. 

Es gilt der Fundamentalsatz FS (Proj.Geom.): Zu 3 (#) 
Elementen des Ur- und Bildgebildes 1.Stufe 3 mindestens 
eine proj.Abb., die diese 3 (beschrifteten) Elemente 
koppelt; 3* eine proj. Abb.~ in ,r(1f) gilt PP. 

~ Das "analytische Modell" für ~PP (lrPP) 

---- . - ··---···-- - - -·---. --- . ... . -~ - -

Geg.: K •• (kommutativer) Körper, \V •• Vektorraum über K mit 
dim V= 3 bzw. 4 • 

Es gilt: Je zwei Vektorräume gleichen (endlicher) Dimension 
über dem gleichen Grundkörper sind_r.somorph. 

Konstruktion des arithmetischen n-dim.Vektorraumes über K: 

K"": = Kx ... x K 
'-y---' ' 

K,i.:= { (x,, ' •• ,xn,) ( X,; E. Kr 
~ 

n-mal Elemente €. K~ : geordnete n-tupel 

In der Menge K~ sei zusätzlich eine Addition und 
Multiplikation mit Skalaren erklärt}· 

( ..X1 ) '.' J ,X,,,,,) + ( d 1, ... ' ''t•") : _· ( -X 1 -t d'' I ... ) I)' '>'I.,.,. I'~") 

o..( ~1) .. 'J IA'4t.-) : = ( a., ..r1 ). ") a....v~) a. € K 
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Damit besitzt K-n-Vektorraumstruktur und wird (als Vektorraum) 
mit IK-n- bezeichnet. 
Es gilt: Ist V eine belieb. Vektorraum über K mit 

dim V = n , dann ist V~ IK11, • 

Zu einem arithmet.Vektorraum IK'tl.t~ läßt sich ein n-dimens. 
projektiver "Koordinatenraum" P"'(K} auf folgende Weise 
konstruieren: 
Ein "Punkt" X € P'"'(K) werde mit einem eindimensionalen Unter
raum des IK'M-1 identifiziert. (..r1J ... ,i.r,,,,_.,.")= :-<(€IKiM1 , -K1€ K, 
➔ ~ ~ [-<e:t,a]c(K'lt+-r m~it [-<e] = fil"'J =f-l('A~eK} •• !in.Hülle. 
Es gilt also: XeP (K) e: '{11it1J··•,~..,,tt)=·~(.X1l"')..t''k-H\ Vfe K, 
was die Schreibweise X •• (J 4 : .t1 :, .. :.xAi,i~.;(O; ... :O) rec!htfertigt. 

Geg.: P 1 (K) ••• proj .Koordinaten- P~(K) ••• proj .Koordinaten-
ebene über K raum über K 

"Pkt~ XE.P1 (K) ➔ X=(.X4:.X,:.X~)=I "Pkt." Xe P~(K)9X= 
f(0:0:0) =(11:Ji: 1 ... :~,. ):/: (0:0:0:0) 

"Gerade" a=[o.,:c,.,:a.~]= [0:0:0] "Ebene" ex. = [a..:a.,:a.,.:04]+ 
· +[o:o:o:o] 

I :· XIa.. ~ a(<1+0..z.X2.+a.~x!>= o I XI 0 ! ex.. # a.1X14 •·· +c::t.r.,•.fi, = 

Diese Inzidenzstruktur erfüllt 
,l1) A-1 • 

Es gilt e, denn 3 4 Pkte. 
(1:0:0), (0:1:0), (0:0:1), 
( 1 :1 :1), welche e erfüllen •. 
Weiters gilt 
9'" P 1 (KJ ist 
~PP • . 

PP (4 De ) ~ 
ein Modell für 

Es gilt umgekehrt der 

"Gerade" (ßunktreihe) a ~ 
zweidim.Unterraum von~~. 

·r: Yia..~Xe'(lo. 
a.T« => Alex. VA ES. '/20. 

Diese 
füllt 
gilt 
P.3(K) 

Inzidenzstruktur er
Io .. ,,I11, E • Weiters 
PP • => 
ist ein Modell für 1f PP • 

1. Hauptsatz der proj.Geometrie: Die proj.Inzidenzebene bzw. 
die proj. Inzidenzräume, in denen PP gilt, sind bis auf 
Isomorphismen genau die proj. Koordinatenebenen bzw. -räume 
über einem kommutativen Körper. Dieser Körper ist zum 
Körper der Geometrie isomorph. 

Beweisskizze (vgl.Proj.Geom.): 
a) Bestimmung des Körpers K der Geometrie ("Algebraisierung") 

G~g.: 1rpp, lrpp; Gerade a. e qJ aufgefaßt als Punktreihe 1a.. • 
Wir punktieren ~°' in einem bel .Punkt U t::. ~~ : lQ,\{Ul • 

In 'f2a.\{U} 3 sicher noch mindestens 2 I= 
~Punkte 0;E. 

O E X U Bei Auszeichnung dieses Punktepaares 0,E 
als Nullpunkt bzw. Einheitspunkt läßt sich in 1~\tU] 
eine Addition und Multiplikation so geeignet definieren, 
daß · { 12Q.,\{Ur , Add., Mult. j O,E] = : K · die Struktur eines 
kommutativen Körpers hat. 
K ist unabhängig von der Auswahl von ·1o.- , U,0,E und ist 
bis auf Isomorphismen durch die geometrische Struktur 11;,p 
( 1f PP) eindeutig festgelegt. 
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Koodinatisierung t,J- von 1-. \ {Uj 
Geg.: ein belieb.Zahlkörper Z ~ K,; O,E)X (€.fo.\{U} 
"Koordinatisierung" t,A: J<➔z so, daß 

0 t""' = O ••• · Nullelement von Z, 
Er = 1... Einselement von Z, 
Xt" = X€ Z ••• "inhomogene proj .Koordinate von X im 

· proj.Koord.System {O,E;UJ bzgl. der 
Koordinatisierung t.J. • 

Durch das Koord.System ist die Zuordnung "Punkt H- Zahl" 
i.a. nicht eindeutig bestimmt (und zwar genau dann nicht, 
falls Z nichttriviale Automorphismen gestattet). 

Bemerkung a): Ist in 1f (,r.,,e) der Satz PP nicht erfüllt, dann 
ist K = Z nicht kommutativ ("Schiefkörper"). 

b) Ist in '1" 'De nicht gültig, dann ist K ~ Z 
ein "Ternärkörper" (kein Körper!). 

c) Gilt in ~(i) der Satz vori FANO➔ Char K f 2, • 

( X mit Char K = 2 : = {0,1} ➔ 1+1 = 0). 

Geom. Konstruktion einer Koordinatisierung /' in ~PP • 

D.h. geom.Festlßgung des Isomorphismus ipp ~ pz.( K) durch 
~•: Sl'pp~P,.(K) • t«-* he~ßt ein Koordinatensystem in Tpp. 

Gegeben sei .ein Viereck P0 ,R,P-a., E _ in fi"pp ( 3 nach e ) . 
("Fundamentalfigur" Pi •• Grundpunkte, E •• Einheitspunkt). 

'Wir projizieren E aus den Grund
punkten auf die Gegenseiten:* 
EP~ • Pk Pt = : Eke. ( 3 wegen i2., e ) 
Po ,Eo◄ , P1 sind paarweise :f, und 
bestimmen ein projektives Koord. 
System auf f PoP.i • Mit Po als Null-
punkt, E~ als Einheitspunkt ist eine 

_ Algebraisierung e, t Pp0 p~\ {P-1 }~ K 
bis auf Isomorphismen von K ein
deutig festgelegt. I.f.wählen wir 

-t'r------b--c----~~~ eine Algebraisierung ( fest aus: 
Eo-, 1°1 

· f. ~ Xo,€. l?p
0
p\ {R {: =} Xo1t-t-:::,X1'1e K eindeutig. 

l -io4 Unter Verwendung der festen 
Algebraisierung f- definieren wir 

eine Koordinatisierung r*:TPP-+ P~K) in mehreren Schritten: 

Schritt 1 : X= X'o1 ~ p Po Pi\ { Ri } C r,-pp ~ Xo11-1f": = ( .Xo: .X1 : 0) € P1(K) 
mit -XotD A :~ :: -Xo1 ::a Xott-t' (~ Xo,I""* ist eindeutig! 

Speziell für P0 , E01 folgt aus dieser Definition: · 
Po~:::: 0 = ~ => ,)( 1 ~ 0 ==> R, /<-'--*=- ( -t o : 0: 0) mit Xo f O J 
Eo,14 = 1 = J; ~ vi, =vl'olFO ._. Eoyf • (,t:-1: 0) {(o.Bd.A.x. = 1) 

Schritt 2: 
Schritt 3: 

tivität 

X = P1 • • P 1 ~ *: = ( 0: 1 : 0) 

X = X-12. € 'f PiPa.\ { ~} €' fpp : PP (~ FS) ~ 3~ Proj ek-
CX • 'YJ -+ 1'J mit P„ 1---> P ,s , P2. ~P0 , E11 i----+Eo1 • 

~z.. rP4Pa. f PoP1 
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mit 

Speziell für P~, E~~ liefert diese Vorschrift: 
Pi.01!.1:r.f-= Pot'" = 0=> Pa.fl:°"= (0:0:1) 
E.,,_cx.11 f-= Eo•~= 1--+ E~·a.t!= (0 :1 :1) 
P1 fA'* vgl.Schritt 2. 

Schritt 4: X = Xot.€ 'PPoPi.\ {P„l • PP~ 3* Projektivität 
oloz. : /2 p0 pL - F P.P-1 mit P0 1--> PO , Pz. t--.P., , E0 ~ Eo1 • 

Def.: X02.;tt: = (.xo:D,•.t,.) mit -Xo~OA};=Xor.°'o2.~~K 
Speziell für P0 , E0 ,_ ergibt sich: 
Po <Xoz. tu ,., P„ I'-'-:: 0 ~ P-,t"-* = ( 1 : 0: 0) in Obereinstimmung 
mit Schritt 1. 
E 01 tf= (1:0:1); PLt1° vgl.Schritt 3. 

$chritt 5: Xe 3i"pp sei allgemein, d.h. X :/= P~·, X + X~I( • 
Wir projizieren X aus den Fundamentalpunkten P1 auf die 
Gegenseiten PkPt : XP1, Pk P1 = : Xkt , dann gilt für X1ct : 
Xo4 ~ = ~«o: .te.4 t 08 ~vgl • Sehr~ tt 1 WE;gen X ~ P; Plt -9 u 0 • u 1 :/: 0 
X1,_~ = 0: A>",c :1'. vgl .Sehr~ tt 3 m~ t v1 • V2. :f- 0 
xfJ2. t-! = '»'o ~ 0 :")\)',. vgl .Schrl. tt 4 ml. t Wo. Wi. r 0 
Nun gilt der Satz von CEVA (vgl.Proj.Geom.): .Jti..= '::1.-~o, 

V-1 rovo ~1 
d.h. X1-t ist durch Xo1 und Xoz. mitbestimmt. 
Man definiert damit XfA-.~ auf folgende Weise: 
x M,~ : = (J(o: .Xt: ,x.. ) mit ..:Kt.. - Mt und 4 = M-t. • 

f „ .Xo -«.o "'l'O Mo 

Speziell für E folgt· Etff = (1:1:1). 

Mit diesen Festsetzungen ist ;v--* ein Isomorphismus von T,P 
auf PL(K) , wobei eine Punktreihe durch eine homogene 
Linearform dargestellt wird, deren homogenes Koeffizienten
tripel "proj.Geradenk.oordinaten" heißt, und die Inzidenz in 
pL(K) das Erfülltsein einer Bilinearform zwischen Punkt- und 
Geradenk.oordinaten bedeutet. 

Analog: Konstruktion einer Koordinatisierung {~ im 
Raum 1rPP • 

Wir wählen ein.e Fundamentalfigur 
in lrPP : P0 ,P1 ,P 1 ,P3 ,E • 
Wir projizieren . E und X (bel .~ Tpp) 
aus den Kanten des Fundamental
tetraeders auf die jeweils wind-
schiefe Kante. 

f. Z.B. E Pz.P?, • PoP1 :: Eo1 
IZ. X Pz.P~, Po?,, = Xo1 etc. 

X12. Die Algebraisierung /A-: rPoP1\ { ~ 1 ~ K 
werde fest gewählt. 
Wegen PP 3* Projektivität 
O(.,z.: f,v, --J> 'PPol?i mit P1 fest ,Pi ,_...,.po , 
E-,1, ~ Eo1 • -V Kanten P~ PI< , welche 

P0 P1 treffen, 3~ o<. ik so, daß der gemeinsame Punkt von P~ Pk 
und PoP1 fest bleibt. 
Für die Kante PLP~· verwendet man z.B. die Kante P1P~ für 
einen Zwischenschritt: ß: 11 p._p~ --> '{?PiP... m i t Pa. fest, p~.....,. P1 , 

E
2

! r->E„a. • Dann ist f·°'•i. eine ProJektivität von 1Pat& auf "fl'i,P,. 



• 

10 -

In jeder Tetraederebene ·gilt für X fa € l'P,;Pk\ {R l der 
Satz von CEVA. ~ 
Def.: X~:= ( .xo: .x1:.xz:.x!,) :{:. (o:O;O:O) €. P?>(K) 
Speziell: Po14* = (1 :0:0:0~ , P1~ = (0:1 :0:0) , 

P2.~ = (0:0:1 :0 , P~~ = (0:0:0:1) , 
E t°"* = ( 1 : 1 : 1 : 1 • 

Bemerkung :1): Die Konstruktion von ;u,* heißt "Einführung 
eines proj.) Koordinatensystems in 'Jrpp ( Tpp) • Bei 
fest gewählter Fundamentalfigur{~1 E} und fest gewählter 
Algebraisierung f! ist die Konstruktion der Koordinatisierung 

f"* eindeutig und ,-PP ( TrP) ist durch t-* analytisch beschreib-
bar. · 

Bemerkun~ 2.): Sei 'fo. eine beliebige Punktreihe 1n ']pp bz~. lf Pr, 
rv-- eine feste Algebraisierung von '/2P.P1 und seien A,B,C jef'~ 
paarweise I= • Wegen PP 3* Projektivität 0(: f'o. -f> f'p0 p1 

mit A,,___.. E01 , B.__P0 , C..._.P,, • ~A c 
Wir definieren V- X€ f ci, \{Cl das ß · q_ 

"Doppelverhältnis von X bezügl. x \ 
A,B,C" durch: \ ··\ 
DV(XABC) : = X °'t-4:- € K , 
Zusatzdef. : DV( CABC) : = eo • <X\ , \ 

D • V .. . Mo ,tr„ 4,)--,. 'q '1 ~ \ 
~ ie erhaltnisse ~, ~ > ;;y;- --cip-------o-'o--.-:. ...... --
etc. im Satz von CEVA sind nach dieser Po Eo1 Xoc 
Definition gewisse Doppelverhältnisse. FT l i 

Es gilt: Eine Abbildung eines Grund 0 1 X~ 

gebildes 1.Stufe in ein Grundgeb. 1.Stufe ist genau dann 
projektiv, wenn sie bijektiv und DV-treu ist. 
Eine Kollineation ist genau dann projektiv, wenn ihre 
Beschränkung auf eine einzige Punktreihe DV-treu ist. 

Bemerkung 3): Proj. abgeschlossene Anschauungsebene(-raum). 
Proj.Geom: Unter Benützung der üblichen Inzidenzaussagen 
für Fernelemente ist die proj. abgeschl.Anschauungsebene 
(-raum) ein Modell für eine proj. Inzidenzebene(-raum). 
Dabei benützt man außerdem: Die Menge der Punkte einer 
Punktreihe im Sinne der Elementargeometrie ist bijektiv 
zu R ( => R ist Körper der proj .abg.Ansch.ebene(-raum). 
~ Die proj.abgeschl.Ansch.-ebene(-raum) ist eine Struktur 
~(R), lf(R) , wobei aufgrund des 1.Hauptsatzes der P.G. 
mit gegebenem···Körper R gilt: Die proj.abg.Ansch.-ebene 
(-raum) ist bis auf (unwesentliche) Isomophien genau 
die reelle proj.Inzidenzebene ~(R) bzw.-raum lf(R) • 

Anmerkungen: 0(..) Die Ansch.-ebene(-raum) ist ein Modell für 
~(R>,V(~) nur dann, falls die eigentlichen Punkte, 

Geraden (Ebenen) mit den Fernelementen als gleichwertig 
angesehen sind • 

ß,) Wegen R kommutativ gilt: .i ( R)-= .1rpp ( R) ; 
( lr(R) = lfpp (Q.)J, 
In einer proj.Inzidenzebene gilt der Satz von HESSENBERG: 
PP -=> De • =9'- In ~ (R) ist De erfüllt. 
In lf(R) ist De trivial, PP gilt wegen R kommutativ. 
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' Nach dem 1 .Hauptsatz ist f/pp (1f PP) isomorph zu 
p1.(K), P3(K) und daher algebraisierbar. ( K •.• kommutativer 
Körper). Daher ist jede geometrische Begriffsbildung ins 
analytische Modell übertragbar. 
Z.B.: Übertragung des Begriffs "proJ.Kollineation" (=analytische 
Beschreibung der proj.KollineationenJ: 

Es gilt der 2.Hauptsatz ~er P.G.: 
Die Gruppe PGL('.ii)rP)l PGL(lfpp)) ist isomorph zur Gruppe 
PGL(3,KJ ( PGL(4JK) , wobei gilt: 
PGL(i,K) (i=3 bzw. 4) ist die Menge der homogenen, regulären, 
linearen Transformationen in 3 (4) Variablen über K. 

\ 1 !(3) . ) . 1 
~ (•) . ,_, .Xl = 6r, a;".t1< {1=0, .• ,2.(3) ?nc.t a..;k> ~kJ '1;; le K 

und det (a)1<.)I O 
O ist die analytische Darstellung 

einer proj .Kollineation in pz.(K) (P?.(K) )· 

Der 2.Hauptsatz besagt also: Die proj.Kollineationen sind genau 
jene Punktabbildungen die sich im analytischen Modell in der 
Form (*) schreiben. 

Bemerkung a): Die hier angegebene Formulierung des 2 Haupt
satzes ist eigentlich ein Sonderfall des 2.Hauptsatzes der 
Proj .Geom.: Die Gruppe der Kollineationen PrL (3rpp) , 

PrL(fp0 ist isomorph zur Gruppe der homogenen, 
regulären, semilinearen Transformationen 

1 1.<?.) 11 
(**) .x~ =- l-o a~k• (1X'k6) G=o, ... ,2(~)), a.31<).xk,IX', EI<, c:let(ajl()'4:0 

und ö ••• Automorphismus von K ist die analytische 
Darstellung einer Kollineation. 

z.-B. : K = C : 6': C - C mit 2 6" == z ~ 
~) 

ze beschrieben durch .t ~' = ~ a/r,. .X1< ist eine 
nicht proj. Kollineation (sie •heißt "Antikollineati~n"); 
denn~ ist bijektiv und linear, also eine Kollineation, 
aber nicht DV-treu: 

DV(XABC )=a ~ ä. 
( ö mit '2 G'= 2 ist der einzige bekannte nichttri viale 
Automorphismus von C • Jedoch 3 "mehr" nichttriviale 
Autom. von C als reelle Zahlen). 

Z.B.: K=R: R gestattet bloß den trivialen Autom. o= l • 
~ Uber R ist jede Kollineation projektiv, also 

PrL(i)::{)=PGL(-iJR) i=3 bzw. 4 • 

• 

Es gilt dann der Satz von STAUDT: Im Reellen ist eine 
bijektive Abb •. eines Grundgebildes 1.Stuße auf ein Grund
gebilde 1.Stufe, welche harmonische Lage erhält, automatisch 
projektiv, also DV-treu. 

Bemerkung: b): Algebraisierung ~ : Die Punkte einer "affinen" 
Geraden (d.i.eine punktierte proj.Gerade) werden bijektiv 
auf den Grundkörper K bezogen. 
~ ist eindeutig bis auf Automorphismen von K ; zu festem 
F gehört eine eindeutige Koordinatisierung i"'* . 
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K=R: Der Isomorphismus f1, zwischen der Punktmenge einer 
affinen Geraden und R ist eindeutig.~. Die projektive 
Skala über R ist eindeutig. 

Bemerkung c): Ein Beispiel einer algebraischen Fragestellung 
mit geometrischer Bedeutung liefert der 
Satz von WEDDERBURN: Jeder endliche Körper K ist 
kommutativ. 
Durch K nicht kommutativ wird eine De-Ebene algebraisiert 
(vgl.Bemerk.1). Daraus folgt.der geometrische Satz: 
Jede endliche proj.DESARGUES-Ebene ist eine PAPPUS-Ebene. 
(Für diesen Satz 3 bis jetzt kein rein geometrischer Beweis). 

0.4 Affine Inzidenzebene, affiner Inzidenzraum 
=====-

Geg.: proj •. Inzidenzebene (-raum) m-, -II: 
,- = { ;t, -g, I { l1 > .i t > e } 
Wir zeichnen eine Gerade UE! 'öl aus. u .... "Ferngerade II' r-... , .. 
"F~rnpunktreihe". . -d 

Dann heißt die Struktur· 

~0.l= { f!\f\A.,, -q]\{-¾L r I i.,.i„ <JeU'-•t--~ ~} 

eine "affine Inzidenzebene". :,-0.. ist eine "geschlitzte 11 

proj. Inzidenzebene. 

Analog in. 1f: W6 G· .. "Fernebene 11
, f.>.,.Feld ,l),.i ... Geraden

menge in Q; 

dann heißt die Struktur 

1rQ,~ = {:P,\'f1w, qJ\'OJw1 c\iw} j I ) Ii,--•1r~, E -3elte1l, {n r:} 
ein "affiner Inzidenzraum". 

Folg.1: Jede Punktreihe in ~~(f~) ist eine punktierte 
proj.Gerade. 
In fl'"o. (ia..) ist eine weitere binäre Relation, das 
"Parallelsein" erklärt: 

a II b (E.lfo..) # (a.nw) = (bnw) ln 7r ( // ist RST-Relation) 
a II ol (clfo..) -P> (a nw) I (ot "W) in 1T 
a..11 ß (€Ta,) ~ (C<.l)W) = ~nw).in 7r ( // ist RST-Relation) 
(Dabei werden die Grundelemente in Ta.. und in f gleich 
bezeichnet t) 

Folg. 2: Eine proj. Koordinatisierung ;,v* heißt "affine" 
Koordinatisierung genau dann, wenn die Fernebene w 
Koordinatenebene mit der Gleichung x 0 = O ist. 
D.h. XE lfa.. ~ 'itz = (-to:.x.:.xz.: -X!>) f (0:0:0:0) /\ Yo.=f:0 
~ o. B.d.A.: . -x'o =1 ➔ X~= ( 1: ~.: i1.: x~) =: (.t1, -X1., vr~) € IK 3 ... 
•.• "inhomogene affine Koord.des eigentlichen Punktes X im 
Koordinatensystem t°"* ". 
=r- { Punkte X€ fc.. r ist durch ~ bijektiv auf {(.x1,J„.i~)}"'Kl 
bezogen. Mit (O,O,O) = Op.* , O.,.Koord.-Ursprung, 
( -X1> lli.> J!,)=: .-<-e.. rechtfertigt dies die elementare 
Vektorrechnung in lfo... : öl = ~ 
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Folg. 3: '.'proj.Affinit.äten" in fa.. 
Definition: Eine Abb. 2eia.; 1Z\'J2~~~\fw heißt "Affinität", 

wenn gi,lt: 3 eine Kollineation ce:~--;.1, mit 
~ = ie I 12\'llw • . . .. . . . .• 
-;;eQ,, heißt "proj .Aff1.n1.tat" ~ · ce ist proJ .Kollineation. 

Kennzeichen einer proj .Affinität (Vs. 'Jrpp ):' 

'et proj. ~ ist DV-treu. ==r In iro..pp : = WQ,, c fpp 
ist DV(XABC) mit Ciw definiert als TV(XAB). 
Somit gilt: In einem affinen PP-Raum fa.,PP ist eine 
Affinität genau dann projektiv, wenn sie TV-treu 
(teilverhältnistreu) ist. 
Satz von STAUDT: Im Reellen ist jede Affinität TV-treu, 

also projektiv. 

Analytische Beschreibung einer proj. Affinität a:?o.,.: 
' ,2.($) 

~a.-: (.x,1 .ii,(.X!>)\ 1-+ ( .x)J .x1,(.xl)' rnit ,xJ = a3 r L ai.tk, 
') ') 1<•1 

. -Y*, .xf, a.3 , a.;k /e K, det (a3i,,) ,tO 
Die Menge aller proj.Affinitäten bildet hinsichtlich der 
Operation des "Hintereinanderausführens" eine Gruppe, die 
sogenannte "affine Gruppe" GA( ~a..) bzw. GA(1fa.) ; die 
Menge der inhomogenen, regulären, linearen Transformationen 
in 2(3) Veränderlichen über K heißt "inhomogene Gruppe 
GL(2(3) ,K). . 

Es gilt: Jede proj.Affinität ist durch eine inhom.,reg., lin. 
Transf. im analyt.Modell beschreibbar; umgekehrt beschreibt 
jede solche analyt.vorgegebene Transformation eine affine 
Abbildung. 

Die Angabe einer proj .Affinität ~c:t.. einer affinen PP-Ebene 
bzw. eines affinen PP-Raumes auf eine 2.affine PP-Ebene
(PP-Raum)-er.folgt durch zugeordnete Dreiecke (Tetraeder). 
(Gilt PP nicht, dann 3 zu zugeordneten Fundamentalfiguren 
mindestens ein- '<ea.. ; PP leistet die Eindeutigkeit von 1eQ. ). 

Spezielle Af.fini täten 't:ea. : 

Ist~~ die Beschränkung einer Elation mit.den Ferngeraden 
u (Fernebene w) als Achse, dann (und nur dann) heißt 

,;:e(1., "Translation". 

O. 5 Die euklidische Ebene 1re 

Geg. ist eine reelle affine Ebene: ~~(R) (~ PP, De gilt); 
sei u die Ferngerade von !t,1.(R) in der proj. Erweiterung 
und sei auf u zusätzlich eine elliptische Punkt~involution 
e"'- gegeben. ( c""' heißt "absolute Involution"). 

E.1,1; ist Involution heißt: c!;:: i ... Identität. ( c~+ 1, ) 

t~ . . . elliptisch heißt: 3 keine Fixpunkte über R. 
Sprechweise: Sind a,b zwei affine Geraden A~,B~ ihre eindeutigen 
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Fernpunkte in der proj.Erweiterung, dann heißt "a orthog.b" 
(alb) #A~, B~ sind in der absoluten Involution gekoppelt 

( Av..,= B\4.. c..., ) • 

Definition: Eine reelle affine Ebene heißt euklidisch wenn 
auf ihrer Ferngeraden eine absolute (elliptische) InvoJution 
gegeben ist; d.h. 3 ein Orthogonalitätsbegriff. 

Folg. 1 : Die elementargeom.Ebene ist ein Modell für eine 
euklid.Ebene. 
In der Proj.Geom. zeigt man: Jede abstrakte euklid. Ebene 
ist isomorph zur Anschauungsebene in dem Sinn, daß im 
abstrakten Sinn orthogonale Geradenpaare elementargeometrisch
orthogonalen Paaren zugeordnet werden. 

· Folg. 2 : Re C : Die über R elliptische Involution cw, 
auf u ist über C hyperbolisch, hat also zwei (stets 
getrennte) Fixpunkte I, J. 
Diese Fixpunkte über C von Cu, heißen "absolute Punkte" 
("Kreispunkte"). 
Eine Involution ist durch ihre Fixpunkte bestimmt. ~ 
~ Eine reelle affine Ebene ist als euklidische Ebene 
dadurch ausgezeichnet, daß auf ihrer Ferngeraden zwei Punkte 
über C als absolute Punkte ausgezeichnet sind. 
Da in einer hyp.Involution die Paare zugeordneter Punkte 
harmonisch zu den Fi~unkten liegen, kann der Orthogonalitäts
begrif f in gr-e(R c a; ) auch so gefaßt werden: 
aJ_ b ~ DV(A .... B ... IJ)=-1 

J Über C: Die durch I oder J 
hindurchgehenden eigentlichen Geraden 
heißen "isotrope" Geraden. 

A~ I B.,.. 
-q- ~ -4 \ x, rr---✓~11'~;, -

\ /: \ \~,, ; / I f \ 

\'

':I\' 1 /11\ 
Winkeldefinition: In der abstrakten euklid. 

Ebene sei ~ ab: = rt LQ9_.DV(A~.ß~IJ) = 
// : 

/ 
I 

/ =- f.r: lof! DV(a. b -lj) __ 
(Jhder Anschauungsebene ist dies eine 
beweisbare Formel = Formel von 
LAGUERRE.) 

b /j 

Numeriert man I und J um, so folgt: 

/ 
/ 

_DV (! .. )~ D;(,·•) ➔ log ])V( ... )--.. - logl>V(.,.) -9 ~aJ., -,.. - ~a..b 

==>Die euklid.Ebene ist in kanonischer Weise orientierbar. 
Die Auswahl einer Orientierung bedeutet Auswahl über einer 
Reihenfolge der abs.Punkte. 

Folg.3: Spezielle Affinitäten: "Ähnlichkeiten" 
In eiger euklid.Ebene ~e(R) sind gewissen Affinitäten 
als "Ahnlichkeiten" ausgezeichnet; und zwar gilt 

Definition: Eine lin.Abb. ~ von ~e(R) auf sich heißt 
11)1'hniic.hkeH 11 ~ (1) 0<. ist Affinität (d.h. 3 eine 
Kollineation ciee 51'--.. 31" mit ex.= ae.1'1'"e .(9"" relu: u-u) 

(2) 'i:e lu. kommutiert mit der absoluten 
Involution c""' : ae lu. • c." ·= c,.._, ae lu. 
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Bemerkung: .(2) ~: €..._: ~ju,. e~. (oe.ltt,t 4 

Die Fernpunkte bleiben nach ~ in E,""' gekoppelt; es gehen 
also orthogonale Geraden wieder in orthogonale über. 
➔ Eine Ähnlichkeit ist eine Affinität, bei der Ortho
gonalität erhalten bleibt. 
Es gilt: Gehen bei einer Affinität in ~e zwei wesent~ich 

rechte Winkel in zwei ebensolche über, dann ist sie 
notwendig eine Ähnlichkeit. 

Der Kreisbegriff: 
Zunächst: Ein Kegelschnitt c c. ~(R) heißt "Mittelpunkts
kegelschni tt in ~o..(R)~ u ist nicht Tangente von c. 
In ~(R) gilt: Das Polarsystem von c induziert auf jeder 
Nicht-Tangente von c die Involution konjugierter Punkte 
bezügl. c • 
==,- In ~e(R): Ein Kreis ist ein Mittelpunktskegelschnitt in 

dessen Polarsystem auf u eine Involution kj. 
Punkte induziert, welche mit der gegebenen 
abs. Involution C:i.v übereinstimmt. 

9" In 3te (R c. <C ) : Die Fixpunkte von el(,, sind die Fixpunkte· 
J der Invo~ution kj.Punkte, also die Schnitt

----:iK"----~- punkte des Kreises mit u. 
~ Definition: Ein Mittelpunktskegelschnitt 
in der reellen euklidischen Ebene heißt 
"Kreis", wenn er in der komplexen Erweiterung 
die beiden abs.Punkte enthält. 

~Neuerliche Kennzeichnung der Ähnlichkeit: 
Eine Affinität in ~e(R) ist eine Ähnlichkeit, 
wenn ein einziger Kreis in einen Kreis übergeht. 

Analytische Beschreibung einer Ähnlichkeit: ', AU, 
~b:---- -- -- ,~t Beschreibung nur dann speziell, falls 

ausgezeichnete Koordinatensysteme 
zugrunde liegen! 
"Normalkoordinaten": 
orthogonal , _ OEx E E1 
eck 11

• 

Koordinatenachsen 
••• "Einheitsrecht-

Ey,'', / 
' ' / 

' ✓" ' / ' ; i >' 

/ ' ' 
' _J-' ,, ✓✓ ',, 

, ,, 1· ; ' 
Ein Rechteck heißt "Quadrat"# " \ · In ~e. : -wenn die Diagonalen orthogonal O' f~', u)( 
sind. , 

➔ "Kartesische Koordinaten": Ein Normalkoordinatensystem 
mit einem Einheitsquadrat heißt ein ''kartesisches Koordinaten
system". 

Mit einem kart.K.S. gilt: 
_ol: ( -'•J is.) --.- (.x~, i~) ist eine Ähnlichkeit ~ 

Z, 

{ 
..t;' =_ aj +- ? a;" A ( a.1ic)== i\. (0( 3•1c) -rnii ile R\{O} /\ . 

k~'f 

A ( Oljk) is.t orlho9ona.te Mo.tr,'x , ( J'•d)2. s Cl..j, a.ik 1€. R) 



- 16 -

i~ f oc. Ähnlichkeit} heißt "Ähnlichkei tsgruppe" GO( 1f"e) 
{ Ol+ € GO(~e) f Icx.+,.. I, Je<,+= J } = : Go+($"e)C G0(.1ie) •••• Gruppe 
der "gleichsinnigen" Ähnlichkeiten (orientierungstreu !J. 
Die Menge der gegensinnigen Ähnlichkeiten (I~>J) bilden 
keine Gruppe ! 

Festlegung einer Ähnlichkeit 
Geg. A f. ß 1 € 5ie , A'.+ B' lc ~e, _ ,- Drehsinn, 
==> 3lt" Ähnlichkeit ex. vom ver-
langten Sinn mit A '=Acx.. , B' = Bo:. • 

Folg •. 4: "Lä!fgerunessung" d in ~e 

J ' ! +j ,,,,' 
1 I, I B 

/ I A 

/ 
1 ;, ,AI, , ~J, 1 ß.!.; , 1 

---o,.---·o ~ 

(d bewirkt eine zusätzliche Struktur in ~e). 

Definition: Eine "Längenmessung" d ist eine 
Abbildung, 

d.: fl"'ex ji"'e ---+ Ri- v l Ot 
A,Ble .1i'"e) (A,ß) 1---+- d.(A,B) =: AB ~ O 

mit folgenden Eigenschaften: 
(1) d ist "translationsinvariant". 

d .h. : V A, B/ ES 3re , V _t' ( 't' ••• Translation) gilt: 
d (A,B) = d (Are-, B't"). 
~Man braucht bloß Strecken betrachten, die von einem 
festen Punkt ff ausgehen. 

(2) Sei ff e 11'"e fest gegeben. Ges.: fil> , PE 1ie • 
dazu: "Eichkreis" k mit der Mitte f:J ; mit k soll 

gelten: 
(a) P=CY => ecr = o 

Cf f P U (b) P/0 =? OP schneidet k in 
- --··- ·····-·O ····--····O s:::==--

zwei Punkten E,E. Dann sei 
k OP := A DV(PEOU) / = 1 TV(PEO) I = 

= ITV(PEO)I • 
(Vertauschung E -- E =--=> TV-► - TV =-> .-1 TV 1->- 1 TV I fest). 
P € k : ~ OP = 1 daher heißt k II Einheitskreis" 

Definition: 3 in einer Ähnlichkeit ex.: .?t-e.CR)--,. ~e( R) 
ein Punktepaar A, B 1 € f , A I B , mit AB = Acx.Ba., dann 

heißt c,<_ "kongruente Abbildung". 
;:,- ex ist generell längentreu. 

Den beiden Typen von Ähnlichkeiten zufolge 3 zwei Typen von 
.kongruenten Abbildungen: 

die gleichsinnigen kongr.Abb.("Bewegungen") und 
die gegensinnigen kongr.Abb. 

Die kongr.Abb. bilden eine Gruppe, die Gruppe 0- (~e), die zuge
hörige Geometrie ist die Elementargeometrie. 
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Speziell: { ex. 1 ol .•• Bewegung} bildet eine Gruppe, die 
Untergruppe ·O+(~e) von O (~e). 

Speziell: Bewegungen mit einem eigentlichen Fixpunkt heißen 
"Drehungen". 

Die Angabe einer kongruenten Abbildung erfolgt durch ein 
"orientiertes Linienelement"*) und dessen orientiertes 
Bild-Linienelement und den "Sinn" der kongr.Abb. 
Dann 3* kongruente Transformation vom vorgegebenen Sinn, 
die die orientierten Linienelemente zuordnet. 

*) Unter einem orientierten Linienelement versteht man einen 
Punkt P und eine mit ihm inzidente "Halbgerade". Dabei 
ist eine Halbgerade diejenige Punktmenge 
einer Geraden g, die nach Wahl eines 
Koordinatensystems auf g festgelegt 
wird durch x ~ 0 ( x E K=JR ) 

Analytische Beschreibung einer kongruenten Abbildung .ex. in 
kartesischen Koordinatensystemen: 

Eine kongr. Abb.Cl ist eine Ähnlichkeit, die durch eine 
orthogonale Matrix beschrieben wird; d.h. 

oc... (a i1<. ) = Ä.( ex a1< ) , ~ /. 0, ( CXjl( ) orthogonal, ist genau 
dann kongr.Abb., wenn gilt ~ =1 • 

Wir haben somit aus der axiomatisch gefaßten proj.Ebene 
durch Aufprägen zusätzlicher Strukturen das "projektive 
Modell der Elementargeometrie" gewonnen. 
(Auch andere Wege gangbar: z.B. direkte Axiomatisierung der 
Elementargeometrie, vgl. HILBERT). 

Bemerkung: Die komplexe Erweiterung der elementargeometrischen 
Ebene heißt "kompl. eukl id. Ebene 11 9re (C) • 
11"'e(R) ist ein metrischer Raum (z.B. gilt die Dreiecks
ungleichung). 
~e(C) ist dagegen ein ametrischer Raum (z.B. Strecken auf 

isotropen Geraden i, J in ~,d(C) haben der Länge O. 
➔ i, j € $'-a (C) ••• "isotrope Gerade II ist Begriff der Ähnlkts.

geometrie). 
~ i, j ~ ~e,d(C) ••• "Minimalgeraden" ••• Begriff der Be

wegungsgeometrie • 

0.6 Polaritäten einer proj. Ebene ~(K) 
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Geg.: ~(K), K kommutativ (-+PP), char. K # 2 (=> FANO) 

Definition: Eine "Polarität" ist eine Abbildung 91": 1-DJ 
( X€. 1, t---+ ){jte. q ) mit folgenden Eig~nschaften: 

(I) ~ ist global 

(l) XIY9r~ YIX~ 't/X,Ye., 

Folf?-1 
ist 
(I) 
(![) 

: Eine "Korrelation" J: 'f- ~ 4J- mit J global 
durch die folgenden Eigenschaften gekennzeichnet: 

J ist eine Bijektion ( =+ J global) 

kollineare Punkte .....L.,. kopunktale Geraden. 

Speziell: "projektive Korrelation" J' : ~>- d ist Korrelation 
und die Beschränkung von tS auf eine Punktreihe ist 
projektiv. 

Aus (Il) folgt: Punktreihen fa. werden dur.ch J auf 
Geradenbüschel ~A abgebildet. """"' Mit J ist in kanonischer 
Weise eine Abbildung der Geraden des 1.Feldes auf Punkte 
des 2.Feldes mitgeliefert, welche kopunktale Geraden in 
kollineare Punkte abbildet. Diese mit cf gekoppelte 
Abbildung wird gleichfalls mit ö bezeichnet. 

Speziell: "involutoriscbe' Korrelation: da.= <. 

Es gilt (Proj.Geom.): Die Polaritäten sind genau die in
volutorischen Korrelationen. 

(Speziell: "projektive Polarität" 9r ~ die Beschränkung 
von 1l'-- auf eine Punktreihe ist eine Projektivität). 

Der Begriff des -"Poldreiecks": 

Geg. { A ,B,C I E. ~ f nicht kollinear, J' belieb.proj. 
Korrelation =? { AJ , BJ' , CJ ½ bilden ein Dreisei t ( AJ1 BJ, CJ 
sind nicht kopunktal ! ) 

Ein Dreieck in 1r(K) heißt "Poldreieck"~ wenn jede Ecke 
als d' -Bild die Gegenseite besitzt • 

Es gilt (Proj.Geom.): Die Existenz von Poldreiecken ist 
kennzeichnend für proj.Polaritäten. (Besitzt eine proj. 
Korrel. ein Poldreieck, so ist sie eine proj. Polarität 
und umgekehrt). 
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Die Angabe einer projektiven Polarität~ erfolgt durch 
ein Poldreieck und ein "fremdes" Paar (P ••• Pol, Par ••• Polare), 
(d.h. P .f Seite, P,r- E Ecke des Poldreiecks). 

Anmerkung: K = R ~ Jede Polarität 'Jr in !J""(R) ist auto
matisch projektiv. 

Folg. 2: Geg.: proj.Polarität 9r. 

Dann gilt: XI Y:ir ~ YI X:rr • 

x I yr =7 y I x.jj • 

=? Sprechweise: X fest ~ X 3r fest , 
y mit y r X97"" heißt "konjugiert zu X in $" II. 

( x fest~ x~ fest , y mit y I x3r heißt 
"k · zu x in .1r " • ) . J. 

Damit kann die Definition der proj.Polarität ,r auch so er
folgen: r ist eine proj.Korrelation, in der die Konjugiert
heit eine symmetrische Relation ist. 

Ein Punkt X heißt "selbstkonj.", 
wenn gilt : X IX ar • 

Eine Gerade x heißt "selbst
konj. II' wenn gilt : . X r x1r • 

,Für eine Polarität gilt (Proj.Geom.): 
~eU;,$t~ 

Durch jederiYPunkt X geht genau 
eine selbstkonjugierte Gerade. 

Jede selbstkonj.Gerade x 
inzidiert mit genau einem 
selbstkonjugierten Punkt. 

Für eine proj .Polarität ~ gilt (Proj-Geom.): 
Ist x nicht selbstkonjugiert, Ist X nicht selbstkonjugier1 
dann bilden die Paare konj.Punkte dann bilden die Paare konj. 
auf x eine Involution. Geraden durch X eine 

Involution. 

Definition: Eine proj .Polarität 'Ji heißt "hyperbolisch" ~ 
3 ein sel bstkonj .Punkt; 'Jr" heißt "elliptisch" ~ 3 
kein selbstkonj.Punkt • 

Für hy:p.proj.Polaritäten gilt (Proj.Geom.): Jede hyp.proj. 
:; Polarität 'lt' ist identisch mit dem Polarsystem ~ eines 

Kegelschnittes k, wobei seirePunkte genau die selbstkj. 
Punkte, seine Tangenten genau die selbstkj.Geraden von 
sind. 
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Definition: Das Polarsystem Tl(.:~-+- 'qJ. eines Kegelschnittes 
k ist durch folgende Forderungen gekennzeichnet: 

(I) \;/ PE k gilt: P5T°1< ist die Tangente 
in. P an k • -<t> 

(][) V Q 4 k J ~ harmonische Homologie 
mit Zentrum Q, welche k fest läßt. 

.Q 

Die Achse dieser automorphen harm. 
Homologie von k mit Zentrum Q 
heißt "Polare" Q,.-1< • 

Ist K ein belieb. kommutativer Körper (char. K I 2 ), dann 
3 in 1i(K) Kegelschnitte ~ 3 Polarsysteme =9- 3 
hyperbolische proj. Polaritäten. 
Elliptische Polaritäten 3 nicht in jeder proj .Ebene ?r(K) 
(die Existenz von ellipt.Polaritäten ist eine Körpereigenschaft). 

Z.B.: K = C ➔ 3 keine elliptischen Polaritäten :Ir 

Dies kann so gezeigt werden: g E: 'QJ selbstkj. ~ 3 
selbstkj.Punkt ➔ T ist hyperbolisch; ist g nicht selbstkj., 
so 3 auf g eine über C · sicher hyperbolische Involution 
kj .Punkte =>- 3 Fixpunkte, also selbstkj .Punkte =? ,r ist 
hyperbolisch. 

z.B. : K = R 9 3 elliptische Polaritäten. I Wir stellen die Angabe so, daß auf 
jeder Seite des gegebenen Poldreiecks 
ABC die Involution kj.Punkte elliptisch 
ist (andernfalls ':I ein selbstkj. 
Punkt auf einer der Seiten des Pol
dreiecks). 

/

Pf" 

Cr-~----',.__-----~---

~p 

/~ . _.,.B\ / 'f 
'---·-------- -' 

A\ 

Dazu gilt (Proj.Geom.): "Trennen" einander zwei Punktepaare, 
auf einer Geraden, dann (und nur dann) ist die durch diese 

Paare bestimmte Involution elliptisch. 

Eine Angabe mit der gewünschten Eigenschaft ist möglich 
(vgl.Figur). Mit . 1 =PC.Cr, 1 = h .c~ muß z.B.gelten: 
(A,B) trennt (1,1). (~ Für A1r, B:Jr analog). 

Beh.: 3 auf keiner Poldreieckseite ein selbstkj .Punkt, 
(vgl.Angabe), dann 3 in ganz ~(R) kein selbstkj.Punkt 
und die durch die zulässige Angabe bestimmte Polarität 
ist elliptisch. 

•Beweis (indirekt): Vs. 'Jr hat einen selbstkj.Punkt ~3i ist 
hyperb. =-> 3i ist Polarsystem eines Kegelschnittes k , für 
den ABC ein Poldreieck ist. 
Für einen Kegelschnitt k in T(R) gilt aber: Für jedes 
Poldreieck von k ist die Involution kj.Punkte bezüglich 
k auf genau zwei Seiten hyperbolisch, auf genau einer Seite 
elliptisch.~ Widerspruch zur Angabe : auf jeder Seite 
A~ , B9r , Car ist die Involution kj .Punkte elliptisch. 
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R c C : ellipt.Polarität über R-'>- hyperbol .Polarität über C • 
Die über C hyperbolische Polarität ist Polarsystem·eines 
null teiligen Kegelschnittes k c 'Jr(Rc.C) • 

Folg. 3: Proj. Polaritäten in der affinen Ebene ~o..(K) 

Z.B.: Ist die Ferngerade u selbstkonjugiert in 'lt" dann 3 
ein selbstkj. Punkt =>~ ist eine hyp.Polarität, also 
Polarsystem eines Kegelschnittes k· mit der Tangente u ~ 
k ist eine Parabel. 

Sei u nicht sel bstkj. in :r : Dann 3 M €. ~o..(K) mit 
M~ = u • M heißt "Mittelpunkt "von T • 

Anmerkung: Die Bezeichnung "Mittelpunkt" 
rührt von folgender Eigenschaft von M: 
Ist oM die harmonische Homologie (M,u) 
(d.h. 6"M ist eine zentrische Spiegelung 
an M in ~Q,,(K)) dann gilt: 6'M 
kommutiert mit $" ( Ot1,:!l'" = ~ö,.., ); 
d.h. die Polarität 1r gestattet 
Spiegelung an M. 

M 

Speziell: K = R , Jr elliptische Polarität in '.lrq_(R) , 
~ !lt" ist nicht Polarsystem einer Parabel ( u sicher nicht 
selbstkj.) => 3 M E. :l"a..(R) , 6'11 und :Jr6'M : '42-> 'q/ ist 

.wieder Polarität. 
In der Proj .Geom. zeigt man: 3iöH = : $"

7 ist eine hyperb. 
Polarität, also Polarsystem eines Kegelschnittes k~. 
k,.. heißt "reeller Vertreter" des nullteiligen Kegelschnittes 
k , welcher durch 3r in .1ra.(C) bestimmt ist. 
Wegen 5i<SM = 5rr sind k und k'l" konzentrisch (Mittel-
punkt M) und besitzen die gleiche Involution kj. 
Durchmesser ( u bleibt bei 6'1-1 fest > auf u stimmt die 
Involution kj .Punkte bezüglich ~ überein mit der 1-nv. kJ'. Pkte 

· bezügl. ,r~ ) • 

Sprechweise: ~ heißt "Antipolarität von k-t- ". 
Zu jeder Ellipse k,... gehört eine Antipolarität 'Jr , mit 

,i- = 31~ S"M • (Dabei ist ,,_.,.. das Polarsystem von k,,..., 
O"H die zentrische Spiegelung am Mittelpunkt M von k,...) 

Bemerkung: Die Kopplung zwischen einem nullteiligen Kegel
schnitt k und seinem reellen Vertretern kr ist affin 
invariant. Der Zusammenhang stützt sich auf die Ermittlung 
des Mittelpunktes M von k (affiner Begriff) und die 
Spiegelung an M (affiner Begriff). 
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Angabe einer elliptischen Polarität t" in 3T~(R) : 
Z.B. durch ein eigentliches Poldreieck XYZ und den Mittel
punkt M so, daß die Invol. kj.Punkte auf allen DreieckT 
seiten x=YZ, y=ZX, z=XY elliptisch ist. 
(~ M liegt im "Inneren" des Poldreiecks). 

Aufgabe 1: Vervollständigungsaufgabe in 

/ 

l ,,' 

I 
I 

\ / 
)/ 

·/oM 
/ \ 

/ ' 
/ 

1 / ,1, 

1 --
D 

1
1 1 

•i 

'· ~-,~-. 
<··., , __ 

'Jro..(R) : 

Unter Benützung obiger Angabe X,Y,Z; M ist es zweckmäßig 
zur Ermittlung der Polaren P7 zum gegebenen Punkt P eine 
euklidische Konstruktion zu verwenden: 

In der euklid. Ebene wird nämlich jede ellipt.Involution 
auf einer Geraden g durch Strahlenpaare einer Recht
winkelinvolution aus einem bestimmten Zentrum L 8 (LAGUERRE-Punkt der Inv. auf g ) projiziert. 

Anwendung auf die Involution auf z=XY. 
Ist 1 ... Fernpunkt von z >- 1 = ZM. z I\ ( 1 , 1) ist ein 
Punktepaar; (X,Y) ist ein weiteres Paar und (1,1) trennt 
(X,Y) laut Vs. . 

1 

X,Y erscheint aus L2 (= LAGUERRE-Punkt von z) unter 90° 
=>- Li!: I THALES-Kreis über XY • 
1 , 1 erscheint au9 Lt unter 90° ~ L1; I Lot durch 1 zu z, 

> Li: • 

Dann gilt: Konstruktion des zu Pe = PZ.z kj.Punktes P~ 
mittels "Rechtwinkelhaken" mit Zentrum L2:-. 

Wiederholung für eine weitere Seite (etwa x ):_ 
Konstruktion des zu P~ = PX.x kj.Punktes P~ mittels 
LAGUERRE-Punkt L~ der Involution auf x. 

• > P.i< Pi!: = P,r ... gesuchte Polare von P • 

Folg. 4 Polaritäten in ~e(R) 
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Geg.: abs. Involution c...., auf u , Polarität ~ in ~('R) ; 

1r mit u nicht selbstkj. induziert auf u eine Involution 
kj. Punkte. 

Speziell: Diese Involution kj.Punkte auf u bezügl. ff"' stimmt 
überein mit der abs. Invol. s~ (ist daher notwendig elliptisch 
Wir unterscheiden dann 2 Fälle: 
o<.) Ist 1i eine hyperb. Polarität, dann ist ~ das Polarsystem 

eines Kreises. 
/!,) Ist 1, eine ellipt .Polarität, dann ist ff" über C das 

Polarsystem eines nullteiligen Kreises. 
(~ ist dann identisch mit der Antipolarität eines 
einteiligen Kreises, da u bei o-M punktweise fest bleibt). 

Aufgabe 2: 

LPM 

Geg.: ellipt. Polarität 'lt' , reeller Vertreter k~ 
Ges.: Polare P~ zu P. 

k-r Man konstruiert zuerst die Polare von 
'/ P bezüglich :ii".,.. : 91' P.1r.,.. ; Ar"6-H:::- P$" 

-~/---4---<))---+---+----,._-P_~ elementargeometrische KonstruktioI 
\ ,.., ..• >4_._11 "Rechtwinkelhaken" mit dem auf k,,.. 

• 

1

\, lp -r liegenden LAGUERRE-Punkt LPM von 
. 1 ,r PM mit M -• Zentralpunkt der 
~ P~ 1 Invol.kj.Punkte auf PM • 
~ 

Damit läßt sich die Vervollständigung für beliebige ellipt. 
Polaritäten '.lf" lösen: 

Man sucl:tden reellen Vertreter c~ des nullteiligen Kern
kegelschnittes c von ~ • Durch eine affine Transformation 

.-ae wird er in einen Kreis k~ = c~~ abgebildet, die 
Ver·vollständigungsaufgabe für 11u: gelöst und abschließend 
re- 1 angewendet. 

Ist k"'" ein Kreis, so gilt ferner: MP J_ P1r ~ M 
schni ttpunkt jedes Poldreiecks von 'Ji oder 11"-r • 

ist Höhen
Für jedes 

M Innen-Poldreieck bezügl. eines nullteiligen Kreises ist 
punkt > jedes Poldreieck ist spitzwinkelig. 

Aufgabe.3: Geg.: 

Ges.: 

T _.ellipt.Polarität, reeller Vertreter k~ 
ist Kreis ( ~ ... ~1: 6'r-1) ; Gerade g , A,B II g , I · • 
Punktepaare (P,P)€g, die (I) harmonisch zu 

A,B, 
([) kj. sind in :r • 
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Da g reell==:> g ist nicht selbstkj. ~ (I) ist sinnvoll. 

Lösungsweg: Vervol·lständigung der Invol .kj .Punkte auf g • 

1 ••• Fernpunkt von g , 'fM .1:L g 9 1 kj. zu 1 

2 belieb. € g => 2'Jr •• Antipolare von 2 bezgl. k..,.. 
(vgl.Aufgabe 2) ~ 2 = 2~.g ist kj.zu 2 

(1,1) 
1 

(2,2) trennen einander 9 3 LAGUERRE-Punkt L3 
(vgl .Aufgabe 1 ) 

Man sucht nun jenes Rechtwinkelpaar mit Scheitel L9 , das 
zu den Strahlen AL9 , BL9 harmonisch liegt; das sind 
aber die eindeutigen Winkelsymmetralen w, w von 

<fAL9B • ~ g.w=P , g.w =P ; (PP) ist das eindeutige 
Lösungspaar. 

0.7 Der euklidische Raum 

1 

1fe(R) ist ein reeller affiner Raum lfa.(lR) = lf (.IR)\ {w} mit 
einer zusätzlichen Struktur, welche den Orthogonalitätsbegriff 
definiert. 

Sei in w eine beliebige elliptische Polarität '.litv als absolute 
Polarität gegeben. Dann heißt { 1f a.(1R) mit 91"(,J } ein "euklid. 
Raum" • 

Durch 'irw wird die Orthogonalität in lfe(IR) definiert. 

a..Lcx. ~ Au..:'.liw = a~ ••• Ferngerade von (X,. 

a i b ~ Av... kj. zu B..._ in 91w 
ex .l_ (b ~ a .... kj.zu b"' in 'Tw • 
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Folg.1 : Der Anschauungsraum mit dem elementaren Orthogonalitäts
begriff ist ein Beispiel für einen euklid. Raum. 
Es gilt schärfer (Proj.Geom.): Jeder euklid. Raum ist zum 
Anschauungsraum isomorph, so daß gilt: sind zwei Elemente 
des abstrakten euklid. Raumes orthogonal, so sind deren 
Bilder im Anschauungsraum orthogonal. 

Folg. 2 : Sei oG eine belieb. Ebene in lre (d.h. oc-t w) 
~ cx.<.u = a... ist nicht selbstkj. in 'Fw =9" auf al.l, wird 
durch ~ eine elliptische Involution kj.Punkte induziert. 

➔ Jede Ebene in Tre trägt in kanonischer Weise eine euklid. 
Metrik. 

Bemerkung: R c C 1> Winkelmessung in jeder Ebene c ie mit 
der Formel von LAGUERRE ===> Winkelmessung zwischen 
Geraden in lfe(Rc C) (=komplexer euklid.Raum). 
Zusätzlich: 4 a<X. = 90° --4a nG(. (nOl.,J_cx..) 

4 o<..f = 4n«nß 

Über C ist 'lrw das Polarsystem eines Kegelschnittes Jl 
(.Q •• 11absoluter Kegelschnitt") 

Eine Gerade g e le(R C C) ' welche n ,l/w 
trifft, heißt "isotrope Gerade" •. 

Eine Ebene ex., e{(R c C) , deren Fernge- /' 
rade oc..w ...0.. berührt, heißt "isotrope 
Ebene". . 

Die in einer isotropen Ebene durch rtw 
induzierte Geometrie heißt "ebene 
isotrope Geometrie" und ist verschieden 
von der in einer reellen Ebene induzierten , 
euklidischen Geometrie ! (Das "Absolutgebilde" einer 
isotropen Ebene ist ein Linienelement (I, c:x.w) ) 

Folg. 3 : Ähnlichkeiten in fe(R) 

Eine .Ähnlichkeit oc: fe_(R) --lfe(R) ist eine Affinität ~Q.:lf<a(R)-► 
- fe.(R), für welche gilt: die c:tq,. bestimmende Kollineation ce 

( reife. ==- cxQ.,) hat die Eigenschaft, daß '<'f/W mit ~w 

kommutiert, ( ~/CJ, 3rw = 3i"w, <f-/tv ) ; 

d.h., eine .Ähnlichkeit ist eine "orthogonalinvariante" 
Affinität • 

Festlegung einer Ähnlichkeit: 

~w ist festgelegt durch ein Poldreieck und einmal Pol
Polare in w. =>- Poldreieck in w~ orthogonales Dreikant 

in 7fe , Pol-Polare in w -->- Ebene, zu ihr 
normale Gerade. 
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==+ Eine Affinität ist genau dann eine Ähnlichkeit, wenn sie 
ein orthogonales Dreikant in ein orthogonales Dreikant und 
einmal Ebene mit normaler Gerade in Ebene mit normaler 
Gerade überführt. 

"Kugel" in ~ (R c. C) 

Eine Kugel ist eine Mittelpunktsquadrik in lre(R)c 7r(Rc() 
(d.h. ~ ist nicht Tangentialebene) die über C 

die Fernebene l.J in dem absoluten Kegelschnitt 11 schneidet. 
C➔ n ... "abs .Kugelkreis"). 

Zur Definition der Kugel in fe(R)c ß(R) ist der Begriff 
"Spurpolarität" erforderlich: 

Das Polarsystem 1i.;, einer Quadrik cp 
induziert in jeder Nichttangential
ebene 0(, eine Polarität '..t4> (ex. : 

V p € oc gilt: p l".plCX. = Pr~() Q', • 

"°<1>10(. heißt "Spurpolarität in 0<. 

bezügl. q> ". 

Damit gilt: 
Eine Mi ttelpunktsquadrik <:p c. ~(R) 

heißt Kugel ~ die Spurpolarität in 
bezügl. q> ist die absolute Polarität. 

~ Eine Affinität ist Ähnlichkeit genau dann, wenn sie 
eine Kugel in eine Kugel überführt. 

{ Ol ; • 1 ex. •• • Ähnl • } - . - . GO( 1fe) •• "Ähnlichkeitsgruppe". 

Wie GO(~e) , so ist auch GO(le) in zwei Klassen zerlegbar. 
Während aber in ~e die Klassifizierung der Ähnlichkeiten durch 
ein Nummerierung der abs.Punkte bedingt wird, stammt die 
Einteilung der Ahnlichkeiten in Te bereits von einer 
Klassenzerlegung der Kollineationen im reellen proj.Raum. 

Es gilt nämlich: 
zu ~ (R) ) ! 

1f(R) ist orientierbar (im Gegensatz 

Z.B. i: 1f (R)~ 1f (R) a. E. R , de t ( a;k ) f 0 JI{ ., 

zwei Fälle: • 
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Dabei gilt: sgn det(a~k.) ist basisunabhängig ! 

Z.B. ..(k. ~xJ .. -..x1r_, (a~k) hat gerade Spaltenzahl=?-

sgn det. fest. 

~ PGL ( Tr (R) ) zerlegbar in zwei Klassen: 

-ze mit det(a~·i,.) > 0 ••• gleichsinnige Koll. 

c.e mit det (a ik.) .( 0 ••• gegensinnige Koll. 

Damit folgt für G0(1/e.) : 

Ähnlichkeit <X heißt "gleichsinnig" bzw. " <X€ Go+( 1Te)" ~ 
die zugehörige Kollineation ,ze ist gleichsinnig; 
andernfalls heißt oc. "ungleichsinnig". 

Analytische Beschreibung der Ähnlichkeit 

ex.. beschrieben in speziellen affinen Koord.System: •• = 0 
1 J. 

ist Affinität ~ .Xj = a..,; -r L a.ik t.(k (j =1 ,2 ,3) 
l<::1 

~ "Ähnlichkeit" hat bloß in speziellen "Normalkoordinaten-
systemen" eine besondere Bauart. . !U E

1 
Üy/ 

' i: ----"Norm.K.S.": = inhomogenes affines K.S. 
mit paarweise orthogonalen Achsen. 
Die Einheitspunkte E~E;E~bestimmen 
den "Einheitsquader" des Norm.K.S. 

"Kartes. K.S." = Norm.K.S. mit: (j ,·. 
Einheitsguader ist ein _____ _,Ex 
Würfel. (."Einheitswürfel") 

(Dabei gilt: Ein Quader ist ein Würfel~ 2 nicht 
parallele Seitenflächen sind Quadrate. "Quadrat" ist ein 
~egriff der Ähnli.chkei tsgeom. "'7"- Würfel ist Begriff der 
Ahnlichkeitsgeometrie). 

f 
0 

E~ 
" 

► ex.. beschrieben in kartes. K.S.: (ajk) = A(O.:jk) mit A.E 
E R und ( C<:jk) ist orthogonale Matrix. 

Folg. 4: Längenmessung d in 

"Längenmessung" · d: lre~1fe --.. R+ u {O} _ 
(A, B) t-----> d..(A,ß)= :AB 

(I) d ist translationsinvariant. 

wobei gilt: 

• =9- vergleiche "Strecken", die von einem Punkt cr 
ausgehen. 

(II) d(O,C'f) = 0 

&IP: Zur Definition von 
"Eichkue;el" k mit Mitte 
( O ••• Pol von w bezügl. 

d(OP) 
cr beniltzt: 
k ) ,../' 
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[E,ES (Existenz ist eine Eigenschaft des 
R ) 

d (fü>): = IDV(PEOU)I = ITV(PEO)I 
(sinnvoll, da: E-E 9> TV--TV 9 ITVI-,. ITVI) 
9 PE k : d(ffi>) = 1 =;> k •. "Einheitskugel". 

lfe(R c C) mit Längenmessung . d von 

Jede Strecke auf einer isotropen Geraden g hat die Länge O. 
g in fle,d.(R c C) heißt "Minimalgerade". 

Üe d.(R c. C) ist kein metrischer Raum ! 
1 

"kongruente Abbildung" Ol in 

cx.. heißt "kongr.Abb. 11 ~ ex. ist Ähnlichkeit /\ für ein 

Punktepaar A,B (#) j E. 1fe,d..(R) gilt: d(A,B) = d(Acx ,Bex,). 

(Es gilt dann, vgl .Proj .Geom.: d(X, Y) = d(X°'-,Y°') \f X, Y IE lfe,d.) 

ol he. ßt { gleich~in7:1ig 1 gegensinnig 
. { gleich0 

•• kongruent ~ ol 1st gegens :· Ahnlichkei t 

{cx.j.1~-.kongr.Abb.} = c,'(lfe,d.) •• Gruppe der kongr. 
Transf. 

{ol lcx. gleichs.kongr.Abb.J = : ()+(Tfe,d) C <1( 11e,ct.) •• "Be
wegungsgruppe", e<.. 12 0 +( 7re,d..) heißt "Bewegung". 

spezielle Bewegungen 
ex. E: c,+( lre,d.) A .3 A €. fe,a.. mit A = Acx ; ~ heißt "Drehung" 
Es gilt (Proj.Geom.): Jede Drehung ist eine "axiale Drehung", 
q..h.: 3 ein eie;entlicher Fixpunkt, dann 3 eine Fixgerade. 
(vgl. Satz von EULER: Jede Bündelbewegung ist eine Bündel
drehung). 

Analyt. Beschreibung einer kongruenten Abb. in kart.K.S.: 

Ähnlichkeit <X. ist "Kongruenz"< > (o..ik)= (c<.jw.) ... orth.Matrix. 

Ergebnis: Wir haben das proj.Modell des elementaren euklid. 
Raumes durch fortschreitendes Spezialisieren des proj. 
Raumes gewonnen. 
Es bleibt zu zeigen: Das so konstruierte proj.Modell 
ist isomorph zu dem von D.HILBEHT axiomatisch definierten 
Raum der Elementargeometrie. 
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§ 1 Lineare Abbildungen der konstruktiven Geometrie 

1 .1 Abbildung aus lf in eine proj. Ebene !R'' 
-====--

Abb. c; mit: Definitionsmenge D(<p )c lf (lf belieb.proj. 
Raum) 
Bildmene;e im ;F E.'.JJ

1 
( 1i

1 belieb.proj .Ebene) 

Wann heißt !j'J "lineare Abbildung" ? 

Zunächst: Motivation der Definition einer lin.Abb. durch 
folgende Beispiele. 

Beispiel 1 :' y; ... Projektion (vgt. 0.1) : 
Zentrum (J 

cp ist nicht global ( 3 Ausnahme
menge L,:: {0}= ,0 ) • 
(fJ ist surjektiv ( im <() = :Jr 1

). 

rp ist nicht injektiv (Fasern sind 
die in O punktierten Sehstrahlen). 

i.a. Punktreihe '12th 1 !/J > Punktreihe f~ , bzw. : 
koll. Punkte (-J CJ) 1--+ koll. Punkte c X

1 

(Dabei müssen die Bildpunkte nicht notwendig verschieden 
sein, d.h. auch Sehstrahlen werden miterfaßt. 

Die Eigenschaft "koll .Punkte ~ koll .Punkte" reicht 
jedoch zur Definition von "linear" nicht aus, wie die 
folgenden Beispiele zeigen. 

Beispiel 2 : Geg. proj. abgeschl .Anschauun s,raum 7r , 
Ausnahmemenge X.; w • 

A~~y, B-:a ,qy, 
----o~---<>---o-

C= ~f/J 

1r' 

Jeder Punkt P c lf liegt 
genau in einer dieser 3 Schichten. 

Wir definieren eine Abb. <p: Ir-~ j7'
1 

so: 

V P 
fest 
V P mit -1< z<.1 ► P2. 'f =B c :.r' 
fest 
V P mit z 6= 1 -> P.3 y, =C c:ir' mit 

CI AB ( 3 C) C 

fest. 
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==;> "koll.Punkte ~ koll.Punkte'' ist trivial erfüllt. 

Beispiel 3 Geg. proj. abgeschl.Anschauungsraum lr 

Wir definieren eine Abb. cp: if ➔:ir'. so: 

V P e. ,r' 

\i Pc I\ :r' ---

\ 

soll gelten: P=Pr 

( Jr' bleibt punktweise fest) 

I soll gelten: P<f =A e JT 

fest. 

~ 'f ist global und surjektiv, "koll .Funkte t--4 

~ koll. Punkte" ist trivial erfüllt. 

Die Definition einer linearen Abbildung 

Geg.: 1f •.• proj. Inziderizpunktraum f; 
~' proj. Inzidenzpunktebene 1'; 

Abb. ,p aus f in '}Z' mit Ausnahmemenge L c }i 
Erweiterung von <; zu einer globalen Abb. W, : 

Wir adjungieren f,' die leere Menge r2'c.}2 als Element 

und erklären eine Abb. cp: ?!~'f! durch 

At.po = A <JJ für A e 12\L 
A 'fo = ß ( e f ~ ) für A €. I. 

<p0 ist damit eine globale Abbildung. 

Bezeichnung: 

Geg.: !1i 1 
; A', B

1 le r! ; 
Es sei definiert: A'+ B': = ?l~•e,• 

= A' 
't/ A' I B

I 
I\ A'' B 

1 
1 E. J 1 

VA' € 1€' A1 + A' 

A' + 0 = 0 + E = A' VA' E /2~ 

Definition: 

Abbildung Cf aus 'je in '{2' heißt linear ~ 

( 1) imSo enthält mindestens 2 (/) Punkte 

(1\) A,B/€'}2 , A / B mit ff0 (f,48)= A<p0 + By?0 
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Folx• 1 : Enthält eine Punktreihe l?Ae zwei verschiedene 
· usnahmepunkte, so enthält sie keinen Nichtausnahmepunkt. 

Beweis: ; fAe. 9-A I B, A,B \ E L.. 

'fo (f,4e,) = A 'fo + B 'f0 = ß ~ v' X€. PA5 gilt 

Bemerkung: Aus Folg. 1 folgt Die Ausnahmemenge L ist 
im proj. Unterraum von i. 
Zum Beweis diskutieren wir alle Möglichkeiten für Z:, : 

_Ol) Z= c/>J L ={AJ (genau 1 Punkt) ~ Unterraum 

(3) 3 2 / Punkte E ~ ~ Li ist mindestens eine Punkt

.t) 
reihe (vgl.Folg.1). 

3 3 Punkte A,B,C/e. L , die ein Drei-

eck bilden. =9' 

f&:.c li• Sei X I A ein Punkt der 

Ebene ABC , dann 3 D= fAx f'\ :,?Be. , 
also D EL, ; F.~ rAx E. LI ~ 
das Feld rAU. C L ; Li ist mindestens 

ein Punktfeld. 

<l) j 4Punkte A,B,C,D\€~,die ein 

Tetraeder bilden. ~ 

'PscDC L . Ist X/ A ein belieb.Pkt.ef 

dann ] E = 1Ax" r&J> , also E e 2.. ; =9 

fAx mit A,X/e.L , (A/.X), liegt in ~ 

~L.=~~/ VAet2 gilt ACf0 =y:j, 
also imy? = ~ im Widerspruch zu ( 1 ) : 

im <.fJ enthält 2 (/) Pkte. 

~ Fall J) ist daher nicht möglich. 

'11 

;oC 

Ergebnis: i:., = 0 oder {z} oder rz oder f S , also 
Unterraum. 

Folg.2 : Enthält eine Punktreihe genau einen Ausnahmepunkt, 
so besitzen alle Nicht-Ausnahmepunkte dasselbe Bild. 
Beweis: A 1:. L , B 4 L , ~ A/'B, 12AB 

X 
0 

<f'o('f2AB) = Arp0 + Bc,q, = BCf•·· fest~ VX€fAsAX<fLJ=>-X<p=BsP 
'-v-' ............ 

=</J :: B<J> 

Folg.3 : Besitzt eine Punktreihe fAB keinen Ausnahmepunkt 
und haben zwei I ihre~ Punkte A,B verschiedene Bilder 
A<fJ , B_so , dann ist die Beschränkung der Abb. y; auf rAs sur,jektiv auf A<J> + B~ • 
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Beweis: Nach Vs. ist fABf"\.L. und A<p I Btp • , 

#1 > A(JJ + B~ ist eine Punktreihe ('p~«rBttc?2') 1"' 0
8

" '/ZA„s„ 
~ ( fA12> ) 'Po = ( '/2AB ) y:, (da: ;l' Ausnahmepunkt in '/?A& ) 
~ ( 1AB )y, = Asq. + B~ = A9 + By, = /2A<ti3y, • • 
Nach (II) ist also das <f -Bild der Punktreihe fA& 
die ganze Punktreihe p~ s~, also ist sP(fAa surjektiv. 

1 r · 

Folg. 4: Haben zwei I Punkte A,B, die nicht der Aus
nahmemenge ~ angehören, verschiedene Bilder A Cf , Br 
(A'f I B Cf ) , dann gilt: fAe. () LJ ==- pJ 

Beweis: 'fo ( PAs) = A<fo + B <fo = Alf + B $" = r~'{'B'f (ganze 
Punktreihe) 

Sei nun 1M,n L :/= J;3 (indirekte Beweis-Annahme); 

dann ist ~ABf'IE genau 1 Punkt S (wegen Folg.1 und 

A Et: L ) • ~ S I A, fAB = 12As • 
➔ cpo(rAs) = A <fo + S 'fo = A <f , also ein fester Punkt, im 

'-v-J ,.____...:, ' 
=A t.f =fll Widerspruch zu <f .. ('f,4!>) = PAcr51f • 

Bemerkung: Aus Folg. 4 und Folg. 3 folgt: 

Unter den Vs: . A,B 1€. f\~ , A / B, A'f I By, gilt: 

'f lfAB ist surjektiv auf A<p + By, ; 
denn: Folg.4 liegen genau obige Vs. zugrunde. 

Damit sind die Vs. zu Folg. 3 erfüllt, also ist (fl'{2Aa 
surjektiv. 

Folg. 5 : Beh. : im Cf ist entweder eine Punktreihe :f d. 
oder '(2' ! 

Beweis: Mit (f) 3A',B1 leimcp, A1 /B! 
Zu A' 3 A€ 1-?\2, mit Am = A1 , 

3 ~ T Dabei ist A 1 B· Zu B'. BE.~\L. mit B<f = B' r , 

denn: A=B => A hat zwei I <f-Bilder im Widerspruch 
zum Abbildungsbegriff. 

Mit A / B ] fA& und nach Vs. A, B 14 Li (A<f=A') I (Btf=B'). 

Das sind genau die Vs. zu Folg. 4, Bem., also gilt: 

cp/fAe. ist surjektiv auf A'f + B'f = f.A's' •• Punktreihe. 

~ Sind A1,B1 irgend zwei I Punkte aus im <p , dann 
treten alle Punkte der Verbindungsgeraden ~~•5 1 als 
Bilder auf. => 
im 9' ist mindestens eine Punktreihe. 

=> Bilder irgend 3 Punkte A' B' C' aus imcp ein Dreieck, 
dann gilt : f &' c im Cf' ; 

. ~, c' 
i1 

0 / / J)' 
I l 1 _ __.. •. -· 

C / 

/ 

A' 
o:-• _~ · ______ ·-T --·-- - ·---·• ·-----••---

-- x' -0 



- 33 -

V x'e ~, , X'/. A1 ~ 3 D' = fA',x, f'\ 12~'c' /\ 
A D1 /. A' ; A' , D' { €. im tp ~ 

1~'X'. € im (fJ ~ _im y; = 'fZ' 
Ergebnis: im<j' ist entweder eine Punktreihe oder das 

ganze Punktfeld • • 

( im 'f /. jö , im sP /. {A'} wegen ( l ) ) • 

Folg. 6 : Vs.,: A,B I€ ~\~ ; A/.B 

Beh.: <f/'/2.45 ist · injektiv. 

Beweis: 3 <p-Bilder Arp , B)" ; zu zeigen: A':f' /. BsP • 

indirekte Beweis-Annahme: 3 A,B/c J2Aa , A /. B, mit Aff=By; 

Aus ( 1) folgt 3 X'-~ im <.p /\ X'/. A<p = B<.p 

~ 3 X €. 1\Li mit X cp = x 1 
• 

Wegen % (f'Ae,}=A9' fest und X'= Ar,o gilt 

==> j fAx, f P>x ... weitere Punktreihen in lr. 
Wegen A/.X A A<p f X1 (also A,X(4 L ) gilt nach 

Folg. 4: 

1AX () Lt = Jo. 
Analog: B/X /\ BSo /. X' ~ : t2e.x r\ L = /o 
Nach Folg. 3 ist dann )"/~ und <.Plfe.x surjektiv. 

Nach Folg. 5 sin!, all;, Punkte von f Ar,x' (bzw. 'f~~x• ) 
aus imSo (mit f-AcpX 1=f&,x1). 

In einer proj. Inzidenzebene besteht jede Punktreihe 
aus mindestens 3 paarw. /. Punkten, also muß hier gelten: 

3 Y' E. f'..t"'x' mit Y'+ 1 Acp, Xcp 
Da sPl,,eAx surjektiv ist, 3 C~JZAx mit 

Analog : ct/Psx surjektiv~ 3 De. fsx mit 

Dabei gilt: C /. 1 A,X, D /.IB,X; 

denn: aus C = A fol&t, A hat 2 / Bilder, Wid. zu 
y; ist Abb. (Analog für die übrigen Fälle). 

Weiters ist C /. D; (d.h. 3 fc:o ); 
denn: C=D ist nur so möglich, daß C=D=X 

(Wid. zu C /.X, D /X). 
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PA~pax spannen eine Ebene auf. In dieser Ebene sind 

f4&J Pc1> zwei I Punktreihen. ~ 3* Z mit Z= f4e.r'l 'Pc1> • 
J2abei gilt: Z 11:i wegen Z e. PA& A f'A~ n z:, = J2f 

~ Zy,0 = Z9) • 

Z € rAs ==> Z Cf e. A(f +Bs,o = Acp (nach Vs.) 

Z = '/2cD ==> Z(f € C y, +Dy, = Y' (nach Konstruktion) 

.=+ wegen AffJ I Y' : Z hat 2 I Bilder im Widerspr. 
zu <.p ••• Abb. 

~ Beweisannahme ist falsch. 

===> A, B mit obigen Vs. müssen verschiedene Bilder haben, 

also ist ~lfAe, injektiv. 

Bemerkung a) : Aus Folg. 6 und Folg. 3 .folgt unter den 

Vs.: A,BIE:.12\~ , AIB c~3fAe), "f2Aen~ =JZf 

<fl1Aa ist bijektiv; 
denn: f 46 f"I E. = fi1 ~ ~>~ Cfl'/2As _injektiv, 

( lt X, Y l €. f AE> mit 

AyJ I BSo.) 

X-/-Y gilt: Xcp-/- Yy:, , also insbesondere 

.,. 3) .l'JJ 
A'f' = B5t1 und obige Vs. ~ 'PtfA8 ist surjektiv. 

Bemerkung b) : Beh. : L -f flJ 
Beweis: Sei L={lJ-+- A-/- B, 

~l'f!Aa. injektiv mit. A,B 1 
(Acp I B f,P) und global. 

fAB 11 Z: = fZ) ~ 
belieb. €. f2 ~ :f,J ist injektiv 

3 A1 , A2, At,, A4 f €.1 die ein Tetraeder bilden. 

A~ 
\ 

• ==> 3 Aj cp , paarweise I • 
A1 ' A2. 9" 'f 1 ~1A2. sur j ekti V 

A3, A11 -'=9' So[ ~A!>A'I surjektiv. 

3 (A1<ptA2.<f )= fA1'fAz{f) (A'!JfftA~'f)• PA3CfA1tp 
~ 3 mindestens ein Schnitt-

nkt D' - 171 111 
pu - 1 A1JJJ2. f () fA~'f A'1'f 

und wegen flfA,A 3 
surjektiv 3 E €. fA1A2. 

• mit E y? =D' , F ~ fA~ '+ mit F $" =D 1 
• 

Dabei ist sicher E I F , da 'rA1Aa. /fA~Ai, windschief 

Widerspruch zur Injektivität von (jJ : E~ =F50 =D' • 

ist die Ausnahme ~ =JZ) falsch. 

~ 

Also 
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Folg. 7 : Die Fasern der linearen Abb. 'f 

{ X €p. l XSo = P 1 e im So fest} heißt So-Faser von X 

(vgl .0.1) 

Zu jed. X1 
€ im So 3 mindestens im XE.'/2 mit XSo =X'; 

X ist sicher kein Ausnahmepunkt. 

'L=f!J nach Folg.6 Bern. b) , also 3 A€.L • 

~ XJA , 3 fAx • 
JAx hat mit L den Punkt A gemeinsam und 
wegen Folg. 1 keinen weiteren (andernfalls 
wäre fAX c. E, , also auch X E.L ! ) 

Nach Folg. 2 haben dann alle Nicht-Ausnahmepunkte von 
')'?Ax das selbe Bild.===;,- 1AX'\{A} c y,-_Faser von X • 

· Wiederholt man diese Konstruktion VA f. Z:, , 
d.h. bildet man die Verbindungs-Punktreihen 
fAX mit A durchläuft L, so entsteht 
der "Verbindungsraum von X mit I, 11

• 

S> f:P -Faser von X4=L enthält sicher den 
Verbindungsraum von X mit b geschlitzt 
längs L . 
Beh.: 97-Faser von X = (Verb.raum von X 
·mit 2., ) • 

Beweis (indir.) Sei Y ein Punkt mit 

· Yf,O = X' und Y f- (Verb.raum X, L )'\Z:, 

dann ist :PxY f'\ L = fZf (andernfalls Y 4 
(X, L )\.E ). Na~h Folg. 6 wird 12xy injektiv abgebildet: 

X /. Y ~ Xcp /.Y'I im Widerspr. zur Vs. 

Diskussion: 

Fall 1 : L = { Z} 

~ Die _so-Fasern sind "projizierende" Punkt
reihen durch Z, ("Sehstrahlen"), sie bilden 
das Faserbündel Z. 
Alle Punkte auf einem Sehstrahl /. Z (und nur solche) 
besitzen gleiches Bild. 

Beh.: So ist kollinear zu einer Projektion. 

Beweis: Es gilt allgemein: Die Fasernmenge einer belieb. 
Abb. ist bijektiv zu ihrem Bildbereich • 

In unserem Fall folgt daraus: im y? = p 1 
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Wir schneiden das ~-Faserbündel Z 
mit einer Ebene~ nicht durch Z 
(5f C. lr ). 
Dann gilt sicher : Die sP-Fasermenge 
ist bijektiv zum Punktfeld ~i- c 72 , 
wenn jeder y,-Faser ihr Schnittpunkt 
mit 3i- zugewiesen wird. 

X, ---o---<r 
--- D.h.: Das Punktfeld p;r möge. durch 

Projektion <./J von 1f aus Z auf i 
entstehen. 

/ 

, 1 

; ~elf. Es ist zu zeigen (vgl.Beh.): 3ze.: 72i~ 
\ im ,9?= 12' I\ ~ ist Kollineation, es sind 

also die Eigenschaften einer 
Kollineation, nämlich: 

( 1) 
(2) 

die Bijektivität und 
die Invarianz kollinearer Lage von Punkten, nachzu
prüfen. 

Es gilt: p;r bijektiv {~- Faser} bijektiv imsu = p' ➔ ( 1). 

Sind X,X1 , X2 kollinear in j 9 X,X~,X1 koll. in T 
XI X1 ( > 3'f2x,x1 C 'fiF ) ~ Px1/1E (c f.2.} ) = J5 ~ 

ff( fx x1 ) bijektiv auf eine Punktreihe X~ +X1 sP 
abgebildet. 

Mit X2.€ f.t,iL folgt nach (II) : X1.<f € lZ~vX1'f , 

also gilt auch (2) •. 

~3 Koll. ~: 'f25i- ~ ~ 1 (re nicht notwendig eindeutic ! ) 

~ ':f="de.o<p; d.h. t.p ist kollinear zur Projektion r.µ . 

Bemerkung zu Fall 1 : 
5f c 1f ist noh1endig De-Ebene ~ ,r' 

also allein durch die Bedingunsen (1) 
Abb. y; erzvrungen). 

ist De-Ebene (Dies wird 
, (tt) einer linearen 

Weiters gilt: ff und ,,-' sind durch Kollin. -ae gekoppelt 
(also isomorph). Mit dem 2.Haupts. der Proj.Georn. 
folgt daraus: f und '1r 1 gehören zum gleichen Grund
körper. Wec;en §f c 7r gilt: der Körper von 5f- ist gleich 
dem von 1f ; also haben 1f und 3r 1 notwendig gleiche 
Grundkörper. (Dies folgt gleichenfalls zwingend aus (1) 
und (II) ! ) 

Fall 2: ~ ist eine Punktreihe tr (V Z€f~ gilt: Zf.fo=Rf) 
___ Xf z ==}-3 ~ =X.z. 

~~ ~ <;P-Faser von X ist :,?~ \ 'f~ 
~ { ~-Faser f = Punktfeldbüschel um z 

, geschlitzt läncs z • 

~ im~ bijektiv {y,-Faser} = J!,benen-

büschel persp, Punktreihe f r mit 
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-+-imy, ist bijektiv zu einer Punktreihe. 
Wegen Forderung (II) ~ im St> ist selbst Punktreihe c :r. 

Definition: Bei einer lin. Abb. $fJ im Fall2 ist im9>bijektiv 
zu einer Punktreihe aus 1r • Diese ist nach 0.3 bijektiv 
zu Ku{oof , sodaß jeder Punkt eindeutig durch eine• 
"Zahl" aus K v [oo} kotiert werden kann. im9' ist daher 
bijektiv zu einer Kotierung. 

Analog: Kotierte Projektion des lf'e ist ein Grundriß 
mit metrisch spezieller Kotierung (Zahlenmenge= JR). 

Bemerkunß: ~ ist i.a. bloß bijektiv zu einer Kotierung, 
nicht projektiv zu einer Punktreihe cf; ist speziell K 
kommutativ und 3 K' zu ::r' mit K=K' und .3 cx:Ku,loo}--i> 
-~ K0loc?} mit ex.. ••• lineare Bijektion, d.h. u E. K ,.._ 
i--+- J = u+c , c = konst., dann gilt zusätzlich: 9 projektiv. 

Fall . 3 : L. ist ein Punktfeld. 
~ X~ L ; Verbindungsraum X,Z, 

ist der Gesamtraum T . 
~ 3* <p-Faser, nämlich f , 
9 imSo besteht aus einem Punkt allein, 

im Widerspruch zur Forderung (1): 

im <f besteht aus mindestens 2 I 
. Punkten. ~ Fall 3 ist nicht möglich. 

Satz 1: Eine lineare Abbildung aus 
einem proj. Punktraum in eine proj. 
Bildebene ist entweder kollinear zu 

einer Projektion oder bijektiv zu einer Kotierung. 
Im ersten Fall ist die Bildebene notwendig DESARGUESsch 
und gehört zum gleichen Körper, wie der Unterraum. 

Bemerkung zu Fall 1 : Die Kollineation 
ist i.a. keine proj. Kollineation! 
Vs. für ~ projektiv : '2e wird beschrieben durch 

3 

--~i = 2_ Q,jl(.(Jk.t) mit 
lc::o 

e ... identisch Automorph. von K 
(K ••• Körper von lr ) 

Ergebnis: Im wesentlichen ist jede nichttriviale lineare 
Abbildung der konstruktiven Geometrie eine Projektion. 
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1.2 Lineare Abbildung aus dem pro~. Ebenenraum 

Geg.: proj. Ebenenraum t,c lf (D-dual zu 1c 1f ) 
proj. Geradenebene 1'c r,' (d-dual zu 'f21c :t' ) 

Abb. rp mit ))(cp) (=t=sz,)ct, im p C lj' 

Beispiel: "Spurenprinzip" <p* : JI
1 

in 7f eingebettet. 

Ol e 8 J Qt C, 1-+ a.1 =<X,~ 

'131- ist nicht global ! .3 ll/:-= {c,} =f ß 
tp*surjektiv: jede· Gerade a s tu' ist 

Spur 

~*nicht injektiv: Ebenen :f= c, des 
Büschels um a' mit a' e. bi' haben a' 
als Bild ~Fasern sind Ebenen-

- büschel um die Spuren in ~ 1 

geschlitzt längs ~ • ~,. __ 

==;> Die Fasermengen des Spurenprinzipes 
unddßr Projektion si'nd D-dual. il-

Weiters gilt: kollineare Ebenen~ kopunktale Geraden. 

Definition einer linearen Abbildung <p*: 6--... '_gj_': 

Erweiterung von~~ zu einer globalen Abbildung y;;: 

mit Ol ':PoJt- = ex c./"· .\f o<. e: ~ \ i:. * 
0(.. 'Po* = P ->f o<. ES Z:. * 

Damit !P!: l ~l:ß~ 
(analog zu 1.1). 

global :i;nit l:J:= t:J'u{ß'/ 
Bezeichnung: 

Geg. 1r'; a 1
, b\1€.~~ 

Es sei definiert a1 + b 1 : = tao.'b' für a',b1 \c oJ' mit a' I b
1 

a1 + a 1 : = a I für 

a' + 0 = fZf + a' = : a' 
a' € qi' 

für a' E. q! 

Definition: 

Eine Abbildung 'P"" aus ~ in rg' heißt linear ~ 
~+ (I*) im~* enthält mindestens 2 I Geraden 

( ][*) d, ß \€6 J d-:t ß : 'f>o* ( ~r:J.f.i) = CX. cp/· + f> Y,d 
Damit sind die Folgerungen 1) bis 7) aus 1.1 direkt 
übertragbar~ -~ ~ * ist Ebene c, oder ein Ebenenbüschel. 
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zu 

A=fl 

, Es gilt : <;p*- Faser = 

Ebenenbüschel ext\t~} 
~ { y* -Faser 1 bijektiv 

zu tn' . -
Beh.: Spurfeld Q c ~ 

kollinear zu ~, , 
d,h . .3 ~!"Öj➔ 'r>r, 
und ~ ist (1 ""<1 

Kollineation. 

Beweis: bJ bijektiv 'DJ' 
noch zu zeigen: kopunktale Geraden c ey ~ kopkl::L. Ger. c q' 

Wir wählen zu 3 kopunktalen Geraden in C, eine 
Gerade g durch deren Schnittpunkt G (g ~ c:,) • g 
ist Träger eines zum Spurenbüschel perspektiven 
Ebenenbüschels, welches frei von Ausnahmeebenen ist 
( ~ ~ 6-3 ). ==;,, ·tpo*(e1) =y;*{!f) und wird daher nach 
( J[*) öijektiv auf ein Geradenbüschel aus OJ' abge
bildet. 

~ im c;* ist kollinear zum Spurenfeld C., ~ 

~ im sP* ist 
Körper wie~ 

De-Ebene und gehört zum gleichen 
nämlich zum Körper von T • 

Fall 2: Z..* ist ein Ebenenbüschel 6z. 

Es gilt: 

D-dual zu 

~~-Faser= Ebenenbündel in einem Punkt von z 
geschlitzt längs Ausnahmebüschel ~r 

--► im~* bijektiv zu { ft'~-FaserJ bijektiv zur Punkt
reihe z ➔im.so~ bijektiv zu 'fc , also <p* bijektiv 
zu "Kotierung". 

~ im y.;* = Geradenbüschel c. 'l?J' 
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Satz 2: Eine lin. Abbildung aus einem proj. Ebenenraum 
in eine proj. Geradenebene ist entweder kollinear zum 
Spurenfeld in X* oder bijektiv zu einer Kotierung. 
Im ersten Fall ist die Bildebene notwendig DESARGUESsch 
und gehört zum gleichen Körper wie der Urraum. 

Bemerkung: Bei Deutung des Spurenprinzipes als Abbildung 
von Geraden auslf geht die Dualität zur Projektion ver
loren. Während außerdem das Spurenprinzip im wesentlichen 
die "allgemeinste" lineare Abb. aus dem Ebenenraum ist, 

. ist das Spurenprinzip nur ein sehr spezielles Beispiel 
einer lin. Abb. aus dem Geradenraum in ein Geradenfeld. 
(Die allgemeinste lin. Abbildung aus dem Geradenraum in 
eine proj. Ebene heißt ECKHART-REHB0CKsche Abb.) 

1.3 Axonometrie 
= 
Geg. lf pp (1?) ... PP-Punktraum ( ~ 3 Körper K zu lfpp ·, K 

kommutativ). 0.3: =;> Jeder PP-Raum ist koordinatisierbar; 
die Koordinatisierung ist durch ein Koordinatensystem 
festgelegt. 
Koord. System: {Po , ••• 1 P3 , E 1 , nie 4 Punkte komplanar. 

~ie Koordinatisierung ist erst durch Algebraisierung einer 
Kante (etwa ~h„P. ) eindeutig bestimmt: · Po,..u- = 0 , Py-t- = eo , 
E01;«- = 1 mit Eo1 ... Projektion von E aus P2. P~ auf Po P1 • 

~ee----o--~j)-- Jeder Punkt X c:. lfpp wird durch homogenes 
Quadrupel (-x'o: .x,: iX1.: .x!>) I (0:0:0:0) (X€. K) 
dargestellt. 

Po ~Of P1 

0 1 

Definition: 
Punktes 

p~ 

Das "Koordinatenfünfzehneck" eines allgemeinen 
X (d.h. X Ef Koord.ebene, also Xo /. 0 ) ist 

folgende Punktmenge: 

{Po,P,,J?:)P3)xJ U {Xo,X1,X1.l?J U 

u { Xo1, Xo2> Xo3> X12, X2.3> X.31 }-

Dabei bedeutet Xj die Proj. von X aus 
Pi auf die gegenüberliegende Koordinaten
ebene und X31< die ·Projektion von X 

auf I}P~ aus der zu PjPic windschiefen 
Kante • 

Bemerkung a): Mit Xjk I Pj P~ , EJ°k I Pi P~ gilt nach 0. 3: 
Für X • • • (xo: ... :x;) allgemein ist -'; -:/- 0

0 
gleich dem .x.,. 

Doppelverhältnis DV(Xj1c, E2·k P~ Pk ) • (Wegen PP ➔ DV) 
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Bemerkung b): Die 15 Punkte des Koord.-15-Eckes von X sind 

nicht unabhängig ! 

Beh.: Für X allgemein gilt: X ist festgelegt durch 

Po>I;>J;,)P~ ( •• Fundamentaltetraeder) und ein Tripel 

Xh)Xif.)X1.,.., (j>'J<,1,.,'Yn\El o, ... >~1). ( X allgemein~ P3 , X1<c. \ + ) • 
{Po, ... , P?>, X:;k>Xje> X3'1'>1., J heißt "Koordinatensiebeneck" 
von X • 

Beweis: Falls X durch ein Koord.-siebeneck bestimmt ist, 
sind die Koord. von X bestimmt und die restlichen 8 
Punkte können ergänzt werden. 

Z.B. Xo1 , 

l 
x1 
-) 
Xo 

Xoz. , Xoa gegeben. 
{ J -
~ X~ 3* 
x 0 l Xo ~ (xo:x1 :x2.:x?>) ••• Koordin. von X 

Wir wollen im folgenden 1f'pp linear auf eine Ebene r' ab
bilden. Nach Satz 1 ist dann ,-, notwendig als PAPPUS-Ebene 
über dem zu i" gehörigen komm. Körper K anzunhemen. Wir 
geben dazu umgekehrt eine Abbildungsvorschrift ex.: 1f,,,..,.. z' 
an und zeigen, daß ex. unter der Vs. :r'-= ,r,.~ eine lineare 
Abbildung ist. 

Definition: Bilden in :n-;., vier Punkte P~ 1 P;, P,L PJ ein 

Viereck und sind E]k, Ej~, Ei..,, (j ,k,l,m\c.{0, ... ,31) paar-
. . . ' I p'n' E' .J-IP' p, weise verschiedene Punkte mit E1k ~ rk /\ jk T j, 1<. , 

dann liegt der "allgemeine Fall" vor. Das Siebeneck 

. f P.<'. E.;11,EöeE~-,,.,,\ (i~:r,?,~,l,mldo, ... ,31) heißt 

1 
Eo2. 

"lineares (ebenes) axonometrisches Sieben

eck". (vgl.Figur j=O, Eo1>Eo.z,Eoz.) 

~ Definition: Das "axonometrische Bild 

eines Punktes X€ lf Pf>(K) bezogen auf ein 

. proj. Koordinatensystem in lrpp 11 (kurz 

"Axonometrie" bezi..igl. eines axonom. Siebenecks im allgem. 

Fall): 
,X.j 

Für X €. lfpp möge gelten: ( 1) Xik E. Pj Pi,_ mit X-jk •·· .XI(, 

( j , k so> daß ~~ i g ) wird der Punkt xJk E. P'l' P~ mit 

DV (x~t, E;'k ,Pi,P~ ) = 1 zugewiesen. ( ~ Die Punkte P; 

und EA von ~P~ sind den Ecken P1 des Fundamentaltetraeders 

bzw. den Einheitspunkten Ejl<. auf dessen Kanten in lrpp 

zugewiesen). 

(2) Die Vervollständigung des 

axonometrischen Bildes des Koordinaten-15-Eckes von X 
r;eschieht "linear" (d.h. unter Benützung der Eigenschaften 
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einer linearen Abbiidung). 

Ist die Axonometrie eine Abbildung? 

Wenn ja, dann muß für jeden Punkt X €. lfrp gelten: 
Entweder X' ( X' ... axonom. Bild von X ) ist ein-
deutig, oder X hat kein axonom. Bild ( X ist 
ein Ausnahmepunkt). 

Zur Beantwortung der Frage ist eine Fallunterscheidung 
erforderlich: 

ol) XP XI= p] =. ~ .. 
J 

eindeutig 

ß) XIP~P~, o.B.d.A. j=O, k=1 
t(0:0:0:0) ➔ A + ..Q_ ~ 

vlo D ' 
eindeutig 

~) X! Pq P;r Pi. (o.B.d.A.) ~ X=XQ (vgl.Koord.-15-Eck) 

_ ... 

/Po' 

• 

\ Xo„ 
' 

ist 

P.' 1 1, 

1 
1 
, "l 

X' ,X, "12.. ' ,.., 5-, / -----,~, --
.,. ' 

I ', 
' 

'X) 0\ 

, x~= 0 , X?, ..... (~o:.X1 : .X1 : 0) mit Xo .x1 .x2 /. O, 
sonst liegt Fall oc) oder ß) vor. 
D . t .X-1 J(i. ,J(~ \ ..1 0 ann lS 7o ) ..;(o ) ,X0 F 

und nach 0.3, Satz von CEVA, gilt: 
J(,i . .xi. .... ,,x,. ~ X'= Xl eindeutig • 
.Xo ~1 .Xo 

durch 

.J; .L 0 
..\'o F • 

{ Ph Xo1) X02)Xo~ l =';> Xo\) x:2., 
XJ~ eideutig nach 
f., ) • Die Vervoll
ständigung (2) lie
.fert X'. 

Wir haben zu zeigen : . 

X' ist von der Aus
wahl des Tripels 

Xlk X1e x~'hl und der 
Art der Vervollstän
digung unabhängig. 

In lf P? gilt : Die 
Tripel X,X1,P1 ; X,X2., 
P2_; X ,X37 P~ sind kol-
linear. Nach ~) 

eind • .festgelegt. 
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.Nach Vorschrift (2) sind dann X1,X~,P1
1 

; x; x;_)P{ ; 

·x',x~,Pl kollinear. Durch X~P..,', XiPi. ist X1bestimmt. 

Wir haben zu zeigen: X'= (X~P~).(X~P{) inzidiert mit 

XlP_;. 
0

' X' X' X' X' X' Beweis: Die Dreiecke ro} 01) o1 und o~, 2., 1 sind 

perspekti v mit Zentrum Pi . ~ (Wegen lr~p =):Jr~) ] * 

DESARGUES-Achse, nämlich P; Pi , (denn (Po'X~)(X~X~)= P~ , 

(~XJ2).(Xo~X1
1
) = Pl ) ~ (Xo~ Xo~)(X~ Xd;} I Ei' P~ • 

D . D . V' X' X' VIX'X' Damit gilt : ie reiecke /\Oii 3 , 02.. und l\:z. 1 

sind axial perspektiv mit der Achse P; P; , (denn : 
X, X' ol . v' "' P.' laut Vs. . z., , rz. kollinear, 1101, "~ 1 z. koll. nach 

(b), u.s.w.) ➔ Nach der Umkehrung des Satzes 

von DESARGUES ]* Perspektivitätszentrum 

( Xo! X~)• (io'z. X:) = P~ ~ P~ T X~ x' . 
=9 Bei fest gewähltem Tripel x3~ ,Xd~, x~~ ist das 
axonometrische Bild X' von X unabhängig vom 

Koordinatenweg eindeutig bestimmt. 

Wir haben noch zu zeigen: X 1 ist·auch 

der Auswahl des Tripels xdk, X;e., Xi"Y • x:~ , =i> X~z. ; Xh gehören nach · cEVA 

Angabe konstruierten Koord.-15-Ecks. 

unabhängig von 
' , Z.B. Geg. X,0 X1z. , 

zum Bild des aus 

(Vgl. ß) ~. x' durch X1~=Xo~,Xo~)xO: nach oben eindeutig 
bestimmt. 

Ergebnis: 

Punkt 
Wenn X 

x' E. :ir:,. 
Die Axonometrie 

(X allgemein) in der Axonometrie Cl ein 

zugei~iesen wird, so ist dieser eindeutig • ~ 

ex, ist eine Abbildung. 

Folg. 1 : Wir bestimmen die Ausnahmemenge L c lfpp 
Axonometrie ex. • 

der 

Beh.: ]~ Ausnahmepunkt: 

Beweis: 

z~~/z' , 
0 .. 1l 

a) Z € L 9 Z I P3 (vgl .Falluntersch. cx,Y) =? 

, , ~ .3 Z.; eindeutig ~ z1 nach 
~,,.z~ 

' Z' i t.~~ Of 
0 

Falluntersch. j!,) ,& ) wohl bestimmt • 

Sei Z mit z;:::: p.j' {j==0,1)2,3)· 

77 f)Jß~ nicht erklärt ~ Z' 

nicht erklärt ~ Z € Z . 
---- -- (P.3 Z1 ) • ( Po P.z.)= Zo2. ~(Pj Z').(A,'Pd) = Zd2. (wohL-

P.'z -;-- - - - Z,~ =Zb. - -- - P- 1:'L:-1 
( P2. Z1) • (Pa P.3) = Zo„ =,p zJ~ be~-t,mmt) 

1 • - -- -- - -- 2. 1. ~ 
-- - ..__ ( Po Z1) • ( P2. P3).: Z2.!> ~ Zla ~-f/- -- Yo~\ --y;~· 
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1 . l 

(P2. Z5 ). ( Po P.i) = Zo1 ~ Zo1 = Z2.?> 

(Po zö ). ( P,. P2,) = Z,:z. ~ Z1~ = z~!) 
(P0 Zz_). (P.i ß) = Z1~ ~ Z,~ = Z~2. 

9 z~. 1Z0~ 1z;~ wohlbestimmt. Zu ZJ, gehört DV( •• )= t )=t:0, 00 > 

ZJ2.••· 1;[+ OJ Qq; z:,.. ... !: 1 F O„ oo ~ 3 eindeutiges 
homogenes Quadrupel ( 2o: l1: '2z.: 2.!>) , welches genau 
einen Punkt Z €. lrpp beschreibt, mit Z e L • · .. 

b) Sei Y /. Z ein weiterer Punkt aus Z. ; 
Y ••• (y0 :y,:y.1.:Y:,) /. (Zo: z,:l,.: Q) 9 wenigstens ein i.; 1-!i .i 

0 I o 
z.B. Q -4: .h ·(4 -0 ) =r- Yo!J /. Zo~ ~ Yo~ /. Zo~ • 

~o 'Yo . 

.

P.' 
'\ !I 

'"" 
/ \ ~ 

/ 1 ol_-,I'\ 
' o ro -z:o ·. 

1 
( Yo~ auf Koord. Achse durch DV 
eindeutig bestimmt). Mit Hilfe 
des Koord.-15-Ecks folgt daraus: 
Yo~

1
P;, P5 kollinear ~ 

YJ) Y0~ 1P/ kollinear ~ 
Yi I Y0':. Pd kollinear ==? 

Y' = ( w P,' ). ( Yz.' ?,.') 
• y,. • ,t.-

Y' ist bestimmt, falls 

' 1 t ,. 1 
Gleichheit gilt genau dann, wenn Y1. = P1 A Y1 = P.i • 
In diesem Fall folgt aber mit Hilfe des Koord.-15-Ecks : 

Y~z. = ( p; Y,'). (Po' p~) ~ Yo~ = Y.,' = Pa.' 
Y1~ : (Pd Y~). (~'P~) ~ ¾; = y;_ := ~, 

.Dann ist aber Y! = J>V(¼ .. E1,. ~,P~)=l>V(Y,~f1~,r;'iP~)= 0 (=-'IY:;::OJ 
..,.1 ;,/ .;, ) 1 1 

und * "" DV(Yo1, Eci, p~1ß):.- -:DV( yQ~ Eo'1.,P;,R,')=O ( :==;, Yo=O) 
also ist Y3 = g im Widerspruch zur Vs.• '= • · 
__,._ y' 01 >'~, P.' ist nicht möglich => Y' ist ein--r- 1 r1 = tz. 2, 

deutig bestimmt, also ist Y 4 Z. , im Widerspruch zur 
Annahme. 

~3~ Ausnahmepunkt z, ( L ={ Zl ), wobei gilt: 

Die axonometrischen Bilder der Projektion von Z aus 
den Koordinatenecken auf die Gegebene stimmen überein 
mit den axonometrischen Bildern dieser Ecken • 
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Folg. 2: Jede Axonometrie im allgemeinen Fall ist 
kollinear zu einer Projektion, also eine lineare 
Abb. . 

~
1 als projektive Ebene vorausgesetzt~ 3 4 r Bildpunkte, 

also 
9' (I) 
([) : 

sicher 2. 
ist erfüllt. 

X e. fAe. mit A /. B , A,B,X 14:X 
zu zeigen. : X' E. A! + B' ' 

Beweis von (K) : g = AB ' 121 ; r 1 kann höchstens 
2 Ecken des Fundamentaltetraeders enthalten, ~ ] 

sicher 2 Ecken, etwa P1., P3 , mit R..Eg J ~ E'g • 
~ x € rAE, : 3 X2. , 3 Xa ; x 4- x, ~ .3 x; , 3 x; 
X= ;l A + ;u,B , d.h. 1%j = ;Lai +f"k b; 6'=-o„3) mit 
Ä.1;-v!e.K ( ;?..,~) r (O,O) und A •• (aj), B •• (bj), X •• (xj). 

Dabei beschreibt ( ,;l,: !'"') · ein gewisses Doppel ver-

h ··1 t . .., " . R . h nk d . t " a nis : /LT" ••• proJ. ei e oor ina en • 
Z.B.: X3 in x 3 = 0 : ➔ die ersten Koord. von X u. X3 

stimmen überein: 

.X.o = ){.a.,o + ({.(, b„ 

.i1 -= ila..1 + /'- b1 

..x2.. = il a..z. + 1u. b2. 
(xi) •• Koord. von Xö in der Ebene PoP.,P~ 
bezügl. des Koord.Systems { Po ~ Pz. . E 2} , ) J .., 

Im vorliegenden allgemeinen Fall bilden die Punkte 

Po', P1
1

, P2.1, Ei ein ebenes proj. Koordinatensystem in 'l"
1 

• 

X~ besitzt nun in diesem Koordinatensystem die gleichen 

Koordinaten, wie X0 in f Po/\Pi- j E3 { 9 Xl ist eindeutig 
festgelegt. 

Durchläuft X die Punktreihe f ~ -=> X3 durchläuft 

A~ + B3 => Xl durchläuft A1 + B~ wobei gilt: 

Für X.2, bzw. x; mit :Jfo = A ao + /-(., b0 und Rg. (Q.o a.1 a.2 ) _ 1 (~) 
: -, '- bo b 1 bz. - =r o 

Xz. = /1.0,z. -+ i V.z. 
l 1 1 

gilt: X5 = A3 = B~ · ~ · gl ist ein einziger Punkt. 

Für X~ bzw. Xi mit Rg (~: b: 't:)= 2. gilt: A~ r B~ =?-

Xl durchläuft eine Reihe 9'" gl ist eine Gerade. 

Wegen (;l:t-t- ) ••• DV ➔ Punktreihe f~ ist projektiv zur 

Bildpunktreihe 'fi~ ( 1f und 7 1 gehören nach Vs. zum 

gleichen kommut.Körper K ). 
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Analog zu 
durchläuft 

' g~ wird 
A2. + B2. , 

gi konstruiert: X2. in xL= 0 
X.2, und X stimmen in den 
überein: 

J',j (j=OJ1,~) ... J(oorc(.. VOli X2. in. Po?.. fl 
be iu9l. { Po, ~, I}; E1. f „ 

Im allgemeinen Fall ist f PoJ I;, P~j Ez. I ein ebenes proj. 
Koord. System in ~• ; in Bezug auf dieses System haben 
Xz. und Xi gleiche Koordinaten: 9 Xi eindeutig in z' • 

Ist nun Rg. (i; i~ ~~}=- 1 (sicher /. 0), so ist A2.=-82. ➔A:=e: 
und X.2. bzw. X~ mit Xj = lla,J r~b3 (i=°'1,3) stimmt mit 
A3 (bzw. A!) überein.~ g~ ist ein Punkt. 

(a. 0 a.,o.~) · A .1.B · A'..J,.B' ➔ Ist Rg bo b
1 

b2. = 2... , so ist z. -r l.. /\ z. ..,. :z. • 

X1 bzw. Xi durchläuft eine Reihe ➔ g{ ist eine Gerade, 
wobei gilt: f1 ist projektiv zur Bildpunktreihe *' . 

' ' ' ' 1 ' Wir haben nun gezeigt: X es A+B ==9- Xa:E Ai. +Bz. I\ X,3 €. A~ +Bi 
Noch zu zeigen: X'-=A' +B1 • 

Dazu ist eine Fallunterscheidung erforderlich. 

ol) Seien 1 ' gz., g~ Gerade: Dann gilt wegen , 
• /\ fJ .1t" f/.s : 

Setzen wir zusäiaich voraus:-
, :f p' 1 -r.:- pi 1 

gz. - z. A g~ 2 3 • 

Damit folgt mittels Inzidenzen 
im Koord.-15-Eck: 
xt P;, x' kollinear } ~ 
X] ) P;_ > X' kollinear 

.,,,,..,__ x• - P' x' P' x' ---,,- -~ 3•2. 2-
..___._, ------- V. ::f, '--v---J .,,, 'tl.O.c), ~. 

, 4' l,a.. 
(p' ' p' X' ' ' ' ' ) .5X~= .). z # Pz.,Pö,xZ)x! kollinear 

v 1 n 1 
' 

·/: 12. a..uf .--i.Pt. , ' 

Wir projizieren f/-:. bzw. fg„ aus P; bzw. P~ ; dann 
sind wegen g~ .7r 

Es gilt sogar: 
gi die Büschel P,i, P}. projektiv._ 
P~ 7' P~ (genau dann nämlich ist das 

Erzeugnis von Pi und P; eine Gerade g). 
Der gemeinsame Büschelstrahl P~P~ muß also selbstent
sprechend sein und dies folgt aus Inzidenzen im Koord-15-
Eck so: Sei Y € ?..,& so, daß Y~ (I g~) mit dem 

n'p' . 'd' t gemeinsamen Büschelstrahl ~i ö 1nz1 ier. 
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Y~ = (P~ P! ) • {Pi Y~) ~ Y~1, Pi> Yi, kollinear } 9-
YJ~ = (P~ P1 ) • {P~ Y1) 9> YJi, Pl , Yl kollinear 

=} y;,Yi
1
Pi.,Pl kollinear ➔ Pi P~ ist sel bstentsprechend 

~ P~ ~ P,l ~ Erzeugnis ist eine Reihe fi . 
Bemerkung: Die Konstruktionsvorschrift der Axonometrie 

er~win~t bei obigen Vs. für Y mit YA= gt .PlPJ die 
InzidE'fnz von Yi mit Pl P~; eine Angabe der Art: 
Y~ = g .Pi P~ , Yl ••• belieb. e gJ ist daher nicht 
möglich. 
Wir haben zum Beweis des obigen Sachverhaltes den FS. 
der proj.Geom. in ~1 benützt. (FS gilt wegen sr'-tJ, ). 
We-iters gilt: Y'e (P~ P~) ist unter Ausnützung einer 
zusätzlichen Inzidenz, etwa Y'Ig~ , eindeutig festge
legt. 

, r· ' ,,:- ' {b) Seien g~ , g~ Gerade mit g~ P~ A gz. -:r.. Pa. • 

R.' 
q . 

\ 

X,.' 

\.X'_.,. X--~-
• -· 3 _:q· 

. Für Xe. g gilt: X1I gl {vgl .Figur). 

:~' "?" X' durchläuft gl, also ist g'=g~ 
eine Gerade. 
D b . y . y' P 1 Y'I g~ a ei folgt für mit . 3 = a : ~ 

Y'Iy;p~ , also Y' eindeutig festgelegt. 

Somit gilt : X 16 A '+B' • 

' 1 , 
=gl A gj l Pa ' g,; •• Gerade. 

1 

g2.~g~ g?> ➔ gi Ä g~ ~ p~ (x) '?\ 

Beh. : -;e ; denn: 
Y I n'p' 1 y 1 

.1 = .J:'2 ,3, • g 2. ~ 3 = 

zu tX.) ) • ~ PJ P~ 

Yi (Beweis analog 

selbstentsprechend • 

-·· ' 
\ x). 

,. 
") , , ' , I ' ' o Sei gz. = gö I\ P 2 , P~ gz. , gz. ••• Gerade 

"' Xi X~ X' ·zusätzl. Vs: g-:tP,i (=9der triviale Fall 
P.~,~-<> 0 

---
0 7- op.-;-· -··- g = Pz. P~ ist damit ausgeschlossen). 

i. '···,,. Qic:a~=a' ?l ~ gI P,P:!t A die Ebene g(P1 ~) enthält 
",. ,. 

0 
.J <J den Ausnahmepunkt Z • ~ g '=gi., oder g ' 

·"'o ist ein fester Punkt aus gi , also X' 6 0 1 ,.,.,. 

ro " •A'+B' • 
• 
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E.) Seien 

X~ X ' -g t g' - 2.• ?, 

gilt: 

~- 0 

X' 

.folgt 
Punkt. 
Z.B. 

A '=B '=X' 

Für Ye g mit Yi =P~ ~ Y; =P~ (nach 
Bem. zu ex.) ) ~ Y=Z •• Ausnahmepunkt. 
Damit gilt: 't/ XE: f1\{YJ ist 
X'=gr.gJ 'also auch für A,Bl!Z 
.=:> /4? ~ ;·., =A'+B' = A.-~ g' ist ein 

g~ ••• ein Punkt, g~I PJ; gl •• Gerade, gi .I Pl_ 
' g '=X~ .PJ 

P.z.' ,J 

also ist 
(X!~ P!) 1 F. --7 ,.. .:, vg • igur; 
g' eine Punktreihe. 

In allen weiteren Fällen gilt wie bis
her ebenfalls: r; = A '+B' • 

Damit ist (l) gezeigt und die 
Axonometrie im allgemeinen Fall ist 
daher eine lineare Abbildung. 

Satz 3: Eine durch ein allgemeines ebenes axonometrisches 
Siebeneck bestimmte Axonometrie ist eine lin. Abbildung 
aus dem proj. PAPPUS-Raum auf eine proj. PAPPUS-Ebene 
zum gleichen Körper mit geanu einem Ausnahmepunkt und ist 
daher kollinear zu einer Projektion. Der Ausnahmepunkt ist 
dadurch bestimmt, daß die axonometrischen Bilder seiner 
Projektion aus den Ecken des Koordinatentetraeders auf die 
gegenüberliegende Koordinatenebene in die axonometrischen 
Bildpunkte dieser Ecken fallen. 

Bemerkung a): Wir haben bis jetzt bloß den Fall eines allge
meinen ebenen axonometrischen Siebenecks behandelt, also 
folgende Angabe: P~P .. \Pi,P~; E:i~,Ej~ ,Ej.! ( '/=) mit E-it I p,;. Pt' 

und E,;e~ 1 P,:, Pt ; Pi+ , nicht kollinear. 

Spezielle ebene axonometrische Siebenecke: 
Wir untersuchen bloß solche Ausartungen des Siebenecks, für 

• die sich im Sinne von Satz 3 die zugehörige Axonometrie 
Kollineation als Projektion e~gibt . 9 p~• ( J=0,,3) sind 
sicher nicht alle kollinear. 
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t ' 1 3 Punkte, etwa Po 1 P1>P~ sind kollinear und pw. I. 
(""9 P~ I. PJ P1' ) • Diese Angabe ist genau dann ver-

/i 'träglich mit Satz 3, wenn der Ausnahmepunkt 
P.1' / eo' z P" von <X in der Ebene Po P„ P2. allgemein 

/. 0 ~• angenommen wird und E~ El~ E;:.. belieb. mit 
Fi' E~ + 1 P), P~ , E)-tI P) P-c' vorgegeben sind • . 
P~ I Pd= P/ I P~ I Pi • Diese Angabe ist verträglich mit 

lß' Satz 3 , wenn Z I P0 P1 angenommen wird. 

/ 
1 J t 1 => Eo, = Po = P 1 ~ Eo-, 

Fall keine zusätzliche 
ist also durch Pj'und 

• festzulegen, damit die 
eine lineare Abb. ist. 

bedeutet in diesem 
Angabe; das 7-Eck 

E ' t 1 1 1 j 1<>Ejt iEJ.,,., =r Eo.i 

zugehörige Axonometrie 

d) Die .obigen Fälle ex.) und ß) sind die einzig möglichen 
speziellen Angabemöglichkeiten für ein axonom. Sieben
eck; denn: 
Ist PJ =~

1 I Pl = P~1 ~ Pl sicher kollinear ~ 0<. 

sicher nicht koll. zu einer Projektion. (Es gäbe 
in diesem Fall windschiefe Sehstrahlen). 
Ist Pd =P.,'=PJ. I p~• ~ P./ sicher kollinear. Die Ebene 
P0 P1 P2. wird auf einen Punkt abgebildet (bei Kotierung 
möglich, aber nie bei Projektion). ~ Satz 3 ist 
nicht erfüllt. 

Es gilt also 
Satz 4: Eine Axonometrie bezüglich eines speziellen ebenen 

axonometrischen Siebenecks ist kollinear zu einer Projektion, 
wenn entweder von den vier Punkten Pl höchstens einmal 
zwei zusammenfallen oder drei I Punkte kollinear sind. 
Dabei sind die Punkte Ei so vorzu~eben, daß keiner auf 
einer projiz. Kante liegen. 

wurden Axonometrien mit Z allge-
) 

Bemerkung b) : Bisher 
mein behandelt.( 
Sei nun etwa Z=P3 ~ P3 h_at kein Bild. 

·x I z : Sehstrahl XZ ,-~ X~ E XZ ~ 
't/ Y€ xz\z gilt: Y'=X' ~ x.;.=x' 

Die zur Axonom. cX. gehör. Projektion von lf 
erfolgt aus der Ecke P3 auf die Gegenebene JJ = 

= PoP1 P~ • =9 xl durch Eintragen der DV in 
Koordinatensystem [ P~,P/1~; E1 t von ::;r• • 
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Bemerkung c) : Speziell K=R, ~, elementare Anschauungs
ebene. 

'Obertragen des Doppelverhältnisses 
//- ---- c:-- ~; .. ])V(x'jk, E;k, ~, Fi.) auf die 

k, 1 1 
Koordinatenachse EjP~ in ~• mit 
Hilfe des "Meßpunktes" M~k: 

z.B. Meßpunkt M01 zu P:~• 
g ~ 1 

-~-__:_---'E---H--~~1-----"''---i;:=l- DV ( Po,~o< fo P1) = 0 => Po ... 0 
1 "- Ji' Dv(~ E 2 P.) DV (Eoi, E:o.i I Po) ij)"" 1 ), Ed., ,,. 1 

"' - .to = o1 01 o 1 .DV ( Pi, E:01 i Po, R) = oo la.u.t J>ef. > p,,',., "" 
Man legt durch P0

1 einen beliebigen Zahlstrahl g mit dem 
Nullpunkt in P~ • ( g ist isomorph zu R ). Die Reihe 
PJ P; ist dann sicher perspektiv zum Zahlstrahl g, also 
3 ein Zentrum ~ mit M01 I E~41 , Mo-iI P„1

Cf' (P1
1
00 //g). 

➔ xJ~ = P0
1P/. Mot~ • e.<ä e·'i 

Nach Anwendung die~tr Konstruktion auf mindestens 3 
Koordinatenachsen ~'!ic' läßt sich das Koordinaten-15-Eck 
von X· ergänzen. 

1.4 Lineare Abb. ~a.. · aus einem affinen Punktraum Fa.. 
in eine proj. Punktebene. 

Vgl. 0.3.: Jeder affine Raum läßt sich in einen proj.Raum 
gleicher Dimension einbetten. 

lTo.. • • • Punktmenge 12°' 
Definition: 
Eine Abb. ~a_. aus der Punktmenge 1o., eines 
in die Punktmenge 'JZ' einer proj. Ebene !r

1 

es eine lin. Abb. <:f aus der Punktmenge 1 
raumes 'f'a,u rw in die Punktmenge 'f' von 

<f(N = Cf I pa. • 
Fall 1 : l.f bijektiv zu einer Kotierung 

=;,. (j)a._, bijektiv zu einer Kotierung ( K 

affinen Raumes 
heißt linear, wenn 
des proj. Punkt
,-' gibt mit 

~ 

bzw. Ku{oa} ). 

. Fall 2· :. y;, kollinear zu einer Projektion ~ 3* Z 
~ 2 Unterfälle: 
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ol) z 1. w 
Jeder Punkt von i-' ist Bildpunkt. ~y?Q, ist surjektive 

\ ~' 

,Z~w .. --·~o X' 

'Abbildung, kollinear zu einer 

Projektion. Dabei ist das 

y> -Bild eines Ferndreiecks 

ein Dreieck in ,., . 
\X ,,,,,. ..-~ ... Kollineation. 

\ v/ 
-::rz 3r -

• 

~' 

Z Iw : Die Fernebene w ist 

o 'Z.Iw projizierend. 

Die Ferngerade ü von 3r trägt keinen 

Punkt X als Ergebnis einer Proj. 

eines Punktes X~ f°' aus dem Zentrum 

Z • ~ ~a,,: ,!a.,----. ~ ' ist ni eh t 
surjektiv! 

Zu. ~Q., gehört eine lin. Abb. <.f: 'f!- f 
I 

mit ff>:: ceo lf mit 7f: lf -,,, :r ••• 
Projektion und -;;e: :ff-? :1r' ... Kollineation. 

In dieser Erweiterung wird 4JJr = u 
, auf U-

1
=lf.-cC eE.:Jl"' abgebildet. Schlitzt 

man nun 51" 1 längs u' und beschränkt f:P (und a:. ) auf ';/20.., 
dann ist die Beschränkung !fo.- eine surjektive Abbildung 

auf die affine Ebene }2\ \ { 12,,~} und ce:fff->.1' ist eine 
Affinität. 

Wegen 1,/) /12(\, .... Parallelprojektion gilt somit: 

!16. ist eine surjektive Abbildung auf die affine Ebene 

und das Ergebnis dieser Abbildung ist affin zu einer 

Parallelprojektion. 

Anmerkung: Ist :Jr' eine affine Ebene mit der Ferngeraden v' 

d . t - '.t. 1 un is U...cG = ~ ~r V 

Parallelprojektion • 

dann ist :r-' bloß kollinear zu einer 

Satz 5 : Ist t?ct.=<.P //~ eine lin. Abbildung aus dem affinen 
Punktraum und ist y; kollinear zu einer Projektion, so 

i$.:t das Bildfeld kollinear zu einer Zentralprojektion, 
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wenn drei nicht kollineare Fernpunkte bei~ nicht 
kollineare Bilder haben. 
Besitzen dagegen 3 nichtkollineare Fernpunkte bei !/J 

11-' 
kollineare Bildpunkte, dann ist das Bildfeld kollinear 
zu einer Parallelprojektion. 
Wählt man im letzten Fall die Bildgerade der projizierenden 
Fernebene als Ferngerade von ~', so ist das affine Bild
feld affin zu einer Parallelprojektion. 

Bemerkung: Wir haben gezeigt : Für Zl'4) ist !/Ja., 
kollinear zu einer Zentralprojektion. Diese Aussage läßt 
sich verschärfen! 
Beh.: Für Z,E{,ü ist ~c:t- affin zu einer bestimmten 

Zentralprojektion ~. 
Beweis: Der Ausnahmepunkt Z ist sicher Zentrum dieser 

Proj. ?.fo ; wir müssen also ?F geeignet wählen. 
Zur Ferngeraden u 1 

/ !li' 
· von if I gehört die 

!f> -Faser u '!f_, 
(d.i. { PE 1f' P'I li}. 

/ 
I 

/ 
_;' 

/_ 
r 

Sei u = (u' !P-1 ).w 
und werde Ji 

durch ü gewählt. 
- r Dann ist -;;e: ?."-? ~ 

so beschaffen, daß 
- , 
U,cf. == ll, 

.ist also eine fern
punkttreue Kollineation, also ist~/~\~ eine Affinität. 
Es gilt damit: Zu jedem von w verschiedenen i durch ü 
3 eine fernpunkttreue Kollineation. 

Anwendung von Satz 5 auf eine axonometrische Abbildung 
aus einem affinen Raum: 

Gegeben: affines Koord.-System gemäß 0.4: 
Die Grundpunkte Po,Pi,Pz.>P3 sollen i.f. mit 

lv ,.. X.:)= Q • 

o; X1.u> Ylt,) Z41 

bezeichnet werden. 
In ~• 

1 1 1 1 \ \ 1 , 
gelte statt P0 , P-s I Pi.> Pi ; E;i. Eje, ,E;j.1,.v mit 

,.,,,, ' Y I Z' E I E1 E 1 ' die Bezeichnung u,Xu.> "'I ..... ,; Ci=: x , oz. =:Ey , 
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Wir haben festgestellt, daß das Ergebnis bei %., affin zu 
gewissen Zentralprojektionen ist (unter Vs.: {u', XJ, Y~, Z~} 
ist ein Viereck in ). 

z~ .~ 
/: ::.. ~----~, ........ 

i 

Xo, ==X(+ X1.1. 

} 
X„ 

l( 

XoL=:X:, i Yu.. 
Xos =:Xi-1- Z .... 

Sonderfälle: 

··-

. Sei X (d.h. X ). Aus 
dem Koord.-15-Eck von X in 

entsteht durch Weglassen 

1 der in liegenden Punkte 
·--Y._':'- . X Y Z ; X X X das 

"affine Koordinatenachteck" 
("Koordinatenparallelfläche"). 
Aus diesem lassen sich alle 
Koordinaten von X gewinnen: 

¼ = ~ .X - J)V(X0 ,)~01,Po,R):::: j)V~x,Ex,O,Xu )= 1V(XxEi<O)-

... ])V (Xi i Ex> o-: X~) lo..u.t 1)e.f• von. a. 

X) • ( A~a.log f ,lr Xl, x; ) .. 

Sei kollinear (d.h. Z€ w ) , Jr
1 sei eine affine 

Ebene mit der Ferngeraden u' • 
Dann ist nach Satz 5 das Ergebnis 
der Abb. y> sicher kollinear 
zu einer Parallelprojektion. 

' 
&z~ 
1 

Gilt außerdem: u' = <j) {f t«)) 
dann ist das Ergebnis bei (_f) 

sogar affin zu einer Parallel-
1 ' 

~l' 

rJ 

0 

. 0 proj ektion. 
v, ' ft~ In diesem Fall erfolgt die 

Angabe der Axonometrie .,t>q. durch 
ein "ebenes Dreibein" {<J!E' E' Eq 

1 X J 'I, ll 
(unter Zugrundelegung eines 
Parallelkoordinatensystems in 1f ) • 
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Z.B.: ,r' ... proj.abgeschl.Anschauungsebene, u' ... Ferngerade 

von ,r' • 
1 ( I ' 

1 
') TVlv'E' , .... ) Die Konstruktion von Xx ... -X=-- J>V Xx,Ex,()',Xu, ==- \l\.'

1 
x,v1 

kann durch Teilverhältnisübertragung mittels Zahlstrahl 

erfolgen. (vgl.Figur). 

1.5 Lineare Abb. aus dem euklid.Punktraum 'fe. 
-===== 

( fe... Punktmenge von 

3 in der Fernebene w 
1' w ; vgl • 0. 7) • 

F~(R) mit: in der proj.Erweiterung 

eine absolute (elliptische) Polarität 

Vs: Die Bildebene ~ 1 sei zunächst eine projektive Ebene. 

Definition: Eine Abb. aus 1fe. heiße "linear", wenn sie im 

Sinne von Satz 5 eine !in.Abbildung q;~ aus dem zu fe ge

hörigen affinen Punktraum f~ ist. 

Da Y~ Beschränkung einer lin.Abb. ff' aus dem proj.abgeschlossenen 

euklid.Raum fe, also im w~sentl. eine Projektion ist, und 

daher 1Te und 7rl gleichen Grundkörper besitzen, muß hier 

gelten: ~, ist eine reelle proj.Ebene ( ~(R) ). 

Vs.: 11"1 sei eine proj. abgeschlossene euklid.Ebene :J"i • 
Wir fragen nach den Bedingungen, unter welchen die lin.Abb. 

Y'a..: 1fe. --,.. ,ri ähnlich zu einer Projektion ist. 

Fall 1 : Z -:E w • ~ !Pa- ist sicher affin zu gewissen 

1~Weg: 

Zentralprojektionen. Nur unter diesen ist nach 

solchen Zentralproj. zu suchen, zu denen <fa, ähnlich 

ist. 

Algebraischer Abschluß R c C ; wir erweitern den 

Definitionsbereich von y? auf fe ( C): • 
Dazu: Erweiterung der Zentralprojektion 'lJ) ➔ 1/lc: 1/(C)-+ 'ör{l) 

Erweiterung der Kollineation 
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~ ist Ähnlichkeit# ~ bildet die abs.Punkte 
ab auf die abs .Punkte :1;, J{ von ,r' l Ist dies 

dann führt ~=1/-'coWc den abs. Kegelschnitt D... 
in einen null teiligen Kreis 1/'c(-Q) in $'

1 über. 

( 'J~ , J~ 1 I S°c ( n) ) 

J-1) J:z. von l' 

der Fall, 
von lre 

.. 

z J 1 ,.,---... J 1 ,lf \,-----t-__ _ 
/ \ 

/ 1 
/ l 

/ 1 
I I 
I I 

\ 
--------~----"-- u. 1 J, 

1 
' \ / 

I I 
1 / 
l / 
\ / . 

\ ,/~ (..0..) •.• 
' ' ,/ ' ' , 

x ... (~:~:l;_:.T!.) ---- --- ,_, _________ -- .. . --- ----t::::::=-

<e ... Af f i,ii.t&.:l: 

'----mu.<el,, K1'eLs ,., 
0 

2. Weg : Zu .f2_ gehört die absolute Polarität '3l"w , 

zu 91c(..Q) gehört das y,-Bild dieser abs. Polarität 
~' w • 

Somit gilt: Zu f.fJa.. gehört eine .Ähnlichkeit ~ ~ das 
g;>~ -Bild der abs. Polarität ist das Polarsystem eines 

nullteiligen Kreises in der euklid. Ebene ~~. 
Auf -u ·wird durch t!i"u., - die- absolute Involution kj. Punkte 

induziert. Stimmt das a?.. -Bild dieser abs. Inv. auf u 

mit der auf u'. in~~ gegebenen abs. Involution überein, 

dann ist das Ergebnis bei 9'.::v ähnlich, zu einer Zentral

projektion. 

Anmerkung: Für :ir aus dem Büschel ü:(3f) '\. iw} ergibt sich 
keine Einschränkung, (wir haben bloß ü und die abs.Inv. 
auf ü verwendet) ! ~ I.a. ist ä2. keine .Ähnlichkeit 
und diese Eigenschaft von a2. kann durch eine allgemeine 
vollständige Angabe der lin.Abb. $-?q. nicht erzwungen werden. 

Fall 2 : Z I w . =9 y,~ unter Umständen affin zu einer 
Parallelprojektion 1/1 (und zwar dann, wenn y:,(:fw)=u.' ... 
Ferngerade von 3"1 ) • 

Vs.: ~• sei eine proj.abgeschl.euklid.Ebene ,re} • 

Beh.: 3 7J10 : ire-.. .'.lre so, daß ce: ~-)- ar; ... .Ähnlichkeit (dabei 

ist Y'Q.'= 'lJ/oo~ ). 

Beweis: Wir erweitern <f ins Komplexe: % ; ~ ~ 
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1 ' 1 J1, Jz. ... abs .Punkte von .Ti"'e. ; 

==> die zugehörigen Soc -Fasern 
kj. imaginären (also sicher f) 

w 

---i:,,.. 

J;, J1 sind 

J 1 -f J' -1 
1 <f d:. ) }. 'f ~ 

Geraden 

In ~ : Z reell, daher Z ;f ..Q ==> ..[)_ 0 ( JJ <ft') = 

=[4 Punkte} • Diese Schnittpunkte bilden i.a. 2 Paare kj. 

imaginärer Punkte (vg.Proj .Geom.) ~ 3 genau 2 reelle 

Verbindungsgeraden u 1 , ut • Wir benützen nun u., oder U2.. 

als Ferngerade einer reellen Ebene 1'; (j=1 oder 2), dann 

führt ~ die abs.Punkte von ~;; über in die abs.Punkte 

J1' , J{ von $;J, ; also ist die Parallelprojektion V-'o: lfe-31'1 
(j=1 oder 2) ähnlich zu sPa.-: lle ~ ,rJ • 
Ergebnis: Wählt man i aus einer von i.a. 2 bestimmten · 

Stellungen aus, dann ist ~Q.. ähnlich zu einer Parallel

projektion. 

I 
I 

~ .,,-,, ' ,, ' 
/ 1 

z 

J ' -1 ] 1 1 Speziell: Sind 1 CfJc J '2. ~c zwei 

Tangenten von ..Q, so ist u 1 = Uz. 

(=> Z ist n9twendig der abs.Pol 

von u1 ) und 3~ eine Ebenenstellung, 

aus welcher 3f auszuwählen ist. 9 ~ 

ist ähnlich zu einer Normalprojektion. 

( 3 2 f Ebenenstellungen, dann ist S°o.. ähnlich zu einem 

Schrägriß). 
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Satz 6 : Besitzen bei einer linearen Abb. .5,t)a.. = !P / /!Q in 
eine euklid. Ebene ~• drei nicht kollineare Fernpunkte 
bei~ nicht kollineare Bildpunkte, so ist Stä, genau dann 
ähnlich zu einer Zentralprojektion, wenn das Bild der. 
absoluten Polarität~~ in T das Polarsystem eines 
null teiligen Kreises in x' ist. 
Ist dagegen Soa- affin zu einer Parallelprojektion, so ist 
y?a, immer auch ähnlich zu einer gewissen Parallelprojektion, 
wobei die Stellung der Bildebene 1f der Parallelproj. bei 
Schrägriß zweideutig und bei Normalriß eindeutig bestimmt 
ist. 

Anwendung von Satz 6 auf die Axonometrie <Xe aus 1fe in eine 
proj. Ebene !r1 mit euklid. Metrik. 

/ 

e' 
~ 

~-

Fall 1: OC.e ähnlich zu Zentralprojektion (Z.f t:v ) ~ wenn 
ö.:::e(r~) in der komplexen Erweiterung das Polarsystem eines 
null teiligen Kreises in :ir1 ist. ~ Wir suchen daher die 
Bildpolarität von 9rw • 

Vgl. 0.6: Eine Polarität ist festgelegt durch ein Poldrei
eck und einmal Pol - Polarare. 
{ XIA,, Y~, z~} ..• Poldreieck von .Q =P X~, Y~, Z~ bilden ein 
Dreieck ("Fluchtpunkt-Dreieck"),nämlich das Poldreieck für 
die Bildpolarität. 
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Wir benötigen noch ein Paar Pol-Polare: 

Dazu benützen wir die Ebene Ex Ey E2 

("Einheitsebene": c) • Der Lotfußpunkt 

N aus cf auf ~ ist der Schwer

punkt des (gleichs.) Dreiecks 

b. ExEyEz.. 
==,,- N ist der "Dreieckspol" der 

Ferngeraden e~ von~ bezügl • 

. D. ExEyEz., (vgl.Proj .Geom. ). 

Wir projizieren e aus er in die -Fernebene w : • 
~ Ex-+Xl4.,, Ey-YI(,, Ei-->Zt.t.,, e~ bleibt fest, Ni--Niv; dabei 

ist Nu., Dreieckspol von el.,\,..,' bezügl. ~ ¾Yl.4. Zi • 

Wegen eN' 1-e sind Nv... und e1.v abs. polar; N~I mit 

keiner Seite von .6. x~L, .. Z1,1,, e~ I mit keiner Ecke. 

~ N,.._, e""' sind ein zuläss .Paar Pol-Polare =9- N~ 1 e~ 

vervollständigt die Angabe der Bildpolarität. 

Konstruktion von e~,N~ bei nicht ausgeartetem axonometrischen 

Angabe-7-Eck: (Zunächst: E),E;,E~ nicht kollinear). 

--Ir.:-·-·-· - . - . -·-· ~--· -·-· -·-· -· k----~-- -, ,__ II et // 

---... ..... -..... _~, ! / / 
/ i / 

/ 1 "2 1 
/ i L.u.. ~ <aiJ.:t : 

\ / 
/ 

ExEy. Y14Xl4 Ie~ 
E~ Er. Y~l~ T e1.e,,. 

E2-Ex, iLi.,Xv.. I e4., 

:Di'e.$;.e Irt i.i'cten 'f.en, 

9e.Lten. a..ucJ, i'>?., 5r ! 
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Daraus folgt: e! ist die DESARGUES-Achse der Dreiecke. 
"- X'Y. 1 z1 und A E'E1E' 1 · µ 1,1,,1-1,1,,C, µX~i. 

Speziell: E;>E;,E~ kollinear =? e ist proJizierend ~ 
1 E 1E 1 

~ 814, = X ':/ • .. 
Nl ist Dreieckspol von el ~ • Durch ist 
ol(~oo) bestimmt. 

Fall 2 : . Z I LI) ; cx(fv.>) = u '••• Ferngerade von 5r 1 
• 

In diesem Fall ist C(o., stets affin zu einer Parallel
projektion, aber auch stets ähnlich zu gewissen Parallel
projektionen (vgl. Satz 6). 

Satz 7: Eine axonometrische Abbildung aus einem euklid. 
Punktraum in eine reelle projektive Ebene 'Jr

1 
· bei der ein 

Fluchtpunkt-Dreieck existiert, ist genau dann ähnlich zu 
einer Zentralprojektion, wenn die Polarität in ~' be
stimmt durch das Fluchtpunkt-Dreieck als Poldreieck und 
dem Bild der Ferngeraden e~ der Einheitsebene mit ihrem 
Dreieckspol bezüglich des Fluchtpunkt-Dreiecks als einmal 
Polare - Pol das Polarsystem eines nullteiligen Kreises 
in t-' ist. 
Eine Axonometrie mit 3 kollinearen Achsenfluchtpunkten, 
welche auf der Ferngeraden ;on ~• liegen, ist stets ähnlich 
zu einer gewissen Parallelprojektion; für allgemeine 
Axonometrie ist die Stellung der Bildebene ·zweideutig, für 
normale Axonometrie ist sie eindeutig (vgl. Satz von 
POHLKE). 

Bemerkung a) : Rekonstruktion der Sehstrahlrichtung und der 
Bildebenenstellung aus dem axonometrischen Bild. 

Vs. Z I w ; ~•= :,rS proj. Anschauungsebene, wobei die 
Ferngerade us von ~s das axonometrische Bild d-(~) von~ 
ist. (~ ex, sicher affin zu einer #-Projektion, vgl. 
Satz 5). 
ie sei bezogen auf ein kartes. Koord. System. 
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............ ·, 

·-·-····•-..jff 1 ·- ·-··---- · Ex 

.x' 

....... 

EJ 
Ey' 

·,. 2.!i 
·,. 1 

'·~ ·,. 
1•·~ 
z::.. = z;;.12. 

, Für den Ausnahmepunkt Z gilt nach Satz 3: 
Z Ill) laut Vs., also ist Zo = Z 00 :: und der Aufriß Z"=Zl: 

• von Z ist identisch mit Z-6 = Z" • 
Z2.?J= (ZoPt), (P2.ß) ==:> Zt =9- mittels 
Teilverh.-Obertragung (vgl.Figur):c~zt 
Für den Grundriß Z' von Z gilt 
a:p.al og : Z ' = ZJ = ~2. = Z,1. 
Z12.= (20P3)• (~P2.) 9 2ii 9> mittels 
Tei~ verh •. Obertragung: 2.~2. (= Z.') 
Damit gilt: Die geg. Axonometrie Ol 

ist affin zur Parallelprojektion in 
Richtung s = OZ auf eine belieb. 
Ebene 3t' c lfe • 

..}· 

Rekonstruktion von 1r so, daß ex, ähnlich zur ff Proj. auf ,- : 

Wir benützen zunächst eine Koordinatenebene als Hilfs-Bild-
ebene (etwa S'1 , falls s = OZ -ff- 31"1 ). 

Nach Satz 5 ist Ol sicher a,ffin zur Proj. auf ~ • 

• 

Wir wählen nun in :,r.S einen Kreis k5 nun crs (etwa durch E~) 
als ex-Bild einer Ellipse k in ~ • 
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Et 
./ 

/ 
./411 

, 
/ E} '-.. 

14'' .. 
" ~· 

Zur Rekonstruktion von k c Xi wird ein ...& Durchmesserpaar 
(z.B. osE~ , ~5 3s ) von k5 in den Grundriß übertragen~ 

k'= k • 
Legt man durch k einen Zylinder 
Sehstrahlrichtung besitzen, dann 
axonometrische Bild jedes ebenen 

Erzeugenden 
k.9 das 

r , dessen 
ist der Kreis 
Schrii ttes von r der nicht 

II s ist. Wählt man nun ~·als eine der Kreisschnittebenen 
von r , dann ist a sogar ähnlich zur //-Proj. auf 3r • 

Konstruktion der Kreisschnittebenen von r : 
o. B.d.A. kann ~ngenommen werden, daß k c $i kein Kreis 
(andernfalls ist Q'.. schon ähnlich zum //-Riß auf ,r:. ) • 

ist• 
' In 

diesem Fall konstruiert man einen Normalschnitt k* von 
Ist k* ein Kreis, dann ist r ein Drehzylinder und 3* 
Kreisschnittebenenstellung (nämlich die zu k* gehörige); 
ol ist dann eine normale Axonometrie. 

Ist k* eine Ellipse, dann gewinnt 

r 

man ·Kreisschnitte von p , wenn man 

• 

r mit jene·r Kugel schneidet, die r 
in d~n Hauptscheiteln von k* berührt. 
(Die Schnittkurve 4.0rd. cM zerfällt 
dann nämlich in zwei auf der betref~ 
Kugel liegende Kegelschnitte, also 
Kreise k., , k2,.). 
Die bezüglich der Hauptsymmetrieebene 
von . r symmetrischen Ebenen von k

1
„ 

k~ (vgl.Figur) geben die gesuchten 
Stellungen von~ an, für welche die 



• 

- 62 -

// -Proj. in Richtung s ähnlich ist zur Axonometrie ex,, • 

Bemerkung b): (Vgl.Anwendung von Satz 6, Fall 1) 

Geg.: euklid. Raum lfe , ,.· Ol ••• axonometrische Abbildung; 
3r1=: .n-c ... proj .An?,qhauungsebene, fc ••• Punktmenge 
von ,rc • 

Vs.: Z -Itu • ~ X!:, Y~,z~ ... "Fluchtdreieck"(nicht alle Ecken 
notwendig eigentlich). 

Oe'.. ist sicher affin zu einer Projektion aus dem Ausnahme
punkt Z und unter Umständen sogar ähnlich zu einer 
Projektion; nämlich dann, wenn die Polarität, welche durch 
das Fluchtdreieck als Poldreieck und durch e~ mit e~•4',6 
( e .~Einheitsebene) und Nt (Dreieckspol von e~ bezügl. des 
Fluchtdreiecks) als Polare-Pol bestimmt ist, Polarsystem eines 
nullteiligen Kreises ist. 

Wir stellen nun die Fr~ge nach den frei wählbaren Angabe
elementen des axonometrischen 7-Eckes, so daß nach Ver
vollständigung dieses ?-Eckes die zugehörige Axonometrie 
ähnlich zu einer Zentralprojektion ist. 

Dazu gilt: 

Satz 8 : Kennt man (;fc = P; , das Fluchtdreieck und das Bild 
eines Einheitspunktes auf einer nichtprojizierenden Kante 
und ist das Fluchtdreieck spitzwinkelig, so können die 
restlichen beiden Einheitspunkt-Bilder so ergänzt werden, daß 
die Axonometrie ähnlich zu einer Zentralprojektion ist. 
(Es existieren i.a. vier Lösungen für die Ebene .?r der 
Projektion). 

Zwischenbem.: In 0.6 wurde gezeigt: Jedes Poldreieck eines 
nullteiligen Kreises ist spitzwinkelig. (Die Einschränkung 
der Angabe des Fluchtdreiecks auf spitzwinkelige Dreiecke 

· ist daher eine notwendige Voraussetzung für "ähnliche".) 
Außerdem gilt (vgl. 0.6,Folg.4): Der Mittelpunkt M des 
Polarsystems eines nullteiligen Kreises ist stets der Höhen
schnittpunkt jedes Poldreiecks. 
Davo~ gilt auch die Umkehrung: 
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___ .,_ -r:::,.. 

1 

1 

Ge. : Polarität ~ ; spi tzwinkel. 
Poldreieck, dessen Höhen
schnittpunkt M der Mittel
punkt von sr ist. 

Beh.: jj""' ist damit das Polar
system eines nullteiligen 
Kreises. 

1 

Zu zeigen: "null teilig" : , 
Für ein einziges Poldreieck müssen die Involutionen· 
kj.Punkte auf allen drei Seiten elliptisch sein; d.h. 
auf jeder Seite müssen einander die Paa:re der In
volution trennen. 
Z.B. auf Xi'.;:Y~: (X~, Y&) trennt (1,Tf) mit. 1 ••• 
Zentralpunkt ( 1 = C Mi!~). ( Xit Y~) ) und a ~ Yi Zt 
spitzwinkelig. 

Zu zeigen: "Kreis": 
Die Invol. auf der Femgeraden uc von ~c muß die 
absolute sein, also muß die Involution kj.Durchmesser 
die Rechtwinkelinvolution sein; (3 also sicher zwei 
Rechtwinkelpaare). _ 
Hier gilt: (M1,M1) , (M2,M2) sind zwei Rechtwink.el
paare (vgl.Figur), also ist die Invol. kj.Durchmesser 
die Rechtwinkelinvolution. 

==? Polarsysteme von null teiligen. Kreisen sind gekenn
zeichnet als Polaritäten, deren Mittelpunkt der Höhen
schp.ittpunkt eines spitzwinkeligen Poldreiecks ist. 

Beweis von Satz 8: 

Auf Grund der Zwischenbemerkung gilt: Durch das (spitz
winkelige) Fluchtdreieck allein ist ein Polarsystem eines 
nullteiligen Kreises bestimmt •. (Der Höhenschnittpunkt ist 
automatisch der Mittelpunkt dieser Polarität). 
In diese Polarität muß e~ und N~ als e_inmal Polare - Pol 

. passen. 

Für N~, e~ gilt also 
einerseits: 
- HCX~ ,Yi j f C) pc) mit 

Pc= (tJ~Z.~)(X~Ytf:); P'-=e~•~!~) 
(da Ni Dreieckspol von 
e~ ist). 

Andererseits ist (PC,~ 
1· auch ein Paar der Invol • ........,,.._ ___ ---t-----t---'"lt-----t>---,C>-
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kj. Punkte auf X~Y{:; 
denn: et ••• Ferngerade der Einheitsebene & ; 

Nä ••• Normalenfernpunkt der Einheitsebene e . , 
~ Punktreihe eu.. abs.kj. zu Nfi, ~ Punktreihe N~Zt 

abs.kj. zu P (vgl.Figur) ==9" P , P sind abs.igg. ! 

(Pc, pc) sind ein Paar der ellipt.Invol. auf ~n:,. 
~ 0.6 Aufgabe 3 mit X~ statt A , Yt statt B • 
=~> 3* (PC ,P"). 

Wir wiederholen diese Konstruktion für eine zweite Seite 
des ·Fluchtdreiecks: 3* (Qc.-, Qc). 

(Für die 3.Seite ist die Konstruktion von (Rc,Rc) nicht 
mehr nötig; da wegen der Eigenschaften der Dreieckspolaren 
pc, pc, Qc, Qc, Re., R~ die Ecken eines vollständigen Vier
seits bilden müssen). 

P'-, pc., Qc., Qc. haben vier Verbindungsgeraden, die als 
mögliche Bilder ei von e~ fungieren können. 
Wählt man eine Lösung e~ aus, (wobei N~-dann als 
Dreieckspol zu e~ bezügl. 6. Xt.,Y~Z~ zu ergänzen ist), 
dann ist 6 X~~zt &~ perspektiv L'l E,xEJEl mit 
der Desarguesachse e~. 

Ist nun (neben e~) z.B. E~ gegeben (wobei die 
nicht projizierend sein soll), dann legt x: , Ei 
eine Homologie ~(oc, et) fest, mit deren Hilfe 
und E; = Z~~ gefunden werden können. 

(Im Sonderfall E c I c E'" Ec -X et.v ==? y' .2 _L et ). 

x-Achse 
genau 
E;= Y;';:cR. 

Bemerkung c): Rekonstruktion des Zentrums und der Bildebene 

in Bem.b) behandelten Fall. 

(D.h. das geg. axonometrische ?-Eck erfüllt die Vorauss. 

dafür, daß die zugehörige Axonometrie Ol ähnlich ist zu 

einer Zentralprojektion) • 
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lfe sei bezogen auf ein kartes. Koord--System: 

A e C ~ usn~epunkt Z : Z3 = P3 ~ Zäk => X' 
~ ( ~o: 2-r: ea.: i ~) => Z" , Z ' durch Doppelverhältnis-
übertragung (wie Bem.a) ). 

~ : Unter den gegebenen Vs. muß ~ so gewählt werden, 
daß oc affin zur Zentralproj. auf $ ist. ( ex. ist 
dann automatisch ähnlich zu dieser Projektion, da das 

Y1 U 

Bild der abs. Polarität das Polarsystem eines nullteiligen 
Kreises ist und daher die absoluten Punkte der Femgeraden 
uc von ~c. automatisch von den abs. Punkten der Ferngeraden 
u von ~ stammen). 

uc ... Fernpunkt von c,e Xft. , ve •.• Fernpunkt von 
~u• mittels DV (Uc.; o-c)E1)X.z) = TV(U';O',E') 

OCYt • ' 
(V' analog. ) ~ U, V • 

~ Die Ebene ~ ist sicher // zu 
"Verschwindungsebene" (~ U; V 

uc „ vc ••• Fernpunkte). 

ZUV; d.h. ZUV ist 
•• Verschwindungspunkte ~ 

Also ist u ex. = uc 
auf 3r • 

und oc somit affin zur Proj. aus Z 

Da für die Einheitsebenen (und damit für die Einheitspunkte) 
vier Lösungen möglich sind, 3 vier Lösungen für "5f' • 



- 66 -

§ 2 Lineare Zweibildersysteme 

2.1 Geg. lf (K) ; 1, c lf (.K) ; 1' ... Punktmenge einer 
projektiven Bildebene ~• • .. 

Nach Satz 1 gilt: Jede lin. Abb. aus :JZ in 1,' ist 

koll. zu einer Projektion oder bijektiv zu Kotierung, 

also nie injektiv. 

Durch Verwendung von zwei wesentlich "verschiedenen" lin. 

Abbildungen Cf1 : 1~ f' und lf,_: 'jl-+~"='Jq' läßt sich 
zu jedem "allgemeinen" Bildpunktepaar der Raumpunkt eindeutig 

rekonstruieren. (I.f. seien Kotierungen ausgeschlossen). 

Es soll gelten: 
(f,, sei kollinear zur Proj. c, 1 <f--~}!iF aus Z1 auf ff (Z1-I1i) 
· d.h. j ~4: '{2f--:r 1Z' , sodaß Cf1 = ~ 1 • "<t1 • 

(===> ,r-1 ist notwendig De-Ebene zum Körper K von 1f • ) 
<fz. sei kollinear zur Proj. ~t.: 1~ 1i aus Z2. auf i (Z2.1. i-); 

d.h. 3 ?e,_: ~ ~ r"- 'f' , sodaß )"2. = C,.z.• 'c:e2, • 

Damit folgt für XE: 1\{z1 , z~J : 
Xi--+Xcp.=:X' mit X~1 =:i., X~=X' 

x~X<fz. =:X" mit XE,z=:'x ' .X~=X" 

Über ~ 1 und l:., 2 treffen wir vier Voraussetzungen, die i.f. 
stillschweigend gelten sollen. 

Vs. (I) . . 
Andernfalls wären die Fasern von {ft u. </2. gleich 

und eine injektive .Abbildung von f nicht _möglich. 

Beh.: Die Ausnahmepunkte z1 , Z1 sind genau dann verschieden, 

falls f' und f" wesentlich verschieden" sind, d.h. 

ftx•) und f'(X 11
) nicht kollinear. 

Beweis: a) z., = Z2.. ==?. 9t , '1" sind pe_rsp.kollinear ~ 

r' (X') kollinear 3r ~-koll. 5r kollinear 'f2 ''(X") 
kollinear--------

b) f'(X') koli.. 1"(X") (Vs.) 

Beide Felder stammen von lin • .Abb. Cf, bzw. cp,_ aus f . 
"kollinear"' heißt: 3 Bijektion /3: 'lt~ f" , sodaß 

zu jedem X' e. f' 3* X" mit X"=X'/3 • 
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::} Zu jedem Xe i\ {Z1t 3* X' und X' ß =X" ; d.h., 
jeder Punkt X,der für ~1 nicht Ausnahmepunkt ist, ist 

auch für 1./Ja.. nicht Ausnahmepunkt. Einzig möglicher Aus-

nahmepunkt für tp,_ ist Z1 • .. 

Andererseits ist <fa.. lin.Abb. und besitzt daher genau 

einen Ausnahmepunkt Z1 ~ Z1=Z2. 

(I) =+] Z1 z1 =:#·."Doppelsehstrahl 11 (oder"Kernachse"). 

Vs. (]I.) . . Die zwischengeschalteten Projektionsebenen 

11' und i sollen verschieden sein. 
(Es gilt notwendig: · Z,,:f :,r , Z.z.. I if ) • 

(i) ~ 3 :,r.'5r =: a •• "Grundschnitt". 

Vs. (ll) : ,,e- sei windschief zu a. 

Damit gilt dann: 

Z2. 1 z. 

O>---

XI 

. X "allgemein": ~ (Z1X).7 =X , (Z1.X).3i" =X; 

Zusätzlich muß gelten: . (Z2.X) • (Z-, X) = 1 I a • - '---,,-"' ;r /\ l1la.X !-" ~4ea.X 

~ Die Bilder X , X von X l\'"On XI in "', 'f li~gen 

"geordnet" : 

in 3r) ( qi1 in ,r) 

31" I 
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( c}2L '. ~21 heißen "Kernbüschel II' Zz.' Z1 heißen "Kern
punkte"). 
~ v· X I,,o- gilt: X , X liegen auf Kernstrahlen, die 

einander in einer Perspektivität (mit der Kernachse als. 

Perspektivitätsachse) zuge·ordnet sind. 

In ~· = 1r'' : tj~;__ , t'g~; •• "Ordnungsbüschel", 

Zl, z; . . "Ordnungspunkte 11
• 

Die Ordnungsbüschel stammen von perspektiven Büscheln, von 

denen jedes einer bestimmten Kollineation unterworfen wurden. 

➔ Die Ordnungsbüschel sind bijektiv gekoppelt (i.a. 

nicht projektiv) ! 

Bemerkung~: Um geometrisch sinnvolle Ergebnisse zu erzielen, 
ist der Körper ~ von lT (und 51'

1 
) zu spezialisieren. 

Vs. ( 1) : Die Kollineationen. a:!1: i~:J/ ,,1 ~,: Y ~ 31'1 sollen 
projektive Kollineationep(~ein. 

Dies ist z.B. dann er.tüllt, wenn K bloß den 
/• . 

trivialen ~utomorp~f~mus gestattet. 

(Beispiele: K=R,l/K=Q, nicht aber K=C) 
Damit sind die von den p~rspektiven Kernbüscheln stammenden 

/' 

Ordnungsbüschel ~ qz;,,/\ ~ Z'a. nicht nur bijektiv, sondern 
projektiv. ~ //. 

~ 3 (3: l>J'~ ;/1'z1 ,(!, ... "Ordnungsprojektivität". 

Vs. (2) : /~~i. lt ~~: sollen i.a.einen Kegelschnitt erzeugen. 
//Da nur in PP-Ebenen ~in vernünftiger Kegelschnitts

/ 
/ Begriff existiert, sei K kommutativ vorausgesetzt. 

Z.B. qi:bd alle Vs. für K=R erfüllt,~ z.B. die proj. 
/ . 

Ansßflauungsebene ist eine mögliche Bildebene ar1 
• , 

Bemerkung b) "Hauptraumfigur" 

{ B1 , Ba.; i , 'i t mit den Vs. (I)-(JII) (also Z-, :/: g,_, "'fff :f, r, 
Z1 Z,i, windschief ~)i , :ü~Z1 , ;..J?_Z21 ) heißt "(zulässige) 
Hauptraumfigur". 
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Bemerkung c): 11Hauptbildfigur" 
{ Bi , B~ ; fb: ~'et-,. ~~l J c 31"1 heißt "Hauptbildfigur". 
Wir unterscheiden vier wesentlich verschiedene Typen von 
Hauptbildfiguren. 

◄ 

1. Typus; Zl r Z1 '~ ist eine Projektivität, nicht Per
spektivität. 
Das Erzeugnis der Ordnungsbüschel ist der "Ordnungskegel
schnitt" durch Z~' und Zi • 

2 T Z ~ = Z1" , ß • ypus: 1. ist eine Perspektivität ~ 
]"Ordnungsachse". 

3. Typus: z• P.. - Z" fl.. 
- 1 ' /"' 

ist eine Projektivität f l. 

4. Typus: Z I - Z" .2. - -1 

Zwischenbemerkung: 

' ß = l 

Geg.: <p,,: M-+-N , ~: M-+N ; 
(Cf.,,t/,.) ••• Symbol für eine Abb .• ( "Paarabbildung"), die wie 
folgt erklärt ist: 
(f1,~):M-+-Nx.N mit : X€ _12(<p1)nD(<p2..)1---t--X(Cf,,,cp,.):-= 

-~+</> = (Xcp1J X<pa.) 

Dies benützen wir zu folgender 

Definition: "lineares Zweibildersystem" 
Geg.: 1f(K) •• proj. Raum, f ... Punktmenge von lf(K) 

i(K) •• proj. Ebene, 1'= 12" --Punktmenge von m'
1 

Seien ~:7i-+'(J' und <f'z.:'(l-r?8 zwei· wesentlich ; lineare 
Abb. auf die Punktmenge 'J!' bzw. f I von ,r' ; 
dann heißt die Paarabbild. (~) Yl, ): f! ~ f 1x'l!' mit 
D (tp•><A) = 12\ { Z1 > .Z1 f ein "lineares Zweibildersystem", 
wenn gilt: 
(I) ·<JJ„ 1 <J>L erfüllen die Vs. · ( I)-(m), 
(I) K erfüllt die Vs. (1)A(2). 

Eigenschaften eines linearen Zweibildersystems: 

1) Wir fragen nach Punktmenge c ])(p„ <J>z.) , für welche (so,> «ß) 
injektiv ist. 
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Beh.: (1:f0 '1z.) ist injektiv auf der Punktmenge f\fo- (ff ••• Kern

strahl). 

Beweis: V X I ;& =9" 3* Punktepaar X' , X" 

erklärt ist: 

~ (rp,,,I.J)~) ist ~in f\1o- global. 

Sei Y :/: X , Y e i\ 1o : ~ mindestens 

eine Proj. von Y und X ist ver

schieden. (3 sicher; Fasern).*(Y,Y); 

+(X,X) => (X' ,X") f: (Y' ,Y"). 

,.- Zu ,} Punkten aus 1 \ 1u- 3 eindeutige, 

r Bildpaare. 

Sei Xe ?20- A X :J:(Zh Z1 , da sonst eine 

,der Abb. , t.p,, , </z. und damit ( ff,,'fz.) nicht 

X=Z2., X=Z1 =+ V x € fo-\ {2.1, Z2.f gilt: x• =Z~, X":=z;•. 
~ ( {O.,, ~,) injektiv im längs des Doppelsehstrahles ,l!J' 

geschlitzten Raum· 1f(K). 

Bemerkun5: Für ist stets X -/: Zz., X = 

x~ =X' f z1 , Xg,i. =X" f: z~ • 
Die Bildebene ~ 1 ist gelocht in Zl , Z1 , also ist (cp,,,L) 
sicher nicht surjektiv. . 
Außerdem kommen für (X',X") nicht alle möglichen Paare aus 
f'x '(l,n · in Betracht, sondern nur solche Paare, die durch 
die Ordnungsprojektivität (!> gekoppelt sind; 

d.h. V x € f\ l:o-- gilt: .. (Zl X')(!, = (Z1 X") • 

Die Ordnungsstrahlen von X stammen von Kernstrahlen, die 
als Spuren der doppeltprojizierenden Ebene ,e,.X in den 
Projektionsebenen ~, "5f aufzufassen sind. 

2) Das ( Cf.,, S'l)-Bild einer Punktreihe r 8 : 

()(..) g allgemein, d.h. g windschief /&' • 

·, · · 128 c 12\ fo- _ ~-~.(YJ1'f~)11f
3 

__ .ist injektiv 

Dabei gilt; Z.2.!g , Z1I g , ~ Z!-I g' , Z~ .f g" 
g (X)7' g (X) 7f g(X) ~ g'.(X').7' g"(X") 

ß) g schneidet /fY in G I= l Z1 , Zz: ~ 
. G'=Zl ' G"=Z!; 
g', g" sind Ordnungsstrahl_en. 

• --- g, g sind Spuren der doppeltproj. Ebene 
. - =-,,et. g in !Ir,~ , treffen einander also auf 

a ~ g.'f.; =g" • 
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~) g schneidet ,f!/ in G=Z-1 (g ·'f ,H) 

tJ' 

g ist "er&tprojizierend". _ (=>- f~\{2,,li.\ wird 

abgebildet). 9" 

g' ist ein Punkt+ Zl , g enthält Z1 (g ••• Gerade) 

g" ••• Gerade durch Z1' punktiert in z;' • 
(Z2g), g •• Spuren der-doppelt proj. Ebene durch g 

=9 (Z'g' )fo = g" •· 

8) g=tY~g ... "doppeltproj." (-==rfs\{t-t1lt.f wird abgebildet). 
➔ g '-Z' g"-Z" -2., -1• 

3) Das (y.,1 ,~)-Bild eines Punktfeldes r« : 
0(.) ·Ol allgemein d.h. AY,! 0(. I\ 3 A°;,G'.OL mit A 'F I Z 1' Za, ·• 

l;1 l1°" ist eine persp.Koll. von ex.. auf 1f 

~ 1- l ~ ist eine persp-.:Koll. von O<.. auf i 
mit x•ie;. (~1l~r! (~,.lfcx.). ~2. = X" 

/ '---v--=-', ~ 1 
1t 1'ote. ,r ~. ;r 1/o(t 

=9" 3. ~: 'Jr'(X')➔,r'(Xn) /\ 8eat ist eine proj. Kollineation, für 

welche wegen A'=Z!und A"=Z~' gilt: Zi_~=Z~ • 

Zusätzlich erfüllt~ 

9r' 

fo.lgende Eigenschaft: 

• \/XE'. p« \ lA f muß gelten: 

(Z l X' )ß =Z~'X'. 

Diese Eigenschaft muß mit ae« 
verträglich sein: 

Beh.: Es gilt ~« 1 lD21 = ß 
Beweis: Zl = A' (A= O(;o-) 

A'-~oc. =A"=°Z!/(laut Vs.) ~ 
~.eoc.-1· 

(z•x•)A ~lz 11 x") ~ L!:_at)_~ 1 

Die Ordnungsstrahlen werden bei 

so wie bei ß transformiert. 

Bemerkung: Ist die Hauptbildfigur vom IV. Typ,. also Z~' = Z! I\ 
r.i=2./' xi X" A /b:::: ~ J · so gilt: Zu jeder allgemeinen Ebene· ex. 
~ ist ~e1. eine persp. Kollineation mit Zentrum Z1' =Zä, • 

f!,) 
• 

CX. erstprojizierend (d.h. Z Ioc.. , ,c- Tex.) 
~ (?2oi)g>1 = o:.1 ist eine Gerade, die Z~ nicht enthält ( li.f <X Y1 
< ,Po()~ = 1" . 
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~) CX. ist doppel tprojizierend. 
~ 0('.,

1
, ol 11 sind Gerade11, und zwar re3-Bilder von Kern-

strahlen; also gilt: zlioc:,' , Z! To6 11 
/\ a'f= <X

11 

Satz 10: Ist K ein kommutativer Körper mit mindestens drei 
verschiedenen Elementen, der nur den trivialen Automorphis-
mus gestattet, und sind <P,, , Yi zwei lineare Abb. aus 

lr(K) auf ~ 1 (K) , deren Bildfelder nicht kollinear sind, 'iI 
so existiert eine Ordnungsprojektivität f zwischen den 
beiden Ordnungsbüscheln so, daß die beiden Bildpunkte eines 
nicht auf der Kernachse liegenden Punktes auf zugeordneten 
Strahlen liegen. 
Die Beschränkung der Abbildung ( f1 J Y'2.) auf den längs der 
Kernachse geschlitzten proj. Punktraum ist injektiv. 
Geraden, welche_die Kernachse nicht treffen, werden auf 
projektive Punktreihen abgebildet; nichtprojizierende Ebenen 
auf Kollineationen des 1. Bildfeldes auf das 2. Bildfeld, 
~elche die Ordnungsprojektivität enthalten. 

2.2 = 
Lagenaufgaben im proj. Punktraum 

Geg.: proj. · Punktraum 12- (0.2); f9 , 1o1. ; I- _€. 

XI g ~ X€ f'j ' ~ Icx. # XC '/Zot ' g Tex.~ Xe. f(X. 'r;/ X€. f s . 
Jede Aufgabe in f , die bloß Inzidenzaussagen zum Inhalt hat, 
läßt sich auf eine (oder mehrere) der folgenden sech~ Lagen
aufgaben zurückführen, die paarweise durch das Dualitätsprinzip 
gekoppelt sind. 

L1 : Geg.: A,B 1 +, .L *. 1 • Geg.: CJ <p l =I 
Ges.: g=A.B Ges.: g= E,.<p 

L2.: Geg.: a, b, mit Li= Geg.: a,b mit: 

3 S mit sila,b • 3 ex.. mit a,b(IO(. • 
Ges.: ~ =a.b Ges.: S=a.b 

L~: Geg.: A,a . Af a L*· Geg.: oc. ' a . a{cx. ' ~· ' Ges.: ex. =A.a Ges.: A=a,0<. 
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Die Lösung dieser Aufgaben in einem linearen Zweibildersystem 
erfordert die Vervollständigung der Ordnungsprojektivität f!, ; 
dabei wird je nach dem Typus des Zweibildersystem wie folgt vorge
gangen: 

1. Typus: Die Ordnungsstrahlbüschel erzeugen den Ordnungs-

2. Typus: 

3. Typus: 

• 4. Typus: 

2~ . kegelschnitt (:r 1 
••• PP-Ebene). 

(b ist eine 

Wir fassen die Ordnungsstrahlen 
auf als Bilder der Spuren gewisser 
doppeltproj. Ebenen in den 
Projektionsebenen - -3r ' ,,. • 
Dann gilt für zwei bel. doppelt-
proj. Ebenen ~ ' , (=f:): 

~· = .{'.(b ' "1'' = 1'-ß · 
Proj. Geom. : ~ 3 "Projektivitäts-
zentrum" p mit P I ( ~' nt ). (~81'). 

Perspektivität =+ .3 Ordnerachse '" 
(=Perspektivitätsachse von {!:> ) , mit 
deren Hilfe(!> vervollständigt wird. 

ß ist Projektivität :/: t im Büschel Z~'=Zl. 
· l~=lJ ,9 Vervollständigung mittels STEINER-

Kegelschnitt. (Die "kreuzweisen" 
Verbindungen der Schnittpunkte des 
St.-Ks. mit zwei Paaren von Ordnungs
strahlen schneiden einander in einem 
Punkt der Projektivitätsachse von [!, , 
siehe Figur). 

fo = l 

Z" = Z' 1 2. 
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Wir lösen hier die Lageaufgaben in f\1~ für den "allgemeinen 
Fall" (d.h. die auftretenden Ebenen sind nicht projizierend, 
die Geraden mögen den Kernstrahl ß' nicht treffen) in einem 
lin. Zweibildersystem vom 1. Typus: 

L1: Vgl. Eigenschaft 2): 
' . . 

,~• =A '+B' , 'f cj" =A"+B" ; 

9 1(X') A 9"(X") mit 

(ciX')f = (l~X")_. 

e' 
x' 

L * . :L.: (Vgl. Eigenschaft 3) Geg.: fe , ,Py 
Ges.: 1c. n f y, = r'J 

allgemein. 

Im Zweibildersystem ist €., =ABC und (:f? = PQR festgelegt 

All P" Z" B" Q". Z" 0 11 R" Z" , ,1,, ,1,, '" 
A'~B"C" ist Z~'-perspektiv zu 

' durch eine (proj.) Kollineation 

ref. bzw. re~ .• 
ae.f. ist bestimmt durch A ' ..... 
A" , B

1
1--+-B 11 

., C 'i--.C" , (Z~I-Pzr) .~' 
,re . 01 pu Q't--+-QII R'~ R" 'l•oJ:".~ J ) ) 

(ZJ_ --z~• ) 
(Dabei ist a2e.l9}~t =zey,f~~==ß· 
Für X€. fe.op<J' gilt: X 'a!E.. = . 
= x•~.f. =x11 
Konstruktiv gehen wir so vor, 
daß wir A',B',C' als erste 
Bilder von Punkten aus fy, 
auffassen, deren zweite 
Bilder mittels rey, ergänzt 
werden. In der Figur ist diese 
Konstruktion durch die An
gabe A'=P' , B'=Q' , C'=R' 
vorweggenommen. Dann gilt: 
sind kollinear und 6 

ß P"Q"R" ( P" ,Q" ,R" nicht 
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kollinear, da y, laut Vs. allgemein) ~] DESARGUES-Achse d. 

Beh.: d=g" 
Beweis ·: Sei X,I AB 

=P ' Q' ~ X 1 'i:€.'I' l p II Q II 

Analog für Y { AC mit 

~ d=g" =:)> g'=X'Y'. 

mit X"=(A"B").d , ~ X"€e61 =X'e A'B'= 

" (Z!X' )f, = (Z1X',ze,,) ➔ X'ce,=X"=X'~e • 
Y"=(A"C").d ~ Y'ceL=Y'.;e,=Y". 

Ergebnis: ·cee~· rey, ( bz.wo -rer1~e.) ist eine perspektive Kollineation 

mit dem Zentrum Z1' und der Achse g"=(c n ':P ) !P2. • Analog 

ist <fe• ae;1 eine persp. Koll. mit Zentrum Zz. und der 

Achse g ' = ( c n ':P ) ~ • 

Bemerkung: Die Lösung von L1 im Punktraum kann ~uf L1 und 
L! zurückgefuhrt werden: 
Ist c =ABC und Y,=PQR , so sucht man etwa AB=c und 
BC=a (L1) und schneidet 'JJ mit c und a (L3). ➔ cpc=C1 
A y,.a=A1 ; ➔ A 1C1 = e..cp =g (L1). 

L2, : Geg. a,b 1 + A 3 S mit S=a.b 

Ges. ex.. =ab 

9 3 A€. fo. mit 
dabei sind s,A,B 

fQ. =S+A ; .:J B G f O mit 
nicht kollinear ~ CX.=ABS • 

I, * • 
-L:. Geg. 

Ges. 

; Im lin. Zweibildersystem bilden im 

allgem. Fall A' , B' ,s ' , z; und 

A" ,B" ,S" ,z1 je ein Viereck, wodurch · 

genau eine Kollineation cf.ex.. mit 

'ceoc.. l ~1tl = f, festgelegt ist. 

XE::foi. ~ X'a?cic.=X". 
(Vervollständigung von aeO(,. , d.h. 

Konstruktion von X" bei gegebenem 

X' durch "Angittern"; siehe Figur). 

fo. =A+B ' ,f1> =P+Q 
A301:: mit a,b II()(. 

S= ·,pa.." ,Pt:> • 
•Zunächst: Schnittbedingung im Zweibildersystem (3 OC=ab): 

VS. Ol- allgemein ~ 3 3 nicht koll. Punkte in { A,B,P,Q} 

(Z.B. A,B,P ), für welche die Bilder zusammen mit den 

Ordnungszentren je ein Viereck bilden. 
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1 • 

~ Nach Eigenschaft 3 ist 

. ( <fo Cfz.) l ilol = <€.«.. u nd 

~ol ist durch Z2r+Z~' , A4 
. A 11 

, B •~ B" und P 1--+P" 

eindeutig festgelegt. 

fa.. u. f&- erfüllen die 

Schnittbed.-# wenn auch 

der vierte Angabepunkt Q 

Bilder Q', Q" besitzt, für 

die gilt Q •~o(. = Q11
• 

Liegt nun Q"=Q 're«.. auf 

A"B" 'so gilt: Q'IA'B', 
denn: 

DV(A "B"Q"E") = 
c .;.c=~II) 

A(f10/)(b:;; Q_N • 

DV(A'B'Q'E') 
=~) 

Bilden A" B" Q" P" ein 
' ' ' Viereck, so auch A 1 , B', Q 1 ,P' mit a" und b" bzw. a' und b 1 

als einem Paar in 00,:J., zugeordneter Diagonalen. =9>- Die 

Diagonaleck~n S 11 ,s' sind in -reol zugeordnet ==:>-Z{S ! ß =S"Z.~ 
wegen re()(., / qk{ = f-, • 
S 1 ,S 11 sind die Bilder des gesuchten Schnittpunktes. 

Damit gilt: a,b schneiden einander genau dann, wenn der 

Schnittpunkt der ersten Bilder (a',b') dem Schnittpunkt der 

zweiten Bilder (a",b 11
) in der Ordnungsproj. (' zugeordnet 

ist ( ~(o.'. b') ß :: l'~ (a!1 b''.)). 

L3 : Geg. : A, a I E Ges.: Ol =aA. 
Im 1.2,B.S.: A' ,A 11

; a' ,a 11
; allgemeiner Fall (d.h. A 1.:f a' - ' 

A 11.:f a 11 
• - ' a';fZ' a 11..:fZ") - 2 , - 1 • 

Ges.: ~°" (vgl.Satz 10) 

'Unter den gegebenen Vs. 

3 X,Y mit X,Y j I a so, daß 

{ Z{,A' ,X' ,Y'} ein Viereck 
bilden. 

Wegen A", Z1 j I a II müssen 

dann auch {z11 ,A 11 ,X11
, Y'.'} 

ein Viereck bilden. 

-:.: •, 
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Durch Zl4Z1 , A't""?""A" , X'i--+X" , Yt-+Y" ist genau ein,e 
Kollineation ae.~ festgelegt, für welche zusätzlich gilt: 
aeO(,\ ~ 1 , - n.. • denn A' A"· X' X"· Y' Y" sind durch 

""d ~z. - /J ' ' ' ' ' ' 
Ordnungsstrahlen gekoppelt ( X",Y" wurden gemäß L1 so 
ergänzt). 

Umgekehrt gehören zu 
zugeordneten Ecken 
bestimmte Raumpunkte 
aufspannen. 

den von den Ordnungszentren verschiedenen 
A' A"• X' X"· Y' -Y" der Vierecke eind. ' ' ' ' ' 

{A,X,Y}, die genau eine Ebene oc 

L'!:,* ~- Geg.: 1foL •.• P,Q,R , 
Ges.: 'foc.. ri Po..= s. 

f o.- ••• A~B , .'fCl- 4 fcx., (allgemein) 

Das ( 'f1i <.&. )-Bild von ol, bestimmt eine proj. Kollineation 32-d ; 

a1('f1,lf;,J (a'=A'B'' , a"=A"B"~• 

S"I T"Q" mit 
ist S" (b--1 =S ' 
des gesuchten 

Wir identifizieren A' 
und B' von a' mit 
ersten Bildern von Punkten 
aus ex, und suchen deren 
zweite. Bilder. 
In der Figur: A'=T' zu 
T ~ fol , =?- T" durch 
Angittern, siehe Lz. 
Für B' =Q' ist dieser 
Schritt durch die Angabe 
vorweggenommen. 

Beh.: (T"Q").a"=S" ... 2. 

Bild von S • 
Beweis: Zu zeigen S'=S~ 

inzidiert mit a' • 

Bemerkung: Das angegebene Verfahren heißt "Deckgeradenprinzip" • 

Satz von STAUDIGL: In jedem beliebigen lin.Zweibildersystem 
· •.t kann eine bestimmte Lagenaufgabe bei ·gegebener Hauptbild

figur "in gleicher Weise" gelöst werden. 
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. 2..3 Rekonstruktion = 
Geg.: Hauptbildfigur {Z!,Z~;fo:~~~~ra~~} 

· Zuläss. Hauptraumfigur { Z1 , z2 ; ~, i } 

Wir stellen folgende Fragen: 
· (1) Zµ. wievielen Bildpaaren müssen die zugehörigen Raum

punkte vorgegeben sein, daß man den zu einem belieb. 
Bildpaar (X' ,X") gehörenden Raumpunkt X eindeutig 
rekonstruieren kann? 

(2) Welcher- Zusammenhang besteht zwischen den in 2 / zuläss. 
Hauptraumfiguren rekonstruierten Punktmengen? 

Dies wird beantwortet durch de~ 

Satz 11 : Kennt man die Hauptbildfigur .{Zt,Z~;ß} , so. ist 
bei gegebener zulässiger Hauptraumfigur jede Punktmenge aus· 
12\ llo- ( io- = Z~ + Zt,) aus den Bildpaaren eindeutig 
rekonstruierbar, falls man von drei nicht kollinearen Punkten 
Xj , deren Verbindungsgeraden den Doppelsehstrahl /6' nicht 
schneiden und 
paare (X'X") 

{z " ·X"· X" X" l 1, 1, 2., 111 

deren Ebene nicht projizierend ist, die 
so vorgibt, daß {z{;X~,x~,x;f und 

je ein Viereck sind. 

Bild-

Die zu zwei /: zulässigen Hauptraumfiguren rekons.truierten 
Punktmengen sind (proj.) kollinear. 

Bemerkung: Die letzte Aussage von Satz 11 ist gleichbedeutend 
mit: Durch das Zweibildersystem ist das Objekt bis auf 
Kollineationen eindeutig bestimmt. 

Beweis von Satz 11 

a) Geg. Dreieck X1 X2.X2o "allgemein" (d.h. keine Seite trifft~ , 
(X1XiX?>) 11 ,,e-' = A t-1 Z1 ,Z2. ) 

-----
-::z' A' ✓' Z::.1-== // 

/ 

/ 
/ 

/ 

~--
-,f ' ---ce~ ' 

\ 

' ' X~ ' 

/ 

. ff' 
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Unter den gegebenen Vs. ist {x1, X~, x~, Al ein Viereck in 

einer Ebene nicht durch Z1 ~ {X-1, X2., X:!I, A=Zl l mit 

Xi= Xj l:.,, ist ein Viereck. . _
1 

~ 3* Koll. cf.1 mit {x; ,X,l ,X!, Z i l ~ { :x;,,~,;, Z.2 / • 

Analog 3.* Koll. ~z. mit {x~,x1,x;,z~ l~ {~,X1 ,Xa,Z1} 

Dabei stammen die drei gegeb. Paare von Ordnungsstrahlen von 

den Spuren (=Kernstrahlen) gewisser doppeltprojizierender 
-== Ebenen; diese Spuren treffen einander auf ·a= ~~ • ~ Die 

durch { ßj ae1,-;i:2.} bestimmte Projektivität der Kernbüschel 

ist eine Perspe~tivität mit der Achse 

drei Strahlenpaare gilt_. 

r' 

- --a = ~-~ , da dies für 

= :r 

Zu jedem Paar (X' ,X") + (Z1,Z1') ist der zugehörige Raum-

punkt bestimmbar. ( X=(X' ,X"). (~uCfz.)-1 , Xe '(2\?i>-)• . 

• 

b) Die Rekonstruktion sei durchgeführt für zwei I Hauptraum

figuren ~ und~*. 
,, * e-1 · 

X€ 'fl,\11)--(bzgl. ~ ) ('f,.,1/1./P (X' ,X") (rp1 ,!P:i..) X* ejZ\'fto!'" (bzgl. ~ *) 

Zu jedem X € f\fo- 3 x. (cp11 'f2.) = (X' ,X") , zu jedem solchen 
Paar (X' ,X") 3 · mittels der Rekonstruktion (<;/J cp/f1 ein 

Punkt X* €. ~\ f o-* • 
(Def. (11) 'fz.) • ( tpl.1 Sotr1 l 12\?lu-- == : ~ .) 

Beh.: Die Abbildung ~: f \f 1.)-~ 12\ '{lo-* läßt sie~ in genau 

eine Kollineation ae:12--..12 einbetten. c~-aelti''P"" ) . 
• zu zeigen: re hat die Eigenschaften einer Kollineation in 1\~. 

und läßt sich in f zu einer einzigen Kollineation 

erweitern. 

(1) ~ ~\1? ~ ist eine globale Abbild •. auf 
I 

l',u, • 
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(Dies ist aufgrund der Konstruktion von~ gewährleistetj · 

siehe oben). 

(2) ~ ist eine bijektive Abbild. von f\'fo- -+f\12#" 
(Dies ist erfüllt, siehe oben). 

(3) ~ erhält in 1\~ kollineare Lage. 

Um dies zu zeigen ist eine Fallunterscheidung erforderlich. 

Fall 1 : p·, Q,R 1 ( +), kollinear mit g , g windschief .,a-- : 

91"' 

=> P', Q' ,R' kollinear mit g '! z;_ ; P", Q" ,R" koll. mit 
1g" I Z1 • 
Rekonstruktion: 

z1. r i1', z1 I g* 

~ z:. g* = &* 
. . 1 
Z* =g*- "-it 2-• - 02, 

:'9 ~- t! =g* ••••• 
Schnittgerade für 

~{~ ltt . Nur 

dieser Fall ist 

möglich: (ind.): 

Falls 'tf=-&f , so ist ~r doppeltprojizierend ==1> Spuren 

von lsf sind Kernstrahlen~g* I Z* , im Widerspruch zur Vs •• 

==>- P~, Q5e, Rae kollinear. 

Fall 2: P,Q,R)(+), kollinear mit g, g erstprojizierend 

~ P'=Q:' 1=R' (tZ{) =9- P*,Q*,R* inzidieren mit einer 

<.P,,"'-Faser, also mit einer Geraden g* durch Z1 • ~ 
P*,Q*,R* kollinear. 

Fall 3 : P,Q,R l<r), kollinear mit g , g schneidet /!Y in 

G f l Z1 , Z2, : 
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DV(P,Q,R,G) = o ~ DV(:,_,~,R,~=~1) = o ~ I'- { 1:,,, - - - - - (' 

~ DV(P,Q,R,G=Z4) = ö ~ 

{ 
~ DV(P f ,Q f ,R f , Z I ) = d } 
cf 2. > DV(P" ,Q" ,R", Z") = O 

wegen ~j ... proj. Kollineation. 

* J.. * * Damit gilt aber wegen 'P-5 = .., j · aej : 

-· g • 

o = DV(P* Q* R* Z*) - DV(P* Q* R* Z*) 
' ' ' 1 - ' ' ' 1 

und _g* trifft· 

Die zugehörigen Sehstrahlen Z1P*, •• , ZfP*, •• passen in genau 

eine Projektivität ~ in einer doppeltproj. Ebene ~•; für 

diese ist der Strahl z1,z:_ se-lbstentsprechend, denn Z~Z! = h* 

und Z.l z; = A!J'* sind zugeordnete Sehstrahlen. 

~ Das Erzeugnis von 1f' ist eine Gerade g* in t* ( g* -· 

Perspekti vi tätsachse, -==9" g* .f l Z!, Zt). ~ P*, Q* ,R* kollinear 

mit g* ·• 
rJ 

Wir haben nun gezeigt: ~ erhält kollineare Lage von Punkte-

tripeln aus f \ f l)' • 

(4) 
N 

Erweiterung von~ in den Ge samt raum· f, : 
Wir konstruieren <le: 12 -.,.. qe 

x ~: = xi! V x e. 12\ 120"' 
durch 

(I) 

(][) Zj~:= Z~ (j=1,2) (d.h.die beschrifteten Ausnahmepunkte 

sind einander zugeordnet) 

(]II) XE. fo-\{z 1 ,z2.} ; X I Hilfsgerade PQ I h (X f/P,Q) mit: 

X~:= (Pie Qre ).ß'* • 

Die Forderung 

von der Auswahl 

legt ist. 

l1 ~ 

(III) ist dann sinnvoll, wenn X* unabhängig 

der Punkte P,Q jEf\f<>- (X,P,Q koll.) festge-
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Um dies zu zeigen, gittern wir X an eine neue Punktreihe 
fR~ (R,S \ f X) • Dabei genügt es PQRS= ex.. allgemein 
vorauszusetzen; (durch Zwischenschalten eines allgemeinen 

Punktepaares einer Reihe durch X ist diese Vs. stets er
füllbar). 
Dann gilt: In ex. bilden { P, Q,R,S J ein Viereck ~ 
t',Q',R',S'} und {P",Q",R",S"f sind Vierecke in :r 1 

(da 0(.. I l Z1 , Z1.) und legen genau eine Kollineation Ee«. fest. 
( ~ ist das ( <;1}P1.)-Bild von ex ) • ce« hat die Eigenschaft, 

daß 8e«. 1 ÖJ k2 = /b ist. 
Bei der Rekonstruktion (~1~,~,:)-

1 gehört zu a!« eine ein-
deutig bestimmte, allgemeine Ebene f:X.'1:- , die h* im Punkt 

X* schneidet. P',Q',Z!, ~und P",Q",Z1' sind kollinear ~ 
P~ =P*, Qge_ =Q* liegen in einer doppel tprojizierenden Ebene 
durch~• und in Ol.*~·x• =.e-*.(P*Q*). 

Analog: Wegen R' ,S' ,Zl und 
=,o-,*.(R*S*) (R*,S* IIcx.,;). 
~ X* = X~ • 

R" S" Z" kollinear folgt X*= 
' ' 1 

Somit ist (.][) sinnvoll und die konstruierte Kollineation ce. 
ist die (eindeutige) Erweiterung von~ zu einer Kollineation. 

Die aus einem 
Hauptraumfiguren 
Kollineation ~ 

festen Zweibildersystem bezügl. zweier/ 
rekonstruierten Punktmengen sind durch die 

gekoppelt. <> 

Bemerkung a): Rekonstruktion von Geraden. 
q clf(IR), g€~ c~,<P,.)~ (g',g"). ~ (g',g") CP-i>!A.)~g? 

Fall 1: g windschief & • 

• Man rekonstruiert zwei I Punkte (mittels 
der Ordnerprojektivität f ) ~ g eindeutig 
bestimmt. 

Fall 2: gIZ1 Ag..EZ2. ~g• ist ein Punkt, g" ist ein 
Ordnungsstrahl. ~ g ist rekonstruierbar ( y;1 -Faser) 

Fall 3: g=h' =9>" g •=~I , g"=Z" ~ Rekonstruktion ist ein-
1 deutig möglich. 
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Fall 4: schneidet .ff in Gf \ Z2., Z1 

, ~ge~ 
ierbar, 

nicht rekonstru
fj ist re-

konstruierbar, .wenn man die 
Bildpaare zweier von G 
verschiedener Punkte P ,'Q(-/= J 
kennt. 

Dann ist nämlich 
Projektivität t 
X1 &- =X" • 

durch P' 1-1!-P" , Q ',...._.Q" , z •~z" 
festgelegt, sodaß für jedes XE~ 

eine 
gilt: 

Rekonstruiert man zu zwei von (Zl, Z,t') verschiedenen Paaren 
der Projektivität ~ die zugehörigen Raumpunkte, so ist 
dadurch fs als Verbindungsgerade festgelegt. 

Bemerkung b): Rekonstruktion der Hauptbildfigur, wenn eine 
genügend große Anzahl von Bildpaaren vorgegeben ist. D.h.: 
Man finde zwei Punkte (Z!,Z1') aus ~• so, daß alle ersten 
Bilder,aus Z~ projiziert,und alle zweiten Bilder,aus Z1 
projiziert,projektive Büschel bilden. 

Hiezu gilt speziell für K=R: 
Zur Lösung des "Problems der ebenen Projektivität" sind i.a. 
sieben Paare (Xl,X1) der reellen proj. Bildebene ~'(R) 
erforderlich. Es gibt 3,2,1 Paare von Zentren ZJ,Z1' so, 
daß die Büschel projektiv sind. 
Dieses den Erfordernissen der Fotogram.metrie entspringende 
Problem ist allgemein nur sehr umständlich lösbar. Im euklid. 
Raum wird bei Kenntnis der inneren Orientierung der Bild
ebenen (also Hauptpunkt und Augdistanz) der Lösungsweg ver
einfacht. 

2.4 

Def.: 

Koinzidenzgeraden, Koinzidenzpunkte 

~: = { d E.~ mit d '= d"} ... Menge der Koinzidenzgeraden 
/4: = { X E.1\{ Z1,Z2.1 mit X'=X"} ••• Menge der Koinzidenz

punkte 
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Koinzidenzgeraden: 

Fall 1: d=t)": -i;.. d '=Z! , d"=Z~ -->--
=+ ß'et ~ Z1'=Zl ~ (p„CJ?z.) ist vom 5,oder 'LTyp. 

Fall 2: d I Z11 , l Z2. ==> d' .,.Punkt, d 11 
... Gerade 

=> fk' =/: f ~u ~ d f 'il 
-Fall 3: d J- \z,1, Z2. In ~ 1 

__ .: Geradenfeld tn', 'q/" : 
. 0 l_~I -'Cy •~ ~ ,persr.• ~Z-t ; 

'q/" ~ä.1. ey '('eTS.f• €r.2, J 

Für d ' =d II ==P' rn 'l, = 't/1 n • 
d=cJ..'' 

( l •.•. Identität ist spezielle Kollineation). 

. Aus 'tß't = 'bJ'' folgt somit: t;21 koll. tr2. ; 
also wird durch die Identifizierung d'=d" eine Bündel

kollinea tion e-: rc1 -. ttz. im Raum induziert, derart, daß zu 

jeder Bündelebene c; € ,t'~1 eine Ebene ~oc tr2. ge-

hört mit s' ( Gerade) gleich {' (Gerade). 

=+ dE. &?, genau dann, wenn gilt: dZ1 = { ii:+ d I ~OI., 

also genau dann, wenn d gleichzeitig mit zwei in er zuge-

ordneten Sehebenen inzidiert. 

"'7'"~ ist das Erzeugnis· der beiden kollinearer F Ebenen

bündel 't-t.1 und t22.. • 

Koinzidenzpunkte: 

Fall 1 : X € f.o-\ {'r-t, l2. \ => X 1 =Zl , X11 =Z!t' 
=;,, X€ Äe, ~ Z'.i'=Zi. 

9 Punkte auf ß' ( :/=Z,t , Z2.) sind genau dann Koinzidenzpunkte, 

wenn ein lin. Zweibildersystem vom 3. oder 4.Typ vorliegt. 

Fall 2: Für X E f\f i>- sei X' =X". ~ 

Im Ebenenbündel 'tr.1 3 ~, "{ ( {,&') 

durch X , denen in der durch 

induzierten Bündelkollineation 

o: t21 ~ t'e:z. Ebenen ~ G"' , '7_6 

l= ~•->~n 

(I ,.G') durch X zugeordnet sind. ➔ 

x= ~·'>2 , o- ), xö = ~o- ?"[.o • =r 
Die Kollineation ö der Ebenen-

bündel induziert eine Kollineation 

der Geradenbündel l1}c1 -+ C{Jl.2.. 
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Für einen Koinzidenzpunkt X (mit X'=X") gilt daher: 
XZ1 =x /\ x fJ =XZ 2.. 

( X ist Schnittpunkt zweier in der Kollineation 6 zuge
ordneter Strahlen. 

Zwischenbemerkung: Fallunterscheidung der Bündelkollineation 
(vgl.Proj.Geom.): 

Fall 1) Der gemeinsame Bündelstrahl ,e' ist in r:r nicht 
selbstentsprechend A 3 keine selbstentsprechenden 
(doppeltproj.) Ebenen. 

Proj. Geom. Satz 14.2: Die Menge der Schnittpunktezuge
ordneter schneidender Geraden ist eine Kubik k durch 
Z1 und Zz.. 
Die Menge der Schnittgeraden zugeordneter Ebenen ist die 
Sehnenkongruenz von k (Sehnenkongruenz:= {eigentl. 
Sehnen} v {Tangenten} u {uneige~tlichen Sehnen} ). 

Fall 2) In G" 3* selbstentsprechende Ebene ~o ( e,0 ist 
notwendig doppel tproj izierend). # sei nictfn selbst
entsprechend. 

Proj. Geom. Satz 15.2: Die Menge der Schnittpunktezuge
ordneter schneidender Geraden ist 
ein Kegelschnitt k durch Z1 , Z2 

,,,...,-----~{:!._J_~1& in ~o und eine Sekante 1 von k , 
die k in einem Punkt K =1/z1 , Z2. 

trifft. 

Das Erzeugnis der Ebenenbündel ist 
das Geradenfeld q ~0 und die Sehnen
kongruenz des Paares (k,l). 
(Sehnenkongruenz von (k,l):= 
= { Sehnen von k und 1} u Büschel 
(K, e, 0 ) v Büschel (K,l. t) ; 
t ••• Tgte. von k in K ) • 

Fall 3) ~ ist in o selbstentsprechend. 
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=?- o'j(c- ist eine Projektivität :/: l mit 

{1
0

2 
Fixebenen ~ erf tz?

1 
ist{~~;~~i.} Projektivität. 
, ellipt. -

CX-) ff\ ro- ist eine hyperb. Projektivität (::::::} 3 Fixebenert ~o,1o) 
Proj.Geom. Satz 15.3: Die Menge der Schnittpunktezuge-

• höriger Bündeistrahlen ist fo- und 
--2-e>2.--,.-~.,....,,,. ......... ~--z.ll!J,-- zwei Punktreihen fe, ff , wobei 

gilt: e windschief f; e,f 
schneiden ß"" in von Zj verschiedenen 
Punkten; ,,ee = ~o , .,of = 1o • 
Das Erzeugnis der koll. Ebenenbündel 

1 

ist das hyperbolische Netz {e,f} zusammen mit den Geraden-

f eldern ~so, ~ ''{!' • 

ß) <o( t"" ist eine parabol. Projektivität (~ 3~ Fixebene ~ .. ).· 
Proj-. Geom. Satz 15.3: Die Menge der Schnittpunkte zuge
höriger Geraden besteht aus fo- und fe, wobei e 
schneidet /e- nicht in Z~ und ~o = h. e • 
Das Erzeugnis der koll. Ebenenbündel ist ein parabolisches 
Netz mit der Achse e zusammen mit dem Geradenfeld 711... • ...,ds0 

6' ( fo- ist eine ellipt. Projektivität. 
Proj. Geom. Satz 15.3: Das Erzeugnis zugeordneter 
schneidender Geraden ist f~ . 
Das Erzeugnis der koll. Ebenenbündel ist definiert 
ellipt. Netz. 

als 

Fa.LV 4) ö] rc- ist die Identität. 
Proj. Geom. Satz 15.1 : Die Bündel fJJ 21 , ~c.2- (bzw. 
rl

1 
, ~2- ) sind perspektiv kollinear; d.h. das Erzeugnis 

der Geradenbündel ist die Perspektivitätsachse ·!:, ( ~ ~ Zj) 
zusammen mit ,fo-; das Erzeugnis der Ebenenbündel ist 
das Geradenfeld L{/S vereinigt mit dem Gebüsch mit dem 
Träger .ß • 

Die vier Typen von lin. Zweibildersystem lassen sich nicht 
bloß hinsichtlich der Hauptbildfigur charakterisieren, 
sondern auch durch das zugehörige Koinzidenzgebilde im Ur
raum. 

1) Für ein lin. Z.B.S. vom 1.Typus gilt wegen 
f o- 4 /4, ( .,6' nicht sel bstentsprechend in o-) 
ß ... Projektivität :J: Perspektivität gilt: 

Z" - Z'· ,, - 2-. 

und wegen 
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(Z{ Z1) f ( · ZJ z~• )ß , also 3 keine sel bstentsprechende 

Bemerkung zu 1 ) : 

1 
Ebene in o' • (fT gehört damit zu 
Fall 1 in obiger Zwischenbemerkung. 

· ~ ~ : = Kubik k '\ -{ Z 1 , Z2. l , 
~ := Sehnenkongruenz von k ver

mindert um die beiden Sehnenkegel mit 
den Scheiteln Z1 , Z~. 
(Sehstrahlen sind nie Koinzidenzgeraden; 

, vgl. "Koinzidenzger. ", Fall 1 und 2). 

·•Für X mit X'=X" muß notwendig gelten: 
X'=X" €. Ordnungskegelschnitt. 
~ Der Ordnungskegelschnitt ist erstes und 
zweites Bild der Koinzidenzkubik k. 
=9-Konstr,uktion von k : 

k ' ~-1 = : k c. ~ mit Z2. I k , -i. 

k "re-_i' = :'lc c ir mit Z1 I k ; 
Zugehörige ~1-Fasern 
bilden 2 quadratische Kegel 
mit der gemeinsamen Er
zeugenden /<'f ~ k ist 
Restschnitt dieser quadr. 
Kegel. 

2) Für ein lin. Z.B.S. vom 2.Typus gilt wegen Z~ = Zl 
f\)- 4 k , d.h. fiY ist in o nicht selbstentsprechend; 

wegen ß .,.Perspektivi tät gilt: Z~ z;_ = ~~ = l) , d.h. 
3 eine (und nur eine) selbstentsprechende Ebene l,o in der 
Bündelkoll. er • -~ Damit liegt der in der Zwischenbern. 
behandelte Fall 2 vor: 3 Kegelschnitt k in <;o und eine 
Koinzidenzpunktgerade l als Sekante von k • Die durch ß 

1 bestimmte Perspektivitätsachse l '=l" 
ist Bildmenge von Koinzidenzpunkten • 

~.k :=Kegelschnitt k \ ~Z1,Zt.l u 1. 

· gz, := q/~
0 

v Sehnenkongruenz (k,l), 
vermindert um alle in der Ver
einigungsmenge liegenden Sehstrahlen. 
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Für ein lin. Z.B.S. vom 3.Typus gilt wegen Z" -Z' • ,( - 2. • 

~o-\{Z-1 ,Z2.} C k ~ In o ist 4 eine sel bstent
sprechende Gerade. 

Wegen f!, f l 

Fall 3) vor. 
liegt damit der in Zwischenbem. behandelte 

~) ß ist eine hyperb. Projektivität 
1 3 2 fo Fixstrahlen '.'.:Z'l_lll 

~2.- 1 

gilt: 
/4:= 
~ := 

mindert 

e'=e" f'-f" ' - ' sodaß 

fo\{z1 Zz 1 u fe- v f ~ 
~e,

0
uQ1„u hyperb.Net·z (e,f), ver

um alle Sehstrahlen außer.-0'". 
(vgl."Koinzidenzgeraden", Fall 1 und 2). 

fo) ß ist eine parabolische Projektivität ~ 
/4 := /4tc,\{Z1 , Z2.} 
S2, : = 'q/~

0 
v parab ~ Netz, vermindert um alle Seh

.. strahlen außer ,<Y • 

t) ß ist eine elliptische Projektivität ~ 
~ : = fo-\{z,., Z2.} 

4) 

~ := ellipt. N~tz. 
(In ~ liegt außer /fY kein Sehstrahl, ~~ ist 
das ganze elliptische Netz). 

Für eine lin. Z.B.S. vom 4.Typus gilt wegen z~• =Z2 und 
/3 = l : 4l<Y\{z1 ,Zz.} c./4_ und 61 ti~c-= l , also 

liegt ßemäß der Zwischenbemerkung der Fall 4) vor • 
. =r ] nicht projizierende Koinzidenzebene C,o , 

wobei gilt: 

,,fz : == f t,o v ~o\{Z1' Ze.}; 

fZ. : == ÖJl,o v Gebüsch um ,,et , vermindert um die 
Sehstrahlen r /G' • 

Bemerkung zu 4): Die Koinzidenzebene ~o ist eine allgemeine 
Ebene, die Bildpaare ihrer Punkte bestimmen in 11'

1 eine 
Kollineation c!!.t,0 mit X'i--+X'cet, 0 =X•·. 

~ Die Koinzidenzebene ist jene Ebene, deren Bildkolline
ation die Identität in !lr1 ist. ( ===9- ~~0 = l ist genau 
für eine lin. Z.B.S. vom 4.Typ möglich. 
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Allgemein gilt: Die Fixpunkte der Bildkollineation ieoi_ 

einer allgemeinen Ebene ex. (unter Zugrundelegung eines 
lin. Z.B.S. von belieb. Typus) sind genau die Bilder der 
in ex. liegenden Koinzidenzpunkte. 

Satz 12: Bei einem lin. Zweibildersystem (~,~L) erfüllen 
die Koinzidenzpunkte bzw. Koinzidenzgeraden die folgenden 
Punktmengen /4 bzw. Geradenmengen ~ • 

Für (fA, 'lz.) vom 1. Typ ist /4 eine Kubik k punktiert 
in z1 , Z~ und t die Sehnenkongruenz von k vermindert 
um· die beiden Sehnen.kegel aus Z-1 und Z2. • 

Für (~i, <,Oe.) vom 2.Typ ist ,k, ein Kegelschnitt k in 
einer doppel tproj. Ebene t 0 punktiert in Z-1 , Z2. und eine 
Sekante 1 von k windschief ff • ~ ist die Vereinigungs
menge der Sehnenkongruenz des Paares (k,1) und dem 
Ge;adenfeld ~~0 vermindert um die in der Menge enthaltenen 
Sehstrahlen. 

Für (q,1,Cfz.) vom 3.Typ ist .,k die Punktmenge fo-\{Z.1lZ.2.} 
und 2 zueinander windschiefe oder 1 oder O Treff
geraden von h nicht durch Zj • ~ ist die Vereinigungs
menge eines hyp., parab., ellipt. Netzes und der Gerauen
felder in den Verbindungsebenen von ß mit den Netz
achsen vermindert um die in der Menge enthaltenen Seh
strahlen f ~. 

Für (<f,,,<.fJz.) vom 4.Typ ist k die Punktmenge 4?c.:r\.{l-,,Zz.( 
und die Koinzidenzebene ~o 1 Zj •. ~ ist die Vereinigungs
menge des Geradenfeldes in l,0 und dem Gebüsch um h 

vermindert um die enthaltenen Sehstrahlen f. /!Y • 

. 
Spe~ielle lih. Zweibildersysteme 

I. f. sei die Bildebene 1r' im Raum lf enthalten. 
W:i,;r stellen die Frage nach Zweibildersystemen ((J>o<fz.):f➔12~PU, 
welche Projektion von 2 Projektionen sind. D.h. mit <J)1 = C,1,'i!e1 , 

<.J)2. = l:,2.· ze2 soll gelten: 'ce1 und Ee2,. lassen sich in eine einzige 
Zentralkollineation c, einbetten. 
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Falls es solche lin. 
Z.B.S. gibt, so sind sie 
sicher nicht vom 1.Typus: 
We~en z: ~ Zl inzidiert 
der zu~ gehörige Aus
nahmepunkt Z nicht mit 
~ • =}>-

Dann muß aber ß , als 
/:,-Bild der perspekti ven 

Kernstrahlbüschel, not
wendig eine Perspektivität 
sein, also ist (<.f1J<fz.) 

nicht vom 1.Typus, 
(sondern vom 2.Typus). 
Wählt man also zu einer 

zuläss. Hauptraumfigur ein beliebiges Zentrum Z,I.~ , so ist 
die Projektion der Ebenen i . und r ans Z auf eine Ebene 
11' 1 

( (Ji
11' Z) ein lin. Z.B.S. vom 2.Typus. 

Ist ('1'1,Cf2.) ein Z.B.S. mit. Zl.=Z!/ , dann muß Z (falls 3 Z) 
notwendig auf ß liegen. Jede doppeltprojizierende Ebene 
ist bei~ projizierend. ==r- Die Projektivität ß der 
Ordnungsstrahlbüschel ist notwendig die Identität. ~ 
Zweibildersysteme vom 3.Typus sind nicht möglich. 
Wählt man Z auf dem Doppelsehstrahl .ß' einer zuläss. 
Hauptraumfigur, dann ist die Projektion der Ebenen ?. , r. 
aus Z auf eine Ebene 'Ji

1 
( ·:r' J' Z) notwendig ein lin. Z.B. S. 

vom Typus 4). 

Umkehrung:· 3 zu einem belieb. Z.B.S. ( <f'-i, <f'2.) vom 2. oder 4. 
Typus stets zuläss. Hauptraumfiguren ~ und Zentren Z so, 

daß dies gegeb. Z.B.S. Zentralprojektion von~ aus Z ist. 

Beweis für (<ß, <fz.) vom 2. Typus: 
Die Ordnungsachse ist 
punktweise fest=~ sie 
ist Zentralbild des Grund
schnittes a (=Sekante 1 
des Koinzidenzkegel-
schni ttes k €. t,o ) • 
Wählt man Ze~ belieb. 
(Z J (Ji

1 
), dann ist Z1'ZJ_Z= 

= ~o die Trägerebene 
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von k. Der Grundschnitt a kann in Zl' (+ ~1
) beliebig 

(aI Z) vorgegeben werden; durch a sind dann die Ebenen X; 

~ zulässig zu wählen (d.h. :Jr :/: T , Z ~ \3FJf ) • 
Dann ist ZZ{" ri = Z2., ZZ1 n :Jr = Z1 und Z1 Zz. = ,,,e- f estge
legt. Auf ,e- ist noch Z1 , Za(zulässig) anzugeben. 

Somit hat man für die Wahl von Z drei Freiheitsgrade, 
für a zwei und für ri, ~ ; Z-1, Z~ jeweils einen Freiheits
grad (zusammen 9 Freiheitsgrade für ~ ). 

Beweis für (~J~,) vom 4. Typus: 

Wählt man Z nicht in ~ 1 
( 3 Fr_eiheits-

grade), · so ist h festgelegt ~ je ein 
Freiheitsgrad für Z1 und Z2. aus ,e-,. 

Durch zulässige Angabe von r. und Jr (je 

3."Freiheitsgrade) ist~ vervollständigt. 
(=,>- 11 Freiheitsgrade für ~ ) • 

~ 

Bemerkung: Für spezielle, nicht zulässige Hauptraumfiguren 
sind auch lin.Z.B.S. vom 3. Typus in eine Projektion ein

bettbar; wenn nämlich a den Doppelseh

strahl schneidet, ist Z1 =Z2. und Z1' = zr 
automatisch.~ (<Puc.fz.) ist vom 3. oder 4. 

Typus. Für ( Cfi J <rz. ) vom 3. Typus 3 dann 
stets Z[,,<Y , sodaß (Y'1 ,~h.) einbettbar ist 
in eine Projektion aus Z. 

Satz 13: Jedes lin. Zweibildersystem vom 2. bzw. 4. Typus 

2.6 

in einer Ebene Jr 1c.1f kann durch Projektion aus einem 
Punkt Z E if von zwei Projektionen erzeugt werden, wobei 
gilt Zfß bzw. Z Le- • 

Lin. Zweibildersysteme im affinen Raum 

Geg. : 420.- = ·.:f2 \ r w ' f./'ia,, : f2 a. ~ f ', 'f2.0-: f CA., -r 'f211 

mit: .3 ':f1 : f2-+ f2', 'f2: p.-,-,plf und <fjo. ~ <J';j J f a. 

1?\ f 11 
••• Punktmenge von ,i-

1
; $"<iG1r 1 ••• affine Ebene. 

'/jo. ••• affine Abbildung. 
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Nach Satz 5 gilt: Ist 6J nicht projizierend, dann ist 
das Ergebnis der erweiterten lin. Abb. ~ja.. kollinear 
zu einer Zentralprojektion und affin zu einer speziellen 
Zentralprojektion. 
Ist w projizierend, dann ist W{Pj eine Gerade. Ist ~'Pj 
nicht Ferngerade von ~d , dann ist das Ergebnis bei ~j 
kollinear zu einer Parallelprojektion; ist dagegen tupj 
die Ferngerade von Tl~ , so ist das Ergebnis bei ~j 
affin zu einer Parallelprojektion. (j=1 oder 2). 

Wir koppeln ~a.., Wa.. zu einer Paarabbildung ( CAa.. , <f'2.a... ) , 

wobei gilt: c (f,ct., ~a.. ) = < (j{, Soz.. )1 ra.. und < <AJ <f:. ) erfüllt 
die Vs. (I) - (fil) (d.h. 3 zulässige Hauptraumfigur in· 

1f = lf"o.v l,.) ) , der zu lfa. · gehörige Körper K erfülle die 
Vs. (1), (2) von 8.1 • 

Im Affinen sind dabei folgende Fälle zu unterscheiden: 

Fall 1: ~ ist eine allgemeine Ebene für das lin. Z.B.S. 
(<A,<f~); die Bildpaare von Fernpunkten U erfüllen eine 
Kollineation '<€w: U '·-+ U" V U €. 4? w mit a2c.u \ ~

1
22 = f., • 

➔ Im Z.B.S. ( ~a., Y'z.a..) ist eine Kollineation <fw von ~, auf 
sich ausgezeichnet. 

Die affinen Lageaufgaben werden als projektive Lageaufgaben 
bezüglich w gelöst (z.B. Bestimmung des Fernpunktes einer 
Geraden g ist gleichbedeutend mit der Konstruktion des 
Schnittpunktes g.lu ). 

Fall 2: W ist erstprojizierend und nicht 4oppeltprojizierend. 

~ w'J:li 

U'=u.' 

· U I w ; u=Z1 U, 

~~ Affine Lageaufgaben----:)- proj.Lageauf-
gaben unter Auszeichnung von 
(Vervollständigung von x11 ~x• 
vgl. Übungen). 

w. 
für XE.fw 

Fall 3: W ist doppeltprojizierend 
rAffine Lageaufgaben werden als proj. Lage

aufgaben formuliert. 

w• 
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Wir bestimmen lin. Zweibildersysteme (~~>~La.) in einer 
affinen Ebene ~ci. , für welche beide Bildfelder affin zu je 
einer Parallelprojektion sind. 

Für ein solches Z.B.S. muß die Ferngerade u '=u" von Td.. 
gleichzeitig erstes und zweites Bild von u) sein. ( w ist 
doppeltprojizierend), vgl. Satz 5._ 
Dies ist für eine Z.B.S. vom 1.Typus sicher nicht der Fall 
( (b ist nicht perspekti v). 
Der 2. Typus ist hingegen möglich, und zwar dann, wenn 

! 
:r' 

, Z1', Z2 I u '=u" und Z~Z2 = ~J = ~~ = w\ = w'' 
ist, d.h., wenn w mit der Ebene ~o des 
Koinzidenz-Kegelschnittes zusammenfällt. 
~ Die Ordnerbüschel sind perspektive 
Parallelbüschel. 

Der 3.TJ7Pus eines Z.B.S. ist möglich, wenn Z1'=Z! I u '=u" 
::z•_:zll und u'=u" ein Fixstrahl der Projektivi-
L-2.-'-f 

1 
" W"' . 

=r==Q;:====u..=:r1=u.===l>"t='=•"rw="'z tä t f:, :/= i ist • => u ' = ~! = l) e ' = e " ( vg 1 

1 
~ 

2.5) mit W = /:.,o • ·==9- ß ist nicht 
ellip~ische Projektivität. 
2.5 ~Das Geradenfeld qJw gehört zum 
Koinzidenzgebilde ~ • 
=;,- Die Ordnungsbüschel sind projektive 
Parallelbüschel zum selben Fernpunkt. 

Für Z.B.S. vom 4.Typus braucht die Hauptbildfigur bloß so 
beschaffen sein, daß Z1 =Zz. 1 u' =u 11

• Ist w doppel tproj izierend 
mit u' = wcp1 = WCf2. , so ist ( 'P1a., <f.z..a.) affin zu einem Paar 

I 

-:::z'-::z.11 
Z:.2. - '-1 

U}=U"=W'=w• 

:n-' 

von Parallelprojektionen. 
Die Ordnungsbüschel sind zu einem 
einzigen Parallelbüschel vereinigt. 
(Z.B. Grund-Aufriß). 
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2.7 Lin. Zweibildersysteme im euklid. Raum lfe 

Vgl. O. 7: lfe ist ein a.ffiner Raum lo.(R) C l (JR),. in 

. welchem in der Fernebene GJ eine elliptische Polarität 

als absolute Polarität gegeben ist. 

Fall 1 : Sei ( <f4 , se'.z.) ein lin. Z.B.s., in welchem w nicht 
projizierend ist. ( Zj J: w ) • 
U e (24> . 1 ( ~, Y'L) ,.. (U' , U 11 ) mit ~ec,: U \.--+ U 11 , ~ ••• Koll. 

· In lfe : A'U,=,, a-w } 
au.= oc.. w a l Ol ~ au= A1.t. f"t.> 

In ~·: 3t'w --+ gr~, r!, ... elliptische Polaritäten 

a' mit 1A. a .Lex. ~{A..:.' 
A:1_, a~ mit A!.!, s-J =a!lc, 

m-c! und :tJ sind in gewisser Weise gekoppelt: 

Für a ..Let. gilt mit Au., a-u.l I w : A~, A~ und at!_,a~ 

sind in <tw gekoppelt .• 
A ' ~~ a ' ~,., a " 

1.1. - ,1.(, - <U, . k 
A , re'° A II f"w a II 

1A, - ......., --=-- ...., 

Bemerkung: ( <Pt , Y'z. ) = ( c;., a!.,, l;~ ~i); 

9rc.o••· <;1 -Bild der abs. Polarität, a.icx. #A'tl., 'i:fw =a ..... 

Nach Satz 6 gilt für ~w: 
Ein lineares Bild des euklid. 

Raumes 1fe ist genau ähnlich 

zu einer Zentralprojektion, 

wenn das Bild der abs. Polarität 

das Polarsystem eines null

teiligen Kreises ist. 

*~ 1 ist Zentralprojektion, 
also gilt: m-w ist das Polar

system eines nullteiligen 

Kreises ..Q ( n: ilt;1 ). 
Für !Re C folgt damit: Jeder 

allgemeine ebene Schnitt eines 

isotropen Kegels ist ein 

nullteiliger Kreis. 
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Nach 0.6 gilt: Der reelle Vertreter I2..,.. von .0. ist ein 
mit D.. konzentrischer Kreis, u.zwar der Distanzkreis der 
Zentralprojektion /;-, ... ( z., , 5r) ( =Spurkurve des gegen 3T' 

des Distanzkreises. 

Rekonstruktion 

unter 45° geböschten Drehkegels mit 
• 

Spitze Z1 ). 

Elementare Konstruktion von oc.. mit 
s - C.) ex. j_ a: a ... Au., _!._► Au. (.A~ 
1-. ( e,) siehe Hpt-cx ••• a ~ ~ a o.v a w 1 Vs. 

(Konstruktion mittels Seitenriß be
nützt die gleichen Linien, wie die 
Vervollständigung der Antipolarität 
eines Kreises). 

Das Zentralbild der absoluten 
Polarität 91"w ist die Antipolarität 

Für 1r ist die Rekonstruktion durch Satz 11 gelöst. 
Für lf e gilt der 

Satz 14: Kennt man die Ordnungspunkte von zwei wesentlich 
verschiedenen lin. Abbildungen des euklid. Raumes ie , bei 
denen die Fernebene nicht projizierend ist, so ist bei 
gegebener zulässiger Hauptraumfigur jede Punktmenge aus f\t~ 
aus den Bildpaaren sechzehndeutig rekonstruierbar, falls 
man die Bilder ~~ , ~cJ• der abs. Polarität ~w und das 
Bildpaar (~ 1, ~

11
) einer doppel tproj. Ebene e_, kennt. 

Die verschiedenen Lösungen und die Lösungen zu verschiedenen 
zulässigen Hauptraumfiguren sind ähnlich. 

Beweis (a) : Sei in lle eine feste H.R.F. ~ und in :r' 
eine Angabe gemäß Satz 14 gegeben (d.h. z~,Zl );(~',~"); 
( :iiJ 1 ,rJ) gegeben ~6l nicht projizierend vorausgesetzt). 

Z. z. Rekonstruktion ( <:Po <f2. f 1 
ist 16-deutig möglich. 

Wir führen den Beweis auf Satz 11 zurück, d.h. wir vervoll
ständigen die Angabe in 91'1 gemäß den Vs. von Satz 11 , wir 
suchen also die Ordnerprojektivität f., und die Bildpaare von 
3 f nicht kollinearen Punkten (9 Bildkollineation einer 
alle;emeinen Ebene • Hier: Bildkollineation ~"" von lt.)). 
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,r' 

ni' ... (~
1afw). Z{ = ~~ 

\ 
R' ß 2: 

C.4 

F!! 0 

0 

~(4 / 
, 

~!~! P.. 

p~ 
«.i 

0 

. 0 P.' o P., 11 <>z'L C~'t-C:) r)• 2. 
,c.~ 

=l! 

~· 0 

fw induziert in to- einen Orthogonalitätsbegriff: 

Ist "l_ die zu ~ normale doppel tproj. Ebene, so sind die 

Ferngeraden xi(., y!A,, von <; bzw. 1 kj. in W"tc, • 

~ In ~ 1 
: Zu ~' =x1. . 31t ~' mit ht_

1 =Y~ kj. zu ~
1 

in ~~ 
Zu { II =x~ .3~ "2." mit ~// =Y:.:.. kj. zu ~ q in Tc)} • 
Dabei muß für "1." gelten: y;), =Y~ cew • 

In W kann 

Ww ergänzt 
x~, Yw zu einem Poldreisei t xi,\,, y,..,, Z-u. bezügl. 

werden: Z((.=(~.w) riw 
~ In 31'

1 
: ( ) Z ' ' z 1 ,.,,.,, 

(::/.l,) <fJ,, = 2. ' ""?" Zt<., = 2. "'W } 
m].• t 2!! =Z-~. ,-:s, , .• 

(cr.w)g>z.=Z1 ,9 z:=z~1rJ - -""' ...... 

~ami t kennen wir in m-' die Bilder eines Poldreiecks der 

abs. Polari~ät; wir kennen somit von 'c:e~ bereits 3 Punkte-

_paare: 
{ 

Z f I ~c.>___._ Z 11 y; f Z f -X' . ~ y 11 Z II -X" } 2. r--r- ., ' 4.,• ""-. 1.(, i---;....p u.· 1,(,, - "' ' 

, , -Y, 2ew 11 11 -Y" Ztc. • XL(. - ~ 1 .- Z~• X14, - "<.• 

Zur Festlegung von cf<.> benötigen wir noch ein weiteres all-

• gemeines Punktepaar, welches aus der Angabe zu konstruieren 

sein soll: 

In Cu 3 vier Paare Pol-Polare (Pd ,Pj ) in 
zeitig dreieckspolar zum Poldreieck{(.e.(d), 

0.6 Aufg. 3 und Beweis von Satz 8: Die 

3rw , welche gleich

Xc.t., YC,(,l liegen. Vgl. 

4 Lösungen bilden 
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ein vollst. Vierseit bzw. Viereck, für welches das geg. 
Poldreieck des Diagonaldreiseit (-eck) ist. 
Die Bilder dieser Lösungspaare besitzen die gleichen Eigen-
schaften in ~1 

; d.h. sie sind dreieckspolar bezüglich 
{z,/, X~, Y!l bzw. [z!;, X~, Y~\ und polar in ~~ bzw. ~J 
>==9'- In !t~ : 3 4 Lösungspaare P1

1
, p:; ..... ;P4, p~ bzw. 

• 

P" p1' · • P" , p ~.. , die gewisse Vierseite in 11" 1 
· bilden, 

.l1 ' ... f ' • • ' itt ... , 

welche in .:e~ gekoppelt sind. 

\ \ 
•• \ f 

'. 'P. ,, 
p i~ 

i: 

Bei <fw gehen Inzidenzen in die analog beschrifteten Inzidenzen 
über. ===> Es kommen bloß 4 f= I1öglichkei ten in Betracht, die 
Indexmenge { 1 , 2, 3, 41 auf {i1 , .... , -<'. 4 f abzubilden. (Bei Auswahl 
des P,.' zugeordneten Punktes P!'. ist die Zuordnung für alle ., i.;i 

übrigen Paare festgelegt). 

9 Hit ( *) und P1' 1 aew ... ~'j: =P„t ist .:ew vierdeutig fest
gelegt. Zu gewähltem -a!t,) ist die Ordnerprojektivität ß 
eindeutig bestimmt. ( ß ist zunächst zweideutig festgelegt; 

dabei ist ß = rew I qi'z;_ •) 
1 

Damit liegt in ~ die Angabe gemäß Satz 11 vor. 

Es ist nun noch die Hauptraumfigur ~ im Sinne von Satz 11 

zu ergänzen; d.h. wir müssen uns zu drei vorgegebenen Bild
paaren die Raumpunkte verschaffen: Durch die Vorgabe von 'fa 
kennt man von <f),j = ~j<t!a' die Zentralproj. <; ;i • Gesucht sind 

• somit die Kollineationen ~.,-•: 31' '~ ,r , cX.;_1
: 'Jr'- 'j' • 



• 
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Z.B. zet : In 'Jr' kennt man ~w (Polarsystem eines null

teil. Kreises) und ~ = X4,.e =9 

~ Poldreiseit bzgl. ~<.c> in ~ . . 
7r kj • zu ~ in ar,.., und "l I 22. , 1t = 1-u. ; 

::u. = Z2. 2"'r.u • 9 Zu.Yu. = xl4. , z;"'~ = Yu.. • 
~ In t.o kennt man 2 Punkte X"', YIA, • ➔ Ein weiterer Punkt 

wird noch benötigt. 

Die S1 -Bilder der Lösungspaare (P,; , P;; ) in 4J sind 

dreieckspolar bzgl. { Z2.X,"X,.} und polar bzgl. ~w • 

( ~ Ermittlung siehe 0.6 Aufg. 3 : (P-j, Pa) • ) 

Für ~;1 muß also (analog wie für ~w ) gelten: 

z1 ~ Z2. , X!. ,_... x(C.. , Y.!. i---- YON. 

Wählt man nun zu P1' aus vier Möglichkeiten einen Lösungs

punkt P;j =iP1 € :ir , dann ist ae;1 festgelegt. 

>- z;--1 ist vierdeutig bestimmt. 

Durch eine gewählte Koll. c:e;-1 ist die Zuordnung des 

1. Ordnungsbüschels zum 1._ Kernstrahlbüschel (d.h. zu den 

doppel tproj. Ebenen € to- ) bestimmt. 

Zu P" =P,/ ce71 gehört in ~;1 ein Fernpunkt 

ist P~' = P1' zew mit ~w j OJ'ltf,• ~ ;;e;1 

und ~;1 mitbestimmt. 

P1 ; dessen 

ist durch 
~-Bild 

~w 

Ergebnis: 'aew und ~ 1 sind unabhängig von einander je vier

deutig durch die Angabe gemäß Satz 14 festgelegt. =9' Die 

Rekonstruktion ist 16-deutig möglich. 

Beweis (b) : Geg.: Zwei 'f zuläss. H.R.]:i,. ~ , ~it in 1rec. I 
Xe f\f o- --► X* c t\'J20-1r mit: j~ Koll. ~:-:fi-P mit 
X*=Xce ·v X€ f\'}i1o- , vgl. Satz 11 • 
In Satz 14 wird behauptet: ~: f-P-1 ist .Ähnlichkeit. 

Zeige zunächst: -ce ist Affinität. 

Für beide H.R.F. ~ und cp;- erfolgt die Rekonstruktion 

so, daß zu der (vierdeutig bestimmten) Bildkollineation 

"a?c.> in :Ir I die Fernebene w c 1r gehört. 

~-;;e ist trivialerweise Affinität. 

'a:! ist .Ähnlichkeit: 
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Beide Rekonstruktionen Cf/1) Sfz. r1 und ( * *)-" CJ>1 'rp„ 
führen auf ein Poldreieck und einmal Pol-Polare in der abs. 
Polarität in tJ • 

==? (Z,1 ,xt.t.) = ~ , (Z,i, y((,) = "? , (Z1)zl(,)=: Ol-1 ••• drei 
paarweise orthogonale Ebenen; p1 Z1 , P1 Z,. ••• Ebene und 
Normale. 

Analog: ~*, ~'Ir , Q:'..f .•• paarweise orthogonale Ebenen, 
-f -~ p" Zf, P1 Zf .- Ebene und Normale. 

ist .Ähnlichkeit. 

Fall 2 : Sei ( p1 > fPz.. ) ein lin. Z.B. S, in welchem Cu 

erstprojizierend, aber nicht zweitprojizierend ist. 

( Z ,i r w , Z 2.. .}: w ) • ~ C<l' ••• Gerade, ~ 'JrJ . 
In lfe c T: Die abs. Polarität 11'(() induziert im Büschel der 

() --.... 
-1.'-" ' 7 \ 

I \ 
1 \ 
1 1 r' 

l.\ 
2. 

Ferngeraden durch z1 eine 
ellipt. Involution kj.Geraden. 
~ Abs.Invol. eo,- doppelt 

proj. Ebenen€ t~ ist 
Orthogonalität in Ef,o-. 
( eo- ... 11 0rthogonalinvolution 11

), 

In ~• gilt dann: Die 
1. Ordnune;sstrahlen, aufge
faßt als ~ -Bilder der 
doppeltproj. Ebenen sind in 

einer ellipt. Involution, dem 5P, -Bild c;:J:. von Ee>- , gekoppelt. 
( li~ 11 ersetzt 11 '.A~ ) • 

Durch Angabe von Zl, Z!l , cl~ , ~~ und das Bildpaar einer 
doppeltproj. Ebene ist Rekonstruktion mÖßlich. 

Genauer gilt: 

Satz 15: Kennt man die Ordnungspunkte von zwei wesentlich f 
lin. Abbildungen des euklid. Raumes, bei denen die Fern
ebene erstprojizierend (aber nicht zweitprojizierend ist), 
so ist bei gegebener zulässiger Hauptraumfißur (Z1 I lJ) 

jede Punktmenge aus i\f~ bis auf zentrische Streckungen 
aus dem eigentlichen Zentrum Ze achtdeutig rekonstruierbar, 
falls das 1. Bild der Orthogonal-Involution doppelt-
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projizierender Ebenen, das 2.Bild der abs. Polarität und 
das Bildpaar einer doppeltproj. Ebene gegeben sind. 

Die/ Lösungen und die Lösungen zu! Hauptraumfiguren 
sind ähnlich. 

• 

r· II 
~

11 * analog Beweis: Geg.: ~w zu Fall 1 . Konstruk-
' ' • 

tion von ~-'1 
z. vierdeutig möglich. 

(Zu ~H 3 "t" ' 
a:J, und 4 Paare (P.f ,p!' . -a ), die dreiecks-

polar bzgl. ( f'' 1'', a:.D und polar bzgl. r.:-'' ;Jlw sind). 

2; w' P.. t~ 
0111. 

1 
0 .. 

0 

' 1 
...... 

1' ...... 
\ ...... 

...... 
\ ...... 

...... 
1 ...... 
1 ' 1 
1 ' '-..,6i:, r* 1 
1 ...... 
1 
\ 
1 ' 

' 1 ' '·, 

1 
\ 
\ 

Wir ergänzen nun die Ordnerprojektivität ß: 
Die Lösungspaare (Pj' , pr) haben bekanntlich die Eigen
schaft, daß sie ein vollst·ändiges Vierseit bilden, für 
welches das Poldreieck das Diagonaldreiseit ist. 
=-1> ] zwei Ordnungsstrahlen ~ 11 

, 6; 11 welche je zwei 
der Punkte P!' tragen und welche kj. in ~~ und harmonisch 
bezügl. ~ 11 

, nz 11 sind. 6:. 11 
, ö,." sind die 2. Bilder der 

(zueinander J_ , doppel tproj.) Symmetrieebenen ö, , 0z. von 

~ und'l· 
=;:.- Im 1. Bild hat man in der Involution c2;_ jenes Paar von 

c- \ " Strahlen or , ÖJr 

harmonisch zu ~, 
formuliert für die 
mit tu' ). 

aufzusuchen, welches gleichzeitig 
, ~• ist. (Vgl. 0.6 Aufgabe 3, 

f' 1 1 Schnittpunkte von \ , ~ 1 
U'9,d. · eJI., 6z 

==?-j genau ein Geradenpaar 1 1 
6i: ' Ö.1t • 
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3 2 f Lösungen für ß 
ß1.: {'-+ f 

,,,,, " 
{ -+ 1 

~\ a,,11 
VI-+ Ui 

f~ ~-
i'- ~" 
,::::- \ r.z,-1\ 

VI - Ve_ 

Bei gewähltem ß und gewähltem ~~ 1 
(8 + 11öglichkei ten) 

ist die Zuordnung 1. Ordnungsstrahlen~ 1. Kernstrahlen in ~ 

eindeutig festgelegt. 

_., '·' 
1 

di· e "' '·' Jede mögliche Koll. a'!" ordnet V.., 11 erngerade i.v von '5r" 
punkt,...;eise zu, Zl a=,,- 1 = Z2. =? 

~ a:; 1 ist bis auf Homologien aus PGL(Z 2 , w) bestimmt 

(d.h. für zwei mögliche Kollineationen -ze,- 1
, i;1 gilt: 

"1 c- -) ) ~~ • ~,- = : X. e PGL Z2. , w • 

Die Achse ·t;.J dieser Homologien X, ist Ferngerade von 

~X. ist zentrische Streckung (Zentrum Z1,). 

Ergebnis: Zu den 8 #- Möglichkeiten für f• ce;:'1 ist ~,1 bis 

au' zentrische Streckungen bestimmt. 

Bedeutung der zentrischen Streckungen von f c~ aus Zz. 

für die Rekonstruktion in 1= 

lt 

,, 

x = x"~;1 

eind.eu-t.ig 

S . X X t -1 ~ X t A-1 , ei = ~1 , .z..= a:1 , 

9 V X € 3f gilt : 

TV (X f Zz)=konst.= 
A 

= TV (X X Zi). 

~ Die Rekonstruktion 

ist bis auf zentrische 

Streckungen von Z~ aus 

achtdeutig durchführbar. 
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Beweis (b) Geg. sind zwei /: H.R.F. ~ , ~* ; 
Beh. : ~: f _,..f mit Xre =X* ist Ähnlichkeit 

ce ist sicher Affinität, da V U E:: w gilt: U* € w • 
Mit 1rc} = 31"w~z. = ffi'"c,y 'I{~ geht das orthogonale Dreiflach 

( ~ , ~ , Z2. a1.1.) und (Z/P-1) .l.. (Z2.p1 ) über in das orthogonale 

Dreiflach ( ~*, "l~' z1. a:, ) und in <z:, P;) j_(Z; P1*) ' 
vgl. Fall 1 • 

~ ~=r➔, ist Ähnlichkeit. 

Fall 3 : · Sei ( SP., St{) ein lin. Z.B.S, für welches to 

doppel tprojizierend ist (Zj I w ) • ==>- 9r, i 1 + W 

(..)
1 

( w'I ZD, 

=- -= 
W=U, 

m-'w induziert im Büschel 

der 1.Fern-Sehstrahlen 

eine ellipt. Involution ci
1 

und im Büschel der 

2. Fern-Sehstrahlen eine 

Involution E.-e:1.. 

~Auf u =w - ellipt. Inv. ~ .. 
auf u =W - ellipt. Inv. (;

1 

-===,:,-In 3'"': cJ1 ••• ellipt.Inv. auf 
..c~ elli·pt Inv auf ,_,n ( ,._,"Iz1

1
1 ) • 

1-,z:;'1. -· • • '-U ...., 

Bemerkunr; a): ~' stimmt genau dann mit der a.urch 9rw auf 
u induzierten absoluten Inv. überein, wenn u = Z1~~ , 

also genau dann, 1,-,renn /:; 1 eine Normalprojektion ist. 

Für die Rekonstruktion im Sinne von Satz 11 gilt hier 

Satz 16: Kennt man die Ordnungspunkte von zwei wesentlich 

verschiedenen lin. Abbildungen des euklid. Raumes mit 

doppeltproj. Fernebene, so ist bei geg. zulässiger Haupt

raumfigur (-Z1 , Z~ sind Fernpunkte-) jede Punktmenge aus 

f \ fo- bis auf Translationen parallel zur Stellung Z1 Z2. 

vierdeutig rekonstruierbar, falls man die Bildpaare 

( w1
, w''), ( ~', ~11 ) , ( 1<' 1 ~

11 
) von w und zwei weiteren 

doppel tproj. Ebenen ~ und "'( kennt, sowie das erste 
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Bild der Involution abs. konjugierter 1. Fern-Sehstrahlen 

und das 2. Bild der Involution abs. kj. 2.Fern-Sehstrahlen. 

Beweis: Durch ~'_,"11 ,w 1 

Ordnungsprojektivität in 
und ~ 1 ' ~II 

rr' festgelegt. 
ist <lie 

21 
. ···-·- - ..... -· ·--·0-

-~' 

\ 
\ 

.f l _)"' .k 1 1 1 \1 Y"n \ . Durch \. , t?{ , w E. tc,- und ~ , "1 , w E .....,dEI ist 
Zuordnung der 1. Ordnungsstrahlen zu t,,. (bzw. zum 

1.Kernstrahlbüschel) festgelegt. 

Rekonstruktion von ~,1 : 

1 __,,-1 

(,J -~ w ' f~ < ' ' - 1 -"Y/ ~ II'/. , c2"-+ c~f 
Interpretation von ce.;-1 

als Ferngerade und ci!: 
(mit w als Ferngerade 

===? 3 ".Ähnlichkeiten" , 

als .Ähnlichkeit von :1r 1 (mit 

als absol. Involution) auf 

und ea. als abs. Involution). 
-1 1 
~ 'II"' .. -----.. -~1 ! ,II --,,- JI • 

die 

w' 

-i " 1 .. Seien ~1 und ce; zwei solche .Ahnlichkei ten. Dann sind 

~ 1-
1 , ~;• entweder gleichsinnig oder gegensinnig. 

( 3 zwei wesentl. f Möglichkeiten der Zuordnung der Fix

punkte von c~1 und € i. 1 ) ~ 

w' i2. Fe Fi 
l.c.)-Ü 0 X X 

t„ ....... 
F,, 

Seien nun ~-i'' und ~ 1 gleichsinnig ( ~--1 ist entweder 
/', 

mit -.e;1 oder mit re;1 gleichsinnig). 

===--;> ~4• ~~.f: r ~12 ist gleichsinnige .Ähnlichkeit. 
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..-> 

➔~1-a:;1 hat auf W über C zwei :/: Fixpunkte F1 , F2. ; 

ferner ist Z2. ( a'. 1 , ~ 11
) = Z1. wegen ~ (ae1 ,cia;") •t, "'/. (~i~1)= 'kt• 

==)► 'ae-1• i;1 1 w - i ~ c:e1.~;' ist eine Ä Koll. mit 
der Achse l3 • Da ~ , ~ bei ;:e. ~;• fest bleiben, 

also Kollineationsstrahlen sind, ist Z~= ~-~ das 
Zentrum dieser 7f Koll. 

N-1 
~ Mit w =U. -.Ferngerade von ~ gilt: ce 1.ae1 ist eine 

Elation. 

Ergebnis: -z;1 läßt sich abgesehen von Translationen zwei

deutig festlegen ( ~1-◄ , i.;1 ) • 

Analog ist ';l~
1

: ~"-+--. 1r bis auf Translationen in 1T" in 

Richtung Z:, zweideutig bestimmt (unabhängig von ct11 ). 

\)=·t. \ 
' ·\ 

\ 

\ -\ 2., 
---.-b O= ===~~----tc:::=====-

fJ j3 

-:!'; -_,_, -:::::;-

PP== XX V XE.'Jfe 
~ 

PP=XX V X eJre 
..., ,.., 

9 PP== XX= cons.t. 

Der Schiebvektor -N 

PP lie:::;t dabei 

in einGr do9pelt

:pro,j iz. Ebene. 

(w punktw. fest). 

Ergebnis: ( ,p.. > '12.. )-1 ist bis auf Translationen in lfe 
parallel zur Stellung Z1 Zi vierdeutig bestimmt. 

Bemerkung b): Der ZusarnmenhaDß ~=12 ➔ 1, zwischen den 

Rekonstruktionen bezüglich verschiedener Hauptraumfiguren 

-~ , ~* ist sicher eine Affinität, denn 'r/ U E: w gilt: 
U* € W • 

'1rw induziert auf u und u in natürlicher Weise die 

absolute Involution c"ii. in :n- bzw. et:., in 1r • 

Bei ce wird u und c.~1 auf 'lJ.* und c.zl abgebildet; 

cü. geht in eine elliptische Involution (c:G,)* über, die i.a. 

von der abs. Involution Cic:,~ in 5f• verschieden ist. 
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~Die Rekonstruktionen zur 
H.R.F. sind i.a. bloß affin. 
(Die abs. Polarität ist durch 
die Angabe nicht bestimmt). 
Man kennt vom abs. Ks.· _Q_ 

4 Tangenten= Doppelstrahlen 
von c,21 und E~z. ) • 

Bemerkung c) : Das Rekonstruktionsproblem ist eine Aufgabe 
der Fotoe;rammetrie: Rekonstruktion eines Geländes aus zwei 
Luftaufnahmen. =9" ~ 1 , ~1. sind Ähnlichkeiten (Entwickeln 
und Vercrößorn der Fotographie). Die Fernebene w ist nicht 
:oroj izierend (~ es lier;t Fall 1 vor). Die Bilder 3"c,J , 'JrJ 
der a.bs. Polarität sind durch die bekannte innere Orientierung 
des Aufnahmegerätes und des Vergrößerungsmaßstabes gegeben. 
( ~J , :n-J ist die Antipolarität am jeweiligen Distanz
kreis). 
Für die Angabe gemäß Satz 14 sind die Ordnungspunkte z:._, Z!/ 

erforderlich > Vgl. 2.3 Bem.b): Das Problem der ebenen 
Projektivität erfordert 7 Paare von Punkten allgemeiner 
Lage. Hier gilt: Kennt man die Distanzkreise, so sind zur 
Bestimmung der Hauptbildfigur bloß 5 Punktepaare allge
meiner Lage erforderlich. 
(Satz von E.KRUPPA). 

Hauptsatz der Fotogrammetrie (FINSTERWALDER): 
Kennt man von einem Objekt von ausreichend vielen Objekt
punkten die Bilder in zwei Fotographien und die Distanz
kreise, so ist das Objekt bestimmt, vorausgesetzt, das 
Objekt ist keine "gefährliche Fläche" (J.KRAI1ES). 

2.8 I1aßaufgaben des lfe (bzw, lfe,d. ) im lin. Z.B.-System. 

Geg.: lfe c lf , lfe,a.. c 1f , Elementmengen g , ~ , ?Z I c lf . 
Hauptraumfigur ~ eines lin. Z.B.S. ( CA, <f'.t). 
( lfe • • • lr0, mit Winkelmessung mittels LAGlfßHllE-Formel, 

fe,d. ••• lfe mit Längenmessung, vgl. O. 5). 
~' -• proj. Bildebene; Hauptbildfigur. 
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ßeh. : Jede Aufgabe des -lfe (bzw. lfe,d.) läßt sich in Lage

aufe;aben und in folgende "I1a.ßaufgaben" zerlegen: 

I11 : Wahre Größe einer Strecke (in 1fe/;:t)). 

I-12 : Wahre Gestalt einer ebenen Figur ( eines Winlrels) 

(in lre ). 
I13: Vervollständigung der durch die abs. Polarität 

:ir~ geg. Orthogonalität (d.h. Normale zu einer hbene, 

Normalebene zu einer Geraden); (in Ie ) . 

Bemerkunr;: In lfe , wobei keine Einheitsstrecke ausgezeichnet 

ist, kann 1'11 ersetzt ·uerden c1urch 

l11a: Übertragen einer Strecke (die Gleichheit zvrnier 

Strecken ist ein Begriff der .Ahnlichkei tsc;eometrie, 

da die zur Länc;enmessung benötigten Translationen 

und Kugeln Begriffe der .Ahnlichkei tsgeom. sind). 

H1b: Teilen uncl Vervielfachen einer Strecke. 

lJm obige .öeh. zu zeigen, untersuchen vrir die gegenseitige 

Lagen- und Haßbeziehungen von zwei Elementen aus tu 'qJ u f . 
f >< 'f2 : Für P, Q 1 € f c lfe1d. ist ein Abstand d(PQ) = PQ defi-

(1) 

(2) 

niert, vgl. 0.5 Folg. 4 =>- •••••• (M1) 

Geg. P, g 1 € 1f e,d.. 

In Ie c1. : Ebene 
' 

~ 
; Ges.: "Normalabstand" 

v1- g mit -vlP 

V .g = P* 

PP*= :P8 

Pg: 

••••• 

••••• 

••••• 

Geg. a, b windschief; Ges.: (1) Winkel 4. ab 
(2) Abstand ab 

In lf e : a // a mit a.b = 1 ~ projektive For-
mulierung: 

a.w = A...., ••••• (L*) 
3 

Au.1 = a ( 1 lb) • • • • • (L1) 

<läb = :~ab ••••• (M2) 

In 1fe d.: a.w = Au. ' 
b.w = B1'. ••••• (L*) 

1 3 
Au.Bk.= fu. ••••• (L1) 

(f~--Ferngerade von lfJ mit a // !P , b // y, ) 
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N~: = fu.. w ... Fernpkt der zu 'f normalen 
Richtung ••••• (M3) 

N.._a = oc' Nu.b = f., ••••• (L3) 

B:= <x.b 
' 

A:= ß .a ••••• (L*) 3 
AB = : ab ••••• (M1) 

Anmerkung: Für a//b =9-- (1) ~ab = 0, 
(2) ab:= aB mit Bib , B beliebig, ~ vgl. fx~ • 

~Xt • Geg. g, c l Elfe Ges.: 4 g c • ' • 
11" 

~g€:=2- ~gna. mit nc. J.. e 
~ n€ 1-E. mit ne. IP (Pig) ••••• (M3) 

~gn siehe 
~)<~' 

(1) ••• im wesentl • (M2) 

rx ~ . Geg. c,~le fe , Ges.: '9-- S(J • • 

4- t Cf : = 4 ne. n1 ; ne .L c. , n~ l.. <p ' • • •. • (M3) 

~ ne:n~ siehe ta X~' 
(1) ... im wesentl. (M2) 

Damit ist nun gezeigt, daß die Aufgaben von le
1
c:t im wesentlichen 

bloß (M1), (M2), (M3) erfordern. 

Lösung von (M j) in einem lin. Zweibildersystem : 

Vs.: ( (ß ,<fJ2.) mit w nicht doppeltprojizierend (z.B. nicht erst-
projizierend) ~ In 31"1 

: w' , C<l" ; ~ ~ , 'J(,}J bzw. t ;
1 

• 

lfe,ct ~ OE= e , ~ In ~• : 0', E', 0", E" • 

(I13): a_Lcx.. ~ Au. = alA.1rw => A...! = aJ, !ll"J • 
a ..L b ~ Au.. kj • Bl4.. in ri-~ ~ A,1. ' B ~ sind kj • in ~~ • 

[

Konjugiertheit } 
Orthogonalität# ~er Fernelemente -E--? 

in jf"'w • 
{ 

Konjugierthei t 
der Bilder der 
Fernelemente.in 

(M2) : Wahre Gestalt einer ebenen Figur <{ (eines Winkels) 

. f c.<X., ( 'f ... Winkel) f' kollinear 'f , ~• = <f r>
1 

• 

Gesucht : Kollineation t,J--«: l'' -1r' so, daß 1 ~ ähn-

lich ist zu 'f • <f' = r<f., ::s <f S1 <t1 ' Cr( <;1 ~1;<-<-~ ("V c; =9" 

'f.t;-tOI. ... ~nlichkeit. 

Bei 'Pt/'-.1. muß die Ferngerade alt, von <X- (alA. = °'•4') auf die Fern-
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gerade u' von :n-1 abgebildet werden ; da-s (p1 ~cic.)-Bild der 

absoluten Involution ca.i.o. auf au, muß die abs. Inv. auf der 

Ferngeraden u' von tr1 sein. ~ 1-'"'- ist eine Kollineation, 
die ca.• auf die abs. Inv. auf u' abbildet. ( .. ~Ma..ßkollin. ") 

L&, 

-- Pro j • Geom. : In der Menge { 1"40. } 3 
'/\ Kollineation mit dem LAGUERRE

Vertreter als Zentrum und a,! als 

Verschwindungsgerade (Koll.-Achse 

beliebig // aac! ). 

~ <): p q : p' ' p~ ; q' ' QJ ; 
➔ QJ PJ = a J. ; cd.fA, =+ L , 

=+ <l: P....' L QJ. = : <t,pq • 

Aus dem LAGUERRE - Punkt erscheint der Winkel zweier Geraden 

unverzerrt als Winkel zwischen den Bildern der Fernpunkte. 

(M1a) : Speziell Verschieben einer Strecke (Addition von Strecken) 
-....an 

a =AB= A1 , Ges.: BI a mit B ... Endpunkt der Strecke Ä1 +AB. 
~,Yß ,;f: 

/ 

~)LA ~', . 
Wir wählen ä // a beliebig, ~ ä. a = oc.. , 

in oc. eine beliebige Projektionsrich
tung (Zentrum I w-0c..) -► At-► A *, B, ~B*. 

In oc legt A *1 eine //-Projektion fest 

mit A*.- ,..1 =A und B*t-- B • A_l .. ,~· -- ,,, ·. --/4~_ ·. -:·· 
--~ _/_ __ ~ Verschiebung ist eine reine affine La-

la.. /J\t- genauf gabe. 
ci:/ -~ 

.1' 

Übertragen einer Strecke auf eine nicht parallele Gerade: 
____. 

Geg. a=AB, b= 1 2, (a windschief b, b •• 12) 

Ges. B I b mit AB = 1lf • 
(1) a // a mit ä I 1 , "§-Projektion 

in Richtung s=A1 =-> A..-..1 =A *, 
B•-•B* 

Drehung um 1 in c = ab wird 

ersetzt durch Projektion Dreh

sehnenrichtung (=Richtung der 

Winkelsymmetralen s 1 , s 2 von 

1ab). 
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Lösung in ~• : ( 1) a GJ =Au, ••• (L*), A~1 = ä ... (L1 ), 

A1= s ... (L 1), slu =SC.\.••·<L!), S""B.ä=B* •• (Ll) 
(2) Auf e~=At B~ .3 Invol. kj.Punkte bzgl.m"i>. 

~ Bilder der Fernpunkte s,."", S1u. der Symmetriestrahlen 
s-1 , si- sind harmonisch zu A!,, Bi!, und in der Invol. auf e! 
gekoppelt 9 Konstruktion nach 0.6 Aufgabe 3: 
DV(SJ"", Sl"", A'"-4., B~ )=-1. 

(M1b) : Teilen einer Strecke AB. 

In lf'e. ist der die Strecke teilende Punkt X bestimmt durch 
TV(X,A,B) = DV(X,A,B,A~), wenn A~ der Fernpunkt der 

Geraden AB ist. 
Dann gilt in ~ 1 : 

DV(X' ,A 1 ,B 1 ,A~) = DV(X,A,B,A~) = DV(X" ,A" ,B" ,A~) • 

Bemerkung: In einem lin. Z.B.S. ( Cf1 , tf2. ) , in welchem die 
Fernebene W doppel tprojizierend ist (bisher ausgeschlossener 
Fall), werden die die Vervollständigung von Xw betreffenden 
Aufgaben mit Hilfe einer dritten Abbildung ~3 auf den be
schriebenen Fall zurückgeführt, wenn w bezgl. g,3 allgemein 
ist. D.h. man führt die Tw betreffenden Aufgaben in einem 

Z.B.S. ( <fJ.,, '1! ) oder ( 'lz.; 9'5 ) durch. Diese Methode heißt 
"Verwendung eines Nebenauges Z3 (Z3 ,I w ) und einer Neben

bildebene 1r:i " ( ;ff3 ~ Z~ , ri~ I. Z1 oder Z2 ). 

2.9 Spezielle lin. Zweibildersysteme 
= 

I. "Normalrisse" 

a) Die zum Z.B.S. (Cf,,, <fi) gehörigen Projektionen E, 1 , C,1. 
sind Normalprojektionen auf zueinander normale Ebenen ~, W , 

· • die zugehörigen Kollineationen ce1 , Zt'z. sind ähnliche Trans-

formationen: l 11 d r! 
A l1 'l ' f 

~/' pq i:.2.1 
,;?"' 

....... '' 
-·-0 

p 

,_ 
IP 
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➔ Zwei Einschneiderisse der Axonometrie sind ein 
Beispiel einessolchen lin. Z.B.S •• I.a. sind dabei die 
Ordnungs-Fernzentren= und , nicht kongruent 
Ordnungsachse. 

Das beschriebene Z.B.S. ist '\Om 2.Typus. 

Speziell: "Zwei zugeordnete Normalrisse" 
, u· Darunter versteht man ein Z.B.S., dessen 

A l'2.""°l 1 zugehörige Projektionen ~j Normalproj. sind 

p'' 
0 

op1 

und für welches in der Hauptbildfigur die 
Ordnungszentren in einen Fernpunkt fallen, 
wobei /!J die Identität ist. ( =9" Die zuge-

; hörigen Kollineationen rei sind ähnliche 
Transformationen zum selben Faktor). 
9 Das beschriebene Z.B.S. ist vom 4. Typ. 
Speziell für 91" l. 3r , also für spezielle 
Hauptraumfigur~' ist das Grund- Aufriß
Verfahren ein Beispiel. 

Für 91'~ c lf e und ( <.P, , Y'2. ) vom 4. Typ gilt aber: 
3 Zentrum Z und H.R.F •. <la so, daß ( sq , 'Pz. ) Projektion 
von zwei Projektionen <3 1 , C,1.. aus Z auf ~~ ist. 

l , p , Wir wählen ,r~ = i und a!1 = l , l:l'1 ist 
P" -- 0 „ll'l, Proj. von ~ in Richtung der Dreh-

3r~= .1r\\ // sehnen der Drehung 31"~ i (MONGE-sche 
// Drehung) Zentrum Z (zwei M"oglich-

/ 
"ffr keiten). 

-~----a------c:::- D a s Koinzidenzgebilde dieses Z.B.S. 
ist die zu den Drehsehnen normale 
Symmetrieebene r von 1f und r . 
Das Bild einer allgemeinen Ebene ex. 

ist eine perspekti ve Affinität '«!°": 
, P'~P" mit der Achse (ex,r)•= (cx.r) 11

• 

Zwei zugeordnete Normalrisse sind z.B. auch Normale Axonometrie 
und ein Einschneideriß. (Die Bildebenen !i"'e'=i' und äf sind 
nicht normal 1) 
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Bemerkung: In jedem der angegebenen Beispiele ist·die Fern
ebene w doppe~ tproj izierend ( w' = w" = u ,r-~ ) • Für die 
Lösung von Maßaufgaben ist i.a. eine zusätzliche Zentral
projektion 5~ ("Nebenauge" A) erforderlich. Z.B. ~! aj.t 

i. 11 Zentrum A ••• Einheitspu.nM; der x-Achse 
= == und !ir = ,r • 

='7'" Mittels ( ~1 > l;:,) oder (~1, 1 ~~) erfaßt 
~--1----s~man die abs. Polarität • 

Aufriß). 

y,, Für jeden Normalriß gilt aber auch: Das 
Bild einer Ebenennormalen ist senkrecht 
zur Hauptlinie der Ebene. =? Die Lösung 
der Maßaufgaben ist daher für zwei be
liebige Normalrisse elementar ohne 
Nebenauge möglich. (Z.B. speziell: Grund-

II. "Axonometrie" 

Vgl. 1.3: Ebenes axonometrisches 7-Eck {Pa, Eki( ; 

• X' durch (X~1 , X~2. , X~is) be
stimmt. 

Das axonometrische Bild entsteht 
durch Projektion~ aus dem 
Ausnahmepunkt L auf ,F • 

a) Wir untersuchen die Kopplung 
zwischen dem axon. Bild und 
einem ax. Nebenbild. 

Z.B. rax• Bild X', 
lax. Nebenbild X~} =1> (X', Xl) 

Xl= ist lin. Bild .für ~2. --Projektion aus 
91" =PoP-1 P,.. 

= ? 

Daneben ist L =:Z1 , ,r (= 'Jr
1 

) ==? Z: =Z-1 I P5P! 
~ Z~=Z!=Pi; {X', Xi, P~} kollinear 'f/ X 6 f\{z1 ,z2.J 

> 3 Ordnungsprojektivität, und zwar gilt: (3 = l • 
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Ergebnis: Das ax. Bild gekoppelt mit einem ax. Nebenbild 
ist ein lin. Z.B.S. vom 4. Typ. 
Dabei gilt für die zugehörigen Kollineationen ce.=r-~•, 
~1.:~-:n-• : lx•} kollinear zu Zentralproj.~auf 3r 

(vgl. Satz 3); d.h. J a? :f~x•. ~ ce1 ~ diese 
Kollineation ~ • ~,. stimmt bei Beschränkung von l; auf 
PoP-1P2. mit a! überein: ~i.:= (~li)~9PoP-1P2= r ... 
Koinzidenzebene. 

Bemerkung: Falls Z=P~ ~ Z2.=Pa unbrauchbar ~ Ze. ist 
in eine der übrigen Ecken des Koord.-Tetraeders zu legen, 
i- ist die dieser Ecke gegenüberliegende Koord.-Ebene. 

b) Beh.: Zwei axonometrische Nebenbilder bilden ein lin. 
z.B.S. vom 2. Typus. 

Z.B. (X~, x;) . . . ( ,01 J ~a.) = (~1 ~ .. , !:,,. ~aJ 
Bildebene 'JT :=P0 P2.P! ~ 1 ••• Zentrum Z,i : =P-, , -~ .a. ... Zentrum Z 2 : = P3 , Bildebene ~ : =Po P-1 P2. 

Vgl.Satz 3: Axonometrie 
aus L.. CE =f. 1 P1 , P~) 
Zeichenebene) 

ist kollinear zu Zentralproj. 
auf :Ir C 1f (d.h. ] ~: 'Jr -7' 'JT 1, 

~ Wir benützen (E,('Jr)~ als Kollineation ~1 und 
<c;lf )~ , als Kollineation 'cl2 • 

~ 
I 

J( ••• 

• Mit obigem <;~ und Zj und allgemeinem 
axonometrischen Siebeneck gilt: 
Die Ordnungszentren P-1' =Z~ und PJ =Zl 
sind verschieden, zugeordnete Ordnungs-
strahlen treffen einander auf P! PJ 
(PJPl ,I- /PJ ,PJ) -9 PJP;_ ist Ordnungs
achse ➔ ß ist Perspektivität 9 ( ~ > sP.z. ) 

ist vom 2. Typus. 

~'=l~ 

Speziell: Schrägriß (frontale Axonometrie) 
Aufriß - Schräggrundriß ist lin. Z.B.S. 
vom 2. Typ. 
Für die Maßaufgaben ist der Einheits
punkt der x-Achse als Nebenauge ver-
wendbar. 

2 

1, .., ; y 

i 
,' 
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fil) "Zentralprojektion" 

Beh.: Zentralriß und Zentralgrundriß ist ein lin. Z.B.S. 

vom 4. Typ. 

,,-.Jr 

X' 

.. 

( <p,,) Yi ) = ( ~, .t°'' l,.i_ ~,). 
·wir benützen die Zentralproj. ~ 
als Proj. ~ 1. und die Bildebene 
der Zentralproj. als ~ und als 

Zeichenebene ~ Z2. = l • 

X'' 

Unter dem Zentralgrundriß versteht 

man das ~ -Bild der Normalprojektion 
auf eine zur Bildebene ~ = ~ 

➔ Projektion /;1 

. normale Ebene r ( ... 3J'1)s 3r • ( :ir J: l2.) 
••• Normalproj. auf r = ~ , (Fernpunkt z1 ,) 

~1 = ~ /'1" • 
~ Z~' und z;_ fallen in einen Fernpunkt von 9i (Z~'=Zi,=Zt>; 

xc ,x'C, Z~=Z!••kollinear ""'?' die Ordnungsprojektivität ~ ist 

die Identität (Ordnungsstrahlen bilden ll-Strahlbüschel) 

➔ ( ':f,.) '12.) ist ein lin. Z.B.S. vom 4.Typ. 

Das Koinzidenzgebilde dieses Z.B.S. ist die Grund.ebene r 
Das ( !f.t , Y'2.. )-Bild einer allgemeinen Ebene 0::. führt auf eine 

perspektive Affinität ~« in ~ • Die Achse von ce« ist 

die Grundspur ( a.. r )c von °"' , Afr°ini tätsstrahlen sind 
die Ordnungsstrahlen xcx•c • 

Maßaufgaben in der Zentralprojektion 

(M1) : Wegen a!i. = L kennt man das Bild der Einheitsstrecke 
=;., (M1) kann · direkt gelöst werden. 

Z.B. (M1a) (vgl.2.8) "Übertragen einer Strecke". 

• 
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Das "Messen" einer Strecke AB 
erfolgt in der Zentralproj. 
( = ) nach Obertragen von AB 
auf eine (beliebige) Gerade in 
der Bildebene • 

a allgemein, A,B a, AB, 
Gerade b so gewählt, daß 

b die geg. Gerade a trifft. 
(a.b = P •• Spurpunkt von a ). 

Lösung von (M1a) im vor-
. liegenden Fall siehe 2.8. mit 

Zentralriß - Zentralgrund.riß als speziellen lin. Z.B.S. 

\ 

\ 
\ 

h (= l'1t.)\ 
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Wir konstruieren zunächst den Spurpunkt P (Pc, p•c=a•~g) 
und legen durch a eine beliebige Hilfsebene c (Fluchtspur 
e~ I At , Spur e § e! durch P , deren Spur e als 
Hilfsgerade b c,r benützt werden soll. Die Obertragung. 
der Strecke AB von a auf b erfolgt bekanntlich durch 
Projektion in Richtung einer der Winkelsymmetralen von 

~ab (Fernpunkte S-11A.. , S2."'") ~ S1~, S2.u...l I e1 und sind 
einerseits harmonisch bezügl. At und Bi (B~ •• Fernpunkt 
von e) andererseits antikonjugiert bezügl. des Distanz
kreises (vgl. 0.6): 

H(A~, B;, s .. :, stJ ➔ 
antikonjugiert bezüglich 

symmetrisch zu A~ und 

Zwischenbemerkung: Für das Polarsystem eines nullteiligen 
Kreises c gilt folgender 

Hilfssatz: Jeder Halbkreis k über zwei bezüglich eines 
nullteil. Kreises c kj. Punkten 1,1 trifft den reellen 
Vertreter c~ von c in Gegenpunkten. 

--- .X 

1 Für den Mittelpunkt M von c 
\ _gilt nämlich elementar: 

Ist P der Lotfußpunkt von 1 
auf 111 , und ist M1 = x , MP = x1 , 

dann ist x.x1 = r~= konst. 
die Potenz von M bezügl. k 

-- ( r - Radius von c-r ). 
Speziell eine durch einen Schnitt-
punkt von k und c.,. ( etwa durch 
K,1) ~ Gerade g durch M 
trifft daher k notwendig im 

zweiten Schnittpunkt Kz. =.- K1 , K2. sind Gegenpunkte von c~ 

Mit diesem Hilfssatz läßt sich das gesuchte Symmetriepaar 
als Schnittpunktepaar von e~ mit jenem Kreis 

-0-------0------0-k um At konstruieren, der den 
1 5c. 
\ ,iu., 5fu/ Distanzkreis in Gegenpunkten trifft. 

i 
(Die gleichen Linien erfahren in der 
H.Vs. eine räumliche Deutung: Meßpunkt 
M~ einer Geraden a mittels Abstands
gleichheit l\_A~ = OA~. 
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(M2) : Vgl. 2.8, wahre Gestalt einer ebenen Figur ~ C ex, 

( CX,At/ ~ ) • 
Bezeichnung im Zentralriß : ( ex.. w )

1 
= a' =: a~ , <f '=: 'fc 

Wir suchen eine Kollineation~~ der Bildebene auf sich so, 
daß ½f~ r-v 'f (fLoc. ... 11Maßkollineation"). 
Z.B. ist eine geeignete Maßkollineationt4~ jene persp. 
Kollineation, welche das Bild hc einer Spurparallelen 
der Ebene <X. zur Achse und einen der LAGUERRE-Vertreter 

L des Zentralbildes c:~der abs.Inv. auf zum Zentrum besitzt. 

Mittels des obigen Hilfssatzes 
verschafft man sich zwei Paare 
antikj. Punkte auf at bezügl. 
des Distanzkreises n_c~ (etwa 
Zentralpunkt 1 und Fernpunkt 
1 , 2 und 2 symmetrisch zu 1 ) 
~L ist ein Schnittpunkt der 
Halbkreise über diesen Punkte
paaren. (Dabei gilt auch 
elementar (H.Vl.): 
für L= :M°" : a~Mcx..= Oat ) • 

Die Achse 
die 

hc von f'o'- ist parallel zu aft • Ist speziell 
Spur von ex, , so ist 'f~ot. = 1~ ';;t 'f, • 

Für die Vers~ind~gerade 
a~Ma.= hea~ • 

a~0 ·von r, gilt: 

Anwendungen: (1) Direkte Achsenkonstruktion eines Kreisbildes 

Geg. : k ( ()l., M; r) , ("'Cl, nicht ausgeartet. 

Fall 1 : /-'-'"'- ist so beschaffen, daß die durch k; auf a v~ 
induzierte Invol. kg. Punkte elliptisch ist. 

/-'«. ist Kollineation~ das Polarsystem von kc geht bei 
~~ in das Polarsystem von k~ über==+ der Pol Ne der 

Ferngeraden u (=a~ ) der Bildebene ,r bzgl. kc ist das 
~ -Bild des Poles N~ der Verschwindungsgeraden a~ 

(in ~o1. ) bezüglich k& • (W •• • Mittelpunkt von kc). 
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1' 

3 

' . / 
'\ / / ' '\. ~/ 
···-~·~·-

Mcx., 

Sind xc, yc das Rechtwinkelpaar der Invol. kj. Durchmesser 

von kC (also die Achsen von ke ), dann erscheinen deren 
Fernpunkte xc, yc. aus dem Kollineationszentrum MO(. unter 
jl'"/2. • xe, ye sind - als Fernpunkte kj .Richtungen von kC 

gekoppelt in der Involution kj. Punkte bezüglich k 0 auf der 

Ferngeraden a: • ~ • Nach Ausüben von (d,. : 3 Punktepaar 

xg' yg auf aS-o mit 
(1) ~ X~ Hex. yg = 3/2. ; 
(2) xg, Y8' kj. bezüglich k& • 

Konstruktion von X~ u. Yg wie folgt: 
Aus dem LAGUERRE-Punkt L der durch k; auf a.;0 

induzierten (elliptisch vorausgesetzten) Invol. kj. Punkte 

erscheinen alle Paare kj. Punkte unter 91/'e. , aus MO(. 
hingegen genau das gesuchte Paar X~, Y8 • 
....,. X~, yg sind die Schnittpunkte von a;0 und dem .Thale&kl'eis 
durch L und Hoc. mit der Mitte auf a;o • 
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====>- xc // ~X~ , yc // MotY~ • ~ X~ =Xcf<'o1, , y;=y~°' ••• 

Sehnen von k~ durch N!; ~ Achsenendpunkte von kc 
sind die ~ -Bilder der Sehnenendpunkte von k~ • 

Fall 2 : r-oL ist so beschaffen, daß die Involution kj. Punkte 
auf a~ bezügl. k~ hyperbolisch ist. ~ Doppelpunkte 
U~ , V;(+) dieser Inv. sind die Schnittpunkte von k~ 
mit avi ==> U', vc --Fernpunkte von kc. ~ k' ... Hyperbel. 
u;, vi •• Tangenten von k~ in U;, V; ~ u c, vc ••• 

Asymptoten von kc; u~.v;=N; ••• Pol von a~ bzgl. -~ 
kg ('r°' ► Ne .-Mittelpunkt von kc. 

vc 
C, llJ.-~ 

Vc, ----•711 

-· -· -----_;_.-· -----.-· 
M; 

C. 
' . . V.--• 

----· ---------· ...--· 
----· ---~: ;_-· 

J.,..--" 
..--· 1 • j 

--\-
. ---- -· 

-----

/ 
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~ Achsen xe, Y' elementar als Winkelsymmetralen von uc,v~ 
~ x;=x~ot- , yg =Y~ .,.Sehnen von ki , Sehnenend

punkte sind in ~.:~'1 den Achsenendpunkten von k c zugeordnet. 

Fall 3 : ~"" ist so beschaffen, daß a~0 Tangente von k~ 
ist ~ kg ist Parabel. 

' C, 
4o e 

D,vo 

, U; ... Berührungspkt. 

von k~ mit a;o =+. 
uc •• Parabelfernpunlt 
(~Achsenrichtung) . 
➔ Sehei tel Ac von 

Tangente tc in Ac ist 

_L zur Achsenrichtung 
~ Tc ... Fernpunkt 
der Scheiteltangente 

' C C. =+ To = T;;,<-<-«- ; 
4, T;M«U; = % . t~ ••• Resttangente aus T~ an k& , Be
rührungspunkt Ag = Ac:("'~ ~ Ac =Agc4;," • 

Fall 4 : k nullteilig, ge·geben durch ellipt. Polarität :Jr1c 

(Antipolarität am reellen Vertreter k~ ). 

Zentralproj. von k analog zu Fall 1. Reeller Vertreter 
(kc)~ des Bildes kc von k ist r vom Zentralbild 
des reellen Vertreters kr von k 1 "Reeller Vertreter" 
ist ein affiner Begriff 1 

Festlegung von (kG )? durch das Zentralbild (~k)' von ~&< 

'9- Bestimmung der Involutionen kj. Punkte auf den 
Achsen von kc ~ .. 

Anwendung (2): ZentralumriB einer Kugel (einer Quadrik): 

Dazu: Zwischenbemerkung über proj. Polaritäten im dreidim. 
proj. Raum 1f (vgl. Proj.Geometrie): 

Def.: Eine bijektive inzidenzentreue Abbildung cf: lf(f2)-+lf(~) 
heißt "Polarität" oder "involutorische Korrelation" 49 

r/ X,Yelf(12) mit XIYcf ~ YIXJ. 
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("Konjugiertheitsrelation ist symmetrisch") 
Speziell: 1f über IR ~d automatisch projektiv. 

De.f.: A, ex. , a heißt ein selbstkj. Punkt, eine selbst
kj. Ebene, eine sel bstpolare Gerade ( "Erzeugende 11 

)·~ 

AI Aä bzw. 3 P in ~ mit PJ'=~ bzw. VP au.f 

a gilt PJ'I a • 

Def.: Polarität J mit ,,,3/ selbstkj. Punkt heißt "elliptische 

Polarität". 
ö mit 3 PE lf(12) mit PI PJ A 3 Q E. lf(:p) mit 

Q~ Qö heißt "hyperbolische Polarität". 
d' mit 3 in f(12) nur sel bstkj. Punkte (d.h. \7' P€ 1f('f2) 

gilt: PI Pc:f ) heißt "Nullpolarität" (=:J'o ). -
{ P mit PI PJ} heißt "Kerngebilde" ("Basisgebilde") 

der Polarität. 

Hil.fssatz 1 : Eine Polarität J' /: Nullpolarität öo ist 
.festgelegt durch ein Poltetraeder und ein ".fremdes Paar" 
Pol-Polarebene. (In 80 ~-- Poltetraeder). 

Ö # do induziert au.f jeder Geraden g eine Involution 

kj. Punkte. (A,A'leg kj_. ~ Ä'= g.AJ) 

ä ::/zdo induziert in jeder Ebene cE. 1f(t) mit 
eine ebene Polarität ("Spurpolarität"von c1' 

c-!c.J 
in c ). 

Hil.fssatz 2 : 3 genau 3 + Typen von Poltetraedern: 
(1) Au.fallen sechs Kanten des Poltetraeders ist die Inv. 

kj. Punkte elliptisch. 

(II) Drei von einem Punkt ausgehende Kanten tragen hyp. 

Involutionen, die übrigen (in einer Ebene liegenden) 
Kanten dagegen ellipti$che Invol. 

(lll) Die Involutionen kj. Punkte ~ind auf zwei wind
schie.fe Kanten des Poltetraeders elliptisch, alle 
übrigen sind hyperbolisch. 

Weiters gilt: Alle Poltetraeder 
1f (IR) sind vom gleichen Typus 

zu einer Polarität ö' in 

• 
( 1 ) -Polarität ... elliptische Polarität über .lR., (Basis

gebilde ist die leere Menge). 

(II) -Polarität ... hyperbolisch, Polarsystem einer ovalen 
Quadrik q, ( q> •.• Basisgebilde) 
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(III) -Polarität ... hyperbolisch, Polarsystem einer ringartigen 
Quadrik 4> ( <P ••• Basisge bilde) 

IRcC: ·J ... (1) -Polarität ist über C hyperbolisch, 
Basisgebilde ist eine nullteilige Quadrik (p. 
~ Uber R : J ist Antipolarität an der reellen 

Vertreterquadrik 4>.,. von 4> • 

Bemerkung a) : "Tangentialebene" e 
Polarität J : e. =: Ed' A 

der Basisfläche 4> einer 
EI c • In c ist 

die Spurpolarität ausgeartet zur Involution kj. Flächen
tangenten in E. Die Doppelstrahlen dieser Involution 
(falls 3) sind Erzeugenden der Basisfläche q:>. Ist 
diese Involution speziell eine Rechtwinkelinvolution, 
so ist E ein Nabelpunkt von <:p. 

Bemerkung b) : Kugelbegriff siehe 0.7 Folg.3: 

Einteilige Kugel cp ~ in w induzierte Spurpolarität 
ist die absolute Polarität; d' ist (11)-Polarität; in 
jedem (reellen) Punkt von (p ist die Invol. kj. Tangenten 
die Rechtwinkelinvolution. 

Nullteilige Kugel 4> ~ Spurpolarität in w ist die abs. 
Polarität; Ö ist über R eine (!)-Polarität. 

Damit: Zentralbild einer Kugel bzw. Quadrik. 

Allgemeines Konstruktionsprinzip für das Aufsuchen des 
scheinbaren Umrisses uc einer Quadrik <:p (über Re©) 

(1) Festlegung des zu q::> gehörigen Polarsystems 
(2) Aufsuchen der Spurpolarität jjo- in der Polarebene des 

Auges cr der Zentralprojektion. (Vs. (f liegt nicht 
auf cp ). 

(3) 
(4) 

Projektion von 1t'o- aus 
uG ist Basiskurve von 

<1 auf die Bildebene 

• 

Eine von diesem Konstruktionsprinzip abweichende Methode 
ist bei Projektion einer Quadrik auf eine Kreisschnittebene 
angebracht (z.B. 4> ist Kugel oder Drehquadrik mit zur Bild
ebene lotrechter Achse): 
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Formulierung über C: Die zur 
Bildebene~// Tangentialebenen 
:;r; , 3r2. berühren q) in Nabel
punkten N1 , N~ ➔ Doppel
strahlen der Involution kj. 
Flächentangenten in N1 ,(Ne.) 
sind die isotropen Geraden in 

l; ( 3rz) durch N1 (N2,) • Diese 
isotropen Geraden sind Erzeugende 

-~ J von q>. ~ Illre Zentralbilder 

Geraden durch 
berühren. 

(d.s. wegen l'1//,r//Jri die isotropen 
N~, Nf:) müssen den scheinbaren Umriß uc von 4) 

Die Punkte, aus welchen an einen Kegelschnitt isotrope 
Tangenten gelegt werden können, sind die Brennpunkte. ~ 
~ N~, N~ sind Brennpunkte von uc. 

Beispiel: Zentralumriß einer nullteiligen Kugel q::, 
Geg.: H,d; q:> {MI 1r ; lrl} 

Ai,,, 

.,,c 1,! OIU 
·1 ,f '" 

<l-------~i --------:::-~~-. ----==-----,Qc·' ----==---.. ----.... -._~Crt:)"' 
/ i Li,,-/ ' / / ·. ---

/ . -~-- / ' / ,~f- /,,, 1· L /7, , , '-.,, ___ ' ',, __ 
/ __,,-,...._--. / ~1-' ',. \ . 
..-- / -.,.. t -,i---·---✓ /,,,.; /, I >:-A-,0--:D;r -/ / / ,,,/ / / ...... 

/ / '/ ' I , I I , 

/ 
I / / \ 

I I 

I / ,' I 
I I I I 

I / 

L' / ATt. N~! 
\ 
\ 
\ / 

'p_,,l'r'I 

',, l ::ru· 
,_ ---~N:' 

'\ 
d. 
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(1) Seitenriß auf die Symmetrieebene MOH 

> 9?"' 11
, O"', a"' mit al.:.:r durch M • 

(2) Festlegung der Inv. kj. Punkte auf a (sie ist elliptisch) 

Me ••• Zentralpunkt, LAGUERRE-Punkt L mit LMc = lrl • 

(3) 

(4) 

Wir suchen jenes Paar 1,1 das bei Projektion aus• C' d.en. 
Fernpunkt 1c und Zentralpunkt 4c =Ne der Bildinvolution 

liefert. M=2 , 2=a.w ist ein weiteres Paar ~ 2° =Mc , 
2c=H • 

==)-- Bild der Inv. auf a 
(Mittelpunkt von uc und 
-')- LAGUERRE-Punkt L 1 ~ 

Brennpunkte von (uc)~ • 

festgelegt durch Zentralpunkt 
(uc )"" ) und das Paar (Mc. ,H) 
Symmetriepaar (N~ )"~, (Ni,)~ ••• 

.f1.. = q). tu =:)- ue berührt fic. doppelt; Tangenten in den 

Berührungspunkten sind die Bilder der Um.rißerzeugenden 
des Asymptotenkegels (Spitze MC) ~ Um.rißpunkte von 
nc liegen auf der Antipolaren mC von MC bezüglich 
(Il'-)1' • 

(5) Festlegung der Inv. kj. Punkte auf a~ bezüglich uc • 
Zentralpunkt ist Ne, Mc.=3 und 3=me.a' ist ein Punkte
paar ->- LAGUERRE-Punkt Lz. =j> Symmetriepaar A,,.., Bl'" 
sind Scheitel von (uC)~. 

Oll) Reliefperspektive 

Geg.: Objekt .'.f festgelegt in einem speziellen Zweibilder
system, näml.ich durch Zentralbild fc und Zentralgrund.
riß ~•c in der Zentralprojektion c; (Zentrum A , Bild-
ebene m- , Hauptstrahl h ). 

Wir unterwerfen '.f einer räumlichen Homologie cf.:1r_...f mit 
Z auf h (Z+A) als Zentrum, 3r = a., als Achse, wobei dem 
Augpunkt A der Fernpunkt A?t,, =:AT' von h zugewiesen werden 
soll. · 

Das Ergebnis '{-ae. .=: 1< heißt "Relief" von ~ und soll 
durch ein zweckmäßiges Z.B.S. erfaßt werden. 
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Wir vervollständigen zunächst die Homologie ~ : 
A mit A71?- -.Fernpunkt von ZA=h heißt "Hauptverschwindungs
punkt11 9- Verschwindungsebene 'Y durch A parallel °" = .11" • 

_.,... -+-
==9- cvae =: w-rfcx. mit awT = yZ = :t •• "Relieftiefe" 
(Bei -ae - wird der Z nicht enthaltende Halbraum bezüglich 
ex abgebildet auf den Streifen "zwischenn ex. und w"' ) 

Sei Pein Punkt von 1f (PI<X , Pt=IA,Z) ~ Pa:!=P.,. durch 
Angittern: PA.oe, = pc:: .fest ~ P.,.= (PZ).(PCA11 ) 

Ergebnis: V p :i=IZ,A 
. . 

gilt, da.ß der Zentralriß pc von P 
aus A auf die Bildebene Cl übereinstimmt mit der Normal
projektion (Proj. aus A'r, "Aufriß") des Reliefs P.,. 
von P auf die gleiche Bildebene (Satz von GOURNERIE) 

==> pc = (P')" 

~ fc= 'f" II 

Um ein weiteres zweckmäßiges Bild des Reliefs zu erhalten 
treffen wir .für den Zentralgrund.riß folgende Voraussetzung: 
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Der Zentralgrundriß sei bezogen auf eine Grundebene ~J..oc 
-+ 

mit A:tr1 = t • 

Wir konstruieren zunächst das Relief P'~ von P' durch 
Angittern~(P't= (P'.,,)", siehe oben. Dabei gilt mit ... 
PP' ..L :7"1 ( 11",i ..L ~), daß auch prp '"" ..l:Jr,i ist. ~ "Grundriß" 

~ 

(PT)' des Reliefs p"t' ••• Normalprojektion auf 31:i • -==s> P„o<.. = 
► =(P 1 }" oe, = (PT) 1 °'- • 

Ferner sind die Dreiecke Z A ( )), ~) und (P' )"' (P' )c. (Q:,11"1) 

zentrisch ähnlich bezüglich P' • =9 Wegen der speziellen 
Wahl der Grundebene 31',i mit ZA = A(y.:;r.,) gilt damit 
Streckengleichheit für (P')r(P')c (=(P,.)'Ol) und (p•c)(CX'..Xi) 

Ergebnis: Die Normalprojektion des Reliefs <{T auf die 
Grundebene 1rT (also der "Reliefgrundriß") ist dem 

Zentralgrund.riß <f' c von '.f aus A auf O::. 

kongruent und kann mit diesem etwa durch Drehung von :n; 
um ( Ol, Xi) zur Deckung gebracht werden (MONGEsche Drehung). 

(Satz von STAUDIGL). 

Satz 17 : Wird ·ein Objekt <f nach dem Zentralriß - Zentral
Grundrißverfahren abgebildet mit der Achse a::. einer 
räuml. Homologie ~ als Bildebene (Z-. Zentrum von -ce ) , 
dem Hauptverschwindungspunkt A von ae als Auge und 
einer Grundebene im Abstand ZA unter dem Auge,so erhält 
man Auf- und Grundriß des Reliefs t,fae = 'f.,. von 1 . 
Es gilt dabei: . ( 'fC, '(''') = ( 1'", '-11') • 

Umgekehrt gilt: Jedes beliebige Bildpaar ('fc,f,c) läßt 
sich als Auf- und Grundriß eines gewissen Reliefs ~T 

des zugehörigen Raumobjekts deuten, wobei die Bildebene 
die Achse der betreffenden Homologie a?. ist und der Ab
stand Auge-Grund.ebene die Relieftiefe t festlegt. 
(Z ergibt_sich so, daß das Auge der Hauptverschwindungs
punkt von -ae ·ist. ~ Z ist stets eigentlich). 

Bemerkung: Benützt man anstelle der persp. Kollineation -ae. 
(Z, ex.) eine perspektive Affinität ~Q, mit der Achse Q:. 

(~..,,, festgelegt durch ein Paar zugeordneter Punkte P ,P.,.), 

so entsteht nach Anwendung von ~Q- auf ein Objekt tf das 

sogenannte "Parallelrelief" ~.,. von 1 . 
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Wir versuchen nun wieder, ein geeignetes 

~ mit einem des Parallelreliefs ~" 
Z.B.S. des Objektes 

(etwa dem 
Auf- und Grundriß ( f., " , f" 1 

) 

(~1) 

p 

.-::;::::-✓ 

----/ 
/ 
1 !1r1 

.. 

Wir konstruieren den Aufriß pTI des Parallelreliefs pt von 

P (Normalprojektion auf ex. = 9re. , Fernpunkt Z2. ) • 
V Q E. Tro.. gilt dann: ~ Q Q"' Q""" zentrisch ähnlich 

6P F" P"'", dabei ist QQ"" 11 · ppr , Q11 Q..,." // P"P"'" ~ es ist 

auch QQ'l"" //PP"'". ~ Der Aufriß des Parallelreliefs tf"' ent
steht durch eine gewisse Parallelprojektion, welche durch 
das Angabepaar P,P"' (und die Achse 0:. = :l1i ) bestimmt ist. 

'f"" ... Sohrägriß aus Fernpunkt A=(PP'•).Ca.) • 

Ferner gilt: Es ist TV(P 1P-r 1 cx..D = TV(PP"'oc.) = {=TV(Q'Q"''<X.) )= 
=konst. mit P1'', QT' ... Grundriß von -p-r , Q"'. ===+- Nach Ausüben 
der MONGEschen Drehung ist dann Q'Q""' // p•pr, V Q€Ja. , 

also ist auch der Grundriß von <fr ein gewisser Schrägriß 
(Fernpunkt z1 ). 

I.a. gilt dabei: Z1 f A. 

Im Sinne der Umkehrung von Satz 1? gilt aber stets: 
Zu vorge~ebenem Schrägriß-Schräggrundriß eines Objektes «f 3* 
Parallelrelief <f~=\fa!Q.., dessen Auf- und Grundriß mit dem 
vorgegebenen Schrägriß-Schräggrundriß übereinstimmt. 
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--1 ---·-
' 1 ----p i ----------- ~1 -0,,::.----------0-----1-1--.___-

(pr•) 

§ 3 Lineare Zweispurensysteme 

Rekonstruktion von ~Q, : 

Geg: oc A• ps p•s. ' ' ' . * Wähle belieb. Grundriß-
ebene ~ J_ex, nicht durch 
p ,s. ◄ 

=> (AJ> IS') .!Jr1 = p 1 • 

~ P au.f .APS mit POl =Pbc. • 
p-r : p-r 11 = ps , P"'c:x. = p , s 3r1 

=rceo.. durch P,P.,. und Cl 

festgelegt. (Unabhängig 
von ~ l) 

3.1 Vgl. Satz 2 : Eine lin. Abb. p* aus dem Ebenenraum lf (~) 
in die proj. Geradenebene 3t'(qJ') ist entweder bijektiv zu 
einer Kotierung oder kollinear zum Spurenfeld in einer 
Ausnahmeebene L* (und dann surjektiv). 

':fl/. surjektiv=> Kotierung. scheidet aus ~ 'f)* ist i.w.das 

"Spurenprinzip". 
D.h. in lf ist eine Ebene l:,: = L.* ausgezeichnet, das 
Spurenfeld l;(qp wird vermöge einer Kollineation ~*- auf 

~'(-qJ') abgebildet. 

Jede Ebene ~ ,f t., besitzt ein g.,*-Bild x' mit x'= 

=(~.~)re• • ~ 
Die So'" -Fasern sind die Eeenenbüschel um die Spuren in l, 
geschlitzt längs E:, • ~ ':f~ ist nicht injektiv ! 
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Wir wollen nun analog zu 2.1 zwei lin. Spurensysteme y;t 
':fl koppeln um eine bis auf eine gewisse Ausnahmemenge 
bi,j ekti ve Paarabbildung zu erhalten. ~ ':J),,1: , <pf müssen 
sicher wesentlich verschieden sein (also nicht kollinear) 
==> Ef =:/; 1 und z=:==~2. sind verschieden; zu {·1 

gehört Koll. 'ce,,,11:-: ~.,~~•(OJ') , zu ~2. gehört ret: ~2. -,,.3r'(tJJ 11
) 

( t:a' = 'OJ" ). 

Hierbei ist 

~ _______ .,,,,,, 
--- ~2. ... --···---· ----

.k (w* w*) (x' ,x") ) 11 ) JZ. = mit: x' = ~ Cß~ =x ~1E- (x=~•~1 ) • 

x"= ~<ft =x<ft (x=5·~2). 

Im Gegensatz zum lin. Z.B.S. ist für das Zweispurenprinzip 
die Verschiedenheit der Ausnahmeebenen ~1 ,~a die einzige 
wesentliche Voraussetzung. (Ihr entspricht dual im Z.B.S. 
die Vs. Z-1 fZ2. ) • ==;> :Jr'(q/1

) nicht koll. $'
1 ('Cß") • 

Bemerkung: Die für das lin. Z.B.S. getroffenen zusätzlichen 
Voraussetzungen betreffen die willkürlichen Bildebenen r , i . 

Bei Formulierung des Z.B.S. 
über aie zu den Bildfeldern 
kollinearen Sehstrahlbündel 
(Faserbündel) entfallen diese 
zusätzlichen Vora~ssetzung~n. 

~1-~2.=:o- •• 11Doppelspur". & ist erstes Bild von ~t. (o-=zL) 
und zweites Bild von ~ 1 (c,=z., ). 

J"' 
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' - ,. II = t- \ II • nd . . k lt ~ Zz. =z2..~1 , z 1 =z4 ae.t, ==>- Zt., z1 si bijektiv ge oppe 
und heißen "Ordnungsreihen" des Zweispurenprinzips. 

Wir verlangen zusätzlich, daß die Kopplung zwischen Zi 
und z~ eine Projektivität ist und daß das Erzeugnis dieser 
Projektivität i.a. ein Kegelschnitt ist. D.h. wir treffen 
über den Körper K von 1f (und ~• ) zusätzliche Voraus
setzungen: 

Vs.(1) : K gestatte bloß den trivialen Automorphismus 
(~ 2ef , 'eet automatisch projektiv: 9>3 Projektivität 

(!:,:,.-: f i:'i -- qz''z~!' ; (!:,* ... "Ordnungsprojektivität") 

Vs. (2) : K sei kommutativ (=9- 3 in !lr
1 sinnvollen Kegel-

schnittsbegriff). 

Analog zu 2.1 heißt {z!, z~';ß*} "Hauptbildfigur" in 31 1 
• 

Dual zu 2.1 sind vier + Typen von Zweispurensystemen zu 
unterscheiden: 

1. Typus: ß* nicht Perspektivität 
Ordnungsgeradenkegelschnitt 

2. Typus : z!t' f zJ., /6* ist. Perspektivität A 
~ .3 Ordnungszentrum (dual zu _ -_ .:_ >-@ 

Ordnungsachse bei Z.B.S.) ~~---fb"' ß~ 

3. Typus : z1 = zl, ß*:/:L 11\-~-, 1 

4. Typus : z1' = z! , fo* = l ----------2/-~ 
Das Spurenebenenpaar { t;1 )~2.} heißt "Hauptraumfigur" des 
Z.B.S. 

Eigenschaften des lin. Zweispurensystems 

1) Die Definitionsmenge von ( Cj).,'\ cp[) : 
('f)..*,y;t) ist in D(<p,,f-,<f'a,'lr) injektiv: 
Sei ~ E t\lo- , ~ ( cp..*, <fa.*) = (x' ,x") , wobei gilt: 
x' =f: z! , x" =I= z1 und (x'.zl)=:1'~(x".z~)=:1" 

----~ - ~------~------
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Z.B. ('A~'f!) vom Typus 1 : 

~ ~ vermittels ( "~)-1, (cltt1 ein
deutig rekonstruierbar. 
x = x' (-a?.f)~-1 , x = x" ('cle1)""'1 und 

~ =xx. 
Speziell: ~ mit ...o-I<!, ~ 
x=x=tr ~ x'=zi , x"=z~ 
=9-~ ist nicht eindeutig rekonstruierbar. 

2) Das (cpf,tpf)-Bild eines Ebenenbüschels ('a (=:"Gerade" 
in lf ): 
g "allgemein", d.h. g windschief # • 

~I 

g.~1=:G, g.~~=:G, 
~ G'=°IT~t , G11 =G~t mit G'-I zl , G"! z!,' • 
Ve_.e. is gilt: ~('f.*,'fl) = (x',x") mit x'IG', x"IG"; 
(x'.zi)=:1 •t-{!!+. (x".z1)=:1". ~ ~~•1r'lf.'a11 (Dies folgt auch 

aus ~?i ~ <'JJ6 ). 

➔ Das (<Ft*,1/l)-Bild eines allgemeinen Ebenenbüschels tg ist 
ein Paar projektiver Geradenbüschel. 

Speziell: g "erstinzident" (d.h. g I ~
1 

, g,I <;2. ) • 
• ~ x = g fest V~€ t~ 
~ {x'} ist eine feste Gerade (und 

kein Büschel). 

{ x'} # zl 
{ x"} ist ein Büschel um G" • 

Analog: g "zweitinzident". 
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Speziell: g "doppel tinzident" ( g = ;ot ) 

{ x'J ... fest = zl 
{ x"l ... fest = z~ 

Speziell: g schneidet A::f und g ist nichtinzident •• 

{x'1·~~~• , {x"l -• ~~• • 
Dabei ist G' ~ *= G11 

• 

~ In (tt zugeordnete Punktepaare (G' ,G") 

von zJ , z~' lassen sich auffassen als 
die Bilder von Geraden, die ,,c- treffen. 

_ . ~ Alle Geraden eines Bündels ~~ 
· mit G == G fest auf ,J.Y haben das selbe Bildpaar. 

12_ Ebenenbündel t'.'A ("Punkte") 

Zunächst: "allgemeine Lage" von A , d.h. A..f. ~;;. 
\ Jede Ebene ~ € tA hat ein Bildpaar (x' , x"). 

Wir interessieren uns für die Kopplung x'H,.x". 
Dual gilt (vgl.2.1): das Bild eines allge
meinen Punktfeldes a. in einem lin. Z.B.S. 
ist eine Kollineation <foc. • =P-

Beh •. : Ist A allgemein, so j~ ceA: ~1
, <iJ:11 

mit x"=x'~Ä und (x' ,x") ••• Bildpaar von {etA 

Beweis: ~ persp. koll. t5J4 a?J ~~ = {x' 1 x '= ~ <pf /\ ~ ~ t4}) jl-

1 ( CA persp. koll. lt,A a:! - ~~ = {x" \x"= ~ C/'l A ~ ,d;Af ",i 

* ~ persp. Koll, l, ~j ••• proj. Kollineationen ~ 

> ~,: -• Kollineation. Dual zu 2.1 gilt: <l'Alt!~ = ~* 

Speziell: A ist "erstinzident" (AI ~ 1 , A .f t;2.): 

~ i ('f,~ <tl) { {x'l • •• festes Geradenbüschel 
{x"J • •• Geradenfeld 

Speziell : A "doppel tinzident 11 (A I ,o, ) 

> t
4 

/<ft~<f/'),,_ · zwei in (!>* gekoppelte feste Büschel. 

Satz 18 (analog zu Satz 10): Ist K ein kommutativer Körper,· 
der nur den trivialen Automorphismus gestattet und sind 

'f,,* , Cfi* zwei wesentlich F . lin. Abbildungen aus 7f ( t) 
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auf ein Geradenfeld, so existiert eine Ordnungsprojektivität 
/J.. "k 1v zwischen den beiden Ordnungsreihen so, daß die 
beiden Bildgeraden einer die Doppelspur nicht schneidenden 
Ebene durch in ~~ zugeordnete Punkte der beiden 
Ordnungsreihen gehen. 
Die Beschränkung dieser Abbildung (lfl°, 'ff) auf den längs 
der Doppelspur geschlitzten proj. Ebenenraum ist injektiv. 
Geraden, welche die Doppelspur nicht treffen, werden auf 
projektive Büschel abgebildet; nichtinzidente Punkte auf 
Kollineationen des 1. Bildfeldes auf das ~weite, welche f* 

•enthalten. 

3.2 Lageaufgaben in einem lin. Zweispurensystem 

Vgl.2.2: STAUDIGL: Bei gegebener Hauptbildfigur. 

{ Zz' z~' ) ß*: P~l -12~~1} sind die Lagenaufgaben 
des proj. Raumes 1T in gleicher Weise lösbar. 

Zur Lösung der Lageaufgaben ist zunächst die Vervollständigung 
von (b~ erforderlich: 

( 'f;. .. , 'fz.*) vom 1 • Typus : 9 Für je zwei Paare 
(X' ,X"), (Y' , Y11

) mit X"=X'ß* 
' Y"=Y'/b* gilt: 

(X"Y'), (X'Y") I mit einer Pro-
jektivitätsachse. 

( <f,.\ 'f,.*) vom 2. Typus: ~ Für jedes Paar (X' ,X") 
gilt: (X' ,X") I mit einem Ordnungs- -
zentrum. 

( 'f,,*, 'f,.*) vom 3. Typus (d.h. fo'I: r l ) : 
Vervollständigung von f.,'k auf 
Zl=Z~ mittels STEINER-Kegelschnitt 
(~ Projektivitätsachse) 

( f;, 'f/) vom 4. Typus: (!,* = l ➔ X" =X'. 

t.i. 
\ 
\ 

•.' \ 
- - --~· -_ 

\ 
\ 

\ 

\ 

Lageaufgaben (Lösung für den "allgemeinen Fall" in einem 
lin. Z.B.s. vom 1.Typus) : 

X'' 

- Y" 
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"Allgemeiner Fall" ••• keine Ebene enthält rO' 

keine Gerade schneidet AY' 

kein Punkt ist inzident. 

L,j : Geg.: c,S°I+; c ••• (e',e"), eo (f' ·f") 
C. :r ••• ' 

Ges.: 

G' II 
ß'I:': (e 'z, )f* = (e"z") ..___ z_ '---1 

f' E:1 E' E" 

i::" !I , 1 

e 
(f I z 1 )ß* = (f"z") ..___2. ~1 

X" 
F' F" 

J' 
11 

~· 

e' 
-" t:. 

e',f' und e",f" be
stimmen zwei Geraden
büschel mit den Scheiteln 

e I f ' =G' ( I z z. ) und 

e "f" =G" (::r z") - 1 • 

Für jede Ebene ~ e Ce!f' gilt mit ~ ••• (x' ,x"): 
(x'z') ß* = (x 11 .z 11

) ~ x"= X"G" • 
---- 2. ( - ----- 1 

X' X" 
➔ Man beherrscht somit das Bildpaar jeder Ebene durch g. 

Lz. : "Schnittbedingung" 

Geg.: a ••• (A',A"), b.-(B',B") /\ 3c=a.b, e, ••• (e',e") 
93 Schnittpunkt S (gesucht). 

Wenn J c=a.b, dann gilt notwendig: e'=A'B' (vgl.Lf) 

und e"=A"B" I\ e',e" sind Spuren einer Ebene, d.h. sie 

erfüllen die Bedingung (e'.zI)ß* = (e".z~') • 

~ Schnittbedingung ... (A 'B 1 
• z~) ß* = (A "B". z~') 

S selbst ist dann festgelegt durch eine Kollineation 'll;! 

0 

A" 
0 

mit A 'a!f =A" , B ' ;ef =B" A ret I z ! = ß~ ; 
d.h. ] (X' ,X"), (Y' ,Y") auf (z).,z~') mit 

X"=X' ~: , Y"=Y'~ und { A 1 ,B' ,X', Y' f , 
{ A",B",X",Y"} sind Vierecke. 

B' 
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3.3 Rekonstruktion (vgl.2.3) 

Geg. : Hauptbildfigur { z; , z ~ ; ~'f< l , Hauptraumfigur { ~" ) l.1 } 

1. Problem: Zu wievielen Ebenen von 1f' müssen die Bild.
paare bekannt sein, daß die Rekonstruktion (f{,tf)-~ 
möglich ist? 

2. Problem: Welcher Zusammenhang besteht zwischen den 
Rekonstruktionen zu verschiedenen Hauptraumfiguren. 

Hiezu gilt dual zu Satz 11: 

Satz 19: Kennt man die Hauptbildfigur eines lin.z.s.s., 
so ist bei zulässig gegebener Hauptraumfigur jede 
Ebenenmenge aus f \ to- aus den Bildpaaren eindeutig 
rekonstruierbar, falls man von drei nicht kollinearen 
Ebenen, deren Schnittgeraden P" nicht schneiden und 
deren Schnittpunkt nicht inzident ist, die Bildpaare 
so vorgibt, daß { zJ ,x) ,x~ ,x~f und {z 1 ,x~ ,x~ ,x~ f 
je ein Vierseit sind. 
Die zu zwei f zulässigen Hauptraumfiguren rekonstruierten 
Ebenenmengen sind kollinear. 

Der Beweis dieses Satzes kann durch Dualisieren des Beweises 
zu Satz 11 erfolgen, welcher bloß Lageaufgaben benützt. 

Anmerkung: Durch ein lin. z.s.s. ist ein Objekt bis auf 
kollineare Umformungen in f bestimmt. 

Bemerkung a): Rekonstruktion von Geraden g. 

g ... tg (Cf?t*,'fi.*) sind i.a.(d.h. für g windschief ..e-) zwei 
projektiv gekoppelte Büschel, deren Scheitel 
G' bzw. G" nicht mit zt bzw. z1 inzidieren. 

Xt' , ß* n ~• "d<=i' persp. fit--> f i: persp. -d<:i" 
~ Rekonstruktion von g durch 
Rekonstr. von zwei Ebenen ~ ••• (x' ,x") 
und "7. •• (y' ,Y") durch g ==;;> g aus 

i' 

G' 
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(G' ,G") rekonstruierbar. 

Speziell: g r ~1 ( I (2. ) ~ { x'l • .feste Gerade; G" ; 
~ 'tf ~ € ·~u gilt: . X 1 ~r 1 = X = g ; (x" I G" ) • 

=;> g ist rekonstruierbar. 

Speziell: g =h ~ x'=zt.x''=.Gf•+g=,o- eindeutig durch -
(zl, z~) bestimmt. 

Speziell: g schneidet .,e- A g ist nicht inzident. 

g mit G' I zI' G" r z~' 
(G=G). 

zunächst unbestimmt im Bündel tJ 1§ 

Wir betrachten tf/ : tr· C, 1 
/)II i ?iitl C 

~ -d ~• 7\ '1JG" 
Diese Projektivität ist festgelegt durch 3 Paare: 

(x',x") ••• ~durch g } 
(y' ,Y") ••• q durch g , 

( z ' =a ' , z "=a " ) • • • Cl =g .,o-

~: bJ~· ~r<l~ii mit 

(x' ,Y' ,a' )~(x" ,Y" ,a" ). 

=> g ist rekonstruierbar, falls man die Bildpaare von zwei 
Ebenen durch g kennt, die ,e, nicht enthalten. 

Bemerkung b) : Ist die Hauptbildfigur nicht vorgegeben, 
so läßt sich diese ergänzen, wenn man von genügend vielen 
Ebenen i,.; die Bildpaare (x},x~·) kennt. D.h. man kann 
dann Ordnungsreihen z~, z~ so .finden, daß (zl .xJ) 7'\" 

(z~'.xd) • ("Problem der ebenen Projektivität", dual zu 
2.3 Bem.b).-

Für K=lR: Satz v.STAUDT: 3 3,2,1 Lösungspaare (zl,z~), 
falls 7 Paare (xJ ,x}') in "allgemeiner Lage" bekannt sind. 
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3.4 Koinzidenzgeraden und -ebenen -
( <f,t~ =X' , ~ Cf! =x11 A x' =x11

} = { Koinzidenze benen1 

(D 1 
, D 11

) A D '=D II f = { Koinzidenzgeraden f 
• 

Koinzidenzgeraden d: 

Fall 1 : d~ € &2_ * # (.tl,Z1) mit zl =z1 ~ (<p/.,Cfi'fr')_ von 3.oder 

Fall 2: 

Fall 3: 

d 

4. Typus. 

mit d r (1 A d :f t z. ist niemals Koinzidenzgerade: 

td.. <f"* ••• feste Gerade, fcl <f/ -• Geradenbüschel. 
d f(j~J1.Bild ta_q/· ist ein Büschel (Scheitel D') 

l2.Bild tct..<f/ ist ein Büschel (Sehei tel D") 
Koinzidenzgerade ~ D 1 =D II D __ 

= 12' 1 ~:-~ 12 (1 } r,~'-,t 
1111 

..... ~- 1 _. Abbildung 6' ~, rD-

d 

= ,f- 1 ~Z. ;r, 12 ( 2 ~Z. ··o / 

Wegen l: {n•f-+-{D 11 f und aer proj. Kollineationen gilt für 

(} : f (, - p re : . 
<S= -;e,,* l a:'i..., ist proj. Kollineation. 

~ { d f = !2,* ist das Erzeugnis projektiver Punktfelder 
{vgl. die folgende Zwischenbemerkung) •. 

Koinzidenzebenen: 

Fall 1 : V~e &\{~ .. ,t~f ~ 
➔ c E /A.lfr ~ zi =z~' 
4. Typus. 

~ * 1- • , 'f1 = zl , \ <(,,. = z~ • 

, d.h. ~> ( C(1*, Cf,,1/i-) vom 3. oder 

Fall 2: ~ :Eo-, ~ ~('f;',rt)= (x' ,x") > <--~* ~ x'=x" 

{ {x'/ = ~
1 

1 
~:·~ tat• }· Abb. o 

l fx"I = ~" , ir:·~ i5 rL · 
;>, er- er,,* l ;.e:·1 , also selbe Kollineation, 

wie die zu den Koinzidenzgeraden gehörige 

(vgl. Fall 3). 

Zwischenbemerkung (vgl. Proj. Geom. § 15, Erzeugnis zweier 
kollinearer Felder): 
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Fall 1 : H ist nicht sel bstzugeordnet, 4,.,, selbstzugeord. 
Punkt. ~ Das Erzeugnis k* zugeordneter Geraden ist eine 

Torse 3. Klasse durch ~~; 
das Erzeugnis &2,* zugeordneter Punkte ist die Achsen-. 
kongruenz dieser Torse ( "eigentliche' und "uneigentlich:!' 
Achsen und Tangenten der Gratkubik). 

Fall 2 : ,,e, ist nicht selbstentsprechend /\ 3* einen 
selbstentsprechenden Punkt. 

~;: ist ein quadratischer Kegel r (Xo; ~1, S2.) 
zusammen mit einem Ebenenbüschel um eine 
Tangente 1 von f; 
k2,* ist die Achsenkongruenz des Paares ( r ,1) 
zusammen mit dem Geradenbündel um Xo. 
(Achsenkongruenz von (r ,1): = {Tangenten vonr> 
die 1 schneiden} u Büschel (e,l) v 
Büschel (Xo, el). 

Fall 3 : ß' ist selbstentsprechend ( ~ ()'(f~ ~ •• 
ex,) er/,Po- ... hyperbolisch ~ Fixpunkte E, F 

Projektivität) 

At"= t'o- u te u 'f,f- /\ e.-ß'.= E, f .-<9-= F; 
e,f windschief; e,f lI ~~ . 

~* = hyperb. Netz (e,f) u Bündel in E, F • 

ß) er/ f o- -. parabolisch, Fixpunkt E 

.if{ = t()' u ~ A e .-o'= E , e J: ( -j • 

~*= parabol. Netz um . e u Bündel E • 

~) <i\f"' ... elliptisch ~.,J" Fixpunkte : ~ Ar{ = t~, 
t*ist definiert als ellipt. Netz (selbstdual). 

Fall 4 : "°' ist selbstentsprechend und 
.:=:► 3 Perspektivitätszentrum Z. /4* = 

~.,_ = Bündel ~i! u Gebüsch ,,e- • 
- - - .~----·-·· - ~ 

6}fu-= t, • 

~O' V tl , 

l 

/e 

Um nun die Koinzidenzgebilde eines lin. z.s.s. angeben zu 
können, sind die in der Zwischenbemerkung zitierten Er
zeugnisse kollineare Felder in gewisser Weise zu schlitzen. 

Hiezu gilt 

Satz 20 (Vgl.Satz 12): Bei einem lin. z.s.s. (~:,~:) erfüllen 
die Koinzidenzebenen bzw. -geraden folgende Ebenenmengen 
k ~ bzw. Geradenmengen tz.>t. : 



2 

- 138 -

1 • Typus : 4f ist eine Torse 3. Klasse , vermindert um { t,l~ \ 
~~ ist die Achsenkongruenz dieser Torse ver

mindert um die Achsengeradenkegelschnitte in ~1 

und ~2. • 4 

2. Typus: ÄC ist ein quadratischer Kegel r(xoI-e-)\ {~,,~z.t 
und ein Ebenenbüschel um Tangente 1 von r . 
~*i~t Achsenkongruenz des Paares ( r ,1) zusammen 
mit dem Geradenbündel Xo vermindert um die {~ 
angehörenden Geraden (inzidente Gerade~. 

3. Typus: kit ist das Ebenenbüschel tl)- \{~1, ~z.! zusammen 
mit 2,1,0 Ebenenbüschel. 
~* ist ein Netz und die Ebenenbündel um alle 

Fixpunkte vermindert um die inzidenten Geraden F#• 

4. Typus: At ist {"" u ti! \ { (1> ~:. f 
tl* ist das Gebüsch ,,e- u Bündel qj~ vermindert 

um die inzidenten Geraden f ß • 

Bemerkung: Sei A ein nichtinzidenter Punkt ==$>- CA 
mit : <;~ tA 1 ► (x', x 11

). ➔ "ceJ: x•~x" . 
~{Fixge~aden} von aeJ_sind die Bilder der Ebenen aus 

fA I"\ k,. • 
Speziell .für ( (f/', tt'h vom 4. Typus (also 21! ==Z~, fo* = l), 
gilt wegen ae! 1 ~~ = ß * : cef ist eine perspekti ve 
Kollineation mit zl==z4 als Achse. 

* 3 Kollineationszent~ D '=D" (Fixgeradenbüschel). 
Dieses Fixgeradenbüschel ist 1. und 2. Bild eines· 
Ebenenbüschels, welches wegen x'=x" dem Koinzidenz
gebilde /4* angehören muß; D'=D 1i ist Bild einer 
Koinzidenzgeraden. 

Bei einem z.s.s. vom 4. Typ ist 

~~.D" /4* = ro-u t~ (Z •• Perspektivitäts-

1

,~ zentrum von <:; 1 i-+ t z. ) • 

·\ , In lf : AZ= :d mit d( , ) = 
(D' ,D 11 =D'), ( , ) = Fixgeraden-

.J,\=v<• • büschel um D '=D 11 
• 

Daher gilt: Bei einem lin. z.s.s. vom 4.Typ ist die 
Kollineation -aef, die einem nicht inzidenten Punkt A 
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zugeordnet ist, eine perspektive Kollineation, wobei die 

Ordnungsreihe die Achse ist und das Zentrum der Bildpunkt 

jener Geraden durch A ist, die dem Koinzidenzbündel angehört. 

i'-Speziell: A=Z ~ 'aea = l ; denn 
daß v' (x' ,x11

) und 't/ (X' ,X") 

( qz , tc .... Koinzidenzbünd.el). 

B wurde so konstruiert, 

gilt: x' =x", X' =X", 

3.5 Projektion eines lin. z.s.s. (vgl.2.5) 

Vs.: j}''clf, Z (.f~3,f:Jr
1

) •• Zentrum der Projektion. 
* >- ' o l. Die Kollineationen a;ii: -,1 ->l" 

~ = / werden durch die Projektion 
~~//, / tJ .X:::;/ J- 1 

1 < ~ von '> i auf ~ aus Z indu-
/ \,,/;/ J. ziert. 

/ / / ½z. 
/ / ~ Es ist notlvendig z '-z 11 

.2. - 1 

/,, und ß*= l , d.h. ( <f.i*, 'f/) 
ist sicher vom 4. Typ. 

Umgekehrt läßt sich jedes 
lin. z.s.s. vom 4.Typ mit 

T
1c J auffassen als Projekti-on von ,2 Spurenebenen, aus einem,,_,_ 

Zentrum Z auf ,r' ; (d.h. die Hauptraumfigur {~1)~2- ~ läßt 

sich stets so ergänzen, daß (~;, ~/) eine Projektion ist). 
Dazu kann das Zentrum Z beliebig (Zf :Jr\) gewählt werden 

(3 Freiheitsgrade), damit ist A bis auf Wahl in . Zz]. 
(-e-! .Z) festgelegt (2 Freiheitsgrade). 

· Für ~~ mit {;I & , d: B und {,+ Sa. hat man je einen Frei
heitsgrad. 9-? Freiheitsgrade für die Wahl einer geeigneten 

Hauptraumfigur { ~'J Sz. J , wobei das Bündel B das Koinzidenz
bündel des z.s.s. ist. 

Satz 21: Jedes lin. Zweispurensystem vom 4. Typus in einer 

Ebene '31'1 c 1f kann durch Projektion aus einem Punkt Z 

(,E 3r1
) von zwei Spurenebenen erzeugt werden (~.;ftJ), wo

bei das Bündel B das Koinzidenzbündel des z.s.s. ist. 
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3.6 Lineare Zweispurensysteme im affinen Raum -
Vgl. 2.6: • 

' 
••• Fernpunktfeld, · w -.Fern-

ebene. 
Hingegen ist der Raum f(t)\{w} im wesentlichen 
11punktierter" proj. Raum. (Nicht dual zu r~ I) 

ein 

Es soll also die in einem affinen Punktraum enthaltene 
Ebenenmenge abgebildet werden. 

Je nach der Lage der Hauptraumfigur { ~,, ~ z. \ zur Fernebene 
unterscheiden wir zwei Fälle: 

Fall 1: Die Hauptraumfigur ist so beschaffen, daß eine Spuren-
ebene die Fernebene ist (z.B. {t,> ~z.} mit ~ 1 = w ). 

(Diese Aufstellung ist die natürliche, da dadurch die Aus-
nahmemenge von ( cp1'k, 'ff) , d. i. die Ebenenmenge { ~

1 
> ~ 2. , (.i) 1 

möglichst klein wird). 

' ' . , lt . t xt(, • z 2. gexoppe is • 

Für eine Ferngerade 
XIA. f ß' gilt dann: 
x~ ist erstinzident, 
also ist das 1.Bild 
x~ eine feste Gerade 
t zI, das 2.Bild x: 
ist ein Geradenbüschel 
dessen Scheitel auf 
z;1 liegt und in ß;* 
mit dem Schnittpunkt 

Die Geraden des Büschels sind die 2. Bilder der Ebenen der 
Stellung Xu. (d.h. ~ mit x=xu.., xe~1 belieb. durc~--<Y.X14). 
~ (x.!. • zJ.) ß* = ~4' ~" • 

Analog: Fernpu.nlt G"" einer allgemeinen Geraden g~G~= G'. 

Ergebnis: Die affinen Aufgaben sind als projektive Lageauf
gaben bezüglich lJ zu lösen • 

• Bemerkung: Wegen ~; -. 31) . durch Kollineation -cer gilt hier: 
Das Feld der Fernpunkte (bzw. Ferngeraden) ist kollinear zum 
Feld der 1. Bildpunkte (Bildgeraden). Diese auch allgemein 
gültige Eigenschaft der lin. z.s.s. erlangt bei der Abbildung 



- 141 -

speziell des euklid. Raumes wesentliche Bedeutung. 

J?all 2: 

~ l,,) 

Keine der Spurenebenen ~; ist die Fernebene tJ 

ist eine "allgemeine" Ebene =9 w i-+ (u', u"). 

1 -. 
1 
1 
1 

h' 
1 

.. ·\---- (6'1:' 

Vi 
~I / 

~\ 
1 

\ 
\ 

' \ 

(wobei S i-a,,, ( x ' , x" ) ) • 

\ _xk 

•~ Die affinen Aufgaben 

sind proj. Lageaufgaben 

bezügl. w • 

Z.B.: Ferngerade 

allgemeinen Ebene 

g'I.I. einer 

Falls gc.i., allgemein ~ 

mit 

'G' - u' :x:' G"- u" x" ~ - . ' - . 

3. 7 Lineare Zweispurensysteme im euk.lid. Raum fe 
-===-

Vgl. 2.7: lfe ist ein lfo.. über lR mit abs. Polarität ~w 

in to ; d.h. 7fe ist ein Begriff des Punktraumes, in welchem 

in einem bestimmten Feld eine Punlrt- Geradenverwandtschaft 

erklärt ist. ~ Analog zu 3.6 soll die in einem euklül. Punkt

raum enthaltene Ebenen.menge die Definitionsmenge eines lin. 
z.s.s. sein. 

Wie in 3.6 unterscheiden wir zwei Fälle für die H.R.F. 

Fall 1: Eine Spurenebene (etwa < 1 ) ist die Fernebene ev • 

Dann gilt gemäß der Bemerkung in 3.6: Das erste Bildfeld ist 

kollinear zum Feld w • ~ ,>

=,>Beigegebener Kollineation 

abs. Polarität mitgeliefert: 

Das 2. Bild von w ist z~ , 

,;ef 

1rJ 
also 

keinen Sinn. Faßt man dagegen z 1 

ist das 1. Bild ~J der 
r;:,, °"* = 'Jlw cc.,t • 

eine Gerade =? :;r-J hat 

auf als 2. Bild der Doppel-

spur n , so ist die Frage nach dem 2. Bild 

Involution c& kj. Punkte auf fr sinnvoll. 

der abs. 

1 
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Das erste Bild von eo- ist die Involution e~ auf z l , 
. \\ . ' A'k eo- = €0-,1"' • 

c~ auf z" bestimmt die 2. Bilder von orthogonalen Geraden, 
die AY tref .f en. 

Rekonstru."lttion (vgl. Satz 15: Z1 Iw , Z2:fw ). 

Satz 22: Kennt man die Ordnungsreihen von zwei wesentlich f 
lin. Zweispurensystemen des euklid. Raumes, bei denen 
die Fernebene die erste Spurenebene ist, so ist beige
gebener zulässiger Hauptraumfigur jede Ebenenmenge aus 
t\f~ bis auf Translationen und zentrische Streckungen 
aus Punkten der zweiten Spurenebene achtdeutig rekonstruier
bar, falls das 1. Bild der abs. Polarität, das 2. Bild 
der abs. Involution auf ,,o- und das Bildpaar eines Punktes 
auf ~ gegeben sind. 
Die F Lösungen und die Lösungen zu# zulässigen Haupt
raumfiguren sind zueinander ähnlich. 

Beweis: (a) Geg. sei eine feste zulässige H.R.F. {~,J~Lf mit 

·~Vgl. 
-ae·* ~ 

~1 = c.o, t,2-+ c,1 
* J.. ' 2.7, Beweis (a) zu Satz 15: Wir haben r:e~· :i..,i -,:Ji zu suchen. 

ist durch zugeordnete Vierecke festgelegt. 
Z.B. azt : Man konstruiert in ~ 1 ein Poldreieck bezügl. 3iJ 

YI 

mit dem geg. 1. Bildpunkt X' als Ecke 
und der (mit X' inzidenten) Ordnungsreihe 

1 z 2. • 

~ Poldreieck X'Y'Z' • 
=9 In bJ : Poldreieck bezügl. fl'"w mit 
Ecke X und Seite .-G- : 

9'" ~ XYZ • 

Wir benötigen noch ein weiteres Paar 
zugeordneter Punkte. 

Dazu wie in 2.7: Konstruktion der Paare (Pj,PJ), (~, pJ, die 
(1) kj. in den ellitptischen Polaritäten 5rJ und ~w und 
(2) dreieckspolar bezüglich A X'Y'Z' bzw. ~ XYZ sind. 

Ordnet man ein Paar (P1 , p1 ) einem Paar (P;,p~) zu, dann 
ist die Zuordnung für die übrigen Paare festgelegt. 
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~ X' 1--+X , y,._. Y , Z '..- Z und P/i-,J?., (vierdeutig) legt 

die Kollineation ~f-1 fest. 

Ergebnis: ist vierdeutig festgelegt. 

ß3/<' : Durch 1'~ ist auf ,,e 1 =z~ das 1. Bild c:~ 
mitgegeben. Also kennt man von ~: z{ -'.l>Z~' 

zwei Punktepaare, nämlich X', X" (gegeben) 

Y'= X'c~ , Y"= X"cJ • 

von ec,.
zunächst 

und 

Bestimmt man nun nach 0.6 jenes eindeutige Punktepaar s), SI 

aus c~ bzw. Sf, s; aus ei , welches gleichzeitig 
harmonisch ist zu X', Y' bzw. X", Y" , so müssen S ! und s~• in 

J . (, 

----- s; 
.i:!" 

1 Y'' 

f!,"1:- gekoppelt sein: 

➔ Je nach der Zuordnung S~ t--+ S~=:S1' 
oder s•.---,,,. s; =:S~' (neben X'l-i>X", 
Y 1 .-..Y") ist ß* bestimmt • 

~ß* ist durch die Angabe zweideutig be
stimmt. 

~;: Beh.: :a:i1·1 ist bloß bis auf zentrische Streckungen und 
Translationen bestimmt; 

-denn: Seien ~r- 1 und ~:-1 zwei r Lösungen, dann ist das 
Produkt '<eio ~:--1 sicher eine Kollineation Cl von <;2. 
auf sich. Bei diesen Kollineationen <X. bleibt & punkt-

weise fest. ( .-o=z1 , -ce~[.e- = ~t jAY = fa~' ) • 9h ( I w ) ist 
Achse von <X ='? a.-::. ist eine zentrische Streckung aus 

einem Punkt von ~z oder eine Translation. 

Wir untersuchen die Wirkung der Änderung von ;;ef auf das 
Raumobjekt (z.B. auf eine allgemeine Ebene { ): 

"----- , Da ;;ef fest ist, ist die Ferngerade '-(>-------y :"' = x von ~ sicher !est; die 2. Spur 
\ / _ ,,,.._,, x geht in eine Spur x über, die & 

~/ ~ '\ im Schnittpunkt mit x trifft. 
y:.., .Xu.. , \ ") ~ ~ A ~ , -~.-~<I ~<' ► !_ =X~X-

, - Diese Zuordnung ist eine perspektive / ____ ...... 

/_.--- - Kollineation ae mit w als Achse und ;i. 
~i c;2.. als Fixebene (Spur geht in Spur 

über). 

;, 
/ ; 

! 

i 
• 1 

1 . ' 

li 
. i[ 
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Ist o<. : ~t. ~ ~.2. eine Homologie, dann ist auch ~ eine 

Homologie mit dem Zentrum in ~2. ( =Zentrum von (X. ) ~ oe . 
ist eine zentrische Streckung. 

Ist oc: t; 2~t;2. eine Elation (Zentrum auf ,,e- ) , so ist re. 

eine Translation parallel • 

(b): Wir variieren innerhalb der 4 Möglichkeiten für a?~ 

und 2 I1öglichkei ten für ß* , in den Möglichkeiten für ~i 
und in der Wahl einer zul. Hauptraumfigur ( C,2. = tv ) • 

Beh.: Je zwei 1 Rekonstruktionen sind ähnlich. 

Jedenfalls gilt: Die Rekonstruktionen sind sicher affin, 

denn w bleibt fest. 

Zusätzlich legt :rJ die Zuordnung zwischen ~1 und w 
immer so fest, daß ~~ das 1. Bild der abs. Polarität ist. 

~ Jede Rekonstruktion ordnet ~J die feste absolute Polarität 

zu.~ Die Ergebnisse zu + Rekonstruktionen sind ähnlich. 

Fall 2: Keine der Spurenebenen ist die Fernebene ( C,; =I= /,J ) 

~ Die absolute Polarität TGJ ist nich·t erfaßbar (vgl. 

Zweibildersystem mit w doppel tprojizierend). 

··rn diesem Fall koppelt man mit dem lin.· z.s.s. eine Projektion 

aus einem "Nebenauge" 3 ( lfe wird dazu als Punktraum aufge

faßt). 

5iw induziert dann eine Polarität Ti im 

Bündel Z , deren "Spurpolari täten 11 ~ , Jfl 
in <"1 , L;2- die abs. Polarität ersetzen. 

I ..J 1 11 
~ n vr : ~l , :,rl • 

=;,. Speziell: ~t = ~~ , ß*=i (also für eine 

lin. z.s.s. vom 4. Typ) gilt damit: 

!lr~,Jl"~~ae ••• perspelrti ve Kollineation. 
2 1 

--=-===J> Ist ~ß = l und $' c 1f , dann fällt 

Z in den Scheitel des Koinzidenzbündels. 
l II 

9 :iri! = ,,.c • 
( ( 'f-, *' <f t) 
auf ~, ). 

ist Projektion von ~; aus z'.i 

In diesem Fall gibt man 

den Distanzkreis von 3 
~

1 
= ~ 11 durch 

in :n-' an. 

) 
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Rekonstruktion 

Satz 23: Durch die Hauptbildfigur eines lin. z.s.s. vom 
4. Typ mit eigentlicher Doppelspur, welches. Zentral
projektion zweier Spurenebenen aus einem Punkt Z ist, 
ist die Hauptraumfigur und das Objekt zweideutig bis auf 
Streckungen aus Z bestimmt, wenn man das Bildpaar der 
Fernebene und den Distanzkreis von Z in~' kennt. 
Ist die Doppelspur uneigentlich, so können die Spurebenen 
beliebig aus einer bestimmten Stellung gewählt werden 
und das Objekt ist bestimmt bis auf alle Affinitäten, die 
diese Stellungfestlassen. 

Beweis: (a) Vs. ,,e- f w ~ w ~ ( u ' , u" ) mit u ' , u 11 I =f. z I 
Z ist durch den Distanzkreis zwei
dMeutig festgelegt. 

u' entsteht durch Projektion von u 
aus Z auf ,,_, : (ü = 0•<;"'1). 

u' = (Z.ü). :Jr' 

=$>' u ~Z legt die Stellung von ~ 1 fest. 

Analog gilt: 

,.A(. 
2 _ _,,,,,,,,,.·,..,.· 4 

u 11
• B legt die Stellung von ~2. fest. 

Durch die beiden Stellungen ist die 
Richtung der Doppelspur ,,,e' bestimmt. 
Dabei muß gelten: A!I I z!. B • 

,.,..,.,,,.·:. ',, 
' ' . ' 

' ' 
' 

figur bestimmt. 

Wird ,e- aus dem //-Büschel in zl B 
gewählt, so ist dadurch die Hauptraum-

Je zwei f Hauptraumfiguren gehen durch zent:zrische 
Streckungen aus Z ineinander über. 

(b): Vs. ßTtu => u'= Z{ , 

Wahl im Büschel 6->- festgelegt. 

UII= ,ZII j 
1 ' '-Ji sind bis auf 

Z ist durch den Distanzkreis zweideutig be
stimmt; zJ.Z legt die Stellung von C,2./1~1 

fest. ( ~1 , t2. sind aus dieser Stellung be
liebig+ wählbar). 



- 146 -

Je.zwei f.. H.R.F. (d.h. 2 :/= Paare von Spurenebenen) gehen 
durch eine ilffinität ineinander über; 
denn w ist sich selbst zugeordnet. Ferner muß die Stellung 
von ~; fest bleiben. ➔ Beh. von Satz 23. 

Z.B.: Fall (a): .,e-;f w , (~:,~;) vom 4. Typ. 

Wahre Gestalt einer ebenen Figur r C ex, .:f. o-

/ L--(M«-) 
f . 

------ / l., -1------ -- -.... --
I 
! 

I 
! 

j 
i 

o<, -- (a' ,a 11
) ; ~ Zentral bild von Cl.ev = a ..... für das Zentrum 

Z : a~ ••• Verbindungsgerade der Bilder von 2 Punkten 
auf a~. 
Wir verwenden hiezu speziell die inzidenten Punkte von a~: 
A,1 = alA,. ~ 1 , A2. = a~. ~2. • Da ( (f,.*, 'fl' ) die Zentralproj. 
von ~.; aus .B ist, muß also für al.(..~(A!,A~) = (u'a',u11a") 
gelten: A~ = A; , A~ = Ai • 

C C C. 
=? a"" = .IX..1 A'J.. 

~ Maßkollineationen (1-'--~: Perspektive Kollineationen mit a~ 
als Achse und dem LAGUERRE-Vertreter L der durch .[2,c 
induzierten ellipt. Involution auf a~ als Zentrum. 
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3.8 Das Spur- Fluchtspurprinzip als spezielles lin.z.s.s. 
= 

Geg. Te; 'FcÜe., ~1 =11' 1
, ~ 2 =4>• 

~ - ' ~ 'ae1 • l ' X=X • 
eef sei die Beschränkung einer Zentral-
projektion (Zentrum Z .E~j ) auf die 
Fernebene w • 
~ X 11 = x;ef = X11.~1=:xt 

Dabei gilt für die Doppelspur n : 
1 - = ,ß'=u , • • Ferngerade von T , /4 =Z:z. =Z-1 , 

~ * C ==> "2. =ll , AYi:JZ2. = .t:J = z1{ ,; 9 z;=z~ = u • 
V (x,x) gilt : x.,:y = x.-o" 9 x~=xrr- , x' treffen einander 
auf ,<Y • >- ß*= l => (~';Cf!) ist ein z.s.s. vom 4. Typ. 

Vgl. 3.5 : Ein z.s.s. vom 4. Typ mit tJr'c lf ist stets Projektion 
des Spurenfeldes aus einem Zentrum= Scheitel des Koinzidenz
bündels. 
~Hier gilt: dieses Zentrum ist Z. 

FIEDLER nennt dieses spezielle z.s.s. zusammen mit der Zentral
projektion aus dem Scheitel des Koinzidenzbündels eine 
"Perspektive 11. 

Maßaufgaben in der Perspektive. 

1rt.'j • • zweites Bild der abs. Polarität ( 3 wegen {2. = uJ ) ist das 
Zentralbild von 'fi'"w aus Z ~ ,rj ist die Antipolarität am 
Distanzkreis von Z in ~' • 
(Lösung der Maßaufgaben siehe 2.9 (III), Zentralprojektion). 

Das Bild einer Ebene S €. t\ tcr 
s~(:x:(=x'), x~(=:x:")) = (Spur, Fluchtspur) •.• bijektive 
Zuordnung. 

Wegen .o'=u I\ (x" .x') 1-<Y gilt: x // x~ , (:x:,:x:; 1 =/: u). 
Schlitzt man den Ebenenraum längs des Büschels der Ferngeraden 
,der Bildebene, dann ist das Spur- Fluchtspurprinzip eine bi-
jektive Abbildung auf die geordneten Paare paralleler Geraden 
der (affinen) Bildebene. 
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Darunter versteht man die Translation x.:i~ 
Die Bedeutung der Spanne für die Raum-
figur: ~ - -xx~= xvZ (xv •• Verschwindungsspur). 

Das Bild eines Ebenenbüschels t; ( =einer Geraden g 

ge ~\Gebüsch /Y. 

l()"'(t 

Es gilt: 

~ 

. ~~ 
t., 

): 

Schneidet man den Geradenraum längs des Gebüsches um /fY, 

so ist das Spur- Fluchtspurprinzip eine bijektive Abbildung 
der Geraden.menge auf das kartes. Produkt der affinen Bild
ebene (aufgefaßt als Punktfeld) mit sich. 

-.;;, 

"Spanne" einer Geraden g:= GGt. 

Dabei gilt für die Raumfigur: 
~ -GG~= G~Z 

(Gv •• Verschwindungspu.nkt). 

n-v 

1:. 

Speziell: Ist g erstinzident (oben ausgeschlossener Fall), so 
ist g '=g eine feste Gerade ( V~ durch g gilt: x=g' , 
x~ll x ==r-- G~= g.,o- •• Fernpunkt von g'. 

~as Koinzidenzgebilde des Spur- Fluchtspurprinzips 

Vgl. 3.4: /4* := Ebenenbündel ft ( u <(o- ). 
Dies gilt trivialerweise: ~ projizierend# x=x~. 

~*: = Geradenbündel ~ i!: ( u Gebüsch -o- ) 

Z ist Zentrum der Zentralprojektion=>-- Sehstrahlen sind 
projizierend~ G=Gt • 

, Das Bild eines Ebenenbündels t1'A ( eines Punktes A ) : 

Vs. A nicht inzident, vgl. 3.1: ~G rA l > (x,x~) 
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mit x-x~ ••• Kollineation zt . ce: lz; = ß.fr: 
Hier gilt wegen ff = l : teJ ist eine perspekti ve Affinität 
mit der Fernachse u • 
Das Zentrum dieser Affinität ist nach 3.4 der Bildpunkt jener 
Koinzidenzgeraden durch A, die dem Koinzidenzbündel Z ange
hört. 

Zentrum : = AZ. :Jl'
1 

9 AZ ••• Sehstrahl durch A ::=:> Zentrum ist der Bildpunkt A' 
bei Zentralprojektion von A aus Z. 

Ergebnis: Jeder nichtinzidente Punkt F Z bildet sich ab auf 
eine perspektive Affinität mit u als Achse und dem Zentral
bild des Punktes als Zentrum. 
'9Diese Affinität ist eine zentrische Streckung, wenn 1a;f 
eine Homologie ist ( ~ Ac. ,.J? u); sie ist eine Translation, 
falls 'JCAJJ:- eine EJ.ation ist (~ Aeiu; 9 der Sehstrahl AZ 
gehört auch dem Koinzidenzgebüsch um t(J an=? AI (Z.ß) = 1'v .,. 

Verschwindungsebene). 

Im Falle einer zentrischen Streckung (A .f \ :ir'v> T ) gestattet 
das Streckungsverhäl tnis /4 = Ac:~ : A'\.r~ folgende Deutung. 

Schiebstrecke an: 

A'Iu.,, 

(siehe Figur): - ~ ~ ~ 
Aax: A0 x~ = (A!li') :(Z..7r) = ;t • ..,__.,._, 

=:a =d. 

==9 7L >o bedeutet: A und Z liegen 

im gleichen Halbraum bezügl. ~ ). 

Im Falle einer Translation (AI ~v, 
AfZ) gibt der Abstand .ÄZ die 

Für ~G fA mit Xv ..L AZ gilt: 
xx~= AZ .,. Spanne von ~ -> J.t, aus 
X durch Schiebung AZ ..LX • .... 
~ V ~ E. tA gilt: X ~ x.: • 

Speziell : A erstinzident ( -I ß) : 

===? -;eJ . ausgeartet. V .~ € tA gilt : 
x I A=Ac., x~(/x (belieb. ). 

A zweitinzident (f,.e-) : 

gilt: x:;,IAf;;; , x // x~ (belieb.) 

,! 
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Somit gilt: 
Schlitzt man den affinen Punktraum 'fa.. längs der Bildebene ~ 
und in 3, dann wird diese Punktmenge durch das Spur -
Fluchtprinzip bijektiv bezogen auf die Vereinigungsmenge der 
zentrischen Streckungen in ,r- und der Translationen in 1f' (~L). 
Das Zentrum der Streckungen ist das Zentralbild des Bündel
zentrums, der Streckfaktor ist der Abstand des Bündelzentrums 
von der Bildebene, gemessen mit der Distanz von ß als Ein
heit. 
Genau die Punkte der Verschwindungsebene F Z führen auf 
Translationen (~L); die zu B gehörige Bildkollineation a::! 
ist die Identität in :Jr • 

Anwendung: Abbildung eines Geradenbüschels (A, cx. ). 

(Vs.: A, ex.. ••• allgemein) 

;,. A ... ~A C<f,i*, Cfz.*) ia?f ... zentrische Streckung oder Translation. 
C( 1 ((f)-,\ lf'z.*J!S' (a,a~) mit a a?J = at_ • 

g c=. ~ A.,«.- .,. ( G, G~) mit GI a , 
c-- * C. G~la~ und G tceA = G~ • 
~ Das Bild eines Geradenbüschels sind 
zwei in ~: gekoppelte Punktreihen. 

zusammenfassende Gegenüberstellung: 

/~-- Spur- Fluchtspurprinzi~ ~ 
affiner· Raum (geschlitzt) --- affine Bildebene :ir 

Ebene nicht parallel ~ ca ► geord. Paar parall. Geraden 
Gerade nicht II 'Ji ---- .... geord. Paar von Punkten 
Punkt ef: ~~, 4 '.j2,rv ..:i ..,._ zentrische Streckung 

4 ~, E. 1"'v, -+ Z 
z ----·-·---·---·--·-·-

Translation 
Identität 

Da das Spur - Fluchtspurprinzip die Elemente und Begriffe des 
affinen Raumes und der affinen Bildebene in bijektiver Weise 
koppelt, kann die angeführte Gegenüberstellung auch als t.tber-
setzungstabelle eines Übertragungsprinzips aufgefaßt werden. 

("Übertragungsprinzip" : = itbergang von einem Modell einer 
Geometrie zu einem anderen Modell derselben Geometrie. 
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"Modell": Die zunächst nicht definierten Grundgebilde der 
Geometrie werden mit konkreten Inhalt belegt.) 

Beispiel 1: L1 : Geg. P,Q 1 =f= , ges. PQ=g (Vs.: allgemeiner 

----

~ === --;>, --P 

Fall, d.h. P,Q IE5r,5iv ; P3i =f: Q3r ). 

*P,Q.-----.(zentrische Streckungen mit+ Streckfaktoren ~P ,~~ 

( Är :/= ÄQ wegen P-f + $ ) . 
~3* g=PQ ....__.-3* Punktepaar (G,GI;:), das beiden Streckungen 

gemeinsam ist. 

Konstruktion: 
Geg.: rep* , a?,f ••• zentrische Streckungen, festgelegt durch 

Zentrum und ein Punktepaar: pc, A-A';;, ; Qc, B-B~ 
Ges.: gemeinsames Punktepaar (G,G~). (o.B.d.A.: P~, Qc). 

--.:: ß c:--
1U.-

---. B 

(A,A~) .,. Bildpaar von a 
mit a I P in einem Spur
Fluchtspurprinzip. · 
(B,B~) ... Bildpaar von b 
mit bIQ• 

9 In lf a. : PQ=g (mit 
P~, Qcjrgc ~ G,G~!I P~QC ) .. 

b1 /lb durch A ; ab,1 = c 
(=9- €. i---,.. ( e, e~) mit e ~; = e.:) 

b1 b = : Cf /\ <p IP , Cf I Q , 

(9 <pi-►(f,f~) mit fa:t= f; 
f ~t= f~). 
~ g~f = G, g~f~ = Gi. 

Somit gilt: 
Aus (richtigen) Inzidenzaussagen über Punkte folgen mittels des 
tlbertragungsprinzipes (richtige) Sätze über zentrische Streckungen. 

1 Beispiel 2: Schnittbedingung 

Geg. a,b; Wann 3 Ol mit cxI I a,b; wann 3 s mit srla,b ? 
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a i---- (A,A~) , bi--(B,B~) • Falls 3 ex.. , dann oc..--(x,x&:) mit 

~/{xi und ;I(A,B (* x=A.B) , x~I \ At.-, B~ ( ~ xi= A~.B~) 

===>- 3Dl ~ A,B II A~Bt. 

1 * * C ~ C. Falls .:J S , dann S ~re.s und A ~s. = AU; , B reG = Bt(, 

d.h. (A,A~) , (B,B~) sind enthalten in einer zentrischen 

Streckung. 

Beispiel 3: L* . Q • Geg. g, O(;(I); ges. g.O!. = s. 
gr+(G,G~), ~ ~ (a,a~) ; S ~ «:.t 

~ L! : Man suche das Zentrum jener Streckung,. der gleich
.zeitig das Punktepaar (G,Gti) und das Geraden....,paar :: (a,a~) 

angehören. 

(Vs.: g so, daß G,E a , G~J? a~ /\ allgemeiner Fall, also' 

S ± 11'"v ) • 

Konstruktion: 

~ (!; tg belieb. (~ ~ (x,xt) 
mit xI G , xt.I G~). 

~- ex. = h (h -(H,H~) mit 
H• xa ,:rc._xc.. ae,) • = • ' .u.c.v • - lt,• u, 

hIS 'gIS 
hcI sc., gc.IS' ~ Sc= gc,hc. 

Beispiel 4: Geg. a,b (windschief), P (~) 

a P 

3* Treffgerade t durch P an a und b. 

a..-- (A,A;) , b i----- (B,B~) , P--~t (Zentrum pc) 

~ t ~('1','1'~) mit T ~t= T~ • 
(Vs. "allgemeiner Fall"). 

Ergebnis: Sind eine zentrische Streckung und z Punktepaare 

gegeben, dann 3 höchstens ein Punktepaar in dieser Streckung, 
welches mit dem 1. Punktepaar einer zentrischen Streckung 

( -az~ ) und mit dem 2. Punktepaar einer zentrischen 

Streckung ( -.:et ) angehört. 

Im Sonderfall AB /1 A~B~ (also a. b= E,) ist 'l'reffgerade t 

eindeutig möglich, falls P :E c (also c.-i;,(e ,et) I\ e ce; + et);-

:1 
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§ 4 Zyklographie 

4„1 Grundlegende Begriffsb:Lldungen --------------·--
Geg.: Te (f) kartesisches Rechtssystem { x 1y, z} 

Bildebene :Jic 1re mit z=O (horizontal). 

Zu PE~ gehört genau ein 
"D. t k . II (d . d. 1s anz reis · .1.. ie 

' 

Spurkurve des Böschungskegels 
,Q-Q mit der Spitze P und dem 

Öffnungswinkel ;vz. ) , als 
"Bild" von P • 

Umgekehrt gehören zu einem Distanzkreis p zwei bezüglich r. 
symmetrische Punkte P,P. ::-=:> "orientierter Distanzkreis" :i/ 
als Bild genau eines Raumpunktes P • Dabei sollen folgende 
Festsetzungen getroffen werden: 

Bezüglich des geg. Koordinatensystems {x,y,zl mit 
r-., 

$' =x.y und x:y •• 

P mit z>O 
p mit 
p·. mit 

z<O 
:.i = 0 

pos. Drehsinn in r. sei für 

der Distanzl"'..reis positiv orientiert, 
negativ orientiert; die Punkte 

werden mit ihrem Bild identifiziert~ 

für 

~ Abbildung { . t Kr . . 1 !? ,:,-l or1en. · eise in :Jr uf1r== "·e 

rir... "euklidische Zykelebene II' 
S .... "Zyklographie", erklärt dm."ch 

Eigenschaften von S : 
Beh.: 1:., ist eine Bijektion; 

denn: \IP .s le gilt: 3* Zykel 
Umgekehrt gilt V p~ E ~;; : 3* 

· =;;> 3 c;-1 und ~-1 ist global. 

~ ~ ist bijektiv. 

=: { euklid. Zy!tEÜ} 

P~ = p<'= =r t, ist giobal ~ 
P.s 1f~ mit Pc = p 2 

- 1 

Be~erkung a) : Angabe eines Kreises durch Hittelpunkt M und 

Radius r(>O). >-Angabe eines orientierten Kreises ( =Zyknl pi:) 

durch Mittelpunkt P' und Radius r >O , falls pi'- pos„ 
orientiert; r < o falls p'e negativ orientiert„ FU:.c P mit 
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P=P' ➔ P~ = p.: definiert als Zykel mit Radius r = 0 ("Null
- zykel"). · 

Bemerkung b) : lfe C lf 

Q
_, 

- , 

, i ... projekt. Anschauungsraum 

(v -· Fernebene, n ... absoluter Kegel
schnitt. 

~ c ._gemeinsamer Fernkreis aller 

Böschungskegel. 

g E lre mit g trifft c heißt II c-Gerade" 

c E 7re mit c.:r.J ••• Tangente von c 

heißt 11 c-Ebene 11
• 

=4-- Böschungskegel: Erzeugenden sind c-Geraden, Tangential-

ebenen sind c-Ebenen. 

{ c-Geraden} == Treffgeradenkomplex von c \ qJw 
"Zykel II p'c : = { Spurpi:!.nkte aller mit P inzidenten c-Geradenf. 

Vergleiche hiezu L.ECKHART's 11 allgemeinen Abbildungsbegriff 11
: 

Geg„ lf ( f ) •• Definitionsmenge, 'F c 7r ••• Bildunterraum; 

"Abbildungsmittel":= bestimmte Geradenmenge (Varietät). =}-

Abbildung aus f in r (=Bildfigurenebene) auf folgende Weise 

definiert : Bild von P: = {Schnittpunkte aller durch P 

legbaren Geraden des Abbildungsmittels mit der Bildebene(• 

Beispiele: Zentralprojektion des lr(~) auf Jlc 1f , Abbildungs

mittel ist ein Geradenbündel (=spezielle Geradenkongruenz). 

Zyklographie, Definitionsbereich ist lrec.tt, Bildebene 

:Irec 1f ( 11 Zykelebene 11
), Abbildungsmittel •• Tref.fgeradenkomplex 

von c (Ew)\qJw• 

Folg.1 : Berührungsbegriff in 

Hilfsbegriffe: 

11Speer 11 g : = orientierte Gerade g 

Linienelement : = {P{ u {g ~ /\ PI g 

"orientiertes Linienelement": = {P} v {l1 
(P,g) ist ein orientiertes Linienelement eines Zykels q= =f:, Null

zykel ~ PE Trägerkreis von q?: /\ g ist Tangente des Träger-
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kreises A. Orientierungen von qi!:: und g stimmen überein. 

~ 

{ ~ oO..' 

Speziell: ,q_i! _.Nullzykel ~ • Ein orientiertes 
Linienelemen·t; (P ,g) gehört einem Nullzylcel q~ 

an ~P2.q~. 9~ 9 
p Definition: Zwei Zykel berühren einander genau 

dann, wenn sie ein orientiertes Linienelement 
gemeinsam haben. 

Z.B. 
Ein Nicht-Nullzykel 
pc berührt einen 
Nullzykel qz- ~ qr 

ist ein Punkt des 
Trägerkreises von p~. 
Zwei Nullzykel berühren 
einander~~ wenn sie 
derselbe Punkt sind. 

Wegen [; ! ~-... sr-l bijektiv, definiert 1:,, ein tlbertragungs-
prinzip Zykelebene +-> eukl. Raum. 

Z.B.: räumliche Deutung berührender Z:,kel p~, qe- ( +) 

- --~. --------------~--

~· ' y 

/\,'-~.: J 
//. ~~ 

1 p:~~1= p , qe~-1 = Q (P:;=Q) 
pa- , qt berühren einander -3> 

~PQ=g ist c-Gerade und 
umgekehrt. 
Also gilt: 
Zwei Zykel berühren einander 
gennu dann, wenn sie Bilder 
von Punkten einer c-Geraden 
sind. 

Folg. 2: Geg. pc, q"i!: ( f) ~ P, Q( :f:) =9 _3* g=P. Q. 

g 1.: 1i'" <--► p~, q7e sind Nullzykel 
g /111' ~--=--> pi!:, q'2c mit gleichen Radien rp = rQ. 

(Radien stimmen einschließlich des Vorzeichens 
überein! pe, q~ gleichorientiert) 

I.f. pi?:-, q?:(:j:) Nich·t-Nullzykel mit rP :p rQ 
--~ 3* G = (PQ).9!'- mit P = p=~- 1 

, Q = qt:c;-1 • 
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Definition: 11.Ähnlichkei tszentrum" Z von p~, q& ist ein 
Ähnlichkeitszentrum der Trägerkreise, wobei gilt: 

,,_ ~ 
------ . ., _______ .,.;·•:;.-" 

Also gilt: 3* Z, Z ist Spurpunkt der Verbindungsgeraden 
(siehe Figur). 
sgn. rP = sgn. rQ. 9)- Z ist ein Außenpunkt von P' Q' 

sgn. rP =t: sgn. ro_ ~ Z ist ein Innenpunkt Yon P' Q' 

Sonderfall: 1 .. = r ___,,___ Z ist ein Fernpunkt. p G.. --,,--

Folg.3: 

rp= r~= 0 ~ Z ist unbestimmt. 

Winkelbegriff 

i 
1 

) 

In ~f ist durch das K-R-S {x,y,z1 a priori 
ein Drehsinn ausgezeichnet. 

> Winkel zwischen 2 Speeren in diesem Dreh
sinn gemessen (orientierter Winkel). 

--i? ~ -;, 

4 ba = 2~- 'f >- cos (4 ab) = cos (4. ba) > 

Der Kosinus des Winltels zwischen zwei Spuren ist 
(1) unabhängig von der Reihenfolge der Spurschenkel, 
(2) unabhängig von Umorientierungen beider Speere. 

"Winkel zwischen zwei Zykeln p~, qE- ( :/:l'fullzykel) mit einem 
gemeinsamen Punkt": 

v:>'i (~' /______ :{ pB ~;; : = WPiu.nk.nkel der Ta~gen:enspeere im , P\ - gemeinsamen t von p 0
, q•. 

,,;:i~;j_-/ ·,\,{ Schneiden zwei Zykel einander, so besitzen 

_ · ('' 27'-'--f J sie 2 gemeinsame Punkte und die Schnitt-
_______ , --••·t---- _,, winltel f5 und 2:t- fjJ • ~ ..9chneiden zwei 

Zykel einander, so haben ilu--e Schnittwinkel gleiche Cosinus-
Werte„ 

,1 
-; ~ 

1 

J 
' 
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"Winl-::el zwischen einem Speer und einem Nicht-Nullzykel 11
: 

Vs. 3 Schnittpunkt. -<+"spe-: = Winkel zwischen s und dem 
Tangentenspeer im Schnittpunkt s.ql. 

3>- Cosinus-Werte der Schnittwinkel 
stimmen überein. 

_,,. 
Der Schnittwinkel <t" sp? gestattet eine 
Deutung im Urraum: 

Dazu: Seitenriß durch' P .L s ~ P"1 
} 

Ps = ex, ••• Verbindungsebene ~ <X 111 

lfoigungswinkel ~ 0c.ri,l = w (0,~&;L ?!.) z. 
~ ctg w = P' s : 1 rP 1 = 1 cos c; 1 

;;;:o -=> Der Betrag des Cosinus des Schnittwinkels ..q: sp'c stimmt über-
ein mit dem Cotangens des Neigungswink.els 4-(Ps. :irf) der 
Verbindungsebene Ps gegen die Bildebene. 

Ubereinkunft: Wir schränken das Winkelintervall auf O L..'(f/: [ 

Folg„4: 

~--

//, 
,// 

ein; d.h., von den beiden möglichen Winkeln 
zwischen zwei Speeren werde stets der kleinere 
als 11Schnittwinkel 11 bezeichnet. 

Tangentialentfernung 

\ 
\ 

-- -->---._911/ 
lp-t:Q, . . 

zweier Zykel 

3 höchstens zwei gemeinsame 

(r:c , 
P' ~+ 

Tangentialspeere für zwei 
Zykel (d.sind höchstens 2 

der möglichen 4 gemeinsamen 
Tangenten an die Träger
kreise). 

! J!i;~'1'~ -T 
\ Tgt.Speer 

( ,- ) i kein Tgt.-
. \__ rt ... _ __,,J Speer 

_ __,, 

Vs. ] gemeins. Tangentenspeer, d:== Abstand der Berührungs
punlcte TP Ta. • 

, '.l 

n 
j 

i' 

. H 
" li ., 
,1 
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P .... (xp, Yo.., zP=rP ), Q •••• Cxa, YQ., zQ.=rQ) 
'-,-' ~ 

P' ,----- Q' 
->, p t Q 1 = y ( ~p- .Xo_)'L + ( ~~~;Q)-;_7 
~ rechtwinkeliges Dreieck mit Katheten d, \zP-z~\ und 

Hypotenuse P'Q'. 

~ d2. = (xp-xG.Y- + (Yp-Ya, )"- - ( Zp -Za_ )'2- (d ~ 0) 

-~~ Die Tangentialentfernung zweier Zykel ist eine Funktion der 
Koordinaten der Urpunkte P,Q. 

PQ=g , (Sei tenriß g'" ) ; (siehe Figur) mit: 

1 Zp - Z.1..1. I 

-* (xp-xQY- + (yp- YQ Y- - ct/cJ (zp-za.i· = 0 • 

-?- Für ctg2.c.>= 1 # d2. =0 9d=Q9 p~ ,q~ berühren einander 
Für ctg?.W > 1 ~ O~WL. f, ~>- d2.::::,,0. 

-~ Zwei Zykel besitzen genau dann zwei f gemeinsame Tangenten
speere, wenn der Neigungswinkel (.J der Verbindungsgeraden 
g ihre Urpunkte im J.ntervall O f:::.wL f liegt ( g ist flacher 
als eine c-Gerade); 
sie besitzen einen gemeinsamen Ta:rigenteP~peer, wenn sie sich 
berühren ( c.u = f , g ist c-Gerade) ; 

~~ L 'J'i sie besitzen keinen gemeinsamen Tangentenspeer, wenn 4 ('.w.-z: 
( g ist steiler als eine c-Gerade). 

( "Tangentialentfernung" bloß für die ersten beiden Fälle 
definiert!) 

Folg. 5 : Das zyklographiscl~~-- Bild einer Punlctreilie 

~(p8) heißt 11 Zykelbüschel" ( 11 lineare Zyl~elreilie", E.I1ÜLLER). 

Nach Folg.4 .:f 3 f 

{

Of;wLf 

g mit 0==-f 
cu > J7: • 4 

Typen von Zykelbüscheln: 
•.• hyperbolisches 
... paralJolisches f/ Zykel büschel 

H" elliptisches 

.1 
il 

!·. :~_· __ :· 

' 
''' ,, 

l
;; 

' 

' : 
<,; 

' 

\ 
01

ri 

., 
-! 

i 
1 
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E;i.genschaften: 
Das hyperbol. Zykelb. besitzt zwei f:. Tangentenspeere, die 
einander im .Ähnlichkeitszentrurn treffen; 
das parabol. Zykelb. besitzt einen Tangentenspeer (iilinlichlreits
zentrUJ11 ist der Berührungspunkt); 
das ellipt. Zykelb. besitzt keinen Tangentenspeer. 

Speziell: Cu =0, Punktreihe f8 // ari" 
J?iir· f 9 c. Jre}: 

l!ur 1g 4 Jr/: 
ist das zyklographische Bild diese Punktreihe. 
ist das zyklogr. Bild eine Zykelmenge, die durch 

Translation aus einem Zykel entsteht. --,. ~' f ~: "" ' f 
') , .•.• ! ' ~ 
' . J ~ (j 

Abgesehen von diesen Fällen enthält jedes Zykelbüschel genau 
einen Nullzykel (=Ähnlichkeitszentrum zweier bel. Zykel des 
Büschels= Spurpunkt der Geraden). 

~--- Dabei gilt: ~---/ -:--;~:·---4_ Legt man durch den Null-
/?.; \ -i~~ zykel eines Zykelbüschels 

ef Pl oP' Ai ( oQ
1 \)c~~~ einen beliebigen .Speer, der 

\ . . <P -~::,:>· Z einen Büschelzykel schneidet, 
~/ __ ..--------6 so schneidet er alle unter 
~~-"·-·"~>-

1 
Winkeln mit festem Cosinus-

__.- ~- wert. 

Jedes Zykel biisc:iel ";Jird durch zwei =/: Zykel aufgespannt. 
(Vgl.Folg~2: Lageaufgabe L1). 
Speziell: pr= .... Nullzykel, q?: H.Nicht-Nullzykel. 
~ Wird ein Zykel allen .Ähnlichkeiten von einem 
festen Punkt aus unterworfen, so entsteht ein 
Zylrel büschel mit dem Ähnlichkei tszentrum als 
Nullzykel„ 

Bemerkung_J_ Mit der Zyklographie verbunden ist die bijektive 
Abbildung der I'1enge aller c-Geraden auf die Menge der 
orientierten Linienelemente in ~i . 

orient„ Linienelement ◄--11 ,.. pa.rabol. Zykelbüschel -+-
1
1
-t>- c-Gerade: 

1 
(

/ ("-; ,4' 
l )J.,/· 

'-,.,__ \ p// 

1 
t 
' ! 
f 1 

t 
f 
' 
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Fo_lg_~_6: Ähnlichkeitsachse von __ 9,-_~~}.:.. Zykeln. _ 

Geg. pr ,q2, r~ (:paarw .. :/: Nicht-Nullzykel) ~ P,Q,,R\E: fe. 
Nach Folg.3 bestimmen je zwei dieser Zykel genau ein Ähnlichkeits

zentrum ( 9 Spurpunkte von PQ , Q,R , RP ) • 

Beh.: Die drei Ähnlichkeitszentren sind kollinear; 

denn: P,Q,R bestimmen eine Ebene, falls P,Q,R nicht 

kollinear. > Für P, Q,R koll. gehören p~, qz , r~ einem 

Zykel büschel an ~ J* .Ähnlichkei tszentrum. 

-·->- Vs. P, Q,R nicht kollinear ~ PQ,R= ex. 9 die Ähnlichkeits

zentren liegen auf der Spur s von ex.. (Speziell: s •~· 
Ferngerade von Jr0t , falls ~ eine Hauptebene ist). 

Definition: Die Spur von PQ,R= 0(, mit o. f Hauptebene heißt 

.ÄJ.mlichkeitsachse der Bildzykel von P,Q,R. 

Nach Folg. 3 gilt mit 2}_(ex:1rJ)= w /\Ob6J~i : 

Schneidet der Bildzykel (etwa p;;) eines Pulik:tes (etwa P) 

von a:.. die .Ähnlichkei tsachse s, d.an.i."'1. ist der Betrag des 

Cosinus des Schnittwinkels {Pp gleich ctg tJ „ 

~ Auch fQl:' qe- und ri!: gilt: \cos Cfo.1 = \ cos <fi:z.l = ctg W • 

Zusätzliche Festsetzung: 

0.r·ientieru.ng der Ä...w.lichkei tsachse s so, daß der Grundriß P 1 

eines 1-:>unktes P e:: cx.. mit Eositi v 
orientiertern Bildzykel pt auf dem 

BOsitiv~ Ufer des Speeres s liegt. 

Ausnahmefall: 
~....::::~--·-::'--.- ·- --

r 
{.,) o-,:. 2.. * CQS ':Pp :::Q /\ 

V p G. (X gilt : P'Is, s nicht 

orientierbar. 

Mit dieser Orientierungsfestsetzung fürs 

gilt: cos lfp >0( 4?,-=- ~1= f-1-k 'Ji ). 

t 
r, 

F-U.r den Ausnahmefall (J.J={ gilt trivialer- ! 
weise }cos <{'p 1 = cos 'fp = O. i: 
="? Alle drei Angabezykel pi!- ,q2-, r~ 

schneiden die Ähnlichkeitsachse unter 

Winkeln mit festem Cosinus bzw., - nach Einschränkung des 

Schnittwinkelintervalls auf Ob.{f:{= J -- unter gleichen Winkeln. 

1 

i' 1: 
! i 
t 
i : 
! 
! ' 
i 
t 
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Eolg.7: Das zyklographisc~~ Bild einer Ebe~e (=:"Zykelbündel") 

(Zykelbündel = "lineare Zykelkongruenz", vgl.E.MÜLLER) 

Für C(=PQ,R mit .q_ o: Jie't.-= w und 

0 Lw(f~ flacher als 
(,.) = r istcf ______ ~ c-Ebene A~S 

fzwlf \steiler als/ 

/ellipt •. , 
heißt - parab. Zyltel bü-ndP.L 

"hyperboJ: .. 

Speziell: Ol =<= ,'lri : Punktfeld in ist ein spez. ellipt. 
Zykel bündel. ( ·\ !'-

ex,{/ Jri; (+ ~l ) , also W =0: \.___,C}) rp =const. V-le. f(s 
Vs. WfO: Alle Zykel eines.Bündels haben eine gemeinsame 

Ähn.lichkeitsachse s (=Spur von 0<., ). 

Wegen 1 ;;::. cos Cfp = ctg w .3 Schnittpunkte pe. s bloß 
für t 1.. w eo f , also im Falle eines parabolischen oder 
hyperbolischen Zykelbündels. (Für elliptische Zykelbündel 

,2,.,, Schnitt der .Ähnlichkeitsachse mit den Zykeln des Bündels). 

=> Ein parabolisches und hyperbolisches Zykelbündel besteht genau 
aus der Menge jener Zykel, die einen·.festen Speers unter 
Winkeln mit•.festem Cosinus schneiden, vereinigt mit den Nu.11-

zykeln dieses Speeres. 

Bemerkung a): y?=O~ ev == ;;- _oparab.Zykelbündel 
die einen .festen Speers berühreJ.1} v { Punkte~ von 
~ Jeder Speer legt genau ein parab. Zykelbündel 

C,-Bild einer c-Ebene) .fest und umgekehrto 

= {zykel, 
s} . 

(a .• i. das 

=--~Mit der Zyklographie gekoppelt ist eine Bijektion der 
Menge der c-Ebenen auf die I-Ienge der Speere der (orientierten) 
Bildebene. 

Bemerkung b): Festlegung des Zykelbündels durch einen Zykel p2-

und den Spurspeer s : 9 Zykel bündel 
entsteht durch Ausübung aller zen·triscb.en 
Ähnlichkeiten auf pc., wobei a.as Zentrum 
den Speer s durchläuft. =? s ist die 
Reihe der Nullzykel des Büschels. 
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Bemerkung c): Geg. sei ein ellipt. Zykelbündel als s-Bild 
einer Ebene ex. mit 4 (cx.:Jr-J) = w A O<wz1f'iJ:• 

Nach erfolgter zyklograph. Abb. von oc überlagern wir 
(1) die Zykelebene Jtec mit der zugehörigen reellen euklidischen 

Ebene. 
( -=--=9" Zykel -➔ elementarer Kreis, Speer --> elementare Gerade, 
elementare analytische Geometrie, Vektorrechnung in ~e(~) ). 

(1\) Wir erweitern 21"8 ({R) zur komplexen euklid. Ebene 91e(Rc@). 

(Formel für skalares Vektorprodukt bleibt gültig). 
~y 

00

\ ('°: /_· 
• ellipt. Zykelbündel~ rp<P's=:1 

pf1/ i1': : p' 
(dabei ist s.P= Ol , 4(cx.1ie)= &J) 

-=--P-fy 

\/=J / 
" w I____,,/ 5 

---------------i:::::::::-
~;0-, 

i:l~==tl,3 
l 

s 

1 

1 
= => ctg w 

1'

Trägerkreis p von pc : 
Trägergerade svon s: 

=>- Schnittpunkte 

x2+y2-rl'. = 0 

Y+1 = 0 

Speervektor ~ : ( 1 , 0), 

Tangentenvektor ;/; l P I S~ : ( 1 , ± Lr,._ 1 ) ~ ,;, == ~ ( 1; ± t-r·'-- 1 ) 

(Gleichung der Tangente: ±7'r\./x +(-1) y - r~= 0 ) 

cos t.p = ,1/t~I ~ t = ctg lJ = const. 

-~ Die Schnittwinkel - Neigungswinkelbeziehung 
gilt formal auch für ellippische Zykelbündel 
Aber: cos Cf> 0 9>~is·t; nicht reell ! 

cos Cf = ctgeu 
! 

Sprechweise:_ Die Zykel eines elliptischen Zykelbündels 
schneiden den Spurspeer nach Winkeln mit festem Cosinuswert > 1. 

Für den (sicher komplexen) Schnittwinkel c.p gilt: cos </J ist 
reell ( > 1) • 

' 
(O<'.,p reell)~ cos (jJ = cos (01.+if) 

Wir wenden auf diesen Ausdruck die Addi tionstheor~me an (gültig 
in Jl"e(RcC); Winkelfunktionen sind analytisch, also in C 
fortsetzbar): 
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cos ex cos iß -
cos Cl t:h(b - i 

sin at.sin i (b 
sinet- sh {6 • 

cosyJ 
9>- (1) 

(2) 

reell 4:-=> sin ex. shß 
ß =0 ~ !P reell 

= 0 • 

CX =O+k 'Jr (k t2 Z) 

= 

Also gilt: Ein nicht reeller Winkel 5P besitzt genau dann 
einen reellen Cosinuswert, wenn der Realteil von r;> = 0 (~) ist. 

Satz 24: Die zyklographische Abbildung ist eine Bijektion der 
Menge der Punkte des orientierten eultlid. Raumes auf die 
Menge der Zykel einer orientierten euklid. Ebene. 

4.2 
= 

Eine Gerade wird auf ein Zykelbüschel abgebildet, welches 
aus zum. Spurpunkt der Geraden zentrisch ähnlichen Zykeln 
besteht; 
eine Ebene auf ein Zykelbündel, dessen .Ähnlichkeitsachse die 
Spur der Ebene is·t. 
Die Zykel eines Zykelbündels mit eigentlicher .Ähnlichkeitsachse. 
schneiden den Spurspeer nach Winkeln von festem Cosinuswert. 
Mit der Zyklographie sind bijektive Abbildungen der Menge 
der c-Geraden auf die Menge der orientierten Linienelemente 
bzw. die Menge der c-Ebenen auf die Menge der Speere der 
euklid. Ebene verknüpft. 

Zyklographie als 'Übertragungsprinzip 

Vgl. 4.1 Folg.1: 

1re 
Pkt. 
c-Ebene --- .. ___ -~---~-- -~ ---~----________ ,. 

c-Gera.de --·-·········•·--------
Punktreihe -·-·-···· --···-·•·--··•--•·-- -··-·--• 
Punktfelder 

Zykel 
Speer 
Orientiertes Linienelement 
Zykelbüschel 
Zy.kelbündel 

Lösung von Aufgaben durch Kopplung des zyklographischen Bildes 
mit einem Gru.nd.riß-Sc-d.tenrißver.fah.,:-en oder mit einer kotierten 
Projektion (E.MÜLLER) oder mit einer Zentralprojektion (W.FIEDLER). 
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Beispiel 1: Geg. 3 Speere Sj, die ein Dreiseit bilden. 
Ges. Zykel, die Sj nach ':Pj (gegeben du.l.'ch cos:13) 

schneiden. 

Aus dieser Aufgabe folgt mit dem Vbertragungsprinzip: 

(s5, cos ~-) -+ Ebene Ej , ~ 3 Ebenen~ 1 Schnittpunkt=+ 
=> 1 Lösun.gszykel. 

Angabe: 

cos. <f, = - f 
/., 

Cob 'f2. =< j-

C,o.$ S"?> = ! 

--°Hz. 

a) coscp1 negativ: Nach 4.1, Folg.6 (Festsetzung der 
Orientierung des Spurspeers einer Ebene so, daß cos <f > O) 
muß s1 zunächst umorientiert werden (=:-- s1 , cosc.p

1 
=+f). 

b) 

c) 

Festlegung der 3 Ebenen cj mit ctgc.)j == cos <fä 

► (kotierte Projektion) Intervall i1 mit 

1• •1' ·.1· 4 ' 4 • ,1 3 8 2. 1 ' 2.• .!t, ::::. 2" 3. 3 - : : 
=➔ Schich-t;enliniengrL1.ndrisse h~ 
~ Schnittgeradengrundrisse a~•k = (sa s"k). (h~ h~) =,-

X',.• 
Zykel xi: mit M:i.tte X' und cos <fj = lx;·i 
Orientierung von xi wird. durch die Orientierung 
gemäß der F'estsetzu:ng in 4.1, Folg„6 induziert. 

der Speere 
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Bemerkung: Konstruktion der berührenden Kreise eines Dreiseits 
(Spezial.fall von Beispiel 1: s 1 , sz., s.3, cos ~ =·1 ). 
Zunächst ttbergang zu Orientierungen: 1 Orientierung von s 1 
gewählt (d.h. Ve wird orientiert), noch genau 4 Orientierungs
möglichkeiten für s~, s 3 • 

1'1an hat Beispiel 1 für jede dieser Möglichkeiten durchzu
führen. ➔ 3 4 berührende Kreise. 

Beispiel 2: Geg. pe, qr (=p, Nicht-Nullzykel) 
Ges. alle pc und qe berührenden Zykel 

Vgl. 4.1 , Folg .1 : "berührende Zykel 11 

{ Zylcel x2:, die pf- berühren} == { Bildzykel von 
/~?, · Punlcten X der c-Geraden durch P } 

1 . -o-+ f BezeichnUL,g: {Pkte. aller c-Geraden durch 
~,. f P} =: c-Kegel 

=? "Ubertragungsprinzip zur Lösung dieser Aufgabe: 
Lösungsmenge in lfe ist Schnitt zwaier c-Kegel in 1fe • 

c-Kegel haben c (ECu) gemeinsam. 
Ordnung (i.a.Kegelschnitt k) 

k' • 

e 
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Um den Typus des Kegelschnitts k festzulegen, schneiden wir 

einen der c-Kegel ( etwa IQ ) mit der Richtebene t: /! E,. d.urch 
Q • Dabei gilt: cm und P 111 Q111 = g 1ll sind Diagonalen eines 
Rechteckes (vgl.Figur) und daher harmonisch zu dessen Seiten-II 
(d K 1 d ) -;:m un.d 111 h · eh d • s „ ege. erzeugen en. • > ..... g armonis zu en 

Erzeugenden von ¼ in :Jr?, • ~ Im Bündel Q ist :S die 

Polarebene von g bezüglich rQ. 
~ G = g. :n-! und ~.i't sind polar bezüglich des Trägerkreises 
von qr. 

=}Z.B.: Für g mit 0-<: 4g1ier<{ ist ~n c ein Erzeugenden.-
paar ~ k' ist eine Hyperbel. 

Speziell : k' ist eine Gerade _L l? • Q • ~~ k HI _L 1 • 3 ~ 
#- 9 1u{l 1. 3 ➔ p~ , q~ sind kongruent ( 1=). 

Zusammenfassung: 
g flacher als c-Gerac.le (nicht ff if ) =;,- k' ist Hyperbel. 
(g _f_. hy_perb. Zykelbüschel). 

g ist c-Gerade (~-- parab. Zykelb.) ==;;,- k '=P 'Q •= I1enge der 
Mittelpunkte des parab. Zykelbüschels. 
g steiler als c-Gerade (-,;.-ellip·IJ.Zykelb.) --;,- k' ist Ellipse„ 

Beispiel 3: "Problem von .APOLLONIUS 11 • 

Geg. oe, p~,q2, 1 f Nullzykel A O,P ,Q «-.$~Dreieck 
Ges. alle Zykel, die o~ p~, qe berü.b.ren. 

Vgl. Beispiel 2: 

c •.• Trägerebene des Restschr.d. ttes der c-Kegel 
cp ••• Trägerebene des Rest;schnittes der c-Kegel 

Unter Vs. c. -:f- tp , e)r'f' :l~ Schnittgerade s in 

~Lösung der Aufgabe mittels Übertragungsprinzip 
· Schnitt ein.es c-Kegels (etwa f; ) mit s ~ (i„a.2 f.: Lös.) 

a) Spezielle Angabe: O' ,P' ,Q' kollinear (~ OPQ „L Jr./ ) 
Bei Verwendung eines Seitenrisses ( Jr; =OPQ) erschein-t sowohl 
c als auch c.p projizierend -~ s::-..: elf ••• projizierend, 

--9 X,Y == s, ~ mit·t;els Parallelkreis b : X,Y=s.b. 
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....... 

' ~ \ 

\ 
~~· 

\ , 
t ./ 

b) .Allgemeiner Fall : 0' ,P 1 , Q,' nicht kollinear ( =--""? OPQ::: ex,~ Tl~[- ) 

Lösung der .Aufgabe mittels Spur- Fluchtspurprinzip ( er e.ls 

":N"ebenauge" verwendet). 
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YJ.it Hilfe von Seitenrissen ( JI'~ durch 0 9P und flit durch 0Q ) 
bestimmt man c:.,~.r; und Cf"' fo.fa. bzw. deren Spuren e und :f 

~ e~ ff e und f;, // f ••• Fluchtspuren bezüglich des Auges 0 
(Konstruktion z.B. ohne Seitenriß: f!" ist Polare des Spur
punktes F von CJQ, bezü.gl. e,! ). =}- Zentralbild s 0 der 

Schn.i.ttgeraa.en s = Ey?: sc= (e„f). (e~,._f!), 

s // s = s~O' --~ s' // s' = s~o • /\ s 'r s ~ s • 

Schnitt von s mit G : s.G::: {x,Y} -,' {xc., YG}=sc.o-l-
-~ x • = cxc 0 • ) • s • , Y • = (Yc e • ) .. s • • 

=?- x~ mit Yütte X' , Radius rx (und 0rien-t;ierung) so, daß x~ 
und o' einruKler berühren. 
► yc analog. 

Bem.erkung a): Geg„ <Y ,P , q .,_3 nicht kollineare Nullzykel. 
I1an konstruiere die uumzykel 11

• 

L :c l :i ~ 6., St? ~ :Tre 1 ~ S = c. P . :lie~ ; ~ symmetrisch zu J'i"'e: 

~ { X9 Y / == s. r; symmetrisch zu 1re,2 • ➔ Lösu.ngszykel xi, y-e 

sind ein. Paar ergänzender Zykel. 

Bemerkung b): Das Problem von AP0LL0NIUS ist für Kreise o,p,q 
formuliert (ohne Orientierungen!). 

~ ( v-gl „ Beispiel 1 , Bemerkung): Bei Wahl der Orientierung 

etwa von O' <➔ e=c) 3 vier =f: 0rientieri:wgsmöglichkci ten für 
p,q (~pe-, q~).-=? Zur Lösung des Problem;J ist A1.Lfgabe 3b vier

mal durchzuführen--~► 3 i.a. acht Lösungskreise. 

4.3 Die 11 Zykelkugeltt 
= 
Definition: Eine Zykelkugel ist die Menge aller Zykel, die 

einen f es-ten Zykel nach Winkeln mit festem Cosinuswert scl:1neiden„ 

Speziell: cos >° =1 ; ges. {Zykel x'i!-\ xr berührt einen geg„Zykel ·sr} .. 
Zu jedem Punkt von s e gehört eine parabolisches 
Büschel von beriJhrend.en Zykeln xT-; ......,,.,... LömL'Y.l.gS

zykel sind Bilder der Punkte von c-Geraden 
durch. S (sl: Y, also Bilder von Punlr.ten des 
c-Kegels rs durchs~. 
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-=>Das zyklographische Bild eines c-Kegels ist eine spezielle 
· Zykelkugel · und heiß·t; "parabolische Zykelkugel". 

Bemerkung a): Ist s1: ein Nullzykel - > cos ~ nicht bestimmt;· z.B„ 
cos ~ =1 (Berührung) ~ Zykelkugel sicher 
parabolisch; Urbild ist ein zu 'Jrf symmetrischer 
c-Kegel. ->- Mit jedem Lösungszykel ist auch 
der ergänzende ein Lösungszykel. 
~ Das zykl. Bild eines c-Kegels mit der Spitze 
in ffre2 ist die Kreismenge durch S'. 

Bemerkung b) : Nach 4.1, Folg.3 gilt: Bei Umorientierung des 
sc ändert-der (geg.) Angabezykels 

Cosinuswert des Schnittwinkels~ das 

Vorzeichen. 
Es ist durch Umorientierung von 
erreichbar, daß cos cp ? 0 • 

stets vorausgesetzt). 

Definition: Eine Zykelkugel mit O ~ cos r.p L 1 heißt 

se ste-ts 
(I.f'. 

"hyperbolisch 11
, mit cos 5C' =1 heißt "parabolisch 11

, mit 
cos sc>>1 heißt "elliptischn. (cos r;> > 1 ~ Resa=OG'T) ) 

► Das Urbild einer parab. Zykelkugel ist ein c-Kegel (siehe oben). 

Das Urbild einer hyperbolischen Zykelkugel: 

, (Festsetzung O L 1/J ~ f ) 
In jedem Punkt von s c bestimmt der 
geg. SchDittvdnkel ein parabolisches 

! Büschel von Lösungszykeln, also eine 
c-Gerade e (Grundriß e'). 

~hyperbol. Zykelkugel besteht aus 
einer Drehschar parab. Zykelbüschel. 
~ Urbild in lfe durch Drehung der 
c-Geraden e um die lotrechte Achse 

durch s• • (Achse windschief' zu e, falls y.;~ 0). 
-~ Urbild ist ein einschalie;es Drehhyperboloid und. heiß·t 
"einscha.lige c-Kugel". Die Erzeugenden der einsch. c-Kugel cp 
sind c-Ge:raden =~,,. <:p geht du_rch den J?ernl:'1'eis c hindurch. 
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füllen sr.. Der Trägerkreis von 
11-J • 

Der Grundriß der E:rzeugendene 
der einschal. c-Kugel cp be
rührt den Kehlkreisgru.b.driß k' 
(Radius= M'e' =:d ). 

Die Resttangente f' aus dem 
Spurpunkt G (GI s~) von e an 
k' ist der Grundriß einer 
Erzeugenden .f von q:>, also 
einer c-Geraden (e.f= G , f E 

ergänzenden Regulus zu {e})~ 
9 Jede hyperbolische Zykel
kugel tj) läßt sich auf zwei = 
Arten als Drehschar paraboli- .----. 
scher Zykelbüschel auffassen. 
Die Menge der Nullzykel der 

. hyperbol. Zykelkugel (f) er
s r ist der Spurkreis von q:> in 

Im Sei tenriß ( :1!3 // e) erscheint e als Asymptote der Mericlianhy_perbel 
von <? ( ~ em ~1 == f , =r Mllf ••• Sei tenriß des l-li ttelpunktes von 
mit M'=S ' ... I-litte von sr. M ••• Scheitel des Asymptotenkegels -~ 
me- ••• "Mittenz:,-kel II der Zykelkugel ~(c\)) , mr ... Spurkreis des 
Asymptotenkegels. 

Mit der Festsetzung O L.. r.p ~ f ( 0 f: cos <f' L 1 ) gilt: 
m~ und sr sind gleichorientiert l 

r ••• Rad.ius von sr (orientiert) l 
zM •• Radius von mc (orientiert) r mit lrl / fzHl; 
( wegen Vs. : cp .... einschaliges Drehhyperboloid, Spurkreisradius 
von c\) > Spurkreisradius des Asymptotenkegels). 
r und zM sind in gewisser Weise gekoppelt; und zwar gilt: 
Aufgrund. der Konstruktion von m~ (siehe Figur) berührt der 

-> -~ 
Tangentenspeer ix in G an x r ( ,ix J_ e •) auch den Mitten-
zykel m~ (Berührungspunkt G111

) ~ GG111 = d = M' e' ist die Tangential-
entfernung zwischen :x: 2 und m;;. 
► d ist konstant für alle Zykel xi!:- des parab. Zykelbüschels -(G, ix). 

==9 Alle Zykel einer hyperbol. Zykelkugel haben vom 11:i.tten.zykel 

feste Tangentialentfernung. 
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J..1.11 rechtwinkeligen Dreieck L'1 MI G 'G111 liest man ab: 

x5i!vi!:==(O= 'xG'M'G'" Jb-d _ -~!'i ~ V\ T 4.}-. ~ cos <p == 1-r-l - 1" 

(sgn.zM= sgn.r ). 
'-->Es eilt auch umgekehrt: Die Menge aller Zykel mit fester 

Ta11gen-!iialentfernu.ng von einem gegebenen Zykel er.füllt eine 
Zykelkugel. 

Denn: m~ ., ... M .. &. (~H 'ZM)' X r:.~ .. X .... (~' z) 
M' X' 

4„1, Folg.4: cf-::1 (x-x~1Y' + (Y=Yr-1Y- - (z-zM)2. • .. • • • (*) 
-► Mit d,. = konst. > 0 stellt ( *) die Gleichur..g einer ein
schaligen c-Kugel dar .. ( (*) beschrei"bt einschaliges Dreh.hyper
boloid <P mit lotrechter Ac....hse durch c; --~ 
a.as zyld„ Bild ist eine hyp„ Zykelkugel mit d = konst.) 

Scb1:J0idet man cp mit der Ebene z~zM, so 
Radius des Kehlkreises k 

= e'I1 1 ) 

folgt aus(*): 

von 4). 
d2. ist 

das Quadrat des 
(Vgl.,. Figur: d 

Angabe einer· hyp„ Zykelkugel. 

a) Geg. s~, mi': (konzentrisch mit Ir 1 > \ zHI , sgn.r = sgn. z-,1 ) 

\ 

b) Geg. 

't,-

MI )' "(' 

___ ,,..,,,,..,,., " 
cp "' "" 

~ 

Konstruktion der Meridian
hyperbel elementar aus 
Asymptoten + 1 Punkt (P). 
Unt;er Beachtu"O.g der Beziehung 

dt.+ 2?{ =- r z.. A d ... Kehlkreis-

rac1.i1.1s erhält ma..."1. auch direkt 
die Scheitel A,B der Meridian
hyperbel im Schnitt von s~ 
mit der Parallelen. zur Riß-
achse durch 11m. 

s'c, cos cp (>0) ->- zM=== r. cos yi => mA 

='9- s~, m~ ••• fi..n.gabe a). 

Bemerkung: Sonderfall: m~ ..... nlifullkreis". 

=tr-zH:, 0 ~cvs„ r reell-:/: 0) 1 co::1cp= 0 

Da clie einschalige c-Kugel mit 11 c.,rl zu 

gilt: 

,;:-., 

=-~ '?= -~ 
Jle~ symmetrisch ist 

' 
Iüt jedem Zykel der Z.ykellrugel f;(({)) gehört auc.h der ergiinzende 
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Zykel der Zykelkugel an .. ~ Ergel1n:Ls: ~(<P) ist Kreismenge, die 
einen festen Kreis s (Orientierung von s ist unwesentlich) 
orthogonal schneidet, also ein. hyperb. Kreisbündel. 

Das Urbild einer elliptischen Zykelkugel 

Geg $ sr: , cos <p > 1 • ~ Übergang zu ,1T"e(lRc.0); wir benützen die 
in 1fe(~c0) gültige Formel für das skalare Produkt zweier Vektoren 
(vgl.4.1, Folg.7). 

/ ~/ 
s?, // rr-;< 

··--·---·· ··----✓: --··•·· 1 ·· l1)·· ... // t:>-
I M1 J' IP' iX 
1 / ~, 

1 
// ( ) e (X,Y,2) 

-- -- Xp 

s?;, ••• x'-+ y 12
·- r,z. = 0 

i!\ p ••• (x - xt + yz.- z'l. = o =>
x2+ y?..- 2 XX:+ x2.- z2. = 0 
~ 

Schnittpunkte s=-.pa = S1J?_ ••• (x5 ,Ys) 

s:!-: t1 ••• XXs + YY:. - r..,...= 0 ••• ~rlc 

:t1 ••• ( -Y.s, X.s) ••• 1, Ta-n;J, vel,d:or 

p : t:i. ••• x x5 + y Y5 - (xX+x;x:) + X2.- Z?= 0 

=;>- x(xs-X) + YYs + (*) = 0 

.t.z, ••• ( -Y.s' Xs-X ) m 2. 7s-t. vektcn-

, l..t1-l = l YJ;. + (x.,. - x)z.. = z· ; ~ 
1 r 1 -- ( yJ + x! - x.sX ) = 2rz(2r2.-r'·-x~+z2

) r . Z _____, ( '-'--:.-i V2. z'2.) r2. r2+ll. -

cos <f = 

cos <f = konst. lau·t; Def. der Zykelkugel t; (cp) ... ( s~, cos Cf). 

pr ••• (X,o,Z) €. ~(cp) ~ z2._ 2rZ cos <fJ + r2. - x2.. = o > 
p;: (f:'t,(cp) ~ ~ (Z- r~q_s ip )2. - X2. + r1__:!..;:_.~9s 2 r ) = 0 ••• (**) 

k:o,-.,si, kon6·f... 

=--==?- ( **) stellt; die Gleichung des I11Ieridianschnittes c von c:p 
·:::::..~-· ,/ mit der Ebene y = 0 dar. 

At. 
_/. c ••• gleichseitige Hyperbel, Mitte 

/ 
/' M mit z r1 = r c o s cp • 

, 

"- // =;,-r2.- z~>O~coi"c.pt..1 ("'3/cosr.(1) ••• 

41 
-d--~'M 111 

••• hyporbol. Zykelkugel, r'·-zr:==: da. 
' ',, 

e11 / C\," r?..- Z~/...Ü#C0S 2 Cf)1 (9COS(f)1) ••• 
1 /' - _t_ "' • 2. ~ 2 ( ) _v ___ +-..__,..::.,,.._ ..... __ ... ,_;:,_ · ~--~► ••• ell1.p·t. Zykelkugel, z 11 -r =:a >0 

/
',, -~ V: ,, ' . 

'/•,,,, . ----~,'\. /, _,,____ ) . 
H·-- .. ,.. - -·-~. ., '". , __ --·--- ··--·~- . 

/ ----·-·•· --------- . / ' 
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=> Im Fall der ellipt „ Zykelkugel liegen die Sehei tel der Meridian
hyperbel c auf der z-Achse des verwendeten Koord. Systems ( =Dreh-• 
achse). 

► C\) ist ein zweischaliges Drehhyperboloid mit der Fernkurve c 
und dem Spurkreis s (=Trägerkreis von s 1

) und heißt "zweischalige 
c-Kugel". 

(.Anmerkung: Für r 1 =z~=O ~ cos<p=1 , <f=O•~• 5(ct)) .... parab. Zykelkugel) .. 

Angabe einer ellipt. Zykelkugel. 

a) Geg. sa-, :m~ (Mittenzykel der ,'?1,1:i:pt_.,Zykelkugel, also 1-r-/t..!zr-i! 
'"', sgn„ zM = sgn.r wegen cos <f > 0 

···-.. -··•--1(-~~r~Mm >< 

/ a. ' 

laut Festsetzung. 
~ Konstruktion der Halbachsen
länge mittels z~-rz=a2 • 

'mi 1 
,·/ 5'1.,/' : ' 1 

// (/ [ --::;:=-::~---____ ..: j --_!•' 1· ' 

/ \ / 

b) Geg. st, cosrp( 1, Vs.ellipt„ 

Z.k). ==> zM= r cos Cf 9 g „ 

/ Bemerkung 1): · Analog zur hyp„ 
Zykelkugel gilt auch hier: 
Der Nittenzykel mr hat von 
jedem Zykel der ellipt. Zykel-
kugel gleiche Tangentialent

. fernun.g d, wobei gilt: 
d 2 = -a?... (a > 0) - ► d ist reinimaginru." (=Kehlkreisradius). 

Beme:r.:-kung_g2 hyp. Zykelkugel -~> einschal. c-Kugel 
parab. Zykelkugel ~ c- Kegel 
ellipt. Zykelkugel •--?- zweischalige c-Kugel, die 

schneide·!; (sz .... "reeller" Zykel) .. 

Wir untersuchen die Bildmenge einer zweischaligen c-Kugel, die 
~ee nicht schneidet. 

',. 

"--, 
' Mm 

1 f 
a. Zn 

-T~-ccp_ ---------· .. ,.:.~----

, s~. nullteiliger Schnitt-

kreis„ 
3>- cos j? ist zwar konstant, aber 

nicht reell (1 Winkelschenkel ist 
nicht reell) .. 

Beh.: cos p ist re:i.nimaginär; 
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denn: z1.1 == r cos<p -~ cos c; rein-
"'¼ tL -1. • imao. iee. TelnJ:mo.g. .., 

Da die Tangente an s nicht orientiert; 
ist, ist der Schnittwinkel bloß 
modulo 11"" bestimmt. ~ Nur der Be-

~t trag des Imaginärteils von cosy0 
ist im vorliegenden Fall der ellipt. 
Zykelkugel konstant 1 

Konstruktion von Cl) dUl.'Ch Übergang von 'lri zu 
Gleichung z+zo = 0 ( zo passend, sodaß q> f\ ,rl 

JTl mit der 

reell). 

Andere Möglichkeit zur Konstru.~tion von q:> : 
Geg. s (nullteilig), r (reinim~g. Rad.) ->

treter, r1"' .... Radius von sr. 
sr • • reeller Ver-

Orientierungsfestsetzung durch r==i.r'l"' 
r~= Im.r (mit Vorzeichen!); 

- , 

Dabei gilt: Tangen-cialent

fernung de1" Bildzykel von mi= 

ist ko:nstant und reinim.'-1.ginär. 

Bem~rkung 3): Sei Jrl 
Scheiteltangentialebene von(p 
~ z 11 = a , r=O ► se- .... 

••• Nullzykel. 

zM= r.cos cp ~ cos <p = ;~ = eo. 

cos <p ist wesentlich Singularität -~ y> unbe
stimmt. 
Ergebnis: Die Zykel von~(~) haben zwar 
konstante reinimaginäre Tangentialentfernung, 
der Schni ttwi:nkel :.P mit dem Spurzykel ( =Null-

zykel) ist nicht bestimmt. Mc'Ul spricht aber auch in diesem 
Fall von einer "elliptischen Zykelkugelrr. 
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JrJ I M ~ m= ... Nullzykel 
s". Kehlkreis (Radius i.a ). 

~•f O 'Jr cos cp = --y.- = - ~ cp = t 
=r Der null teilige Spurkreis (Kehlln-eis) w:i.rd 

von jedem Zykel der ellipt. Zykelkugel recht
winkelig geschnitten. 
Die Menge aller Kreise, die einen festen null

s orthogonal schneiden ist ein elliptisches 

( Der reelle Vertreter sr von s wird nach Gegenpunlcten ge
schnitten und gehört selbst zum elliptischen Kreisbündel). 

Satz 25: Die parab. bzw. hyp. Zykelkugeln sind genau die 
zyklographischen Bilder der c-Kegel bzw. der einschaligen 
c-Kugeln. Eine hyp. Zykelkugel besteht aus allen Zykeln 
fester Tangen·t;ialentf ernung von einem Mi ttenzykel, welche:!:' 
das zyklog:r•aphische Bild der c-Kugel-lli.. tte ist. 
Jede elliptische Zykelku.gel ist zyklographisches Bild einer 
zweischaligen Zykelkugel und ihre Zykel besitzen konstante 
reinimaginäre Tangentialentfernung vom Mittenzykel„ 
Das zyklograph. Bild einer zweischaligen c-Kugel, welche die 
Bildebene nicht reell schneidet, besteht aus allen Zykeln 
fester reinimagi.närer Tangentialentfernung vom Mi ttenzylrel 
und ihre Zykel schneiden einen nullteiligen Kreis nach einem 
Winkel mit reinimaginären Cosinuswert, dessen Imaginärteil bis 

auf das Vorzeichen konstant ist • 

.A.nwendur1gen: Verallgemeinerung des APOLLONIUS 'sehen Problems. 

Geg .. : 3 Zykel s~· allgem.Lage; ges. Zykel, die s1 nach 
Winlrnln mit vorgegebenem Cosinuswert cos Cf-/ schneiden. 
( 3>COS (ß=1 : APOLLONIUS) 

;J 

L 
.. osung: Schnitt der durch {s!, cos <.fj 1 

( cp1 nich·t; konzentrisch). 
bestimmten c-Kugeln q)· 

~ 
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Schritt 1: Schnitt zweier c-Kugeln ( <=P~ I'\ <.D2.. ) c JE?>~ Rest
schnitt k ist eine krumme Kurve 2. Ord. 

C 

Konstruktion: 

(p1 n 4' 2. = { c , k } 

Da (p1 , G>z. den Fernkreis c gemeinsam 
haben, (ihre Schnittl-;:urve also zer
fällt), so berühren sie einander doppeli 
(Bertihrpunkte E,F). EF = e"' ist Pern
spur der Trägerebene c. des Rest
schnittes k. 
E,F sind aber auch Berührungspunkte 
der Asymptotenkegel ~ , G_ von 

<+)1 , (+)2. • ➔ c ist parallel zur 
Schnittebene 6 der Asymptotenkegel. 

Wir verwenden eine Kegelspitze (etwa 11} _als Nebenauge er eine:c· 
Zentralprojektion auf ~l . 
e~ •M Polare des Spurpunktes der Verbindungsgerade der Kegelspitzen 
M~, M~ (=c-Kugelmitten) bezüglich des zykl. Bildes des Auges 
(=Spurkreis von r.; == Iüttenzykel m! von q)1 ). 

Spur e: Yerbindungsgerade der Schnittpunkte der Spurzykel 
st , s'f von q>1 , c_\):2- (Verbindung.::igerade ist stets reell; 
Konstruktion vergleiche die folgende Zwischenbemerkung). 

Schritt 2: Wiederhol u..11.g von Schritt 1 für cp,, , c\)-'> 
f ... Trägerebene des Restschnittes 

<p - (f ,f~). 

Schritt 3: Schnitt von cp1 mi·t; c. c.,o =s 
(Schni·t;t einer Hyperbel mit einer 
Geraden elementar mittels geeigneter 
Homologie). 

~ 3 2 Lösungszykel (über 0). 

Zwischenbemerkung: 
~ . 

a, V 

Konstruktion a.er fsemeinse.men Sehne von zwei Kreisen k 1 , k2. \ e 5G 

(k-, , kz.. auch null teilig). 
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k,1 , k 2_ spannen ein spezielles Kegelschni ttsbüschel tt. lt-1 + t.(,1Jc2.. auf. 
tlber C 3 4,3,2,1 (:J:i) "Grundptmltte" in einem allgem. K.S.-Büschel.. 
==--=}- Die abs. Puructe I,J von 11; sind kj .komplexe (sicher :fo) 
Grundpunk-1:ie von 7'.,k1 + f{,k2. ~ 3 Fälle: 

a) 3 vier + Grundpunkte: I,J; A,B (reell getrennt) ➔ ellipt. 
Kreisbüschel, 

I,J;A,B (kj.komplex) 4 hypoKreis
büschel. 

b) 3 d.rei + Grundpunkte: I,J,A (+Tangente A in a) 9 parab„Kreisb„ 

(k1 beriihrt k2. in A). 
c) } zwei + Grund.punkte (notwendig I,J) ~ k 1 , kz. konzentrisch, 

(k-1 berührt k 2 in I und J) .. 
~ Gesuchte gemeinsame Sehne ist im Fall c) die Ferngerade, im 
Fall b) die gemeinsame Tangente a; (da A als Doppellösung einer 
quadr„ Gleichung stets reell ist, kann dieser Fall bloß für 
einteilige Kreise k 1 , k~ eintreten). 

Es ist bloß Fall a) wesentlich: 

Xi 

{ I,J ,A,B 1 iiber C ein Viereck, 
dessen Gegenseitenpaare die in 

.. -o ( Ä.k,,+ t4kz. ) enthaltenen singulären 
Kurven 2.0rd. darstellen. 
~ Gegensei ten1iaare sicher kj „kom

plex oder reello 
=9" Wegen IJ=u reell~ AB=u reell 
( u ••• gesuchte gemeinsame Sehne). 
Jede "allgemeine" Gerade g t:11, 

schneide-t; die Kurven 2. Ord.. eines 
, Kegelsch11i ttsbüschels nach Punkte-

paaren eineJ.' Involution, (der DESARGDES-Involut:ton). In unserem 
Fall ist stets dem Fernpunkt 1=g.u der Schnittpunkt 1=g.ü 
zugeordnet. 1 ist also Zentralpunkt der DESARGU-ES-Invol. auf 

g • 

Dam.i. t g:iJj; ~ Die gemeinsame· . eigentliche Sehne ( "Chordale") zweier 
Kl"'eise k 1 , k 7_ E. ,r-1 ist die Menge der Zentralpunte Z der durch das 

Kreisbüschel 'A k 1 +(-ili'. 1. auf allgemeinen Geraden g E. ~ induzierten 
DESARGDES-Involutionen. 
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Konstruktion: u ist sicher norm.-3..l zur Zentralen z==M1 Mz. 

Vs.: k~, k 2 reell; 3 gemeins. Tangenten 

2.:•2 

1=1 
,_.-\\--

----- ;/ 

l. (/_,..-\\------ ----, 
\ 

' 
\ / , Mz. 

DES .. -Inv. auf g: Fixpurikte 1=1 , 

9- Z halbiert 12 

Vs. k1 , k~ reell; 3 keine gem.Tgten. 

X,Y.,.Fixpunkte der DES .. -Inv. 
auf g=z mit den Paaren 
1,1 ;2,2 • ~ Z halbiert -ll. 

' .::,. 

Vs.: ( k~ •• reeller Vertreter) 

g __ _ 

Konstruktion von Z11 auf einer (reellen) Tru1.gente g-, aus I-'f2.. 

an k 1 siehe Fig1ll'. 
Anderer Weg: g 2 =z =-> Auf z 
der DEB.-L~v., kL iruiuziert auf 

ist A,B ein reelles Punk:·tepaar 
z eine ellipt. Inv. (L 2 ) = 0> 



179 -

3*(X,Y) mit L2 X1-.L2.Y und. H(A,B;)~); X,Y .... 1nxpunltte der 

DES.-Inv. ="? Z~ halbiert XY. 

Vs.,: k 1 und k2.. nullteili.g ( k~, k;, .... reelle Vertreter) 

Hilfsgerade : g=z. 
k 1 ,k2.. induzieren auf z 

dwei ellipt,Involutionen 
=;,. 3* ein gemeinsames Paar --/1/ _ _,.c 

(X, Y) in beiden Involutionen. / \ 

(Konstruktion mittels Hilfs- --{---- X0 _ 0 M2- -------)---

kreis k m.i. t Mi ttelpkt I'1 auf \ , ; 
,..,.... -:::. / 

z, a.er kj nach Gegenpunkten ~ , / 
schneidet) .. ~ Z halbiert k·r·-"'----~',,_~--/ 

2. '' 
XY ~ Z=l-1., .• Zentralpunkt 
der DJ:<~S., -Inv ~ auf z. 

\ 
y \ 

Q : 

/ 

! 
/ 

Bei~1)iel zum verallgemeinerten Problem von AT'OLLONIUS. 

Geg. : Zykel s.f (I'1J, r1 =-5e), st (1'1 t, r 2 ::=2e), 

nullteiliger Kreis s 3 (1'1~, r; =+3e) 

Ges .. : Zyk.el, die s;, sf, s 2• unter Winkeln 'fj mit cos 9;=- ~ j 

?,, l cos Cfi_ =- .:2 , cos (t~ = z schneiden.. 

Schritt 1: 

a) 

Festlegung der Orientierungen (s! --?- s!) so, claß 
COS lO, ~ 0„ 

TJ 

s; mit :i.~1 :::+5e, cos~J_,=+~ .. ~~mit z = r coscp, 
z;1t=+4o ; (sT' m,t e;leich orientiert).. M, ., 

1 

Zi-1.1 zr-1 ---'>' c\)1 ..... einschalige c-Kugel„ 

b) 'l: ;;: • t --- 2 - -3> > 1 ,+, . h 1 · S7~ -,-... Sj, mi r1- ~-- e' cos 't'2. =+ 2- '> '+'2. ••• ZWCl.SC a 1.ge 
c-Kugel, a.ie Jrl in sf (also reell) schneidet„ 

m?. mit Zn.= (-2e).-f = -3e „ 

c) s?> ➔ s; mit r;= ~-3e (coslfz=+~ .. ) =4- r3,= i.r;", se;n„rt=+1 
==9- s;; ist positiv zu orientieren (Festsetzung)o 
Hi ttels z 1.1 = r cos <J1 folgt für s! : 

. 3 ;_ :, ] ,,, z 1., = i. e..,?:::: -.:.:i:-e • a.so sn;n. zH = -1 ,!) .,._ .ii!. , t:> !i 
-> 

(s;- und mi sind entc;ec;enc;esetzi:; orientiert). ,=);,-

ct)3.,., .. zvrnißchalige c-Kugel, die 1r;-J nicht reell schneiclet. 

l 
1 ,--
! 
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Schritt; 2,2._! Schnitt von je zlrei c-Kugeln (Drehhyperboloid) 

siehe KonstruJ;:tionsbeschreibung auf Seite 176. 

Spuren e,:5 der Trägerebenen B .. ·j von k„q c (<+\"'q:,) gemäß 
Zwischenbemerku..'Ylg. 

Geg.: 

(;) 

C•~Geometrie (vgl. 0„ 7 ) 

lfa,(!R) c lf (!R), uJ et.Fernebene; 

in w sei eine Polarität als "absolute Poln.rit;ä.t II ar;..., 

ausgezeichnet. 
Ist '.frw elliptisch ~ {lio.(fR.)11iw} ist ein euklid.Raum 1r0 • 
Ist ~w hyperbolisch ~ 'lrw ist Polarsystem eines (reellen) 
Kegelschnittes c ; Tw =: !li"'c • 

\ 
------- \ A 

------- \ Lt..,. . q, -.,.._, ___ 

Umgekehrt ist durch einen r;ec;ebenen Kegel
schnitt ccW eine abs. Polarität @'c 

festgelegt und ~c definiert die 11 c-Or·tho-
gonali tät u im { [, (lR\ 1r"'} • 

a _t: b ~ _ Ai{. c-kj. B'"-} 
a .l:. ex. ...(~ Av... == au.. rt""c:. 

ex. J.: (!> ~ au. c-kj „ bt,,.. 
{ 

Dabei sind a, b ,ex,(~\ E. \lo. und Au., 
B1.-\., a'IA_, b-..._ d:i.o zugohörieen F'ern-

elemente in 6..) ~. 

{ lfcJ!Rl Jl"c} =~ lfre. ... "pseudoeuklidischer RauJI1n. 

Die zugehörige Geometrie hei.ßt 11pseucloeuklidische Gemaetrie 11 

( "I111)1KOWSKI-Geometrie u). 

Bemerkung 1: "c-isotrope Geraden 11
• 

Def.: Eine Gerade gE. "lfre heißt c-isotrop 4'~·- c; i::Jt; zu sich 

lb t 1 _,. F nk ,~ on [" 1· ·~·t• «n·i i~n"·'.~0 11·1·u.,. · t se s - c-norma ..... ~ 1 ern.pu ~-i:; V . ;; .J ., ~. u,.Jl,h ... l .ßJ.0r „ 

~ {g € 1fre \ g c-isot,rop 1 ,.,:i { eigentliche Gern.den, dio c treffen} 

das ist aber genau die I1enge der c-Gora.dem ... 

"c-isotrope Ebenen'1 

Def.: Eine Ebene heißt C•eisotJ.'OP ..('_-,~- wcn.n n:i.o chw '..'.,U 1hr 

normale Gerade enthält. 

{ \ 1 ( "F~b ~,· l -=>- E. E. li,(\\ e .. ., c-isotrop = \ c-1:. ,ow.,.1 1 

ebenen von C =f. W f ). 
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Bemerkung 2: Konstruktion eines speziellen Modells für ~e. 

Wir gehen Yom proj. abgeschl. Anschauungsraum aus, d.h. If°'(JR.) 
sei der P .A.R. (also ein spezieller {(IR) ) ; jfc.. sei d.ie 

zum Fernkreis c zur Böschung 1 (im lfe 1) gehörige Polarität 
in w • 

H(12., Nuo,.,) /\ ~el1S2.= i 
> ~e a..., 5 2. = <):e 2- S/'J„1.. 

Beh .. : In d.iosem lfodell des lfre hat das c-Normalstehen Yon 
Ebene ex. und Geraden auch eine euklidische Bedeutung; und 

zwar gilt: In einem geeigneten Sei tenriß '.ir.3 halbieren die 

(zueinander normalen) Umrißerzeugenden des c-Kegels mit der 

Spitze S = Cl.n die eulclidischen Winkel zwischen n'll u.ncl c<- 111 
• 

(Beweis siehe Figur). 

Folg.1: 11c-Ähnlichkeiten11 

Geg.: Affinität OCo..: tto.. ---,.-11~ , d.h„ 3 oc ~ Tr-io- lf /\ Czo./'"cx.l[~ 
Äh:nlichkei t in lf e. : Die Einschränkung der zu CX.a... gehörigen 
Kollineation ex auf (.J kom.m.ut;iert mi-t.; der abs„ Polarit;ät 1r,,..i 

( cx\w. 5rw = :n..,. Ol lw ) • 
Diese Definition wird auch zu_"t' Definition der c-}ilinlicbkei t l)e-~ 

nützt; 

c-Ähnlichlteit: = Affinität C\"a.. mit J ex. A Ola.,= cx.\lra., 
und ex. lt,J • ~ ::::. ~. ~lu.J • 

---~ Bei c-.Ähn1ichkeit bleibt kj „ Laese bezügl. c erhalten., 

k-~ c bleibt als Ganzes fest~ 

9rc.. ist festgeleg·I; durch ein :Pold.reieclc u...'1'1d ein Paru:- Pol .... Polare. 
~- c-.Ähnlichlceit; .führt diese Angabestiicke in wi.c<ler solche übeJ_... .. 



- 183 -

Also g-1_1 t: Eine Affinität ist genau dann eine c-)Ü1.."t1.lichkei t, 
·wenn sie ein Dreikant von c-normalen Geraden und ein Paar (Ebene, 
c-Normale) in wieder solche Elemente überführt. 

Def .. : 11 c ... Kugel" (vgl. 0.7, Folg.3) 
c-Kugel ist Mi ttelpunktsquadrik q:> , für die gilt: 
Die Spurpolarität in l0 bezüglich cp ist identisch mit der 
abs. Polarität. -~ (\) ist; genau dann c-Kugel, wenn y)"W =c • 

( ~ Diese. c-Kugeln stimmen also mit den in 4. 3 eingeführten 
c-Kugeln überein). 

Analog zu 0.7 gilt dn.m.it auch hier: 
Eine c-.ÄJ.1nlichkeiJG ist; eine Affinität, die eine einzige c-Kugel 
in eine c-Kugel überführt. 

Die Menge a.er c-Ähnlichkei ten bildet 
eine Gruppe (Bezeichnung: AGO ( Trre- ) 
In.variantentheorie dieser Gruppe ist 

hin.sichtlich der Verknüpfung 
bzw.AGO(lR.,3; c) ). Die 

die 11 0-Geometrie". 

oc nicht c-isotrop (=r a~= ~-w berührt nicht c) 

=,- 5l'"c. induz~.ert auf a...., eine nich-f:; ausgeartete Involution Ge 

kj. Punkte, wobei wir wegen :lf'c ••• hyperbolisch zwei Reali tä-t;s
typen unterscheiden müssen. 

a) 
~ .. Ec ist eine elliptische Involution 

'=9>" { ex , sc t 
denn: <X. 

ist eine euklidische Ebene 
ist reell ~ 3 Fer:ngeradE: 

A ec. ellipt „ nach Vs. 
Im speziellen :t-1odell des 11r:e ist 
Ol eine flachgängige Ebene (d.h. 
<..."< e ,1€ O<. ,e_ -~· ..,-. lt ) 

In <X. wird mittels der LAGUERJIB-Formel 
eine Wink.elmetrik definiert: 

Bemerkung; Diese c-Winkelmetrik ist unabhängig von der im 
speziellen I1odell vom P .A.R„ stammenden euklidischen e-Winkel
metrik 1 In diesem Modell gilt jedoch für alle zu 1tl 
parallelen l!."'benen ( und nur fiir diese), daß die c-Winkelmetrik 
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mit der gewölullichen ( euklid. ) Wilikelmetrik zusammen.fällt. 

Nach Bem. 2 ist nämlich c der Fern-
kreis zur Böschung 1 im P.A.R.= "Ire 

also berührt c das Absolutgebilde J.1., 
von Tre doppelt • ~ 
Die Verbindungsgerade eu.. der Be.rührungs
punkte I und J von c und .D_ ist reell; 
auf el,\.; stimmen die dm--ch 1r'c:. und riw 

induzierten absoluten Involutionen E..: 

und c.11. überein ( cc , Ce.> haben gleiche 
Fixpunkte über ©). el.t, ist FerngeJ."ade der Stellung 1/'"l und 1rl 
ist eine P .A.E. ~ Die durch cc.. = c.n. definierte abstrakte 
euklid„ Metrik ist die gewöhnliche. 

b) cG ist hyperbolisch ( ~ Im speziellen Modell ist ex 
= 
eine steilgängige Ebene). 

Die Formel von LAGDER.RE erfordert im Fall a) den algebraischen 
Abschluß von lfpe(lR), also Jl;c.(Rc.C). In diesem Raum ist a) 
und b) nicht unterscheidbar, also ist es sinnvoll, diese Formel 
als Winkeldefinition zu benützen, wenn cG (bei Beschränkung auf 
lR) hyperbolisch ist; 

d.h. ~ c ab = 2..: lg DV (Au.Bt.t.I' Je) mit rc, JC reell. 

Beh.: Die reellen c-norm.alen Geraden (in c<. mit ec hyp.) sina. 
die einzigen reellen Geraden mit reellem c-Wirucel f o. 
Beweis: Wir setzen das sicher reelle DV(Au.BC,t,Ic.Jc) als komplexe 

Zalll z an. (zcO) 

Soll ~ab c: IR gelten, dann muß lg z reinimaginär sein. 
Wir beschränken uns auf den Hauptwert von arg z 
~ lg z = lglzl + i arg z .........,..., 

1'eel.t 

• • 

➔ llit lg z reinimaginär ~ lg\zl= 0 (=5> lz\= 1 ~~ 
z = ±.e,(,<f 

Da DV( .... )=z reell ist) =-> e trp reell /4 >- <f =0 9 
z = ±1 

Fall 1: z=-1 ➔ AtA., c-kj. Bt.<.. ~ al:b 
~ <Cab = 3'i 

2. + 0 

Fall 2: z=+1 -➔ die vier Punkte 
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Au., B,._, rc J'- sind nicht alle J~ao.rweise -.f. .. 

Laut Vs. Ic.# Je.. ~~ Ic~ A'-':-:: B,.,_,fo Je.., alno 

a/{b nicht c-isotrop =9 <-):'c ab = 0 

Bemerkung: Fiir z=O ist At.__== r=· und daher ein Schenl\'.el des 
Winltels c-isotrop. 
In cliesem Fo.11 ist der c-Wi.nkel gemäß obiger Formel nicht 

definiert. 

~L cc ist ausgear·Get (<=~ ex, ist c-isotrop) 

In diesem Fall ist die LAGußR...1t.E-Formel zur Definition einer 
Winkelmetrik unbrauchbar„ Die Winkelmetrik einer c-isotropen 
Ebene hoi.ßt "ebene isotrope Winlrnlmeti ... ik" u.nd stütz-,t sich auf 

ein FernJ.inienelement als Absolutgebilde (==Linienelement von c). 

Zusammen.fassungz 

In jeder nicht-c-,1illene wird durch die c-Geometrie eine winkel

metr:Ur induziert; .. Im speziellen :Modell des lfpe ist c1iene Winkel
metrik bei flachgängigen Loenen im wesentlichen euklidisch, bei 

steilgängigen E,'ber..en pseudoeuklidisch„ 

!olg.)~ Analytische Darstellung der c-.Ähnlichkeiten. 

Analog zn O„ 7 ist nur in spez:tel:.cn (af.finen) Koordinaten

systemen eine spezielle Bauart der Transformationsmatrix z11_ 

erwarten. 

c-.Ähnlichke:L t ist; Affinität O(a:. und besitzt als solche in einem 
affinen Koordinatensystem ( C<l •• • xo==O) die Darstellung 

.3 

<XQ. ••• xi= a1 + L a.;._ Xi.. 
k~-1 

Das Vorzeichen von det (a3k ) ha.t dabei geometrische Bedeutung 
( 7ra.. ist orient;iert): 

det(a i'< )>0 ~,> O('. 0.. ist gleichsinnig 

det(aik.) < 0 ~-➔ <Xo., ist gegensi1mig „ 

l 
1 
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In O„ 7 werflen die .Ähnlichkeiten von lfc in speziellen Normal
koordinatensystemen (kartesischen K.S.) beschrieben. Dazu ist ein 
Würfelbegriff oder Kugelbegriff erforderlich (Einheitskugel um 
Ursprung trägt die Einheitspkte. der Achsen). 

Jetzt: c-.Ähnlichkeiten beschrieben in speziellen c-Normalkoordi
natensystemen (Achsen sind c-normal), den "c-kartesischen 
Koordinatensystemen": 

· Dazu: Erklärung der Einheits
pttnkt·e der paar1.1eise c-normalen 
Achsen als Schnittpunltte der 
Achsen mit einem l„aar kj. c-Kugeln 
mit der Mitte im Koord:i.:na.tenur
sprung. 

Damit soll gelten: 
Ein affines K.S. heißt "c-kartes. 
~ wenn es ein c-Normalkoordi
natensystem mit den Einheits•
punkten auf einem Paar kj. 
c-Kugeln um den Ursprung ist • 

.Anmerkung: Dil.:' im euklid.Raum mögliche Definition eines l{artes„ 
K.S. mit Hilfe einer einzigen Kugel bzw. eines Würfels ist i.n der 
c-Geometrio nicht möglich, da von drei Cr) paarw„ c-normalen 
Geraden stets eine steilgängig ist. In der c-Geometrie existiert 
also kein Würfel. 

Speziell: 3 c-kartesisch K.S., die auch euklido kartesisch 
~ /' sind, und z1.•1ar genau flir solche mit zu :Jre. J{ x-y-Ebene. 

Zur Beschreibung der c-.Ähnlichkeiten benützen wir zu.nächst ein 
solches K.S„ mit :Jrl = xy-Ebene: 

~/ 

"' 1 ·/ ~ i / ; 
' l / j 

'(J ::;,;/ :11,/:- ..xy 
>1,1//, J/1,, .►, ,f"/'J"'/rr:--, 

/ 

c wird dann in homogenen.kartes. Koordi
naten beschrieben durch 

Co•• Xo =0 , xf + Xi- xr·::: 0 

und soll bei einer .Affinität 
l & • 

O(_o., • ., .. Xj = a3 Xo+ L a;1,_Xi,_ (J=1,2,3) 
1'•1 

in sich transformiert werden. 

i 
1 

1 
! 
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Es soll also gelten: x =O ( a beliebig, "Schiebu.ngsanteil", 
o.B.d.A. a =0 ). 

. 3 3 

( 
2. ) 12. 12. 1%. ")"' )' 

0 J':· + ,Xz. - Ji; == .X1 + ...x.,_ -..,X3 .... L._, a1k a„i, .,tk .X::, + /.....J a2.k a2.L -Xi._ ~t -
) k"1 k„1 

-t ...a:,,'< aö1, vl'1< 11., = 0 
k--1 

=---~~ ( Z:C;:t11• an+- L Cizk. a.2..t - L Q.!>k. a 3i) v\'1<Xt. = 0 

Hieraus folg2~durch Koeffizientenvergleich folgende Bedingungen 

für atk : 

0..,11<..a.-,1., 
2. 

0..,tk_ + 
2. 

0.1!, +-

+ 0.t.k 0..2.L - a..5~ a...:!>"t 

2. 
- Q..~1< 0.2.i,_ - ~ 

. a. 2. z -f - a..3ö = 2.2:. 

=0 V k + 1., 
f II U'Y' k=-1) 2. 

( k=3) 

Durch diese Bedingungen sind aber genau die zu c-orthogonalen 
3 zeiligen Matrizen (c,.,~~) proportionalen Matrizen gekennzeichnet. 

11 c-orthogonal.Matrix11 

==;,- ajk. = ~~ ~j1< ; da a1k E: .IR "• ~>O (sonst ist ~a.. keine reelle 
Transformation)~ 
Es ist a.abei keine Einschränkung, ·wenn man ~-=.:Ä.>0 f'estsetzt„ ... 
( (cx~k ) m.it oc~1<=-a1K A (o.c5,,_) c-orthog. ist gleich.falls 
c-orthogonal). 

Somit gilt: Im speziellen (c-)-ke.rtes. Koordinatensystem wird 
jede c--Ähnlichkeit durch das A-fache einer c-orthogonalen 
l'1atrix beschrieben (?L>o). 

Bemerkung a): Obige Aussage ist auch für allgemeine c-kartesische 
K-Systeme gültig. 
Dazu interpretieren wir den Koord.i.natenwechsel vom obigen 
speziellen zum allgemeinen c-kart. K.S. als eine c-.Ähnlicbkeit. 
beschrieben durch Schiebung U-TJ.d Transformationsm.atrix 1- (prop. 
zu einer c-orth„ Matrix 1·1 ). 



- 188 -

X 
()t X' Da die c-.Ähnlichkeiten eine Gruppe 

tt lt bilden, gehört: 1--,t Ül + wieder zu 
einer c-Ähnlicltl{eit und ist daher 

X l>- X' proportional zu einer c-orthogonalen· 
-.r1011- Matrix. 

Bemerkung b): Die Menge der c-Ähnlichkeiten bilden hinsichtlich 
der Verknüpfung eine Gruppe: GO( lfpe ) (vgl.Folg„1 ). Diese ist 
siebengliedrig, denn: der Schiebanteil /Ol = (a5) ist durch 
drei Parameter festgelegt, von den neun Koeffizienten ~ik sind 
wegen der ~echs Bedingungen (*) genau drei unabhängig wähl
bar, vom "S.treckfaktor" /l == ff stammt ein weiterer Freiheits-

-t 

grad; d.s. zusammen also sieben Parameter. 

Bemerkung cl;_ Wegen der Bedingur..gen (*) für eine c-orthog„ 
Matrix Dl1 == ( CL~,) .folgt f'ür die Determinante von Ol1 : 

det ( ~I<) = ± 1 ; 
denn: 

~-11 (X 1?.. - O'..,r:i Oc'.'11 0'.:12.1 lt31 

0:2,1 C(7.7.. - CX.z.:., ., Ci,A:2, Cx'..t.'l 'X_;'l. 

0:..ö1 CX-52. - CX.z,z, CX1.:» C:'.'.1'3 a2,?> 

-1 0 0 

= O ,1 0 =·-1 
0 0-1 

- d.ei ( Cl(.ik) • ci.e, t ( c.:,JI() = - clet \ ~?k) 
► det1 

( oql( ) = + 1 
>- det (81·,) > 0 kennzeichnet die gleichsinn.c-.Ähnl.; 

det (a5.) 1... 0 kennzeichnet die gegensinn. c-Äb.n.l •• 

c-kongruente Transformationen 

Dazu: Längenmessung in 1fre. ••• de.: lpe.Y,lfrc-+R+v {o} 
mit den Eigenschaften 

(I) de ist transla-t;ionsinvariant (siehe 0.7, Folg.4), 
d.h. Strecken .AJ3c sind parallelverschiebbar, sodaß 
der Anfangspulik:t A in einen .festen Punkt O gelangt. 

-c 
([)de.ist für von d ausgehende Strecken eP erklärt als 

Betrag des Teil verhäl·tnisses TV(PECT), wenn E ein 



Schnittpunkt der 
Eich-c-Kugel (p um cr 
mit der Trägergeraden 

-c. 
g von OP ist. 

Zusatz: Für P=O' => 

-e. 
(Vgl. 0.7, Folg.L~ : d(OP) = OP = lDV(PEOU)l = ITV(PEO)\ , mit 
E ••• ein Schnittpunkt der Eichkugel um rJ mit g=OP). 

Jetzt gilt: de ist sicher nicht global 1 Z.B. ist bei Aus
zeichnung einer einschaligen Eich-c-Kugel de bloß ftir Strecken 
auf flachgängigen Geraden g erklärt. 
g flachgängig ~ g n (\> ist ein Punktepaar E,E mit; E:foE; 

Speziell: E=E ~ g ist Tangente von <\) durch Cf , also 
Erzeugende des Asymptotenkegels von q) ~ g ist c-Gerade 
(E=E==U r u) ;> de (OP) = 1 TV(PEO)I = IDV(PEOU)I = \DV(PUOU)I::,: 0 ),, 

9 Strecken auf c-Geraden haben die Länge O. 
=9- "Irre ist kein metrischer Raum ! 

Analy-1:iische Behandlung von de : 

Wir benützen ein c-kart. K.S. mit Ursprung O in 
auch euklid. kartes. ist. 

, welches 

In einem solchen K.S„ stellt X2.+Y?.-zt-1 = 0 eine einschalige 
c-Kugel q:> mit der Mitte O' und dem Kehlkreisradius 1 (euklid. 
gemessen!) dar, die z.B. im folgenden als Eich-c-Kugel benützt 
werden soll. 
Sei P ein Punkt mit den Koora.inaten (X,Y,Z); dann hat jeder 
Punkt der Geraden g =OP Koordinaten der Bauart (ÄX,lY,ÄZ). 
Speziell für E = g n <P ergibt sich :lE' aus 

il~ (X2. + Y1 - 7 2.) --1 = o -n,+t ') 2. ...,. __ -1 __ _ 
E L- ' /1.E Xz+-yi._z'l. 

~ op\, !Tv(PEo) 1,,. 1 Tv(✓t)te 1 o) \ ~ \ .=-ic: \ =-1 x2. 4-yt_ li 
+ Nach Ausübung der. ,Translation OM-A (-► P._.B) 

mit A ••• (:x;A l 1A ) ZA) ' B.... (X B, Ye:,' Ze,) geilt dann 

(*) JJ/ = 7/ (XB-XA-Y-+ (Ye,-YAY- (Z13- Z11Y- • 
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Ergebnis: Je nach Wahl der Eich-c-Kugel sind zwei~ c-Längen
messungen bestimmt: 
q:> einschalig ➔ de. nicht erklärt für st;eilgängige Geraden 
Ci) zweischalig 9 de. nicht erklärt für flachgä.ngige Geraden. 

Wir wollen c-Längenmessung so festsetzen, daß sie für ~] 
(wie die c-Wi:nkelmetrik) euklidisch ist. 
Es gilt also die 

1. FESTSETZUNG: Der euklid. Einheitskreis in ri-l (vgl. 0.4) ist 
Kehlkreis der Eich-c-Kugel. 

Fordert man also das ttbereinst;immen der Längenmessungen für Jil 
(und Ebenen /1 ~/),dann ist die ~ich-c-Kugel einschalig und ib~ 

Kehlkreisradius = 1. 
Ein pseudoeuklicl. Raum llpe erhält durch diese Festsetzung eine 
11pseudoeuklid. Metrik 11 „ 

2. FESTSETZUNG: Die obige Abstandsformel (*) gelte allgemein 
(auch für Punktepaare auf steilgängigen Geraden).=?' 

~ -c 
X~+ Y -Z 2 < 0 => OP reinimaginär. 

(Dies ist im strengen Sinn keine Länge, da keine Abb„ in 
IR+u{O} ! ) 

Punktmen~~n konstanten c-Abstandes von einem festen Punkt: 

Aus (*) folgt: Die c-Kugeln sind genau diejenigen Punktmengen, 
die von einem festen Punk·{; konstanten c-Abstand haben„ Der c
Radius der c-Kugel ist dabei fftets der eu.klid. Radius des Kehl$~ 
kreises (wegen 1. Festsetzung). r ist für zweischalige c
Kugeln reinimaginär. 

1 Eine steilgängie Gerade g trifft die kj„ 
zur Eich-c-Kugel in zwei f;, Punkten E~,E~: 
=r OPc : = i\ TV(PE,..O)I i.S. der ein-
schaligen Eich-c-Kugel. 

c-k:ongruente Transformationen 

Das sind c-Ähnlichkeiten, die für ein 
Punktepa.ar die c-Länge erhalten, (vgl„0„'7, 
Folg.4); d.h. 
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x12 + Y' 2 - z•~ ~ x~+ Y~- z~ • 
Der Proportionalitätsfaktor ~ (siehe Folg.3) ist= 1. 

=~'> ;t=ff ~ A.=+1 
+ 

EJ:tgebnis: Eine Affinität ist genau dann eine c-Kongruenz, wenn 
sie in c-lcartes. Koordinatensystemen die Darstellung 

.; 

x' = aj + L. cxik xk (j=1,2,3) mit (Dlik. ) c-orthog. besitzt. 
k•1 

Die Menge der c-Kongruenzen bildet eine Grup:pe (hinsichtlich des 

Hintereinanderausführens als Verknüpfu..~g), die Gruppe O("fre ). 

Diese ist sechsgliedrig (wegen !l. =1 fest verringern sich die 
7 Freiheitsgrade von GO( lf r,e ) um einen Grad). 
Die c-Kongruenzen mit det (O'.i1.) = +1 bilden eine Unt;ergruppe 
von 0( lfre ) , die Gruppe der c-Bewegungen o+ ( lfpe ) • 

Satz 26:_. Die c-.Ähnlichkeiten. bilden eine sieben.gliedrige Gruppe„ 
Die c-Kugeln sind die Drehhyperboloide durch c. Nach Aus

wahl einer einschaligen Eich-c-KugeJ. ist eine Abstandsmessu:ri_g 
bestimmt~ in der die einschaligen bzw. zweischaligen c-Kugeln 
die Punktmengen festen reellen bzw. reinimaginären Abstandes 
von einem Pur.lk-t; sind. 
Die c-kongruenten Transformationen bilden eine sechsgliedrige 
Gruppe und werden in c-kartesischen Koordinatensyst;emen durch 

c-orthogonale I"fatrizen beschrieben • 

. 

(1) Die involutorischen c-Ähnlichkeiten ex sind c--Kongruenzene 
Bew.: Af' == All+- tl Vl-<e j -tJZ ••• c-orthogonal 

II ') ()1 I '1 ""()17 (,. , ,.. (Tl , \ 
~ ::: AJl + /(. l -<e = A)l-! lt c ,1}(, + /l /(./lf) = ~ 
=? M{-1+-AVc)"'&> Jl2 /trC·l=1 ~ Ä,'=1 

~(c-orth,) 

-=;;- wegen Festsetzung Ä> 0 : 9"' A. == +1 

~ ex.. is·li c-Kongruenz .. 

(2) Wir bestdmmen alle involutoriscb.en c-kongruenten Trans
formationene 
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In lf ([1) : Die involutorischen Kollineationen -a:: sind. genau 
die harmon. Homologien und die harmonischen axialen Kollineation 

In lrr~ : Zur invol utorischen c-Kongruenz Cl gehört eine sicher 
inrolut. Kollineation re in 1fr~ u ~w} ; ( -;e. läßt den absoluten 
Kegelschnitt c c w als Ganzes fest). ~ Ee\ c ist eine In

volution auf c ( -a?./ c ist sicher eine Projektivität von c auf. 
sich). 

~ 3 2 Haupttypen von inv.Koll. -a?. mit dieser Eigenschaft: 
I},: re\ c= l ... Identität 

II): ~, c •• Involution ,f= l 

Zu I): Wegen -re\c= t, gilt in ganz w : ~lw = l 

2.=2.' 

( r.elw ist durch ein Viereck von Fixpunkten 
aus c eindeutig festgelegt und da.her die 
Identi tä-t in w ) • 
=!;>'de ist also eine perspektive Kollineation. 
0e. ist harmonische Homologie (sicher keine 
Elation). ~ 3 ZI w •• eigentlicher Fixpunkt. 

(3 belieb. E. lfre. wählbar). 
Wegen II(P ,P'; z, U) und u .... FernpunJ~t von 
g=ZP gilt: Die Strecken ZP und ZP' sind 
sowohl pseudoeuklidisch als auch euklidisch 
gleich. 

==P ce\ lfre ist eine ( c )-Punktspiegelung ! 

Zu Jr): ,ze!c ••• Involution :J:t,, ==> -ae\w ist eine ebene 

x/ 
-~-. ., ... 

···.·r 

\ 
~>~~ 

C 

harmonische Homologie (Z,z) wobei Zentrum Z und Achse z 
ein Paar Pol und Polare bezüglich c sind. 
z .... Involutionszentrum der Invol. auf c, 
z .... Involutionsachse) 
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Diese Bedingungen für ?.e lassen nun sowohl harmonisch 
Homologien (Fall a)) als auch harmonische axiale Kollin. 
(Fall b)) als involutorische Kollineationen zu: 

Fall a): Ist -a:: eine harm. Homologie, dann ist als 
Zentrum und eine E..'bene o der Stellung z als Achse von 
~ anzunehmen .. 

-ae.llfre= ex. mit H(P,P'; Z1cr) heißt "c-Spiegelung an einer 
(nich·t; c-isotropen) Ebene ö 11 in .Analogie zur euklid. Spiegelung 
an einer Ebene in Tre • Da nämlich Z der c-Pol der Fern-

geraden z von ö ist, sind die KollineatioP...sstrahlen zu ö 

c-norma.1; wegen H(P ,P' , Z, 6') sind die ( c )-.Abstände 6" P c, 
--c:. 
crP• gleich. 

Fall b): Ist -ce eine harm. axiale Kollineation, dann ist not
wendig z eine der .Achsen(z besteht 
aus Fb."l)unkten), die an.clere Achse z 
enthält Z und ist eigentlich (sonst 
beliebig ! ) • 

'c€. harm. :=>-

z •• Ferngerade, 
z ist c-normal 

~ -ce lTire ~ ex.. 
an z • 

H(P ,P 1 ; z, z) mit 
-,:. ----c 

also ist Pz = P'z, 
zur Stellung z. 

heißt "c-Umwendung" 

.Analytische Normalformen: 

zu I): Z=~ (x,y,z paarw. (c-)orthogonal) 

~ x'=-x , y'=-Y , ' . . z =-z .... ex. gegens1.nn1.g „ 

zu a) : I!:> ••• z =0 

> x'=x , y'=y , z '=-z • • • ex, gegensinnig. 

zu b): z .. z-Achse des Koord. Systems, Stellung z parallel 
z=O: 

~ x'=-x , y'=-Y , z '=z ., ... ex.. gleichsinnig. 

Bemerkung: Jede Punktsp:.i.egelung ist das Produkt von drei 
c-Spiegelung an n:i.chtisotropen Ebenen, die durch das Zenti1.'u.m 

der Spiegelung gehen und paarweise c-normal sind. 
~rede Umwendung ist das Produlrt von. zwei c-Spiegel ungen deren 
(nich·I; isotrope) Ebenen. a.u:r•ch clie .AchsE~ der Umwendung gehen 

und c-normal sind. 
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Beweis: Z.B. Punktspiegelung <X.~ ... x'=-x y•~-y, z'=-z. 
Wir benützen zur l~zeugung von Clir die c-Spiegelungen 

die den c-normalen Ebenen z=O, x=O, y=O, also gilt obige 
Aus~age für die Normalform einer PunlttspiegeJ.ung. Da alle 
Punktspiegelungen aus O (ür~) äquivalent sind, gilt diese 
Aussage auch unabhängig vom Koordinatensystem. 
Analog dazu ist die Normalform der c-Umwendung erzeugbar aus 
den c-Spiegelungen an den c-normalen Ebenen x=O und y=O , also 
gilt obige koordinatenunabhängige Aussage. 

(3) Sind c, , € 2 

Ebenen und sind 
c-Spiegelungen 
ebenen); 

(+w) zwei paarweise+ nicht parallele 
61 u.."ld c„ flachgängig, dann 3 zwei ( T) 

OlG"i , die e1 in e,._ überführen ( 0-J ... Spiegel-

sind c 1 und c2. steilgängig und ihre Schnittgerade s= s„s,~ 
nicht c-isotrop, dann 3 gleichfalls zwei (:/=) solche 
c-Spiegelungen lXs, : c 4 ~ e 2.. ; ist s hi11,gegen c-is ot;rop, 

~ 

so .3 eine einzige c ... ,S:piegelung aG": c
1

1---?- cz. .. 

Beweis: a) 81, 62 steilgängig /\ s= 8 1 • e,~ nicht c-isotrop. 

~ Fern.geraden e"'u., 
Schnittpunkte eäu . .° c 

e.ttt. schneiden c reell /\ s. w =S1.c.. I c 
sind paarweise~ und bilden ein Vierecke 

w s~ ist eine Diagonalecke dieses Vier
eckes; Z1 , Z2 seien die übrigen 
Diagonalecken, z1 = S~Z2 und z~= s~z1 

sind dann zwei durch s~ gehende 
Seiten des Diagonaldreiecks. Ee g5.l t 
also 

H(e11C\,)e2.u.>z1>zi.) • 

Eine c-Spiegelung Cte--: c1 1-'> 62. muß 
J 

nun notwendig die Schnittgerade 
s= s.,. Ez. punktweise festlassen. ~ G'-; 

muß mit s inzia.ieren. ='y cxG., ist eine (harm. ) Homologie, die 
J 

c als Ganzes festläßt, also müssen bei CX.o.; die Schnittpunkte 
1 und 2 von e11 "- mit c in die Schnittpunkte 3 und 4 von. 
e2.u.. mit c übergeführt werden. 
::=>] genau 2 # Möglichkeiten der Zuordnung {1,2f-"? { 3,4/. ~ 3 
genau 2 Zentren Z1 (nämlich die von S..,_ verschiedenen Diagonal-

eclcen Z1 , Z2.) für mögliche o-Spiegel ungen oc er~ • Die zugehörigen 
Spiegelebenen sind durch s und die (durch S-u. gehende) c-Polare 
z0 von Z.j (d.s„ d:Le oben besch_t•iebenen. Sei·ten des Diagonal-
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dreiecks von {1,2,3,4} ) jeweils eindeutig festgelegt. 

ex 6" 2. 

mit z 1 ' cr:. = s. z" ( Z1 = slt.. Z2. ) 1 . 
mit Z2., G"'-z. = s.z?_ (z2. = sl\.,z1) sind die 

einzigen c-Spiegelungen mit 

Bemerkung: e; und 6'2. sind die c-Winkelsymmetrieebenen von c 1 , t
1
_ 

denn: ~ c ts und H(e1't,eL«.>z 1) Zz.) /'\ Ö,i J.: o;_. 

b) E: 1 und 62. flachgängig ~ e1 i.t n c = { 1,2 über C} I\ 

1,2 sind kj „ komplex; e1.1.1.. r\ c = { 3,4 
über © l /\ 3, lt kj. komplex. -;-

{ 1,2,3,L+} besitzt ein reel..l_e.f! Diagonal-
dreieck St1,Z1 Z2., => Seiten des Diagonal-
d.reiecks z1 = Sli,Zz.., Z2.. = S,"Z1 sind reell. 

--l> <Xö""ö mit Z; und 6"'~ wie in Fall a): 
6"~ sind c-Symmetrieebenen von e1 , 6.z. • 

G 1 und cz.. steilgängig, s~ t:1 • Ez. c-isotrop: 

~ Die Fernspuren e1u) ez.,1, von 
einander im Pu.ikt s~ auf c. 

treffen 

Für eine c-Spiegelung · 0\,: e„ i--► ea. m:iß 

wieder no·f;-wendig gelten: o-I s. Wir be-
trachten Olc; \r..v , (d.i. eine ebene harm. 
Homologie von c ) • cx.ö l c...> muß den v-on Si,., 
verschiedenen Schnittpunkt 1 von e14, mit c 

in den Sch:ni ttpunkt 2 von ei.Li. mit c 
(2 + s~) überführen; 12 ist also ein 

"Kollineationsstrahl" von Oltr l w • 
SLI, ist ein Fixpunkt in ~6'/w , sein "Kollineationsstra.hl 11 daher 
genau die Tangente von c in s~. 
==> Das Zentrum Z von cx<5" ! w (und damit von 0:.0 ) ist als 
Schnittpunkt dieser Kollin.eationsstrahlen &,.inc-l~u~"!iJ..g bestimmt; .. 
~ Die Stellung z von G" ist die c-Polare von Z und damit; 

eindeutig (z I Sv..)=► 5' = z„s eindeutig. 

•· ► 0(0' mi·t z, <S" =s.z ist die einzige c-Spiegelung mit 

CX Q : 81 f--'>- c z. • 
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Bemerkung: Die Ebenen ~-1 , cz. und o bilden zusammen mit der 
(einzigen) durch s = c,. f2.. legbaren c-isotropen Ebene 
ein harmonisches Quadrupel. Der Begriff 11 0-Symmetrieebene" ist· 
hingegen im vorliegenden Fall nicht erklärt. 

!olg.: Im speziellen Modell des Trr~ (vgl.4.4) gibt es zu jedem 
Paar "gleichartiger" Ebenen s,,€2. eine (zwei) c-Spiegelung(en), 

durch welche das Punktfeld fs 1 perspektiv und c-kongruent auf 
das Punktfeld AJ e abgebildet wird. Insbesondere läßt sich jede . f' 2. 

flachgängige Ebene €. durch c-Spiegelung c-kongruent auf' die 
euklidischen Ebene '.lie c. 1fr,e abbilden; jede steilgäng=½e Ebene f" 
gestattet c-Spiegelung in eine zu ~e normale Ebene. 
Die innere Geometrie der nicht c-isotropen Ebenen zerfällt im 
wesentlichen in die Behandlung der euklidischen Ebene ~~ (als 

dem Repräsentanten einer flachgängien Ebene) und der "pseudo
euklidischen" Ebene 'f ..L 51€. (als dem Repräsentanten einer steil
gängien Ebene). 
[ <p 11pseudoeuklidisch 11

: die abs. Involution auf <f•W ist 
hyperbolisch, die abs. Punkte von <p sind Fernpunkte (euklid.isch➔ 
orthogonale:i: Richtungen]. 

Anmerklmg: Anwendungen und konstrulctive Behandlung der c-SpiegelungeJ 
an nicht c-iso·t;ropen Ebenen im speziellen Modell des 1i't„e er-
folgen in 4.6. 

(4) Angabe einer c-ko)'.)..gruenten TransforIUation. 

Beh.: Eine c-Kongruenz oc ist bis auf den Sinn festgelegt durch 
zwei zugeordnete beschrif·t;ete Dreiflache von c-isotropen 
Ebenen (c-Ebenen). 

Beweis: Wir untersuchen 

T' 

• . 
Die Fernspuren von Ur- und 

Bild-c-Dreiflach bilden je 
ein beschriftetes Tangenten-
dreiseit von c • 
et.!~ muß den Berührungs
punkt jeder Tangente in den 
Berührungspunkt der Bild
tangente überführen (anderen
falls bleibt c bei ex,. 

nicht als Ganzes fest). 
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Also gilt: 1 ,~ 1' , 2 Ä2' , 3 ~. 3' , Tangenten ~ 
Tangenten, =;,- Ecken des Tangen·t;endreisei ts ~ Ecken des Bildes 
des Tangentend.reiseits (z.B. T IX,_. T', siehe Figur; T ;E c ). 

~Durch die Angabe ist in der Fernebene die Beschränkung einer 
c-ÄhnlichkEi_t auf' w .e.indeutig f'estgelegt. 

In ttpe : ex. führt clen Sehei tel A und die Kanten des Ur-c-
Dreiflachs (z.B. AT) in den Scheitel A' und die Kanten des Bild
c-Dreiflaches über (AT ~A'T'). 
AT (und daher: auch A 'T' ) sind nicht c-isotrop, OG soll eine 
Kongruenz sein => eine Strecke AB c. au.f AT und ihre Bildstrecke 
A'B' sind notwendig gleich! ==> Die Bildstrecke läßt sich von 
A' aus auf A'T' nach zwei Richtungen abtragen (=9'-Endpunkte B', 
B'). ==t>-

~ Durch die Angabe sind zwei (:/=) c-Kongruenzen bestimmt. Es gibt 
keine weiteren, denn die Punktequintrupel { A,B,1,2,3} und 

{A',B',1',2',3'} (bzw. {A',B',1',2'.,3'}) bilden je eine 
Fundamentalfigur in lfpe u {w t , wodurch also eine Kollineation 
ex.. (bzw. öZ, ) eindeutig festgelegt ist. 
~ und öZ sind c-Kongruenzen, denn c bleibt als Ganzes fest 

-c -- C. -c. ---c 
und AB = A 'B' bzw. AB = A 'B 1 „ Die beiden Lösungen geheu 
durch Punktspiegelung an A' auseinander hervor, sind also gegen
sinnig, =='l>- die Determinanten der Transformationsmatrizen haben 
r Vorzeichen (sind also +1 und. -1). 

~ Gibt man den Sinn vor, dann ist durch zugeordnete Drei flc..che 
von c-Ebenen genau eine c-Kongruenz bestimmt. 

(5) Jede c-kongruente Transforma·!iion iS't Produkt von c-Spiegelungeri. 
an nicht c-isotrope Ebenen. (Vgl. (2), Bem.). 

Beweis: Sei 2€€ 0 (Tlr,e) ~ 'e€.\c= ceG ••• Projektivität c-,-c 

Schritt 1: 
Wir beweisen zunächst folgenden 

Hilfssatz: Jede Projektivi-t;ät "<ec::. eines Kegelschnittes c 
auf sich ist Produkt von höchstens zwei Involution CXJ : c -!>C ; 
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punlct 
Damit 

eine 
also 
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Sei AEC AA~=:A' ~ A (o.B.d.A; da a?c.+<-) 
~ A'=B ~ B~=B'=:A" /\ sicher A 11 ,f::A 1 

Falls A"=A ==;,- ~c ist eine Involution. 
(Proj.Geom.: Hat eine Projektivität ein~ ·ver-

tauschbares Elementenpaar, 
Involution). 

so ist sie eine 

Falls An:pA , so läßt sich eine Involution 
durch A11 ~A A'~A' defi-

' , nieren. -·► Involutionszentrum Z1 ist Schnitt
der Tangente von c in A' mit AA 11

• 

gilt: A( ~c • CY.,~>) = A' .1\ A 1 ('ze.c. C<.~)) = A 

( 3ec. ex.~')) besitzt ein vertauschbares Punktepaar, ist also 
Involution, ( ( ~c.• <X~)) =: oc~i.>.. Involut.) ; 7'" 8ec ... <X.~\ ( C(.~)r\ 
Produkt von zwei Lnvolutionen gemäß der Beh. des Hilfssatzes. 

>- Die Zusammensetzung 9Zc. • Cl~\ ot.;,2·) ist die Identität l." auf 
c. Da jede Involution auf c als Beschränkung einer c-Spiegelung 
an einer nich·t; c-Ebene auf c aufgefaßt werden kann, 3 insbe

sona_ere zu Ol~ i> c-Spiegel ungen <X G"~ an Ebenen 6"0 mit 6""i l"I w =z::;- • .. 
c-Polare von Zj • (4- c ) •. 
Setzt man nun -ze mit den Spiegelungen Ct5:i und a:G"a. zusammen, 
so geht ein eigentlicher Punkt P in P.;,e ctG" et.,.= P* über und 

~"': 
c bleibt punktweise fest. -ze* 

re1·lc= L c. -~ 'Ge"'"\ w ~. t-w 9"" "<e* ist eine persp„Affinität 
mit der Aclise w • 

Wir untersuchen '<J:;,,.~ im 

Schritt 2: und 
, (P e. Üo. 

Fall a): Sei PP* nicht c-isotrop. 
=9' Dann 3 zu PP'lt eine eindeutige c
normale Ebene 6"3 durch den c-Mittel-

---c. 
punkt von pp11: ·• 
( 6":). w •.• c-Polare von PP!w=U 4 c ) 

Nach Ausübung der c-Spiegelung ~t!) 
0.?, 

• Ö2> 

p c.e* cxc-.,> = p*· Olea>= p 
(nicht c-isotrop) gilt: 

an 

P> 'Q!."k-0(,,<t) ha-t; einen eigentlichen Fix:pun'kt 

eine Punktspiegelu.ng an P , also nach 
von drei c-Spiogelungen cx'lf), d <s', ex. C6). 

(nämlich P) und ist somit 

(2), Bem. das Produkt 



- 199 -

[ ce,-K- ist als Produlrt; der c-Kongruenz ce mit c-Spiegel ungen 

(also c--Kongruenzen) aus O'( 11;,c). J 
Fall b) : Sei PP*· c-isotrop V PE. lf~e 

\ 

Es ist nun durch Ausübung einer (belieb.) 
{.,) ' 

c-Spiegelu.ng ato) auf P* (Spiegel-

z,o) . Ebene 6'o 1? P~) stets möglich, eine An-

-ff-.-·---·-- ------- ga e gema al a zu erreic en: =r? () \ b ''ß F 1 ) . h 

~--- P~P* °'<;.p mit Pce* ct<<.l> =:P ,....._ 

·---......_,__ 71c.~'' Pl{' und PP nicht c-isotrop. ' ~~ . -~ p'• .. ~ Nach Fall a) 3 dann ein V\, , so-
p daß ~t.'-xco) a<i> eine Punktspiegelung ist; 

1 

also ist ~' auch in dlesem Fall Produkt von c-Spiegelungen. 

Satz 27: Jede involutorische c-Ähnlichkeit ist c-kongruent und 
_,,,,,_ -~ 

eine c-.Spiegelung an einem Punkt oder ein.er nicht c-isotropen 

Ebene oder eine Umwendung. 
Je zwei gleichartige Ebenen können durch eine c-Spiegelung an. 

· einer nicht isotropen Ebene ineinander übergeführt werden. 

Jede c-kongruente Transformation ist nach Angabe des Sinnes 

durch zwei zugeordnete Dreiflache von c-Ebenen fes·t;gelegt und 

Produkt von c-Sp:Legelungen an nicht c-isotropen Ebenen. 

Beme:ßkung: Die Gruppe 0(1fpe) gesta1jtet nicht bloß die Zerlegung 

in die cli'sjuh,ld:.en Mengen der gleichsinnigen und gegensi:m:i.gen 

c-Kongruenzen, sondern auch die Einteilung in "gleichläufige 11 

und 11 gegenläu.fige 11 c-Kongruenzen -;;e , je nach dem, ob -::;,e den 

Laufsinn auf dem Absolutgebilde c erhält oder ändert. 

Da jede c_;kongruente Transf. nach Satz 27 aus c-Spiegelungen 

zusamr.ienset·zbar ist, genügt die Betrachtung gleich- bzw„ gegen

läufigen c-Spiegelune;en O(. (an nicht c-isotropen Ebenen): 

~ 
• , U' 
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::..c.::~~ Eine c-Spiegelung <X an einer flachgängigen (steil
giingigen) Ebene o bewirkt eine gleichläufige (gegenläufige) 
ßel bstabbild.ung von c • 

Ist eine allgemeine c-Kongruenz -.e Produkt von n 1 c-Spiege
lungen an flachgängigen 1.!,'benen und n2. c-Spiegelungen an 

steilgängien Ebenen, so ist ..ze. gleichläufig genau dann, wenn 

ll~= 0 (2) ist. 

4.6 Zyklographisches Bild einer c-Spiegelung (vgl.4.5 (3)) --
("LAG1JERRE...Spiegelung") 

(I.f. wird das spezielle Modell des 1fre zugrundegelegt) 

Defi:n.i.tio11r_ Das zyklograph:ische Bild einer c-Spiegelung 
(an einer nicht isotropen) Ebene '5' heißt LAGUERRE-Spiegelung 

Ä • 
/\ 0t.0 ••• c-Spiegelung, 

( Zykel _--3:_.. Zykel) 

C, ••• zykl „Abb„ 

Beh.: ;L: 7."J ----:i,-:/l"J ist eine involutorische Zyk:el transformation; · 

denn: :.l2 = s-: ac. t,, ~--1 a 0 C, = ~-: ex(!. a(J'", ~ = ~. t,,- 1 
= c. 

L....J L__J . 
(,, (,' d..o, cx\1' z..n.v, 

w~ Ä. ist damit ta-u-t-e-ma.t-is-0hl bijektiv auf der Menge c.ler Zykel 

in tJrl ... 

Auf gleiche ·weise leitet man aus Eigenschaften der c-Spicgelungen 
solche der L-Spiegelung ab. (Benützung der Zyklographie als 
Übertragungsprinzip). 

Z.B.: ;t führi; parallele Speere in parallele Speere über. 
( // c-Ebenen ~>- II c-Ebenen). 

A. fül1rtr "konzyklische Speere 11 (d. s„ Tangentenspeere eines 
Zykels) in~konzyklische Speere über. 
(kopunktale c--Ebenen -~L-.,,.. kopun.'l{tale c-,Ebenen). 

5l ist; eine involu.torische Speertransformaiiion und daher 
bijekt,iv auf der Speermenge in r.l': • 
( Cl 0 ist involut„ c-E'benentransformation in f r,e ) 
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i\, besitzt ein nichtparabolisches Zykelbündel als Fixgebilde 
(d.i. das ~ -Bild der nicht c-isotropen c-Spiegelebene o ). 

==> Angabe einer L-Spiegelung ;t • • 

l ist durch die Anga·be eines nichtparabolischen Fix-Zykel
bündels festgelegt; z.B. durch den Spurspeer ~ von o und den 
Bildzykel s~ eines Punktes S (S,t s) von 6' • 

( <Xo ist durch 6' festgelegt). 
et0' / w ist eine harmon. Homologie, die c festläßt ~ Tangenten
speere eines Fixzykels von ~ werden i.a. vertauscht. (Ist 6' 

steilgängig, das Fixzykelbündel t,(ö) also hyperbolisch, dann 

3 genau zwei Fixspe:ere.) 

= 

r: 
s 

Q 
s' 

Mittels de:t: Eigen.schaften von Ä. als Speertransformation bzw„ 
der zugehörigen C•cSpiegelung aG" erfolgt die konstruktive Be
handlung von i\. als Zykeltransformation: 

Z.B. Geg. A- (s,si!:) , Zykcl xr ; ges. xr;t 
Man unterwirft mit x~ konzyklische Speere der L-Spiegelung Ä 

(etwa die zur Spur von o parallelen Tangentenspeere von xr 
oder - falls 3 - die Tangentensperre von x in den Schnitt
punkten x.s) 

.Da. X.X.ct0 (X= xc~- 1 
, CX..ö = ~~~-

1
) c-normal zu c-5 ist, 

gilt für den Grundriß: X' • (X ex.is) ' J:. s 
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/-:--i.. / ., II t!, 

' ' 

(1) Zu zwei. gleichartigen (nichtparab.) Zykelbü.ndeln gibt es i.a .. 
zwei L-Spiegelungen, die das eine Zykelbündel in das zweite 
überführen. (Ist das gemeinsame Zykelbüschel parabolisch, 
dann j* eine L-Spiegel ung) 

Beweis mit·l;els zyklogr. Übertragung des Sachverhaltes in TI~e 
vgl. 4.5 (3). 

Beispiel: Geg. 
Ges. 

'\ 

e ~ ... ( e' ec ) ' 

;t: c~~ Cf~ 

I 
2' .. P 

P" 11 

h' e . 1 t: ~ \ 
\ I 
' . I 

""-f y ----- ; . I 

/ 

. 
' 
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Konstrulction: 

-1) (t.~). ({f ~) = g ~ ... (hyp.) Fixzykelbüscb.el, c,-Bild der (flach-

gängigen) Schnittgeraden g = c. ~ • 
(Konstruktion mittels kotierter Projektion). 
2) Zent;ralprojektion aus Nebenauge rJ (Oig, crJ: 1rJ ). =? 

t . ..,. -o~ = cc ..... Zentral bild von c , e = e~ , = ft , e. f = Z =Z't, 

3) Über C: e~~CG= A1, Aeoockj. komplex} 
Viereck f~~c'= B1 , B& ••• kj. komplex 

=} Diagonaldreieck reell mit Zt;, als Ecke; mit Z~ inzid.ente 

Seiten z1:,, z1';,, sind J?luchtspuren (=Spuren) der beiden möglichen 

Spiegelebenen 6:, , 6'2. durch g • 
Über lR: Konstruk-bion der auf der Polaren 

Ecken des Diagonaldreieclcs als Fixpunkte zti.- der 
Involution auf z: bezüglich des von c' und (e~, 
spannten Kegelschnitt~büschels. (Vgl. 4„5 (3) ). 

z! liegenden 
Desargues

f,:) au.fge-

Speziell: e ~ ••• (e' e?; ) • 

4.5 (3) Folg.: -~ Jedes ellipt. Zykelbündel kann durch zwei 
verschiedene L-Spiegelungen in das Punktfeld Tie übergeführt werd.en„ 

) .... ..... 
1 f .. jf"e =e=g=S1 =S2. ; 

c-4' =et.(.., .'.lf'e.CJ::: u.. 

2) Zentralproj. aus E=eef;'=cr 

=?- gCJ=Zt.t,=Z~; e~ =cc 

~ Polare z~ von Z; bzgl. 

e,:;. / · -~ c

3
) ist normal zu g ; 

'/ \ zj~=Ect(:i~==e''J.~ •• Fi~--punkte 

_2. ~ _____ 1 f _?~'" E~6R ~ ei!;t~ 1'L der DES. -Inv. bzgl. des 
',,,,, \ : ,/E'=O' J 2..1 durch c und (g, u) 
· ',,',,\ /,, / festgelegten Kegelschnitts-

,~ / büschels. 
, --··-----

Speziell: c.S ••• (e\e") hyperb. Zykelbiindel, 5,0_I_ 1:,l 
(Cf~ .,., ... Bür.(<lel von ZyJrnln mit kollinearen Mitten) 

4.5 (3) Folgo: =4'- Jedes hyp. Zykelbündel kann i.a. durch zwei f 
L-Spiegelungen in ein Z;ykelbündel mi·t "koaxialen" Mitten ü.berge

füh.rt werden. 
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! 

: E1=0
1 

0 

/ 

ll-c..>=e, .. , cp.c.; =fu. 

2) Zentralproj. aus E=e~r~cr: 

e~=g=e , fc~/1 g durch E 1 

e~. Ce =A-1 ,Ae. .} 
Viereck f~ • Ce =B1 , B 2,. 

3) Diagonal<lreieck von {A 1 , 

A1..., B1 , B21; analog zu 
früher„ 

(2) Lösung des APOLLONischen Problems (4.2 Beisp.3)) mittels 
L-Spiegelung: 

Geg.: 3 Zykel pi!., qi':, r~; ges .. {Zykel f , die p~ ,q-a ,rs, be
rühren. (Vs. pe ,qe-, rl- bestimmen ein Zykelbündel) 

c ;.--1 ~ p ~ P , q~-Q , r -R • 

~ 3 Fälle: (X) PQR == .s •.• c-isotrop ~ Lösung mit 
L-Spiegelung nicht möglich (Lös. wie 4.2, 3)) 

ß) PQR = c -• flachgängig ~ Anwendu,::g eine::.· 
c-Spiegelung cx.ö , die c. in r.J überführt ( ~ pi! t q't, r~ 
gehen bei t)--1 ex r;- c; == ;l in drei nicht kollineare Null
zykel p~* =P* , qc*=Q* , :r!.f,:;:;:. R* über, die (i.a.) zwei be

rührenden Lösungszykel xc, yr werden in das Paar ergänzender 
Umzykel von P*,Q*,R* übergeführt. 

~) PQR= c. ... • • st;eilgängig ·->- Anwendung einer 

c-Spiegelung cx.5 , die c in <fJ.. 1r~ überführt. -=> Aus 
der allgemeinen Angabe wird durch c;··'1aG~ = :;t die spezielle 
Angabe in 4.2 Beisp.3: Geg. Zykel pi~ qE*,~e* mit 
kollinearen lü·t;ten. 

(3) L-Spiegelung einer Zykellcugel mit dem 11ittenzykel als ]'i:x:
t,-1 

zyke 1. =--==~ 
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~----..... I ----· ·~ l / .-

c-Spiegel ungen <X6- einer c-Kugel 
4> an einer Durchmesserebene o . 
cx.6" .... harmon. Homologie mit dem 

Pol von o bzgl. cp als 

...._____ rt--. __ _. __ -;------

'r' ··- 1 / 
. I 

! l"" 1 / \., 

__!;_f---
/. 

/ 1 
/ . 

/ 1 I . 
/ ! 

/ 1 . 
1 

\ 

Zentrum und ö als .Achse ~ q:> 
bleibt bei C(cr fest (affine 
Eigenschaft der Quadriken: schiefe 

Symmetrie bzgl. Durchmesserebene 
o in dnzu kj. Richtung). 
~ M ~ m~ .1:..~mr. .fest ; MJC = 

-c. 
= MXC\;'.u- (Xe:::. cp ) ·--~ xc und xr,l 

haben von m~ gleiche Tangential

entfernung. 

4.7 Ebene LAGUERF..E-Geometrie 

Geg.: euklicl. Ebene 1re. (f ,Q); 
durch Orientierung der Elemente g € ~ entsteht aus OJ 
die "Speermenge II ff = {9 [ • 
In ~e. wird die I1enge aller orientierten Kreise und die 

. ...,,.. 
Punk:tmenge /~ zum Begriff der "11enge der euklid. Zykel II frl_ 
zusnmmengefaßt ( 12 ••• Menge der 11 Nullzykel 11 

). 

Für Speere und Zykel ist ein B0rühr.ungsbegrif.f erklärt 
(vgl.4.1, J?olg„2) und wie folgt als zweistellige Relation 

- ""? zwischen der Speer-Menge qJ und der Zykel-Menge tz· 
definiert: 

ß c oJ x f mit (g, k) tS ß ~ g c: öJ , k ~ &z und g 1-k 
( - - -(falls k ein Nullzykel) oder g berührt k (falls k 

ein Nicht-Nullzykel). k _-<.:- \. · ~----;::;-v .... ------0 9 ~ 9 

Definition: Zwei Speere heißen "konzyklisch", wenn sie mit dem 

gleichen Zylcel in Berührungsrelation ß stehen. 

Damit soll gelten: 
-'> "'.'? _,._ 

{qJ) t2, ß} heißt euklidisch LAGUERRE-Ebene und ist eine Be-
-. --;,... 

rührungsstruktur, wobei (~ die Speere, IQ die Zykel der euklid • ...... 
Ebene sind und, t die oben. clefinierte Berührungsrelation ist. 
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Bemerkung: Die hier erklärte Struktur benützt ein ~l}-kret~q_ 

Modell und ist in diesem Sinn keine axiomatische Theorie ! 
( ß wird nicht über Axiome definiert)! 

Definition: Eine "LAGUEHRE-Transformation" 
morphismus einer (cuklid.) LAGUERRE-]-:bene, 

.folgende ken.uzsichnencle Eigenschaften: 

~ ist ein Auto
besitzt daher 

(I) ~ bijektiv §1 "N 
(II) 6-(, bijektiv ~ 1

"" ~z 
(III) konzyklische Speere 2:-► konzyklische Speere 

Vgl. hiezu die Definition einer kollinearen Transf. einer proj. 

Ebene auf sich: Dort bedingen die Eigenschaften ( 1 ) : 12--+ i' 
bijektiv und (IH)' koll„Punkte -> koll.Punkte automatisch d,ie 

Eigenschaft (II): OJ-,,.:(f bijektiv. Im Gegensatz dazu ist für 

L-Transf. Bedingung (II) nicht iiberflüssig, wird aber L • .f. abge

schwächt. ( (III) ist "sch'w·ächer" als (III)' ). 

Folg.1; Das zyklographische Bild jeder c-.Ähnlichkeit a ist 

eine L-Transformation: 

ol.EG0(1fpe) J:>- ~-"ex,~ =: Ä,. ;\ Ä.: 'iil_,,_ ~,l .. , L-Transform.(Beh~ 

( ~ .... Bijektion-? c;-1 ist sinnvoll) 

Beweis: 
- -. Cr): qJ--qJ : a. ist auf der Menge der c-Ebenen 

• 

bijektiv. "Speer 11 ist das ~-"' -Bild einer c-Ebene j. ,J:, 

Zusammensetz~ng_ c;-~c; ist eine Bijektion auf CJ 
(II): ~~~i: C(, ist Bijektion im affinen Punktraum -rro.. 

c =>- 1:,-•o<. ~ ist bijektiv auf f . 
(lll) konzykl. Speere: c-Ebenen des c-Kegels von X 

werden bei ~ in c-Ebenen des c-Kegels von XC\:: transformiert 

~~ konzykl. Speere~ konzykl. Speere. 

Folg„2: Umkehrung von Folg.1: Jede L-Transformation. · A ist 

zyklographisches Bild. einer c-Ähnlichkei t ex. • 
Jl.: :Jirl _.,,Jr/ ""~ ,~. ;t · ~ -~: O:'- , Beh .. : ex e. GO( 1f re) 

X Dl X' Beweis: Zu zeigen ist,cx ist Affinität, 

E,1{ )t:_1 die c festläßt. _, 
, .Ä- ist Bijektion auf t;J =P- ex ist sicher 

j.c ---·> _.,lf: • d ri/f :J Eb -"" Bij ekt;ion. au.f er 1onge o„er c- !, enen. 
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Ist oc., Affinität, dann geht die Ferngerade jeder c-Ebene 

wieder in die Ferngerade einer c-Ebene über, also bleibt c 
tangentenweise fest. 
-➔• zu zeigen: o:, erhält kollineare Lage (dann ist C\.'- eine 

.Affinität, denn t<.J bleibt dann sicher fest). 

Schritt 1 : Alle mit einer flachgängigen Geraden g kollineai"'en 
Punkte bleiben nac:h Ausübung von ~ kollinear; denn: g ist 
Schnitt von zwei p. c-E'benen /\ c-Ebenen ~--.i,,- c-Ebenen.. ==;,- gcx .... 
flachgängige Gerade. 

Scb_ritt 2: 

ist eine 
denn: C\".. 

in c. 3 

Schritt 3: 

·,._Px.?.. 
•. 

Die Einschränkung von a, au.f eine flachgängige Ebene E. 

Affinität; 

ist bijektive Punktabqildung -~ fc -.ct/E(:Pe) bijektiv; 
nur flachgän.gige Geraden - ;:,- koll. Punkte ~;i-

Seien 

koll .Pun..kte. 

~ a.j€.. bijektiv und kollinear .. 

c t. ( f) zwei fla.chgängige Ebenen 
a = c 1 • ez.. ihre (flachg.) Schnittg~rade, 

1,21Ia, ('f); 3Is1 ,I a; 4Ic,,_ ,I a. 
alej ••• Affinitäten mit 1,2,3 -. -~ 

1a:, 2cx., 3(x.; 

X 

c~~/:-

1 , 2 , 4 J---!I,,. 1 a , 2c", 4cx; 

l>- { 1,2,3,4} ••• Tetraeder ) 

{ 10<'.:, •• ,4oc f • o. ~ Tetraeder 
9- 3 * Affinität ~ mit 1 Y~10:., ... ,4.~>Aa .. . , Y1 
Beh.: '?=ex.; denn: er.lcj = <?lc~ • 
Sei Xi c.~ , dann 3 sicher flachgängige 
Ebene c. durch X mit c✓ft 6 3 .. =? 

In c ] (flachgängige) Geraden x,y durch X mit den Spur
pun_'ltten X~ , Yj in s~ • 

Yo O(; = Yj f 
ist Y.? = ycx. 

X"= X<X, 

===> xoc = X1a::. Y1 ex /\ Xj ex.·"' X3~ , 
=}-. x ~ = X.1?. Y,<? = x C(. ; analog 

-9 Xe<. == XO(..yC<. = X?·YP = X? ~ 
- ► a ist Affinität und läßt c fest, also ist C(: = ~ ;l~-

1
e. G-O('[i;,e) 
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BemerJtugg_a): Wir haben in Folg.1 und Folg.2 gezeigt, daß die 

Menge der L-Transformationen bijektiv zur Ne:nge der c-.Ähnlich

keiten ist. Letztere bilden hinsichtlich des Hin.tereinanderaus

führens die siebengliedrige Gruppe GO(op~). 

"'?" Sind a:: 1 , ~ 2. .s G0(1fl"e) · ~ a::. • CX.2. l.G0(1rpe). 

Seien A1 = l.:;- 1d 1 ~ , .'.1 1 == c;-~zC, die zugeh. L-Transf., dann ist 

Ä1·A 2_= l;-.,~,.~.~-.1cxe.!:, = ~-:a-1az.•~ die zu a·1a~ gehörige 

L-Transf.; Also bildet die Menge der L-Trans:form. gleichfalls 

eine (siebengliedrige) Gruppe, die sogenannte 11LAGUXRB.E-Gruppe 11 

L7• 

Ergebnis: 

zwischen 

Die Zyklographie vermittelt also einen Isomorphismus 

G0(1fpe) und der LAGUERRE-Gruppe L?'. 

Bemerkung pJ: Eigenschaften und Invarianten von L7 durch 

"Übert;ragung" von Eigenschaften und Invarianten der Gruppe 

GO(Trpe). 

1. 
= 

Das Verhältnis zweier Tangen·l;ialentfernungen (auf einem Speer) 

ist eine Invariante von L
7

; 

denn: Formeln für Tangentialentfernung (4.1,Folg.Lt) und c-En.t- .· 
fernung (4.4, Folg.4) sind gleiche Ausdrücke. 

2. c-Winkel ist eine Invariante von GO(Tpe) _ 

und ist über die LAGUERREsche fformel definiert als 

4-cab = ;i. lgDV(Au.B .... IJ) , vgl.4.4,Folg.2 

(➔ ~c analytisch erklärt, wenn ab = E.. nicht c-isotrop und 

a und b nicht c-isotrop. <t:"' reell ~ 6 flachgängig oder 
C 'j"'/ ' 

~ab = 'Yz. )o 

Wir suchen eine durch den c-Winkel festgelegte Invariante in der 

Gruppe L
7

• 

Dazu benützen wir einen Hilfsbegriff, das Doppelverhältnis 

von vier Tangenten (a, b, c ,a.) eines Kegelschnittes k ·" (dualer 

Begriff zum DV von 4 Puukten (A,B,C,D) eines Kegelschnittes; 

vgl.Figur). Insbesondere gilt: DV(a,b,c,d) = DV(A,B,O,D) mit 

A,B,C,D sind die Berührur...gspunkte von a,b,c,d., (Beweis durch 

Polarisieren an k .) 
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/ '~ ... ,, 
/ ------~ 

Ay ~c 

b / ---+------(f-----~·~-4-----------fl---' r. I\ T / ]I[ - t 11 - ß 

r- DV(A,B,C,D): =DV(TA,TB,TC,TD),T E k 
-

L DV(a,b,c,d): =DV(ta,tb,tc„td), t e.k (Tgte) 
.Anwendung zu:c· Übertragung des c-Winkels in die Zyklographie 

!R C (iJ: <(cab= cp C 

Au., B'-'- von a und 
I, J =(Au. ... Bu,). C aus 

• Wir projizieren zunächst die Fernpunkte 
b (o.B.d.A. ab= t , ab=S) und die Pu.nkto 

S auf Jrl , wobei wir voraussetzen wollen, 
daß weder a noch b, noch 

€. =ab c-isotrop sind. 
~ ,A;;,, B~, rc , J c. paarw q,. :/:, 

also DV(A~,Bt,rc,JC) = 

= DV(Au.., B ..._, I, J) erklärt 
( ~ 4'.:' ab erklärt). 
rc,JG liegen auf dem Di3t&nz
kreis von S, das ist der 
Träger s des Bildzykels sr 

von S. 
A~- A, B: =B, AB=e •• Spur von 
e. • Aus A und B 3 · 
(über©) Tangentenpaare (a 1 , 

a 2 ), (b 1 ,b2-) an s (A,BlcF·s)., 

Vber lR 3 (reelle) perspektive Kollineationen o2: 5rl-1i'e.~, 

die rc.. und JG entweder in die abs. Punkte von 1rJ (falls 6 

flachgängig) oder in reelle Fernpunkte r~, J.Y. orthogonaler 
Richtungen in 3T"e!= (falls e- steilgängig) überführen. 

Wir diskutieren den Fall c. flachgän.gig: 



- 210 -

ce. mit e.,.Verschwindungsgerade, 
Zentrum L =Laguerrevertreter 
des Zentralbildes der abs. 
Involution von ~ auf e=et • 
~ ~ab = <{j\.._~B~ ••• euklid.Winkel .. 
Bei -ae entsteht aus s wieder 
ein Kreis ( s a2. geht durch I*, 
J* ••• abs.Punkte von tJie~ ), 

Doppelverhältnisse bleiben in

variant, der Pol E von e be
züglich s geht bei re in den 
Mittelpunkt E* von s -ae. iiber, 

e ~ B~=B o--;---------------x-:- ----·-·- -durch -;;e wird der Laufsin.n 
A~ .. A Je.' 

_,,i.~- - ;~~ auf si= auf scre übertragen; 
)··· ---=::i-----

6-!_~...,,_ __ .......,,__ Tangentenspeere -~,... Tangenten-

l 
! 

\ 
' 

Ar, 
'f 

Speere, speziell (a1,ä~), 
. (b':,, r'L) aus A bzw. B ~-- // 
Paare von Tangentenspeere (vgl„ 
Figur), z„B. ~- _,.. a;" , A 1 -A1. 
~ Wir benützen etwa ~A* a*-f. \ 1, ,i-..., '} 

AfA!= nz ~ als kartes. K.S. 

=r { <:(e~(AtB1*)~Jt=½4o..b 
i=,-.. <(C ( (A/B1) = 7 ;_'f. 

Das DV(~~,at,b1,b1) = DV(A~,A1,Bf,B1) = DV( ~' ,.,(' A~.B1*, A!.Bf) 
ist in diesem K„S. unter Benützung des Tangens des euklid. Winltels 
einer Geraden des Büschels A* 1 als Büschelparameter berechenbar. 

Es gilt: DV(A*A*B*B*) 1 2. 1 2. 

Unter Benützung der ursprünglichen Bedeutung von 
und Beachtung der Vertauschungsgesetze für das DV 

Fall --E. fl0-ch9.: 

<p = 4 '-c-,,, b 
gilt im 

Das Doppelverhältnis von zwei Paaren konjugierter Speere ist bei 
geeigneter ReihenSolge in jedem Paar negativ gleich dem Quadrat 
des Tangens des halben c-Winl{:els jener beiden flachgängigen. Ge
raden, welche durch die beiden Speerpaare bestimmt sind. 

DV(it1 a/b~ bz. ) :: - tg1 .4.c·;:-b 

Im Falle einer steilgängigen :E:bene 
7" Kollineation 2e jene, die e 

& == a. b. ist eine geeignete 
' d' F d -r-;3; in ie : erngera · e von ..,/E'.:. 
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und s in eine gleichseitige Hyperbel überführt. Da obiges DV 

von d.en Orientierungen der Tangentenspeere unabhängig ist, ist 

Erweiterung in C möglich (für steil gängige Geraden in e ) • 
=? Obiges Ergebnis gilt allgemein für a,b, c nicht isotrop 

u..i-1.d 2. d}'.'.:"-o..6 
tg 2. ist eine Invariant;e von 

Weitere Eigenschaften von ;l, tS L : ---- --- ------····--------- .... ---------- ···-·•• -·····--· ···----- -7- --
Parallele Speere _a,_► parallele Speere, 

c,-1 
denn: Speer -->- c-Ebene ==--=>- Ferngerade ist Tangente von c 
und g0ht bei ~ A. ~- 1 = ex, wieder in eine Tangente von c über„ 

Zykelbüschel -1L-... Zykelbüschel vom gleichen Typ; 
s:._1 

z.B. ellipt. Z-Büschel ➔ flachg. Gerade g -~3. 2 j reelle 
c-Ebenen durch g ==.}- Realitätsverhältnisse bei ex. und i\. 
ungeändert. Damit gil-'G auch: 

Zylcel'bündel _a._> Zykelbiindel vom gleichen Typ. 

Zykelkugel _J_>· Zykelkugel von gleicher Art; und zwar gilt 

unter Benützung der Definition der Zykelkugel als Zy.kelmenge 

konstanter Tangentialentfernung vom "Mittenzykel" (vgl.Satz 25): 
hyp. Zykelkugel __ 5_~> einschalige c-Kugel ex:>- eins eh. c-Kugel __s__.,,.. 
hyp. Zykelkugel; 

~-1 
ellipt. Zykelkugel ei- zweischalige c-Kugel mit reellem Spu.r-
kreis ()(,_~ zweischal. c-Kugel mit reellem oder nullteilig_fil!! Spur
kreis .:::; ,,. Zy.KelJcugel mit rein imaginärer Tangentialentfernung 

vom Mittenzykel. 

Folg. 2.~ A. € L7 ist i.a. keine Punkttransformation ·f?JJe-► :/?.,<r-c • 
Besitzt Ä. diese Eigenschaft, so ist ::l = 1e eine euklidische 
Ähnlicbkei t in 5,~;;' ( "Tangentialentfernung II für Null zykel = 

Punkte ist der euklid. Abstand =?- .ile is-t; teil verhäl tn.istreu 
neben Re ••• zykel treu (kreistreu), also besitzt ;te die 

kennzeichnenden Eigenschaft;en einer e-Ähnlichkei t. 
~ Die L-Transformationen sind also gewisse Verallgemeinerungen 

cler euklid.. Ähnlichkeiten. 
Ferner folgt: Die Beschränkung jeder c-Ähnlichlcei t auf 

als Ganzes festläßt, is·t; eine euklidische Ähnlichkeit. 

A- €. L
7 

ist eine "orientierte Berührungstransf. 11
• 
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l)efinition: 11orientiertes Linienelement", "Berührungsbegriff" 
für orientierte Kreise (=Zykel) siehe 4.1, Folg.1. 
"Verein von orientierten Linienelementen": Darunter versteht 
man die Speermenge durch einen Punkt und die Menge der 
Tangentenspeere einer (wenigstens einmal stetig differenzier
baren) orientierten Kurve. 

-----L-,,.,,. 
Beh.: ,'l ist vereinstreu; 

jr' 
-------.2' 

✓---

denn: jedes orientierte Linienelement legt ein parabolisches 
Zykelbüschel fest, welches in lpe eine c-Gerade definiert. 
===:> Ein Verein von c-Geraden wird bei einer c-.Ähnlichkeit; in 

einen ebensolchen Verein übergeführt ( c bleibt fest), dessen 
c; -Bild ist also gleichfalls ein Verein von orientierten 

Linienelementen. 

Folg.5: Untergruppen von L
7 

( 1) Wegen L7 isomorph G0(TrpJ und 0(lfre) ••• sechsgliedrige 
Untergruppe von G0(lfpe) muß gelten: 

{ 7t. \ ?t = ~ - 1
cl ~ I\ Cl G. 0 ( 1fpe); • } bildet eine sechsgliedrige 

Untergruppe von L
7

, die "LAGUERRE-Gruppe L6 im engeren 
Sinn 11. 

0(1fr,e) ••• Gruppe der c-Kongruenzen, also abstan.dstreuen 
c-JJin.lichkeiten ~ (Folg.2; Bem.b): L6 ist die Gruppe 
der tangentialentfernungstreuen L-Transformationen. 

Speziell: L-Trans.f. i.e.s. welche punkttreu sind, sind genau 
die euklid. Kongruenzen in '.Jil ; 
denn: pz: .,. (XP, Yp, Zp=rp ==0) ; qt- ••• (XG, Yo.., Za.. =ra. =0) ••• 
pr ,q~ •• Irullzykel ==?- Tangentialentfernung gemäß L~.1, Folg.4: 

d == -v ( Xo.- XP Y +- ( YQ- YP )'l. - d e „ euklid. Abstand. 

(II) Der Untergruppe der involutorischen c-.Ähnlichlteiten (also 
den c-Spiegelungen an nicht isotropen :E,1)enen) entspricht ver
möge des Isomorphismus G0(lfpe) ~ L~1 die Untergruppe invol „ 

L-Transformationen (also L-Spiegelungen). Diese ist wegen 
Satz 27 eine Untergruppe von L6 und ,jedes /t. <:: L0 ist 
endliches Produkt von L-Spiegelungen. 
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Eigenschaften der L-Spiegel u..ngen Ä
0

, vgl. 4. 6: 
(a) Ä0 ist eine involutorische Speertransformation. 
(b) Festlegung von ;\ 0 a.urch Angabe des zyklograph. Bildes 

der Spiegelebene ö der zugehör. c-Spiegelung ot
0

, also 
durch Spurspee1"' s ( 11Fixgerade 11

, "Achse 11
) und einen 11Fixzykel", 

der s nicht berührt ( 5' ist nicht c-isotrop). 

Folg._6: 0(1fpe) gestattet Einteilung in gleichsinnige, (gegen-

a) 

sinnige) und gleichläufige (gegenläufige) c-lihn.licbkeiten A. 
~ LG muß gleichfalls eine solche Zerlegung in (diE,jun.kte.,) 
Mengen von L-Transf. gestatten. 

gleichläufig - gegenläufig •. 
Nu.mmerieru...."lg der Berührungspunkte von drei konzyklischen 
Speeren definiert einen Laufsinn auf dem gemeinsamen Zykel p~ • 

;t J 
----~ 

Dieser Laufsinn wird aufgefaßt als Zentralbild eines Lauf
sinnes auf c „ 

Stimmt dieser Laufsinn mit dem durch das Tripel der Bildspeere 
definierten Laufsinn auf c überein, so ist gleichläufig. 

b) gleichsim1.ig - gegensinnig 
Diese Eigenschaft ·wurde für Ol e GO(Tfpe) im Wege über das Vor
zeichen der Determinante der Transformationsmatrix definiert 
(4.4, Folg.3), also Koordinaten in Ope erforderlich. 
Anderer Weg: Das Produkt von zw·ei gegensinnigen c-Ähnlich
kei ten ist gleichsinnig. Wegen Satz 27 kan.n man sich auf die 
Untersuchung der Produkte von zwei c-Spiegelungen beschränken. 
(Eine c-Spiegelung ist jedenfalls gegensinnig ! ) c,-> Eine 

Eigensc-haft, die sich bei L-Spiegelung ?1.. 0 ändert, muß dann 
die gegensinnigen L-Trans.format~ion kennzeichnen. 
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--orientiert (vgl.Figur) 1 ~=>' 

Bei Ao geht der Verein 
orientierter Linienelemente 
auf x in einen ebensolchen 
auf x:* = x Ao übergeführt. 

Ist ~ 1 eine orientierte 
Strecke auf x; (etwa gleich
orientier·t mit x); dann ist 
ihre orientierte Bildstrecke 
P~Qi mit x* verschieden 

Der Verein orientie1--ter Linienelemente auf i wird bei A-o 
gegensinnig kongruent auf den Verein orientiertes Linien
element des Bildspeeres abgebildet. 
Diese Eigm schaft benützen wir zur Definition von gleichs. 
(gegens.) ,l e. Le::, : 

Eine belieb„ L-Transformation aus L0 heißt "g1eichsinnig 11 genau 
dann, wenn die Reihe der orientierten Linienelemente eines 
Speeres gleichsinnig transformiert wird„ 

Bemerkung.:_ Auch G0(1fpe) ist in die oben beschriebenen Teil
mengen zerlegbar. 

Deutung der Gleich-(Gegen)Läufigkeit benützt· c und Zentr€..l
projektion, also auch für Lt gültig. 
Zur Deutung von Gleich-(Gegen.)-Sinnigkeit schreiben wir 0l E. 

GO(irr,1) als Produkt einer c-kongruenten Transformation O<'. o mit 
einer (c-)-Streckung (Faktor ~ ). 

a . . . -<e' == . AJL +- ~ Ol <e. /\ Ol •.• c-orthogonal , <? > 0 
(Dies ist bei geeigneter Wahl von sgn ( II Ol.11) keine Ein
schränlru..ng der Allgemeinheit). 

oto ••• ,.,,,-.e ,.,, A.fl + CJl ~ ..... c-kongruent ~ 
1 II ••• hl 'lt CX.~ .. ,. ~ ~ f'<t/,> A f > 0 u •• Norm-Ahnlic ceit 

Beh.: C(.f ist gleichsinnig, 
denn: zentrische Streckungmitpos. Streckfaktor führt z.B. 

eine c-Ebene durch X in eine dazu // 
c-Ebene durch X' über. c!; > 
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Die S-Bilder dieser c-Ebenen sind ein Paar 
U Speere (Spurspeere). 
Die c-Geraden in den c-Ebenen werden durch 

\ er · ·. \J-L:. 

~'.Ir./ --------
/ 

Ol? so perspekti v aufeinander bezogen, daß 
ihre Spurpunkte diese Spurspeere gleich
sinnig durchlaufen. 

Fol_g.7: Angabe einer L-Transf. i.e.s. :;t ~ L~ : 

Nach Satz 27 ist jede c-Kongruenz nach Vorgabe des Sinnes 
durch ein Paar zugeordneter c-Dreiflache bestimmt. 

'4 ~ ist festgelegt, wenn man zu drei konzyklischen (beschrifteten) 
Speeren deren (sicher konzyklische) Bildspeere und den Sinn von 
vorgibt. 

Satz 28: Die LAGUERRE-Transformationen bilden eine zur c-Ähnlich
keitsgruppe isomorphe siebengliedrige Gruppe. Jede L-Trans
formation ist parallelentreu auf der Speermenge, eine orientierte 
BerüJ.11.--ungstransformation und genau dann pu11.kttreu, wenn sie 
eine euklid. Ähnlichkeit ist. 
Die L-Transformatidnen im engeren Sinn bilden die sechse;liedrige 
Gruppe der tangentialentfernungstreuen L-Transformationen, 
welche durch die L-Spiegelungen erzeugt wird. 
Eine L-:1:J.--ansformation i.e.s. ist bei gegebenem Sinn durch zwei 
(beschriftete) Tripel konzyklisci.1e1:• S:püere eindeutig bestimmt .. 

4.8 Euklidische Kreisebenen 

Geg„ 9're , fe .... Punktmenge, -CJe .... Geradenmenge, 
k2e ..... Kreismenge. 

Euklid~ Geometrie ist die Geometrie der Gruppe GO(rie) , deren 
Elemente ex, ( euklid •. Ähnlichkeiten) durch folgende Eigenschaften 
definiert sind: 

( 1 *) Ol: -fe ----+ f e ist bijektiv. 
( H*) lcollineare Punkte ~-,-- kollineare Punkte. 
( l!f*) . o-~ ist kreistreu. 
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Bell .. : ol ( und damit GO( :rre) ) kann auch durch andere Eigen

schaften d„efiniert werden, nämlich durch 
(1) 
(II) 
(III) 

bijektiv 

l)ijektiv 

bijektiv. 

( (l) =i (!*)) 

( (II) -:.f➔ ( \\*) , klar) 

(!H) : . CY,: L2c, --► t?c ist global ( CYi kreistreu =>- jeder Kreis 

wird abgebildet). 

ist surjektiv (jeder Kreis ist Bild) 

ist injektiv: 

(indirekt) : Sei k 1 :/= kz. /\ k 1 o~=k;,,.<X ; (Hadius r 1 =rL) 
a) k~ ... .,Hi tte I·lj " 111 :fo M2 S!.i 1'1„1o„ f Ma cJ.. =+ k.,cv.~k;:_c\'. 

b) I11 ==I1 2 : Ol läßt Abstandmrerhältnisse ungeändert. 

r 1 :r2. = r~:r; + 1 , also k/:t zf 
~~ 

k20C(~ 

:f"1 
(111) ist erfüllt. 

Wir definieren eine zweistellige Relat;ion (!> auf fe x tge, fc 1, \2"-' , 
Df e 1- t?.e. : (a) P p ß ·<--~,.. PI g 
u 

(b) P {!> k ~.,,!;> P t:€. k 

(c) gp k 4--'? g berührt k 

='°> c<., c. GO( ~c,) ist in obigem Sinn relationstreu. 

( (a), (b) sogar .für Affinitäten gültig, (c) gilt, a.a ~ eine 
Berühr•trans/ormati:)n ist). 

Ol- besitzt also zusätzlich die Eigenschaft 

( IV) : OG ist f-invariant. 

Wir studieren nun Geometrien in Jie. (fe1 4Je> &2e.) , denen ein anderer 
(erweiterter) Kreisbegriff zugrundeliegt und deren Transformationen 

die obigen Eigenschaften ( 1) bis (IV) nach geeigneter Mod.ifikation 

erfüllen: 

Z„Bl , • ., .. :Menge a.er 11 LAGUERRE-Kreise 11 

, ~ •• l1enge a„er "MÖBIUS-Kreise 11 

..... I"Ienge c1er "LIE-Kreise" 

Das sind alle möe,:lichen Erweiterungen den euJtlicl. Kreisbegriffes„ 

Ii'all 1: 
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Komplilr.ation: 3 eine einzige Gerade, die mit 2 f. Punkten 

inß-Relation steht, aber ebentuell 4 (+) Geraden, die mit 

·zwei f (euklid.) Kreisen in ~-Relat. stehen • 
. :.:c..----..._ '""' ··-··--- ..... ~. / 

. ))<()-=-~=~ 
_/ '"--, 

Vereinheitlichung dieser Fälle 

Grundelementen k, g: 

-=:.:::!'-----<O'>-----lO>---C>· 

9'"j max. 2 gemeinsame Speere. 
-:-,- -~ -:--1>-

{ke\ =: J:2e , { g}=: l?J~ ; &Ze v f e =:: et .... Menge der LAGUER...-q_B-Zykel; 

·qe .... eulclid. Speere; 
{t •.• orientier·te Beriilirungsrelation. 

Definition: Die eltklid. LAGUERRE-Ebene .'.lrJ- (o!!1) Eje.; "/3) ist die 
-► 

durch die orient;ierte Berührungsrelation ß strukturierte 

Mänge d<J = Menge der orientierten euklid. Kreise und Punkte 
und die J:k,nge oje der euklid. Speere. 

Eine Transformation 11. in 

erfüllen: 

L 
11a soll möglichst 

( 1 ) und (III) sind nun zusammenzui'assen zu 
C/1.) Ä..: d!: ~ -2 ... bijektiv; 

(II) ist zu modifizieren zu 

für 

··-► -)• 
(/ll) _.'.l : l-Je. -➔ 9Je 

( IV) ist 
••• bijektiv; 

(IIIJ Ä. ist -(3 -invariar.rf; 
zu setzen„ 

( 1 ) ·• (IV) 

Durch ( IL ), ( IIL), (ll!L) werden abei„ genau die LAGUERRE-Trans
formationen i11 der euldid. Zykelebene beschrieben (vgl. 4. 7); 
=} 3 ein Mod.ell für diese Geometrie, nämlich die Zyklographie. 
"'""·➔ LAGUERRE-Geometrie ist I:nvarianten:l;heorie der siebengliedr. 

Gruppe L~ der L-Transformationen. r 
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Bemerkung a): L7- cg G0(1fpe) 
Wir interpretieren die Transformationen aus GO(Üpe) als 
Ebenentransforma·tionen. Eine solche Transf. x läßt eine 
Ebene (nämlich uJ ) feot und vertauscht die Tangentialebenen 
eines Kegelschnittes cc.Gl. 

Polarisiert man nun die Ebenenmenge an einer Quadrik cp , 
dann ist die Transformation 1r" 1ex, :lt (mit '.IT. • •• Polarität an t.-p ) 
eine Punkttransformation rni t einem Fixpunkt, welche die Punkte 
eines quadrat. Kegels in ebensolche überführt. =9-

L~ ist isomorph zur p~oj~ Gruppe der Automorphismen eines 
quadratischen Kegels. 
-=>- Die euklid„ Speerebene ist bijektiv zur Punktmenge eines 
quadrat. Kegels, gelocht in der.Spitze. 

~at~ _ _g9: · Faßt man die Punkte und die euklide Kreise zu einem 
neuen Kreisbegriff zusammen, so muß man die Geraden und 

-i,,, 

euklid. Kreise orientieren, und die Be:r:~.hrung durch ß 
ersetzen, damit möglichst viele Eigenschaften der .Ähnlichkeits
geometrie e:r:•hal ten bleiben. 
Das Ergebnis is-li die euklid. LAGUERRE--Geometrie als Verallge
meinerung der euklid • .Ähnlicbkeitsgeometrie. 
Die LAGUERRE-Gruppe ist isomorph zur siebengliedrigen proj. 
Automorphismengruppe eines quadratischen Kegels und die euklid ... 
Speerebene ist bijektiv zu.r Punktm~nge d.es Kegels, der in der 
Spitze gelocht ist. 

Bemerkung b): Beh.: (IL), (IIL), ((l{L) kann abgeschwächt werden 
zu 

~ ➔ 

( 1 t): ll: 'Ote. -> ()/e ••• parallelentreu - a o 
( 112".): Ä: oW'-~ ~ ,,, bijektiv ( (IL) = (llt) ) 
(Hl[)=(WL): konzykl. Speere _J_► konzyklische Speere und nicht; 

konzykl. Sp~ere ~l► nicht konzykl. Speere (d.io die 
--l-

/6 -Invarianz) 

Zu zeigen: Ot), (llt), (!/lt)-<~=,~~ (IL), (ilL), (H!J 
11 k'"""' 11 klar 
lt -? II : Aus (;n~) folgt für das C.mgeometrische Hod.ell rre : 

nicht kopunktale c-Ebenen ---;,.. nicht kopunktale c-Ebenen, 
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kopu:PJtt. c-Ebencn 1----~ kopurltn.le c-Ebencn; 

( nt) = C-IIL) bedingt eine Bijektion der c-Ebenenmenc;e. 

::.u zeigen: ~i~- 1 
"" : oc. ist eine Bijektion im lfre : 

ex, ist global auf der Punktmenge 12 (ein Dreiflach von 
c-Ebenen = : "Punkt", rx „ Dreiflach von c-Ebenen = : "Punkt 11 

und jeder Punlrt E. 1fre ist aus D(oc) ). 
d.. ist injektiv auf f. : 

2 c- Ebenev,_ 

Ol ist surjektiv auf 12 • • 

P1 :/; Pz. -~>j 2, 1 , 0 
c-Ebenen durch Pi P2 , 

ex., ... bijektiv auf der 
c-Ebenenmenge, also 
ist PJ=PJ mit 3 
c-Kegel von c-Ebenen 
nicht möglich. 

Zu zeigen: Urbil~er von drei kopunktalen c-Ebenen sind nicht 
parallel. Wegen (1~) gilt: nicht parallele c-Ebenen °" > 

nicht parallele c-Ebenen und parallele c-Ebenen ~> parallele 
c-Fbe-n.en. 

==> Urbilder sind daher nicht parallel, also kopunktal. 

Ergebnis: (!t), (111), (III~) äquivalent (IL), (IIL), (IIIL)• 

Bemerkung c): Die Menge der L-Transformationen ist äquivalent 
zur Menge der Automorphismen -a:. eines Kegels r . 

nicht durch die Spitze. 

, Da bei Ol c-Ebenenbüschel 
in c-Ebenenbüschel trans
formiert werden, muß ~ 

den Kegel r erzeugender
weise in sich abbilden; 
c-Kegeln in fre ent
sprechen aufrebene Schr.~tte 

~ Die Selbstabbildungen -ce von r 
gilt: 

sind so beschaffen, daß 

Punkte einer Erzeugenden-~ ... Punkte einer Erzeugenden; 
'a:'.. ist eipe Bijektion der Punktmenge r \ Spitze; 

••••·· ~ . .,., •• ,,,, ......... .,,,,.·•·•·-·, ,,~,,,.,,., ·., -•~·••:••~•~""'~;-,•.-·, • .,..,~,,.,_,.,,,,,.-.,c• .. , .... ,., 
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Punkte eines ebenen Schnittes 1- '2<'.4- Punkte eines ebenen Schnittes. 
~ besitzt also Eigenschaften einer Kollineation im P einge
schränkt auf r . 
Es gilt also: Jede Selbstabbildung eines quadrat. Kegels, die 
obige Eigenschaf·ten besitzt, ist Beschränkung einer automorphen 
!ollineat}-,2!! von r im p?>.. (Die Selbstabbildung -;e. ist zu 

einer Kollineation im Gesam·trau.m "verlängerbar"). 

Allgemein: Geg. sei eine Punktmenge I1 und eine Selbstabbildung 
'3.S. dieser Punktmenge, die Eiger1schaften einer Kollineation 
hat. 
Frage: Wann ist z zu einer Kollineation im projektiven. 
Trägerraum von M fortsetzbar? 
Lösung: M muß zusätzlich gewisse topologische Eigenschaften 

erfüllen. 
Z.B. Geg. lf~ , -a:o. ••• Affinität~ 3 Kollineation -a:. , sodaß 

'<ea.. Einschränkung von ce. auf 1f 0- ist. 

Fall 2: f,,, • , Menge der MÖBIUS-Kreise 

==}- ß ist &ls zweistellige Relation zwischen 
erklären. 

und 

Komplikation: Zwei M-Kreise aus te besitzen i.a. zw--d 

Schnittpunkte, zwei M-Kreise aus z:ae hingegen höchstens 

zu 

einen ! Eine 1'1ÖBIUS-Trans.formation ~ : rt"e-► 3f"e kann daher 
zunächst keine Bijektion auf der Punktmenge /fe sein • 

..,- -..... 

' \ 
''e u 

I 
I 

1 

' I 
1 

1 

,/ 

FES1l'SETZUNG 1: 1fn : = fe v { U} (U ... uneigentlicher Punkt) 
und genau die M-Kreise aus ({je. sollen U enthalten. 
(M-Kreis m inzidiert mit U ~ m E: t~e ) 

I • .f.: Die Menge -qr~ der durch U "abgeschlossenen" euklid„ 

Geraden und die 1'1enge 12e. der euklid. Kreise werden zur 

Menge 'aö'f.. der :MÖBIUS-Kreise zusammengefaßt ( t2-e V tae:::-: oJf. ••• 

Menge der M-Kreise). 
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J?ESTSETZUNG 2: Die Relation (?;, ist zwischen 1'1-Kreisen 

und Punkten 

Punlttmenge 

bezeichnet: 

P aus der durch U 11 abgeschlossenen 11 

f H"" 1P,eu{U} definiert und wird mit 
• 
ß 

(P ,m) C ~ 4=-=► P lieg·t auf m • 

Damit Definition einer neuen euklid. Kreisebene: 

Definition: 1rr (fH, oa('.,j ß) heißt "MÖBIUS-.:E~ene II ( "konforme 
Ebene"). Eine Abb.~ einer MÖBIUS-Ebene in sich heißt 

l"IÖBIUS-Abbildung ~ wenn gilt: 

CL1) ;u: 1f;?N -~ ,f11 ist bijektiv; 

(][N) ;u,: 1J'e--:-11t ist bijektiv; 
(]IM) /~ ist 

1
~ -invariant (d.h. kopunktale M-Kreise 

f-'>- kopu:nktale M-Kreise). 

Beispiel für die Existenz einer M-Ebene und l:1-Abbildungen: 

Stereographische Projektion o einer Kugel ("2-Sphäre") S2cli~ 
(Bildebene ,re // zur Tangentialebm e '.irv im. Zentrum Z der 

, Proj. o ). 
o : s2.-► $"e. zunächst nicht bijektiv. 

Um Bijektion zu erreichen, schließen 

wir 'Jre durch einen Pun.ltt U ab 

( ~e v { U} •• "konforme Ebene 11
), dem 

wir als Urb.Lld bei 6" das Zentrum 

z zuweisen: Zö =:U • 
~ Kreise auf s2. werden bei 6. auf 

I1ÖBIUS-Kreise m in '.ire u { U} =: -'f~ 

abgebildet und ö: &?52 ~ { rrt}""' 'oot 
ist bijektiv (klar; denn o ist 

winlceltreu, also kreistreu, vgl„2„9 

(TII) ; jeder M-K.reis ist Biid eines Kreises von se, jeder Kreis c 
s2. ist Urbild eines l:1-Kreises). 
Bei o werden kopunktale Kreise c 82. auf kopunktale I1-Kreise 

abgebildet; umgekehrt haben kopuktale M-Kreise kopunlctale 

Urbilder. 
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~ Durch o wird ein Übertragungsprinzip der Inzidenzstruktur 
der 2-Sphäre s~ (als Menge ihrer Pun.kte und Kreise und der 
elementaren Inzidenz) auf die Inzidenzstruktur der MÖBIUS-Ebene 
vermittelt. (~ 3 M-Ebenen). 

Sei 'te eine automorphe Kollineation von S2 ( a:.. E: O(s2.), 
O(s2..) ... sechsgliedrige Gruppe der projektiven Automorphismen von 
s2.). 

=}- re vertauscht die Punkte von S2 ( "ct3: ,16·-+ '11.sz ) bijektiv) 
und die Kreise von s~ (ebene Schnitte ~ ebene Schnitte von 
s2., -;;e: !2G,. ~ ~sz bijektiv) .. 

Erklärt man eine Abb.. /-'"': 7rif'--+- JleH 

'82 e O(S2
) , 6' ••• stereogr. Proj., dann 

schaften (IM), ( !IH), ( lllt1) : 

" h - ➔ • t a.urc ;41 .. : = 6" re Ci"' mi 

erfüllt { die Eigen-

-'1 

b . ~ k+- . d f <:$ try ~ p· 1J0 uJ.V, enn , M ~ /~,6'1. -.-. -;JI'- /..,SQ. ➔ 
(r 1·1 . Ä,t<l~t ,(j-t){ (;j„ 
~ ., f.,, Cl 
,vt-J<{.,,.f, V 1 6•1 

/v1,: 'o?e-+W't bijektiv, denn oa'e o_._,.,► &2si. ::_~ f:2s,. --?-
r tS » d· ,,~>-1.J· 

~ '?oe. • -<>1.,1. 

/-,., ist j!> -invariant, denn kopunktale M-Kreise 
~ kop.Kreise € S 2 -~ kop.Kreise 1S s2. _c „ kop. 

( IIM) 

M~-Kreise. 

9> 3 f" .. --Abbildungen. 

{ce..,.} = O(S 2 ) ist eine sechsgliedrige Gruppe =?- die Menge 
der oben erklärten M-Abb. ~ = eF\-e o bildet hinsichtlich 
der Verknüpfung gleichfalls eine sechsgliedrige Gruppe 
(;.t•~2. = 6-1 ee1 o .ff1

ae.,._ o = ö-
1(ze1 a::,.) o ) . 

Es gilt (ohne Beweis): ~M-Abb. /"'::rrJ1
-,..Te11 ist erzeugbar 

als stereographisches Bild einer automorphen Koll„ von S2 „ 

Ergebnis: Die stereograph„ Abb„ o vermittelt einen Gruppen-
isomorphismus zwischen O(S 2 ) und der (sechsgliedr.) Gruppe 
M6 (_rif): = {/k > •} .. (Von S2 werden bei diesem Isomorphismus 
bloß projektive Eigenschaften benützt; sa ist also i.w„ eine 
ovale Quadrik c P 3 (.R) .. ) 
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.Bemerkung: (IM), ( II M), ( IIIM) kann abgeschwächt werden zu 
( / ~ ) = ( 1 M ) , (III~) = ( 111 M); ( 11;) ! ~: 'a3'(__. ~'(, ist M-kreis-
treu. 
~ ist dann automatisch Bijektion auf Wt ; denn mit ~ 
ist vermöge 6 eine Kollineation ?.e. gekoppelt. Aus re: f->-1.€ 
bijektiv und inzidenzentreu folgt automatisch, daß c>e: f ~ f 
bijektiv auf der Ebenenmenge und damit bijektiv auf a.er I1enge 
der ebenen Schnitte, von sa ist. 
(Diese Plausibilitätserklärung benützt die Fortsetzbarkeit 
der Selbstabbildungen von S~ die auf der Punktmenge von s~ 
bijektiv sind, Punkte auf einem Kreis d.er sa in wieder 

solchen Punkte überführen und die Inzidenzen zwischen Punkten 
und Kugelkreisen erhalten, zu einer Kollineation im PS. 

Notwendige Bedingung fiir diese Fortsetzbarkeit ist die Voraus-
setzung der Regularität von 
Äquiva.lenz von (IM) -(11111 ) 

R.WAGNER erbracht). 

S2 • Der Beweis dafür und für die 
und (l~ )- (111ft) wurde 1961 von 

Folg.1: Jede M-Transformation ist eine Berü.hrungstransf. 

Zu zeigen: Berührende M-Kreise~ berührende M-Kreise. 
11Berührende M-Kreise 11 sind solche, die einen Punkt ge

meinsam haben und keinen zweiten$ Hieraus folgt mittels (IM) 
( F Bijektion auf lf H ) obige Behauptung. 

Bemerkung: Insbesondere sind ll verschiedene Geraden als be
rührende M-Kreise anzusprechen. 

ist "konform" (winkeltreu). 

fi ist konform (vgl. 2„9. (111) ) 

R c C : ce führt Erzeugenden von S2 in Erzeugenden über. 
-r Für den Winkel 
zweier Tangenten a,b 
folGt wegen der DV-treue 
von c.e. und der Winkel
definition nach LAGUERRE: 
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DV(a, b, i, j) = DV(ace, ba:, ice, j,~) mit i, j und ice, jaz .,. Erzeugenden 

von s2
•• 

~ ~ab= ~ a~bce 
=-> 'ce. ist wink:el treu. 
➔ r, = 6~6' ist wink:el treu. 

enthält involutorische Automorphismen OG von s2. 
Ol2. = l •• harmonische Homologie mit Zentrum 
Z nicht auf sz..; (~ Achse ist Polarebene~ 
von Z bezügl. s~). 
{ Ol E 0(52) 1 C¼ -i.= l } 

~ bel. E C(s2.) 
erzeugen O(S 2 ) , d.h. 

ist endliches Prod.ukt 
z 

-·-> 0 von invol. Autom. clj • 

{ * -1 l Ergebnis: Die Gruppe Mb ist aus (c::: o cx.6' s erzeugbar. 

Beh.: Das stereograph. Bild ein.er harmon. Homologie mit einem 
Außenpunkt von s2. als Zentrum :Ls·t; eine elementare Kreis

inversion. 
[ Kreisinversion an k (Mitte O ): # 

sind mit cr kollinear und kj. bezügl. 

Ur- und Bildpunkt 

k. Dem Mittelpunkt 
cr von k wird der uneigentliche Punkt U als Bildzuge

wiesen.] 

Beh. : Z 6' =<Y • • Mittelpunkt des 

Invernionskreises k 0 =· k6' • 

denn : die Erzeugenden des S2 aus 
Z umschriebenen Drehkegels 
schneiden k= ~.S 2 orthogonal und 
werden bei 6 auf ein Strahl büschel 
abgebildet, für welches kc 

Orthogonaltrajektorie ist. 

Beh., : Urpunkt pc und Bildpunkt (Rx-Y 

sind mit O=Z <5' kollinear; 
denn: P,Pa„Z kollinear und <5' ... 

Kollineation„ 
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Beh.: pc und (P~; sind kj. bezügl. kc; 
denn: Jeder durch P und P (¼ gehende Kreis m. von s2. 
schneidet k orthogonal ( .:i::n beriihrt zwei Erzeugenden 
des Tangentialkegels aus Z an s2.). Jf-► Der Bildkreis 
in durch pe und (POl)c schneidet kc orthogonal; >-- pc 

und (Pcx,)e sind kj. bezügl. k 0 (Proj. Geom. ). 

Bemerkung: Aus Z o = (:f und der Winkel treue von o folgt die 
Kreistreue von o , da das Bild eines Kreises alle Geraden des 
Biischels cr' , welche die Bilder der Kegelerzeugenden aus Z 
sind, orthogonal durchsetzen muß. 

!ol~.~•: Die konforme Ebene ist i.w. identisch mit der GAUSS'schen 
Zahlenebene (!) v{OQ} =: (Ü und der RIEMANNschen Zahlenkugel„ 
Jede gleichsinnig konforme Abb. ;«- c M6 wird daher be

schrieben durch eine holomorphe Funktion ZH--f(z) A z=x+iy ~ 

wobei w:1gen ~ •.• Bije~tion gilt: L 

D(f) = ~ A Im (f) = C ~ f(z) ist eine in ganz C 
erklärte (bijektive) holomorphe Funktion, die höchstens Pole, 
aber keine wesentlichen Singularitäten besitzen kann. Also 
ist w=f(z) eine rationale Funktion. 

( ) S'(z.) ( ) . ) w = f z = h(z.) mit h z , g(z •• Polynome. 

Beh.: deg g(z) L deg h(z) L 1 , also w = ~~·: 1 
denn: w.h(z) - g(z)= 0 muß für jedes feste w=wo wegen 

/_ ••• Bijektion einen eindeutigen z-Wert als Lösung besitzen, 
also hat w0 h(z) - g(z) = 0 genau eine Nullstelle z,ist 
daher linear. 
~ ••• injektiv 49" Cld - 8/-> f O 

Die I1en.ge der gleichsinnig konformen 1'1-Tranform. 1 bild.en die 
Untergruppe nt von M"' und wird beschrieben durch die I1en.ge 

cxz + (b ( der holomorphen l!"'unktion.en w = -lf z + cf a_J- f;&"' * o) 

Bemerkung: Die gegensinnig konformen M-Transf. entstehen du:rch 
Zusammensetzung der gleichsinnig konformen mit einer einzigen 
gegensinnigen konfor.men, z„B. z=z in der Form w=cxz+/3 

<>'- z +cf 
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Zur Parameterzählung und zur 
W1• r .. . v/1 z~ 

W = Wo ' z = Z.o ' 

U • • o ( 0, Z1 ) ( Z1 f-0) • 

Erfassung von oo 

Wj' Zj l € (j} 

{ 
W1 = Ol z 1 + ß. l CX, (? \ -L 0 

~ { ... Wo = ~\. Zo i· cf I\ ~ J T 

homogenisieren 

Diese Abbildungsgleichungen beschreiben aber auch eine pro,j. 
Selbstabbildung einer komplexen projektiven Geraden 
Die Menge dieser Selbstabbildungen bildet die proj. Gruppe 
PGL(2,C) (Proj. Geom.). 

Somit gilt: 1:( ist isomorph zu PGL(2,©) 

Bemerkung: Zu jeder gegensinnig konformen M-Abb. gehört eine 
Antiprojektivität der komplexen projektiven Geraden. 

Sßt.? ?$: Faßt man die Geraden und die euklid. Kreise zu einem 
neuen Kreisbegriff zusammen, so muß man die affine Ebene 
konform abschließen, um die Eigenschaften der eu1clid. 
Ähnlichkeiten möglichst zu erhalten. 
Die l-1ÖBIUS-Gruppe MG, ist isomorph zur sechsgliedrigen 
proj. Automorphismengruppe einer ovalen Quadrik im dreidim. 
reellen proj. Raum. 
Die sechsgliedrige Gruppe Mt der gleichsinnigen MÖBIUS
Transformationen ist isomorph zur proj. Gruppe einer 
komplexen proj. Geraden. 

Bemerkung: Die geradentreuen M-Abbild. 
eu1tlid • .Ähnlichkeiten: 

* r sind genau die 

-1 ~ 
Beweis: u.*::: ö -ee o „0 geradentreu ~ "ö!:.* ist so be-

/ Z schaffen, daß Kreise (und daher Ebenen) 
durch Z in ebensolche übergehen. 
=> et! hat Fixpunkt; B • 

-=> { a;*,. f •.• Untergruppe von O(S2.) 

mit Fixpunkt Z • 

--------~~~- Da Z fest, kann sz in Z punktiert 
werden =-=t>- die M-Ebene ~r ist in U 

zu punktieren„ =9" 'JrJ; "- {UJ ist aber die gewöhnliche euklid„ 
Ebene '.lie urid Äl'.ire bes:i tzt genau die Eigenschaften einer 

( 

euklid. • .Ähnlichkeit, nämlich: 
(f) /J.,>t.: ✓p..,,,-"""7 /f'.:... (affine Punktmenge) bijektiv 
(II) koll.Pkte. --if--,... koll„ Punkte) .. 
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(III) ;w"' c 116 , also konform --➔ !"-•j:ire konform. 

Hieraus folgt: Die Gruppe der euklid • .Ähnlichkeiten GO(m'e) 
ist isomorph zur Gruppe jener proj. Automorphismen einer 

ovalen Quadrik, die alle einen festen Fixpunkt auf der Quadrik 

besitzen. 

Fal1....Jl /pe '-' 1t}<a '--.J f2e. = fs2 .... "LIE-Kreise". 

=}- LAGUERRE-Kreise sind spezielle LIE-Kreise ~ 
...,,.. -i,,, 

Orientierungen notwendig: 1fe \..J 1Je \....' !:Z,e 

MÖBDJS-Kreise sind spezielle LIE-Kreise => 
Konformer Abschluß notwendig: 1e u { U} ::::: : rN 
Definition: {U} v fe ,., 1e u ~e "": o't ... Menge der LIE-Kreise 

➔ Die Relation ß ist so zu modifizieren, daß sie eine Teil--- ...,.,.. 
menge aus o'l}(.o'( wird:. /3N besitzt Eigenschaften vonr ß 
(LAGUERRE-Geom.) und von /3 (MÖBIUS-Geometrie) und ist als 

"gleichsinnige Berührung" zweier LIE-Kreise n4 , Uz. erklärt. 

D f . . t . ,;7:N {/)'lp . A } h . ßt ukl . d - IE Eb e ini 1.on: 'J,e : = u<.,, t"" ei e 1. • J..i - - ene. 
Eine Abbildung v der LIE-Ebene in sich heißt 

LIE-Transformation 4:=:P. wenn gilt: 
(IN) : ')): ät-. a't ist bijektiv 

( 111-1) : v ist ß, -invariant. 

II · 

Die Existenz eines Modelles einer LIE-Ebene ist durch die 
Herleitung von der euklid. Kreisebene gesichert; die Existenz 
von LIE-Abb„ -v ist noch offen„ 

Zwischenbemerkung_;_ 
Da die LAGUEI?I?.E-Geometrie :i.n der LIE-Geometrie (N-Geometrie) 

enthalten ist, ka.nn d:i.e Zyklographie t) als Übertragungs
prinzip benütz·[; werd.en. 

\, 
\~ • 
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Wir werden.zeigen, daß spezielle LIE-Transf. vermöge !:, 

e' 

auf Inver~i· on'"Il an c Trurreln - ir fu''hre11 ~ V -.l, t:·) • C "rc • 
11 Inversion '2 

\-~ 
''\ 

\ . 
\:i M J /\\, 

e 

an einer c-Kugel q> c lfre 11
: 

q: lre. - lTre mit folgenden Eigen-
schaften: 

(1) 
(2) 

P,Pf=P' sind kj. bzgl~ cp 
P,P 1 ,1'1 sind kollinear (Mc.oMitte 

von Y:, ). 
(=~ V p ~ c\) gilt : P=P I ) 

Bemerkung: ? ist nur für eigentliche 

Pkte. definiert. 

Wir erweitern ? 
dureh I1: 

auf c-Geraden nicht 

c-Gerade e + Me == ex... steilgängig 

und D'.; n(p ist ein Kegelschnitt„ 

Wir untersuchen die Einschränkung von f 
auf ex., 

Geg. ist ein Kegelschnitt Ot /) c.:p und ein 11 Tangentend.reieck"; 

ges. Punkte, die kj. zu ( ~ n cp ) 
und kollinear mit dem Schnittpunkt H 

der Tangenten sin.'1. 

~\ex_ ist eine quad.rat. Abb. und heißt 

"HIHSTsche Inversion" (Verallgemeinerung 

der eu.klido Kreisinversion) .. 
=~ Jede Gerade e durch einen Haupt

punkt * M geht in eine Gerade e' 

durch diesen Hauptpunkt über. -~ 

=-=>- Jede c--isotrope Gerade nicht durch l'1 geht in eine dazu 

parallele c-Gerade über. 

Da zu jedem Punkt: P cles Asym.ptoterL1tefsels r' von d? nur 

Fernpunkte konjugiert liegen, d.ie nicht in im~ enthalten 
sind, gilt: Kogelpur.ikte sind Au::n1ahmepunkte & 

Man schließt nun fr,,a ''konform 11 ab; d..,h. man ad.jungiert zu \fi„e 
einen "une:i.gontlichen quadratischen Kegel l~ mit der 
uneir;entlic.hcn Spitze U 11 „ Dcm:ion Erzeugenden heißen 
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"uneigentliche c-Geraden" und sind die ~ -Bilder der 
Erzeugenden des Asymptotenkegels; die Spitze U soll das 

? -Bild von M sein. 

Bemerkung: Dieser Abschluß is·[; c-konform, da sich die Winkel
metrik auf c-Geraden stützt und diese in c-Geraden übergehen. 
Daraus folgt bereits die c-Konformität, da jede analytische 
Punkttransformation lokal p~ojektiv ist. 

Damit gilt: 
Das zyklograph. Bild einer Inversion an einer c-Kugel cp 
ist eine LIE-Transformation. 

Zum Beweis genügt es, die Inversion an einer c-Kugel q:> mit 
der Mitte M in 'JreN zu betrachten. Jede anders liegende c-Kugel 
kann nämlich mittels einer geeigneten c-Spiegelung <Xa- an 
einer nicht c-isotropen Ebene ~ in eine solche c-Kugel über
geführt werden. 

OC0 isd; eine c-kongruent;e Transf .. , also erfüllt das O:o--Bild 
einer Inversion an einer allgemeinen c-Kugel die Eigenschaften 
(1) und (2) und ist somit eine Inversion am CX:0 -Bild dieser 
c-Kugel. Das 0-Bild von Ct6 ist aber eine LAGUERRE-Trans
formation Ä. , also eine spezielle LIB-Transf. ,. 

Es ist ferner gleichfalls keine Einschränkung, c:p als ein--
einer zweischaligen 

c-Kugel cp ist 
nämlich Produkt der 
Inversion an der 
konj. (einschaligen) 
c-Kugel cp und der 
Punktspiegelung am 

I1i ttelpunkt M • 

Letztere ist Produkt 
von drei c-Spiegelunge1 
an nichtisotropcn 
Ebenen. c ► Das 

Produkt ist also 
eine LIE-Transf.~ 
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---~ Vs.: c\) ••• einschalige c-Kugel mit 
Die Inversion ~ an c\) läßt die 
Ganzes fest ==>-. ~~ bleibt fest„ 

I'li tte M E. 'IieN 

Ebenen durch 
• 

M als 

~ ~,T~ ist die euklid. Inversion am 

Kehlkreis von cp und stimmt mit dem 
N 

t==>==M=_ ~,,,'!:!!?,,,;, c; -Bild von p 1 :ir~" überein. =? ~\ ~rt ist 
also eine MÖBIUS-Transf. (und daher 
sicher eine LIE-Transf. y ) • 

Damit läßt sich nun eine MÖBIUS-Geometrie in dreidimensionalen 
pseudoeuklid. Raum lfre. analog zur M-Geometrie in arf 

konstruieren: 
Alle Ebenen des konform abgeschlossenen Raumes ii:,~ ent
halten die Spitze U des uneigentlichen Kegels fu und 
werden dann zusammen mit den c-Kugeln und den c-Kegeln als 

•• N ,r il MOBIUS-c-Kugeln aufgefaßt". 1fe ist eine Ebene aus l!pe l.J I lJ , 

also inzidiert ~~ mit U. ~ Das zyklographische 
Bild von ru ist genau dieser Punkt U. 
Analog zu früher gilt: Jede M-Abbildung im J;! ist 
endliches Produkt von Inversionen an c-Kugeln. 
Umkehrung (ohne Beweis): Jede LIE-Abb. v ist zyklograph. 
Bild einer MÖBIUS-Transf. im konform abgeschlossenen 
pseudo<~uklid. Raum., (Zum Beweis ist ein "Fortsetzungssa.tz" 
erforderlich). 

Ergebnis: Das zyklogr. Bild der MÖBIUS-Gruppe des konform 
abgeschl. pseudoeuklid. Raumes ist die Gruppe der LIE-Trans
formationen. 

-r M Diese I'1ÖBI1JS-Gruppe ist zehngliedrig und wird mit M_,0 ( bp12 ) 

bezeichnet. 
·==} LIE-Gruppe .-..> M1o ( 1f /! ) . 

Analog zur Übertragung der M-Gruppe M (5r.M) & e 

morphismengruppe einer 2-Sphäre 
Proj'ektion soll nun die 1'1-Gruppe 

S2 mittels 
M_,0 ( lfp~ ) 

auf die Auto
einer steregraph. 
auf die Auto-

morphismengruppe einer Hyperquadrik S3 im vierdimensionalen 
euklid. Raum Elt übertragen werden. 

Beh. : S~ ist ringartig; 
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denn: Bei der stereographischen Proj. 
werden einschalige c-Kugeln cp auf 

-1 1r M 3 
6: llpe - S aus 

die Schnittquadrik 
ZeS3 

1'1~ von S3 mit dem dreidim. Verbindungsraum [ <\) Z] 
-1 abgebildet. ö ist als Zentralprojektion geradentreu ➔ 

1'1~ ist ringartig ~ S3 trägt reelle Erzeugenden, ist also 
eine ringartige Hyperquadrik im E4. 

;x~r• 

~p~/ 

_____ fi_!p
11
_e _J/ 

> Der Schni t·t von S3 mit dem dreidim. 
Tangentialraum T3 in Z ist ein 
quadratischer Kegel Nf. 
Die stereographische Proj. o einge
schränkt auf S3\Nf ist eine Bijektion 
auf ~oe .• Jede Erzeugende von. Ni hat 
einen einzigen Bildpunkt ~ Bijelttion 
ist gestört. 

==>-- FESTSETZUNG: o soll dem Tangentialschnitt N~ den un
eigentlichen Kegel ru c. fp~ zuweisen; speziell 3 ,-E-► U • 

=> ff :S 3-lf; ist bijektiv., 

Ergebnis~ Die oben e:r.•klärte stereographiscb.e Proj. o: sö_,,. lfp~ 
vermittelt einen Isomorphismus zwischen der Gruppe der 
automorphen proj. Kollineationen von S3 im E4 und der 
MÖBIUSHGruppe 1'1t1o ( lTp~ ) • 
-?" Die LIE-Gruppe der euklid. LIE-Ebene Jre.N ist isomorph 
zur zehngliedrigen proj. AutomorphismePgruppe einer ring
artigen Hyperquadrik s~ im proj. reellen vierdimensionalen 
Raum P 4(.R) • 

Faßt man S3 auf als (reguläre) Schnittvarietät im fünf
dimensionalen proj. Raum P~ einer Hyperquadrik M4 mit einer 
nicht tangentialen Hyperebene P~ , dann gestattet die Auto
morphismengruppe von S~ auch. eine liniengeometrische Deutung; 
und zwar gilt unter Benützung der (bijektiven) KLEINsehen 
Abbildung ~ der Geraden des proj. Raumes P" auf die Punkte 

von 1'1~ ( "KLEIN sehe Hyperquadrik." c. P 5 ) als Übertragungsprinzip: 
Das ~\-Bild der Geraden eines Gewindes c.PZ> ist eine reguläre 

ringartige dreicl:imensionale Quadrik 11~ auf M~ .. ( I1i =M~AP4 ) .. 

Das ~ •-Bild einer proj. Kollineation oder Korrelation ist eln 

proj „ Automorphismus von 11~., =--=~ Die Automorphismen von S 3cHJ; 

können als spezielle Au·tomorphismen der MtcP5 angesprochen 
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Horden, nämlich solche, die auch die von S~ aufgespannte 

Hyperebcne P'1-c P5 als Ganzes festlasseno Vermöge ~-1 gehören 

i~U diesem .l\:utomorph:Lsmen genau jene proj. Kollineationen 

urnl Korrelationen im Linienraum des P=> , welcho ein Gewinde 

als Ganzes f'estlassen. Die Menge dieser Koll„ und Korr. 

bildet hinsichtlich der Produktbildung eine zehngliodrige 

Untergruppe der (fünfzehngliedrigen) proj. Gruppe PGL(L~,IR), 

clic sogenannte 11 symplektische Gruppe 11 PGSp(t~,R) • 

E G • ,r,-N ,-....) LI - ruppe in ~•e. M/io (lf f~1 ) PGSp ( L.J. ,:R) , 

Satz 31: ]'aßt man die Punkte, die Geraden und die euklid. 
r.-..;::;;.z-,.;::.;x-~ 

Kreise zu einem neuen Kreisbegriff zusammen, so muß man die 

eu.~lid. Ebene konform abschließen, die Geraden und Kxeise 

orientieren und die Berül1rung durch gleichsinnige Beriih"t'ung 

ersetzen, um die Eigenschaften der illi.nJ.ichkeitsgeometrie 

möglichst zu erhalten. 

Die LIE-Gruppe ist isomorph zur zehngliedrigen I'1ÖBrUS-Gruppe 

des konform abgeschlossenen pseudoeuldid. Raumes und 

isomorph zur s;ymplektischen Gruppe des dreidimensionalen 

proj. Haumeso 

Bemerkung a): LAGUERRE-Geometrie im dreidim. pseudoeulclid. 

Raum 1Tpe : 

Man faßt die Punkte und c-Kugeln zu einem neuen c-Kugelbegriff 

zusarr,_,"Ilen„ Dann j ein Übertragungsprinzip des pseudoeuklid. 

LAGUERI?.E.-Raumes auf einen clreidimensionalen Kegel Ni , 
welcher seinerseits mittels der KLEDfachen Abbildung auf ein 

Gebüsch im Geraden.raum des P3 übertragen werden kann„ 

~ Die LAGUERRE-Gruppe des lfre ist isomorph zur elfgliedrigen 

Automorphismengruppe eines Gebüsches im P 3 • 

Bemerkung b)J LIE-Geometrie im lfre : 
Analog zu früher gilt: LIE-Geometrie im TI"re mit geeignetem 

Abschluß ist MÖBIUS-Geometrie im vierdimensionalen Raum pl1 

mit geeignetem Abschluß„ 

Diese M-Goometrie im P~ ist vermöge einer stereograph„ 

Projektion idcntj_,1::ch mit der Geometrie auf einer Hyperqua.drik 

1 

1 
1 ,; 
f 
t' 

1 
f. 

f 
l • 
1 
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T1~ c. P 5 , also mittels der KLEINsehen Abbildung i„w. identisch 
mit der proj. Geometrie im Geradenx·aum des -J?3 • 

-~ Die LIE-Gruppe im lfre (nach geeignetem Abschluß) ist .. 
isomorph zur fünfzehngliedrigen proj. Gruppe :Lm Geradenraum 
des P.6 „ 

Hiemit ist eine bijektive Abbildung der Geraden g auf 
(orientierte) c-Kugeln möglich (LIEsche Geraden-Kugel
Transformation„ Bei LIE ist diese Abbildung zwischen Geraden 
aus Eö((D) auf euklid. Kugeln aus E3 (C) beschrieben). 




