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1 • LINEARE ABBILDUNGEN 
=== =================== 

1.1 Grundbegriffe 

1. 1. 1 Sind M und N zwei Mengen und R 1: Mx N eine Teilmenge des 

kartesischen Produkts /v1 )( N , so heißt ein Tripel Cf= (M1 NJ R) 

eine Abbildung (Funktion)~ der Urmenge (Quellmenge) Min die 

Zielmenge N, wenn aus ( .x.J ::;1 ) €- P-. ,,. ( x J Y.z..) E- R. stets y., = Y.a.. folgt. 

Wir schreiben q: M-N, :i< (=-/11) i-c-y = x'! (~NJund nennen y das Bild

element von x_und x ein Urelement von y. 

Die Menge ID'!cM aller Elemente Y. €- /\1 , für die x 'f E-N definiert 

ist, heißt die Definitionsmenge von 'f und M\!Do/ heißt die Aus

nahmemenge A~ von Cf • Eine Abbildung Cf: fvt_,.N heißt global ( eine 

Abbildung Y.Qr1 M), wenn /D'f =-M gilt. Ist Cf für kein Element von M 

definiert, also ID'f =ß c M , so heißt r =M-N eine leere Abbildung. 

Für eine Teilmenge M„c/11 von M heißt M,,,'f:=[yE-N/y=xc,/\xe-/11-,}cN 

die Bildmenge 1 von /\11 unter t.t und Cf/ M,, : M., ..._ N mit ;;t. ,.__.,x 'f für 

:u,M„ die Einschränkung von (:f auf N,, • ·Für 11„n ID<f=ß ist 'f/1'1.,: M.,--N 

eine leere Abbildung. 

Die Menge im 'f: = !D<rCf c N heißt die Bildmenge von o/: M-N. 

Eine Abbildung Cf: l'-1..-N heißt surjektiv (eine Abbildung auf N) , 

wenn im 'f' == A/ gilt. 

Für y Go im 'f c N heißt (-yrj"): = [ :,( G !D~ / X'f= :;t G N )cMdie Faser 

Y2!!_Yi genau die Elemente einer Faser haben dasselbe Bildelement. 

Eine Abbildung o/: /vf_. N heißt injektiv, wenn jede Faser aus 

genau einem Element besteht, also aus ~.,) x.t. '=' /Der mit ~-< 4: -X'.t. stets 

:x~ 'f -4= ~ Cf folgt. 

Eine globale, injektive und· surjektive Abbildung 'f :M..-iV heißt 

eine Bijektion von M auf N. Zwei Mengen heißen gleichmächtig (IM!= f t--./ /) J 

wenn eine Bijektion q,.: M-N existiert. Ist Meine nichtleere 

Menge und existiert eine natürliche Zahl n., r:-11\I mit //v/ I= I { --1; 2~. • •; n.,,} /; 
so schreiben wir / M / = n, (endliche Menge aus n Elementen) und 

sonst / M /=-oo (unendliche Menge); für M=P gilt /M/ =O. 

1Da die Abbildung ~ nur für ·Elemente von Mund nicht für Teilmengen 
von M definiert ist, müßte streng genommen anstelleM„q eine andere 
Schreibweise, etwa M„r~ verwendet werden. Wir benützen, wie üblich, 
dasselbe Symbol, doch muß für .xe- !D<f dann zwischen .:,UflfN und [x}Cfc IV 
unterschieden werden; für ,x e- M \ a,9' ist .X'f nicht definiert und 
[.x}'f=BcN • 
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Sind M,N,vv' Mengen und 'f: M-,,..NJ 'f-':N ...... W'Abbildungen, so heißt 

die Abbildung {fff/: M--W mit x (G /\-1 J k=-- :x'Cf</': =- (xo/ J-r (5 W) die 

Zusammensetzung2 von Cf und 'f' ; die Zusammensetzung ist für imCf' n '/!)i-'=U 

eine leere Abbildung. Die Zusammensetzung von Abbildungen ist 

assoziativ,aber nicht notwendig kommutativ. Zu jeder injektiven 

Abbildung '1': M--N existiert die inverse Abbildung cj-f: N-1:? M mit 

<fcf-1== ,d~ und f' 'J' = t'cl./,,,'f • 

Wir diskutieren diese Begriffe anhand der Projektion: 

M: projektiv abgeschlossener Anschauungsraum 

Nc/vf: projektiv abgeschlossene Bildebene 

c:M-N••• Projektion mit dem Augpunkt Z f N. 

Ausnahmemenge Ac= IZt =t> c ist nicht global. 

xr~~)f-t>AC==: X';. Z,{ruV 

1 ) 

, Definitionsmenge 1Dc = M \ {Z} 
.· 'Bildmenge im c = /\l =P" c ist surjektiv·. 

xc€-N: (Xcc-")=ZXC\{Z/-=-Jede Faser ist eine im 
Augpunkt Z punktierte projizierende Gerade=> c 
ist nicht injektiv. 

X 

1.1.23 Sind {f,l. (A, 13) •. . ) eine Menge, deren Elemente Punkte heißen 

und GJ(a,b, ••• ) eine Menge von Teilmengen aus ?J, deren 

Elemente Geraden heißen, so ist das Paar 1T = ( f1.) q.) ein projektiver 

Raum, wenn gilt: 

(PR 1) zu A :,Be:PJ A-::i::Bexistiert genau eine Gerade a 1::C:f mit A f:cl. A BG2. 

(Verbindungsgerade a=AB). 

(PR 2) zu jede~ D~eieck f A,B,CJ und jeder Geraden 
g E- q. mit g = R S ,.. R -=- A C \ { A) c J A S G B C \ { G )c J 
existiert ein Punkt T.;;.ABmit TE=-<]. 

(Planaritätsaxiom) 

(PR 3} F~a~q;ist f a 1 ~ 3 • 

2verwendet man wie in der Analysis anstelle von~~ die Schreibweise 
c.y(:;.), so wird die Zusammensetzung 'f'oo/ mit -focy(x)=-t,,(q,(,.J) ge
schrieben. In der Geometrie haben sich die Schreibweisen X'f oder x'f 
weitgehend durchgesetzt. 

3Aussagen über projektive Geometrie können in H.BRAUNER, Geometrie 
projektiver Räume I und II (zitiert mit I,II) nachgelesen -v.rerden. 
Grundlegende Begriffsbildungen werden in diesem Skriptum wiederholt; 
Definitionen und Sätze sind nur dann durch Nummern hervorgehoben, 
wenn sie in der Vorlesung über projektive Geometrie nicht vorkommen. 
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Beispiele sind <ler leere projektive Raum (fai,<i), einpunktige 

projektive Räume ({Af,<i), eingeradige projektive Räume['/?,[,?}] 
mit /~ /~3 , die projektiv abgeschlossene Anschauungsebene '!Ge und 

der projektiv abgeschlossene Anschauungsraum JG~ (I;~~~). 

E.ine Teilmenge '12" c ,2 heißt ein Unterraum von 7T ( '711 q ) , wenn 

für A,B G 'P-1 mit A ::/= B stets AB c ??-1 gilt. Dann ist 7f {,;J,d: = (f)., J {t := 

:={9 e-q /9c.Jl-1])ein projektiver Raum. Wir bezeichnen mit u 7T di~ Menge 
aller Unterräume von '1T ; ein von f2.. verschiedener Unterraum heißt 

echter Unterraum. 

Sind -p,,, '?x2.. c. -;p. zwei Unterräume, so sind der Schnitt (Durch

schnitt) f{/1 /"'I 'P:z. mit 

< 1 > 9<., /) 91:z. := f Pt:: ;p I PE, ;p,, ,,... P ~ ?!li } 

und die Verbindung f<,-1 v :P-ZJ mit 

(2) :Jl~vff=_efv ~ :-= ~; 

r'< V f;_ : : [ 'P ~ # I p G /1„ u ~ od,,. p 6- u 1{ 4 -R, 1?, e-17-u '1l G ~ J 1:, ::1:: ~ } • 

Unterräume von 1f : Di~ Verbindung -;/(1 v P2- stimmt mit der Verbindungs-
hülle [ 11,, LJ P2.J der Vereinigung r„ u p.t, über- ,,,., 

ein, also mit dem Durchschnitt aller Unterräume 

von 7f" , die ~ u~ enthalten (I,94). Das 

Schneiden und das Verbinden von Unt~rräumen 

ist kommutativ und assoziativ 

(I,86,94). weiters gelten dieAustauschregel4 (I,88) 
p 

( 3 ) P_, Q ~ 1( , q21 C :p mlf Q (; { p} V ?},, ,) c) cf :f?.t =t> p G { Q j V ~ 

und die Dedekindsche Regel (I,98): 

( 4) fl_,, '1l1. ) P-:, G U ll yn,' t ~ C ~3 =Po ;;p, V ( q},<, /l #3 ) = ( cß y :P.:. ) r', 12?; • 

Zw~i Unterräume f-r, p„ r:a, 7T heißen komplementär in 7r , wenn ~,,,, ji,, ==P; 
1/-1 v p,, = :P gilt. Ein zu einem Punkt komplementärer Unterraum heißt 

eine Hyperebene; wir bezeichnen Hyperebenen mit kleinen griechischen 

Buchstaben und die Menge aller Hyperebene~ von ff mit 5. zwei 

4rn der projektiven Geometrie wird in der Schreibweise nicht zwischen 
dem Punkt P e- :f2 und dem einelementigen Unterraum f'P J c -:P unter
schieden (I,86), was jetzt nicht zweckmäßig ist. Da das Schneiden 
und Verbinden für Unterräume, also für Teilmengen von fl erklärt 
ist, müssen wir jetzt ['P} /') 1fl., . und f P} v JJ„ anstelle von P11 :p„ 
und PvP-1 schreiben. Für die Verbindungsgerade zweier ver
schiedener Punkte P ,Q gilt dann PQ= [ P} vfa}c/?. Wir werden auch [Pl 
einen Punkt nennen. 
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Unterräume von ff mit leerem Schnitt heißen windschiefe Unterräume. 

Eine Punktmenge f Pi· ;: :f2 { 1· c- J J heißt unabhängig, wenn 

keiner ihrer Punkte in der Verbindungshülle der restlichen Punkte 

liegt. Eine unabhängige Punktmenge ;t;. c $l heißt eine Basis von 7f , 
wenn ?,l- ;,= [J;-1_ ist. Je zwei Basen von 7T sind gleichmächtig (I ,89). 

Ein projektiver Raum 7f heißt n-dimensional ( r,, 1: IN u {-1.i O} ) ; 
wenn er eine Basis aus n+1 Punkten besitzt; existiert keine 

endliche Basis, so heißt 7T unendlichdimensional. Wir schreiben 

dim 7r- ,,, bzw. dim ll= oc • Ein leerer bzw. einpunktiger bzw. ein

geradiger projektiver Raum hat die Dimension -1 bzw. O bzw. 1, eine 

projektive Ebene hat die Dimension 2 (I,92), sodaß, jedes Dreieck 

(drei nichtkollineare Punkte) eine Basis einer projektiven Ebene 

ist; weiter gilt dim ~R = 3 (I,122), und in ~R. ist jedes 

Tetraeder (vier nicht komplanare Punkte) eine Basis. 

Sind 

Raumes 

(5) 

f)-1 und% Unterräume eines endlichdimensionalen projektiven 

Jr=(cfl,vj), so gilt der Dimensionssatz (I,100): 

c/tm 7T ($)., ) + c/Jin 7T ( ~ ) = c)'m 7T ( f/}., /1 ?-7.t. ) + ckm 7{ { cf'. V Ilz J „ 

Für dim ll= n ...c 0o ~rgibt sich aus dem Dimensionssatz: 

1 . Ein Unterraum ~ ist genau _dann zu einem Unterraum ?7-, mit dim 7( (??, )= i 
.komplementär, wenn '(/2,,. und f,, windschief sind und dim7T(-P,, )..;. n-1- 1 

gilt. 

2. Die Hyperebenen sind genau die (n-1)-dimensionalen Unterräume. 

3. Ist cf1 ein Unterraum und aJ eine Hyperebene mitffe~ctw, so ist 

[fo 11 t,I.) eine Hyperebene des projektiven Raumes 7( ({Jl.,); insbesondere 

schneidet jede Gerade eine Hyperebene, in der sie nicht liegt, in 
genau einem Punkt. 

Die Aussage 3 gilt auch für dim Tt=oo (I,99). 

Ist ;t;. eine Basis und cv eine Hyperebene von l{ mit ~ /1 w -=~ 

so heißt (-Gj w) eine Fundamentalfigur von 7T • In einem n-dimensionalen 

projektiven Raum mit 1~ n ~.- ist die Angabe einer Fundamentalfigur 

äquivalent der Angabe einer Fundamentalmenge; dies sind n+2 Punkte, 

von denen je n+1 eine Basis bilden (I,153). Die Abb. veranschaulicht 

diese Aussage für n=2 und n=3; dabei ist ~ = [ AoJ .• •.1 An f eine Basis 

und [ A,:=Ao„ f;.== AoA,j /) w c;·='0 .. ,,n J) p„ (l ~- tnif<{,:={A-i-Jv{f;j v ... vf'!J_.,J v{~J.-fjv ... v{P,,]f-bf 
eine Fundamentalfigur. :,- 1 

• 
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p'3 

F?, =Ao A1 

1.1.3 Sind 7T= (fl, qJ) und 1r' .... (1/: <4,' )zwei projektive Räume, so 

heißt eine Abbildung k- ; $}-- p 1 
eine Kollineation, wenn 

gilt: 

(K1) x.. ist eine Bijektion, 

(K2) kollineare Punkte gehen in kollineare Punkte über, 

(K3) nicht kollineare Punkte gehen in nicht kollineare Punkte über. 

Zwei projektive Räume 7() 1T1 
heißen genau dann isomorph, wenn 

eine Kollineation X.: $l-- pll existiert. Eine Kollineation führt 

Unterräume in Unterräume über und ist mit Verbinden und Schneiden 

verträglich (I,113). Komplementäre Unterräume gehen in komplemen

täre Unterräume und daher Hyperebenen in Hyperebenen über. 

Eine Kollineation führt eine Basis bzw. Fundamentalfigur von 7f 
in eine Basis bzw. Fundamentalfigur von ll1 über; isomorphe pro-

jektive Räume haben gleiche Dimension n. tf- IN u {--i; Oi 00 J • Gilt 

dim 7[ =dim 7T 1 < oo und erfüllt eine Abbildung k : f- ?< J die Eigen

schaften (K1) und (K2), so ist sie eine Kollineation (I,115). Für 

dim 7f =dim 7T J,., 1 ist jede Bijektion k: ~--f7Jeine Kollineation. 

Sind (A,B) und (C,D) zwei Punktepaare einer Geraden eines 

mindestens zweidimensionalen projektiven Raumes 7T, so heißt (C,D) 

harmonisch zu (A,B)-H(A,B;C,D)-, wenn ein Viereck 4 

{1,2,3,4} so existiert, daß A und B zwei ver

schiedene Diagonalpunkte sind und C und D je 

auf einer der beiden Gegengeraden durch den 

dritten Diagonalpunkt liegen4 (I,35). Jede 
A B D 

4
Ein Viereck ist eine Fundamentalmenge einer projektiven Ebene. Je 
zwei Geraden, die zusammen alle Viereckpunkte enthalten, heißen 
Gegengeraden und die drei Schnittpunkte von je zwei Gegengeraden 
heißen Diagonalpunkte des Vierecks. 
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Kollineation führt harmonische Paare in harmonische Paare über. 

Alle Kollineationen eines projektiven Raumes 7T auf sich bilden 

seine Kollineationsgruppe PTL (ff) • Für dim 7T > 1 heißt eine 

Kollineation k <= Pr L { 11) perspekti ve Kollineation, wenn es eine 

Hy;Perebene CX/ (Achse von J,<.. } gibt mit )(/ex.= t'ol°' • Jede nichttriviale 

perspektive Kollineation besitzt genau eine Achse und genau ein 

Zentrum Z~fl , das mit zugeordneten Punkten X,X.J(. stets kollinear 

ist. Für Z t,t Cl bzw. Z e- c<. heißt k. eine Homologie bzw. eine 

Elation; die Identität ,d.~ ist eine perspektive Kollineation zu 

beliebigem Zentrum und beliebiger Achse. Alle perspektiven 

Kollineationen zu festem Zentrum z und fester Achse 0( (C~a)-Kollinea
tionen) bilden die Gruppe P~ L (Z, Cl) c P1"L (TT) ( I, 126) . 

Ist ( $ j w) eine Fundamentalfigur von "1T und Jr. e-PrL (!!) eine 

Kollineation, welche die Punkte von..&- als Fixpunkte besitzt, w k. = w 
leistet, und deren Einschränkung auf die Verbindungsgerade zweier 

Punkte von kt die Identität ist, so gilt J.t.= ,'d1<. (I,155). 

Als Beweishilfsmittel benötigen wir (vgl.die analoge Aussage in I,127) 

Satz 1. 1. 1: Ist J(,: 4J-1/J eine Kollineation von 7f auf "/1 J und <r'G PrL (11) 

eine (ZJ ex,) -Kollineation in 7T mit p1-:,,- P , so ist Ji."'cr k €--

G P1L{ll:kine {ZJ(J ax) -Kollineation in 71) mit PKI-P-PI<, 

Beweis. Für X f-. <x.. gilt {Xx.);i,r(f'IC = %0--;c = f'4 , sodaß )(,..(0--/f 

eine perspekti ve Kollineation in 7!' mit der Achse CC .ll. ist; 

weiter gilt PJ(1-o-PJ<.{f!--fo-u) ... Po-1c=P"· Da stets X';Xo;Z kollinear sind, 

folgt l'x=: Y1
1 .x'O-){=✓~~X.1 Zrrx.=ZJ<. kollinear für alle Y 1t:-,j<I. • 

□ 

1.1.4 Ist 1[I ein Rechtsvektorraum über einem (nicht notwendig 

kommutativen} Körper Kund u-1'/I): ={eck/ c.et:- ~ \ {v}} bzw. 

utJrfl:=- {<ek+ rf k / t'; 1") €- l'.I; [ce1 ¾} J l.u..J die Menge seiner eindimen-

sionalen bzw. zweidimensionalen Unterräume, so ist TT(V )= {u .. "' 'J{), aJ. 'hJ) 

ein projektiver Raum, falls jeder zweidimensionale Unterraum als 

Menge seiner eindimensionalen Unterräume aufgefaßt wird (II,1), 

Weiter gilt dim Tr(1{})=7J/m'J/}-ffür 1J,mJ./)<co (II,3). Ist a1_n+-t der 

(nt1) -dimensionale Rechtsvektorraum der (nt 1) -T·~pel (a~) a-1, ... ) an) 

von Elementen aus K , so heißt der projektive Raum 7T ( :11. n.-t )der 

n-dimensionale arithmetische projektive Raum über dem Körper K; seine 

Punkte sind die "homogenen" nicht trivialen (n+1 )-T·t.t.pel (äo 1 a.,1 ... .,a,,)K. 
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Sind 7T (V) , T( '(V') projektive Räume über Rechtsvektorräumen 7/J 
zum Körper K und ?/) J zum Körper K ' mit dim 7f (11} J, dim "/T"' (J(} 1 J ~ .t , so 

ist eine Abbildung µ: a..1 '}f}-,,,.t.t'J/} 1 genau dann eine Kollineation, wenn 

ein f -Vektorraumisomorphismus5 f: 1/)-1:>]JJ existiert mit (rk)k=(ctlJk_; 
(II; lo ). 
1. 1. 5 Ist 7T.. ( f, CIJ) ein nichtleerer ,projektiver · Raum und eo c ?l 

O 0 

a eine Hypere~ene von 7T , s„o heißt das Paar (;J;l; c:J) mit 

!):= ~ \ w ; G}== { 9: = 9 r1 'ef}. / 9 G GJ ] 9 <t cv j 

ein affiner Raum6 ft; wir schreiben auch ff-= 7T \ lU • Nach Aus-
<> 

zeichnung der Fernhyperebene w in Tr heißen die Punkte von iJ bzw. 

von(,() eigentliche Punkte bzw. Fernpunkte. Eine nichtleere Teil-
"' 0 

menge~~ von ;p. heißt ein affiner Unterraum, wenn sie aus den 

eigentlichen Punkten 'f{., \ ('P, ,,, w) eines Unterraumes ql,, von 7{ be-
<> 

steht, und rfl
1 

t1 w heißt der Fernraum des affinen Unterraumes ~ ; 

ist oc., eine von w verschiedene Hyperebene. von 7T , so heißt c{;=C\' \(c(l)w) 
0 0 ... 

eine affine Hyperebene. Zwei affine Unterräume ;µ ) ~ von 7T 
heißen parallele Unterr&ume ( p„ II f/:z..) , wenn ~/lW c ~/1 w oder 

~11 w :> % /) w gilt. 

Ist Jl : cf!-,;;,, ;1 1 eine Kollineation eines projektiven Raumes 1T=={J</ 1
' 

auf einen projektiven Raum 7T)= Cf<~ 0;Jund UJ c fl eine Hyperebene, 

so ist a.J J<. , :P 1 nach 1 • 1 • 3 eine Hyperebene von Tr '; die Abbildung 

Ji ! r, \ cu -c;:, f '\ wJl mit f 1-t := X ;c für X e-p \ c.u des affinen Raumes ff= 7f \ w 

auf den affinen Raum 7r' = 7T 1 
\ w Jl heißt eine Affinität und k. ihre 

"' 
projektive Fortsetzung. Alle Affinitäten von 7T bilden die Affinitäts-

gruppe A rL (ff) von ft. Eine Affinität 4 <FA 1/_ {ff) heißt eine 

perspektive Affinität, wenn ihre projektive Fortsetzung JC. eine 

perspektive Kollineation ist. Ist die projektive Fortsetzung X. 

einer perspektiven Affinität .JL eine (Z;w) -Homologie bzw. eine 

(z,cv)-Elation mit der Fernhyperebene e,u als Achse, so heißt x eine 
0 

Streckung zum Zentrum Z e r . bzw. eine Translation in Richtung Z e?-CO 

5ist f: K--K' eine Bijektion, so heißt eine Bijektion f: 1()-,,.. V I ein 
f-Vektorraumisomorphismus, wenn gilt . ß V /( 

{<.1e.+C-Jf=; ocf+- C-f , [ucaJf= {'a:.f )(af J vt'/ ,,...e .) c:]e- • 

Die Bijektion f: /"''-X. 1 ist dann ein Körperisomorphismus. 
6 In II,75 wird ein affiner Raum axiomatisch definiert und in II,78 
zeigt, daß aus einem projektiven Raum auf obige Weise ein affiner 
Raum entsteht. 

ge-
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1.2 Projektionen und Perspektivitäten 

1.2.1 Wir verallgemeinern die in 1.1.1 als Beispiel vorgeführte 

Projektion. 
, -

Satz 1. 2 .1 :tst 2. c ?2 ein echter Unterraum eines projektiven Raumes 1T= (-;J.,; C//) 
mit dim T{ ":!?-.t und ~ c:::: :P ein zu 2 komplementärer Unter- _ 

/}-, 

raum in 7T , so ist für alle Punkte X ~ ;p \ :E. der Unterraum ( { X J v 2) l'1 "r:.., 
einpunktig. 

Beweis 1. Für ~=ß ist f7-,='fl. und ([XJ v}.°)rJ?,l-1= {X]. 

Für 2 '4= .t? existieren wegen E =f= 'fl , also ?2,,--=f= ß, und 2r1 ~ =~ 

2v~='/).zu jedem Punkt X~fl\?.. zwei verschieden~ Punkte .5'€-> und 

Xe~ mit X<=-SX ._oamit gilt Xe ({Xfv 7 )/"J ~ • Die Gerade 5X 
trifft den Unterraum :P-1 nur in X wegen S 4- -p,, • 
Trifft [ X] V~ dagegen ?J„ noch in einem Punkt xi sx, 
so schneidet X Xi den Unterraum .:E nach Definition 

der Verbindung [ X J v .2 in einem Punkt R. 
und nach (PR 2) existiert ein Punkt T mit TeXX'c~ 

- I 

und TE RSc2_Jwas Ll"I ~=ßwiderspricht. O 

Dieser Satz ermöglicht 

Def .1. 2 .1: Ist 2:. c Jl ein echter Unterraum eines projektiven Raumes 

J/ = (-Pi CJ) mit dim 7T '?;::. ~ und :P,, cf ein ~u 2: komplementärer 

Unterraum in 7T , so heißt die Abbildung +-: P-P- f¼, mit X (6 ?? \z) 1-r,;;-✓'<t= :) 
anof. {X J = ( {X} v :l.) r1 ?'J„ die Projektion aus 7f mit dem Zentr~ Z. 

auf den Unterraum f~ und X der Riß von X. 

Für 2 = ß ist f" = /d. -:p , also eine Bijektion; fü~ 2.. ,+ ff ist --1-' _ 

nicht global mit der Ausnahmemenge A+=2 . Wegen~/~=,'d/3., ,·st /rny--,=:P,_1 
also 'f' surjektiv. Jede Faser (Xr-1)=((i}vZ)\2; X=-~ ist ein längs 

des Zentrums L aufgeschnittener projizierender Unterraum, so daß f,-

für ,2:::p,@'nicht injektiv ist. Weiters ist~ idempotent, d.h. es 

gilt t 't' == t ; dies folgt aus 'f [ -;p,, = /d:µ,,, 

Nach Voraussetzung gilt 2 =I= q;:; • Ist "Y" eine Hyperebene, so ist 8/l-r 
ein PunktÄund alle Punkte, die nicht inZ liegen, haben denselben 

Riß A . Ist L zu einer Geraden komplementär, was für dim 7f = n..:: = 
nach 1. 1. 2 bedeutet dim 7T (2) = n-J., , so sind die projizierenden 

Unterräume Hyperebenen, und der Riß eines Punktes XE-:/,< \,2 ist 

der Schnittpunkt der Hyperebene {X} v 2 mit der Geraden <R • 
1 Für dim 7T < oo kann der Beweis mit Hilfe des Dimensionssatzes ge
führt werden. 



- 9 -

Eine Projektion auf eine Gerade heißt eine Kotierung1 • Die 
kotierte Projektion in 77;,R ist die Kopplupg 
einer Normalprojektion auf die Grundriß
ebene Jr., mit einer Kotierung f' , bei der 
die Ferngerade von Jr., als Zentrum und die 

mit //{ u { ao J identifizierte z-Achse als 
im -y fungieren. 

Für dim Ti (f-1) = .,t und n=3 liegt 

z 

X 

~! Jx' 

die elementare Projektion aus einem 
dreidimensionalen projektiven Raum auf X1--<>(X} Xl/f = X €/Ru{=]) 

eine projektive Ebene dieses Raumes vor, bei der alle proji~ierenden 
Unterräume ein Bündel von Geraden durch den Augpunkt2 bilden. Für 
dim 7f {f'1 ) = .l und n=4 ist das Zentrum Z eine zur Bildebene wind
schiefe Gerade und die projizierenden Unterräume sind die Ebenen 

durch 2. 

Ist ,P1 eine Hyperebene, so existiert ein einpunktiges Zentrum,.?c~ 
und die projizierenden Unterräume sind die Geraden durch Z . Für 

n=4 erhält man. so die Projektion aus einem vierdimensionalen 

projektiven Raum auf einen dreidimensionalen Unterraum. 

1 .·2.2 Ist ~: $?--(> 'f11 eine Projektion mit Zentrum 2. und ~ _ein _ 
zum Zentrum komplementärer Unterraum, so ist ~ / ?/~ : n _,_ c)Z 

eine globale Abbildung. 

Def.1.2.2: Die Einschränkung einer Projektion +: d/1--,P., auf einen 
' -

zum Zentrum v~n 'f 
spektivität f' / f~ : f)/l..- ~-

komplementären Unterraum1heißt Per-
lJ. -

Dann gilt: 

Satz 1.2.2: Die Perspektivität y / cf':z,: o/2,--P-, ist eine Kollineation 
des projektiven Raumes 7T (-p,.J auf den projektiven Raum 7T{f!,). 

Beweis. Wegen c/l1 /1Z=f1J'l_!.=Pist y/?i.z.. nach 1.2.1 eine Bijektion, 
so daß für X1 Y f- cf;_ mit X ::I= Y folgt Yt=: X::1:-Yy=-: Y. 

Für die Punkte 2G-XY gilt (XY)r=[({Z]vL)t1:P,/Zr::-XY}. Nach 1.1.2,(2) 
ist {[Z5v!.(Ze-XYJ = {x_j v {Y}v2.= {X}v{{Y}'!.._Z), da Verbinden assoziativ 

ist. Wegen ([Y}v2.)11{/J-1={YJ und 'f=t=X 6 :/l--, folgtXt{Y}vX ; 

1Diese B~zeichnung wird in 1.4.2 motiviert. 
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mit fXJ e- {Xlv({Y}v2) liefert 1.1.2,(3) dann {X}~{{Y}v:i.)::;_{XJv({Y}v'i.). 
Mit [ X J < '?/,, ~rgi~t 1 ._1 • 2 , ( 4) schließlich ( { X f v ( { Y} v L. ~ ~ P1 = 
={XJv({Y}v~)l),:P_,)=[X}v{YJ, so daß insgesamt gilt{x_Y)+=_!Y. 

Damit erhält t f ?Z/ kollineare Lage und r f X Y: XY-t>X Y ist surjektiv 

Ist2 [x, y ,z J ein Dreieck in (//2 und gilt Z~= = Z EX Y , so 

existiert ein Punkt P 6 X Y mit Py=Z, da t" /XY surjektiv ist. _ 

Aus P+ = Z + J P:1: z folgt~in Widerspruch zur Bijektivität von y-,/~ . O 

Für dim 7T (ffl,, ) = dim 7T (c/l,,') =1 ist die Bezeichnung !erspek~i vi tät 

aus der projektiven Geometrie geläufig (I,142) und +/4?2 ist als 

Bijektion dann auch eine Kollineation. Für -;p_, /1 112. -=i=P sind genau 

die Punkte von ~ /l 1?_2. Fixpunkte der Perspektivität
3 

--f /42, 1 
• Die 

Umkehrung (f /q:'
2
)-1 ; ~ -p Pa. einer Perspektivität ist eine Per

spektivität, nämlich die Einschränkun1,_ auf 'll-1 der Projektion aus 7T 
mit dem Zentrum 2 und dem Bildraum ~ • 

Da isomorphe projektive Räume im Sinne der projektiven Geometrie 

nicht wesentlich verschieden sind, ist es bei einer Projektion 

gleichgültig,_welchen zum Zentrum-2 komplementären Unterraum man 

als Bildraum~ wählt. Eine Projektion ist daher im wesentlichen 

durch ihre Fasern festgelegt. 

2Für dim Tr ~ oo ist nach 1 .1. 3 der letzte Beweisschritt wegen 
dim Ir(a?,,) =dim 1T(1fl/) entbehrlich. _ 

3sind tfl-f und ql„ lverschiedene Hyperebenen, so ist die Me,Dge 'fl,,,,., ¾ der 
Fixpunkte eine Hyperebene des projektiven Raumes 7r(~). In diesem 
Fall wird gelegentlich die Perspektivität eine perspektive_ 
Kollineation der Hyperebene ~L auf die andere Hyperebene ~ genannt. 
In der modernen Literatur über projektive Geometrie ist eine per
spektive Kollineation aber stets eine Autokollineation eines pro
jektiven Raumes mit einer Fixpunkthyperebene; bei einer Perspektivi
tät gehörenwede~das Zentrum noch die projizierenden Unterräume 
der Definitionsmenge an. 

Perspektivitäten treten im Elementarunterricht der Darstellenden 
Geometrie bei der Projektion ebener Figuren und bei ebenen Schnitten 
von Pyramiden und Kegeln auf. Es ist zweckmäßig, auch hier zwischen 
Perspektivität und perspektiver Kollineation zu unterscheiden. Die 
durch eine Projektion vermittelte Perspektivität wird allein durch 
Verbinden und Schneiden vervollständigt, während die Vervoll
ständigung einer perspektiven Kollineation nur möglich ist, wenn 
man auch die Eigenschaften einer Kollineation benützt. 
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1 • 2. 3 Eine Projektion 'f' : f-t>~ mit ~ndlichdimensionalem Zentrum Z 
und 2 =4=,t:Y kann stets auf ein endliches Produkt von Projektionen 

L- -

mit einpunktigen Zentren zurückgeführt werden: 

Satz 1. 2. 3: Ist [ 5
0

) _ .. 
1 
~ J eine Basis des k-dimensionalen Zentrums 2 

( 16 k.:. oo) einer Projektion 'f" : f:/:l-.. ~ und 'f'; ~ 42-1· -4?-t+-1 
die Projektion aus dem projektiven Raum7f(fj j !_Um Zentrum 5-;· auf 

die Hyperebene 'f ,,/1--1 _ von 7T ( ,qq.; J mit cfa,; ~ = c/l., v [ 51 l- v { S/,_,, } v .. · v f ~} 
(,j-=O,.,., ,k)) o/<i.-1 i = p„ J so gilt t= ~ 'f:r .•. '"r,( ~ 

Beweis. Für XE<p<\.:E. liegt X nicht im Ausnahmeraum 

von tJ t,,, .... } 'f--1.,, , und es gilt Y f,, ... 'flc (: ~"' 
wegen 'ffl,, = 1k+" = im 'hc • Außerdem gi 1 t l; G { S;J v f X;..1} 

für X-==Xf-.,···<f; (j=o, .. ,k) mit x_,:=X, 
3 

also t f [~Jv [ XJ.1 J C. { ~ J V f S1.J V { x,.,tl c ... 

• • • C { 5i_4 l V• " V [ s;,} V { X J : ~ V { X J ) 
was f XJ c ( 2 v [X})/> ff,),,• [XtJund damit Xt •~ 
ergibt. 0 

n=3,k=7 

1. 2. 4 In einem projektiven Raum Tr = (?? OJ )=(u11t>,l-l!)über einem 

Rechtsvektorraum r.J zum Körper K ist eine Teilmenge fj?.., c cf? 
genau dann ein Unterraum, wenn in der Menge u'J/) aller Untervektor-

///1 ,,,// . ?37 " !/ .., 1/JI '1/? \ .• 1' ·~/J 
räume von '7/ ein Vektorraum l/./4 existiert mityv1=if~AellV ~e...,~ z.csr=-:11c/.C-, 
Die Abbildung 6a : a J(J -.,-u 7T (r!Jmi t 1/}1 1-o ~ = ~-e/<- , die insbesondere 

{,e-} E- u V auf den leeren Unterraum von 7f abbildet, ist eine 

Bijektion (II,3). Für f/l,,= ~cf"/~= :ij/tv gilt 

;p,, ,,, 1l .2 = ( 11},, /"} n ) &u .., r, V Ilz = ( n + 1rl L tl md n + ~ : ::: { f C V ( tr= r?, + (i ) ~ ~ ;t:) fL € n. / .. 
Die Unter.::_äume cjl,,= r{•tf.- 1 P, :::J;~l'-sind genau dann kompl~ementär in 1T(JJ)1 

wenn tr ·1)-1 komplementär in V sind, also ~ /? 42, = -!_-c} und 1t~.,. 1'-1-=- J/ 
gilt (II,3). 

Zu komplementären Unterräumen 1,,J und '#~ von 'Jr/ existiert für 

jedes ce~ 1'J ein eindeutige Zerlegung4 bezüglich ~ und 11-r der 

Gestalt f = ~+ <f, mit <p.,. E #4 und ~ € ~ • Die Abbildung pr: -;yJ-1> jJ_, 
mit lt' 1-P re„ ist ein linearer Vektorraumhomornorphismus5 mit ker ;or= 14 
und heißt die Projektion aus 1t} auf -1ä, mit Zentrum ~ • 

4Aus 1/_:.:~+1/},, folgt die Ex_!stenz einer zerlegun_s:. Mit r=~+'Ct=i~;'+?/.1 
also ~-<e/ (e=c ~J = ~ - ~-/ ( (? "f),,) folgt wegen 14,() 14,- [..o} die Ein
deutigkeit. 

5Für ce = ~ + f,u ~·::: -1/;)-,.f 'V-1 und d, b 'i K_ ist ''f_a.J ,g b = (y,a-1-1rj„h)f ('1:,,:J,1. f), h) j 
da die Zerlegung bezüglich 1/)1 und 1/J„ eindeutig ist, ergibt sich 

( '{ a 4- 19 b) pr = f-, c1 -1- 1J.., b = ( ce pr) cJ ,1. ( '1rJ f'" J b • 
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Ist y; t/-c;-~ eine ~rojektion a~s 'ff(~), auf i.., tl..,A~ _mit Zen~rum „f=~'": 
so gilt mit pr ~ 1/J-P ~ dann (~l<Jt-=fce/Jr) k für lfG ,..-J\ 14 . Dies 

folgt für X= <e kt 2 = 1f1c:tl _ mit '(= 't'-1+ <f„ a~ ({x f v2)c4-f_ cek.J. 1'/.,... 
= e ... l<-1- n + r,,k und (({x} \I 2 )/) ~ Jc-Z 1

= ((Cf-, k -1- n,} + f~ k)/). 1J,. ~,.~ 

Satz 1.2.4: Ist f' die Projektion aus 7f {11ll auf ilf-~it Zentrum ~cf' und 

. f>t': 'l/J--V,, die Projektion ~us '1() auf 12, -·rni t Zentrum ~., , so 

gilt (rk ff = ( cepr J k ft:!r ce €- r;, ~ -

1.2.5 Die Menge aller Hyperebenen durch einen zu einer Geraden 

komplementären Unterraum heißt ein Büschel von Hyperebenen. 

Dann gilt (I,103): 

Faßt man die Hyperebenen eines nicht leeren projektiven Raumes 7f= (:P, vJ, 
als Punkte einer neuen Struktur auf, so ist die Menge ;p* dieser 

"neuen" Punkte und die Menge q:lf. jene::._ Teilmengen von cf~ , welche 

durch die Hyperebenen der Büschel in// bestimmt werden, der zu 7T 
duale projektive Raum yr* ... (#<* 7 Gj*). Die ~ls Punkt X*t: :Jlif benannte 

Hyperebene von TT wird mit fx* c f. bezeichnet. In T{* sind alle 

Begriffsbildungen möglich, die wir in einem projektiven Raum er-

klärt haben. Erst wenn wir eine in TT ~ spielende Aussage von 71 , 
also von einem anderen Raum aus ansehen, entsteht eine neue Aussage, 

welche die zur gegebenen Aussage duale Aussage heißt. 

Für dim ff= n < oo ist dim 7Tjf--= n-) und die k-dimensionalen 

Unterräume von TT)fmit -1 ~ f :!( n sind von 7T aus betrachtet genau 

jene Hyperebenenmengen, die aus allen Hyperebenen durch einen 

Unterraum v:on ff der Dimension n-k-1 bestehen6 (I,109,110). 

Ist alT bzw. u1T1t die Menge der Unterräume von 1T bzw. 1{*, so ist 

für dim 7T ~ oe;, die Annulatorabbildung ( I, 105 ), 

< 1 > ;l : u 1T - u lT* m/t % J.. : == { X* ef fl* / 4lxl( ::, ~} e= u 7! * 

eine Bijektion und dm l{*(~~)=/ für diml!/f'.,J:::-11.-1-1 j insbe

sondere ist ,.0,,.1,, = :/,l;f; ql .J.. =E c: -:,l~fx,?-·={Yj. Weiter gilt für dim 7T<oo 

( I, 108) : 

(2) (f1 V ~) A. : ~ A ~ ~ ;}_ J ((/),,0 ?1.i. J:J, =;;,, ;{ V ,2.2 /4 • 

6Für dim 7T=oo ist diese Aussage falsch. Die Menge aller Hyperebenen 
von ,r durch einen Unterraum ff„ von~ heißt ein Hyperebenenbündel, 
welches für dim 7T {fl.,) • 11--,t ein Hyperebenenbüschel und für f/1-, =-0' 
gleich -5,- ist. 
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Sei y*: f * -- :P,,* eine Projektion aus,7{* mit ,t, 6 dtm "ff*< eo 
-* ~ -~ zum Zentrum 2. c "ft*. Von 7T aus betrachtet ist 2- die Menge der 

Hyperebenen von 7T durch den Unterraum 2~ J--1'= : Ll c ;; von 7/ . Für 

x.j(,+2..~ gilt {X~}v2.*=f'x,lfJ.vL!,A=(1{.PLiJJ- un~ daher _ 

(3) ([X*} v2.*)/J f 1 ~= (~
11
/1.Q)J. /1 (~*;1.-1J;i /.tJ{(~~ll~)v Jt',,,.t--t)~ · 

Nach 1. 2. 1 ist daher ein projizierender Unterraum { X*} v 2,.. von 'f- -lt' 

in 7T-Jlvon 7[ aus betrachtet die Menge der Hyperebenen durch den 

Schnitt der Hyperebene fix"' mit A • Für dim 7f = d/m 7T* = n- und 

dim 7T,f ( :Z*) = : k~ {--:---f-5. k~n-"f)gil td/mlfc,f,*)=n--k"""- f nach 1 • 1 • 2 und . 

dtm 'TT{~).:::-rz-k"'- 1;;: 0 . Nennt man fx~ /1 L\ die Spur der Hyperebene 4?~ 
im Unterraum ..ö c ?,<. - nach 1.1. 2 ist die Spur flx.l(.n.tJ eine Hyper-

ebene des projektiven Raumes 7T( Ll) - und bea?htet man, daß y~ 
durch die Fasern in 7f* und damit durchdie -----------

Spuren im wesentlichen festgelegt ist, so gilt mit (2): 

Satz 1·.2.S:Eine Projektion 'f*: ~if-P~""aus dem zum projektiven Raum 7T 
mit Z ~ dim 7T < oo dualen projektiven Raum 7(~ ist 

festgelegt, wenn man jeder Hyperebene, die einen festen nicht leeren 

Unterraum . .6 cf von 'JT nicht enthält, ihre Spur in ..ö zuordnet. 

Die Ausnahmemenge A+lf- von 'f ~ besteht von 7T aus betrachtet aus 

allen Hyperebenen von 7T durch .a , und ~) €-- tt, 'lf* ist das. 
-* ~ · x~ ~ ,n ~ \/7' <J? * \ '>* · t Zentrum 2.. von ~ • Der Riß 'f- e 1'(,, von "' € r- - 1s 

von TT aus betrachtet jene Hyper ebene 1/lx*'f~ c fJ? , welche die Spur 

von f/Jx-<- in .6. mit dem Unterraum 14-K-J..-.,c 'ff verbindet. 

L* -Ist dimff*=3, dim 7f*(:z.*}=~=t?, so gilt dim7f~(r/i2,*)=./l und 

dim rr ( .L\ ) = L ; in 7r wird dann jeder Ebene, die von der Ebene L\ = 2 .X J- 1 

verschieden ist, ihre Spur in~, also eine Gerade, zugeordnet. 

Für x~ f 2. *;st({Xlf/v'2. *)\~ ""die Faser bezüglich 'f ~ I und diese 

besteht von Tr aus betrachtet aus 

allen von .6 verschiedenen Ebenen durch 

die Spur der Ebene f/JxN in L1. Eine zum 

Zentrum 2. i1'f" c- ';R~ in ff .,,..komplementäre 
- 1 

Bildebene P.,,/ ist von Tf au~ be-

trachtet ein Ebenenbündel um den nicht 

in L:. liegenden Punkt ~-K J_- 1 c P, und 

X*'f-'~€ ·qi ~ ist nach (3) von h aus 

betrachtet jene Ebene von 7T , welche n=3,k*=0 

die Spur cflx.it /J .6. mit dem Punkt ~->I' ,,J..- 1 

verbindet. 

(X. *1/-1. '? ,lw-.1. ..,..., 'f/,l-1 
~ ·, - ·"···": 

. 
~. . 

.,,, . 
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1.2.6 Wird in einem projektiven Raum 7T= (;l, q J mit dim 7r;;:.1., 

eine Fernhyperebene w ausgezeichnet, so ist in 7f zwischen 

Zentralprojektion und Parallelprojektion zu unterscheiden, je nach-

dem für das Zentrum 2. c cf2. gilt .L 4 o.J bzw. 2 c. uJ ; das 

Bild einer Punktmenge unter einer Zentralprojektion bzw. Parallel

projektio~ heißt ihr Zentralriß bzw. Parallelril. 

Satz 1.2.6: Als Bildraum einer Zentralprojektion y kann ein in 7T{w) 
PJ 

zu ~11 uJ komplementärer Unterraum~c.w gewählt werden. 
<=> 

Jede Parallelprojektion definiert eine globale Abbildung 'f-" des 
0 Q 

affinen Raumes 7T = TT \uJ auf einen affinen Unterraum von 7T , dessen 

Fernraum in 7r ( w) zu ~ c w komplementär ist. 

Beweis. (a) Aus Ji ~ ( Z/J w )=ß- folgt f:J'-=(~.,, w)/l 2""' ~ /1 2 

wegen </).,, c .....J • 
- I ~ 

Aus W1 v (2,11 w) = w folgt w :::(?11 v .E ),., w 
,--.; 

wegen ff„ cw ,,.... , ,,,_., 
und 1 . 1 . 2, ( 4) , woraus sich qx,f v 2.. -:::) w und wegen ,;µ v 2 -4= w .dann 

fp,f v 2.= :P ergibt. 
(b) Aus 2-C w in 7T komplementären 

v - -
folgt für einen zu ~ 

Unterraum f/,f notwendig f'_,~4 Cu 1 und ~ : = 'f.( \ (~/Jw) ist 

nach 1 .1. 4 ein affiner Unterraum von T{ • Für jeden Fernpunkt X t=- u.; \ 2 
gilt {X} v ~ c w , also Xy., c r.(r] w . Weiter ist 21'7 ~ ,-"'} t<.J =ff/l W=,0' 

und wegen 2cw und 1.1.2, (4) dann Zv(~/Jt-U)=(2vf,,}/'Jtu;cjS21"Jtv=~ 

Im Falle einer Zentralprojektion erfüllen also die Risse aller 

Fernpunkte stets den vollen Bildraum~, so daß W'f'= 14 gilt, im 

Falle einer Parallelprojektion ist «J"f eine Hyperebene des pro-

jektiven Raumes 7T (1l4 ) • Ist d'as Zentrum einer Zentralprojektion 

f :f-,,,,~auf qil_,, <f: cJ k-dimensional mit 1t!:l.:.·0o , so gilt 2/'14.)-f-#_/ 

nach 1.2.3 kann j' als das Produkt einer Zentralprojektion mit einem 

-Zentrum S,;; G- 2\(>/?a>) und k Parallelprojektionen mit Zentren. in den Punkten 

einer Basis [ .5;.) ... J Si} der Hyperebene 2/7 tv' von '!T{:Z.) darge-

stellt werden. 

1.3 Definition linearer Abbildungen 

.1 • 3. 1 Bei einer Projektion t' : :P -e,,-:fl,, gehen inf\A+ kollineare Punkte 

in kollineare Punkte vo~ f,f über, wobe~ aber verschiedene 

Punkte denselben Riß besitzen können. Damit erfüllt eine Projektion 
7 Für 2 - P' ist die Projektion gleich td,z • Die Identität ist wegen ß'c w 
als Parallelprojektion anzusprechen; für eine Zentralprojektion gilt 
wegen ~ q: w stets Z::l=/d • 
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die Forderung (K2) in 1 • 1. 3, für A-f + O aber nicht (K1) und (K3) . 

Unterwirft man f/1„ einer Kollineation ..r,.; f21 ---/2~ , so gilt auch 

für t ~ : t/2-t> '$?/ dann (K2) , aber nicht notwendig (K1) und (K3) • 

Def. 1.3.1: Eine Abbildung Cf: f-f 1 aus einem projektiven Raum 

7r-= (1PJ1 J in einen projektiven Raum 7T~ (-:P} lJ 1
) mit dim7{.:y2.. 

heißt eine lineare Abbildung, wenn sie als Produkt einer Projektion 

f: ~--jj,, aus 7T auf einen Unterraum ?71 von 1 mit einer Kollineation 

Jl : 1X-1-PP,,1 von 7T (f1 ) auf einem Unterraum 7T ;(fl/) von 7(1 darge-

stellt werden kann; für x~ fl\A<f heißt Yr= A't".IC.- ein linearer Riß 

von X. 

Eine lineare Abbildung Cf : fl-- ft 1 
, welche durch eine Pro-

jektion 'f: fix-~ .'aus 7T und eine Kollineation )(_: 11,,-- -p!, 1 in 

der Form Cf= -fx gegeben ist, besitzt den eindeutig bestimmten 

Ausnahmeraum ,A'f = A~ , aber verschiedene Darstellungen als 

Produkt einer Projektion aus 7L mit Zentrum 14„ und einer Kollineation des 
--., 

Bildraumes dieser Projektion auf im 'f c.pJ. Ist nämlich~: P-- 'f<, die 

Projektion mit ZE;.etr~~o/' auf einen beliebigen in 7( zu A,.. komplemen

tären,,._,ynterraum f., , so existiert nach Satz 1.2.2 eine Kollineation 

lr: c/Z-p im r mit o/::;: -:;: z . 
Jede lineare Abbildung erfüllt (K2), nicht aber notwendig (K1) 

und (K3). Durch (K2) werden aber die linearen Abbildungen nicht ge

kennzeichnet, wie folgende Gegenbeispiele zeigen: 

( 1 ) Allen Punkten Xe- f wird derselbe Bildpunkt A E f< zugeordnet. 

Da bei einer Projektion mit einpunktigem Bildraum eine Ausnahme

hyperebene existiert, ist diese globale Abb~ldung, die (K2) er

füllt, nicht linear. 

(2) '!: (f-1> f' ist eine beliebige Abbildung mit dim Tr(f1 1
) =1. 

( 3) Sei cf',, =t=fl., ein nichtleerer Unterraum von 7T und A G-~ • Die Ab

bildung '/ i p „p, wird durch Yr:= X für )<€(f:J Yr,' =A für ,Y e-jt\?-, 
definiert. 

(4) Ist Tr (}l 3 )={1?CfJ)bzw. 7T1(C3J= (fl:Oj)die arithmetische projektive 

Ebene über IR bzw. (l , so erfüllt die globale Abbildung r,' ,~,.J 
mit X=(xO/~Jx.l,)/.tl1P--t'r-=(4,i,;/.1t)i"sicher (K2), ohne linear zu sein. 

Wir suchen eine mit (K2) zusammenhängende Eigenschaft, die eine 

lineare Abbildung kennzeichnet. 

Satz 1 • 3. 1 : Ist 'f: f _,,. f I eine lineare Abbildung, so-gilt 

( 1) { X y) Cf ::: [X} r V { y} 'f für alle " y €- 4l mit X "4=- I . 
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-
Beweis. Nach Def .1 .3 .1 gilt 'f = t "=... , wobei f: ,p...-~ eine 

Projektion aus]r und k : JJ,f- ?51/cf I eine Kollineation ist. 

Nach 1.1.1 ist [Xf'f =[Xr] c;p1 für Xf/Ar=::Zbzw.[X'/+=ffc °P 1 

für XE-5.. • FürX1Y~1„X=#:Y gilt {X}'f={Y/.f=gu.nd X'/c2. , also 

{X'l)'f;.U={X}cf v {Y}f: Für Xt?. 1 Yf:~ ist .KYc {XJ v 2 , also wegen 

([xjv ~)f- = { ff j ={Xjfund { Y ]f'-..l.Y dann [X]t- c{XY}fc({X}vz).;-,=1X}f 
und somit (X'/}~::.: {Xr 'f v {Y f 'f' . Für XY11 :l. -ff schließlich 

ist f ( X'/ nach 1.2.2 eine Bijektion auf [XJ-r v [Y} r . 
Nach 1.1.3 gilt daher (XY)y= {XY)fk= ({.X:}~v{Yjf;/Jc=-

- {X}fk v {Y ]-tK.::: {Xj 'f v [Yj y„ 0 

1.3.2 Der Satz 1.3.1 läßt sich wie folgt umkehren: 

Satz 1 • 3. 2: Eine Abbildung 'f : ,P...., /2' aus einem projektiven Raum 

Tr= (';t,l-{J} in einen projektiven Raum 7T 1- (,P: f/) 1) mit dim 7T ;:;,l 
ist linear, wenn sie 1.3.1,(1) erfüllt und lim'(/~,tgilt (Haupt-

satz über lineare Abbildungen) •. 

Unterraum von 1{. 
gilt {X] 'f = {Y}'f=B, also (XY)y= 
bedeutet. 

Beweis. (a) Ar = ! L. C q.; ist ein 

Da: Für X, Y 'i:- "2 1 X 4: Y 
==- {X} <f v {Y} <f = ß' , was XV c 2 

(b) Jede Gerade 9, die .z. in genau einem Punkt S trifft, 

ist projizierend, d.h. alle ihre Nichtausnahmepunkte 

haben dasselbe Bild. 

Da: Mit 9 = X S J also 

für alle X E-:J \ {S} • 
(c) Gilt für X, Y E- 'f<\2. mit XfY dann X<f.::I: Y'f , so ist YY/J.2 -_@

und Cf/ X'/ surjektiv auf die Gerade X'y Yr c /l 1• 

Da: Aus / X Y /J 2-. / > ./ folgt XY c Z · , also der Wider

spruch {X} r =.f;r, aus / x.y ,,-i '?-/ =1 entsteht ein Widerspruch zu (b} • 

Damit ist XY windschief~ • Da in 1.3.1,(1} rechts die Punktmenge 

der Geraden YrYrc.'f:l- 1
steht, ist <f/X'/:Xy....,,_x'('Yr surjektiv. 

(d) im lf c :P.' ist ein Unterraum von 7{1
• 

Da: Zu Xj y~ imr mit X'4= Y1 existieren Punkte X,Y&-i? 

mit Xr= X1, Yy= i / und X=1: 7 wegen x'+ Y1 
• Nach (c) ist r ( XY 

surjektiv auf X1Y1 
, woraus )(1Y'c imCf folgt. 

zeigen. 

(e) Ist 9 e:- Cj eine
1 

zu Z windschiefe Gerade in 71 , so ist 

er I '3 f C] --t> q 'fCf. eine Bijektion. 

Da: Nach (c) genügt es, die Injektivität von f/9 zu 
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( ind. ) Sei g=XY mit X 'f - Y Cf -== : X J • Wegen / /m '! / ~ .t existiert ein 

Punkt p 1e-imr.y\{X1}; also Pc:/).\2. mit PCf=PJ • Dann ist {~X1 Y} 
ein Dreieck, da aus PE-XY der Widerspruch {P'}==-{P}rc{X';l)'f== 

={X}r V {Y}r= [X}r folgt. 

Wegen Axiom (PR3) und (d) existiert ein Punkt rr e-(PtX1 \ {1': X1 /)c 
cim r . Nach (c) existiert ein Punkt t{~f\z mit Rr=T1 und R.e-PX\{P;-r}, 
sowie ein Punkt SE-?} \Z 
mit Sr= T' und Se- P'j\{P; Y}-
Dann existiert nach 

Axiom (PR2) ein Punkt 

1T}=R.S'r1 XY) also T~ '{>2\2. 
Damit liefert (1) einerseits 

g 

[T}'f' (XY)r = {Y}rv {Y}r-[X'}) 
also Tr= X~ und anderer-;

seits {T}r C {RS)tf= {R}'f v{SJr~{T1
}, also Tr= T 1

, was den Wider

spruch i 1= T1 ergibt. 

(f) Ist ;p.., c '(R ein zu Z komplementärer Unterraum von 7T 
und +-: (/l .,_ 'f'-r die Projektion mit Zentrum :Z, so gilt 

l(;:y{<f/f). 

P' 

Da: _xür X c- qQ \ ~ ist 

wegen fJ = ~ v 1{)1 ein Punkt S G-2. 
(b) ist X (.f)= X r· 

{X}'f'=: [X/= ({Xjv2}/Jr-,, ,sodaß: 

mit X e- S X existiert. Nach 

j - -

( g) Die Abbildung )(, : =: 'f / P1: p., ~ ,in 'f ~ cP) ist eine 

Kollineation. 

Da: Wegen Z..,,., 19,,, = ß ist J{.. global, nach (e) injektiv 

und nach (f) surjektiv, so daß (K1) gilt. Nach (e) ist (K2) erfüllt. 

Sei [X,Y,Z J ein Dreieck mit Z)<e-Xk 1/k , so existiert nach (e) 

ein Punkt p & X Y mit P K = Z lt- im Widerspruch zu 

auch (K3). 

(K1). Damit gilt 
0 

Die Voraussetzung lim '-f ( · ~ t, geht in Beweisteil (e) ein. Für /1'mq{=1 

ist der Hauptsatz falsch, wie Gegenbeispiel (1) in 1.3.1 zeigt. 

1.3.3 Wir wollen unter den linearen Abbildungen aus einem pro

jektiven Raum in sich die Projektionen kennzeichnen. 



- 18 -

Satz 1 . 3. 3: Eine lineare Abbildung 'f: :P-= {f2 ist genau dann eine 

Projektion, wenn (-j' idempotent ist. 

Beweis. Nach 1.2.1 ist jede Projektion idempotent. 

Ist 'f: f ~12, eine lineare Abbildung, so gilt 'f'= -f K.. in 

der Bezeichnung von Def. 1. 3. 1. Aus lf 'f"" 'f , also 'f'k... ~/l = -r4 folgt 

f J< <-r• f- , was für XE f'.:_ wegen X f == X ergibt X k 'f = X • Damit 

gilt 'f' { ,in ({ == x-1 
.' ltn '(-P' ~4 • Mit ,/( = ( 'f / im 'f ;-1

: ~_,_ 1incr folgt r= f-.te:z 

==f(f/,'rn<f t 1
, sodaß: 'f die Projektion aus Z:- I 

auf im 'f c cf?. ist. 0 

Nach 1.3.2 ist für eine lineare Ab-

bildung lf ; ffl- f' stets im 'f c cR 1 ein 

Unterraum von 7T 1 
; es ist also keine 

Einschränkung im Cf = Jl' J also Cf 

als surjektiv vorauszusetzen. Wir 

verwenden daher i.f. die 

xj 

X 

2 XV,1=X 

l im7 
,x:,_ v1 Festsetzung: Eine lineare Abbildung ~~ r--r wird stets als surjektiv 

vorausgesetzt. 

Für dim Tr = n.. 4.00 ist .i~n_ und dim 7r{?)= f mit -1~/bn-f „ 
Damit gilt dim 7r(1J,,,}.::n-f--1 =dim 7T 1 

• Der Hauptsatz gilt dann für 

n-k-1 ~ 1, also k{ n-2. Für k=-1 folgt auf? 1. 2 .1 und dem Hauptsatz: 

Satz 1. 3. 4: Jede globale und surjektive Abbildung 'f ~ V~ $? 1 von 7T 
I I 

auf 7T' mit dim 7i;;:1, dim "!!' 1~1J die 1.2.3,(1) erfüllt, 

ist eine Kollineation. 

Für k= n-1.. ist 1m '-f eine Gerade und der lineare Riß bi-

jektiv zu einer Kotierung. 

1 . 3. 4 Ist 'f = 'f x. : i}-,:;-f ~ine lineare Abbildung aus einem projektiven 

Raum 7r (1/)) über einem Rechtsvektorraum 'J(J zum Körper X auf 

einen projektiven Raum 7f1 (1{} 1 J über einem Rechtsvektorraum Jtl 1 

zum Körper K1mit Ausnahmeraum :z. ccfZ , so gilt für die Projektion 

t': ?{-- :p„ aus 7T (11) _:iac~ 1. 2. 4 dann l'ce X }y--= {y pr j_ k für re G V\ J;,;? 
und 2=- 114~ , fZ='fZ~,; dabei ist pr: 7#-P-'JZ die Projektion 
aus· 1/J auf i -~um Zen~rum ~ .Gilt dim 7T'~,l , so existiert nach 1.1.4 

zur Kollineation x : u/ ~ -1!> u f 'f.) J ein f-Vektorraumisomorphismus 

'h : fif,, -P 1() J mit ( lf,, /{ j /( = ( rj,, f) I< / für Cf., G ~ \ r~ J . Damit gilt (/e k /Cf= 
.: (ceK )'f lC = {(r.e pr)k J J<. = (<e pr f.,} k I für y € 1fJ \ 1/~ und f: = (Jr f,: 7t./..p,J/1 

ist ein surjektiver f-Vektorraumhomomorphismus mit ke,f-=le,~•1-2-
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Da umgekehrt jeder surjektive f-Vektorraumhomomorphismus f: 1/J-1J 1 

mit /<,u f = : 1/J,, c 'JrJ das Produkt einer Projektion aus 11) zum Zen~ruin 1t1, auf 

einen zu //}
1 

komplementären Unterraum n <: 'tfJ und eines f -
- 1 Isomorphismus f< : 1(/., _,.. rJ J ist , gilt: 

Satz 1. 3. 5: Eine surjektive Abbildung 'f; t,,.:(Jtf-c,-a:('1/1' aus einem pro-

jektiven Raum 7T (1/1/ auf einen projektiven Raum 7T~1/.f1
/ 

mit dem Ausnahmeraum L.: ~~ ~ u 1 '/,j und dim 1(1(1!11
) ~~ ist genau 

dann linear, wenn ein surjektiver f-Vektorraumhomomorphismus f: 1/!-T? W 1 

mit ker f = 1/l existiert, so...,daß gilt 

(cc k J r.r = ( q; f J k I p:,, rf € ~ ' ~ • 
Insbesondere ergibt Satz 1.3.5, daß aus der Existenz einer 

linearen Abbildung lf: 'l-,. 1? -- u" 1/J I 
für dim Tf 1 /1/1 1)~1, die Isomorphie 

der Körper K und K' folgt. Für dim 7T 1(11/1)~1 ist Satz 1.3.5 nicht 

richtig, da eine Bijektion p_, -t> p I nicht notwendig durch einen 

Vektorraumisomorphismus induziert werden muß. 

1 . 3. 5 Eine lineare Abbildung 'f * ~ :p~-r::> p) aus dem zu einem pro-

jektiven Raum 7T dualen projektiven Raum 7T*= (??~ C{f')auf den. 

projektiven Raum Tr 1 
= ( cP- )' 0 J J mit 1. .{ d/m 7T ~ CQ ist d~ Produkt 

einer in Satz 1.2.5 beschriebenen Projektion f*:cR,~~*._!llit einem 

Zentrum 2..~c9?~ und einer Kollineation auf 7T1 
• Von 7T au; be

trachtet wird bei 'f-'1(: p~ P,/ nach 1.2.5 jede Hyperebene flx.JI. <f, 
welche den nichtleeren Unterraum A=Z-"".-{-~~nicht enthält, jene 

Hyperebene von 7T zugeordnet, welche die Spur von 2/2 X* in A mit - ~ 

dem Unterraum ?}.t ;- 1 c cj52, verbindet. Die Menge der Spuren in Ll , 

also der Hyperebenen von 7f'{L::.) , bestimmen die Punktmenge des zu 1J(.ö) 

dualen projektiven Raumes (7T(.cJ))-lf ; jene Abbildung, welche jeder 

Hyperebene t{2 X..; /1 ..:l von lT(.a) ihre Verbindung mit dem zu .::1 in 7T 
komplementären Unterraum fl-r* )._.,c::.J} zuweist, ist eine Kollineation 

des projektiven Raumes (7T{.a))-+ auf jenen Unterraum von 7T ~J der 

durch das Hyperebenenbündel durch f,t'.,r~fbestimmt ist (I,116). 

Damit gilt für 2 ~ dim 7f -'«> : 

1 Ist iJ_, in ?/J zu J/2 = Je„ f komplementär,_ so existiert -!_n 7tl_ eine 
eindeutige Zerlegung bezüglich }: und 1tf1, • Sei f,,: = f J :;,J., : '#'.'l ._ f} ~ 
Dann ist ·ce f.: { ~ + f.,} f"' 'f'-, f + '<(-, r:::: ,D + ((1 f.::: fe: ~,,. f,, und mit f ist h 
surjekti~ Der !-Homomorphismus f,, ist auch injektiv; aus '('..., = ce, pr 
für ~G 1(),, 1 folgt nämlich 'f.,f..=r,prf,,=~1f und damit ~f,=..u-
genau für f,1 G- kar r , also ~ ~ ~ /} ~_, • [ ,C J • 
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Satz 1 . 3. 6: Jede lineare Abbildung 'f '11-: p~ ?t aus dem zu einem 

projektiven Raum 7T = {4)
1 
q} dualen projektiven Raum 7(-':r'

entsteht so, daß man jeder Hyperebene von 7T ihre Spur in einem 

nicht leeren projektiven Unterraum A. c ~ zuordnet und an-

schließend den zu 7T (4) dualen projektiven Ra~ (7T(~J)* , dessen 

Punkte von 7//~J aus gesehen diese Spuren sind, einerKollineation 

auf 7T 1 unterwirft. 

Da im Rahmen der projektiven Geometrie die Anwendung einer 

Kollineation keine wesentlich neue Figur liefert, gilt kurz: 

Jede lineare Abbildung aus 7T~ ist abgesehen von einer Kollineation 

die Spurabbildung, bei der jederHyperebene von 7T nicht durch einen 

Unterraum .LI c {f mit dim 7T (Ll ) ~ 0 ihre Spur in L1 zugeordnet wird. 

Für dim 1T{~) = fJ ist jede Spur· ina die leere Menge. 

Für die konstruktive Geometrie ist der Fall dim7T =3, dim7T
1
=2 

besonders wichtig. Jede lineare Abbildung Cf: cfl- f? J ist dann das 

Produkt einer Projektion aus 7T mit einpunktigem Zentrum z. auf eine zu 
2. komplementäre Ebene und einer kollinearen Abbildung dieses 

Punktfeldes; jede lineare Abbildung t*: f--Jf-- f< 1 ist das Produkt 

der Spurabbildung auf die Menge der Geraden einer Ebene ..:1 < P und 

einer kollinearen Abbildung dieses Geradenfeldes. 

1 . 3 . 6 Wir zeichnen im projektiven Raum 7T ( ;;l; CJ) mit dim 7r ~ L eine 

Fernhyperebene aJ aus und definieren 
.;, . Q <,) 0 

Def.1.3.2: Eine Abbildung ff: f.--r) aus einem affinen Raum R=(P>j)=-71\u./ 
in einen projektiven Raum lT 1= (19;c,:; 1Jmit dim7T~-l . 

heißt eine lineare Abbildung, wenn es eine lineare
0 

Abbildung Cf: f-P- /l J 

des projektiven Raumes 7T auf // 1 gibt mit cf-• 'f / /x 
Nach Def .1. 3. 1 gilt '{'- 'f'X unter Benützung einer Projektion 'f-: J:}--,,,.~: 

aus iT mit einem Zentrum 2 =i= fl und einer Kollineation k: p_,,-,:,,-:p; 
Für 2 :d:y ist 'l== )(: p ~ f I eine Kollineation und CiJ'f eine Hyper-

ebene von 1T 1, die Fluchthyperebene von 'f heißt. In diesem Fall ist 
0 Q ) 

'f: p.- f) nicht surjektiv. Spricht man Colf als Fernhyperebene 0 1 

7rJ o 
O i71 _:vl\ 1 

von II an, so stellt dann r aufgefaßt als Abbildung vonp auf r =r CV 

nach 1.1.5 eine Affinität dar. 

Für ~-=l=-ß sind nach 1.2.6 zwei Fälle zu unterscheiden: Ist .:f 1:C<J, 

so ist jede Projektion ~aus 7f , für die eine Darstellung der Gestalt 

'f:::::'fll existiertJeine Zentralprojektion; ist dagegen :Z.cw , so 

liegt stets eine Parallelprojektion 'tau~ 7! vor. Unter Benützung 
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von Def.1.3.1 und 1.2.4 folgt, daß im ersten Fall t<.Jr= PJ gilt und 

im zweiten Fall to'f eine Hyperebene von 1(1 ist; im ersten Fall 

ist!/ surjektiv auf4l-J)im zweiten Fall existiert eine nicht zu imtf 
gehörende Fluchthyperebene, nämlich W'fC 'f2 '. 

Nach Auszeichnung einer Fernhyperebene · w 1cf2 1 aus 7T: entsteht der 

affine Raum Tl 1= 7[ 1 
\ w 1

• Im Falle einer Zentralprojektion y.- in 7T , 
also 2 4 C.U J gilt uJ 'f = ;pi und damit (,() 1 c W'f • Es gibt dann stets 

einen Unterraum ~«... ~ aJ c:: cf<.. mit ~a <r = uJ 
1 

• Dieser ist für L/? t0=R1 

also eine Zentralprojektion'f mit einpunktigem Zentrum, sogar 

eindeutig bestimmt, nämlich als die Hyperebene (w 'r.[ 1
) rJ w von 7T(w); 

w'i.p-1 

n=3,k=0 n=3,k=1 

für ~ 4 U.J 1 2/J aJ =F--G·· ist '/Zu.. jene Hyperebene eines nach 1. 2. 6 be-• 
,...._, 

liebigen, zu 2/? u.J in 7T (w} komplementären Unterraumes f., c c.u , 

die in ( tu 'cf1
) /7 tU c w liegt. Wählt man als Bildraum % c p der Zentral

pr~j ektion f aus 7T einen zu 2 komplementären Unterraum durch~{,,(,-

mit ff c.u (die Existenz folgt aus I,96), _so _;lxistiert eine , 

Kollineation I<: f/4- 1) 1 mit <f= f',,t<; und .;f: f',, \ ~«.- .._ f< 1 l0 1 
ist eine 

o O ~ / 

Affinität. Faßt man 'f' als Abbildung von ;/2. auf q/ 1= ?J' \ w 
I 

auf, 
Q 

so kann o/ also durch geschickte Wahl des Bildraumes der Zentral-

projektion stets als Produkt einer Zentralprojektion mit einer 

Affinität erzeugt werden. 

Im Falle einer Parallelprojektion dagegen ist c.ur eine Hyper

ebene in 7T 1
• Je nachdem t() 'f die Fernhyperebene von Tr I 

ist oder nicht, 

wird bei beliebiger Wahl von 12~ komplementär~ der lineare Riß 

affin oder kollinear zu einem Parallelriß sein. 

Satz 1.3. 7: Der lineare Riß bei einer linearen Abbildung_ ff: f-p,1J 1 

aus einem affinen Raum ff in einen projektive~ Raum ff 1 

ist kollinear zu einem Zentralriß oder einem Parallelriß, je nachdem 

bei der zugehörigen linearen Abbildung lf: f' -10'"' f<' die Bilder aller 
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Fernpunkte ganz f 1 oder
0 

nur eine Hyperebene von F.: erfüllen; 
im ersten Fall ist f : {:2 ~ p 1 

· surjektiv, im zweiten Fall gehört 
die Fluchthyperebene W<f nicht zur Bildmenge. Ist auch in 7T 1 eine 
Fernhyperebene w 1 ausgezeichnet, und faßt man q als Abbildung aus 

0 0 ' 

dem affinen Raum 7T .in den affinen Raum 7T 1= 7! 1 
\ w I auf, so ist 

der lineare Riß im ersten Fall stets affin zu einem Zentralriß und 
im zweiten Fall nur dann affin zu einem Parallelriß, wenn die 

Fluchthyperebene wr in die Fernhyperebene w' von Tf 1 fällt. 

1.4 Axonometrie 

1. 4 .1 Jeder projektive Raum 1T mit dim Tr ~ 3 und jeder zwei-
dimensionale Unterraum (Ebene) von 7T ist ein. Desargues

rauni1. Ein zu einem projektiven Desarguesraum ~s isomorpher 
projektiver Raum ist ein Desarguesraum. 

In 77;,= = {:tl,0, j existiert zu jeder Angabe Zr: f/?; C(~ fj. J fJP 1c-cf \({?./uo<.) 
mit {z,P,P'} kollinear genau eine perspektive Kollineation JecP6;f..[;;0c.J/ 

die P 1- PI(,, leistet; für P== -P 1 ist k::1dfl. • Die Kollineationsgruppe 

Pr L (77;6 ) ist transitiv auf der Menge der geordneten Fundamental

figuren von 7T0.E (I,155;II,27). In 7Tvff ist jede Elationsgruppe 
PGL {z, ot / Z ~ oe ) kommutativ (I, 129). 

In 1fv1: ist jede Homologiengruppe PGL {=/ ex / Z cf ~ ) genau 

dann kommutativ, wenn lf;Fein Papposraum2 ist (I,134). Ein zu einem 
projektiven Papposraum 7f;p isomorpher projektiver Raum ist ein 
Papposraum. 

Sind A,B,C drei verschiedene Punkte einer Geraden g und A',B',C' 
drei verschiedene Punkte einer Geraden g' in einem projektiven Raum F 
mit dim 7r ~,1 , so gibt es mindestens eine Projektivität3 

7(': C:f-c,,-9;, 

die A H7 A', B 1-1;::> B', c 1-1> C' leistet (I, 143); in 7[,,P ist diese Pro
jektivität eindeutig bestimmt (I,46). 

1In einem solchen projektiven Raum gilt der·satz von Desargues: Die 
durch zwei perspektive Dreiecke bestimmten Dreiseite sind perspektiv. 

2In einem solchen projektiven Raum gilt der Satz von Pappos: Liegen 
sechs verschiedene Punkte 1,2, ••• ,6 im Sinnei.ler Numerierung ab
wechselnd in zwei schneidenden Geraden, so sind 12.45,23.56,34.61 
kollinear. 

3Eine Projektivität ist Produkt von endlich vielen Perspektivitäten 
zwischen Geraden. 
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1.4.2 Sind O,E Ef zwei verschiedene Punkte und weine Hyperebene 

von ffvE mit Oy E ef u.J , so heißt { J, E J c.u) eine Algebraisierungs-

angabe. Nach 1 .'1 • 2 schneidet '?: = 0 E e- CJ die Hyperebene m in 

genau einem Punkt U. Für 9 : = g \ { Uj und X,;. 9 existiert genau eine 

Elation 'Zx f PG L ( lf; cc') mit (}7:x = X und für X G cj \ {O} genau 

eine Homologie ~ e P$ L (0 aJ) mit Eo;:::; X • 
0 

Wir definieren in der Punktmenge q eine Addition und eine 

Multiplikation durch 

( 1 ) 
A -+ 13> = A 'l:"13 

A.E,= A~ C. 1/ 
7t1,Y A- 0= 0-A= 0 

Die Abb. zeigen die Konstruktion von A+B und A.B unter Benützung 

eines Hilfspunkts P =Fguwida al1:e Konstruktionslinien in der Ebene [Pj v g 

verlaufen, genügen ebene Figuren mit u. :.::-({PJv9}/ltA.J • 

0 --__,=-- B A A+B 
Ta ~' ··.~ 

¾. 

Die algebraische Struktur (g;+,.) ist ein Körper mit O als Null

element und E als Einselement, der genau in Papposräumen kommutativ 

ist (I,137). Weiters gilt: 

Satz 1. 4. 1: Der Körper ( g,; +,, • ) ist allein durch die Punkte O,E,U 

bestimmt und unabhängig von der zulässigen Wahl der 

Hyperebene: w • 

Beweis. Wir verwenden zwei verschiedene Hyperebenen w und tu 1 mit c:i/1 . .<.-.:; 

= {u) = <3 /) w \ die Bezeichnungen 'tx IE- -PG f. ( (!, w) mit Or_x = X .. 
und rt)f-'P9;L(l0c<)'J mit Or-,(=%, sowie (q;-t-,·) und (cfj+',,.') • 

Zur Konstruktion von A+1 B werde ein Hilfspunkt -P 1c{z~P,f v9)\9 mit ? 1,/aJuuJ; 

P1tf PU benützt; in der Abb. ist u. = { { Pj v9 )/1 t<J I u.
1.:({Pl V(.,)_) )/Jco J. Wir 

zeigen A + 8 = A +) 8 für den nichttrivialen Fall ß-1- 0 • Wegen --P~?U 

ist Pr8 == Pif-~ und nach Axiom (PR2) existiert der Punkt[Z]:== PP~~ -Pt-~ . 
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\ 
\ 
\ / 

9 

\ /1 ·, 2' . '· 2 zö----------- - - ---- . ----~ 

In der Desarguesebene {P}vg existiert eine perspektive Kollineation 

mit Zentrum z und Achse g, die pi...i::r-p• leistet. Für diese gilt 

P't'
13 

H7 P'r--d also {1}:"" O p,,, B Pr-
75 

e-td kP:-{11::(}P/,, 8 p!r:-~ (Gu)) und daher a f--P--t<..) 

• i • "il A pi ) /17_ ' i -r-/ , wegen U 1-t> U. Damit folgt U.\: =A P/l a 1-P't'"".: = /'l C.{. und .:_ n-"" 1-P' A r r-8 :> 
i.,,. V '~ 

was A + B = A +' 13 nach sich zieht. 

Der Nachweis im Falle der Multiplikation verläuft völlig analog. O 

Wir bezeichnen den Körper (cf; + 1 •) mit ~J01 EjU)und nennen ihn 

einen Algebraisierungskörper~von ¾E . Je zwei Algebraisierungs

körper eines projektiven Desarguesraumes sind isomorph {I,141). Ist 

ein Algebraisierungskörper von Tfvf isomorph zum Körper der reellen 

bzw. der komplexen Zahlen, so heißt Ir,~ ein reeller bzw. komplexer 
7r -projektiver Raum. Die projektiven Räume -':4 e und //_4~ sind reelle 

projektive Räume. 

Ist TT (Jf); :::: (01
1<t ein projektiver Raum über dem Vektorraum f? zum 

Körper K, so ist !r, ·:/1/ für 1J/m 1() :7 3 ein Desarguesraum {II, 4) • 

Jeder Algebraisierungskörper von 7{(f) ist zu K isomorph, und zwar 

ist für g= Clt J/ + '-;( k' G- &j- mit { :.1c, j,_- / 1. u. die Abbildung 

f• / · ( i., , ' '. k) k t \1 I . . ) '/. \ .r k) l XE <) :"a_, c.tr,.1 rC'(-f·-;;()i\j ~ -t=P- m/ ,.::-l(I\.::- ((/(..;.-:{X..:r\ ·-=--q _j'. )·.,1-r " 

ein Körperisomorphismus (II,9). 

4
Bei einer Kotierung ...,-, : cfl-- '?J = OE a,us einem projektiven Desa,r~uesraurn
kann jeder von U €- w verschiedene Riß IJli t e.j.,nel;' Kote, eineIJ} Ele!llent 
aus k„t (O,E;U) identifiziert werden •. ·· --. 
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Jeder projektive Desarguesraum ist isomorph zu einem projektiven 

Raum über einem Rechtsvektorraum (II,16). Zwei projektive Desargues

räume sind genau dann isomorph, wenn sie gleichmächtige Basen und 

isomorphe Algebraisierungskörper besitzen (II,21). Jede reelle 

projektive Ebene bzw. jeder reelle dreidimensionale projektive 

Raum ist daher zu ]Cf bzw. JA~ isomorph. 

Kollineationen sind mit der Struktur der Algebraisierungskörper 

in folgendem Sinn verträglich: 

Satz 1.4.2: Ist X: {1-Pcf'eine Kollineation eines projektiven 

Desarguesraumes 7T= (f, uJ) auf einen projektiven 

Desarguesraum 7T 1
== ( f: C) µnd ~, ( A,) A,; 'Rr) ein Algebraisierungskörper 

von TT , so ist .k /9 mit g := Ao A~ \ {P,,} ein Körperisomorphis
mus von ~L ( Av; _;1,_, j 1:,) auf den Algebraisierungskörper k:l (Ai).:,/ _,,;J„x; 12,;.c / 
von TT 1

• 

Beweis. Sind -t-J • bzw. +\ .> die Operationen in /(1. {A0 )A_,,f t) bzw. 
in k;c ( A,., x I A,!<j 1;1,), so ist zu zeigen: 

(A + B) x :::: A x + 
1 E ;c ftt,",- A -' l3 s- cJ .1 

(A.B)X= Ax-'Ex fcfr A1 BG9\{A"}-' 

(A-Po]x= Ax~'A,Jl J (Ao-A}){.::: Ao;f' 01A/c f/,,- Ae-cj, 

Wir führen den Beweis nur für die erste Zeile. Nach Satz 1.1.1 
-,(' I A "17 -"A' . I "D gilt ;c --t·e x = ?: 8,;c mit o't'B-= r:>,; • .,k. -Z-a.'(= o)(, J also mit ( 1) : 

(A+B)x = A-r-8 .< = ,A.,,,.;.,.?-:5 x = Axr~K = A~-1-·J 5;(, 

1.4.3 Wir benötigen die eindeutige Festlegung einer Kollineation

eines projektiven Desarguesraumes ll = (f11 {.,J) auf einen pro-

jektiven Desarguesraum 1(1 -=- (:Jlj<>Y 1) • 
j 

0 

Satz 1. 4. 3: Ist {){.,~ i w) bzw. [of Ji t<./ ''J eine Fundamentalfigur eines pro-
7T /',u rr, 7T I , ·,., , ··, 

jektiven Desarguesraumes =t;"1 ·c-:bzw. !i =, 1..., :..j-_ und 

existiert eine Bijektion /3: :ß....,,.,,z:_1 mit Ao1 4-=:/f0 ~ /4ß=<: A1 l sowie ein 
Körperisomorphismus ex: /<a, (A, 1 A,J'P,,J-P-A:C(A./A„ 1/1., 1

) mit {l:_?:=A0 A,,,1::vJ['; 1.':::Ac',~~,,; 
so existiert genau eine Kollineation ..t : !/2-p-cfJ mit JI Jr= A/6 für alle 

AEXJ C<)X = u.,1 1 und )( / (4
0 

A, \ {P., fJ-= ;:_ • 

Beweis. (a) Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeit. Sind ~; //.!..; f-7-P. 0 1 

zwei in die Angabe passende Kollineationen, so ist l:=,µ;,;r_;_, 
1 

. V" . 

aus p r L rrrj mit Al= A für alle ,4iE- ,'\) .I w t. = tu und t. ! ,::j j ;:cc rcl 
, • -f ' t,; ' " ~-4" _,, 

wegen r,, l = P.,, und L (i4, .-,.1, \ ~ 1
~ 9-= C( 0< • Nach 1. 1. 3 gilt t. = ,'c!R • 
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(b) Nach 1. 4. 2 existieren Kollineationen f ~ ql -P c./ J/J und 

? ': p. 1 _ u-1 r.J ~on 7T bzw. TT I auf einen projektiven Raum 

über einem Rechtsvektorraum 1f zum Körper K bzw. 1/) 1 zum Körper K'. 

Nach 1.1.3 ist (JGf; tof) bzw. (~ 1f'; w 1 f>) eineFundamentalfigur von 1T(7/.l 
b -,1 '(1/) 1) d 0 · ( _.,/ ..:? ) '1 I '° ..:::,/ ) . B. . k . . A ,if ,.J } / zw. . un ; ✓ ·-= f -i,f j:Jf ;,{;f-PJofeine 1Je tion mit vfr= 'o f_,; 
A„ rß = A,\;,). Nach Satz 1. 4. 2 stellt r / (,-'loA-1 \ {t s J, einen Isomor-

phismus des Algebraisie~ngskörpers /(., ( A;,) A-1 j 1?,) von 7T auf den 

Algebraisierungskörper J<, ( Ac f J A-f 5'; 1:, 'j') von 7T/1tf) dar und nach 

1 • 4. 2 existiert ein Körperisomorphismus f : ~l (A.o f/ ,4„ f j 'P,, f )-P-K ; 
analoges gilt für d.ie mit einem Akzent bezeichneten Räume. Dann ist . . . // / t l = 1-1 f.( d r'f ':x-k ein Körperisomorphismus. 

T P P I I f„ I ;.,, 1 
Zur Bijektion /'J : ~ f-P~ ~ und zum Isomorphismus : J<_,- f'\ 

existiert ein f-Vektorraumisomorphismus f: 'l/J-::,711 
derart, daß die 

Kollineati<:n ii mit <( l<.(1:-u/1/)) 1-P (<ff )k1rcu~ ;;
1
') leistet .. ~R-= ,Z)'s 

für alle Ar:-:tr und (et:f'H=W 1f 1 (II,18). Dann ist )r:.:fZf)J--f:;;,,,.p 1 

eine Kollineation mit A )( = A fX f 1
_., = A f /3,p)-~ Af'f/"3g' 1 

f
1

-
7= A/6 und 

- l ., / 7 1-1 1 / { /1 J \ r r, 7 · d., tvk = t.tJ f X f -= l<J ff' .::: aJ • Es bleibt Je fio, 0 1 7. ,:, : . == · zu zeigen. 
'/ 1 A \ r 1) 7 X ; k ; ,1 =r ,, -f' _,., • ) ; J .i 1,, • - '.: : Für .\ & .-:o ., ,,_ ,..,; und f ;-= XE- gilt Xf=/,f_{\f f 'o:. f :t ;.:XX:.-f J". 

Andererseits ist mit$' A0 ~ = lt' k' > 1!, f = 1f k J f:, P.:: (i,t ~ 1(. ) /{ dann 

Xr=c.ek= (ck+-;(x)kfür .X~ .Y.r.f E- k nach 1.4.2 und weiter .Y:r,:7= 
J • I A } 1 A ) - f - A - /. k) - /. f)K I = ((()(.+Af:1.)f)k=(<Xf-1-,xf{xf>)K.Da of= o.J<.fX.-.ofx.,:,,lO{ .ll•ctJc und analog1.:f= 

:: ( ~ f) k )) A1f 1= (ut f-1-~f) I< 'gilt, folgt J( i t: X r'jj_ J: X rfx r)=l1<r'f} und dami tXx=Xc.t 
für alle X~ .A, A-< \ {1?,]. □ 

Aus Satz 1.4.2 und Satz 1.4.3 folgt: 

Satz 1 • 4. 4: Eine Bijektion )" ; C?J -,l? ':Jl einer Geraden g eines pro-

jektiven Desarguesraumes 7= (c/l,6;} auf eine Gerade g; 

eines zu Ti isomorphen projektiven Raumes !T '= //,,{: l} 1
•· kann genau 

dann zu einer Kollineation k: f-t> _Ji<' 1fortgesetzt werden, wenn für 

drei beliebige verschiedene Punkte Ao1 A.,, P., e-~ die Abbildung 

J~ { (Ao A., \ {~})ein Isomorphismus des Algebraisierungskörpers K,l (~c,) ,.4-1 j -r, j 
von 7T auf den Algebraisierungskörper J<a: vLt"1 A, d-7 1:, rJ von Tr / ist. 

1.4.4 Gestattet ein Algebraisierungskörper /(_l von 7/;;E - unq 

dann auch jeder dazu isomorphe Körper - nur den trivialen 

5zunächst ist sicher A, f-=- {<)r. +--ffd) k mit dE /(\{v"}. Ersetzt man ;:: 
durch ~ a €- 'l I< , so gilt A1 f.: (et+ ,x )/{ . 
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Automorphismus6 und weiß man, daß ein Algebraisierungskörper k~ 
von ,;E isomorph zu k.t ist, so ist nach Satz 1.4.3 eine Kollineation 

durch Fundamentalfiguren (,<fj w) und (;t) t0 1 J sowie eine Bijektion p :-1."!:"--c.0--' 

eindeutig festgelegt. Dies trifft etwa für zwei reelle projektive 

Räume gleicher endlicher Dimension zu. 

Sind A01 A11 ~ drei verschiedene kollineare Punkte eines pro
jektiven Desarguesraumes 7T = ('P uJ) und f: 'fl--1> tc„ J{J eine nach 

1.4.2 existierende Kollineation auf einen projektiven Raum 7T(14/ 
über einem Vektorraum zum Körper K, so gilt mit A„ f-'=· ~ ~ '1?., r= -X, k 
dann A,ff-=-(vt'.+Af-)K (vgl.Fußnote 5.), und für jeden Punkt x~AvA-1\{1!,} 
ist Xr== (rJc+~.x)k mit X.€-k ( Ist 7T ein projektiver Raum 

über einem Vektorraum, so setzen wir y~1'd~). Gestatten die Alge

braisierungskörper von 7T und damit K nur den trivialen Automor
phismus, so heißt X€=- k das Doppelverhältnis 1JV(X;A-f,A;); 'B); 
insbesondere ist DV(A.uA.11Ao,'Pi-J= -1 Ek und VV(Ao,,.A.,/Ao,1?,._l:::{7e=,l(Es ist 

üblich, DV (~ 1 .A 0 Ao,1!,) = : oo zu definieren, wobei a:, ein, der Menge K 

hinzugefügtes Symbol ist. Da ff ( AaA, \{:S}Jnach Satz 1.4.2 ein Isomor

phismus des Algebraisierungskörpers A:, { Ao) A ... ; ~) von 7/ auf den 

Algebraisierungskörper k:{ {Ao f, A,ff; 1?, f) von 7f(1f1) und j:(~t.;.~.x),,(;..r,- :< 

nach 1. 4. 2 ein Isomorphismus von _!;(1
l (4.)€',A<f/lJr)auf den Körper K ist, 

, .a 

stellt die Abbildung :r11 (;1oA., \{'e2)) f; k~I. (4_,J'A.,; 1:, )--f!,, k n,/[ ,t t-AoA,, \{eJ.).c....--)l!,t,{.A;/~, 
einen Körperisomorphismus dar7 • , 

Mit Satz 1.4.2 folgt, daß jede Kollineation von 7T;E auf 

doppelverhältnistreu ist, falls die Algebraisierungskörper nur den 

trivialen Automorphismus gestatten. Insbesondere ist dann jede 
..,.,-

Perspekti vi tät einer Geraden auf eine schneidende Gerade in Jf'JJ.E und 

damit jede Projektivität doppelverhältnistreu, da jede solche 

Perspektivität zu einer perspektiven Kollineation von ¼E festgesetzt 

6Dies trifft etwa für die Körper der rationalen und der reellen 
Zahlen, nicht aber für den Körper der komplexen Zahlen zu. Gestattet 
ein Körper K nur den trivialen Automorphismus, so ist er sicher 
kommutativ; für a G- /<\{,'} ist nämlich .x H>a--<x a stets ein Körper-
automorphismus. 

7Doppelverhältnisse können in beliebigen projektiven Desarguesräumen 
definiert werden (II,32). Gestattet ein Algebraisierungskörper 
nur den trivialen Automorphismus, so ist das Doppelverhältnis ein 
Element des Körpers Kund eine Eigenschaft allein der vier Punkte, 
also unabhängig von der zulässigen Auswahl von f. Wir wollen den 
Doppelverhältnisbegriff hier nur in diesem Fall benützen. 
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werden kann (I 143) ' . -In Tr 
ltE (oder Jl+~ ) kann 

OV(X,A., ,Ap 1~) mit Hilfe einer 

tät zu einer Meßskala mit Ao 
sprung und Fernpunkt U 4- A,A„ 

Perspektivi

als Ur-

be-

stimmt werden, wobei d_as_ Meßpunkt /vfq 

von q = A.,A.., genannte Perspektivitäts

g 

zentrum unter Benützung des Einheitspunkts Eder Skala mitA,E=1 

im Schnittpunkt von A1.f mit P1U liegt. Für den Ursprung Ao bzw. 

Fernpunkt U der x-Achse bzw. Einheitspunkt Eder x-Achse gilt 

nämlich in homogenen kartesischen Koordinaten in 7(AE dann Ao=H.;)01.Ä"'~·a,~/ 

lJ::: (t.l1 11 0) /~ =: 1{/1<, 1 E = (---1; i tJ)/A, = (<.k.;. ~ )IJ<..1 so daß für den PunktXmi t 

der x-Koordinate x dieser Achse folgt (1,x,O)l/2..=(rJr.-1-~x)/li._, also 

X= VV(X; A1,Ao, 'B) für { X c:=- g, ( 1, x J O JU-2~ M~J kollinear. 

1 • 4. 5 Sei Tr,,,(J:J,~7> ein projektiver Raum mit 3 6 dim7T=n.Lco; 

der also sicher ein Oesarguesraum ist, und ( /A~) ... ) A"'} .). (<)) 

eine Fundamentalfigur in 7{ • Wir setzen{~·}:= A0 A;/?N (j=1, •• ,n) 

analog zu 1.1.2. 

Für jeden Punkt Xt f\u.J ist {X}v{P,,fv ... v{7:-.. 1 Jvf'J;+1fv ... yf'Ri}-=:_G· &Jj_ (j~~··/' 

gemäß 1 • 1 . 2 eine Hyperebene in ff , welche ~· und damit. Ao ?;· nicht 

enthält. Wir nennen die n Punkte {Y.:,if: = Ac 1>a'/J }:/ =1=[0} die Ko-

ordinatenpunkte von X. Gibt man n P~nkte ! 0 . ; J:,>t.. mit %,-i E A
0 
~- \ {'f-;·} 

beliebig vor, so ist gemäß 1 • 1 • 2 (vgl. I, 153) genau ein Punkt .V~ p \ r.u ,.,_ 

also ['<f=(l J~· 
1•-1 1/ 

festgelegt, der diese Koordinatenpunkte besitzt, für den 
f r, { i~ r. r, 

mit Jj:= {fojjv(?,,tv ... v ~·-1 3 V(~4-1k"··•v{71}&-7gilt. 

Man kommt ebenfalls von den Koordinatenpunkten lj (j=1, •• ,n) 

zum Punkt X durch Eintragen eines Koordinatenweges [ /4,,) ~-r..tJ -t4.t~J ... J 1~1 ... ;,.) j 

wobei gilt 

Zrxo_,}: = Yo,f ~/) yo.t, 1?r J ... J{Xo,r ... /.,.., l := fo,,,.,i 1J;+,f I") t, .. 1 ~,t .. ,k fc!r41 .. ;; *A0 

( 1 ) J 

}11,·t{--eJ ... tJ:= A0 ,{,-< ... ~ r/ CD_, -', ... ko:= .{,J.,.~ ftr fo,., ... k= A() • 

Die eindeutige Existenz von l., ... ,~1 

folgt für / 0 ., ••• J* A0 durch In

duktion: 

Existiert X ...... i <f (.(.) , was für 

k=1 zutrifft, so haben die 

Geraden %0., ... J ~ • .,, und ~J..., 11.r ... J 

den Punkt t, .. i gemeinsam und sind 
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wegen 1>-r.i ... J. E [ Ao} v f'!, f v. .. v [13, f und t.f ... ..? ~+-1 /lW-= {t .. } J f'ot+< '3,l ... /4 /J t{,1..:- {1JA ... ;; } 
verschieden; nach (PR2) existiert Ya.f ... fc+-1 mit -'··· j+,f =I= 'Pf-1--1) 12 ... ~ J 

also %0 -< ... k-1-A 4 W • 

Unter Benützung der n Hyperebenen f/::: {foiJv{1,]v ... v[f}. 1 }v{f?;;.rfv ... v{J~j 
gilt %0., ... J+..,. e f„r1 t /) ... /, fl.-1-1 , wie für t ...... ;{ :/= A" durch Induktion 

bewiesen wird: Gilt X'o-1 ___ /t;fr,r, ... /"/f~ , was für k.=1 zutrifft, so 

folgt fo-< .. ; ~+-1 € t /J. - - r1 fk ; aus -fot .. ., !J.z ... k c {h-t ergibt sich 

X,.,_ .. /,.r G ßr1 .. _ ,.,, [i+-1 • Für ,.( ___ f = A:> dagegen ist nach ( 1) not-

wendig auch fo..,= ,r:.t = ... = ,Yo.., ___ t-=- A0 , wie man indirekt sofort erkennt, 

und die Behauptung trivial. 

Da {-1 /l ... /l ...f11., jener Punkt X' e: ~ \C<J ist, dessen Koordinaten

punkte mit Xo;( (j=1, .•. ,n) übereinstimmen, fällt der letzte Punkt 

.( ...... >L des Koordinatenweges in den Punkt X. 

Sei 7T 1=(:f'1 uJ~ein projektiver Desarguesraum mit 2i dim7T
1
=n-1, 

dessen Algebraisierungskörper zu jenen von f isomorph sind. 

Def.1.4.1: Sind 7T und iT'oesarguesräume mit isomorphen Algebraisierungs-

körpern und 2 ~ dim TT' = dim Yr-1, so heißen 2n+ 1 Punkte 

A J A ) ,, ',...,, } rl"I J lf1 • t . h G df . 
0

; ,,f , ··•ir1n.. , r_,,J, . .,~ von eine axonome risc e run igur, wenn 

(I) die Punkte A/1 AJ~-P;1 für jedes7'e-{-1.J ... , 11Jpaarweise verschieden 

und kollinear sind, 

(II) die Punkte '? 7, • • ·, "Pn:..-r 
bilden, der A

0

1 nicht 

(III) die Geraden A0 ' 1.,/ 

die Basis einer Hyperebene cu..,'von 7f
1 

angehört, 
und Ac)-p/1.,J verschieden sind. 

Natürlich genügt es, daß diese Eigenschaften nach einer Um

numerierung erfüllt sind. 

Jeder Koordinatenpunkt Xc/4' (f= /, ... ., n.. J wird durch eine Per-

spektivität r1 zum Zentrum-:_Z~-~~1= .L\,A, 11 P,,'P_; _. welches nach Axiom (PR2) 

existiert, in einen Punkt von A0 Ai\{8Jabgebildet. Ebenso wird 

jeder Punkt aus A/ A"' \ {'F"' 1
_: (k=2, •• ,n) einer axonometrischen 

Grundfigur in 7l'J durch eine Perspektivität r;} zum Zentrum(.:.:1/:-=-i/4.}1 t'.:,', 
1 h 4 / .f I r f / /f / d ( 2 ) i t • • • k ·' we c es wegen , 0 /1-1 = . -T o ,-1,., un PR ex s iert, in einen. Pun t 

A , ,,, ' ,,, _, ,.-:: 1 7 8 "f// A I von " 11-1 , : ,, r abgebildet. Damit kann eine Axonometrie ()(. : ?-"-t:- .t\ 
definiert werden; wir erklären <X zunächst für die Punkte X 4:- w • 

Def .1. 4. 2: Sei [ Ao>4,/ ---1Ah~ 1:;; .. ,~feine axonometrische Grundfigur 

in Tr' und ~ ein Isomorphismus des Algebraisierungskörpers 

k. (.' A "" 1 7i f d 1 b · k.. 1 , 
1 t 11 1 A 1 •':') 1 

· rt 1 '" j 'r::,, von I au en A ge raisierungs orper ,,.,,d , ·•"', -·-< J. •;, 
Q/ . ' 

von Tr' • Für X f 1/ \ u) werden die axonometrischen Bildpunkte 1.,. i' -1 

der n Koordinatenpunkte 'X0 ,- {j=1, •• ,n) von X durch YO-f «; = f,_,;; 
8Axonometrie kann auch für 2 ~dim 7f '< c/;m TT-·i . definiert werden, doch 
sind die Konstruktionen dann weniger übersichtlich. 



- 31 -

/ z 
A 

Die Abbildung 'f' / A0 An : A-i) An -Ao Ah ist eine Perspektivität mit 
A 

Zentrum z. Bezeichnen wir die Perspektivität vonA0 An auf die da-
r z , A A 

von verschiedene Gerade Ao A-1 zum Zentrumt.S-r:= A,,Ah /J 1; P;, mit o-; 
so ist {f{A0 An)O':AoAh--AoA„ eine Perspektivität9 mitA11 r'PA0 '1J,1p"7?.J 
also gleich )n. Da ,/f, /A0 An-=O-d J~ gilt, folgt schließlich 

t.:n lf7 = Xo„ f J( = ton 'f-0- tX J~ -=- lon }n ~ 5} = ln a. 

Aus ,(o;,i lf:: ,Vo f tX. ( i= i,; • .. 1 h / ergibt sich J Cf= X~ , da die 
Konstruktion von X0<: aus ¼/ 0<. gemäß Def. 1 • 4. 2 eindeutig ist und 

nach den Gesetzen einer linearen Abbildung erfolgt • 
...i A 

Der Ausnahmepunkt{ZJ=Ah An I? "P11 ~ <f p,,, 
deutig bestimmt. 

ist durch die Angabe ein-
0 

Da die Kollineation )l bei einer beliebigen Permuation der 

Ziffern 2,3, ••• ,n-1 ungeändert bleibt, erhält man nach Satz 1.4;5 

das gleiche axonometrische Bild, wenn man einen Koordinatenweg 

verwendet, der aus (1) durch Anwendung einer solchen Permutation 

entsteht. 

Unter Benützung von Satz 1.4.5 kann die Axonometrie auch für 

Punkte von lU definiert werden, indem wir jeden Punkt X vonw als 

Schnittpunkt von zwei nicht in C<J liegenden Geraden auffassen; 

insbesondere gilt dann J?,, d = '?-;j > (--:/""' 1., ... , n). Gilt speziell ---P11 
7 i=-Cu_,' 

so ist ü./ Ci:=- tJJ,,," 1 also tU projizierend und daher Z ~w ; dann 

, 

9Nach I,144 gilt: Sind 8~)aL, ~~ drei verschiedene kopunktale Geraden 
und 'V;,.t. :a,,-a.t. 1 9:t 3 :a.,t..--t><:1.3 Perspektivitäten, so ist ~.t.a:t~; a,,~a3 
eine Perspektivität. 
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ist das axonometrische Bild .Ya.. eines Punktes Xe-Cu bereits als 

Schnittpunkt der Bildgeraden CjC( einer Geraden q <f: u.J durch X mit 

der Hyperebene aJ1 > von 7{ 1 festgelegt. Für 7n 1
€tt.J1 1 gilt toct= ~ 1; 

und das axonometrische Bild von X~cv wird erst durch die Bilder 

von zwei Geraden durch X fixiert. 

Im Falle reeller projektiver Räume 7T und 7T1 kann nach 1. 4. 4 
• auf die Vorgabe des Körperisomorphismus et verzichtet werden. Die 

Koordinatenpunkte loj lassen sich dann mit Hilfe von Meßskalen 

für A0 A" und A0 ) A1c 1 (k- f; ... 1 I?) in die axonometrische Grundfigur 

übertragen, sodaß auf die Verwendung der Perspektivitäten_,G und °)1, 1 

verzichtet werden kann. 
0 0 ..;i 

1 . 4. 7 Spricht man uJ als Fernhyperebene von 71 an, so ist c::(. ~ = a /1{2 ~ ,f-~p 
eine durch Def.1.4.2 festgelegte Axonometrie aus dem affinen 
~ 

Raum 7f"" 7T \w in den projektiven Raum 1f1 , und ;, ist gemäß Satz 1. 3. 7 

bis auf eine Kollineation eine Zentralprojektion oder eine Parallel

projektion, je nachdem Pr/i:f-w,/ oder 'P;./c-c.v-r) gilt; im zweiten 

Fall gibt {,AJ(J..=uJ,1Jc pJ- 1 die Fluchthyperebene ab. Ist auch in n- 1 

eine Fernhyperebene Cu 1 ausgezeichnet und faßt man J als Abbildung 
0 o 

aus dem affinen Raum 7T in den affinen Raum ?T'= 7T 1 \w 1 auf, so ist 

das ·Bild unter J nach Satz 1.3.7 im ersten Fall affin zu 

einem Zentralriß · in einer Hyperebene fl„ von 7f mit 'f/1 /"J«J= (c,,/c:r') /J '-1.J 

und im zweiten Fall genau dann affin ~u einem Parallelriß, wenn w/-= cu1 

gilt. 

1~5 Lineare Abbildungen aus euklidischen Räumen 

1. 5 .1 Sei 7f = ('$7 1 q) ein reeller projektiver Raum mit 2~ dim 7T ...::.CJO • 

Wir geben in einer Hyperebene uJ c $? von 7T eine elliptische 

Pc;>larität 1 
71"..L vor; die zugeordnete Dualität fi-J. weist jedem Punkt ;(cu..l 

eine Hyperebene X..., f.J. des projektiven Raumes l((w) so zu, daß 

aus 'X,_ 6 J',,;ir..L stets ,( & Y.. -fi-J folgt und niemals ,( ~ ,( fr .1. gilt. 
<) .:, 0 

Dadurch wird im affinen Raum ff:= 7T\w.:(,:P10j,J eine 0rthogonalitäts-

1 Eine Polarität rr ist nach I, 163 eine Abbildung von (/:.) auf (R-i( und be
stimmt als Korrelation (I,164) eine Dualität fr:u . .-f/...,.u.71 mit 'fr=1r).- 1 

(I,160). Für X-rr==X1t gilt{Y}ir,9&,., und P,fr-» r) f/!'J!rr • Jeder Punkt von{Xff. 
heißt zu X konjugiert. Ist kein Punkt in 7fx•selbstkonjugiert, so 
heißt~ eine elliptische Polarität. In einer elliptischen Polarität 
sind polare Unterräume -:P1 und f,,;; stets komplementär ( I, 1 60 und I, 1 90) • 

Wir schreiben i.f.KJ anstelle fXli , was zwdrFn.4 in 1.1.2 
widerspricht, aber zu keinen Mißverständnissen führen kann. 

Da~ nur den trivialen Automorphismus gestattet, ist jede Polarität 
eines reellen projektiven Raumes projektiv (II,47). 
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struktur definiert2 : zwei Geraden ,.§ 1 l-=' cf- heißen orthogonale 
0 

Geraden (4..L h) , wenn ihre Fernpunkte <:;", llu- in rr.J. konjugiert sind, 

also l-lu e-Ci'u..ir.t. und daher auch ~Eli flif.J. gilt. Alle zu einer 
0 

Geraden 9 ~ uj mit dem Fernpunkt~ orthogonalen Geraden sind 

parallel zu einer Hyperebene d = tx \ {o(/J tZJ) vun if mit ~" ir ..L_.., Ci( .-'J uJ • 

Für dim 7T = .t ist rr.1. 1(= i.L wegen dim Jl{w) =1 und Fn.1) eine ell_:i.ptische 
Q 

involutorische Projektivität. Ein reeller affiner Raum 7T = 7T \tu mit 

2 ~ dim 7r-<- oo , der eine solche Orthogonali tätsstruktur besitzt) heißt 

ein euklidischer Raum und ,r.J. seine absolute Polarität (für dim 7T= .2.. 

auch absolute Involution). 
0 

Jeder mindestens zweidim~nsional~ affine Unterraum P-, = f?., \ {;Jl.,,rJ ») 

eines euklidischen Raumes TT= !T\w ist die Punktmenge eines euklidischen 

Raumes, dessen absolute Polarität die stets elliptische Spurpolarität3 
., 

von 7T.LimFernraum ,Z/)w vonP/ ist; für dim7T(;p',,t?co/=-I , also 

dim 7f (:f,1) = ..t. J ist diese Spurpolarität die elliptische involutorische 

Projektivität der in 7T.J. konjugierten Punkte auf der Geraden f-,,;w . 
" .) 0 0 

Eine Af f ini tä t Jl :j:Z ....,,,. (/< 1 eines euklidischen Raumes 7T auf einen 
0 

euklidischen Raum 7T 1 heißt eine Ähnlichkeit, wenn sie stets 

orthogonale Geraden in orthogonale Geraden abbildet. Ist k: cf!~ ?ti p1ut1.-'
1 

die projektive Fortsetzung von x und rr .1.. bzw. -rr.1..} die absolute · 
o v 

Polarität von "Ir bzw. 7TJ , so ist eine Ähnlichkeit durch a>K.=~' 
1 

und Z Je ..;.L' = ~ n-.L Je für alle X"' '=-tv, also {.x /w) fr.L'- -ff .J.. (i</.:o J · 
gekennzeichnet (II,127). Dann gilt: Je zwei euklidische Räume gleicher 

Dimension sind ähnlich (II,143); insbesondere ist jede euklidische 

Ebene bzw. jeder dreidimensionale euklidisch~ Raum ähnlich zur 
o a 

Anschauungsebene 7[,,e bzw. zum Anschauungsraum TTA/Z (II, 1 51 und II, 212) . 

Ist" eine hyperbolische Polarität4eines reellen projektiven 

Raum 7T mit 2 i dim Tf ..:00 , so heißt die Menge der selbstkonjugierten 

Punkte X€ 'f<- eine Quadrik ck (für dim "1/ = 2 ein Kegelschnitt) J und 

X ir € FJ- heißt für r €- <p die Tangentialhyperebene ( für dim 7!.:: ..:z.., 

die Tangente) von <J in X; die Polarität~ ist dann das Polarsystem 

2In II,122 werden Orthogonalitätsstruktum,axiomatisch eingeführt. 
3Ist rr eine Polarität in einem projektiven Raum 7T und ;;., ein 
mindestens eindimensionaler, · . zu seinem Polarraum.,e~ windschie~ 
f.e.r Unterraum von 7T , so ist die Abbildung -n;, > die jedem Punkt X 
von·<!l-1 den Schnitt Xrr,,..1·,;µ . der PolarhyperebeneX1' von X mit fx.,, 
also eine Hyperebene von ~(f1/ zuordnet, die Dualität einer Polarität 
in 1f(111.J und-rr..,:1f}1 -+>($J4Y heißt Spurpolarität von 7T in 7!(-Jt/4); mit7/ 
ist auch n1 elliptisch (I,165 und I,189). 

4Das bedeutet, daß in~ ein selbstkonjugierter Punkt und ein nicht 
selbstkonjugierter Punkt existiert. 
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von p . Ist .k: q(-r>1 1eine Kollineation eines reellen projektiven 

Raumes 7T auf einen reellen projektiven Raum 7[
1 und 1T in 7f eine 

hyperbolische Polarität, also das Polarsystem einer Quadrik p bzw. 

eine elliptische Polarität, so bestimmt ii..'.ix. in 'J/"1 eine hyperbolische 

Polarität, und zwar das Polarsystem der Quadrik </_)c , bzw. eine 

elliptische Polarität (I,198). Die Polarität1T~mit,r!.;c:-1,9-"" inlT'heißt 

das Bild der Polarität 7T unter X • Eine Affinität J;,: -;p-- {z' eines 
0 ~ 

euklidischen Raumes 7T auf einen euklidischen Raum 'ff J mit der 

projektiven Fortsetzung )( 1 f..,.. f J ist also gena
0

u dann eine 

Ähnlichkeit, wenn die absolute Polarität 7T~J von T 1 das Bild 

unter Jr/uJ der absoluten Polarität -,;.J. von ff abgibt, alsotr'!.(,,--'J'"1"'gilt. 

In jeder Hyperebene 1,rJc ,P. , die keine Tangentialhyperebene einer 

Quadrik g: ist, besitzt die <::J festlegende hyperbolische Polarität 7T 

eine Spurpolarität 7fw , wobei 7fu., jedem Punkt Xeu.J die Spur Xfr/Jt-U 
der Polarhyperebene von X in aJ, also eine gewisse Hyperebene von 7T(tV) 

zuweist; in 'TC, sind genau die Punkte q)rJu.J selbstkonjugiert5 (I,166). 
. -

0 

Ist w die Fernhyperebene des reellen affinen Raumes 7T = 7i \cv 

und p eine Quadrik in 77 mit elliptischer Spurpolarität 7T(() in 
::, 

der Fernhyperebenettl(Fernspurpolarität), so gilt cj c 'f. , ~nd <:f heißt 

ein Ellipsoid (für dim 7T =2 eine Ellipse)-der Punkt /'1c: 12 mit ~ffr„u.J 
,) J 

heißt der Mittelpunkt der Polarität rr und des Ellipsoids <J • Ist 7T 
ein euklidischer Raum, so heißt ein Ellipsoid eine Sphäre..J2 (für 

dim ff=}_ ein Kreis), wenn ihre Fernspurpolarität mit der absoluten 

Polarität übereinstimmt (II,129). 
0 Q ;;, 0 

Eine Affinität J.c : ,P:--17 f. J eines euklidischen Raumes 7{ auf 

einen euklidischen Raum ff; ist genau dann eine Ä.hnlichkei t, wenn sie 
v <> / 

eine (und dann jede) Sphäre in 1T auf eine Sphäre von "1T abbildet 

(II,131). 
0 

Ist 7T::: 71 \uJ ein reeller affiner Raum mit dim Tr -;:,l und 7r eine 
.::. 

elliptische Polarität in 7f, so existiert ein Ellipsoid pccf. so, 

daß 7T das Produkt des Polarsystems von p mit der Spiegelung am 

Mittelpunkt6 von i ist {Antieolarsystem des Ellipsoidsi) lII,96). 

5Für dim Jr""' :l ist. CV eine Gerade und TTw (= rrwJ die involutorische Pro
jektivi tät in rr konjugierter Punkte auf dieser Geraden. Die in ,r~ 
selbstkonjugierten Punkte sind die Fixpunkte dieser Projektivität 
und fallen in die Schnittpunkte der Geraden w mit dem durch lT be
stimmten Kegelschnitt~ 

" 6Die projektive Fortsetzung (}" der Spiegelung; an einem Punkt ZG-:/< 
ist eine harmonische (Z1 GU)-Homologie, d.h. die Achse von o- fällt · 
in die Fernhyperebene w und für alle Punkte X€' t\{Z} gilt H (~Xo;Z,4:>J. 
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D 

1.5.2 Mit Hilfe einer festen Sphäre ...l.20 eines euklidischen Raumes lT; 
die Eichsphäre heißt, kann ein Abstand definiert werden. Das 

0 „ 
ist eine Abbildung, die jederStrecke, also jedem Punktepaar (X,Y)~ px;;l, 
eine nicht negative reelle Zahl XY e-1/.1.. zuweist und folgende 

Forderungen erfüllt7 : _ 

(01) Ist ~ eine Translation, so gilt stets XY = .Y-i- Y'l:'. 
0 7 IJ 

(02) Ist Oder Mittelpunkt der Eichsphäre, X€-'f \{OfJ der Fern-
punkt der Geraden OX und f=. E- O)(/JJ2

0 
, so ist CJX:= {1JV{~E/O,, U) I • 

(03) OO=0e/f{. 

Jeder Durchmesser O X schneidet ..../1.0 in zwei Punkten E und E 

(II,54), wobei VV(X,E1 °'U)=-1JV{,(,E.,qü)gilt (II,92). Für die Punkte E 

von ../2.0 gilt OE=1 • Wir nennen XY auch die Länge der Strecke (X, Y). 

Eine Ähnlichkeit, die den Abstand von zwei verschiedenen Punkten 

(und dann den Abstand von je zwei Punkten, II„146) erhält, heißt 

eine Kongruenz. Eine Sphäre ist die Menge aller Punkte, die von 

einem Punkt festen positiven Abstand besitzen (II,136). Jede 
fl O O 

orthogonale Symmetrie' an einer Hyperebene a, von 7[ ist eine 
0 

Punkt Zer-Kongruenz; ebenso ist die Spiegelung an einem 
;:, 

eine 

Kongruenz von 7T • 
0 

Sind X, Y, z €- Jx verschiedene kollineare Punkte eines euklidischen 

Raumes und U der Fernpunkt von XY, so heiß.t V V ( %1 Y; Z; ü )=: TV (,t V:~/ __ _ 
das Teilverhältnis der Punkte X,Y,Z (II,109) und es gilt /TV(~YrZ)/-=fZ: YZ 

(II, 138) und T Y (X,~ Z) < 0 genau dann, wenn Z zwischen X und Y 

liegt (II,113). Gemäß (02) ist 0X= /T\l(~E,O)/ 

Für die konstruktive Behandlung ist folgende Aussage wichtig: 

Satz 1.5.1: Kennt man in einem euklidischen Raum eine Strecke (O,E) 

der Länge OE=1, so ist die Länge jeder Strecke {X,Y) be

stimmt. 

Beweis. Für X=Y ist XY=O E- //.{ • 

0 o 

Ist X:4:Y und XY // OE. mit XY + OE, so existiert eine Translation 1:-' 

mit x,_,,_o, welche Y1-PY't"'GOE. leistet. Dann istXY-=0Y7:'.:r/TV{Y-r1 E/O)/ 

nach (01) und (02). Für XY=OE schalten wir eine Translation r:; davor, 

7Anstelle der Distanz gemäß II,135 kann in einem euklidischen Raum 
der Abstand (II,136) definiert werden, da/{(_ ein euklidischer Körper 
ist. 

8oie projektive Fortsetzungtder orthogonalen Symmetrie 5 an einer 
Hyperebene d-==- a \(all{,()} ist eine ha~monis9h~ .(Zf o<. l -Ho111-olog:!_e, wo-
bei Zc:-uJ und Zir..t..::: d/J uJ gilt. Für A~p\t1. is aann AA3' ..Lot und 
AM= MA-; m,·t {M} = AAtr1 (j.. " 
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" die Y H::> Yr„ ef OE leistet. 
.;:, D 

Für XY ll OE. existiert eine 

Translation 'l mit XI-P01 Yr-p 1/7:' f oE 

(für Y=O ist q:-.,,,1dri{ ) und 

XY=OYr. Auf der Ferngeraden u.,, 

der Ebene ff?,,= 0 E v { Y-r-} 
gibt es genau zwei Punkte ~/W1', 

I 

die einerseits zu den Fernpunkten G"- und /.l von 9::::0E und ,h.:::: tJ Y,z-
harmonisch und andererseits konjugierte Punkte von 7r..l. auf u , also 

Fernpunkte orthogonale~ Geraden sind 9 • Die harmonische (/4::, o<J-Homologie 13' 
0 0 

in 7T (14) definiert eine orthogonale Symmetrie o-- an der Geraden 0/}{,_, 

der euklidischen Ebene mit der Punktmenge A\ a, , welche O 1-P O und 
Y7:' f-9 Y-r-(7' c0.E leistet. Damit gilt X Y-=-fJ Y-z- = o Y-cJ? = /DV (YTt11 E, 01 G"") 1 == JTV {Y·r:}, E, O} 1 

□ 
1. 5. 3 Eine Parallelprojektion t : f/l-t:? ql„ mit dem Zentrum 2 ceu 

und f„ f C<J V definiert nach 1 • 2. 6 eine globale Ab„bild~ng 
77 

des affinen Raumes lT= 7i\w auf den affinen Unterraum ~ :.; JZ, \6:.,((. 1 

wobei ~u., 1 = ~ /1 w in 7T(w) zu. 2.. komplementär liegt. Ist ff 
ein euklidischer Raum mit der e.bsoluten Polari.tät -,;.J. , so sind zwei 

Typen von Parallelprojektionen zu unterscheiden. 
0 --=-

De f. 1 • 5. 1 : Ist + : f<.-,;, :.P, eine Parallelprojektion eines euklidischen 

Raumes if,,. 7i \w und gilt für das Zentrum ~c,:,u spezie1110 

_ ,,,_ j_ 4-J ., 2. 7T = fX.1,c.. J so heißt f' eine Normalprojektion, und sonst eine Schräg-

projektion. 

Das Bild einer Punktmenge unter einer Normalprojektion bzw. einer 

Schrägprojektion heißt ihr Normalriß bzw. Schrägriß. Die Identität 

ist wegen Dcw und _e.;p - «>_ ___ als _Normalproje~~~e>p. anzusprechen. 

Nach 1. 3. 6 !st eine lineare Abbildung o/ ~ ~ ...,,_ P, 1 aus einem 

affinen Raum 7T = "f(\c.u in einen affinen Rau~ 7TJ = 7T) \ w 1 
, bei der 

die gemäß Def. 1. 3. 2 zugehörige lineare Abbildung <r: P--P I eine 
0 

Ausnahmemenge 7- c Cu besitzt, global auf Jf, und für zusätzlich 0Cf={.u; 
surjektiv auf c/2. i • 

9Die Punkte
0

u{.__1 W,:x&u.- sind die Fernpunkte der beiden Winkelsymmetralen 
von g und h {111 1ito). Ihre eindeutige Existenz folgt aus den beiden Aus
sagen: Sind a und ;2 zwei involutorische Projektivitäten einer Ge
raden tl, eines reellen projektiven Raumes, von denen mindestens eine 
elliptisch ist, so existiert genau ein Paar verschiedener Punkte, die 
in ex.. und (h einander wechselseitig zugeordnet sind (II, 55); alle 
Paare verschiedener Punkte vont~, die zu·zwei verschiedenen Punkten 
W., 1 tf',~x von u harmonisch sind, liegen in einer hyperbolischen involutori
schen Projektivität mit den Fixpunkten ~ und ~"'{!1 5"Z). 

10Nach 1. 5. 1 sind in rr..1. polare Unterräume von 7f (,,t.Jj stets komplementär. 
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Dann gilt in Verschärfung von Satz 1.3.7: 

Satz 1. 5. 2: Jede globale surjektive li~eare Abbildung ff: f-- P 1 

eines euklidischen Raumes 7T auf einen reellen affinen 
.;, 

Raum 1T1 ist das Produkt einer Normalprojektion und einer Affinität. 

Beweis. Da der Fernraum (4"" des Bildraumes ~ einer Projektion 'f'=f--P,, 
mit r:::+./{,. für u.Jc.r-w 1 nach 1.2.6 in T(w)beliebig komplementär 

zu 2 c tu angenommen werden darf und X dann stets eine Affinität 

Je:~ ..,,..ff, 1 bestimmt, können wir ~"'-= 2 fr.J. wählen. 0 

1 • 5 . 4 Sind "ff - 7T \ w und ff 1= 7T 1 \w I euklidische Räume mit der 

absoluten Polarität TT~ bzw. ~~> , so ist eine lineare 
" 27 "'1 Abbildung 'f: 'f"- -- lJ. mit einem Ausnahmeraum 2:.:.. und 2 <t_co 

nach Satz 1. 3. 7 das Produkt einer Zentralprojektion +: fl-- ~ auf 

einen zu_ 2 komplementären Unterraum ~ 4 (.() mit ~((. f = cO J für 

?J
1

,,,, !,() _:=:{lrt" und einer Affinität ,; ; IZ \ fru- - p 1 
\ w 1 

• N.ach 1 • 3. 6 

ist tu- eine Hyperebene eines zu 2 r1 t<J in 7T/t0 J komplementären 

Unte;raumes, der in (Cu 'f 1
) /l ~· liegt, und für 2 /J c.v =» die 

Hyperebe~e {w 1f 1 )r7 ttj von ff {v) ifi. Als Unterraum des euklidischen 

Raumes 7T stellt ~: = Jl--, \ r,"- c(/2 die Punktmenge eines euklidischen . 

Raumes dar, dessen absolute P_.2.larität nach 1.5.1 die Spurpolarität :1:r,; 
von ..,,-J. im Fernraum o/4«- von ~ ist. Die Affinität ~ ist nach 1. 5 .1 

genau dann eine Ähnlichkeit, wenn für ihre projektive Fortsetzung k :,ilt,---1,!' 
gilt { )C I it<-) ;.1.'= i,~ ( )(_ / ~~ ) - . Da )( I p,((, = r l'P~ wegen 'f /f,u-=- /dtf«, 

ist, folgt f.L~-= ( 'f / 'f:f,(_ r1i~ ('f f P,,J; dies bedeutet, daß ;r.1' dann das 

Bild unter 'fit"' von 1t,,:_ ist. 

Im Falle eines Ausnahmeraumes 2 mit ist nach 1.3.6 

der lineare Riß,und zwar bei beliebiger Wahl des Bildraumes tfl der 

Projektion f in l[ komplementär Z. , affin zu einem Parallelriß 
' genau dann, wenn uJ'(::: "-''' gilt. Diese Affinität ist genau dann eine 

Ähnlichkeit, wenn TT.J.) das Bild unter tf/ta der Spurpolarität ~~ 
von rr..L im Fernraum 'l/i"' = 17,,,., c.v ist. Existiert ein solcher zu 2 

1 

in 1f (w) komplementären Fernraum p„l,(,. , so kann in 7T jeder zu ::> 

komplementäre Unterraum durch f!.,a als Bildraum einer Parallelpro

jektion 't verwendet werden. 

Satz 1. 5. 3: Eine durch 'f r c/1.-f 1 bestimmt; lineare Abbildung Cf 
aus einem euklidischen Raum 7T = 7T \ w mit der absoluten 

.;, ) 71'\ ' Polarität 7T.J. in einen. euklidischen Raum 7T = / w mit der absoluten 

Polarität rr.1.', bei der der Ausnahmeraum ::> nicht in w liegt, 
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kann genau dann als Produkt einer Zentralprojektion und einer -Ähnlichkeit dargestellt werden, wenn ;r.L' das Bild unter c,/f,,,.,_der Spur-

polarität -,r:,"'J. von 7T.L in einer Hyperebene {L. eines zu :Z /) c.v' 

komplementären Unterraumes in (alf 1 jr1w ist. Für 2ccu ist 

der lineare Riß genau dann ähnlich zu einem Parallelriß, wenn w y= w J 

gilt und ein zu 2, in 7T(w} komple~entärer Unterraum cf,{.,(, ctv so 

existiert, daß rr.1.J das Bild unter <f /P-. der Spurpolarität .?I!.. von 7!.J. 

in t/X,, ist. 

Wir werden in 1.5.5 für den Fall der Zentralprojektion mit ein

punktigem Ausnahmeraum z ctw ein Kriterium dafür gewinnen, wann 

ein in Satz 1.5.3 beschriebener Fernraum ~U, existiert und in 1.5.6 

zeigen, daß im Falle einer Parallelprojektion für n~3 stets ein 

Unterraum ~(,(, c c.u mit der in Satz 1 • 5. 3 angegebenen Eigenschaft 

existiert. 

1. 5. 5 Für Z <t cu und 211 u.J ,:::,,@" ist 2 einpunktig, und naEh 1. 3. 6 

muß der Bildraum_ f1 der Zentralprojektion 'f: f-- ~ mit r==~J(_ 
die Bedingung 11-,/JaJ=: ~"'= (ClJ''f.,)/lt<J erfüllE::1, damit .lt:. eine Affinität 

bestimmt. Wir setzen dim 7T ;;:- 3 voraus. Da 'f/1., eine Hyperebene von 7f _ 

ist, definiert 't: f- 11,, nach 1.2.2 die Perspektivität 'f'ft.<.J: w-- % 
und (ir.1.)t1""mit_(i.LJ+!w .. (-rlw)-1 ¾.L (y/w) ist in 1T' das Bild der absoluten 

Polarität 7f.L unter der Kollineation r / w. Nach 1 . 5. 1 stimmt die 

elliptische Polarität ,rrJ../ ,f/W in 71 (/f,,) mit dem Antipolarsystem eines 

Ellipsoids in 7T (if,) überein. Die Kollineation .k: P,( -- f 1 
liefert in 7T.J 

die elliptische Polarität (rrJ.J'f 1w mit(rr'.LJ'f'I"',.. ~-rr;:J.).Pfwk. (1/wy-1 -fi-.L('fiw), 

die das Antipolarsystem eines Ellipsoids in 7f' ist und das Bild
11 

von rr .1. unter der Kollineation crfw: C,t.,'-- J:2 1 darstellt. Dann gilt: 

Satz 1. 5. 4: Das Bild (rr.1..) rfw der absoluten Polarität eines euklidi-

schen Raumes ff= 7!\ w mit dim 7T ;;:- 3 unter einer 

Zentralprojektion f': q2 ........ ~ auf eine Hyperebene 'ffl_, 4- w ist das 

Antipolarsystem einer Sphäre in 7T ('fi). Ein linearer Riß aus einem 
0 v 

euklidischen Raum· Tr auf einen euklidischen Raum 7f J mit ein-

punktigem Ausnahmeraum '? 4- tu ist genau dann ähnlich zu einem 
Q 

Zentralriß, wenn das Bild 6r.1.) <f/"-' der absoluten Polarität 1T.1. in 7T . . ~ 

unter iflw das Antipolarsystem einer Sphäre in 1T' ist. 

11 Für Z 4 t(.) und Z/Jto4-»- ist die Bildmenge jeder Hyperebene von 7T(w)1 

die S;:°/J a1 nicht enthält, gleich $ 1 ) wie aus 1. 2. 6 folgt, so daß kein 
"brauchbares "Bild von 7r.J.. unter criw existiert. Gleiches gilt für ,0·=1: :z c u-',, 
da dann nach 1. 3. 6 jede Hyperebene von lf(cv J J die z nicht enthält, 
auf die feste Hyperebene cv r von 7T 1 abgebildet wird. 
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Beweis. (a) Wegen b t ht X „ .i. ::iJ tu·· r v ~ -2'L es e i1" /) p,,.._ A , y,r r-

nur aus F ixpunkten von 't" • Damit ist im Fernraum 1/2,"' die 

Spurpolarität (7TJ.j~; von (7,J.)"'1"' gleich der Spurpolarität "ff~"' 

von~~ , wobei ~~~ die absolute Polarität des euklidischen Raumes 

mit der Punktmenge /,, \ P,"- abgibt. 

(b)Das Antipolarsystem(7r.1.)'f111Jeines Ellipsoids in 7TJ besitzt 

in ·der Fernhyperebene wJ eine Spurpolarität, welche das 

Bild unter lflp,,,,der Spurpolarität -rr;: von rr.1. in 7r (~ J ist. Nach 

Satz 1.5.3 muß diese mit ~.1.
3 

übereinstimmen, damit der lineare 

Riß ähnlich zu einem Zentralriß ist. 0 

0 • 

1.5.6 Nach 1.5.3 ist eine globale, surjektive lineare Abbildung~ eines 

affinen Raumes ff„Jr\w auf einen affinen Raum fr ~ 7T > \w' so be-

schaffen, daß die zugehörige Abbildung f:f---/<;eine Ausnahmemenge2ctu 

besitzt und CV r = CU ) gilt. 

Satz 1.5.5: Ist 
0 r eine globale, surjektive lineare Abbildung eines 

0 

dreidimensionalen euklidischen Raumes 7T= 7[ \w auf 
.::,) '\ , .:, eine euklidische Ebene 7T = 7T tv ; so kann Cf stets als Produkt 

! 

einer Parallelprojektion und einer Ähnlichkeit dargestellt werden. 

Diese Parallelprojektion ist dabei eine Schrägprojektion bzw. eine 

Normalprojektion, je nachdem ihre Bildebene aus zwei Parallelbüscheln 

bzw. aus einem Parallelbüschel gewählt werden kann (Satz von POHLKE 12 ). 

Beweis. (1) Auf Grund der Voraussetzungen besitzt lf: f/)-f;> f5<; einen 
einpunktigen Ausnahmeraum :f =: /Z ! c w und es gilt u.,,':·==~'-)· 

Ist ü. (::::f21.c..] c u) eine in l!/u..1 } zum Punkt Z komplementäre Gerade, 

so kann die Bildebene J/-1 <i ec.,,, der Projektion + mit Cf= r.;,t.. durch a„ 
) 

gewählt werden und x.. bestimmt wegen to 'f =' a.. nach 1 . 3. 6 stets 
-52: ..,. 

0 ,1, /f,i \ 
eine Affinität µ : 

1
Ck',1 -1:> 'f< - • Auf u existiert eine involutorische 

- I 

Projektivität / 6 (-=Spurpolarität 1T;u.. ) von in der absoluten Polarität 1T..1. 

von ff konjugierten Punkten, und auf der Ferngeraden u> von 1 1 
ist 

die absolute Involution ~J.
1 

von 71i gegeben. Nach Satz 1.5.3 ist zu 

zeigen: Die Gerade ü c w kann stets so gewählt werden, daß ~ .i., das 

Bild unter CflÜ,von r ist, also (Cf/ü..t;3fcrJü)=71.L' gilt; wir nennen 

eine solche Ferngerade eine zulässige Ferngerade. 

12Der 1853 von K.POHLKE angegebene Satz bezieht sich auf Axonometrie 
aus dem Anschauungsraum, jedoch ist Satz 1.5. 5 sein eigentlicher 
Inhalt. 
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(2} Sei (8 die involutorische Projektivität (Spurpolarität} 

von in 1TJ.· konjugierten Punkten auf u..:= 7;,..1. cw • Gilt 

rcrtu.{-,ß (cr/a}=rr.1.J, so ist a eine zulässige Ferngerade; dieser Fall 

wird in Beweisteil (6) weiter behandelt. 

Gilt ( 'f /ll r;i ( lf /u. ) +. 7r.l.' , so existiert nach 1. 5. 2, Fn. 9 ein 

Paar verschiedener Punkte E:F'6uJ , die sowohl in der involutori

schen Projektivität "crtur;4 ( c..r/c.t,,J als auch in 77.1.' wechselseitig 

zugeordnet sind. Wir zeigen zuerst, daß eine zulässige Ferngerade 

notwendig einen der verschiedenen Punkte E 7 F & u mit Ecr= E ~ Fr.p,:- F; 

enthält. Wegen f=;L· F und E t:-tc.. = Zir .L gilt Err.J. :Z F. 

(3) Enthält eine zulässige Ferngerade ü den Punkt E nicht, 

so schneidet sie ZE = [€.'cj-1] Gi)_Z} 
in einem Punkt E + E,Zund ihr Schnitt-_______________ _ 

punkt F mit ZF= {F 1i")u{Z] 
muß zu E in rr..J. konjugiert sein, also 

F i= -; lt A . 7 i= E- 1 
: L- /' ge en. us '2 -, - 1 J _ 

E
-,....L 

1T u'\ 'F' 
E' 

~, 
kollinear folgt { Z.rr1::.t,; E.,;! ZF; E .;;.J. J 
kopunktal, also ZF/1 «-= {F} c Eir.1. 

und E n-.1. * ,t..-:- wegen E.::f Ei 

dann ist aber notwendig F=F. \ 
ü 

( 4) Wir setzen etwa E G ü..- voraus. Dann haben die beiden in

volutorischen Projektivitäten 'cr/cZ r;F /'f' /u.,) und 7TJ..l auf v..J 

das Punktepaar E~ FJ gemeinsam. Besitzen sie noch ein weiteres ge-

meinsames Punktepaar )(~ Y1 
, so sind sie identisch (I,52). 

Sei Y1=X'rr.L,mit X>=l""E~FJund X,YG-ü. mit ,f't".,,,_y; YCf'=/ 1 
• Für 

x:=Zv.:::(Y)ci.,\fzlund v,.=Z'0= (Y 1·J·' _. .:_:f gi'lt xrr..J..c::.<- .:::27 ...:. ry) J\ , .. '- , J , . . , • Stimmt z J :.:: 

::)".,?ttmit x-R-..i. überein, so gilt X-rr.:..:: j für [X}:=.X/1l'-', also Y-='1/':? ; 
in diesem Fall haben ((.j):u 1 -"1 6,f c.l' /,c ) und 7r.1.' die beiden Punktepaare 

(E; F))und (X', V 1 ) gemeinsam, was der Voraussetzung widerspricht·, . daß u 

keine zulässige Ferngerade ist. 

Wir wollen die zulässigen Ferngeraden Ü aus dem Geradenbüschel i 
in uJ als Fixgeraden einer involutorischen Projektivität festlegen. 

Dazu lassen wir X in x variieren; die Gerade.X;~ geht dann stets 

durch x i~uund schneidet y wegen .x-n- .. "'= 'J in einem Pu~kt tY.r}:,.. yr1 X.fr~ 

Dann ist EX 1-9 Ei eine Projektivität Ys- in VJ= . Für E 7 t- CJ-= 
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gilt (EZ)y = EY= EX , für EX & 0/..E folgt (E><)y-=EZ. Damit gibt es 

zwei verschiedene Geraden von q/E , die in cf'• wechselseitig zuge

ordnet sind, so daß .fE involutorisch ist (I,52). Eine Gerade Ü von C}E 
ist genau dann zulässige Ferngerade , wenn Y- X/ , also Y = Y'1' 
gilt, was die Fixgeraden von J{ kennzeichnet. 

(5) Wir zeigen, daß eine dieser beiden involutorischen Pro

jektivitäten h: CjE~;;J:und ~: c,,-Jr...,,,..t,J,,..elliptisch und die 

andere hyperbolisch ist. 13 

Auf X liegen die Punkte .z:x/ X; J,f) t md {~}:=/Ei/r,, YJ {~J:•lfX)d't> y; nach dem 

Multiplikationssatz für Doppelverhältnisse (II,33) gilt 

< 1 > D V ( :f; Z ; X1 Z J ::: ]) V ( X; ~., X, Z ) • 1J V ( Z) %,,, ) ,Y; .z). 

Da 17""elliptisch ist gilt -PV(F,, /;.~ x; Y')<Ound damit 1JV( F; ~ X, Y j..:: 0.1 

da imReellen nach 1.4.4 jede Kollineation doppelverhältnistreu ist. 
Projizieren wir F; Fi X, Y aus Y., auf :x , so folgt 1) V (i 1 ,t , ,,( .7.)..: ~, 

also s-gn1JV(,<1,~/~Z)=rgnPV(X/~1;<tz) nach (1). Da (~X,)und (X;Z) von 

in Y-e zugeordneten Geraden und {X, Z], (X,Z) von in ~ zugeordneten 

Geraden auf x ausgeschnitten werden, ist genau eine dieser involutorischei 

w 

1 
1 

YI 
1 - ' 
1(EX)1E . -~.,.. J. 

. -".l. Xn 
u=Zrr 

\ 
,J:?I 

u'' i J / 
l
, E 

1.,X' 

)F' 
,I v, 
l / 

L 
Projektivitäten hyperbolisch .. Ihre beiden Fixgeraden sind die 

13Nach II,62 ist in einem reellen projektiven Raum eine involutorische 
Projektivität genau dann elliptisch, wenn zwei verschiedene Paare von 
Nichtfixelementen existieren, die einander trennen. Nach II,8.5 ist das 
Trennen von zwei Paaren invariant gegen Perspektivitäten; vier ver
schiedene Punkte A,B,C,D einer Geraden eines reellen projektiven 
Raumes bilden genau dann trennende Paare (A,B) und (C,D), wenn 
VV(A1B,C :') ..::{? gilt. 
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einzigen zulässigen Ferngeraden ä. ; da diese von tl = ::;.1. verschieden 

sind, ist die Parallelprojektion auf eine Ebene durch ü stets eine 

Schrägprojektion. 

( 6} Ist dagegen (<f fu J-~;-3 (er Ja):::: 7r.1.' , also u = z-1r.1. eine zu-

lässige Ferngerade, so ist die Parallelprojektion auf 

eine Ebene durch u eine Normalprojektion. Dann gibt es keine weitere 

zulässige Ferngerade ü. Nach (3) müßte nämlich eine solche von je 

zwei in~ zugeordneten Punkten von "- mindestens einen enthalten, 

was u=Ü nach sich zieht. 0 

1.5.7 Wir zeigen, daß für n> 4 kein Analogon zu Satz 1.5.5 existiert. 

Sei ir.,. 7f \ w ein euklidischer Raum mit dim 7f =4 und der 

absoluten Polarität rrJ 
0 • 

• Die globale, sÜrJektive lineare Ab-

bildung <f : :P -- 1fl J auf einen dreidimensionalen reellen affinen 
ii- J - 7T", \ ;. 1 J z / Raum 11 - 11 ....., hat den Ausnahmepunkt ifCU und es gilt wc.r-==~-, • 

Für den zu z in ,r(w J bezüglich .,,..L polaren zweidimensionalen 

Unterraum Z#"-'--: l c w ist dann ftc. 'f ,..a.J' • Sei rr/ die 

Spurpolarität von 7T.L iri lT{fu.) und /~ die involutorische Pro-

j ekti vi tät in TT.L konjugierter Punkte auf einer Geraden u c Ja. 
Dann ist fi':= ('(/u.f~ {q/u..) eine elliptische involutorische Pro-

jektivität der Geraden u.'~-ar c w-' • Die in TT..L. zu u polare Gerade 

u: =U. -fi-.L c tV geht wegen u. c Z ;.J. durch z und schneidet die Hyper-

ebene 1~ von TT ( w) in einem Punkt U lf t<. ; für E G-u .1 r: - 3/j lftc.. 

ist {E,F,uj ein Poldreieck von "TT; . 

Ist Ll:Gw)\"'1 mit U'::1: Ur , so wird durch das Dreieck[U;E;ErJ:!.F(f') 
als Poldreieck, der elliptischen involutorischen Projektivität;S'J auf 

u.'= E'F 1
, die F?..:111 leistet, und einer beliebigen elliptischen Pro-

. jektivität auf EV' mit E 11-1>U 1 in der Fernebene w 1 von 71 1 eine 

elliptische Polarität rr' definiert 14 . Wir zeigen, daß die gegebene 
• 0 

Abbildung q , aufgefaßt als Abbildung aus dem vierdimensionalen 

euklidischen Raum if auf den dreidimensionalen euklidischen Raum if 1 

mit der absoluten Polarität~) nicht als Produkt einer Parallel

projektion und einer Ähnlichkeit dargestellt werden kann. 
. -

Im anderen Fall existiert eine zu Z in 7T (w) komplementäre Ebene {f.,e,_:=-«). 
mit Z4~c. so, daß das Bild unter lfltu„ der Spurpolarität7r.,'!,. von -rr.J 
in Tf {j"') mit 77

1 übereinstimmt. Nach Konstruktio!1, ist ~<A.. =I<- ),"' und ~""c P.J 

14Eine Polarität 7T in einem reellen projektiven Raum 7( mit dim 7T ~ :2 
ist durch eine Polbasis {"P,;, P.,, . •. ~ 'P11 J ( d. h. 1J ~ = {P..f v ... v[1J_11 "[11,~1 l "'··· v{P,._} 1 f„o ,., n) 
und dien involutorischen Projektivitäten '/ii konjugierter Punkte / 

1 
, 

auf ~1; mit 1;,ß.;== P,· (j=1, .• ,n} eindeutig festgelegt (I,177) und n 
ist genau dann e1liptisch, wenn die Projektivitäten ~,,· alle " 
elliptisch sind (II,54). 
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~ i·n ei·ner Geraden u.
1 

und für die involutorische Pro
schneidet Jt.v_ 

A von i· n ...,..i. konJ· ugierten Punkten auf ü. gilt notwendig 
jektivität /. " 

u 

Z .-.J. 
( - 1T 

<[ ~{Z} 

{ Z } r c i [ F 1 also u,.. ;;:, nach sicr 
( crfü. J-1 - ( fü.,. )=/g~fr(ur1/5('flttlr was t,(.. C \f 1. -J V J , ,..., • -

zieht:1D:r Pol von c,c. c 17-,u, in 7T~"' liegt im Schnittpunkt s von u mit~ ; 
aus Sro:U'f= u-&-;I(., '! ) U1: u-'-n- J und Uc.r ::1:: u J folgt der Widerspruch 

('f' / f~ r 1 i: ( c.r I ~"' J =1= .;,. ' 

Nach 1.5.1 sind je zwei dreidimensionale euklidische Räume ähnlich. 

Die Zusammensetzung der eben diskutierten linearen Abbildung i und 
der Ähnlichkeit von FJ auf einen gegebenen dreidimensionalen euklidi

schen Raum mit einer absoluten Polarität ~~
1 

~ann sicher nicht als 

Produkt einerParallelprojektion und einer Ähnlichkeit dargestellt 

werden. Für dimF~ 4 wird zuerst ein vierdimensionaler Unterraum be

trachtet, der die Fernhyperebene cLJ von Ti in einem dreidimensionalen 

Unterraum durch z Gw schneidet; für diesen kann obige Diskussion durchge

führt werden. 

Ohne Beweis sei angeführt, daß für n ~ 4 der Satz von POHLKE gilt, 

wenn die Dimension des Ausnahmeraumes ausreichend groß ist. 
I.> 

1.5.8 Für eine Axonometrie aus einem affinen Raum 7T ist es nach 

1.4.6 zweckmäßig, die Fernhyperebene als Bestandteil der zu
grundegelegten Fundamentalfigur zu verwenden. Für einen euklidischen 

Raum bietet sich zusätzlich die Verwendung einer speziellen Basis 

an, nämlich einer kartesischen Basis C' • { Aoi Ao · · · 1 An} . Bei einer 

solchen sind die n Geraden A0 °Ai (j=1, .t,; ••• ,n) paarweise orthogonal 
und alle Punkte ,4,j liegen auf einer Sphäre zum Mittelpunkt A0 (111 -f43) 

nach 1.5.2 bedeutet das AoAk = A„At (/,l6[~ ... ,,,J) Unter Verwendung 

von Def.1.4.1 formulieren wir 

Def.1.5.2: Eine axonometrische Grundfigur i ß.,.'1 A.,~ ... ,A..,'/~; ... 1 '1'11:'j eines 
reellen (n-1)-dimensionalen projektiven Raumes "/TJ (n~ 3) 

heißt eine kartesische axonometrische Grundfigur, 
D 

eine kartesische Basis des euklidischen Raumes Tr 
0 

wenn { Ao, A,, • · · / A-11} 
und / 1{ J v. . . v {11, J 

die Fernhyperebene von 7T ist. 

; 
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Gilt "P,,' f /P.,'J v ••• V [P,,..',,J= :w,,,' C 11) und wird in "7p eine Fernhyperebene w) 

o O -., J I 
ausgezeichnet, so ist das axonometrische Bild bei ~ : P,-- '[ • ;l) \w 
nach 1.4.7 affin zu einen Zentralriß in einer Hyperebene ~ von J 
mit ~// w = (w 1ot" }/?eu. Ist auch -ff) ein euklidischer Raum mit der 

absoluten Polarität n.L' , so ist das Bild unter ti. nach Satz 1.5.4 

genau dann ähnlich zu einem Zentralriß, wenn das Bild (-rrJ Jq,JuJ der 

absoluten Polarität 7T .1. unter «)w das Antipolarsystem einer Sphäre in ff 1. 

ist. Dann gilt: 

Satz 1.5.6: Durch eine kartesische axonometrische Grundfigur mit?~'Jca, 1 

ist das Bild (-rr.LJ«lw der absoluten Polarität rr.L wie 

folgt eindeutig mitbestimmt (vgl. Fn. 1 4) : Die Punkte ~ ~ ... , ~, bilden 

eine Polbasis von {-rtJ.)°' 1
<,) und auf jeder der n-1 Geraden 7;:1~ 1 (1„ .t,, ... / n J 

ist die involutorische Projektivität /8~ J in (-rr.1.J«lw konjugierter 

Punkte durch ~ 1,-,.,. 11c I und .q;,, wA1j mit / .t=;:J, • A.,) A/r> 1!,' P>-' und 

J-1 (!1;~; Ei,~ ,A,;) bestimmt. 

Beweis. Wegen P,,,1 4 r.u.,,1 ist C()«=- '/il\ der Ausnahmeraum von ~ ein 

Punkt Z 14J und c( Jw : tu_,. ?(J nach 1. 2. 6 eine Kollineation. 

Da f P.,/ . •• , P11 } c-w eine Polbasis von rr.1. ist, stellt { P.,f •.. 1 -P,, '_/ eine 

Polbasis von (1TJ.)«lw dar; damit gilt R'/J1c '== ~' (1-.t,. .. )n). 

Der Fernpunkt Eiu.- der Geraden e~ , ... A.., A-4 (l=L~ .. ,, n J , also f .qu.J;4tA-1 "1a1
1 

liegt auf e1>4 =(/Aa/vA~A1c )/) uJ und ist von ~ und~ verschieden, 

da A,u A .. , Ak e C: nicht kollinear sind. Die Fernspur ~ r> t<J der 

zu ek orthogonalen Hyperebene ~ durch Ao ist E.t((., ;.1., und der Punkt 

[ M1.J := ~"'~ von A. bzw:. ,1 und A, verschieden 15 • Die Gerade A/Mk c ~ 
0 - -- 0 0 => 

ist dann zu ~/4 orthogonal. Aus AoA-,-=- AoA/4 und A„M4 l A. Ak=-~ folgt 

A1 M1c=M1c A~ mit Hilfe des Satzes von Eku 
PYTHAGORAS 16 . Wegen A:A1 1 AoAk gilt nach 

1 • 5. 2, Fn. 8 daher A" ,-. A f.: bei der orthogonalen 

Symmetrie & an >t und bei der harmonischen (q,,._
1 
~ )-

Homologie 6' mit ~ = ti / Po dann --P., ~ 1'1c , 

also J-/ (P-r,1Jt: j Ei" 1 ~). Der Schnittpunkt von 'e1l.(. 
mit ~ ist der zu E.t'<- in TT-'- konjugierte 

Punkt A,.,1 e- ~ //'4 • 
Ao · 

15Dies folgt aus nicht kollinear b:zw. ~"' ,.,J,: ~~ 1'-'. 
16 0 • 

Ist [ A .. ,A.c Mt,) ein Dreieck eines euklidischen Raumes und 4oNt .l. A„ fvf1c J 

so gilt ~t,,; A.A.,t-- AoMf<.(., (II,137); mit .-{A,,= A--=-7k folgt A„H-'<-=½1cA~ 
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Nach 1. 4. 6 gilt EI<;_= Ekt.c.- ol • Die Kollineation 

den zu E1r"" in 7T.J. konjugierten Punkt A.,, auf ~ P4 

in ( « l W J- 1 ir-' (« lw) konjugierten Punkt auf ~ J ~ 
1 

hält harmonische Lage. 0 

~ /w : w-- f<1
führt 

in den zu E,,:, 
über und er-

1.5.9 Gilt für eine axonometrische Grundfigur in 7T' speziell 1J,/e-tv.,/c;{< 1 

und ist cu,.' die Fernhyperebene a> J des affinen Raumes ff 1
- 7T 1 \ w'1 

() ,) .. 
so ist das Bild unter der Ax„onometr}e te: f-1-J nach 1.4. 7 affin 

zu einem Parallelriß. Sind 7r und 7T 1 euklidische Räume mit dim 7T =3, 
0 

so kann~ nach Satz 1.5.5 stets als Produkt einer Parallelprojektion 

mit einer Ähnlichkeit dargestellt werden. Das ergibt die übliche 

Fassung des Satzes von POHLKE: 

Satz 1.5.7: Liegen von einer kartesischen axonometrischen Grundfigur 

Ao~ A.,', A./, Aa111-r} 11 11 ~ 1 in einer euklidischen Ebene if, die 

Punkte ~', ~ ', 1'3 ' auf der Ferngeraden von if' , so ist / A/ A,;A;z'/A¼~i 
ähnlich zu einem Parallelriß einer kartesischen Basis eines drei

dimensionalen euklidischen Raumes. 

1.6 Lineare Abbildungen aus dreidimensionalen euklidischen Räumen 

1.6.1 Eine Lageaufgabe betrifft das Schneiden oder Verbinden von 

nichtleeren, echten Unterräumen eines projektiven Raumes. 

Wegen ~,,, P2. = r,(,, genau für fi., c 12.,, ist die Frage, ob ein Unterraum 

in einem anderen Unterraum enthalten ist, eine Lageaufgabe. In einem 

dreidimensionalen projektiven Raum 7r= (fl; Oj) genügt es, die 

folgenden beiden Aufgaben zu beherrschen, um alle Lageaufgaben 

lösen zu können: 

( / 1) Für welche Punkte Pef,Z und Geraden 9 4 gilt 1 'P&t::J ; 

(/2) Für welche Geraden '3 e- CJ und Ebenen a.ef gilt 9 c~ . 
Dann gilt 1' ~ot J wenn eine Gerade 9 G- CJ existiert mit 'Pt:':} und <?J c C(, • 

Die wesentlichen sechs Lageaufgaben eines dreidimensionalen pro

jektiven Raumes 7T können paarweise dual gegenübergestellt werden: 

1Die Aufgabe (/1) ist durch die Angabe des projektiven Raumes 
bereits beantwortet. 



(L 1) : 

(L 1 * ) : 
(L2) : 

(L2 *) : 

(L3) : 

(L3 ;1) : 
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A,B ep, A =I= B. Gesucht g t:- qJ mit g=AB. 

~,;1 ",5; tX=I<~. Gesucht g e OJ mit g= tX;, (!, · 
g, h €- ClJ mit 9,,, h = {Al . Gesucht ~ e- § mit at = q v h . 
g,h €-OJ mit gvh=a. Gesucht AGfl. mit /A} =gll h. 

A €-12 ), g €-q 1 A 4 ~ • Gesucht ex e lj, mit d.,, i A} "~ · 
tXei,qe-(/J; C(:/><?) • GesuchtAesllmit {A}-«/>q. 

Die Rückführung auf (/1) und (/2) ist nur für (L3) und (L3*) 

nicht trivial. Es gilt aber: 

zu (L3): Für B €'3 ist A =#=B und a = { A} VCj • AB v9 • 

zu (L3*): Für/3.:,9 istfX:/r~ und {A}-a,,-,g=(a/?j6)/JC3· 

Die in (L2) und (L2*) formulierten Voraussetzungen werden durch 

die aus (/1) und (/2) folgende Schnittbedingung erfaßt: Welche Paare 

( g, h) e-OJ x qJ bestehen aus schneidenden Geraden. 

Zeichnet man in 7f eine Fernebene tlJ aus, so kann die Parallelität 
.:, 

im affinen Raum 7f - ""ff\ UJ auf Lageaufgaben zur Ebene w zurückge-

führt werden. 

1.6.2 Durch die Orthogonalitätsstruktur eines euklidischen Raumes 
.:) 

1T • ff\c.v wird für Geradenpaare ein Winkel definiert (II, 1 4o) • 
~ ,,,, 

Dies ist eine Abbildung -, : q x q- [ 0 J .,,./4,,J c 1/l mit 

(W1 ) 4 a./ f:," = O f,.~ ~ 11 l 
.. , 0 

(W2) 4- ä., i, = 1T/4_, f(.4,r ä, .1 ,b • 

(W3) -la>t- ,!~h.:r f-1JV(A(A,JA"'"',B"-JB~} mit (?<f4'cf_,,l.c:.1r/4... für ti_:fi,: ;,..i. b;).1 

wobei Ae,, bzw. B"" der Fernpunkt von ä bzw. b und A4 x. bzw. Bu.x der jev:fiLs 

in r,J.. konjugierte Punkt auf der Ferngeraden AfA, B~ ist2 • 
" In 'Gtt stimmt dieser ,winkelbegriff mit dem elementargeometrischen 

überein3 (II,139). 

2Da die involutorische Projektivität auf A~B~ in~~ konjugierter 
Punkte elliptisch ist, gilt 'DV{4..,,A..,',B..,,B .. ')<0 für A"'*B«-:#A,.,' 
nach 1.5.6, Fn.13. 

3Im Elementarunterricht ist zwischen dem Winkel (genauer Winkelmaß) 
zweier Halbgeraden mit gemeinsamem Anfangspunkt und dem Winkel 
zweier Geraden, der nur von ihren Fernpunkten abhängt und auch für 
windschiefe Geraden erklärt ist, zu unterscheiden. Der erste wird 
zur Beschreibung der Größe einer Drehung verwendet, mit Hilfe der 
Länge eines. Kreisbogens erklärt und nimmt Werte im Intervall [o,-) c::: I/.Z, 
nach Auszeichnung eines Drehsinnes sogar in (-0o, oo) = IR. an; der· 
Winkel zweier Geraden liegt stets im Intervall [o) '17"/.t.] • 
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Jede Frage nach einem Abstand oder Winkel heißt eine Maßaufgabe. 

Dann gilt: 

Satz 1.6.1: Jede Maßaufgabe eines dreidimensionalen euklidischen 
Raumes ff„1T\(()J in dem die absolute Polarität TTJ 

und eine Strecke (0,E) der Länge 0E=1 gegeben sind, kann auf 

Lageaufgaben in 7T zurückgeführt werden. 

Beweis. Nach Satz 1.5.1 kann man die Länge jeder Strecke und nach 

(W1), (W2),(W3) den Winkel von je zwei Geraden bestimmen. 

Es bleibt, die anderen Maßaufgaben durch geeignete Definitionen 

auf diese beiden Maßaufgaben zurückzuführen. 

Winkelaufgaben: 

) 

Abstandsaufgaben: 

X&.:.:X'N'mit NGri"" fx,N,{(x,1(,()J;.J.j kollinear, J;f =A;/ f:,c///ß r,1,·f Ae-«J 
Xe ;::,XN „,;tfNt.,:s,,-, «. " O(i: [X} v (a11wJ.i\ ä b:.-AJ; für ä /1.b mit A ~.1 „ 
an: =ÄB für ä j. J,° mit f A ~ .a, Bel:, J (A"'Bu.}rr" f kollinear 4 • 0 

$ 

Mit Hilfe der Lageaufgaben in 7f kann man jede Maßaufgabe in 7r · 
auf die folgenden Maßaufgaben zurückführen: 

(M1) Länge von Strecken 

(M2) Gestalt (d.h.Festlegung bis auf Ähnlichkeiten) ebener Figuren 

(M3) Orthogonale Lage von Geraden und Ebenen. 

Durch (M3) ist n~ bestimmt und (M2) liefert insbesondere den Winkel 

schneidender Geraden5 • 

4Die Treff gerade n aus N,,.,:={4..,, 'B""']n-.J.e-eu an a und b, also n.=({N..,fv~ )ll((~ f v b) 
ist die eindeutig bestimmte gemeinsame Normale von a und b·. Die Be
zeichnung Gemeinlot sollte man im Elementarunterricht vermeiden, da 
lotrecht stets die Richtung zum Erdmittelpunkt angibt und nicht 
anstelle von o,thogonal (normal) verwendet werden darf. 

51m Elementarunterricht wird (M2) schärfer wie folgt formuliert: 
Abmessungen ebener Figuren (vgl.Baugeometrie I,21). Wie die obigen 
Uberlegungen zeigen, genügt die schwächere Fassung von (M2). Mit der 
schärferen Maßaufgabe (M2) kann die AbstandsaufgabeXä für x~a 
gelöst werden. ' 
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1. 6. 3 Ist 1f,... ({/?, UJ) ein reeller projektiver Raum, 1T 1
-= (ff~ o/' J 

ein projektiver Raum mit dim lT 1
Ji,l, und rj:r:Jl-flt'J eine surjektive 

lineare Abbildung, so ist 7T' nach Def.1.3.1 und Satz 1.4.2 ein 

reeller projektiver Raum. Für eine zu A"J windschiefe Gerade g 
· stellt ":f/q : q -t:J'f nach 1. 3. 2 eine Bijektion dar. Schärfer gilt: 

Satz 1 • 6. 2: Enthält eine Gerade <3 €- C-J eines reellen projektiven 

Raumes 7(...,. (1ft qJ) keinen Ausnahmepunkt einer linearen 

Abbildung 'f: f-1,. ' mit dim?hm~) ~ 1., , so ist 'f /Cj ; CJ -- 9<f eine 
doppelverhältnistreue Bijektion. 

Beweis. Ist ~,./A'f'cj< die Ausnahmemenge von ff , so existiert durch g 

wegen 'fJ/'J ~::P ein zu 2 in 7f komplementärer Unt.=rraum 4: c {iZ 
(I, 96). Für ff' fJC ist die Perspektivität -rl'/t'1: f,,...,/,,,or:;:f,,: 
nach 1.2.2 eine Kollineation. Da/~ nur den trivialen Automorphismus 

gestattet, ist t/~ nach 1.4.4 doppelverhältnistreu. Wegen dimTT('<f.r)= 

•dim~m 'f) ~ ,l ist 7T J ein reeller projektiver Raum und Jt /9'/-' doppel-

verhältnistreu. 0 

1 • 6. 4 Die Grundaufgaben der elementaren Darstellenden Geometrie 

behandeln die Lageaufgaben eines dreidimensionalen reellen 

projektiven Raumesfund die Maßaufgaben eines dreidimens!onalen 

euklidischen Raumes in linearen Abbildungen auf eine reelle 

projektive Ebenei!Nach 1.3.5 besitzt jede solche lineare Abbildung 

einen einpunktigen Ausnahmeraum. Zur Lösung der Lageaufgaben von J 
in f!werden Lageaufgaben in fi 1 benützt. Wir benötigen also Kriterien 

für (I1) und (I2) von 7T ausgedrückt durch (I1) und (I2) in 7TJ. 

Wegen der fehlenden Injektivität lassen sich solche Kriterien erst 

nach Hinzunahme eines zweiten linearen Risses angeben, vgl.2. 
== 

Beherrscht man die Lageaufgaben 

Lösung der Maßauf gaben von -ff-• 7r\ c.v 
~ 

zweier Punkte OJ E <e- ]Sl\A„ mit OE„ 1 

von~ in ff', so benötigt man zur 

nach Satz 1.6.1 den linearen Riß 

und Oq =I: Elf sowie das Bild 
der absoluten Polarität rrJ. unter 'f /w 
dann eine elliptische Polarität (7{.i.)'1'1"' 

'· 

• Nach 1.5.5 existiert nur 
mit (-rr '-)'fl~ ('f/uir 1 ;J. (q, /w j 

in TT1 , wenn üJ nicht projizierend ist, also 2. cf.. w gilt/ der 
lineare Riß ist dann kollinear zu einem Zentralriß. Da dann tt/c..): w~ :p) 

..:, 

injektiv ist, können die Maßaufgaben von 7T bereits in einem linearen 
Riß behandelt werden. 
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Der lineare Riß eines Fernpunkts Ci...., ~G<J bzw. einer Ferngeraden a"" c w ., 
von 7r heißt Fluchtpunkt Ci,,_'f aller Geraden des durch G'""' in 7T be-

stimmten Parallelbündels bzw. Fluchtgerade: ~~r 
0 

durch a~ in 7f bestimmten Parallelbüschels. Die 

aller Ebenen des 

Maßaufgabe (M3), also 

t§..LJ„ wird d~nn durch(<;'(,,C..crJ{r.LJlf/lll=a"'r gelöst. 

Die Lösung von (M1) ist nur für eine Strecke (X,Y) auf einer 

nichtprojizierenden Geraden möglich und verwendet die Beweisidee 

von 1. 5. 2. Haben XY und OE denselben Fluchtpunkt ~:, ) was X'/,,,.,w. OE/?w J 
0 Q 

also X'I//OE. bedeutet, und gilt XtO.E , so beherrscht man 
0 

die Translation "t': X J.-. o im linearen Riß, wenn der Schiebflucht-

punkt fl"' 'f , also der lineare Riß von /<u,: • %0.,,, tO bekannt ist. 

Mit y: = y f gi 1 t -V V { Y, 1:, o,, (;,.,_, )= VV { Ycr „ E,-., Or., (.,rpach Satz 1 • 6 • 2 , und 

dieses Doppelverhältnis bestimmt nach 1.5.2, (D2) den Abstand XY=~. 

Ist 7r 1 eine projektiv abgeschlossene 

mit Hilfe eines Meßpunkts von OrE~ 
Anschauungsebene, so kann XY 

auf einer Meßskala abgelesen 
t> " i) 

u 
werden. Für XY // OE und X,.,. OE wird nach 1. 5. 2 eine Translation '2"..,. ., ., 
mit X,z; t:f OE vorgeschaltet. 

0 
0 -

Nach 1 • 5. 2 genügt es, noch den Fall X=O, Yi-=: Y • OE zu behandeln. 

Auf der Fluchtgeraden ~ 'f der in 1 • 5. 2 mit f-, bezeichneten Ver-

bindungsebene von OE=g mit OY-= h sind die eindeutig bestimmten 

Punkte tJ" 'f und Wu,X'f von Clu. 'f zu suchen, welche in r -rr-L/'flW 

konjugiert und harmonisch zu G" 'f und -llu. 'f liegen; die Kollineation 

<f(w :t.V -:Jl..' erhält nämlich harmonische Lage. Die Abb. zeigt die 

Ermittlung von y t-r e OE , wobei XY.:: o9;cr = /VV (YJ-cr1 °r„Er/ <i~'f) I 
gilt; die involutorische Projektivität in (-rr.1.J'-r'~ konjugierter 

Punkte ist durch Paare zugeordneter Punkte (A ... (f,A-..!'-f ), (3~<,r,'&..7<-f) gegeben
6

. 

6 Gemäß 1 . 5. 2, Fn. 9 sind W.. 'f und 4l~x'f das gemeinsame Punktepaar zweier 
involutorischer Projektivitäten auf a~~ , welches in der projektiven 
Ebene 71"'' unter Benützung der Involutionszentren J und J einer 
elliptischen und einer hyperbolischen involutorischen Projektivität 
auf einem Steinerkegelschnitt gefunden wird (I,73). 

Ist if-'= 1T' \/.(. 1 eine euklidische Ebene und a,._ 'f::l:u.' , so existieren 
zur elliptischen involutorischen Projektivitätf :') .. y--4 .. 'f _in (ir,LJ'f1"" 
konjugierter Punkte zwei zu a„ 'f symmetrisc9-e Punkte Lß, '-ß J aus 
denen/3 durch die Rechtwinkelinvolution in rr' projiziert wird. 
Diese LAGUERRE-Vertreter von ß liegen auf allen Kreisen mit Durch-· 
messern (P ,Pf>) für P,Pß ""' und auf der Normalen zu a;'f im durch{Z,ßß].-a1,.,u.· 
festgelegten Zentralpunkt Zf.J., von~ (II, 158). Die Geraden 4k!.,, 1 Lß#',/'cr "' 
s:ind dann die Winkelsymmetralen von ,f Lr .. ~ 'f, ~ 0./f..,'f (vgl. 1 • 5. 2, Fn. 9) : 
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Für die Winkelaufgaben genügt nach 1.6.2 die Ermittlung des in 

(W3) auftretenden Doppelverhältnisses, welches im linearen Riß be-

stimmt werden kann, falls die Fernpunkte A~,B~ 
verschiedene lineare Risse besitzen. In der pro

jektiv abgeschlossenen Anschauungsebene kann 

der beiden Geraden 

- VV (A„ 'f I A,/·'f 1 'B""'fi '!,,!''f ). : x,,-0 auf einer M.eßskala 
abgelesen und daraus mit Hilfe einer Strecke 

der Länge 1 und des Höhensatzes der Winkel 
" 0 4 a, h = : '+" konstruiert werden. 

( 
ta n 1./1 

X 1 

eine euklidische Ebene mit der absoluten In-

volution rr~', so kann für jede Figur f 
o • ., 

in einer bei 'f : Jz- fe' nicht-
" 0 projizierenden Ebene Of. c, die Maßaufgabe (M2) so gelöst werden, 

daß man auf die zu <( kollineare Figur f 'f c 42 1 eine Maßkollineation 

~"' :f~fl.'anwendet, wobei f<rc"ot ähnlich ef ist. Für au'f::f'<- 1 

mit Q'"' := IX,,,., w wählen wir flge. als perspektive Kollineation van 7/1
, 

de_r.en Zentrum M~ ein Laguerre-Vertreter der elliptischen in

volutorischen Projektivität in lir-.J.J'flw konjugierter Punkte auf a
4
'f 

ist, und die~~~_,,. "J leistet. Wegen der letzten Forderung ist 
0 

(Cf{i:t}tf<.,,1: & - 'fl 1 eine Affinität; da weiters die Fernpunkte der ., 

Schenkel jedes rechten Winkels in« bei Cf~" in Fernpunkte von ;;'
1 

übergehen, die aus dem Meßpunkt M« '[2!!_ ~ durch in if' orthogonale 

Geraden projiziert werden, ist (Cf/,; /tf(« : J - 1f! 1 eine 

Ähnlichkeit. Die Achse der Maßkollineationo«« kann parallel ~~f 

und von a"1 verschieden gewählt werden; ihre Wahl bestimmt den 

Ähnlichkeitsfaktor zwischen f c <X und f 'f/<()( c /: 
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K.Achse 

J O i> 0 

Gilt dagegen «« 'f .... c,c., , so ist Cf/et: a:..- Jl J eine Affinität 

und genau dann eine Ähnlichkeit, wenn ~.i.• mit der elliptischen in

volutorischen Projektivität /J in (ir.i.J'f1
w konjugierter Punkte auf u..J 

übereinstimmt. Für /f;•1T.J. 1 gibt es genau ein Punktepaar ~/ 11.... , das 

in j, und 7r.J.J wechselseitig zugeordnet wird; die Projektivität '7:•~-rrJ.:c-<?-"") 
hat dann die Fixpunkte ~ 1 k~ und ist durch ein weiteres Punktepaar 

,4u(Eol2\{G'",+1 ... J)k:>Aef.,j;1TJ. 1 festgelegt. Wegen ~-/;- 1 ist /5?t= .,,-..t! 
Als Maßkollineation tf'-,a. verwenden wir nun eine Homologie mit 

Zentrum~~, deren eigentliche Achse durch·-#~ geht und deren 

Einschränkung auf~) mit"(, übereinstimmt. 

1 • 6. 5 Die angegebene Lösung der Maßaufgaben kann auch für Zentral

projektion aus einem dreidimensionalen euklidischen Raum fr~n\~ 
auf eine seiner Ebenen f.,, c cfl verwendet werden; wir benützen für 

eine solche Perspektive den Abbildungszeiger c und schreiben P;.pPc-:Pc. 
"-' - - l 

Der Kreis k in der euklidischen Ebene mit der Punktmenge 1l, = p., \ ( 1',,/J w J, 

dessen Mittelpunkt der Hauptpunkt H, also die Normalprojektion des 
..e. 

Augpunkts z der Perspektive c auf ,::J:J~ 
Ga ~ T' 

Abstand d von Z und 'ff~ (Distanz von 

der Perspektive. Dann gilt: 

und dessen Radius gleich dem 

c ) ist, heißt Distanzkreis 

Satz 1.6.3: Bei einer Perspektive c ist das Bild ~~Je~ der ab

soluten Polarität ~J. das Antipolarsystem des Distanz

kreises. 

GaF„ d. f 1 
ur ie .o genden Begriffsbildungen .ijl.Uß im euklidi'schen Rauui fr · 

Abstand mit ~ilfe einer Eichsphäre erklärt sein. Da aber ~ur A ein 
vor~omme:r_i, die das Verhältnis zweier Längen, also insbesonde ~-U?E?a9en 
G~eichh7it be!reffen, sind alle Begriffsbildungen von der Au~wa~tre 
einer Eichsphare unabhängig. 

~ie el~mentargeometrische Bezeichnung Distanz für Abstand ent
spricht nicht der Bezeichnung in (II,135). 
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Beweis. Nach Satz 1.5.4 ist (rri)cfw das Antipolarsystem eines Kreises • 
..L 

Da HZ orthogonal zu der zu 'f~ parallelen Ebene durch z ist, 
gibt H den Mittelpunkt von(~~)efw ab. Es bleibt zu zeigen, daß 

auf jedem Durchmesser des Distanzkreises k die Punkte Kund K vonk 
in (rr.1. Jcfw konjugiert sind, da dann bei 

jener hyperbolischen Polarität, welche das 
Produkt von (,r.L;etw mit der Spiegelung an H 

ist, alle Punkte von k selbstkonjugiert 

sind. 

- --Wegen KH=HK=HZ liegt z auf einem Kreis 

mit dem Durchmesser (.f,K) in der Ebene 
{k}v{KJv{Z} ; aus dem Satz von 

THALES (II, 151) folgt ZK.L z"i<. D 

Für die konstruktive Behandlung benötigen wir einige Aussagen 
über das Antipolarsystem~ eines Kreises i in einer euklidischen Ebene 

0 

#, mit der absoluten Involution 7i".J. auf der Ferngeraden u. c:;l . 

(I) Für einen Durchmesser g von k sind die Laguerrevertreter LJ,Lr 
der elliptischen involutorischen Projektivität /3 in;; konju

gierter Punkte jene Punkte von k, die auf dem zu g normalen Durch
messer liegen. 

Beweis. Der Mittelpunkt M von k ist der Zentralpunkt von ;J , und die 

Schnittpunkte K,K von g mit k sind in r zugeordnet. Die 

Behauptung folgt aus 1.6.4, Fn.6. n 

Daraus folgt: 

( 1) f kann mit Hilfe von in L;t, E< k angebrachten "Rechtwinkelhaken" 

vervollständigt werden. 

( 2) Sind X, X~ eigentliche Punkte des Durchmessers g von k, so 

schneidet der Kreis mit dem Durchmesser (X,X~) den Kreis k 

Gegenpunkten, nämlich in Lß und Lt3 (vgl.1.6.4,Fn.6). 

in 

( 3) Vervollständigung von 7r': M 1r = t,I.; ; für i~"- ist Ci, f der zu M6i: ,,:q ... . 
normale Durchmesser von k 

Q 
(die Spurpolarität von rr auf u.. 

ist nämlich ,r.L ) ; für X f. f2 \ { M] geht fir durch den zu X in 77 

konjugierten Punkt Xf6 auf MX= :q und ist zu 9 orthogonal 

(M, X, G"- sind kollinear, also ") Xfr 1 q,._ .fr kopunktal) • 

(4) Ist g eine eigentliche Gerade und y- die elliptische in

volutorische Projektivität in~ konjugierter Punkte auf g, so 

schneidet für x,x4 f u.. der Kreis mit dem Durchmesser (X,Xy-) den 

Kreis k in Gegenpunkten. 
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Beweis. Nach (1) ist dies für einen Durchmesser g von k richtig. Ist g 

kein Durchmesser, so geht der Kreis l über (X,Xy) nach (3) 

und dem Satz von THALES (II,151) durc~den Punkt {X;?:= XMt'iX;;., 
und nach ( 1 ) gilt nach dem Höhensatz XM • M %ß .. ,,. .2 , wobei r der 

Radius von k ist. Somit ist ~4
>0 die Potenz 7 von M bezüglich Z ; 

die durch M gehende kürzeste Sehne8 von 1 ist daher ein Durchmesser 

von k. 0 

(II) Eine Polarität T in einer·projektiv abgeschlossenen euklidischen 
0 

Ebene ?<, u tv ist genau dann das Antipolarsystem eines Kreises k, 

wenn in rr ein Poldreieck aus eigentlichen Punkten existiert, dessen 

Höhenschnittpunkt9 der Mittelpunkt M von 7f" ist und in dem jede 

Höhe die gegenüberliegende Dreieckseite in einem Punkt zwischen den 

Dreiecksecken trifft 10 • 

7schneiden zwei Geraden durch~~ L~inen Kreis 1 in Punkten X,X1 
bzw. Y, Y1 , so gilt MX: MY =My; MX-, ; die nur von M und 1 abhängige 

zaJll MX • .MX1 .:::r o heißt die Potenz von M „bezil,glich„ 1. 
0
Nach dem fer:];.pherie-., 

winkelsatz (II,162) gilt nämlich -4 X~,XY,,=-{YX,,, Yi und .,riX;'tY=4~~~Y; 
so...,daß die _preiecke { M, K, Y1 } und { /'1 1 Y1 ,k'.,} ähnlich sind. Nach II, 146 
gilt dann MX:MY=MY1 :MX1 • 

8Für einen Innenpunkt M von 1, der bezüglich 1 die Potenz r
2
>~ besitzt, 

ist die Länge jeder Sehne gleich X+ ,.
2
/.x mit x: =MX> o f"-r:- X" l .,. Da l c. /R..~,, 

kompakt_J!_nd fv11 l ist, besitzt die stetige Funktion Xe- l ~ x + r 1/x 
mit x = MX > o ein Minimum, und dieses wird für x=r angenommen. 

9Nach II,152 sind in einer euklidischen Ebene die drei Höhen eines 
Dreiecks kopunktal. 

10In der Anschauungsebene bedeutet diese Aussage, daß das Poldreieck 
spitzwinkelig ist. 
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Beweis. (a) Nach (3) ist in dem Antipolarsystem eines Kreises k der 

Mittelpunkt M der Höhenschnittpunkt jedes Poldreiecks 
0 

tP,Q,R}cfl.: von.,,- und die . Höhe RM die Polare fiJr des Fernpunkts Fu. 

von PQ. Dann fällt der Höhenfußpunkt F.... auf PQ in den Zentralpunkt 

der von ~ auf PQ bestimmten involutorischen Projektivität konjugierter 

Punkte; wegen Q=PJ"' gilt DV(P,Q,F~,F~)=TV(P,Q,~~) ~o nach 1.5.6,Fn.13, 

da f' elliptisch ist; damit liegt F~ zwischen P und Q (vgl.1.5.2). 

Analoges gilt für jede Seite des Poldreiecks. A 
Furr 

(b) Ist der Höhenschnittpunkt des Pol-
<> 

dreiecks {P,Q,R}cf2 der Mittel-
., 

punkt von~, so ist die Höhe RM die Polare 

des Fernpunkts F,,,,, von PQ, da aus l Fu_ J = u l'J PQ 

folgt f;_n- = e,c,.; v {Pa )R ,.,. MR. • Damit ist F"' 

in rr auf u konjugiert zum Fernpunkt der 

zu ·PQ orthogonalen Höhe. Wiederholung für eine pri,:;;..---,.,,,,,._-~Q~~~ 

zweite Seite des Poldreiecks lehrt, daß die 

Spurpolarität von 7r auf u mit der absoluten 

Involution ~L übereinstimmt. Weiter ist der Fußpunkt & 1 der Höhe RM 

auf PQ,der nach Voraussetzung zwischen P und Q liegt, der Zentralpunkt 

der involutorischen Projektivität y in ff konjugierter Punkte auf PQ 

und somit y nach 1.5.6, Fn.13 elliptisch; da Analoges für die 

anderen Seiten des Poldreiecks zP,Q,Rj gilt, ist~ nach 1.5.7, Fn.14 

elliptisch. 0 

Zur Lösung der Maßaufgaben in einem Zentralriß benötigt man nach Satz 

1.6.3 und 1.6.4 den Distanzkreis kund den Zentralriß zweier Punkte 
,;; 

O,E G g2 \ fZ) miJ: OE=1 und Oe:!= Ec; da bei einer Perspektive c :cf!_,,.({:, 
jede Strecke in f/)1 unverzerrt erscheint, kann man auf die zusätzliche 

Angabe des Zentralrisses einer Einheitsstrecke verzichten11 • 

(M1a): XY ist nicht projizierend und hat denselben Fluchtpunkt~a wie 

eine Gerade g c~. Dann ist XY eine Hauptgerade parallel g und G~~ein 

Fernpunkt. 
Man erhält XY unter Benützung des Schiebflucht~unk~es R,~_e __ mit {R,,.J-... XO,.-,t<J 

für f ~ X i--O~cj. In der euklidischen Bildebene f,1 c :µ ist oc: Yf c-= X Y • 

(M1b): Ist XY nicht projizierend und 

nach 1 • 6. 4 X'€';'.;•~ und Y 4-~ anzunehmen. 
) . 

ist Spur der Ebene 871' = 9 v h mit 

keine Hauptgerade, so genügt es -Eine Gerade g c Jl,,, durch X 

h: = X'/ , deren Fluchtgerade 

11 Die folgenden Konstruktionen sind aus demEl:mentarunterricht der 
Perspektive geläufig und werden dort durch raumliche Deutung ge-
wonnen. 
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durch H/,1,c. und den Fernpunkt '-7.a,.. c.geht, also zu g parallel ist. Die 
/,/ c /., )( C Punkte >ru. 1 ,v"- sind jene Punkte von a~~ , die in der Antipolarität 

des Distanzkreises k auf a,,_ r. konjugiert und harmonisch zu ~"' c und 4 c.1 

also symmetrisch zu -1-/"' c. liegen. Damit gehören nach (4) die Punkte fu..~/1/,._Yc: 

jenem Kreis um H~c. an, der den Distanzkreis k in Gegenpunkten 

schneidet. Da auf g c die Länge XY abzulesen ist, sind die Punkte """'c:, 4( Jtc

als Meßpunkte von XY · zu bezeichnen. 

(M2): Der Fußpunkt der Normalen aus dem Hauptpunkt H auf die Flucht

gerade d~c• ~J der nicht projizierenden_Ebene a::'. einer 

Figur j ist der Zentralpunkt Zy der elliptischen involutorischen 

Proj'ektivität J"; Clu/-a,.,,c. von in 1rrJ.JC/{,() konjugierten Punkten auf a...,c • 
w..xc 

k 

l 

(M1a) (/v/2) (M3) 

Da nach (4) jener Kreis um Zy, der den Distanzkreis k nach Gegen-

punkten schneidet, aus a~c. in (rrL)c/w konjugierte Punkte aus

schneidet, liegt der Meßpunkt M~ als Laguerrevertreter von rauf c 
und auf z,..H. Wählt man als Achse der Maßkollineation r;"« den 

Zentralriß einer von der Spur verschiedenen Hauptgeraden bzw. der 

Spur von d , so ist 'f ~l{,a. zu f, ähnlich bzw. kongruent. 

F •• a C ) ur c.,., = u ist a eine Hauptebene. Da '-rr-J.) e/w die Antipolarität 

eines Kreise in der euklidischen Bildebene mit der absoluten In-.. 
volution rr.L> ist, ist c/~ :_ex-,., dann eine Ähnlichkeit bzw. eine 

Kongruenz,je nachdem ol ::/:: --;p,,, bzw. 0( = 42, gilt. 

(M3) : Die Vervollständigung des Antipolarsystems ('TT'J.) :/"-' des Distanz

kreises k gemäß (3) liefert die elementare Konstruktion der 

Fluchtgeraden cJ"'c der zu den Geraden mit dem Fluchtpunkt ~ e normalen 

Ebenen. 
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1 . 6. 6 Sei Cf = { Ao, A4/ A,t„ A~ J eine kartesische Basis eines dreidimensionalen 

euklidischen Raumes ff =7T\w mit der absoluten Polarität -rr.L 
und {A,/1 Af'1 A4 'r1>;, 7

1 ~~P':>:.'} eine kartesische axonometrische Grundfigur 

in einer reellen projektiven Ebene 7T 1 
l vgl. 1 • 5. 8) . Für ~ \-i ~ 171 '=: u_/ c dl J 

besitzt die dadurch bestimmte Axonometrie .:::t': fl--f, J einen Ausnahme- ' 

punkt Zefw , von dem gemäß 1.4.6 die Normalprojektion auf /Aofv{,,./-f\·!~/ 
(Grundriß) und die Normalprojektion auf {~tvf v [A.t.] v{A3j (Aufriß) ge

funden werden kann (der Grundriß bzw. Aufriß ist in der Abb. mit dem 

Zeiger I bzw. II versehen): Ist u„ die Ferngerade der Grundrißebene 

cf1,,== [ Ao ! v { ..t,,} v { A.t.} c 72und .K: ~,,-.:> tJll die durch ,1•k = Aa·J (j=O, 1, 2) J ~ X= e,c_/ 
1 - T' 1- A A ..... "' 

festgelegte Kollineation, so ist { Z} = Aö A 5 /J ~ ~ mit A5-Aix,f;, ~ - ~ 1.k--1_ 
,,.. A 

Die Punkte A3 ,P3 können unter Verwendung von Hilfspunkten 1',2',3'e~' 

mit Hilfe von Doppelverhältnisübertragungen gefunden werden (in der 

Abb. ist nur die Gerade A„ 1Aj kongruent in den Grundriß mit ,4-0 )1-C?A0 I 

übertragen und der Meßpunkt dieser Geraden benützt). 

A
,/ 
3' _1-, 

t 
t 
i 

j /····., 
~. 

P..' 2 

Ist auch in 7T' eine Ferngerade u' ausgezeichnet (in der Abb. die 

Ferngerade der Zeichenebene), so ist ;_: f,,,.. f\w_,.. f J= f; \u.' nach_ 

1.4.7 affin zu einem_Zentralriß in einer nichtprojizierenden Ebene ~ccfl 
mit der Ferngeraden u Jci-,/-1 w . verbindet man die Gerade «.- 1.k _ _, c p., , 
welche sich unter Verwendung der Punkte {4'},,. a 1

r1 Ao'A/ und {S'}=u//> A/A/ 
mit Hilfe von Doppelverhältnisübertragung ergibt, mit Z , so erhält 

.!:!. 

man die zu cf,1 parallele projizierende Ebene. 
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Für ~ > ./:- R 1 
~, ist { ~ )' ~ >, "P/) ein Poldreieck der elliptischen 

Polarität (r,-J. Je<. f w • Nach 1 • 5. 8 sind die Punkte { Fj,:_,} .. A,,1 A-/ /1 "/:} 11: 1 

(k=2, 3) die axonometrischen Bilder der Fernpunkte der Geraden ek ~ A~ 41r 
in der Einheitsebene ~: = { A~] v { Az J v {A3} von fY und liegen auf 

der Fluchtgeraden et,(, l\:'. von E • Bilden die Punkte A, ~ A/, A3
1 ein 

Dreieck, so ist dieses zum Dreieck {~ ~ ~ ', '3 '] bezüglich A,.,J perspektiv 

und e"'"' ist _die Desarguesachse dieser beiden Dreiecke; für A/ G A/A.z 
1 

gilt ~ .. c:x = A., > .A.z.1 • Nach 1 • 5. 8 liegt der durch 

1-{ (~, ~; Et .. , A,,, ) (k=2, 3) bestimmte Punkt 

A,.{ E- 1; 'Pk in der zu e, normalen Ebene ~ 

durch _Ao , die auch durch 'Ff (1 ~ {2 ,3], 
l=#=l< )geht. Damit ist ~ /J ~ r) C.U-= r{,f5der 

.::, 

Fernpunkt der zur Einheitsebene c 

pi 

R' 4\-3------ 1 
'1' - 1 

' --- 1 
• -- 1 

' -----/N '_ _,. ·.. r-u_~ .A, 
·. i y-112 

/ 1 

\ A 1,1,1, / A :i°'..J P, I 
\ :L. 13 _...., ,:----_ 

normalen Geraden durch A0 • Wegen 

f Jll«}=P;) A/n ~~{ und /-/ (P.,} Pi~- Flu~ A~.') 
(k==2, 3) ist Mu oc der Dreieckpol von 

E:c.«: bezüglich des Dreiecks [-e~ 7;, ', 1'i' j . 

\A~/1 -

I \ . /. L---\\---/~, E;~ A - ; ,.,,A~ 3 ·',' i ./ 1 \ 
\ / / \ 
\ ;' , ... /" \ V/// i,\_. s.~ 

Satz 1.6.4: - I 
Aa Bei einer kartesischen 

axonometrischen Grundfigur eucx 
,.A>A 1 A'-PJ-71/"1JII 't "'TJ/J/i)/1)_/ L '<> , , ,,t / Z I ,r 1 ';i_ I 1'!, J mJ. r'3 , ff t',, '.:l. in einer reellen pro-

jektiven Ebene TT' ist das Bild frr.J.)Ol"i; der absoluten Polarität 7T~ 
.::, 

in 7T durch das Poldreieck {-r::: 1f ', 'P3 '} und das Paar (1 .:ri ~ X) als 

Pol und Polare festgelegt, wobei e~~ die Desargues~chse der Dreiecke 
;'1) I "1) I -1) j) d /" 4 1 A I A 'j b d. G d A ) A I f'' 4 1 

/' A I ,f I z r,, 
1 

r,. , r3 J un 2 . ,, 1 ,. , 3 zw. ie era e , ~ ~ ur .. . 3 '='" , ,, r ,;z, 

und Ha x der Dreieckspol von e« .:< bezüglich {1?,.J, 1i 1
, ~ '} ist. 

d f h hd k A ).4) Zur Lösung er Maßau gaben ste en noc ie Pun te c:, 1 ; '" ml.. t A 1-1.. ..l ' 
<) - A ,' 

zur Verfügung. 

1 • 6. 7 Ist ff 1 = 7T 1 
\ c1.. J eine euklidische Ebene mit der absoluten 

Involution n.L) , so ist nach Satz 1.5.4 und Satz 1.5.6 die 
0 -::1:J„ u J / 

Axonometrie ex. : 1 -P <f- mit ~ , ff ~ 1 ~ genau dann ähnlich zu einem 

Zentralriß in einer zu { Z J v c„c.1 x- 1 parallelen Ebene, wenn die nach 

Satz 1 • 6. 4 bestimmte Polarität (iJ. ;a/t-0 0 das Antipolarsystem eines 
v . ) 

Kreises in Tr 1 ist. Für {7?,~17.'r P-,/} cf muß nach 1.6.5, (II) dazu 

der Höhenschni t_tpunkt von { P/, 1l ', P~ 'J de~ Mittelpunkt von f71-'- -~ 
1

w 

sein und der Fußpunkt der Höhe auf 'P., 1
~ ' Cl<-::::.2, 3) in if- 1 zwischen P/ 

und P1 liegen; ist einer oder sind zwei der Punkte P1,P2,P; Fernpunkte 

von TT' , so muß die durch (7r.1.. Jotlw bestimmte involutorische Pro-

jektivität konjugierter Punkte auf u' mit ~.J.) übereinstimmen und auf 

einer weiteren (und dann auch der dritten) Dreieckseite elliptisch sein. 
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Wir behandeln die Frage, was von einer kartesischen axonometrischen 
0 

Grundfigur mit P3 '4- ~'~' in einer euklidischen Ebene 7{ J vorge-
geben werden kann, wenn man verlangt, daß das axonometrische Bild 

ähnlich zu einem Zentralriß ist. 

Satz 1.6.5: Gibt man von einer kartesischen axonometrischen Grund-
o ) J 

figur in einer euklidischen Ebene ?r = 7T 1 \(,t die Punkte 
0 4.,: A~ 1

1 
1. j ~ ', 73 

1 so vor, daß i1 ', ~ ~ ~ 1 f ein Dreieck in /L J ist, in 
dem der Fußpunkt jeder Höhe zwischen zwei Dreieckpunkten liegt, so 

kann das Punktepaar A./, A/ vierdeutig so ergänzt werden, daß das 

axonometrische Bild ähnlich zu einem Zentralriß ist. 

Beweis. Der Punkt J¼ot und die Gerade e"a::, müssen in cft' so einge
paßt werden, daß sie einerseits Pol und Polare in jener Anti

polarität (~~J~lw eines Kreises sind, welche durch das Poldreieck 

f P.,>, 1?i,'1 'P~' s und den Höhenschnittpunkt dieses Dreiecks als Mittelpunkt 
festgelegt ist, und andererseits dreieckspolar zu /-n;/ ~ '~ ~? liegen. 

Die Punkte .f E2.J} = eucx/1 ~ 1 11 1 und {Arl}=~'Nu.a/J i 'Ji' sind daher einer
seits gekoppelt in der involutorischen Projektivität in '~..L. ait<., 

konjugierter Punkte auf P1P~ und andererseits harmonisch zu P~ und P2. 
Nach 1.5.2, Fn.9 existiert genau ein Paar solcher Punkte. Da jeder 

dieser beiden Punkte als Eau! gewählt werden kann und eine analoge 

Uberlegung für P1P3 gilt, stehen vier Geraden e"' a:'.'. zur Verfügung. 
Zu jeder solchen Geraden sind M ex:~ 12.' und damit nach Satz 1. 6. 4 

, I 

auch '7r J... c, iw und die Punkte A..z.'/ A~' eindeutig bestimmt. 0 

" Ist { P 1 ' , P 2 ' , P 3 '1 ein Dreieck in der euklidischen Ebene rr; , in dem 
der Fußpunkt jeder Höhe zwischen zwei Dreieckpunkten liegt, so existiert 

genau ein Antipolarsystem 7r eines Kreises mit f P 1 ' , P 2 ' , P 3 '} als 
Poldreieck, und~ ist festgelegt, wenn man den Höhenschnittpunkt 

von { P 1 ' , P 2 ' , P 3 '} als Mittelpunkt von 1r anspr~cht. Sind dagegen 

zwei D~eieckpunkte, etwa P2
1 ,P3

1 Fernpunkte von 7T\ so muß die in
volutorische Projektivität konjugierter Punkte auf der Ferngeraden 
u~~JPa'notwendig mit der absoluten Involution rr~' von ff; überein

stimmen, damit { P1 ',P2 ' ,P3 '} Poldreieck des Antipolarsystems eines 
• G 0 

Kreises sein kann; insbesondere muß notwendig ~ 1
~

1 i P,,'~ 1 gelten. 

Um 7r festzulege~, können noch etwa auf P 1 'P 2 ' zwei in rr konjugierte 
Punkte -1',-1'? €-'flJ beliebig so vorgegeben werden, daß der Zentral

punkt P1 ' zwischen ihnen liegt. Ist schließlich genau ein Dreieckpunkt 
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.:;, 

etwa P3 ' ein Fernpunkt von 7TJ, so muß ebenfalls die involutorische 

Projektivität konjugierter Punkte auf u' mit rr~J übereinstimmen, also 
" 0 

insbesondere ~ ' P-.' 1. ~' P3 J 

nach 1.6.5, (3) gelten. Um ein 

Antipolarsystem. 1r eines Kreises 

mit diesem Poldreieck festzulegen, 
kann man auf P1

1 P2
1 den Mittel

punkt M von T beliebig 

zwischen P1 ' und P2 ' vorgeben, 

da dann auch die involutori-

sche Projektivität f in~ 
auf P2

1 P3
1 konjugierter Punkte mit Hilfe von Mund~~, ergänzt werden 

kann und r wie ~~J elliptisch ist. Da die weiteren Uberlegungen wie 

bei Satz 1.6.5 verlaufen, gilt: 

Satz 1.6.6: Gibt man von einer kartesischen axonometrischen Grund
figur in einer euklidischen Ebene if- ' ... 7T' \ u.,' die 

Punkte Ao ', A., ', ~ ) I ~ J J Pg) so vor, daß { e )J 13e) I 'P, I} ein Dreieck mit 

der Ferngeraden P2
1 P3

1 bzw. genau einem Fernpunkt P3
1 ist und gilt 

0 O 

P1
1 P2 ' J_ P1

1 P3 ; so kann nach zusätz·licher Vorgabe eines Paares _ 

in (rr.L y.tu1 konjugierter Punkte, zwischen denen -e J liegt, bzw. des 
/ 'oc/W Mittelpunkts von i~Lj auf P1

1 P2
1 zwischen P1 ' und P2

1 das 

Punktepaar A.z.: A/ vierdeutig so ergänzt werden, daß das axonometrische 

Bild ähnlich zu einem Zentralriß ist. 

1.6.8 Eine lineare Abbildung aus einem dreidimensionalen euklidi-

schen Raum ff= Tf \w mit der absoluten Polarität 1r.J. auf eine 

reelle projektive Ebene V) mit einem einpunktigem Ausnahmeraum z~«.J 
ist nach Satz 1. 3. 7 das Produkt einer Parallelprojektion /0: f-- !21 
mit Zentrum Zcr:-t.t.J auf eine Ebene :p,,, ::# cu und einer Kollineation X: ~-- jli: 
Die Fernebene tV ist projizierend, also e,v'f=:u./c,f2·1 

eine Gerade, 

welche der lineare Riß u„ ff der Ferngeraden von $?,, ist. Nach 1 • 5. 5, 
Fn.11 existiert kein(nichtausgeartetes)Bild der absoluten Polarität~~, 

welches zur Lösung der Maßaufgaben herausgezogen werden kann. 
a ) J J 

Ist 7T = rr \~ eine reelle affine Ebene, so ist nach Satz 1.5.2 

die lineare Abbildung mit Z E-W stets das Produkt einer Normal-
. ~ 

projektion und einer Affinität. Wird 7T' durch Vorgabe einer absoluten 

Involution rr~' zu einer euklidischen Ebene, so kann diese Affinität 

speziell eine Ähnlichkeit sein. Es gilt: 
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<> 0 

Satz · 1 • 6. 7: Eine lineare Abbildung ~ : :P,--r-- f ) eines dreidimensionalen 
,j 

euklidischen Raumes lf: ll\w auf eine euklidische Ebene 
..::...J ) J • z n = TT \ u. mit einem Ausnahmefernpunkt c-0 ist genau dann das Pro-
dukt einer Normalprojektion und einer Ähnlichkeit, wenn eine kartesi-
sche Basis rJ= { A.,> A; A2., A?,} in if so existiert, daß [Ao'{1 /4'f1 A.z..r} 
nicht kollinear und Aa~ ein Brennpunkt12 des Antipolarsystems 
jener Ellipse J.c.r ist, welche die konjugierten Halbmesser (Ao'f1{'fjJ4.it1-'f. 
besitzt. 

,;;, 

Beweis: Wir betrachten zunächst eine Parallelprojektion p : f- f „ 
auf eine Ebene p,., von 7T • 

Ist { A./~ A1 f'1 A.:.J:- A:/0 j mit { A0 '°,, A,/11 A.z.P} nichtkollinear der 
Parallelriß einer kartesischen Basis t= { A<>.,Ao A.2.1.43} , so sind 

(1f
0
~A,P)

1 
(Af,A,).I') konjugierte Halbmesser jener Ellipse}", welche 

der Parallelriß des Kreises k um Ao durch A„ und A,1,,.., , also des 
Distanzkreises von A-3 bezüglich der Grundrißebene { Ar,} v { A1} v { A.t.} 
ist. Nach 1. 6. 5 schneidet der Sehstrahl s durch /f3 die Grundriß-.,... 
ebene im Antipol A3 der Schnittgeraden der Grundrißebene mit der 

~ .. 
;'. i 

1 !F t ~F./ 
~~ ,/5 

/ \ / ~ 

// /_ ~G 
~/ ~ ! /, ·----~

g8M/, /E 

12Ein Punkt F einer euklidischen Ebene fr heißt Brennpunkt einer 
Polarität rr in der projektiv abgeschlossenen Ebene ff\,lL, , wenn 
die involutorische Projektivität in 1Y konjugierterGeraden um F 
eine Rechtwinkelinvolution ist, also ~x~ FX für jede zwei in rr 
konjugierte Punkte X, X a,i.f Frrgilt. Ist -rr Polarsystem eines Kegel
schnitts k, so sind die Brennpunkte von~ nach (II,154) genau 
die Brennpunkte von k. Im Falle einer elliptischen Polarität n , 
also des Antipolarsystems einer Ellipse k, existieren zwei Brenn
punkte E,Eiund diese liegen auf der Nebenachse von k, sow!e auf 
einem mit k konzentrischen Kreis durch die Brennpunkte F,F von k; 
ist k speziell ein Kreis, ist der Mittelpunkt von k der einzige 
Brennpunkt von ff • Existiert nämlich ein vom Mittelpunkt M ver
schiedener Brennpunkt E, und ist ~M die Spiegelung an M, so ist 
wegen a-M Tr=1T"v,} (II, 93) und der Winkeltreue von o;, (II, 140) auch 
E:=EcrM ein Brennpunkt; die Gerade EE ist notwendig eine Achse 
von k, da die zu EE orthogonalen Geraden durch E und E beide.zu 
EE konjugiert sind. Damit liegen alle Brennpunkte von rr auf gen~~ 
einer Achse der Ellipse i mit dem Polarsystem~ • Liegt E auf 
dE;_r N„eb~nac~se, so ist wege11 7r,., 71"._0"',,,/·=~-rrk mit tJ•=-EE_., dann 
9rr.:r9~ -rr1, ·; C7 , wobei '3,r,_, durch F geht und zu FG orthogonal 
ist; die zu g in~ konjugierte Gerade EG ist daher genau dann 
zu g orthogonal, wenn E auf FG liegt (vgl.Figur). 
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zus orthogonalen Ebene J durch A3 , und zwei Punkte X,X von x~ 
0

_ 

sind genau dann im Antipolarsystein 7T von k konjugiert, wenn A~X 1 A3 X 
gilt. 

Die Projektion p ist genau dann eine Normalprojektion, wenn J 
eine Hauptebene ist, was durch A3"XP 1 A../' JP für jedes Paar (X,X) 
in n konjugierter Punkte auf f gekennzeichnet wird; die Achse 
der Perspektivität r / f: f- p„ ist dann nämlich die gemeinsame 
Ferngerade der beiden parallelen Ebenen. Da die Perspektivität 
p /({Ao} v{A.,} v[A:..})--j„ ein Fernzentrum besitzt, also 

eine Parallelperspektivität und damit mittelpunkttreu ist, ist 
nach 1.5.1 das Bild des Antipolarsystems 7T des Kreises k unter 
jt' / (iAo} v [A,] v f4J} J das Antipolarsystem der Ellipse j P • Genau im .. ., 
Falle einer Normalprojektion gilt also A3"XP ..L A3,/JXP für irgend 
zwei im Antipolarsystem von f fJ konjugierte. Punkte· XP, JP auf 
der Antipolaren xi' von A3.P • 

Die in Satz 1.6.7 genannte Bedingung bleibt bei Anwendung einer 
Ähnlichkeit erhalten. 0 

Gilt insbesondere Aa Cf= A 3 c.y , so ist somit 'f genau dann 
Produkt einer Normalprojektion und einer Ähnlichkeit, wenn die 

involutorische Projektivität konjugierter Durchmesser der Ellipse J1 
die Rechtwinkelinvolution und daher ir ein K.;eis ist; genau dann 

ist z-A„<f,A„'f,A.t.'f'{ eine kartes:is:::he Basis in f?,. 

Die Sphäre p um A0 durch A1 ,A2 ,A3 besitzt genau dann einen 

kreisförmigen scheinbaren Umriß ll~, wenn der lineare Riß zu 
einer Normalprojektion ähnlich ist. Falls die im Satz 1.6.7 ausge
sprochene Bedingung nicht gilt, ist tu; eine Ellipse, die für A0 Cf'::: Az, v 
mit k1 übereinstimmt, da k dann der wahre Umriß u von f ist. Zur 
Konstruktion der Ellipse tlf benützen wir eine perspektive 

" .. 0 l / ., 
Affinität 17. :_f ~ f- ~ , welche k:( in eine Ellipse :::: k'f1Z _so über: 
führt, daß A3:=A3 r~ ein Brennpunkt des Antipolarsystems rr von k 

.> 

ist; in dieser affinen Hilfsfigur ist~~~ dann ein Kreis. 

Vlp 

61a 
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Die Achse von "7, sei der zu Aor A3<f konjugierte Durchmesser Aor {Jr 
von kcr , und ein Punkt i Bq'} E- kf/J AofAz,'f soll in einen Neben- ~ 
scheitel B von k übergehen. Dann erhält man die Fixgeraden von"'? 

wie folgt {vgl.Figur): Ist Vr G Ac) r A::.; r mit 
~ L A A L 

< 1 > 1/1 A.(J r = 'Br Ao 'f + /fi) r 3 r , 
so ist Ao 'f ll'f = Aor V mit V:= Vri die halbe Hauptachsenlänge a 

von k; dann gilt unter Verwendung der halben Nebenachsenlänge b 

von k nämlich Av'fA3t: Ao'fB'f: (BrAr><-+A0 rpA$r~J1'
1
~=AvrA~: 6 ,a 1 

4 - .z. z. b.2. also / c'f A3 ::: cl - • 

Damit ist die Ellipse u'f durch die konjugierten Halbmesser (to'f,, {/Cf).) 

{4.:; 'f 1 \l'f J mit ( 1 ) festgelegt. Der lineare Riß ist genau dann 

ähnlich zu einem Normalriß, wenn i Ao'f; V<.f1 V<(} eine kartesische 
..52. 

Basis in ~" ist. 
I 

Im Falle einer als Gaußschen Zahlenebene aufgefaßten euklidischen 

Ebene ffJ kann Satz 1.6.7 wie folgt ausgesprochen werden: 

Satz 1. 6. 8: Seien A.,· J (1· =0/ ~ .t, 3) vier Punkte einer euklidischen 
"'} r )A)A'} ,, Ebene 1r und 7 A ... 1 ~ 1 ;. nicht kollinear. Faßt man ·,.(;> 

als Ursprung eines kartesischen Koordinatensystems (x,y) auf und 

werden die Punkte A/= ("'i, y1·) (j=1,2,3) durch die komplexen 
• b h. b . ('4);:('4 1

A' 7 d Zahlen z,;: = x-'J· + -c. y,/ · esc rie en, so ist z. o,,. , 1-.?. /·t3 fgenau ann 
ähnlich zu einem Normalriß einer kartesischen Basis f:"' { 4o ✓ .,i„1 Az.1 A3} 

0 

von 7T, wenn 

(2) 

gilt (C.F.GAUSS). 
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Beweis. Liegt zunächst A3) auf der y-Achse, so gestattet eine 

Ellipse in Hauptachsenlage mit der halben Hauptachsenlänge 
a bzw. der halben Nebenachsenlänge b die Parameterdarstellung t~.lfl t-,;,,, 

w Xft ):.,. ( c1 ~ f.1 h.r,,;.,,._ -t) .'- IR..~ ) wobei der zu (-4,/
1 
X(tJ)konjugierte Halb

messer die Strecke ( Ao\ X(i,,+ tr/4)) ist. Mit z., = 8ceJ { r-ibs;n. l ist 
z. =-cJs;,,n, -l -1- ;,b c:.:n 1~ für kp nach 1. 6. 7, al~o z:,2'-1-z:z.2.=ci ~ b:z. ; wegen z3,-i /.a 2

- b::i.. 
~ -

nach Satz 1.6.7 gilt (Z). Dreht man das kartesische Koordinatensystem 
um A

0
> durch den WinkelJ, so wird der vorher durch z beschriebene 

Punkt dann durch zeYp(.iS) beschrieben, so daß (J) ungeändert bleibt. 

Sind umgekehrt z~ 3 Z:z. 1 z 3 drei komplexe Zahlen, die (2) erfüllen 

A i -,Ai') und mit dem Ursprung . o drei Punkte /4 „ :z. 1 n 5 so bestimmen, daß 
g . . 

.f.A0 ' AA' A..J.'} c~ 1nicht kollinear sind, so können (A.,~A/)1 (A0 ~ A:z.') stets als 
~ ~ f , ~ 

konjugierte Halbmesser einer Ellipse angesprochen werden; genau die 

Brennpunkte des Antipolarsystems dieser Ellipse erfüllen dann (2), 

da /-:3 1 bzw. arg z3 mit Hilfe von ( 2) eindeutig bzw. eindeutig mod-n-

bestimmt ist. D 

1.6.9 Gilt für eine kartesische axonometrische Grundfigur i A.,';.,.J-.,1,A..,',.4.:,',, 

-:r,, 1,1?,._>,'P3
1 } in einer reellen affine:_1 Ebene if-'=TT'\,<-' speziell 

~ )€ P,/~ 1
=,<-ic 'Jx!', so ist die Axonometrie f-f•; nach 1.4. 7 das 

Produkt einer Parallelprojektion mit einem Zentrum Z e-C<..J auf eine 

Ebene des dreidimensionalen euklidischen Raumes 7f = Tr \ (-<) und einer 

Affinität. Gemäß 1.4.6 kann in Analogie zu 1.6.6 der Grundriß und 

der Aufriß der projizierenden Geraden durch Z<=-CAJ unter Verwendung 
a .:, o 

der Affinität X: <fl.,,--Ji; mit A;/l.=-Jl;J (j=O,1,2) gefunden 
,., ' -

werden, wobei -:b.,.::: '!ff o tc., = [Ao} 11 f A1} vt At.}die durch die kartesische Basis 
~ r A ~ 6.,."7 C c p. bestimmte Grundrißebene ist. Die Punkte A3,~ ff', '-r werden mit 

Hilfe von Teilverhältnisübertragungen gefunden13 

Da für P3 •~ P1
1 P2

1 =u' die Fernebene w projizierend ist, gibt es 
nach 1. 5. 5 ,Fn. 11 kein (nichtausgeartetes) Bild der absoluten Polarität ..,,-.1. • 

Zur Lösung der Maßaufgaben verwendet man eine mit der kartesischen Basis 
verknüpfte Zentralprojektion. Ist etwa {A1

1 ,A2
1 ,A3

1
] ein Dreieck, so 

1 3D h A . h · ;"; urc usze~c nung einer Basis eines euklidischen Raumes als Rechts-
basis wird T( orientiert (II,8.5). Einer Axonometrie aus einem orien
t~erten euklidisc~en Raum legen wir stets eine Rechtsbasis~ zugrunde; 
die durch C: bestimmte Grundrißebene wird dUfCh { A.,, A-t I Az..J orientiert. 
Je nachdem nach Wahl einer Orientierung von„ Jr) die Basis l Ao',A~', A.,,,'} 
eine -~echtsbasis bzw. eine Linksbasis von .,,-i ist, sprechen ~ir „von ,., 
Obersicht bzw. Untersicht; bei Obersicht ist die Affinität x.: ~--f/2) 
gleichsinnig. Im Falle des Anschauungsraumes sind bei Obersicht die 
projizierenden Geraden so orientiert, daß man die Oberseite der Grund
rißebene sieht. Die zusätzliche Angabe der Orientierung der projizieren
den Geraden, die dann Sehstrahlen heißen, ist bei Parallelprojektion 
für Sichtbarkeitsfragen nötig; bei Zentralprojektion genügt die Angabe 
des Augpunkts. 
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kann die Zentralprojektion t'o : r--- e mit Zentrum A„ auf die Ein

heitsebene~ verwendet werden. Da C eine kartesische Basis ist, 

stellt t A-1, A.,, A5} ein Poldreieck der elliptischen Polarität ir.1. ~ 
mit -;..1.~~(-1-;_,tw)-'1rr1.('fufwj in c dar, wobei die Ferngerade e.._ von c 

dem Schnittpunkt /\{ der Normalen aus A.,, o."-f c zugeordnet ist; 

nach 1. 6. 6 ist ~ der Dreieckspol von e" bezüglich { A-1 1 A2, A;;} 
Dann ist e1r.J.J)O(fe = (rr..J. )(--f-.,/'<J)<>{_ das Bild der absoluten Polarität 1T.i 

unter der Kollineation rf., /w) rx.: uJ _,. pl,) und durch das Poldreieck [ 4,; 1 :.A{ 

und den Schwerpunkt von {A,f)1 A2~ A:/} als Mittelpunkt festgelegt, da o(jE:c--f 

eine Kollineat~on und e"' °' = w Ol die Ferngerade u J von 'f ; ist. Jede 
Maßaufgabe in 7f wird dann mitf.'.ir-L)(-f.,/(())0(. und A„A_,,,..-f auf Lage-

aufgaben bezüglich c zurückgeführt. Für A3 
1 e- A/ A./ kann etwa die 

Zentralprojektion f?i : ~-t> f Ao_/ v (A,.} v fA.t} zum Zentrum A3 auf die 

Grundrißebene verwendet werden. 

Ist -fri= TJ\ u. 1 eine euklidische Ebene, so ist nach Satz 1.5.5 die 
" .:, 

Axonometrie ,x: @-P-;p- 1 mit --P/~~'llJ::uJcplJ das Produkt einer 

Parallelprojektion auf eine geeignete Ebene 'd?,f c 'ck' und einer Ähnlich

keit; je nachdem das axono~etrische Bild ähnlich zu einem Schrägriß 

oder Normalriß ist, kann ~ aus zwei oder einemParallbüschel 
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gewählt werden. Die Stellung dieser Ebenen wird wie folgt elementar 
gefunden 14: 

„ 0 0 

Ist ,< J c 'f2 J ein Kreis um -t:/ in 7r J , so ist 1 Jf--, c ~ eine 

Ellipse in der Grundrißebene; aus orthogonalen Radien von k entstehen 
bei ;--1 konjugierte Halbmesser von k'/4-1 • Der Zylinder;} in ;Je 

0 

mit der Leitellipse }';-1 und der Fernspitze ZE-co besitzt in 7T 
Kreisschnittebenen, die zwei bzw. ein Parallelbüschel bilden, je 

nachd~m ~ ein schiefer Kreiszylinder bzw. ein Drehzylinder ist. 
- c:I 15 .;, 17 .,.:& 

Ist 7t eine solche Kreisschnittebene und 'f: o/" ...,.. '1"--1 die Para„llel-
0 ' kt ' . 7 0 ;;, .:, 0 T c! ·1 I proJe ion mit Zentrum ~ Gw , so gilt a: = 'f' ~.,,..;, , wobei .IP.., : jL, _,,.. ,'lX 

eine Affinität ist. Da ;, den Schnittkreis von & mit 3.- in den 
0 • / ',f v· 

Kreis k'abbildet, ist k~ nach 1.5.1 eine Ähnlichkeit. 

1. 6 .10 Ist fr J = "ff'\ u' eine euklidische Ebene mit der absoluten 

Involution 1r.1.', so ist eine Axonometrie d: dl-- 1Q1 mit P...'Gt>J?.1=u. 1c.)./ 
J j ;:., I 

das Produkt einer Schrägprojektion bzw. einer Normalprojektion und 
einer Ähnlichkeit. 

Def.: 1.6.1: Eine Axonometrie eines dreidimensionalen euklidischen 

Raumes ff= TT\ w auf eine euklidische Ebene ff J= 7T' \ u_l 

mit P/ f- 1?, 
1 ~ 1= et' c 62 1 heißt schiefe Axonometrie bzw. normale Axonometrie, 

je nachdem das axonometrische Bild ~u einem Schrägriß bzw. Normalriß 
ähnlich ist. 

Satz 1.6.7 kennzeichnet die kartesische axonometrische Grund
figur einer normalen Axonometrie. 

Wir behandeln die Frage, was von einer kartesischen axonometrischen 

Grundfigur mit -P3 
7 E- "B '~ 1 .::: u.-1 in einer euklidischen Ebene -f '= 11" 1 

\ ~ 1 

vorgegeben werden kann, wenn man verlangt, daß eine normale Axonometrie 

vorliegt. Wir führen die Untersuchungen- ohne Einschränkung in der pro

jektiv abgeschlossenen Anschauungsebene. 

Satz 1.6.6: Gibt man von einer kartesischen axonometrischen Grundfigur 

[ A.,1,A.', A . .', A3' 1 'P,, 1
, 'P,. ', P;'} mit '1i 1

c- ~ 'i'.1 ,,-= u 1 
c ?l I in einer euklidi-

o, i '. A'A',.,,''"',,.,, . ".1)/ ,.,,1ri' i sehen Ebene T( - 7T \ ,1..- die Punkte o 1 ~ , r.., , /-'1- , "3 mit 13 f- ,-,., · . 1- .: '-' 

so vor, daß nie zwei der Geraden A0 J~, 1 (j=1,2,3) orthogonal sind 

14Die folgende Konstruktion enthält einen elementaren Beweis des 
Satzes von Pohlke. 

151st ein Normalschnitt ~-1von j ein Kreis, so ist 1 ei~ Drehzylinder. 
Ist dagegen k-1eine Ellipse mit der halben Hauptac~senlange a, so 
gehen durch jeden Punkt der Achse von 3 zwei zur Verbindungsebene_ 
der Nebenachse von k1 mit der Zylinderachse normale Ebenen, welche J 
nach -je einer Ellipse mit Achsen der Länge 2a, also nach einem 
Kreis schneiden. 
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und jede durch den stumpfen Winkel der beiden anderen geht, so kann 
das Punktepaar A:z.~ A3 l vierdeutig derart ergänzt werden, daß eine 
normale Axonometrie vorliegt. 

Beweis. Nach Satz 1.f. 7 sind ,4.z.'E-A.,'1 1 und A/GAo'P;, so zu er-

gänzen, daß das Antipolarsystem der Ellipse u<1v mit den konju-' 
gierten Halbmessern ( Ao', A.,') und ( A/, A.,_') den Punkt A3 > als Brennpunkt 
besitzt. Durch den Halbmesser {)1) 1/A.,1)) 1 --------------

die dazu konjugierte Durchmessergerade . A0 J'1i I und eine zu A0 '~ 
1 

normale Achse h« ist aber genau eine Ellipse u c( bestimmt: Durch 
Anwendung einer perspektiven 

0 ", 0 

Affinität "f: µ _,.,..p. 1 mit einer zu . 
h~parallelen, von ha verschiedenen 

Achse und zu hol orthogonalen 
Fixgeraden, die A./~~ Ao 1 11J in 
orthogonale Geraden überführt, geht 
nämlich jede in die Angabe passende 
Ellipse u tX in einer Ellipse mit 

zwei Paaren orthogonaler konju-
gierter Durchmesser, also einen 

Kreis um Ao 1
~ über. Wie die 

Abb. zeigt trägt h<OCgenau dann die 

Hauptachse von ua , wenn ..{ i 'A0 ' P.., 1 

stumpf ist; diese Uberlegungen 

P..' 
3 

können bei zyklischer Vertauschung der Zeiger 1,2,3_wiederholt werden. 

Mit u. tx. sind die Punkte A.,. 1 und A/ nach Satz 1 • 6 • 7 , und zwar je zwei
deutig bestimmt-16 • 0 

., 
Bezeichnet man die in 7T gemessene Länge A„ A ... A„A.:"" A-., A3 mit e> o 

und die in ir) gemessenen Längen A 'A· 1 
0 , 

mit ~.> > tl (j=1,2,3), so heißen 

die drei Zahlen ).,:== e- 1
: e >0 (j=1,2,3) die . 17 der , 'J Verzerrungen 

Axonometrie. Dann gilt: 

16rm Elementarunterricht werden nur die Geraden Ao' P.. ~, A./Pz >, A.,' P=- 1 
, aber 

nicht A~, vorgegeben, da dort eine normale Axonometrie gesucht wird, 
die kongruent und nicht nur ähnlich zu einem Normalriß ist. Die in 
der Abb.enthaltenen Konstruktionslinien werden durch räumliche Uber
legungen hergeleitet. 

17rst die normale Axonometrie kongruent zu einem Normalriß, so ist 
die halbe Hauptachsenlänge a der in 1.6.8 betrachteten Ellipse mit 
den konjugierten Halbmessern { A.,',. A.,'), ( Ao \ A.i.' J gleich e. Unter Be
nützung der im Beweis zu Satz 1.6.8 verwendeten komplexen Zahlen~,~,=~ 
mit / z1 /= e; > .. A; e folgt aus Satz 1. 6. 8, (.2) dann ,,l/',. • A.L .,,_ +- .A

3 
..t. ... L • 
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Satz 1 . 6. 7: Sind ),
1 

, ~ :1.., ~ ~ drei positive Zahlen derart, daß die 

Summe der Quadrate zweier Zahlen stets größer als das 

Quadrat der dritten Zahl ist, so ist nach Vorgabe von e,,'>O bis auf 
.:, 

Bewegungen in Tr' genau je eine kartesische axonometrische Grundfigur 

mit Obersicht bzw. Untersicht einer normalen Axonometrie des orientierten 
0 

dreidimensionalen euklidischen Raumes 7T auf die orientierte euklidi-
.:, J 

sehe Ebene 7T mit den Verzerrungsverhäl tnissen ).., : ).L :. ;l,3 bestimmt. 

Beweis. Wir benützen zum Beweis die orientierte Anschauungsebene und 

setzen etwa Obersicht voraus. Nach Wahl der positiven y-Achse 

als Halbgerade zur orientierten Strecke {Ao',AiJ (II,113) gilt für 

die A.,' bzw. A.z.' bzw. A3 ' beschreibende komplexe Zahl z„ bz~. Z.t., bzw. z ~ 
dann z,, == 1 z„ I .2.t'p [-i <X..,, J , Z.L= I z.L, / ~y.,(-1.' Dl"') 1 Z3 = f =~ f i, md ?r<_ ~ .t. ~/2', 3?r/4 .tot.,,~ ),r; fz,; / = >.; e . 

Mit /3.,,: == ot., -11" , also o~;J, ~ 11"/J.., und /.t.: == ,,l7r- ~..t.. , also t?"1/l, ~ ?J-'/2. 

folgt f,,: = z./ = .J.,,,Z-ez. e~;o (Ji)., J J /4.: = Z.z..z. = J..z.'-e..z.. exp /-.t~~4.1, J„ /4: = z,/" = -); e.z.. 
Nach Satz 1. 6. 8, ( 3) ist J,, -1- 1~ -1- f 3 = 0 , so daß die durch .f.r und ./4. 
beschriebenen Punkte A.,li-, A.:.i""" mit A0 ' ein Dreieck { Ao~A/"',, A..z. ""J mit zur x..:.._ 

Achse paralleler Seite. A./" A .. /' und den Seitenverhältnissen A.,-'A,..*: A/.,4_t ... ,t*A../: 
~AA~:)öi:,,i;- bilden müssen; aus der Dreiecksungleichung folgt die in 

X 

/;--µ, / 

Satz 1.6.7 formulierte Zusatzbedingung~ 

iR, 
1 3 

Legt man auf einer Geraden somit drei Strecken aneinander, deren 

Längen tf'l;1 1 ,;Ll"!> ,c!'.i. sich wie ,--V·: ). /': ,J.:,- verhalten_, so können daraus 

ein zum Dreieck f A, ',, A, '''°., A:,_:><} ähnliches Dreieck und damit die Geraden 

A/E', A.,'B.', Ao 11'3' gemäß Abbildung ergänzt werden. Mit A.,'.4;,'&;::., >,, A0 „A2. ~ 

- J..a-:; e' A 'A ' - ,.t~ · e ' erha··1t man die axonometrische Grundfigur einer - 1/,,.1,_, ,r I O 3 - ,..~ _, -f 

nach Satz 1.6.8.normalen Axonometrie. D 
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Speziell für die Ingenieuraxonometrie wird ),. ; Jz : Ä 3 =2: 1 : 2 

verlangt. Mit Hilfe der obigen Konstruktion entstehen die Punkte A„ 1,'8
1

C1 1'1 E 

mit A;/C =A./13 (vgl.Abb.). Die Anwendung des Kosinussatzes auf das 

Dreieck f A.,', A
1 

~, AJ...lf} ergibt coJ .tß.,::: 3-,1: :3..t. , also Cc:Jj.>_,=fi1; J' und CCQ 2/6;,_.,,. -f', !'./ 
also an /4,-= ~ ~ 4 • Wegen A,.;i-13 = A: A„1 = A;' A..1. * ist -J:' :a.4.,1 A2* = 1i""" /4_.,., , also 

/' .:> c> 

;ö„,1.i,A~ = '11"/,t., ; wegen Ao'C .1. BE folgt (?+;iJ+r-=~/4 und damit (F~.k, . 
Das Dreieck { EJ 1J1 E} h~t daher bei ]) wegen (f-1-/J„ J1~~ =;1-.-+ ~-= ff✓~-

1 

2 
/ 

B · ;1 E 
einen Weiter ist an?= Ct9s;1.J.,,. 3: 4 1 was :Be: A.::, Jö=i ED; A,/3-= 

=6: 4=3: 2 und damit die elementare Konstruktion von A/~ ~ A./ ~ '/ A., '1'3 ' 

ergibt (vgl.Baugeometrie I,25). 

~ v 
1. 6 .10 Da bei einer linearen Abbildung 'f: p.- f< 1 

aus einem drei-
dimensionalen euklidischen Raum ff.,,,, 1T \c.u auf eine euklidische 

Ebene if 1= 7T 1\u1 mit dem einpunktigen Ausnahmeraum Z G-C<J , also mit 

projizierender Fernebene uJ I kein (nichtausgeartetes) Bild der absoluten 

Polarität ~i existiert, können die Maßaufgaben von ff nicht nach. 
v 

den in 1.6.4 angegebenen Methoden in 7T' gelöst werden. Als Ersatz 
dafür. kann dienen 18 : · 

Zu (M1): Da bei Parallelprojektion jede Strecke auf einer Hauptgeraden 

unverzerrt abgebildet wird, bestimmt der lineare Riß einer 

solchen Strecke den Ähnlichkeitsfaktor. Mit Hilfe des Ähnlichkeits

faktors kann (M1) als Sonderfall von (M2) behandelt werden 19 • 

18Durch räumliche Oberlegungen können bei bestimmten Abbildungen 
die folgenden Verfahren vereinfacht werden. 

19Die Ermittlung des linearen Risses einer Hauptgeraden wird bei 
(M3) besprochen. 
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zu (M2): Kennt man die linearen Risse von zwei rechten Winkel a„..la2 , b..,.L b„ 
in einer nichtprojizierenden Ebene c(,, 

;, 0 .;;;, 

durch eine perspektive „Affinitätjt.:x-: {t 1
--- P, J 

und führt man diese 
(Maßaffinität) in 

zwei rechte Winkel in Tr' über, so ist für '-4 c t:X.

ähnlich. Anstelle von zwei rechten Winkeln in ol 

lineare Riß einer kartesischen Basis ! Ao" A.,, A:J.} 

dann (cf~? zu 'f 
kann auch der 

0 

von a gegeben 

sein, da die Diagonalen eines Quadrats orthogonal sind. Umgekehrt 
0 

kann mit Hilfe einer Maßaffinitätcf'~ der lineare Riß einer kartesi-

schen Basis konstruiert werden. 
(> 

zu (M3) : Bei Normalprojektion n: :P.-- p„ gilt: Ein rechter Winkel er-

scheint genau dann unverzerrt, wenn ein Schenkel einer 

Hauptgeraden und der andere nicht projizierend ist. Dies !olgt laut 

Abbildung,in der zusätzlich eine Zentralprojektion c:f~fl, mit dem 

Zentrum o,~ im Winkelscheitel und dem Distanzkreis k benützt ist. 

Kennt man den linearen Riß einer kartesischen Basis [ A, A,,,, AJ.} 
0 

der nichtprojizierenden Ebene a, und ist der lineare Riß speziell 

ähnlich zu einem Normalriß, so ist die Hauptachpe der durch die 

konjugie;-ten Halbmesser {Ao~ A/ ), (A/1 A/ J bestimmten Ellipse der 

lineare Riß einer Hauptgeraden in et und die Nebenachse der lineare 
0 ~ 

Riß einer Normalen zu~; ist diese Ellipse ein Kreis, so ist~ 
;;;. 

eine Hauptebene, und die Normalen zu d sind projizierend. Im Falle 

eines zu einem Schrägriß ähnlichen linearen Risses schaltet man 

eine affine Hilfsfigur, etwa gemäß 1.6.8 davor. 

Kennt man bei einem zu einem Normalriß ähnlichen linearen Riß 

das Bild einer Hauptgeraden h der nichtprojizierenden Ebene a, so 

genügt die Kenntnis des linearen Risses eines rechten Winkels; 

dessen Schenkel zu k nicht parallel sind, zur Angabe einer Maß-., 
affinität tfJ-~ • 

=,=:-
1,_b " / 11.fJ 

,/ 

/_ 
/ 

a//Jf!oc 

zu (f.f 2) zu{/,/]) zu (M2) 
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2. LINEARE ZWEIBILDERSYSTEME 

2.1 Grundbegriffe 

2. 1 . 1 Sind M und N zwei Mengen und Cj,J : fvl-N ( j =1 , 2) zwei Ab

bildungen, so heißt die Abbildung (¼, ¼ J : M--1\/x N mit x(r0 'fj.) : == 

: = (xf1 ,x Si} , x@ ~/J a:,11 . eine Paarabbildung. 

Def.2.1.1: Sind lf,;:<fJ-t:--,:PJ (j=1,2) zwei surjektive lineare 

Abbildungen aus einem projektiven Raum 7("",.. (p1 C4 J in 

einen projek.tiven Raum 7r 1• ( 1'<: 1'J mit a, di'm 7T "'- r;,o und dim 7TJ -;,r .t J 

so heißt die Paarabbildung ( lf_,; f.f:z..): f/J- p 1~ ,.. 'ein lineares Zwei

bildersystem aus 7T. 
Nach Def.1.3.1 und 1.3.3 ist r; das Produkt einer Projektion 

f;· :f-e:-:/J;cgl mit Ausnahmeraum ~- cfj<. und einer Kollineation ,/f,J°: c/;l;--f/2 1 

(j=1 ,2), wobei die projektiven Räume 7r14J un~ ll{4.)bzw. 7T"(1.1 )7 7T ( P~) 
und 7T 1(P') je gleiche Dimension besitzen 1 . Wegen dim 7(~ 3 ist 

nach 1.4.1 der projektive Raum 7T ein Desarguesraum; nach 1.4.2 

und 1. 3. 4 sind die Al_gebraisierungskörper von 7T und 7f I isomorph. 

Für eine Punktmenge Ctc;Jl mit a/J (%,u:J~)=-5 ist ('fn'f:z-}/tt 
global; wir nennen X 1: == x<f., 6- :J2) den ersten linearen Riß und 

X"· "" Y (...7. e- :9.) den zweiten linearen Riß von X 1:- tt_ ; mit X:= ✓f'f-1 c: h c /-: 

,~:·:::: Yf: f ?li c ,j2 gilt dann X1= .();, J X 11= X A".1.., • Wir verwenden i. f. 

die 

Festsetzung 1: Für ein lineares Zweibildersystem (cfA) Cf2.): f- f-1 i ik' 
1 

~ I -ist stets .,;;.,,, =? 2.,_ • 

Gilt nämlich ~ .,, :!,1.,. = : ~ , so ist für alle X (F ~ \ 2 dann X,,._ X" 

eine Kollineation in 1T' ff 1/ , nämlich AA-1
)("- , wenn man nach 1. 3. 1 

ohne Einschränkung f; ,, V~ wählt; da kollineare lineare Risse im 
. ' ' -. 

Sinne der projektiven Geometrie nicht wesentlich verschieden sind, 

liegt dann nur ein linearer Riß vor. Insbesondere ist also weder.7~ 

noch 5~ gleichß , also weder 'f, noch f.,__ injektiv. stellt u~~;ekehrt 
X ::n \ - X' II VOI'> !, für alle c-'1'- 21 die Zuordnung t-PX eine Kollineationrdar, so 

besitzen die beiden linearen Abbildungen denselben Ausnahmeraum; 

Für X 4- Z, 
1 

X E-2~ existiert nämlich X~ aber nicht xii, also gilt~ c z; 

1Nach Def.2.1.1 ist keine der beiden Abbildungen eine Kotierung. 
Die elementare kotierte Projektion (vgl.1.2.1) ist ein Paar 
linearer Abbildungen, nämlich einer Normalprojektion und einer 
Kotierung, jedoch kein lineares Zweibildersystem im Sinne von 
Def.2.1.1. Natürlich können auch Paare linearer Abbildungen ~,1yk 
aus 1T mit im o/'".t =4- im ,,.;. studiert werden. 
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und wegen dlm 7r ( z,,) • dim 7r ( ~;..) daher 2., .. Z.s. 

Für dim 7r = n. ~ 3 gilt mit dim 7r (~ )-=-d1'rn 7T {~.:.. ),.,. k 
dann 0/4k•fl-3 nach 1.2.1 und 2c di~1TJ~n--f• 

2. 1 • 2 Nach 2. 1 • 1 ist 5,, ~ 5.::... und z-' .?a.. =I= P . 

Def. 2. 1 • 2: Sind z, 2.2- 1-------r die Ausnahmeräume eines linearen 

Zweibildersystems ( Cf-, 1 $t'.:t.) : f? _,. 1 1 x ,t J , so heißt 2., v 22. 
der Kernraum des linearen Zweibildersystems. 

Dann gilt: 

Satz 2.1.1: Die Ausnahmemenge eines linearen Zweibildersystems 

(r-o St'~): s?x~~.{l'.lst die Menge z, u~ . Für z,,,.z; • .B ist die 
1 

EinschränkungJ%<f.i.} /~\-·c:.tvZ.}) fnjektiv und /r,,~J /(?"v.i;J\tu~) nicht injektiv 

Beweis. Für Z G 5 1 • ist r,,· , also (54.1 ~) nicht definiert, für 

X 4 2,, u 2:z_ ist xr<f,11 'f,-.} ==- (XCß1YCf,1..,) =(X~,,'( I!) definiert. Für 

__ ~- X,- y E- ?J \ (2-1 u 5.::. J, X::f:Y mit ~' =Y' , ~"=Y" ist XY_ projizierend be

züglich+;, und f";., so daß die Gerade XY sowohl :?., wie auch ~ J 

und zwar wegen 2.,, 11 ~: P-in verschiedenen Punkten schneidet; dann 

gilt X 'I c ~ v L;z. nach 1 • 1 • 2, ( 2) • O 

Wegen Satz 2.1.1 formulieren wir die 

Festsetzung 2: Der Kernraum 2,., v 22 eines linearen Zweibilersystems 

ist ein echter Unterraum von 1T und die Zentren~ 12-~ 
sind windschief2 • 

Für dim 7f (2-i J == dr'rn 1T (~z) = f 
nach 1.1.2, (5), also :l-i< n-1 

gilt dann dim 7f (:[, v Z.:. / - .2 X+- -1 

Bei der Projektion 'f,:,. : (jx -P ;p„ mit :_entrum %;-d.. f./ ist .::; v f .... 

ein projizierender Unterraum und 2-z_j:. .. :~-= P,,,.,, (Z:v2.z.):P,,O: da~ zu 

i 2 windschief ist und ~ 
2

=t=,lo' gilt. Der Unterraum f, von ~ 

ist die Menge der +-.,. -Bilder aller Punkte aus ::z,, "' 5".::. ) \ ~ unter y--, 
und .::;-:,.. 7s::: 22- /-1_,, c 'f. 1/stdie Menge der erste~ linearen Risse aller Punkte 

aus (~ y ~} \.1:, ; analoges gilt für den Index 2. 

Def. 2. 1 • 3: Ist Z.1 v z;. der Kernraum eines linearen Zweibil~r-

system (IP.., 1 'f-:z„ J : f/1-P :J/ 'x 
1
:k I mit e,:;, ·-= u--, )(, und ~ · : -;};-'__. :?:• c .J'; 

1· 'f' )" 1~ 1 11 , J f ./ 

so heißt .;: 2 u- b - , ..- c;- der erste Kernraum in ~'l'<_-,·-:,,, ~2= 21t zw. 22 ='"2i=..c.2J(,"' 

20. 
iese Zusatzforderung ist bei allen konstruktiv wichtigen linearen 

~we!bi~dersystem ;rfüll~. Für i",, ,,.,Ta. *.P' ist die Injektivität von r~ ~J 
in '!roßere~ Maße gestort als im Fall 2-tl'l~•,.B (vgl.Satz 2.1.1). •,✓ f. 
.. ~ie Bezei7hnung Kernraum verallgemeinert eine in der Geodäsie 
ubliche Bezei7hnung und hat nichts mit einem Kernraum eines Vektor
raumhomomorphismus zu tun. 
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bzw. f/1, 1 und Z°1 =:?1 'h. b~w. Z~ ;,,,21 ,'12. = ~ .ti.- der 
- J . 

in f/7,. bzw. 12 • 
zweite Kernraum 

Dann gilt nach oben: 

h. = {{:z,,v2;.) \ ~ ]t, c ~ J ~J-=((~v~ J \J:) ¼ c /2 J und analog für z"; 1 2,, JJ. 

Der erste und der zweite Kernraum sind also nie leer. Für dim lt=nJ 
dim T((2,,) =dim "!T(2;.)"' J folgt dim TT(2~) =dim 7T/i.J=dim 7(1(2.t.,'}=dim7T'(511)= 

nach, 1,1,2, (5) wegen i v {2":1 v :i:1.. )-= 9(, , dim Tr(i;v2.:. }=l.i+1und dim ff(~)= 
=k, da 'f-1 /'2z. und %--IZ:, injektiv sind. Wegen dim 7P =n-k-1 und 

2k< n-1 ist k < n-k-1; der erste (zweite) Kernraum 5/ {;z/1) eines 

linearen Zweibildersystems ist daher ein echter Unterraum von 7TJ. 

Nach Festsetzung 2 ist ein zum Kernraum ~ v 2.z. in 7f 

komplementärer Unterraum ~ v2~•:(, der ein Grundraum des Zweibilder

systems heißt, nie leer; für dim N=n.. ist die Dimension eines 

Grundraumes nach 1.1.2,~) gleich n-(2k+1)-1=n-2k-2~. Durch jeden 

Grundraum existiert ein zu 2„ bzw. 2.t.,.; komplementärer Unterraum_ (I,96), 

der als Bildraum ff,, bzw. ~ von y-:, bzw. 'h- verwendet werden kann. 

2. 1 . 3 Für jeden Punkt X ~ ( ~" -S:~ )\ (2;, u Z-:t.) ist X' G- ~,, und X" ~z 1 ; 

nach 2.1.2 /st (r"r~J/(!,~vi"a.)\('2;u~J)nicht injektiv. Ist X'fZvZ.; 
so heißt {X}v {~v~-;,) der doppelt projizierende Unterraum Ox von X. 

Wegen X l:f 4v .2.,._ und X€-{X} v ~ cf X} v (2: v.I.z.J mit X:::X+~ gilt 

nach 1.1 ,2 (3) dann rx:? V (-:i;v 22).: [ Xj V(~ v:f.2.) , und aus Xe-jl,, folgt 

(L. X J v ( Zv 2;1.)) /J ~ :_([XL v (2,, v 2.z, /) /J tP,, = [~! v (q, v{) l't ;p_.,-) nt:l_fh f "':t/ (-',) 1 also 
- ,,,,,,, ,, , ~ - ,,,,, rxl -:~x : ~ <J'x /1 ,:J,/.-1 :::- i X r v ..;;.:.. und analog 7x : = C7x/J 1-"1.. =- t 1 v 2,f ; 

1 - i~ ., 1 ~ I d 1 .. /!. _, /; - {X"} 5" II ~ : = Ox_J~ = 
2 

X f v ...::1., un ana og (7,..., • _ Vx .n..z _ v _., , 

Für dim 7r:::: n, , dim 7T/ff;v'2.i]=,Zk+1 gilt dim 7/fr&/;,!}<-1-L und 

dim 7T(rfx) =dim lf(Vx) =dim 1{ (c,,-·,x'} =dim 7T 1(0-/J =k+1 nach 1.1.2, (5). 

Def. 2 .1. 4: Ist ~ der doppelt projizierende Unterraum von \ J 2.v.c.~ 
und sind <Tx > und fx 11 echte Unterräume von ·7/\7t10 so heißt •7x 1 

bzw. q;;JJder erste Ordner bzw. der zweite Ordner von X. 

Wir formulieren folgenden Hilfssatz der projektiven Geometrie: 

Satz 2. 1 • 2: Sind fl. und tZ nicht leere komplementäre tinterräume eines 

projektiven ·Raumes 7T mit dim lT-;;:.,t und faßt man jeden 

Verbindungsraum vontJ mit einem Punkt von o/, als Punkt und genau 
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jeden Verbindungsraum von/,t mit einer Geraden von~ als Gerade ,...., -r ,....., 
auf, so ist die ~nge f/J. dieser Punkte und die Menge Oj dieser 

Geraden ein zu 7T(&j,Jisomorpher projektiver Raum. · 

Beweis. Nach Satz 1 • 2. 1 ist die Abbildung J": ~....,,;. jf mit x(;Zf,~[XJ vt-t, E- f 
l-------------~eine Bijektion. Nach Def. bildet r - ,.....,, 

kollineare bzw. nichtkollineare Punkte von C~ il;,_, Elemente aus ·t2 ab, 

die einer Geraden bzw. nicht einer Geraden aus Ot angehören. Damit -tf ""'-' l"v 

überträgt 1 die Aussagen (~1), (PR,.t), (PR3) a~f (?xl t;J) und ist 

dann eine Kollineation von o/,, auf fJ2, • 0 

Damit können wir beweisen: 

Satz 2.1.3: Ein lineares Zweibildersystem besitzt genau dann 

Ordner, wenn der Kernraum .2; v 2-;__ keine Hyperebene ist. 

Existieren Ordner, so kann die Menge der ersten bzw. zweiten Ordner 

als mindestens eindimensionaler projektiver Ordnerraum rJbzw. -;(1); 
aufgefaßt werden, der zu jedem Grundraum r isomorph ist; 

das lineare Zweibildersystem definiert eine Ordnerkolli~eation /~ 
von 1'' auf '7'JJ • 

Beweis. (a) Der doppelt projizierende Unterraum efx von X G f,l \ ( ~ v .::-.z / 

schnei~et f_~ ~enau dann i~ einem e:ht:n Unterraum~= 

. · • [ X J v ~ + qJJ,, , wenn :?..t. wegen X f1- 2~ keine Hyper-

ebene von 7((~) ist. Der Unterraum "2z=:J:',,/?/2,,vS;;l.) ist 

aber genau dann eine Hyperebene von -rrf_y-,) , wenn .i;v :J"=- , 
. H b iT · t 'l -r1 i';< 7 /- :::-- i eine ypere ene von . is , wei aus :;,/1 c O"x =- t t v f ..::~ v ..:..::.. / 

und ?91 v ~ :: ?1 folgt Ox =' & · . · , 
(b) Wie aus 1.2.1 folgt, erhält man die Menge aller ersten 

b . d n-· J - 1 b rr- 1 .., ..,- :i d zw. zweiten Or ner '-,~ => 2z. zw • ...,x - ..:..,, , wenn X ie 

Menge aller Punkte eines Grundraumes ·.r durchläuft; 

existieren Ordner, so ist dim Tr(r). ~ -1 • Auf Grund 

von Satz 2. 1 • 2, angewendet auf die in if I komplementären 

Unterräume ~J und J...-...-..--:,--t r k„ bzw. ~n und 1--"1 r /!"-' . erhält 

man die projektiven Ordnerräume 1':r 1"' , die zu TT { r! 
isomorph sind. Mit J J: f----f·r k.,, "'""'.' 1' 1 und/ 1'~ Hf .4z......, 1'" ~~w:d1-1J 

A i-1 - ✓ J, ,, • ,r'' .,<()11 • 
Satz 2. 1 • 2 ist/~:.=-J ~ A',1, a • u - if die Ordner-
kollineation. 0 
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Für dim 7T-"' , dim f z; v2:_ )-1# .tf+ 1 existieren genau für 

2k+1=n-1, also 2k=n-2 keine Ordner, was nur für n qerade möglich .... 
ist; für 2k<n-2 ist jeder Ordnerraum'f':'3'1ll ein projektiver Raum 

der Dimension n-2k-2 ~ 1, dessen Punkte, von 7T"J aus betrachtet, die 

(k+1)-dimensionalen Unterräume von ~J durchdenk-dimensionalen 

Unterraum ~J bzw. 4 11 von 7T' sind. Für n ungerade existieren stets Ordner 

Liegt der erste lineare Riß eines Punktes XE- q< \ ( Z v 2;. j im 

Ordner O,x ~ = f X'} v 2-;_ J , so gehört der zweite lineare Riß X 11 

von X dem Ordner o; ;4 ='?; u = {X"/ v 2..., v an, was den Namen "Ordner" 

motiviert. Ist 2: Y 'ff'z.. eine Hyperebene von 7T, so ist für jedes 

X G pi\ (?,1v 2L) dann o; ~c,; 11
,.. fil', so daß außer X'€-f 1 1~) und X'~r'1.::: ;; 

keine weitere Bedingung zwischen den beiden linearen Rissen besteht. 

'X1 

\(Z,'J L;rzz'j 1' 
L(Zz.J L1 vLz(e) 

x" XII 
ß 0 

\7 - 1 
1 

I 

°x ICJ.' 
/ X 

Sx,=~' 
~- I Sx=S 01 

,/- -~~ ·,, 'Xz X 
•✓ r x'--, 

f"~ rx.,_ 1 ., 

r 
Ist dim 7r =3, dim rr!:2, also dim ll (Z) =dim -rrr~' =k=O, so ist der 

Kernraum ~ v 2z. eine Gerade (Kernachse t7 ) und der 1. bzw. 2 .Kern-

raum in Jt" (-:11') bzw. in ,P::i. r :Y 1 
) der Punkt [ Z}:::: ,Ü r1 er' ( ~ k. -=- ~' rf-' ;; 'J 

- I -'r - 'f'" . , / 
- bzw. {Z, J: '#1i/1 i7' (Z,,""4,=l/'€-f').Der projizierende Unterraum o; eines 

Punktes}( E- f \ tr ist eine Ebene des Ebenenbüschels ~ , und die 

Ordner 0--x ', 1)< 11 sind Geraden durch .2;. 1 bzw. _; n • In völlig analoger 

Weise sind die Fälle dim 7T =n~ 4, dim il 1=n-1, also dim Tri:z,,J =dim 7T'; = 

=k=O zu behandeln. 

Für dim 7T =4, dim 7( 
1 =2 , also dim 7r (2,,, / =dim // t.Z: , =k=1 ist - ,' 

der Kernraum i:, v 5:1- eine von den windschiefen Geraden ~' .2~ aufge

spannte Hyperebene von 7T. Bei diesem Zweibil:ersystem mit 2k=n-2 gibt 

es keine Ordner un~ der erste bzw. zweite Kernraum in Jl1 ist die 
) - - s:;"" J' - .., Gerade L1- = 2:. ~ = L2,. Je,,, bzw. -~ 1-= ~., <f.t. = .. ,, kJ- , also eine 

Hyperebene von 7T r ( Jt 1 ) • 
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2.2 Lineare Zweibildersysteme aus einem dreidimensionalen 

projektiven Raum 

2. 2. 1 Für dim 7f =3 gilt dim ll~)=dim 7T{;z..z-J ,_ 0 nach 2 .1. 2 mit 
z,, .. f Z]=-Z~ [7-i.} also dim T/ .. ,t : das in 2. 1. 3 beschriebene 

J 

lineare Zweibildersystem mit dim rr =3 ist also das einzig mögliche 
aus einem dreidimensionalen projektiven Raum Tl • Nach 2 .1 .1 ist 7T 1 

eine Desarguesebene mit zu den Algebraisierungskörpern von 1T 
isomorphen Algebraisierungskörpern. Die Ordnerräume rf':1'nsind von 7f' 
aus betrachtet die Geradenbüschel tJ.-~

1 
/ o/i,, , welche Ordnerbüschel 

heißen, und die Ordnerkollineation ~: 1"'--1'" ist eine Ordner

bijektion /6: tj~, -flJ~11 , welche von den doppelt projizierenden 
Ebenen stammt. 

Jeder Grundraum {vJ;=(ist eine zur Kernachse tJ'-~2"~ wind-
schiefe Gerade. Für Zt:,1:r\{Z_,,7-t.J stellt[Z}v r .,.o( eine zu.l; 

und zu~ komplementäre Ebene dar und {rof/'2..) / t(' :4?«-Jt 1xjt' 1 ist 
global. Mit 'f-1 • 'f:, x~1 f.:. ~ Ya. .K.z., ist <f; foc.: '(. -- ~,- /2-.~1) eine Per-
spektivität und daher k;,f(t,!tx.J-"iilll.: f'-;21

mit X1#-9X 11 für Ye-~ 
eine Kollineation~ , welche die Bildkollineation der nicht-
projizierenden Ebene ,!_ heißt. Wegen Z~,Z:Z~ Zlf.::rZ,,, 11 und (Y'ZzJ;.::,, y..t.z~ 
für Xe-o.\{Z}gilt {~ / fl/z,,~ ~ /6 , d.h. die Bildkollineation jeder nicht
projizierenden Ebene ol enthält die Ordnerbijektion. Nach 1.4.3 ist 

daher /1 eine spezielle Bijektion: Ist 9 ca:: eine zu Ar windschiefe 
Gerade, und sind A;,., 4.,/ '1>-, drei verschiedene Punkte von g, so 

gilt ( z;, ~0
1 Jf-=- Z t Ao 11 

usw. ) und nach 1 • 4 • 3 bestimmt /1 daher einen 
KJ/,t)AJ,,.,,,, yl{f":.11 1/;n/f' 

Isomorphismus der Algebraisierungskörper « /Ao/ ,, i;:., .1 und !{•' (4;,.,A ... 1 t;,, J 

von F'. zusammenfassend gilt: 

Satz 2.2.1: Eine zur Kernachse windschiefe Gerade g wird auf durch 

;t: 0'~,-L;7':,i:>ijektiv gekoppelte Geraden g' ,g" abgebildet, 
wobei ;1 einen Isomorphismus des durch die ersten linearen Risse 

dreier Punkte von g festgelegten Algebraisierungskörpersauf den 
durch ihre zweiten linearen Risse festgelegten Algebraisierungs
körper bestimmt. Nichtprojizierende Ebenen definieren eine Bild
kollineation, welche die Ordnerbijektion enthält. 

Für eine von ,tr verschiedene, erstprojizierende Gerade~ ist 

s/ ... {X~ /XGS-1 \ f,ZJ} ein von Z.L' verschiedener Punkt und~;v{l.,_'J)(~=s,,~ 9~11• 
_ Für eine erst-, aber nicht doppeltprojizierende Ebene o(~ ist 

c</-== f Xf., /X'-c<,,\ [?..]} eine Gerade nicht durch~) und [Xyl,; (Y~cx-<}, ff 1
; 
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für eine doppelt projizierende Ebene <rGfc- ist <J'J• f Y~ ( X'G-o-- \ fZ,J J 
eine Gerade durch .;_J, und o-l-7=u 11

"" {~ {J<e-rr-\ {Z.t.}3 ist eine Gerade durch i! 

In der konstruktiven Geometrie sind spezielle lineare Zweibilder

systeme von Bedeutung: 

Def. 2. 2. 1 : Ist 7T ein dreidimensionaler fanoscher Pappo.sraum 

(klassischer dreidimensionaler projektiver Raum) und 

f: q~-~"eine Projektivität, so heißt (~,f.fi. J ein klassisches 
lineares Zweibildersystem. 

Bei einem solchen ist nach Satz 2.2.1 die Bildkollineation 

jeder nichtprojizierenden Ebene projektiv •. 

Gestattet ein Algebraisierungskörper Keines dreidimensionalen 

projektiven Raumes 7i nur den trivialen Automorphismus und ist Char Kf2, 
so existieren nach 1.4.4 nur klassische lineare Zweibildersysteme 

aus 7f ; dies trifft speziell für K ~ 1/2.. , aber nicht für K ~ d: zu. 

2.2.2 .Die konstruktive Behandlung von Aufgaben in einem linearen 

Zweibildersystem aus 'ff mit dim 7T =3 stützt sich auf die 

Ordnerbijektion f: CY;J~, - tJJ:z..11 . 

Def. 2. 2. 2: Das Tripel { s.',.Z:, 11
; f} heißt die Hauptbildfigur von 

(b, f.z.) • Ist 2:;.'=-.z;/ und ;J keine Perspektivität bzw_,- eine 
Perspektivität, so heißt (,P,,;'-f4,) vom 1.Typ bzw. vom 2.Typ; ist ~'=Z'~ 
und ;t nicht die Identität b~w. die Identität, so heißt ffi 1 Y.z / vom 
3. Typ bzw. vom 4·. Typ. 

Da/; bei Typ 2 und Typ 4 eine Projektivität ist, ist bei diesen 

beiden Typen die Bildkollineation eine~nicht projizierendenEbene 
stets projektiv. 

Beim 2.Typ verwendet man die Perspektivitätsachse (Ordnera~hse)dß 

von /; zur Vervollständigung von _;4 . Ist (<to'tl.) klassisch, so gibt 
es beim 1.Typ einen durch /b erzeugten Ordnerkegelschnitt mit 

den Grundpunkten 2z I und~" , und beim 3 .Typ kann ß etwa unter 
Benützung eines STEINERkegelschni tts durch Z2 ~ i 11 

vervollständigt 

werden. 

Da ri1 'fj,) l(f\{Y) nach Satz 2 .1.1 injektiv ist, können die Lage
aufgaben in if, soweit sie Elemente aus /1\ tr betreffen, in einem 
linearen Zweibildersystem gelöst werden. 
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Welcher Typ dabei zugrundeliegt ist für die konstruktive 

Behandlung gleichgültig und bedeutet nur, daß /1 verschieden

artig vervollständigt werden muß. 

Nach 1.6.1 genügt es, die Aufgaben (h) und (/.z) von f 
zu lösen: 

(/1): 'Pe-<:}~1)(€-(ij~ ,p11€-'9''/ (1'%'0= 1711~,11, 
I 1o II 

(/ 2) : <g C °' 4=P 9 ;ro<..::: fJ für ol nicht projizierend, 

in 7f 
1 

q J = o(, für u(. erstproj izierend 1 

9'GCJ{,, gK=~'} für ti. doppeltprojizierend. 

Die Figuren zeigen die Lösungen (L1) und die Schnittbedingung 

{q'J,,1v fl.
1
_ij}j;.:q"ltq11{Z./'} 1 wobei ein klassisches Zweibildersystem vom 1. Typ 

gewählt wurde. Die Schnittbedingung ermöglicht es, eine nicht

projizierende Ebene IX durch einen Zwickel 1 festzul~gen, was (L2) 

(L3) und (L2*) erledigt; weiter kann dann (/ 2) und PG-°' durch 

Angi ttern gelöst werden. Ist die nichtproj izierende Ebene ~ durch 

s" '-t---in r)(\pll 
/ .,A< 

h" \ 
i 

'-" , __ 
g' z; 

B' 

einen Zwickel gegeben, wird (L3~) durch Angittern einer Geraden cc et: 

mit c'=q 1 und (L1~) durch zweimalige Anwendung von (L3*) gelöst. 

Kennt man die Bildkollineation /eo<. einer nichtproj izierenden 

Ebene <X , so kann man sofort zu einem Zwickel in ~ übergehen. 
r / J I I C' I ' \ "S') Ist umgekehrt ein Zwickel von o<. gegeben, so sind [ :> •~ ,1(,/ '9 ~~ 1 ., / 

+-1'e-k 1
\ fS'}, ~'} und [5 11::5 11,i,: (j' 1~;/'\[S1'J;.f/1<:l/c.

11 \[S",l?/'}zwei Vierecke, 

also zwei Fundamentai'menqe~ in 7T 1 , und /~: t;k:,-,.Cj{,, definiert einen 

1Im Elementarunterricht sollte man zur Festlegung einer Ebene stets 
einen Zwickel benützen, der,undurchsichtig angenommen, auch ein
fachen Figuren einen anschaulichen Charakter verleiht. Spuren und 
Spurpunkte haben bei der konstruktiven Behandlung einer Ebene nichts 
verloren. 
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•• k.1 (s' ri1. ' 2'+1') ;,,,,1 (5, c' Q~2"+1" ). Körperisomorphismus o<.. • c1t , $ 1 9/J x. _,. ~t 1 , J '>f 

Nach Satz 1. 4. 3 und 1 • 1. 2 ist damit /f"( eindeutig bestimmt. 
Z' 2 
~· 

/ 1 '\' I \ '-

! \ ' 
/ \ 

! \ 1' 

\a"-1~,1 
\ -\.,X 

\ 

\ 

Anstatt mit einem Zwickel kann man auch direkt mit der Bildkollineation 

einer nichtprojizierenden Ebene et. arbeiten. Sind zum Beispiel ..lca'ty$ 
die verschiedenen Bildkollineationen zweier verschiedener nicht

projizierender Ebenen, so ist ( ~~1/.Jf / tJi,.::tdt>J;,., , also ~1,:,--f; f !-?1,1 

eine perspektive Kollineation; für ihre Achse g' gilt 1' R°' = <:j' 1
~ J 

so daß g' nach (/2) der erste lineare Riß von 9- a/1~ ist. Zur 
konstruktiven Durchführung dieser Lösung von (Lf') sei A,B,C eC\'.'., 

P,Q,R ~;; mit A''=1Jlf, 13 11=-8.~Cf~'~ dann sind { A' ,B' ,C'} und 

[P' ,Q' ,R' 'f. zwei 2;_' -perspektive DreieckeJ und g' ist ihre 
DESARGUES-Achse (in der Figur liegt ein Zweibildersystem vom 
2.Typ zugrunde). 

I 

Lageaufgaben, bei denen projizierende Geraden oder Ebenen vor-
kommen, sind trivial.· 

2. 2. 3 Ein Punkt X€ 'j5J
Dann gilt: 

mit X1-X' heißt ein Koinzidenzpunkt. 

Satz 2.2.2: Bei einem klassischen linearen Zweibildersystem er-
füllen die Koinzidenzpunkte folgende, durch die Haupt-

bildfigur und Z, Z.i G ,t: bestimmten Punktmengen 4<. Cr\ f Z,n?-z.} : 

1 • Typ: 'JL ist eine in 2; und Z. punktierte Kubik, 
2. Typ: 'J. ist ein in Z, und Z2,. punktierter Kegelschnitt in einer 

doppelt projizierenden Ebene·) und eine zu o windschiefe 

Sekante l des Kegelschnitts. 
3.Typ: tl.ist c-\[Z,1 ~} oder o-\{Z,,2„J und eine o 

Gerade oder e- \ f Z41 li_} 
treffende Geraden. 

4 • Typ : 'lJ.. ist o \ [ Z-t I l z. j 
ebene /<. • 

nicht in z1 ,z2 treffende 
und zwei windschiefe, o nicht in z

1
,z

2 

und eine nichtprojizierende Koinzidenz-
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Beweis. (a) Bei Typ 1 ist kein Punkt aus t7 \ f Z,,;Zz.} ein 
Koinziden~punkt und X'=X"_ genau für X't;k\[Z~l-, fallsici({ · 

der · Ordne~keg~lschnitt ist. Dann ist I<:::: j~-fc:-'4 bzw.[: =J~-fc: 'jr,, 
ein Kegelschnitt durch ~ bzw • .i; und X liegt nicht auf ~ und im 

quadratischen Kegel mit der Spitze~ und dem Leitkegelschnitt k 
bzw. mit der Spitze ~ und dem Leitkegelschnitt k. Da in ~ die 

Tangente von k in Z/ nicht in die Tangente von k in Z:, 11 übergeht, 

haben diese quadratischen Kegel außer e,- noch eine Kubik '/1. durch .z; 
und Z~ gemeinsam (II,198). 

(b) Bei Typ 2 gilt für jeden Punkt von~ dann X'=X", so 

daß a~ als 1. und 2. linearer Riß einer zu~ wind

schiefen Geraden 1, die nur aus Koinzidenzpunkten besteht, anzu

sprechen ist. Weiter ist jeder von ~;, -2; 11 verschiedene Punkt der 
Geraden r1=Z:Z'.Z, 11 Bild eines Koinzidenzpunkts, und wegenf11:=f'ß•f1 ist 

(f~ ') 11= J 1 ) das Bildpaar einer doppelt proj!ziere~den. Eb~ne J . 
Dann ist J:: (,e ( J ),'1, Ji;': f-j mit fi= f-"' 'jl-u j: = j/J 1,1.z_ eine Projektivi

tät; projiziert man in ,,/ zugeordnete Punkte aus Z., bzw. Z':z. , so 

erhält man in [ zwei projektive Geradenbüschel, die wegen ~ 14-Z, ~ 
;; (' :; 

also .... z d =4= .:.,,., nicht perspekti v sind. Ihr Erzeugnis ist ein Kegel-

schnitt in f durch ~ und ..z;__ , der von 1 genau in jenem Punkt S 

getroffen wird, für den {Sf!::fS'f;; fh l 1= f )½ 2 II gilt. 

z' 2 

x~x" z'-z 1
' z. - 1 
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(c) Wegen ~'-z;. 11 besteht fJ' \{?.,/.?Lj beim 3. und 4.Typ aus 
Koinzidenzpunkten. Weitere Koinzidenzpunkte liegen nur 

dann vor, wenn ein erster Ordner auch ein zweiter Ordner ist, was 

bei Typ 3 höchstens zweimal und bei Typ 4 stets zutrifft. 

Gilt für f 1e-C{J~, dann f 1!= f'f=f 1 
, so ist die in der 

doppel tproj izierenden Ebene f mit dem Bildpaar (f; f '1} wie in 
~ - r I - -(b) definierte Projektivität d : f-- wegen ~ =~ "; also '2.z.d= ~, 

eine Pe~spektivität, die eine wegen Z.'~.f 1 die Kernachse o 
schneidende nichtprojizierende Gerade aus Koinzidenzpunkten er

zeugt. 

Existieren bei Typ 3 zwei Fixgeraden von/5, so gibt es zwei 
nichtprojizierende Geraden aus Koinzidenzpunkten, welche in ver

schiedenen doppelt projizierenden Ebenen liegen und~ in ver

schiedenen Punkten schneiden; spannen sie nämlich eine nicht

projizierende Ebene o( auf, so müßten die Identitäten auf den 

beiden Fixgeraden von f in die Bi~dkollineation ko<. passen, was 

mit {t.=tcf 'f J den Widerspruch f =td~;.,., ergibt. 

Bei Typ 4 ist id'it1 die Bildkollineation einer nicht projizierenden 
Ebene k , die nur aus Koinzidenzpunkten besteht. 0 

Ist IX. eine· nichtproj izierende Ebene mit der Bildkollineation /?,:x:. .1 

so sind genau die Fixpunkte von A'~ die Bilder der Koinzidenzpunkte 

in a'. • Bei Typ 4 ist ko( stets eine perspekti ve Kollineation, deren 

Achse die Bilder der Koinzidenzpunkte von o<. trägt, welche auf 

der Geraden a/1 I< liegen. 

2. 2. 4 Ist speziell 1T I eine Ebene in 7T , also f?' 1c J{. , so erhält 
man ein lineares Zweibildersystem aus 7T , wenn man die 

KollineationeJt J( und Jr, als Perspekti vi täten ~ ~ V 1 bzw. ~...,.. V 1 
A .._ - - rA r 1 r 

zum selben Zentrum Z f ~ 1 ~, %1 1 wählt. Je nachdem Z nicht auf 0--

liegt und ?J-1::f: ,Pi gilt bzw. Z auf b-- liegt, entsteht ein lineares 

Zweibildersystem vom 2. bzw. 4.Typ; beim 2.Typ ist die Ordner-

achse die Bildgerade von ~~ri bei der Perspektivität aus z. 

Entsteht ein lineares Zweibildersystem vom 2.Typ auf diese Weise, 

so liegt ·der Koinzidenzkegelschnitt in der Ebene f.:: [ZJv~der 

durch _::.,7~ und dem SchnittpunktSvon f mit der Koinzidenzgeraden 
l= 'fi/J f'1.. hindurchgeht; unter Benützung des Punktes !O:i- O/'J pi 1 

können die Tangenten des Koinzidenzkegelschnitts in -2: und Zz_ 
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Oß =!'=!'' 

I 

z 
9 

I ! ; ! 

als Z,, · (Z0,1f4} konstruiert 

und diese~damit festgelegt werden. 

Entsteht ein lineares Zweibildersystem vom 4.Typ auf diese 

Weise und ~st f 1 =- -p1,. , so stellt diese Ebene die Koinzidenzebene /s 
dar; für f -4-: 1Jl1, enthält die Koinzidenzebene /i_ die Gerade ,_,,,,,, /?:. 
und ist durch einen weiteren Punkt X mit {Xf.:K~/JXZ, und fX~% 1r,,,,~x, z} 
kollinear festgelegt. 

2.2.5 Da <i,~>/~\-o-) nach Satz 2.1.1 injektiv ist, kann jede 
1 1 

,~,' 

Punktmenge l;f' C :jl \ t:r- aus der Menge der Bildpaare (r: t~;,;: ~~ ' 
aller ihrer" Punkt~X~indeutig rekonstruiert werden, wenn ..:: } ..;j I cll,f I ,ir - ) - ) 
und die Kollineationen ~ : ~--:;;? 1 ~ :fJ... ....... 'f bekannt sind. 

Genauer gilt: 

Satz 2. 2. 3: Kennt m_an die Hauptbildfigur { Z i , z;'i,Sl eines linearen Zwei-
' bildersystems f ~·f"x( 1 aus einem dreidimensionalen projektiven 

Raum, so ist jede Punktmenge 'Clcf durch die Bildpaare (X' ,X")E._/·',<{' 

ihrer Punkte XE 'Cl bis auf Kollineationen eindeutig bestimmt, falls 
\/ I -·' ; ~ ._. •. 

stets \:+~;.: ,X4c?_/ gilt. 

Beweis. ( a) Wir wählen ein Dreieck .; A, B, Cf c ·? und die Bildpaare (A' ,A") , 

(B' B") (C' C")""" ,f/\,i'.11 so daß JA' B' C' Z' 7 ( A" B" C" Z" l I I I - 7- . 7- I , I I I 2. 1 I ( I I I / i 

zwei Vierecke in .;;. 1 mit (ZlA')/3-= z:;A", cz;_,B')(:, occ z.~'B", (z.;_c')?,~~:c''sind. 

Dann liegen die verschiedenen Ausnahmepunkte von f 1 und ~L nicht in der 

Dreiecksebene und die Kernachse trifft keine Seite des Dreiecks { A,B,cf; 

wir wählen z 1 ,z2 zulässig. zu dieser Angabe ist r---····· 
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dann AB=: 1 ein Grundraum; nach 2. 1 • 2 existiert durch { eine zu Z, 
bzw. Zi.. komplementäre Ebene ;Jf_, bzw. ;t'.z.. Die Projektion f,, : f/;1-- ~ 
bzw. t~: c}J_, /J.J:,.. zum Zentrum. ~ bzw. Z,:l. leistet Ä-== At,-= 4, 13..- 1!>-f:, = -.S 

~ I r: ~ 

bzw. A :::-At~== A_; -e,=B-+1,.= 13, 

Die doppelt projizierenden Ebenen ~, J-81 ~ sind nach Konstruktion 

paarweise verschieden und es gilt { A} = f;-; u,;i.) { '/!J j = T/J % ; wir 

setzen:,~?}:~ t/J~ . Durch (A,B;P) wird ein Algebraisierungs-

körper f( von Tf und durch (A' ,B;P') mit iP'f :=A'B'" Z' C' ein zu K 
2 

I 
,,Zz z" ~. 1 

·1\ 
rrYJ/ \. 

...... ,7\ 
ß rr;{ / \ /1. 1 18 , :Lp'J "-Al , ---'( 

:.------:· 1 

~ / \ / C1/~ i 

1 ~7' 

r" 

11 I \ /J 

All/ pi!/ .e. 
. .::..-::--\ -- : 

! 
! 

·C" 
r , 

isomorpher Algebraisierungskörper K' von 7T I bestimmt; sei x., : l<(4, 8_; P J.
-1:> k 1(4 '.ß; P1ein solcher Isomorphismus: Weiter sind f Ni 3;1)} 111d {1'} :=Z.( B~rJA 1:.' 
und fA,B;1} ,,,,,·r [1}:=Z„t.ß)/1A[ _preiecke. Nac~ Satz 1~.4.3 e_:eistier1:_ 

„r l"J) A A J 12. B' ..f 4 1 (' 0 ,/ -1:;;1 genau eine Kollineation ...ti, : <pi,....,.,.,,., mit . Jr,, =- , ;_,,.J<;..,. 1 , ~ = . / .·...::.:., /""1-=-.L, 
J. ' - ;- -,,.1 

und Jr,! j (A ~ \ { D), ::: o<~ , und diese leistet auch CJf:, -=- C I J;. ~ - ~z." • 

In analoger Weise definieren wir eine Kollineation )(,J.: ,J':z..,.... $! 1 
, aber so, 

.. ' h' Al K(~A B .P) K" (A" B" p") ., fplll A"B" -,/;.i// daß der Korperisomorp ismus l,,'-2,: _, ; . - , , ; 1 ·rrm: 1., ~= ' n Z·:;,,,, 

. f 1 kl'' ' d ' d 1 /C/
1 A'r'' ,'/ Jf!.,) A'1 ~ 11 p wie o gt er art wir : Sin 1r : ,.,~ :::. , -t> · 6 ·' ,r : _, dzrr",.. · c er-

• - 1 1 4 

spektivitäten, so setzen wir ,x..!.. = et„ rr)- /~7f 11
: k-e=-J<''1 • Ist dann 

(X' X") ,. r· ,·11 ' \ "., !J) x ff1 t \ ./-:, 11 } 1 mit (Z 1 ;( 1 i:t.: ;: 17 X II Bildpaar eines I C . dl -i '-,;. , . · t -,1 j , ;z. I( /f _ 
T „ I " - Y, - - 1/ --f 

Punktes X c- f \ r::- , so gehören .X" ; -=:- .1, ,r., -, und X: :::-Y ~ wegen 

tX
1 

rr'-1) '1T ''d,;:.- 1:_:'dr : f-- r einer d<:_ppel t ~ro:g-zierenden Ebene ~ 
an und 3 X J = X .z; ;1 X Z.t.. ist wegen X.::J: Z.2. / X =f:-- 4 eindeutig bestimmt. 

Damit ist ~t: = (.:};'f-<, \ ( (r\ t,) mit Ye· f \ (7 k:? X<:f:: (Y;X"/und r:,::y;:,JI:,, ~=f-~ )IP~ 

eine globale Injektion. 

2zur tatsächlichen Rekonstruktion muß ein solcher Körperisomorphismus 
bekannt sein. Satz 2.2.3 ist nur eine Existenzaussage. 
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(b) Nach zulässiger Auswahl der Vierecke [A' ,B' ,C' ,Zl !c f 1

1 

{A",B",C",z ➔ Jcf', des Dreiecks -(A,B,c}c:.f, der Zentren z 1 ,z2 
und des Körperisomorphismus ä'._1 :K(A,B;P) _,. K' (A' ,B' ;P') ist das Rekon

struktionsergebnis unabhängig von der zulässigen Wahl der Bildebene von</1 

und l/1.z• Ist nä1!1lich f bzw. j,_ eine an.51ere zu Z 1 bzw. z 2 komplementäre_ 

Ebene, so giltfurdie Kollineationen i: l/Jt -7/P' i: ,.Jf ->:-,cfl 1 notwendig i::: ((i:.'.) >: i r i) L '" r V ',1t,<-/ 

(j=1,2). 

(c) Ist (Ä,' ,A"), (B' ,B"), (C' ,C")e ,~ 1l' J { Ä,B,C ]cf ,z, ,z2 
eine andere zulässige Angabe und 'Ji, :K(A,B;P)-K' (A' ,B';P') 

mit {PI :=filL.&c , 6'c :=tC{v 5, tP'f:=Ä'B'ri ZlC' ein Körperisomor-

phismus, so wird jedem Bildpaar (X' ,X")€ (:{e'\ {?:.{ x (,:f 1\rl:l) 
~it (h'X'}f.:::- ~ 11X II nach (a) eindeutig ein Punkt Je:/(\ e zuge-

ordnet und i: f\~-- 11 ~, 1 mit Ke/ lo~ xi=-(K~X:) ist eine 

globale Injektion. 

Die Abbildung Jr:;:::4?--r:71c~f\ö ist eine Bijektion, da imcp.-

::: tm ;p C 91' ( X r ) gilt. Wir konstruieren eine Kollineation A' : ,, .,.. Jt. 
mit x / (~\ o);: k . 

Die Bijektion X führt drei kollineare Punkte ,(, 'ft .7 e- ,J:1\ ö- sfers !n 
l'-A..rv ::v,'V r 

drei kollineare Punkte X r Y 1Z er \'o über: Für X'l/1 tr=Z oder für 

?_,EXY oder für~ e Xf ist das trivial. Gilt X'(/l<J.: {2}/ Z,# Z,1 .?2 1 
, . ,/ y ~ 1 f 'i/ t y / Z I z '} J d /x lf V ,? ..,,. // Z II) II I ./ so J.St A I C V X ' a so 2 ,,i; / / / .z c<7x un i r I k I ;f j c0x =~ j'J• 

Ist « eine von Oj, verschiedene Ebene durch X, Y und Jl. : J1 l__,_f' 1 die 

Bildkollineation von tX (vgl.2.2.1), so gilt x.//~1.;,=;6. Durch %0<. 

wird nach 2. 2 ,Fn.1 eine Ebene {;r C 9( mit Z: 1 .z_ f « definiert, 
~-~ . -~- ~ ~ welche X,Y,Z enthält und von O;, verschieden ist. Wegen X,Y,Z Eo</J ,X 

/\-, _,,...,, 
sind die Punkte X,Y,Z kollinear. 

Wir definieren eine globale Abbildung )( : fl ~ ii.1 

durch 
A- J I 

X J(: ..: X k f i,,, X e J! \ er- 1 -=;- x : = z; · (-i= -f,, .t. J ; 

{ Gx}: = ~ /J '111 Q K f/,'r {;' € & \ tz,14} <Lric( (;:/ G- PC/ 7r '-< c '/( \ 6- , 

Diese Definition ist sinnvoll: Ist g=PO und a =~ QJ mit q,.,-;o.-f-=fCZ 
J"( r t.J V w / 

und & 4 ~ V ~ 1 J so sind PP 1 ,oo1 zwei zu e- windschiefe, einander 

schneidende Geraden; dann sind PµJ:;)!,Q;'o,f k zwei zu o windschiefe, 

einander schneidende Geraden, die eine PJrQ x und ~;:; (,;r ent-
r,.; 

haltende Ebene aufspannen. Da diese e- in genau einem Punkt schneidet, 

ist G x für O 4 ~ v '3-, unabhängig von der Auswahl· der Punkte P ,0 mit 

G f- p & • Gilt dagegen tJ c 9 v <!)1 , so schalten wir zwei Punkte ~
1 
O t.. 

einer Geraden <J>- dazwischen mit g /'J g..t =g.t. /l g., ={ G }und ~ 4 , v ':/.tr o d J.2. v ';}-r. 
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Damit ist ~ .. '/2- f! eine: Bijektion, die kollineare Lage in f 
erhält, also nach 1.1.3 eine Kollineation. D 

Kennt man die Zentren z1 ,z2 , die Vierecke { A' ,B' ,c' ,Zl f c. f \ 
iA",B",C",Z!;(c.f' und das Dreieck {A,B,Cfcft, so ist nach den Be-
weisteilen (a) und (b) die Rekonstruktion eindeutig durchführbar, falls 

der Körperisomorphismus ~ 1 gegeben ist. Gestatten die Algebraisierungs

körper nur diesen trivialen Automorphismus, so kann auf die zusätzliche 

Angabe des Körperisomorphismus verzichtet werden. 

Durch Satz 2.2.3 wird die ~ekonstruktion einer Punktmenge aus 

der Menge der beschrifteten Bildpaare (X'X") ihrer Punkte X be
schrieben. Kennt man von einer Geraden g die linearen Risse g',~", so 

muß diese nicht eindeutig rekonstruiert werden können, falls man 

nicht die Bildpaare zweier ihrer Punkte kennt: Trifft nämlich g 

die Kernachse (T in einem von Z 1 , Z 2 verschiedenen Punkt G, so ist 0.,,....~..;;~ 1 

c; ~z„ II und ~ '=Ox 'i 9 11-= Clx I/ für XE- ~ \ { {;} i {ede Punktmenge in 
der doppelt projizierenden Ebene fTx hat aber das erste Bild auf<?;, 1 

und das zweite Bild auf cfxn. Kennt man aber zusätzlich die Bild-

paa:re zweier Punkte x; Y e- ci \ f () ; so ist g nach Satz 2. 2. 3 festge-
3 ,;J ... -

legt und die Abbildung ~ 1 ¼> -p 11 für 7 €- ca paßt in die Bild-

kollineation jeder g enthaltenden nicht projizierenden Ebene. Im 

Reellen speziell ist daher DV(X' Y' P' Z')=DV(X" Y" P" Z") , , , ;t_ , , , -( • 

2.2.6 Bei einem linearen Zweibildersystem aus einen affinen Raum 
0 

7f""' 7T \ w sind folgende drei Fälle möglich: 

Fall 1: Für z1 ,z2 €/ c.v besitzt die j'ernebene ~ eine Bildkollineation 

11.t{; mit /1',_J~ f cJ;.::.' • ;1,und i· : f --</( 1
(1'=~.t.)ist nach Satz 1. 3. 7 

surjektiv. Wird in ff' eine Ferngerade u' ausgezeichnet und faßt 
~ v 

man 'f a• als Abbildung aus dem affinen Raum 7T in die affine Ebene 
.:> 

TT'= ~1 \~ 1 auf, so sind beide lineare Risse nach 1.3.6 stets affin zu 
je einem Zentralriß, 

Fall 2: ~ ~ ~ J ~ J c.v : Dann ist cv 
I eine Gerade nicht durch .z; / und 

o 1tJ I 
0

/ ) ' 

Cf-'-: 0 - 'J1 surjektiv. Ist 7T = 7(
1

\(.{ eine affine Ebene .und gilt 

u_
1
:::w

1 
, so ist nach Satz 1.3.7 dann 50: f~f' bzw. i:f-/ 1 

affin zu einem Parallelriß bzw. zu einem.Zentralriß. 

Fall 3: 
I 

to ist doppeltprojizierend. Dann sind w / c.J" zwei in~ 
J zugeordnete Geraden. Genau dann, wenn für die Ferngerade u 

3 oieser Fall tritt im Elementarunterricht bei Grund- und Aufriß einer 
dritten Hauptgeraden h3 auf. Legt man durch X, Ye--h 3 etwa je eine 
Parallele zur y-Achse, so wird dadurch der Streifen einer dritt
projizierenden Ebene öL. durch h¼ bestimmt, in der die Vervoll'."" 
ständigungsaufgabe auf h3 durch Angittern gelöst wird. 
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::, 

der affinen Ebene 7T '= Tf' \ a' 
I I f/ gilt tt =W;::, '-t) 

() ,:> 14,;,' 
, sind beide 

linearen Risse %· : f-,... r nach Satz 1. 3. 7 affin zu einer 

Parallelprojektion; wegen Ct.?
1
~ tU;{, kann dies. nur bei einem linearen 

Zweibildersystem vom Typ 2, 3 oder 4 zutreffen: bei Typ 2 muß t'0~4.> t.7 17 // -.z --,,,, 
3 muß tv' Fixgerade von//& sein und bei Typ 4 gilt gelten, bei Typ 

( ff 
stets cv ... w . 

3. LINEARE ZWEISPURENSYSTEME 

3.1 Grundbegriffe 

J..:..1.:..1. Ist 7{~ der zu 7T duale projektive Raum mit dim Tr~oo , so 

ist nach Satz 1. 3. 6 jede lineare Abbildung 'f*: f~ ff' auf 

einen projektiven Raum ff I von Tr aus betrachtet das Produkt einer 

Spurabbildung, bei der jederHyperebene fflx~ &- /j von 7T nicht durch 

einen Unterraum L\ c r ihre: Spur4Jl(:*/1L\ in A zugeordnet wird, 

und einer Kollineation des zu ?T(,a! dualen projektiven Raumes (7[(AJ )~ 

auf TT' • 

Es ist anschaulicher, den Bildraum als den dualen projektiven 

TT W Raum eines zu lf{Ll) isomorphen projektiven Raumes aufzufassen, 

so._, daß der Hyperebene /: = "f;_.~ E fi, eine Hyperebene f J, von 71 1 zugeordnet 

wird; wir bezeichnen die Menge der Hyperebenen von llmit fj.. 1 • Unter 

Benützung der Annulatorabbildung (vgl. 1 . 2. 5) >i von 7T und c-\ J 

von 1T1 
gilt dann f )== f A <p ~ ,.\1-1 €-1 1 fJ..r f JA • 

Def. 3. 1 . 1 : Ist (r.q, ~ (,t'i .i.-: J : f!_. j 1;,, x j;( r"f eines linearen Zweibilder-

system aus dem zu 7T dualen projektiven Raum r mit 

3 t dim 7T-< o0 and.. sind Ä: '-l Tf ..... q ff*/ ). ': a Tf ~ tA.1{'..;. die Annulatorab-

bildungen von. 7( und 7( 1 , so heißt (f.o f~ / :-=- ,..\ ( r,,,,-,1(;\J-~ ½_*Ai_,,.); f, /j 1
x- 1 J 

ein lineares Zweispurensystem aus "ll . 

Nach Satz 1 . 3. ~ wird jeder Hypere!'ene .f ~fj mit f :f, LI-,;, .d.z.. zu

nächst ihre Spur J in T/(L.J.,,) , bzw. J in lT( A.t,,/ zugeordnet, welche 

Hyperebene in 7T (a,,,} bzw. 7T(LJ,. · ist; weiters existieren Kollineationen 

lf, :,tJ„--e- }ß ~ A'4 : ~1-2- _, Jl J so, daß f F.,-= J ~ ~f ~ff" -- J H-'- G-f I gilt. 

S . d .::; * .::; "" c -:+.,; "' d ' A h .. ·rr. "t- ·· ~ • t in .... ,,. . ...;:;. 1 , ie usna meraume von T., , 9"~ , so is 

,6
1

·::: L .:;1. X~ ;p nach 1 • 3. 5. Auf Grund der Festsetzungen 1 und 2 in 2. 1 • 1 
~ -.J,( - .;t -=;- ~ ~~.J..;J;;rl' --,.i( -..;,( /) ~ 

und 2. 1 • 2 gilt 2.,.,. .::f:: 2~ und ,,,,,,,. v ~:;,. -t- 1 .1 .:; ,,,-i 2.:z. =;,x::,r, also nach 

1 • 2 • 5 , ( 2 ) mit ,PA:: k/ c Jl""t k) A =' pl ~ dann 

4,, "= A;z. , ~..., /1 A2,, ,,/=ff I A,,. v L.\,z ==- 'f2, 



- 85 -

Für dim 7f =dim 7f* =n ~ 3 und dim 7r*(~~i=dim Tr*(4.~ )=f. * , also 

dim Tf(.dd =dim 7T(Llz J =n-k''l(-1=:k nach 1.2.5 gilt ctJ~~ n- 3 nach 
* ' 2.1.1, also 2tk-'n-1, und 2k,<n-1 nach 2.1.2, also n-1<'2k, was 

insgesamt n 1 2k ~ .2 (n-1) ergibt. Wegen dim n(.a.1 / =dim(lT(L:J.-1/J =dim 71" 1 

ist dim 7r1 =k. 

3. 1. 2 Der Kernraum ~ *v .2,3. ~-=/, '3x~ von (~ ~ fO..z. ~ J besteht wegen 

,z* v ~~ = .6,,,.1 v L.\z.A = r A"'/'.)4;) ....1 , von 7( aus gesehen, aus allen 
Hyperebenen von 1T durch den nichtleeren Unterraum .a_,/J "1.:z.. von 7f , 

welcher Doppelspurraum des linearen Zweispurensystems heißt; jede 

Hyperebene von 7T durch A,r/?A..t, , welche weder A1 noch L\
2 

umfaßt, 

hat in ...t. 1 und in A;:z. eine Spur, die A,.,/"7 A::.. enthält. Wegen dim 7!~(.J,, ~2./'_l 
:: 1 k :i(. +-1 nach 2. 1. 2 ist nach 1. 2. 5 dann dim 7T ~,,., A#. ).::= n- f) k ~-1 )- ,{ .= 

1"' 11 .+ j .1 ;?( '1 = lt - 1 ,1. J1 - "'- i<. - -<- -'-" - '! = ,{_ k- fL ~ C...· * 

Nach Satz 2.1.1 ist 

Hyperebenen, die nicht 

f €- 1 =mit A-, /JA :z. J- f 
bzw. f von L:...-1 bzw. A.z. 

n=J, k*=0(k=2) 

(f1J fk) eingeschränkt auf die Menge aller 

A,,.,/J ß.t...enthalten, injektiv. Jede Hyperebene_ 

schneidet L.l~ bzw. A~ in einer Hyperebene f 
, wobei //7 (d.,,/1 A..,_)::: f/J!d-1/J.di )=- { /? /A,/J.A;r..) ~,:ff. 

\L ;-ß 
t·· ls' 

/ 
/ 

1'1 
i 
i 

/ 

Def.3.1.2: 
der .~J~J • 

Ist A_,/? 4.t.(.# _,,0:)}'Doppelspurraum von (f-r, f..t J:fj-t; x-~ )so heißt 

LJ.,/:-= (d,.,/JA,. })(, c q:/ 1 bzw. LlA 
11

: = Ul„/1 A") .4i, c J:l; der erste 

Kernraum -bzw. der zwe.ite Kernraum des linearen Zweispurensystelll5. 

l.:._1. 3 Ist f € lj mit .&-11?A:z. 4 f , so heißt//? (A,,,/J A2.) der doppelt 

inzidente Unterraum 1 ~ J und es gilt dim 7T(r7] ).::.Zl-n - 1'?;- -/. 

Def. 3. 1. 3: Ist Cj der doppelt inzidente Unterraum von f":J, 4, /J A.z. 

und ist ~ nicht leer, so heißt Cf~ ::°.f Jr,, c .tJ.~' bzw. ~ 11::::-rTj ~ c ..:.:~ :, 
der erste Ordner bzw. der zweite Ordner von f. 
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- f (;, ) !- / ) E r . ) ! I l lf f 1/ 1/ Wegen Oj-fr?:~.f/1A:.t. = /?rLJ._,/J~.z.. :::~/'Jr..d-1~Ll.z.) gilt<!]= l'JA""/°i""' /.JA,• 

Weiter ist dun][ {A-f/JLJ~J..:.21-n ~d,l'J;f '1{1/.t.1.,/ )= of,m lT'rA/'I; dim l/ 1[f ').= d!M rr'f{ '1)-=-J--1 
und dim ll(Oj }: dAm 7T 1(1) J=drm7!'{rij ")= J:l.-11.-~ . Genau für 2k-n-1 =-1, 
also 2k=n existieren keine Ordner; für n ungerade existieren stets 
Ordner. 

Die ersten bzw. zweiten Ordner sind Hyperebenen des ersten bzw. 
zweiten Kernraumes. Damit gilt: 

Satz 3.1.1: Ein lineares Zweispurensystem besitzt genau dann 
Ordner, wenn n < 2k gilt. Existieren Ordner, so definiert 

das lineare Zweispurensystem eine Ordnerkollineation j6 der Menge 

der ersten Ordner auf die Menge der zweiten Ordner. 
A I A 1/ 

Beweis. Die Kollineation )(: .,,_.(k„ l~,f/1A;i.}.;{.: vbes,(itzt für dim 11(4,/'JAz.) :;::v 

eine duale Kollineation k-'J( von ('(f1fA.1-') /~auf (7Tf;:J..,"J) ~ • Ist 
A,2.: u ?r'(Ä} /-t:=, u (1T'[~ 1)}-f{ bzw. ,-\ :uJT (,A/'/-~ (TT7A)'J)*die Annulatorabbildung 

des ersten bzw. zweiten Spurraumes, so ist f-=-A..r..k ~i-\.(-.f eine Bi-

jektion der Menge der Hyperebenen von LJ.~1 auf die Menge der Hyper
ebenen von A,fn, wobei Hyperebenen eines Büschels in Hyperebenen eines 
Büschels übergehen. 0 

3.2 Lineare Zweispurensysteme aus einem dreidimensionalen 

projektiven Raum. 

3. 2 .1 Für dim 7T =n=3 gilt wegen n .G- 2k ~ 2 (n-1) dann notwendig k=2, 
also n ~ 2k. Es gibt somit für n=3 im wesentlichen nur ein 

lineares Zweispurensystem: Die Unterräume A-</ A.2- c -;JI sind zwei ver-
; 

schiedene Ebenen; der Doppelspurraum ~A/7ß~ ist eine Doppelspur 
genannte Gerade. Jeder Ebene JG<:{ (wir bezeichnen die Ebenenmenge 

von 7T mit c_f ) verschieden von L\-( und A:z... wird ein Geradenpaar {f: / 1j 
in 7/1 zugeordnet, wobei f 1= J ~-= (J/) .L.\,,) Kt ;Jt f ~ =(//J,:j;;. /.f'., gilt und 
.Ir,: Ar--P J2- ~ ,r._ ~ ,:1.2.-}1 1

Kollineationen sind. Der erste bzw. zweite _!{ern
raum 4~1 bzw.4q ist eine Gerade in 71 1

; die Menge der ersten bzw. 
zweiten Ordner sind die Punkte von A./ bzw. A-1 i und ~ : A.;z. '..., A,1' 

11 ist 

eine Ordnerbijektion. Wie aus dem Beweis von Satz 3.1.1 folgt, 

isttiach 1.4.3 eine spezielle Bijektion: Sind DQ ,o1 ,o2 drei ver
schiedene doppeltinzidente Punkte der Doppelspur, so bestimmtß 
einen Isomorphismus des Algebraisierungskörpers I<' {1l,.J4 )1], x.. j 1l ~ J 
auf den Algebraisierungskörper k 11 (1Jo k;. 1 72, ~ ; 1..r..c. J von 7T ( 

Jeder Punkt und jede Gerade von ~ 1 bzw.~~ heißt erstinzident 
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bzw. zweitinzident. Faßt man die Geraden in 7T als Achsen von 
Ebenenbüschel und die Punkte in// als Zentren von Ebenenbündel 
auf, so gilt in Analogie zu Satz 2.2.1: 

Satz 3. 2. 1 : Eine zur Doppelspur A,f/J A.z. windschiefe Gerade g wird 
auf durch jb:A:z.f_.,.4, 11 bijektiv gekoppelte Geraden

büschel cYJ ~, r ~ ~1, abgebildet. Jeder nicht inzidente Punkt A 4 4., U,4. 

definiert eine Bildkollineation )(A : f r_,. J' mit/;~= f 11 für 

alle Ebenen f G-c_(A J wobei -XA f A.z' ::;'b gilt. 

In Analogie zu Def.2.2.1 erklären wir: 

Def. 3. 2. 1: Ist Ji ein klassischer dreidimensionaler projektiver 
Raum undjb: A,.2 1-,...A,,,1 eine Projektivität, so heißt(f,;fz.) 

ein klassisches lineares Zweispurensystem. 

Bei einem solchen ist nach Satz 3.2.1 die Bildkollineation 
jedes nichtinzidenten Punktes projektiv. 

3.2.2 Die weitere Behandlung erfolgt in Analogie zu 2.2: 

Def. 3. 2. 2: Das Tripel { 4:~ .<:1„ J/ i j.,} heißt Hauptbildfigur von (f„ 1 f, / 

Ist A4 )*A„ 1 und j; keine Perspektivität bzw. eine Per

spektivität, so heißt (fo f.z) vom 1.Typ bzw. vom 2.Typ; ist ..a.t. 1-==-A,.f // 

und /J nicht die Identität bzw. die Identität, so heißt (f„1 ?1..) vom 

3.Typ bzw. vom 4.Typ. 

Beim 2.Typ verwendet man das Perspektivitätszentrum (Ordnerzentrum) 

z/6 zur Vervollständigung von /6 . Ist ( _ft. , r~ ) klassisch, so gibt 
es beim 1.Typ einen durch/3 erzeugten Ordnerkegelschnitt, dessen 
Tangenten die Projektivität ;t: A.:z. 1 ..... ;:::i„ 11 definieren, und beim 
3.Typ kann/' unter Benützung eines STEINERkegelschnitts vervoll

ständigt werden. 

Da ( J"J f.t} / (c{\ fA.,AA.,.Jinjektiv ist, kann jede Lageaufgabe in 7T*, 
soweit sie Elemente in f \ '{,1,,1..d„ betrifft, in einem linearen Zwei
spurensystem gelöst werden. Dazu hat man die duale Lageaufgaben in 7T 
nach den Methoden von 2.2.2 in einem linearen Zweibildersystem zu 

lösen und das Ergebnis in TT1 zu dualisieren. So gilt z.B.: 
1 r J 11 /"'11 r J A ';1). 11 /'lA 11 

(I1): CX. :J Cj =r,, o<. ? "7 / 0( -:7b / ( « /J L.!,z. /'..,,,. o< "' 1,(. • 

(I2): Cj ?2 A =P- ~ ~ =- (;/ 11 
für A nicht inzident 

r;; 1 = A I für A erstinzident 

r~A..1.>
1 

(' 
1
'== 6""/b für A doppelinzident. 
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Eine Ebene f G cf mit f ~ f II heißt eine Koinzidenzebene 
des linearen Zweispurensystems. Dann gilt: 

Satz 3.2.2: Bei einem klassischen linearen Zweispurensystem erfüllen 
die Koinzidenzebenen folgende durch die Hauptbildfigur 

und ~.,, 4 €-f bestimmte Ebenenmenge J!.* Cr\ { 4) 42. J : 
1.Typ: 1~ist die in "'1.,; ..:::!_ aufgeschnittene Menge der Schmiegebenen 

einer Kubik. 

2.Typ: r ist ein in A"; Ll;z.. aufgeschnittener quadratischer Ebenen
kegel (vgl.II,172) und ein Ebenenbüschel, dessen zur Doppel

spur windschiefe Achsen den Kegel berührt, aber keine Er
zeugende ist. 

3.Typ: J"'ist das in A„1 .::'.l~ aufgeschnittene Ebenenbüschel um die 

Doppelspur vermehrt um 0,1 oder 2 Ebenenbüschel, deren Achsen 
nicht inzident sind und die Doppelspur treffen. 

4.Typ: /l~ist das in AoA;z... aufgeschnittene Ebenenbüschel um die 

Doppelspur und ein Ebenenbündel um einen nichtinzidenten 

Koinzidenzpunkt. 

Diese Ergebnisse erhält man aus 2.2.3 durch Dualisieren. 

3.2.4 Ist speziell 7T 1 eine Ebene in 7i , so erhält man ein lineares 
Zweispurensystem aus 7T , wenn man die Kollineationen 

k_,u)._, ..... Jt~ J-;. ~ 4.%..~ Jt J als Perspektivitäten zum selben Zentrum Z41 1 4)V1 

wählt. Dabei entsteht stets ein lineares Zweispurensystem vorn 4.Typ, 

da Az.. '-.,.1,,, ff und //b=1~..:l gilt. Der Punkt Z ist der Koinzidenzpunkt. 

3. 2. 5 Da ß'~, ;'3.) / ( <(\ f,i,,/! A"") injektiv ist, kann jede Ebenenrnenge 
aus cf 1f4 ,AA~ aus der Menge ihrer Bildpaare eindeutig rekon

struiert werden, wenn 4„1 A.2- und die Kollineationen ~ :a.,...;. /<; ~: .:;:k,_--f/' 
bekannt sind. Genauer gilt: 

Satz 3. 1. 3: Kennt man die Hauptbildfigur { ~' 2 ,L'l" ;/3? eines linearen 
( 

\ _\c. '.,;,' 'A,/ 1 
Zweispurensystems ~iy2Y c-h,1 x J aus einem dreidimensionalen 

projektiven Raum, so ist jede Ebenenmen~ev ~t*c f{ durch die Bild-
' '//. 1,-. 1 V. 1• • 

paare (~ ,<;) E: cJ X ._,J" ihrer Ebenen S E C'!_ bis auf Kollineationen ein-
d t . b t . f 11 J: I /\ 1 '- II /1 " eu ig es immt, a s stets L, :-/: w2.,~ =l-L\·1 gilt. 
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Durch Dualisieren in'/[' und '/T 1 
erhält man die in 2.2.5 bewiesene 

Aussage von Satz 2.2.3. 

Kennt man von einer Geraden g nur die Punkte G',G", so muß 

diese nicht eindeutig rekonstruierbar sein, falls man nicht die 

Bildpaare zweier Ebenen durch g kennt: Schneidet g die Doppelspur 

A,"/JA,... und ist g nicht inzident, so gilt (i' ~A.z 
I und ti' q-= C/f; jede 

von ,.6,r.1 4.z. verschiedene Ebene durch den doppeltinzidenten Punkt 1q
::: o,/J(A./>A..z.) besitzt ein erstes Bild durch G' und ein zweites Bild .... 
durch G". Kennt man zusätzlich das Bildpaar zweier Ebenen ft -R ~ ={c, \ 
~ ( d 

\r3 v 6Ä-1A"-)) , so ist g nach Satz 3. 2. 3 festgelegt, und die Abbildung 

ex 16c< 11 für ,:r ~ <t-; paßt in die Bildkollineation jedes von G ver-

schiedenen Punktes von g. Im Reellen spezie_ll ist daher 1) v'( //11; tX: ~.1. 
1 J„ 

,r, i/(J '' /f /( .i ff/ :::: V - 1 1[ I CX. I ~_, j" 

3.2.6 Für ein lineares Zweispurensystem aus einem affinen Raum 
..:, 

7T == 7T \w sind folgende drei. Fälle möglich: 

Fall 1 : Für llJ .:P A1 t1 A.,_ besitzt die Fernebene k.l ein Bildpaar (w: "° ''/. 
Gilt speziell Cd r== c..,J 

1
~ so ist 4) eine Koinzidenzebene; stim.'llt 

d . d r " • t d F d I d ff. Eb r ' 7 1 ' 
1 ie Gera e C{J ::::: a) mi er erngera en u er a inen ene " :..- 1, \ (.{ 

überein, so wird dann jede von "'4 1 , A.2 verschiedene Ebene auf ein 

Geradenpaar der affinen Ebene if' abgebildet. 

Fall 2: w:: c.-f • Dann ist J':,: Li4 - -J>< 1 eine Kollineation der Fern-
, II II 

ebene auf das erste Bildfeld und l,J = A_, eine Gerade. 
U) 1 I 

Fall 3: w¾A,,,A .. undfenthält die Doppelspur. Dann giltw=,.;j;. und 
h ,, 

ltl ~ A, · • Da in diesem Fall die Fernebene uJ durch ihr Bild-

paar nicht eindeutig festgelegt wird, kann keine Lageaufgabe zu aj 

gelöst werden. Dieses lineare·Zweispurensystem ist daher zur Er

fassung eines affinen Raumes ungeeignet. 

Da ein affiner Raum keine selbstduale Struktur ist, stehen die 

Ergebnisse von 3.2.6 jenen von 2.2.6 nicht dual gegenüber. 
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4. Lineare Zweibildersysteme und Zweispurensysteme aus einem 

dreidimensionalen euklidischen Raum 

4.1 Lineare Zweibildersysteme mit nichtprojizierender Fernebene 

4. 1 • 1 Da ~ nur den trivialen Automorphismus gestattet und Char Jl=04=2 

gilt, ist jedes lineare Zweibildersyste~_aus einem reel:1-en drei

dimensionalen projektiven Raum nach 2.2.1 stets klassisch, also insbe

sondere die Ordnerbijektion /8: ({f-i 1 ..,,. t-§ l n eine Proj ekti vi tä t. „ 71 

Gemäß 2.2.6 existieren drei Fälle eines linearen Zweibildersystems 
<> 

aus einem reellen dreidimensionalen affinen Raum 7r::::. 1T \ w · • Im Fall 1 

gilt z1 , z2 4: W • Dann ist <f,J° /w: a:;- r J (j=1 ,2) eine Kollineation und 

(:r:.LJ'f;llv: 'f/3-J-P Jl'* J das Bild der absoluten Polarität -,,.1. des euklidischen 

Raumes Tr, das Antipolarsystem einer Ellipse der euklidischen Ebene 

fr ,_ -,,.., \ u.' • Da die Fernebene w nicht projizierend ist, besitzt w 
eine Bildkollineation )(w : -;µ. 1 

- f5l: J • Dann gilt: 

Satz 4.1.1: Ist bei einem lineax:en Zweibildersystem aus einem drei-
o 

dimensio#n~len euklidischen Raum Tr die Fernebene nicht 

projizierend, so gilt für die beiden Bilder der absoluten Polarität 7T~ 

von 7T dann (-rr J. J 'l.i. /w = J(;1 (ir J. J 'f„ tw ,t"' • 

Beweis. Nach Definition der Bildkollineation kw : <fit(_ f2 1 
von w ist 

(t-,_,fw)J<tu (<f.i/wr1.. 1~ , also (Cf.,/w)~(<fi/w)-
1
t1".1.,. fr.Lfßtw/{;fr:z_/4J}-~ 

was mit ('fz-{w)-
1
;..1.('(zfw)= k~'(r1 tw)tr.1.(cr,fw).k~ die Behauptung ergilbt. O 

4.1.2 Ist die Kernachse o·eigentlich, so bestimmen die Paare orthogona-

ler Ebenen durch o eine involutorische Projektivität c_,: tJt-tJ~, 
bzw. 6:z.: [1;,, --({/;,,, welche die erste bzw. zweite Orthogonalinvolution 

heißt und stets elliptisch ist. Ist w nicht projiz.ierend, so stimmt c1' 

bzw. ca, mit der invol_.utorischen Projektivität bezüglich {-rr.LJ'lflw bzw. 

(rr1-J'6/w konjugierter Geraden im Geradenbüschel 0/1) bzw. ~/,,überein. 

Die Ordnerprojektivität /J: OJ~a' ._ tfJ{,,, die von de; Ebenen ... durch o 

stammt, muß dann mit ~ und ~1, verträglich sein, sodaß e,,f=;4E-<.., gilt. 

Wegen /f; { llJi.1 = jJ steht das mit Satz 4 .1 .1 in Einklang. Weiters 
~ . 

gilt: 

Satz 4.1.2: Kennt man von einem linearen Zwei~ildersystem aus einem 

dreidimensionalen euklidischen Raum ff-= 7T \ u.J die beiden 

Kernpunkte Zd ,z~ e- f' , die beiden Orthogonalinvolutionen E,,,) €a.. und r 

zu einem ersten Ordner a-') e- cP/1, den zugeordneten zweiten Ordner 0"' 11e:- tlJ-z 11 , 

so ist die Ordnerprojektivität:i: j?;, tj~, .,,.,.. q{,, zweideutig festgelegt. -,, 
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Beweis. Für <f"'t=:fkd ()' 1'E:i.=:f 11 gilt notwendig f;4=f' ~ Dann 

existieren genau zwei erste Ordner J, ~ _t. .1 mit f.2"= J,,, JE} und 

H (rr/ f j t '1 t_ ') nach 1 • 5. 2, Fn. 9, da c.., elliptisch ist, und analog zwei 

zweite Ordner J./~ l 1
' mit f.z. "- f;,, 11 

€~ und .ff- (t7; f j Jt 11
1 .t_ 11 } • Da f,~~<5. . 

gefordert wird und ~ harmonische Lage erhält, muß für /5 notwendig 

f 't-vJ, '' oder .t, J ,,-A. 11 gelten; durch jede dieser beiden Möglichkeiten 

ist genau eine Projektivität /8 festgelegt •. Dann ist '$;;-E-L-f: tJ;J,, ~q{ / 
eine Projektivität, die O"~ f ~f„J gleich wie;' abbildet, also mit/5 

übereinstimmt. 0 

4.1.3 Satz 2.2.3 lehrt, daß die Hauptbildfigur eines linearen Zwei

bildersystems aus einem dreidimensionalen projektiven Raum e,ne 
Puriktmenge aus den Bildpaaren ihrer Punkte bis auf Kollineationen 

festl.egt~~Im Falle eines euklidischen Raumes gilt: 

Satz 4.1.3: Kennt man von einem linearen Zweibildersystem aus einem 

dreidimensionalen euklidischen Raum fF-iT\w mit nicht-

projizierender Fernebene w die beiden Kernpunkten ~ j 2;, 11c-f"' , eine 

mit den beiden Orthogonalinvolutionen verträgliche Ordnerprojektivität;4 

und die beiden Bilder (rrJ.Jr&/'1J ,; {,rJ.) 'f,./w der absoluten Polarität .,,-J. 
0 ' C 

von lT ,so ist jede Punktmenge CJt c fl durch die Menge· der Bildpaare 

(X',X") ihrer Punkte X bis auf Ähnlichkeiten eindeutig bestimmt, 

falls stets X 1-:# ~ II x.'I '=F 4,' gilt. 

Beweis. (a) Da 4J nicht projizierend ist, existiert eine Bildkollineation 
l<tu ; wir bezeic.hnen die Polaritäten (rr.1.. )'f,d~ f .t. j'f.z.f'-IJ: 1f !,,,..ftit 

mit AA,1 .i..z.. und mit (T" 1e- &; , einen ersten Ordner. Aus z; ,, = 4. 1
)("1J ,\ -r1 :Z ) 1 A,. A ,( l(A. 

nach 2. 2. 1 folgt mit Z.:z. \.1,.,; : z I Z,, 'I A~ =: z 1/ dann .z; '.k"V= 2/ ..l" kw = 2;,J 1("°4~=; ~ .. •z' 
nach Satz 4. 1. 1. Wegen Km f tJJ ~$1 ~f nach 2. 2 .1 gilt mit ot'5:.:rf'~ f '.(f'~-r .Ja.lso 
s ''= f ts ,r 0- tEz. und f P'}: ;Z

1t?O"'; [(ij ;: z.'t'J f J fl;- 1 11
; - 1'1o) a ~ .. a ~ notwendig . 

{1'?=z'h rr', {t-2"/:J.'nf:Dami t ist· f Z.z.', -Pf Qtj bzw. [ 2; '"-~f #''iJ, 1'~ 7~ 7 Q '1..,QIA'c.o} 
ein Poldreieck der elliptischen Polarität ;t 1' bzw. ~ ,2 • 

Ist f,, J e-öfJt, einer der beiden ersten Ordner J,. ~ ,A 1/ für die 

+{ (r1'~ f j {/, f.) 1) und f> '= j, JE„ gilt, so ist für.( 
11
: • J//fl / .[; 11

::::. J.,, '/,; 
nach 4. 1. 2 dann 1-1 (er~ f 11j} "1 /.z. 11

) und /i 11
= J-, 11

E3.. J und es muß notwendig 

J,,, l Jr,.,,,,.::: J;, 11 sein. Ist Nu.' einer der beiden in ).1 konjugierten Punkte 

1,,.Pvon j/;für die 1+(7:z',l~z~· -1'1 1') und 1 11; 1 11 eine;,- der beiden 

in A,2. konjugierten Punkten von f., 11 für die 11(:z,/~ J, 1/J;z; ,,,/1// ::f '') gilt, 
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so kann nach Satz 4 .1 .1 der, Punkt Nee- 11
: '::: ~ 1 Jrw nur in 1 11 oder ,~ 

liegen. zu jeder der beiden Möglichkeiten J ~ 11 zu wählen~ gehört eine 

Bildkollineation Kw , wobei stets J&-tJ .11 /1~i=; gilt. 

Die Polare e,./ von 11/4/ (= --1') t:- J:,J . bezüglich .::\., geht durch den Pol_ 

z'/J f./ von f,l in . ..1„ J.und trifft ß J im zu .-, ' konjugierten Punkte?.,, , 

sodaß e,,,.1 die Dreieckspolare von~ 'bezüglich [ Z.1/., 7': QI} ist; 

analoges gilt für die Polare von,¼, 11 bezüglich ...lz; • Da die Kollineation ..r"" 
dreieckspolare Lage bezüglich der Dreiecke f 2./, ~~ Q 1] und f; t,~ ~c.c,/ 

1 11 ;;J/ l"I lt {)1 ) hält i t e. J ~ - • n 11 die Polare .1✓ 1/ b . .. 1 . h > ,,, r ~
1 

ex = 7u er , s c. ,rc.o - • e-C,( von /Y~ · ezug ic ,.-\ .z. • 
. "" 

z" 
P11=P'-x 

w~ 

(b) Wir wählen verschiedene:~Punkte z1 ,z2 t:E ~\ C-\J und eine doppelt-

projizierende Ebene (j durch a. ~ Z'2t • Aus den Bildpaaren 

(1-'{'Pql; f&:1J 11!,~~ll,/'}ist dann ein Dreieck [P ,Q, N"t j in W · wie folgt vier

deutig festgelegt: Der Punkt P ist der Schnittpunkt der Ferngeraden 

von c'mit der Ferngeraden einer zu er normalen EbeneJauf der Q also 

absolut konjugierten Punkt zu P liegt; der Punkt N"" ist notwendig 

einer jener vier Punkte ina.>, denen nach dem Beweis in Satz 1.6.5 

in -,rJ. g..:i;.e Dreieckspolare e"' bezüglich f !>/J c.v,; ?/62} c w zugeordnet 

wird. 

(c) Zu verschiedenen .zulässigen Angaben von P~und 4'gehört 

stets dieselbe Hauptbildfigur [z~', 2,,, 11; f} ; 'I.).a:Ch-Sa.1:,~· 

2.2.3 sind daher je zwei Rekonstruktionen kollinear. Eine solche 
-~e,W>e'''~-•-•---~ 0 ,,_,_. - ·----•><•~-••••,--, ,~-.,_-,,~••-~•--ß~--••• ----•~.s;"----'"•~---~---••-

Ko l linea tion bestimmt in fJ- eine Affinität, weil dabei ein Dreieck .. 

von CAJ in ein Dreieck von' GU übergeht; diese Affinität ist sogar eine 

Ähnlichkeit, da [ {)/Je,,.} 1 1>, fJ..f ein Poldreieck und ~ 1 e"'-) Pol~Polare 

von 7T .1 sind und gleiches bei einer zweiten Rekonstruktion gilt. D 
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4.1.4 Die Situation von Satz 4.1.3 liegt vor, wenn ein Objekt des 
Anschauungsraumes aus zwei Fotographien rekonstruiert werden 

soll. Da. jede Fotographie eine Zentralprojektion ist, sind dann die 
Polaritäten J..,, ). 1 nach Satz 1.5.4 und Satz 1.6.3 die Antipolar
systeme der Distanzkreise. Der Hauptpunkt wird dabei mit Hilfe von 
Marken fixiert, die im Bildrahmen angebracht und mitfotographiert 
werden, die Distanz (Ka1DI'llerkonstante) ist durch die o,,-f-~d,,~ Daten 
des Linsensystems bestimmt. Erkennt man auf jeder Aufnahme den Stand
punkt der anderen Aufnahme" .s.o sind die beiden Kernpunkte bekannt; da 
zwei Aufnahmen eines Raumobjekts vorliegen, ist die Ordnerprojektivität 
sicher mit)~ und~~ verträglich. Dies ergibt mit Satz 1.4.3 den 
Hauptsatz der Fotogrammetrie (S.FINSTERWALDER): 

Satz 4.1.4: Durch zwei Perspektiven mit bekannten inneren Orientierunger. 
und mit bekannter Hauptbildfigur ist ein Objekt bis auf 

den Maßstab bestimmt. 

In der fotogrammetrischen Praxis kennt man allerdings die Kern
punkte fast nie, da etwa bei zwei Luftaufnahmen keine Fotographie den 
anderen Aufnahmestandpunkt zeigt. In diesem Fall müssen aus den Bild
paaren entsprechend vieler Objektpunkte zuerst die beiden Kernpunkte 
ermittelt werden, und zwar so, daß aus ihnen· alle Bildpaare (X',X") 

durch projektive Büschel projiziert werden. 

Bei speziellen Bildinhalten der beiden Fotographien können die 
Kernpunkte einfach gefunden werden: 
(1) Besitzen zwei verschiedene Punkte A,B zusammenfallende erste 

Risse A'=B 1
· und zusammenfal-lende zweite Risse A"=B", so ist Z..z.'=A', 

Z "=A" •. 
'1 

(2) Besitzen zwei verschiedene Punkte A,B zusammenfallende erste Risse 
A.'=B', aoer verschiedene zweite Risse A"=j:B", so geht A"B" durch z;•; 

Wiederholung führt auf z~• und analog auf z~. 
(3) Sind {A' ,B' ,C' ,D'} , {A":,B" ,C" ,D"] zwei Vierecke und weilß man, daß 

! A,B,C,D} c r ein ebenes Viereck ist, so ist die Bildkollineation 
)(o/. der Viereckebene ot. bekannt. Kennt man die Rißpaare (P' ,P") ,· 

{Q',Q") zweier verschiedener Punkte P,Q fol, so ist(l2.1::'1'~1?.",.,,.J<...1ir«_~P 11J 
Bildpaar eines Punktes R €-o<. und nach ( 2) gilt .2'; 11 ~ ? "/< 11 ; 

Wiederholung liefert d~r Kernpunkt z; und analog findet man den 
Kernpunkt Zj_,. 
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(4) Kennt man einen Kernpunkt Zl_ und 5 Bildpaare (X})x;q. (j=1, .... ,5), 

wobei [Z::/1 X, 1r··, fs-'J nicht einem Kegelschnitt angehörenJnie drei 

der Punkte .2;_J1 );' (j=1, ••• ,5) bzw. x;! (j=1, •• ~ ,5) kollinear sind• und 

~,,tv,t,JJ (j=1, ••• ,5) in keine Kollineation paßt, so ist der zweitecKern-
1 'J 

punkt z;• eindeutig bestimmt: Durch ~;x: ,XJ ,x;/',r,/ist genau ein Kegel-
schnitt k.,' festgelegt und durch ~ '~ 4 // f- · f (k=1 , ••• , 4) eine 

Kollineation "1,-< : r t __ ~ 1 
; genau aus den Punkten des KEl=!gelschni tts 

f/:::: /4 ~-r werden die Punkte }{'')-• "/),;, 11 durch vier Geraden projiziert, 

welche projektiv zu den vier Geraden ~J ~ 1 (f.1✓ •• '/ lt) sind. Wider

holt man die Uberlegung für den Kegelschnitt ..( J durch ~ ~ }.;' ~~ ;t%➔ j f;-~ 
so sind die Kegelschnitte ,/,, 1/ und /./1, == ifr.:.. nach den Voraussetzungen 

verschieden und haben außer .,'4 lf1 }{_4>-½ 11 noch genau einen Punkt· gemein

sam; da nach Voraussetzung ein Kernpunkt Z" existiert, muß ZII not-
4 ~ 

wendig dieser·Restschnittpunkt sein„ 

Liegt keiner der genannten S_onderf älle vor, führt die geometrische 

Ermittlung des Kernpunkts auf das Problem der Projektivität: In 

einer reellen p~ojektiven Ebene sind k Punktpaare (~~X:,//) (j=1, ••• ,k) 

gegeben; man bestimme alle Punkte ~ 1 und~ ', für die Z.2/~ ;. •• .1{ ~ 1 ;r ~"~ j ... 
1 
~ 1t 11 

gilt. Eine endliche Anzahl von Lösungspaaren (Z,,114 11 ) ist erst für 
. ~ 

k=7 möglich 1
, und zwar liegt dann, falls tatsächlich nur endlich 

viele Lösungen existieren, eine kubische Aufgabe vor. 1 Hat diese 

über IIZ mehr als eine Lösung, so kann durch Auswahl anderer Se~i~pel 
von Bildpaaren die richtige Lösung ausgesondert werden, außer wenn 

jedes solche Sepf""toe-C. stets auf dasselbe. kubische Problem führt. In 

diesem Fall ist 4ie Abbildung X'1-t:;:,-X" für alle Objektpunkte X in einer 

quadratischen Verwandtschaft in 7TJenthalten; alle Punkte X gehören dann 

einer gefährlichen Fläche an, welche stets eine Regelfläche 2.Ordnung 

ist. Kennt man die· inneren Orientierungen beider Fotographien, so sind 

die gefährl#ichen Flächen nach J.KRAMES genau jene Flächen 2.Ordnung, 

die durch kongr~ente. Ebenenbüschel erzeugt werden können; auf jeder 

Achse eines solchen Ebenenbüschels liegt dabei ein Aufnahmezentrum. 

Diese orthogonalen Flächen 2.Ordnung sind die Paare orthogonaler 

Ebenen, die ?aare aus einer eigentlichen Ebene und der Fernebene, die 

Zylinder mit einem kreisförmigen oder gleichseitig-hyperbolischem 

Normalschnitt, die Kegel mit einer zu einem Kreisschnitt normalen Er

zeugenden (orthogonale .Kreiskegel), die hyperbolischen Paraboloide 

1Nach E.KRUPPA genügt k=5, falls man die inneren Orientierungen beider 
Aufnahmen kennt, jedoch liegt dann ein Probflem höheren Grades vor; 
im algebraischen Sinn existieren 11 Paare von Kernpunkten. 
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mit orthogonalen Richtebenen und die einschaligen Hyperboloide 
mit einem orthogonalen Kreiskegel als Richtkegel2 • 

Insgesamt lautet dann der Hauptsatz der Fotogrammetrie: 

Satz 4.1.5: Durch zwei Perspektiven mit bekannter innerer Orientierung, 

in denen ausreichend viele Bildpaare von Objektpunkten 

bekannt sind, ist das Objekt bis auf den Maßstab bestimmt, falls es 
keiner~efährlichen Fläche. angehört. 

4.2 Lineare Zweibildersysteme mit projizierender- Fernebene 

4. 2. 1 Wir setzen zunächst t,,.J als zweit-, aber nicht erstproj izier.end 

voraus. Dann ist Ji" -{rr.J. J 'f., /W das Antipolarsystem einer 
Q • 

Ellipse in 11'J un~ die Kernachse o=z 1z2 eigentlich. Die Paare· 

orthogonaler Ebenen durch o bestimmen die Orthogonalinvolutionen 

E., : OJ~,-OJ;,und c~: f#f,,,...,.. r,Jj, , wobei in ~ gekoppelte Geraden be

züglich A„ konjugiert sind ... Die Ordnerprojektivität ~, ~~, - (!~, 
muß dann mit den Orthogonalinvolution~ri __ ~1 c1, verträgl{c?-_ sein, 

also e., ~ • /6 E~ gelten. Aus Satz 4. 1 • 2 folgt, daß bei bekannten 

Kernpunkten -Z.t', ~' und bekannten Orthogonalinvolutionen ~.,~ zwei 
Ordnungsprojektivitäten existieren, welche einem gegebenen ersten 

Ordner <S"' einen gegebenen zweiten Ordner CJ 11 zuordnen. Weiters gilt: 

Satz 4.2.1: Kennt man von einem linearen. Zweibildersystem aus einem 

dreidimensionalen euklidischen Raum ff. 7T \w · mit zweit

aber nicht erstprojizierender Fernebene_ 11.J die beiden Kernpunkte~~;\ 

eine mit den beiden Orthogonalinvolutionen verträgliche Ordnerpro

jektivität /: , die zweite Orthogonalinvolution ~: ~~ "..,..C{Jj,,, das erste 
Bild (1f..L /~ 4J der absoluten Polarität rr..L von ff- ~nd d;n zweiten 

linearen Riß (l.)
11 von a; , so ist jede Punktmenge rJr.c?2 durch die Menge 

der Bildpaare (X',X") ihrer Punxte X bis auf Ähnlichkeiten eindeutig 

bestimmt, falls stets X' t;', X" :4:z~• gilt. 

Beweis. (a) Nach den Voraussetzungen ist «.> u eine Gerade, die ~ 11 

nicht enthält. Mit _(J" 1 t- OJ; ; und f i CY1E_, wird durch ).,. ge-
.z 

mäß Beweisteil (a) in 4. 1. 3 ein Poldreieck {z;, ,P' ,Q 'j bestimmt, und 
durch €~ wird f.'1'"} -6"' 11/l cu '' und [ Q'.1)..--f 11

"7 w q festgelegt. Weiter wird 

2orthogonale Kreiskegel, Drehzylinder und orthogonale einschali~e Hyper-
boloide sind auch durch projektive Ebenenbilschel, bei denen jede Ebene 
zur zugeordneten Ebene orthogonal ist, erzeugbar (das motiviert die 
Bezeichnung orthogonale Flächen 2.0rdnung). Sie bestehen aus allen 
Kreisen, deren Mittelpunkte auf einer Geraden liegen und die eine andere 
Gerade orthogonal schneiden. 



96 -

eib. Punkt N"'J wie in 4.1. 3 ausgewählt, dessen Polare bezüglich ...l„ die 

Dreieckpolare bezüglich fZ.z.',1'~ Q 1} ist; dann istf/i(,,'}=[Z./Jf(,'/}r1~// .. 

(b) Wir wählen 2; & /J l(J) 
1 

4. ~4J und eine doppeltprojizierende 

Ebene tr durch () == Z.,Z.,. • Wie in 4. 1. 3, Beweisteil (b) wird 

aus den Bildpaaren vierdeutig ein Dreieck {P,Q,N~J in0 gefunden. 

( c) Dieser Beweisteil stimmt mit 4. 1 • 3, Beweisteil ( c) überein. D 

4.2.2 Ist a.J doppeltprojizierend und das Bildpaar (r.v',r,,.J'1=✓f J von~ 

bekannt, so ist die Kollineation, die eine Rekonstruktion des 

linearen Zweibildersystems mit der Hauptbildfigur (2.z, ~ ~ '1;;5) in 

eine andere Rekonstruktion überführt, notwendj,:g eine Affinität. Jede 
0 

Punktmenge (/( c Jt ist dann dur.ch die Menge der Bildpaare (X', X") ihrer 

Punkte X bis auf Affinitäten eindeutig bestimmt, falls x•+z.i,• ,Xl'=#=Z-1' 

gilt •. Die absolute Polarität rr.1. besitzt weder ein erstes noch ein 

zweites Bild, und wegen oc 0w. existieren keine Orthogonalinvolutionen. 

WiJ.l man ein Objekt bis auf Ähnlichkeiten eindeutig.festlegen, müssen 

zusätzliche Informationen bekannt sein. 

Die absolute Polarität -rr~ bestimmt eine involutorische elliptische 

Projektivität konjugierter erstprojizierender Ferngeraden durch~~~/ 

welä::he bei der linearen Abbildung r, eine::..invoiliu:torische elliptische 

Projektivität E"') auf der Geraden w I G-{j'~J bestimmt; orthogonale · 

Ebenen oc
1
f durch eine erstprojizierende Gerade ~ <t4J besitzen 

geradlinige erste Risse durch den Punkt · s/ =I= ~ J , welche aJ I in Punkten 

schneiden, die in -{,, zugeordnet sind. Analoges gilt für den Index 

2. Dann gilt: 

Satz 4.2.2: Kennt man von einem linearen Zweibildersystem aus einem 
.:, 

dreidimensionalen euklidischen Raum Tr = 7T \ c.v mit 

doppeltprojizierende:r: Fernebene uJ die Hauptbildfigur (.z;_J, Z.,. 1
~· f) , 

das Bildpaar (wf, 4J '1.z ta'/5 J der Fernebene C<J , die involutorischen 

Projektivitäten c{,() 1 und e:a:i„ und wei~: man,~daß die erstprojizierenden. 

Geraden orthogonal zu den zweitprojizierenden Geraden sind, so ist 
0 

jede Punktmenge (/(, c 1fl durch die Menge der Bildpaare (X' , X") ihrer 

Punkte X bis auf Ähnlichkeiten eindeutig bestimmt, falls stets X'fZ', 
.2 

X"=/:Z" gilt. 
1 

Beweis. Das Punktepaar (O' O") mit O'=z•~ O"=Z"e ist nach , L'-<,JJ I „ «III 

den Voraussetzungen Bildpaar eines Fernpunkts O so, daß r2 z ol l ff ~, / 

ein Poldreieck in ~J abgibt. In der elliptischen involutorischen Pro-

jektivität €11J1 gibt es genau zwei zugeordnete Punkte 1 ',1' mit 

H(z;,o',1',1'), welche die ersten Risse jener absolut konjugierten 
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· Ferngeraden 1, 1 e- 0/z„ sind, für die H c~, z1 o; 1, J> gilt; analog 

erhält man zwei Punkte 2 11 
, 2" auf d>" und zwei Ferngeraden .t./ :Z ~ ~ • 

Der Schnittpunkt {N""'J =14 2 besitzt dann das Bildpaar Wu,~ "t. 11 ) = ( 1 ' , 2 11
) 

und seine absolute Polare e"' enthält einerseits den Pol /l-11 z„ t) von 2 

und andererseits den Pol ? I') ~ O von 1 • Durch .die Angabe ist also 

ein Poldreieck und einmal Pol und Polare von iT~ mitbestimmt. 

Wählt man z
1
,z

2 
wW zulässig auf zwei verschiedenen Arten, so 

führt die Affinität,durch welche die erste Rekonstruktion in die zweite 

übergeht, ein Poldreieck und ein Paar Pol-Polare von -rrJ.. in ein Pol

dreieck und ein Paar Pol-Polare von..,,..~ über und ist daher eine 

Ähnlichkeit. D 

----------·-··----·--··-·---·--

w 

--------~--~----·--···- _______ , __________ ., __ 

1. 
w 

-Z~ 

. 1' 

wll _,, 
2 

ß' 

.. ---------- ---------------
4. 3 Lineare Zweispurensysteme aus einem dreidimensionalen euklidischen 

Raum 

4.3.1 In diesem Fall ist jedes lineare Zweispurensystem klassisch 

und ~ : .ti:z.l ~A.,, 11 eine Ordnerprojektivität. 

Gemäß 3.2.4 existieren im_affinen Raum drei Fälle linearer Zwei

spurensysteme, wobei Fall 3, daß die Fernebene «.} die Doppelspur ent

hält und von~, ~d A2 verschieden ist, nach 3.2.6 unbrauchbar ist. 

Im Fall 2 ist ~ die erste Spurenebene .t:.., und daher w h die Gerade A-1 11• 

Durch das lineare Zweispurensystem ist eine Kollineation k., : tGJ-=A.., -,,,. p 1 

auf das erste Bildfeld mitbestimmt, welche· der absoluten Polarität 1,4 

0 .. /; 

von 7f das Polarsystem }i_, einer Ellipse in 7T' mit A-1_-1r;1' (ff.J.) Jt:.,drrJ.).lf~ 

zuweist. Auf der Doppelspur Lt_,/1 A..2. c (.<.) existiert eine involutorische 
Projektivität von in rr..i konjugierten Punkten, welche die erste bzw. 
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--· ··- .... zweite ·orthogonalinvolutio~ e~ ; A:I:::-..a~-i·----bzw:--~-.. ~;-~-Ä~ V -der ersten . 

Kerngeraden "\' bzw. der zweiten Kerngeraden 4.. '' 1-------1- ergibt" Die 

Ordnerprojektivit~t /1: ~.z./ -t:o-A.., 11 „ die von, den doppeltinzidenten 

Punkten stammt, muß mit ~ und e:1.... verträglich sein, :;sodaß ~~-~e.z.
gilt. Die elliptische involutorische ~Projektivität E„ ist die in

volutorisahe Projektivität in~.,. konjugierter Punkte auf A~' . weiters 

gilt: 

Satz 4.3.1: Kennt man von einem linearen ,Zweispurensystem aus einem 
0 

dreidimensionalen euklidischen Raum 7f ~ 7f \ w die t:.:r 

be~den Kerngeraden ~~l,4Rcf' , d\e bei~en O~thogonalinvolutionen ~/~ 

und zu einem ersten Ordnerpunkt S e ·_4:,. ~ _ . den zugeordneten zweiten 
------•-. -=-=·•=-~---=~= ........ ·---- ... ·····-· .. ... . .. , -=·-·· .. . 

Ordnerpunkt S" e A,,,K , so ist die Ordnerprojektiuität~ :A..z.~.A~ 
11 

zwei-

deutig festgelegt. 

Der Beweis ist gleich dem Beweis von Satz 4 „ 1 •. 2 bei dualer Deutung. a 

4.3.2 In Analogie ZU 4.1.3 gilt: 

Satz 4.3.2: Kennt man von einem linearen Zweispurensystem aus einem 
;:. 

dreidimensionalen euklidischen Raum 7f = 7T"\ c.v mit der Fern-

ebene als erster Spurenebene A~ die beiden Kerngeraden ,4.;;z,~ .:::t_, 11 c f/1 , 

eine mit den beiden Orthogonalinvolutionen verträgliche Ordnerpro-

jektivität ß , das erste Bild~.,.={";rJ..)K, der absoluten Polarität..,.,-.J-

und die zweite Orthogonalinvolution ~ : ~.., 1~A.., 11 
, so ist jede Ebenen-

menge C,f1<- cf\&() durch die Menge der Bildpaare (/1 f'') ihrer Ebenen/ 

bis auf Ähnlichkeiten eindeutig bestimmt, falls stets / )# A, ~ J 1:;:k v 

gilt. 

Der Beweis ist jenem von Satz 4.2.1 analog; im Beweisteil (c) wird 

Satz 3. 1 • 3 benötigt. 0 

4.3.3 Für cu .:J, A_, /) A..z. besitzt die Fernebene (() ein. Bildpaar /4-7( C() 
11 J. 

Kennt man die Hauptbildfigur (.a.z. ~ A., 11J/f, J und das Bildpaar 
I U 

(w,~), so ist die Kollineation, die nach Satz 3.1.3 eine Rekonstruktion 

in eine andere Rekonstruktion überführt, notwendig eine Affinität. In 

der Geraden w1 existiert eine involutorische elliptische Projektivität 

t
1 

: (l)l...,,..w' , die von der involutorischen Projektivität von in 7r.J. 

konjugierten Punkten auf ä:i .# t:ü/1 A„ stammt; orthogonale Ebenen durch 

eine zu A.., normale Gerade besitzen erste Risse durch einen Punkt nicht 

auf tr// und schneiden w' in Punkten, die in c , zugeordnet sind. 
"' 

Analoges gilt für den Index 2. Dann gilt: 
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Satz 4.4.3: Kennt man von einem linearen Zweispurensystem aus einem 
<.) 

dreidimensionalen euklidischen Raum Tr::: 7T\C-() mit 

eigentlicher Doppelspur die Hauptbildfigur (Lt.z ~ A· 11 ; j!? J , das Bild-

paar (t0~t<J 11
) der Fernebene tv J die involutorischen Projektivitäten t=4..), 

und fwf und weiß man, daß die Spureneb~nen zueinander orthogonal sind, 

so ist jede Ebenenmenge et'* c r{ \ w durch die Menge der Bildpaare. 

{f~f''lihrer Ebenen J bis auf· Ähnlichkeiten eindeutig bestimmt, falls 

stets f 1::tA-3. J/ f 11:::I: .A,1 1
' gilt. 

Der Beweis entsteht durch geringfügige Änderungen aus dem Beweis 

zu Satz 4.2.2. □ 

Ein lineares Zweispurensystem vom 4.Typ entsteht, wenn man die 

beiden eigentlichen, nicht parallelen Ebenen~,, A 2 einer Zentral

projektion mit.Augpunkt Z auf eine Ebene Hi von fl unterwirft 

(vgl. 3. 2. 4) • Kennt man die Hauptbildfigur (. b}. =.i::/1; A = /d,> , das „ r 1 
Bildpaar (0!4f) der nicht projizierenden Fernebene w und den 

Distanzkreis k von Z bezüglich~\ so ist jede Ebenenmenge durch 

die Menge der Bildpaare ( Jl, f") ihrer Ebenen J mitf~A.z~ flt'::t:A/1 

bis auf Ähnlichkeiten eindeutig bes_timmt: Durch k sind zwei zu 7T 1 

symmetrische Punkte als mögliche Augpunkte festgelegt. Ist Z einer 

dieser beiden Punkte, so muß C:.1 notwendig zur Ebene {Z} v tuJ und Ll..z. 

notwendig zur Ebene [Z}vwq parallel sein. Wählt man die Doppel-

spur A"f7Ll2 . parallel zur Geraden[.?~0~ t<J" ) in [ZfvL12 J , so ist 

die Aufnahmesituation eindeutig bestimmt ~nd die eindeutige Re

konstruktion möglich. Zu verschiedenen zulässigen Angaben von ~~/1~z 

. gehören bezüglich Z zentrisch ähnliche Rekonstruktionensergebnisse; 

durch Spiegelung an der Ebene N;erhält man. alle Rekonstruktionen 

zum anderen Augpunkt. 

Die Lösung der Maßaufgaben erfolgt im Zentralriß zum Augpunkt 

Z auf Tf'. Der Zentralriß Xr.vc der Ferngeraden x~ einer Ebene f mit 

dem Bildpaar {}} f u) verbindet die Punkte f J/'.1 CI.J I und J 11
/J w 11 

, da 

etwa /Jr1a1
1 der Zentralriß des Fernpunkts der Geraden /11 4 1 ist. 

4.4 Elementare Abbildungsmethoden der Darstellenden Geometrie 

4.4.1 Def.4.4.1: Zwei Normalrisse heißen gepaart, wenn ihre Bild

ebenen zueinander normal sind. Zwei lineare Risse 

heißen in geordneter Lage, wenn ein lineares Zweibildersystem vom 
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4.Typ mit doppelt projizierender Ferngeraden vorliegt und _;,'~,Z:.' 
ein Fernpunkt von 7f1 ist; in geordneter Lage liegen somit die 

'beiden Risse eines Punktes auf einem Ordner und alle Ordner 

sind parallel. 
. 

Ist 7T' eine Ebene von Ti, wie das i.n der elementaren ·Darstellenden 

Geometri~ stets zutrifft, so können die Kollineationen, k~:f-f/1 1 

und k;_; r-t> *J speziell als Ähnlichkeiten gewählt werden. Im 
Falle eines linearen Zweibildersystem, das aus zwei gepaarten 

Normalrissen besteht, die je einer Ähnlichkeit unterworfen werden, 

ist nach Satz 4.2.2 jede Menge eigentlicher Punkte durch die 

Menge ihrer Bildpaare bis auf Ähnlichkeiten eindeutig bestimmt, 

wenn man den ersten linearen Riß einer kartesischen Basis f A01 A11 A,4} 
von f und den zweiten linearen Riß einer kartesischen Basis fBo1132,1h} 
von 'f, kennti damit sind nämlich die involut6rischen Projektivitäten 

ctv, und Etc„ auf der Ferngeraden co 1=tu
11 vonlfJ m~tbestimmt. Insbe

sondere kann man die orthogonalen Ebenen f und f als Koordinaten

ebenen einer kartesischen Basis [ Ao1 A.11 A:2,,1 A3 } von 7T auffassen, 

sodaß 'Bo= Ao) 'B.2.-=-A~, 133 = A3 gilt. 

Sind zusätzlich die Ähnlichkeitsfaktoren von { und~ bekannt, 

in dem man etwa das Bild einer Ein.heitsstrecke in f' und/ kennt, 

so ist die Rekonstruktion bis auf Kongruenzen möglich. Das 

trifft insbesondere dann zu, wenn 1 und k.., selbst Kongruenzen 

sind, also die gepaarten Normalrisse "in die Zeichenebene ver

lagert werden" ~ 

Bei zwei zu gepaarten Normalrissen ähnlichen linearen Rissen 

entsteht ein lineares Zweibildersystem vom 2., 3. oder 4.Typ. 

Im ersten Fall gibt es gebrochene Ordner, deren Knickpunkt auf 

der Ordnerachse, der Perspekti vi tätsachse von ;?; liegen; diese 

Situation triti etwa auf bei Einschneidegrundriß und Ein

schneideaufriß, die auch in verschiedenen Maßstäben gezeichnet 

. sein können. Der 3.Typ ist nur so möglich, daß Z2
1~z

1
n ein 

Fernpunkt und /:; eine Projektivität mit der Ferngeraden c.:; 1= w r 

von 711 als Fixgeraden ist; legt man in verschiedenen Maßstäben 

gezeichneten Grund- und Aufriß so in die Zeichenebene, daß die 

y-Achse in beiden Rissen parallel sind, erhält man ein Beispiel. 
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Die geordnete Lage gepaarter Normalrisse 1, wie etwa Grund- und 

Aufriß im Elementarunterricht, ergibt Typ 4; die Koinzidenzebene 

·ist eine Symmetrieebene der beiden Bildebenen. 

Die Lösung der Maßaufgaben kann gemäß 1.6.11 erfolgen. 

Sind die Ebenen cf und /i speziell die Grundrißebene bzw. die 

Aufrißebene, also die xy-Ebene bzw. die yz-Ebene eines kartesischen 

Rechtssystems 2 mit lotrechter z-Achse in Tr„ und wählt man 

·speziell f J = p, , Jr,,::: ,'cf_~ und K,z.., als Parallelperspekti vi tät, 

deren Perspektivitätsgeraden in zur y-Achse normalen Ebenen 

unter 45° ·gegen die Grundrißebene verlaufen, so entsteht Grund-

und Aufriß in geordneter Lage; da diese Perspektivitätsgeraden 

als Drehsehnen einer Vierteldrehung um die y-Achse gedeutet 

werden können, erhält man so die MONGEsche Drehung3 • 

4.4.2 Gilt für eine kartesische axonometrische Grundrißfigur 

[ A„1

1 A ~ A.:i. >, A3\~ >, --P.,., ', ~ 1} in einer euklidischen Ebene 7T ~7i11.,<) 

speziell 'Pa'~ -e 17?,. 1 
:,,,,((,, 

1 
, wie das im Elementarunterricht stets 

zutrifft, so ist nach Satz 1.5.5 die Axonometrie das Produkt einer 

Parallelprojektion und einer Ähnlichkeit. Maßaufgaben können ge

mäß 1.6.9 behandelt werden, wenn man die Lageaufgaben beherrscht. 

111 Geordnete Lage" bezieht sich auf die gegenseitige Lage des Risses 
in 7rJ, "gepaart" auf die Lage der Bildebenen im Raum. Zusammen
fassung dieser beiden Situationen unter einer Bezeichnung, etwa 
"zugeordnete Normalrisse", ist nicht günstig. Einschneidegrundriß 
und Einschneideaufriß sind gepaart aber nicht in zugeordneter Lage, 
normalaxonometrischer Riß und normalaxonometrischer Grundriß sind 
in geordneter Lage, aber keine gepaarten Normalrisse. 

2Dieses Rechtssystem in 7f ist das einzige, in dem im Grundriß und 
im Aufriß je ein ebenes Rechtssystem vorliegt, und hat sich im 
deutschsprachigen Raum weitgehend durchgesetzt. Nur in einen einzigen 
Schullehrbuch Österreichs wird das Rechtssystem der ÖNORM verwendet. 

3Erfahrungsgemäß erschwert die Überlappung der Projektionsbegriffe 
mit dieser Drehung dem Anfänger das Verständnis für die Erfassung 
eines räumlichen Objekts durch zwei ebene Figuren. Mit Hilfe des 
Koordinatensystems ist die Kopplung zum Raum leichter herzu
stellen.V~/-'Gedanken zum Schulunterricht in Darstellender Geometrie" 
Didaktikheft 6 der ÖMG, März 1981. 
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Fügt man dem axonometrischen Riß einen axonometrischen Nebenriß 

hinzu, der der axonometrische Riß der Normalprojektion auf eine 

Koordinatenebene ist, so liegt ein lienares Zweibildersystem vom 

4.Typ vor; ein solcher axonometrischer Nebenriß entsteht beim 

Einmessen der Koordinaten der abzubildenden Punkte. Die Koinzidenz

ebene ist die betreffende Koordinatenebene. 

zwei axonometrische Nebenrisse bilden ein lineares Zweibilder

system vom 2.Typ. Die b.~iäen linearen Risse entstehen aus zwei 

gepaarten Normalrissen durch Anwendung je einer Affinität .1(,, und .k~; 
nach Satz 4.2.2 ist durch zwei axonometrische Nebenrisse die Re

konstruktion bis auf Ähnlichkeiten möglich, da man durch die 

Bilder einer kartesischen Basis in jeder Koordinatenebene die 
I II und Ea,'' auf der Ferngeraden to = <-t-> involutorischen Projektivitäten E J 

~ 

von 7T1 beherrscht. 

4.4.3 Um in einem Zentralriß Lageaufgaben behandeln zu können, 

fügt man etwa den Zentralgrundriß, also den Zentralriß des 

in der Grundrißebene liegenden Grundrisses hinzu. Wir wählen 
I - -etwa 1' = r als Bildebene der Zentralprojektion zum Augpunkt O, jt 

als die Grundrißeben& auf die aus aem Fernpunkt z~ der z-Achse 

parallelprojiziert wird. Jeder Punkt P des projektiven Raumes, 

der nicht auf der Kernachse OZ~ liegt, ist dann durch sein Bild
paar (1J{ -1>e; 1J 11:...-1)Z") , wobei 1 1 den Grundriß von P bedeutet, 

eindeutig bestimmt. Es liegt ein lineares Zweibildersystem vom 

4.Typ vor, wobei zu-e= ozc der gemeinsame Kernpunkt und die 

Grundrißebene die Koinzidenzebene ist. Die Fernebene kJ ist zweit

aber nicht erstprojizierend. Nach Satz 4.2·.1 benötigt man den 

zweiten Riß C,V '
1 von eo , also den Zentralriß der Schnittgeraden von CU 

mit der Grundrißebene; diese Fluchtgerade f?,,~cder horizontalen 

Grundrißebene wird Horizont genannt. Der Horizont enthält genau 

dann den Hauptpunkt (vgl.1.6.5), wenn die Bildebene der Perspektive 

normal zur Grundrißebene, also lotrecht verläuft. 

Schneidet man den Zentralgrundriß 9zc. : ':r '' 
mit dem Horizont fJ<i• c = C() " , so erhält man den 

ihres Fernpunkts und im Schnitt von 9c=:~ 1 

~"' IC den. Fluchtpunkt ~~ c.. von g. 

einer Geraden 

Zentralgrundriß ~ 1 ;. : '.:.." 

mit dem Ordner durch 
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Die Maßaufgaben werden im Zentralriß mit Hilfe des Distanz

kreises gemäß 1.6.5 gelöst. Zur Lösung von (M1) benötigt man das 

Bild einer Einheitsstrecke; dazu kann man den Zentralriß p,,c der 

Spur P-1 der Grundrißebene und den Maßstab, in dem der Zentralriß 

gezeichnet werden soll, angeben. 

4.4.4 Mit gepaarten Normalrissen ist ein lineares Zweispuren-

system vom 4.Typ mitbestimmt, wenn man die beiden Normal

risse so in die Zeichenebene kongruent verl~gert, daß eine Rißachse 

entsteht: Jeder doppelt inzidente Punkt A E! A., ~ .ll,::1. hat zu-

sammenfallende Risse auf der Rißachse ,~iJ-A4 n • Das Bildpaar 

{w~w '') der Fernebene eo .::p LJ.,, /J A.:z.. fällt in die Ferngerade u./ von 

· lT' und die involutorischen elliptischen Projektivitäten c...,
1 

, c
0

u 

(vgl.4.3.3) sind die absolute Involution der euklidischen Ebene 7T' 
inµ (vgl.Satz 4.4.3) 1 • 

4.4.5 Das Fluchtspur- und Spurprinzip verwendet die Fernebene ev 
als erste Spurenebene L:J„ und A 2. als Zeichenebene 71 J ; die 

Kollineation ~ : aJ_. f I ist eine Perspektivität zu einem eigent

lichen Zentrum Z und Xz. die Identität in A.z.,,,. p< J • Dann ist die 

gemeinsame Kerngerade A;i ~ A.., 11 die Ferngerade von 7/ 1 und es liegt 

ein lineares Zweispurensystem vom 4.Typ vor: Die Fluchtspur Q~c 

und die Spur a jeder eigentlichen Ebene et'. . sind stets parallel. 

Das erste Bild ;t
1 

der absoluten Polarität ist das Antipolarsystem 

des Distanzkreises von z bezüglich 1!', die zweite Orthogonalin-
. /f I 7{ I volution E2 • . t\, -t,,. A„ ist die absolute Involution der Bildebene ., 

(vgl.Satz 4.3.2). 

1Es ist im Elementarunterricht unzweckmäßig, Grund- und Aufriß
methode mit diesem Zweispurensystem zu koppeln. Arbeitet man in 
diesem Zweispurensystem, so kann man die Rißachse nicht weglassen. 




