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1. LINEARE ABBILDUNGEN
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1.1 -Grundbegriffe

1.1.1 Sind M und N zwei Mengen und RecMxA eine Teilmenge des

kartesischen Produkts Mx A » SO heiBt ein Tripel g= (M, AN R )
eine Abbildung (Funktion) aus der Urmenge (Quellmenge) M in die
Zielmenge N, wenn aus (x,y,)eR » (x,y,)e R stets y-y.  folgt.
Wir schreiben ¢:M-—=MN , x(eM)rey=xg (ex)und nennen y das Bild-
element von x und x ein_ Urelement von y.

Die Menge ng,cMaller Elemente xeM , flir die Xg¢eN definiert
ist, heift die Definitionsmenge von ¢ und M\ID‘f heist die Aus-
nahmemenge Aq von ¢ . 'Eine Abbildung ¢:M-=A heiBt global (eine
Abbildung von M), wenn ZD?=M gilt. Ist ¢ £lr kein Element von M
definiert, also /D?=,QCM , SO heiBt ¢:M+N eine leere Abbildung.

Fiir eine Teilmenge M,cM von M heiBt /"(,rfzs[yé/\/fy=x9:/\ XeMsfcA
die Bildmenge1 von M, unter ¢ und ¢ |M,: M, =N mit Xr=xg flr
XeM,die Einschrénkung von ¢ auf /A, . Flir M,n ID?.-:/Q’ ist ¢ |M,: M =N
eine leere Abbildung.

Die Menge im¢g: = /D?’S” ¢/ heiBt die Bildmenge von g: MM
Eine Abbildung ¢ : M-/ heiBt surjektiv (eine Abbildung auf N),

»

wenn imyg = A/ gilt.

Fir v e imgc/ heiBt (y¢'):= [xeDy| xp=yeNjcMdie Faser
von y; genau die Elemente einer Faser haben dasselbe Bildelement.
Eine Abbildung ¢ : M- A heift injektiv, wenn jede Faser aus
genau einem Element besteht, also aus x.;x, e/D‘f mit %, #x, stets
x, ¢ + x, ¢ folgt.

Eine globale, injektive und surjektive Abbildung ¢:M-=4 heift
eine Bijektion von M auf N. Zwei Mengen heiBen gleichmidchtig (IMi=/~N {1},
wenn eine Bijektion ¢: M-=— A existiert. Ist M eine nichtleere
Menge und existiert eine natiirliche Zahl nen mit /Mls ({42, n}],
so schreiben wir /M /= n (endliche Menge aus n Elementen) und
sonst IMI=oo (unendliche Menge); fiir M= gilt M| =0.

1Da die Abbildung ¢ nur fiir Elemente von M und nicht flir Teilmengen

von M definiert ist, miiBte streng genommen anstelle A7, eine andere
Schreibweise, etwa M, ¢, verwendet werden. Wir beniitzen, wie iliblich,
dasselbe Symbol, doch muB flir xe¢ /[, dann zwischen Xye// und {x}cfc/\/
unterschieden werden, fiir «x e—M\}Dg, ist x¢ nicht definiert und

{X}Cf=,0CN .



Sind M,N,w Mengen und ¢:M-=AN, ¢+ :AN- K Abbildungen, so heiBt
die Abbildung ¢¢: MW mit X(eM = Xgy:=(xg)¢ (e W) die
Zusammensetzung2 von & und ¢ ; die Zusammensetzung ist flir im(’an ZL},=,9’
eine leere Abbildung. Die Zusammensetzung von Abbildungen ist
assoziativ,aber nicht notwendig kommutativ. Zu jeder injektiven
Abbildung ¢: M-/ existiert die inverse Abbildung cf'.- N M mit
sacf4= /‘a’mf und 5‘;45’%; ’d/im; .

Wir diskutieren diese Begriffe anhand der Projektion:

M: projektiv abgeschloésener Anschauungsraum
NcM: projektiv abgeschlossene Bildebene
¢:MwpN...Projektion mit dem Augpunkt Z & /.
Ausnahmemenge A, = lfz)..f = ¢ 1ist nicht global.
.Definitionsmenge M.=M \ {Z} .

: "Bildmenge ime=/N == ¢ ist surjektiv,

XCeN : (X°c")=ZX‘\-[Z]=:>Jede Faser ist eine im
Augpunkt Z punktierte projizierende Gerade = ¢
ist nicht injektiv.

X(G/D:)FPXC=:X°= ZXn N

3 Sind ¥ (A, B,...) eine Menge, deren Elemente Punkte heiBen

und 6}(a /b,...) eine Menge von Teilmengen aus 3? , deren
Elemente Geraden heiBen, so ist das Paar = (#®,C}) ein projektiver
Raum, wenn gilt:

1.1.2

(PR 1) zu A,Bed, A+Bexistiert genau eine Gerade asCyimit Aeqd A Beld
(Verbindungsgerade a=AB).

(PR 2) zu jedem Dreieck {A,B,C} und jeder Geraden
g € Cf mit g=RS A Re AC\{A (] A SeBLN{B,C)
existiert ein Punkt T€ABmit Teg.
(Planaritdtsaxiom)

(PR 3) Fui’rae@ist lal=3 .

C

Verwendet man wie in der Analysis anstelle von xy die Schreibweise
¥(x), so wird die Zusammensetzung yeq mit yvog(x)=¢ (gw)) ge-
schrieben. In der Geometrie haben sich die Schreibweisen x¢ oder x7
weitgehend durchgesetzt.

3Au..cssagen Uber projektive Geometrie kdnnen in H.BRAUNER, Geometrie
projektiver Rdume I und II (zitiert mit I,II) nachgelesen werden.
Grundlegende Begriffsbildungen werden in diesem Skriptum wiederholt;
Definitionen und Sdtze sind nur dann durch Nummern hervorgehoben,
wenn sie in der Vorlesung liber projektive Geometrie nicht vorkommen.



Beispiele sind der leere projektive Raum (d,d), einpunktige
projektive Réume ({A}A,Q’ )y eingeradige projektive Rdume { &, { # }J}
mit [#]z3 , die projektiv abgeschlossene Anschauungsebene Tae und
der projektiv abgeschlossene Anschauungsraum WZ\R (I,722).

Eine Teilmenge ¢, ¢ ® heiBt ein Unterraum von T (#,Cf ) , wenn
fiir A,B ¢ &4 mit 4+ B stets ABc @, gilt. Dann ist (& ):=(F .=
={ged)] gc%})eln projektiver Raum. Wir bezeichnen mit «7 die Menge
aller Unterriume von 7 ; ein von %2 verschiedener Unterraum heiBt

echter Unterraum.

Sind ;?4, s, < 32 zwel Unterrdume, so sind der Schnitt (Durch-
schnitt) %, » 3?2 mit

(1) 3?, {‘Pe | Pe A~ Pe$71}
und die Verbindung ?Q v,  mit

(2) &wﬂﬂv;’? =#
v, {79;;( | PeZ, v %oderPéU’}?, @B Rek ,B=R} -

7 1
Unterr&ume von 7 . Die Verbindung #,v #  stimmt mit der Verbindungs-
hille [# v #] der Vereinigung &, v #. iber-
ein, also mit dem Durchschnitt aller Unterrdume
von T , die cﬂu%_ enthalten (I,94). Das
Schneiden und das Verbinden von Unterr&dumen
ist kommutativ und assoziativ

(1,86,94). Weiters gelten die Austauschregel4 (I,88)
(3) PQed,H, <R mit QelP}v¥, » R¢& = Pe{Q}v &, , {’P}V?’Zﬁf&’f\/g\a
und die Dedekindsche Regel (I,98): '

4 F,H, Feall mt F ¥ == lv(/@,,;ga):(%gz,)n@.

Zweli Unterrdume f}?}, ?94 ¢« heiBen komplementdr in M , wenn 37 /‘c&,, =)

;7 ;7 gilt. Ein zu einem Punkt komplementdrer Unterraum heift
eine Hyperebene; wir bezeichnen Hyperebengn mit kleinen griechischen
Buchstaben und die Menge aller Hyperebenen von T nit 6 « Zwei

4In der projektiven Geometrie wird in der Schreibweise nicht zwischen
dem Punkt Pe X wund dem einelementigen Unterraum {P}c X unter-
schieden (I1,86), was jetzt nicht zweckmdBig ist. Da das Schneiden
und Verbinden fiir Unterrdume, also fiir Teilmengen von ¥ erklédrt
ist, miissen wir jetzt {P}o» ®  und {P}v &, anstelle von P2 H,
und Pv ¥, schreiben. Fiir die Verbindungsgerade zweier ver-
schiedener Punkte P,Q gilt dann PQ= {P}v{Qlc# Wir werden auch {p}
einen Punkt nennen.



Unterrdume von 77- mit leerem Schnitt heiBen windschiefe Unterriume.

Eine Punktmenge {P,é ?37 [7¢d } heigt unabhe‘a’.ngig, wenn
keiner ihrer Punkte in der Verbindungshiille der restlichen Punkte
liegt. Eine unabhdngige Punktmenge &b & heiBt eine Basis von 7T ,
wenn K =[X%] ist. Je zwei Basen von /| sind gleichmichtig (I,89).
Ein projektiver Raum ]| heiBt n-dimensional (nr e /Nu {—1:0} ),
wenn er eine Basis aus n+1 Punkten besitzt; existiert keine
endliche Basis, so heiSt 7 unendlichdimensional. Wir schreiben
dim [[= » bzw. dim /=9 . Ein leerer bzw. einpunktiger bzw. ein-
geradiger projektiver Raum hat die Dimension -1 bzw. O bzw. 1, eine
projektive Ebene hat die Dimension 2 (I,92), sodaB. jedes Dreieck
(drei nichtkollineare Punkte) eine Basis einer projektiven Ebene
ist; weiter gilt dim.7ER==3 (I,122), und in [, ist jedes
Tetraeder (vier nicht komplanare Punkte) eine Basis.

Sind %Lund<$1Unterréume eines endlichdimensionalen projektien
Raumes W;(ng?), so gilt der Dimensionssatz (I,100):

O/fm F(&) + a//mr(ﬂ)= O//m 77-(@7,/7 Wz) + crm T(@ZVS%L)'

(5)

B A

Fir dim = /7 < oo ergibt sich aus dem Dimensionssatz:

1. Ein Unterraum &/, ist genau dann zu einem Unterraum &, mit dim7T@E)=£'

komplementdr, wenn ﬁl und @Z windschief sind und dinﬂ?ﬁi)é.ﬂ—éﬁ'7
gilt.
2. Die Hyperebenen sind genau die (n-1)-dimensionalen Unterr&dume.
3. Ist @Z ein Unterraum und <« eine Hyperebene mit;Zl&thah so ist

&N« eine Hyperebene des projektiven Raumes T(,); insbesondere
schneidet jede Gerade eine Hyperebene, in der sie nicht liegt, in
genau einem Punkt.

Die Aussage 3 gilt auch fiir dim /[=co (I,99).

Ist &£ eine Basis und « eine Hyperebene von J mit BN w =,
so heift (&;w ) eine Fundamentalfigur von /| . In einem n-dimensionalen

projektiven Raum mit1sn<éaist die Angabe einer Fundamentalfigur
dquivalent der Angabe einer Fundamentalmenge; dies sind n+2 Punkte,
von denen je n+1 eine Basis bilden (I,153). Die Abb. veranschaulicht
diese Aussage fiir n=2 und n=3; dabei ist &= {4, .., A-{eine Basis

r

und {P”::A”—‘ Fis 4, A 0w (7=%n ), P= 35%' ml‘fa;"’lwifvﬁ’)} i Bafvi B fuviRieh

eine Fundamentalfigur.

i

w



n=2

1.1.3 Sind T= (¥, ) wund T’= (F)Cf’')zwei projektive Riume, so
heiBt eine Abbildung «: ~P';7) eine Kollineation, wenn

gilt:

(K1) 4 ist eine Bijektion,

(K2) kollineare Punkte gehen in kollineare Punkte iiber,

(K3) nicht kollineare Punkte gehen in nicht kollineare Punkte 1iiber.

Zweli projektive R&ume 7/_) T’ heiBen genau dann isomorph, wenn
eine Kollineation k: (37—" ;7} existiert. Eine Kollineation filihrt
Unterrdume in Unterrdume ilber und ist mit Verbinden und Schneiden
vertrdglich (I,113). Komplementdre Unterriume gehen in komplemen-
tdre Unterrdume und daher Hyperebenen in Hyperebenen {iber.

Eine Kollineation filhrt eine Basis bzw. Fundamentalfigur von [
in eine Basis bzw. Fundamentalfigur von ||’ iiber; isomorphe pro-
jektive Riume haben gleiche Dimension n & Nu {_1@m} . Gilt
dim [ =dim 7,7-J<oo und erfiillt eine Abbildung X :;?’—P &’ die Eigen~-
schaften (K1) und (K2), so ist sie eine Kollineation (I,115). Flr
dim T=dim T '~ 7 ist jede Bijektion k:¥-~& eine Kollineation.

Sind (A,B) und (C,D) zwei Punktepaare einer Geraden eines
mindestens zweidimensionalen projektiven Raumes T , so heiBt (C,D)
harmonisch zu (A,B)-H(A,B;C,D)-, wenn ein Viereck

{1,2,3,4} so existiert, daB A und B zwei ver-
schiedene Diagonalpunkte sind und € und D je

auf einer der beiden Gegengeraden durch den
dritten Diagonalpunkt liegen4 (I,35). Jede

& o—%

4 A cC B D
Ein Viereck ist eine Fundamentalmenge einer projektiven Ebene. Je
zwei Geraden, die zusammen alle Viereckpunkte enthalten, heifen
Gegengeraden und die drei Schnittpunkte von je zweli Gegengeraden
heiBen Diagonalpunkte des Vierecks.




Kollineation fiihrt harmonische Paare in harmonische Paare iiber.

Alle Kollineationen eines projektiven Raumes [ auf sich bilden
seine Kollineationsgruppe F/ L (7) . Fir dim ] >7 heiBt eine
Kollineation 4 € P/ L(7)perspektive Kollineation, wenn es eine
Hyperebene o (Achse von 4 ) gibt mit 4 [©&=/o), . Jede nichttriviale
perspektive Kollineation besitzt genau eine Achse und genau ein
Zentrum Z e , das mit zugeordneten Punkten X,X4 stets kollinear
ist. Fiir Z¢ X bzw. ZE€X heiBft x eine Homologie bzw. eine
Elation; die Identitdt fcl;g ist eine perspektive Kollineation 2zu
beliebigem Zentrum und beliébiger Achse. Alle perspektiven
Kollineationen zu festem Zentrum Z und fester Achse « ((z)d)—Kollinea-
tionen) bilden die Gruppe PGL (Z,&) < PIrL(m(z,126) .

Ist (%8;w) eine Fundamentalfigur von JJ und xeP/ L (7) eine
Kollineation, welche die Punkte von & als Fixpunkte besitzt, wia=4«/
leistet, und deren Einschré&nkung auf die Verbindungsgerade zweier
Punkte von 5 die Identitdt ist, so gilt x=/alp (I,155).

Als Beweishilfsmittel bendtigen wir (vgl.die analoge Aussage in I,127)

Satz 1.1.1: Ist « :&-—9@7) eine Kollineation von / auf 7’ und ¢’e PrL(T)
eine (£, ) -RKollineation in 7/ mit PP , so ist £ rx &
€PlL{Tkine (Zx, Ax) -Kollineation in 7’ mit PP 4 .

Beweis. Flir Xe o . gilt (Nu)ivu = Xouw=4Hn | sodas 4o

eine perspektive Kollineation in 7'  mit der Achse o4 ist;
weiter gilt Pxits P (X rk)=Pox=Px, Da stets X,X;Z kollinear sind,
folgt Au=:Y’, Xou=)% 7, Zox=Zx kollinear fir alle Y'e®’ . =

1.1.4 Ist 7/ ein Rechtsvektorraum {iber einem (nicht notwendig
kommutativen) Kdrper K und «'%: = {ffk [ee @\ {U}} bzw.
6627/-‘=Zr({k+ K/ /(/ € %) € M} [(@773,!} Z‘“'f die Menge seiner eindimen-
sionalen bzw. zweidimensionalen Unterrdume, so ist W)= (%, X))
ein projektiver Raum, falls jeder zweidimensionale Unterraum als
Menge seiner eindimensionalen Unterrdume aufgefaft wird (II,1),
Weiter gilt dim I (¥))=Dim ¥ -fftir Dim}<co (11,3). Ist A7  der
(n+1)-dimensionale Rechtsvektorraum der (n41)-Twpel (3.,d4,...,d,)
von Elementen aus A , so heiBt der projektive Raum ﬁ(ﬂ"")der
n-dimensionale arithmetische projektive Raum iiber dem K&rper K; seine

Punkte sind die "homogenen" nicht trivialen (n+1)-Twu.pel (3,4,...,d.,)K.



sind T (%), T’(%') projektive Réume iiber Rechtsvektorriumen %/
zum Korper K und %)’ zum Kérper K’ mit dim T(#), aim T/ (') =2 , so
ist elne Abbildung K :« w—*?“% genau dann eine Kollineation, wenn
ein f ~Vektorraumisomorphismus® #: #/-=#’ existiert mit (¢K)u= (2t JK-
{,20).
1.1.5 Ist T= (L ¢4) ein nichtleerer projektiver : Raum und «wc &
eine Hyperebene von 7] so heiBt das Paar (;V, %} mit

o o
W:=p\oc) (j(‘}{/ {oj /Cjéq‘,gcf.w}(

ein affiner Raum ﬁ—; wir schreiben auch 77:= T\«w . Nach Aus-‘>
zeichnung der Fernhyperebene «w in /| heiBen die Punkte von &/ bzw.
von « eigentliche Punkte bzw. Fernpunkte. Eine nichtleere Teil-
‘menge ﬁ, von 5'15 heiBt ein affiner Unterraum, wenn sie aus den
eigentlichen Punkten %, \(32, nw) eines Unterraumes 33 von [ be--‘>
steht, und 1374 N« heiBft der Fernraum des affinen Unterraumes %7
ist & eine von «w verschiedene Hyperebene. von /[ , so heist A= 0<\(‘”"U
eine affine Hyperebene. Zwei aff:.ne Unterraume 42, P 537 von T
heiBen parallele Unterraume ( ?57, //7’@_ , wenn éonw cﬁinw oder
W/"U" ﬂnwgllt.

Ist »xn: 2&7 K’ eine Kollineation eines projektiven Raumes [[=(X.<’
auf einen projektiven Raum 77) (X, N )und weH  eine Hyperebene,
so ist wH ¢ 5&7 nach 1.1.3 eine Hyperebene von T’ die Abbildung
i fx Y \ew - ;7 \wh mit Xi:= Xx fiir X’??’\‘U des affinen RaumesT T \ew
auf den affinen Raum T1°'= T’ \ w« heiBt eine Affinit#t und % ihre
projektive Fortsetzung. Alle Affinitdten von 77' bi}den die Affinitits-
gruppe AlL (ﬁ) von 77 . Eine Affinitat 4 €ATL (7) heiBt eine
éerspektive Affinitdt, wenn ihre projektive Fortsetzung 4« eine
perspektive Kollineation ist. Ist die projektive Fortsetzung 4
einer perspektiven Affinité&t A eine (Z, w) ~-Homologie bzw. eine
(Z,a))-Elation mit der Fernhyperebene «w als Achse, so heiBt X< eine
Streckung zum Zentrum Zé}?, bzw. eine Translation in Richtung Z<«©

SIst f: K—K'eine Bijektion, so heiBt eine Bijektion f:%)-+%’ein

f-Vektorraum:.somorphismus, wenn gilt . 4 &
[Ut+13—)f.o'c7+ﬁ7' s (xal)f= Cefllaf) Ot/ﬁé e, AN
Die Bijektion f: A=K’ ist dann ein Korperisomorphismus. )

6In II,75 wird ein affiner Raum axiomatisch definiert und in II,78 ge-

zeigt, daB aus einem projektiven Raum auf obige Weise ein affiner
Raum entsteht.



1.2 Projektionen und Perspektivitédten

1.2.1 Wir verallgemeinern die in 1.1.1 als Beispiel vorgefiihrte

Projektion.

AR

§_a}_§_z_'l1 .2.1:Tst 2 c¢X ein echter Unterraum eines projektiven Raumes 7= (% CY)
mit dim T > und ¢7 <X ein zu Z komplementirer Unter- _
raum in /] , so ist fiir alle Punkte Xe&\Z der Unterraum ({Xfv2)” 7’("
einpunktig.
Beweis'. Fir 5-0 ist & =R und ({X{vZ)r ¥ ={X}-
Fliir 3+ existieren wegen S+ ¥ , also ﬁfrﬂg, und > 5’574%&5
Avc}b ﬁ?zu jedem Punkt Xe®\X  zwei verschiedene Punkte $€¢2 und
X € 3? mit Xe€SX . Damit gilt Xe ({szvs)” &, . Die Gerade SX
trifft den Unterraum %74 nur in X wegen Sé‘ %’4 .
Trifft {X}v= dagegen ;’ noch in einem Punkt X% SX,
so schneidet XX’ den Unterraum = nach Definition
der Verbindung {X}vZ in einem Punkt K
und nach (PR 2) existiert ein Punkt T mit Te XX
und TeRSc2 was Zn ?;3«7 widerspricht. |

)
A

Dieser Satz ermdglicht

Def.1.2.1: Ist Zc & ein echter Unterraum eines projektiven Raumes
T= (@& g)mit dim7T =XZ und 9? 4 ein zu 5 komplement&rer

Unterraum in // , so heiBt die Abbildung v : 5—*7%, mit X(e \Z) ‘**7\(30- ;)

wnd {X}l (JL)(}VZ)ﬁ & die Projektion aus T mit dem Zentrum 2

auf den Unterraum 32 und X der RiB von X. '

Fir Z=¢ ist 7¢/=/'ct’;b , also eine Bijektion; fiir Z+.&  ist v
nicht global mit der Ausnahmemenge A+=2" . Wegen v+ / 7?7,,—-- ’agq ist "”)"—%Z_;
also ¥ surjektiv. Jede Faser (5(‘7437)'—:({)?){“2}\2) E——;@ ist ein lé&ngs
des Zentrums 2 aufgeschnittener projizierender Unterraum, so daB ¢
fiir 3+ ¢ nicht injektiv ist. Weiters ist + idempotent, d.h. es
' gilt y+¥=+ ; dies folgt aus +[32= /‘dg .

Nach Voraussetzung gilt £ + 47 . Ist ¥ eine Hyperebene, so ist &,
ein Punkt4dund alle Punkte, die nicht in Z 1liegen, haben denselben
RiB A . Ist 5 zu einer Geraden komplementidr, was fiir dim T=x <o
nach 1.1.2 bedeutet dim [J (Z)=~r-2 , so sind die projizierenden
Unterriume Hyperebenen, und der RiB eines Punktes Xe X \Z _ ist
der Schnittpunkt der Hyperebene [X|v<Z mit der Geraden .

1Fiir dim [ <eo kann der Beweis mit Hilfe des Dimensionssatzes ge-
fiihrt werden.



Eine Projektion auf eine Gerade heiBt eine Kotierung1 . Die

kotierte Projektion in 77;« ist die Kopplung

einer Normalprojektion auf die GrundriB- z

ebene 7; mit einer Kotierung ¢ , bei der

die Ferngerade von 7, als Zentrum und die _ X

mit R u {oo} identifizierte z-Achse als X (vs

imy fungieren. 7‘[ J)Xl
Fiir dim Tz"(«’,@ )=2 und n=3 liegt 0

die elementare Projektion aus einem I I__
Xe—=(X/ Xy = X €Ry{>})

T4

dreidimensionalen projektiven Raum auf
eine projektive Ebene dieses Raumes vor, bei der alle projizierenden
Unterrdume ein Biindel von Geraden durch den Augpunkt 2 bilden. Fiir
dim TT(;Z J=2 und n=4 ist das Zentrum 2 eine zur Bildebene wind-
schiefe Gerade und die projizierenden Unterrdume sind die Ebenen
durch Z .

Ist <$—7-4 eine Hyperebene, so existiert ein einpunktiges Zentrum > crﬁ
und die projizierenden Unterriume sind die Geraden durch Z . Fiir
n=4 erhdlt man so die Projektion aus einem vierdimensionalen
projektiven Raum auf einen dreidimensionalen Unterraum.

1.2.2 Ist v: ¥ - W4 eine Projektion mit Zentrum Z und 9@/ ein
zum Zentrum komplementdrer Unterraum, so ist 374., 2% *"6374
eine globale Abbildung.

Def.1.2.2: Die Einschrdnkung einer Projektion «: 57—"4/574 auf einen
zum Zentrum von ¢ komplementdren Unterraum}?helﬁt Per-

spektivitdt o [ ;UL && ;b/ .
Dann gilt: _ _ :
Satz 1.2.2: Die Perspektivitdt + [ %, : =&,  ist eine Kollineation
des projektiven Raumes [ (%, )auf den projektiven Raum T(F ).

Beweis. Wegen 3?4/32 7’%/"2 < ist */37,_ nach 1.2.1 eine Bljekthn,
so dag fir X,YeF, mit X=+Y folgt Xp=: X+ Yp=:

Fiir die Punkte Z< XY gilt (XY)y¥-= [({7}\/2)4;7 ZCX?_'IZ Nach 1.1.2,(2)
ist {{2 vz Zéx‘/f ‘D(f vivivZs ‘[X}Y([‘/}VZJ da Verbinden assoziativ
ist. Wegen ({Y}vZ)/J@? Y} und Y*XG% folgt X%[Yf v

1Dic-:-se Bezeichnung wird in 1.4.2 motiviert,
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mit {X} e {X}v({Y}v5) liefert 1.1.2,(3) dann IXIv({Ypv Z)={X}v ({Y}vE).
mit §{X} <@ _ergibt 1.1.2,(4) schlieslich ({X[v v (fYINE))n =
——{X}’ (({Y}VL)/’ ) [va{\/} , so das insgesamt gilt (XVY/)y = XY .

Damit erhidlt 7‘«[32,, kollineare Lage und ~/«/X\/ XY-=X Yist surjektiv

Ist? {X,Y,%2} ein Dreieck in @72‘ und gilt Z4=:2¢€X Y , so
existiert ein Punkt P& XY mit P¢= =Z , da y/[XY surjektiv ist.
Aus Py =2¢ , P+2Z folgtein Widerspruch zur Bijektivitdt von +/QZ .

Fir dim 77'((?&7 ) = dim W(gl?’ =1 ist die Bezeichnung Perspektivitdt
aus der projektiven Geometrie geldufig (I, 142) und ‘/’{‘377.. ist als
Bijektion dann auch eine Kollineation. Fir @ ¥, ,Q sind genau
die Punkte von 90,, yz F:prunkte der Perspekt1v1tat + /cﬁ?, . Die
Umkehrung (+ ?&2)'1 f 574 einer Perspektlvz.tat ist eine Per-
spektivitdt, ndmlich die Elnschrankung auf Z? der Projektion aus T
mit dem Zentrum 2 und dem Bildraum ?{2 .

Da isomorphe projektive R&ume im Sinne der projektiven Geometrie
nicht wesentlich verschieden sind, ist es bei einer Projektion
gleichgﬁltig,‘yelchen zum Zentrum = komplementdren Unterraum man
als Bildraum a& wdhlt. Eine Projektion ist daher im wesentlichen
durch ihre Fasern festgelegt,

2Fur dim T <oo ist nach 1.1.3 der letzte Beweisschritt wegen
dim T(%,) =dim 7T(q{z ) entbehrlich. ,

Sind $4 und&i7 verschiedene Hyperebenen, so ist die Menge 7}74” ?f der
Fixpunkte eine Hyperebene des projektiven Raumes 77'(@) In diesem
Fall wird gelegentlich die Perspektivitdt eine perspektive _
Kollineation der Hyperebene 372. auf die andere Hyperebene «374 genannt.
In der modernen Literatur {iber projektive Geometrie ist eine per-
spektive Kollineation aber stets eine Autokollineation eines pro-
jektiven Raumes mit einer Fixpunkthyperebene; bei einer Perspektivi-
tdt gehdren weder das Zentrum noch die projizierenden Unterr&ume

der Definitionsmenge an.

3

Perspektivitdten treten im Elementarunterrlcht der Darstellenden
Geometrie bei der Projektion ebener Figuren und bei ebenen Schnitten
von Pyramiden und Kegeln auf. Es ist zweckmdBig, auch hier zwischen
Perspektivitdt und perspektiver Kollineation zu unterscheiden. Die
durch eine Projektion vermittelte Perspektivitdt wird allein durch
Verbinden und Schneiden vervollstdndigt, wdhrend die Vervoll-
stdndigung einer perspektiven Kollineation nur méglich ist, wenn
man auch die Eigenschaften einer Kollineation beniitzt.
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1.2.3 Eine Projektion ¢ : ;@—pﬁ mit endlichdimensionalem Zentrum Z
und 5+2 kann = stets auf ein endliches Produkt von Projektionen

" mit einpunktigen Zentren zuriickgefiihrt werden:

Satz 1.2.3: Ist {%,..., S }eine Basis des k-dimensionalen Zentrums 5
( 4z 4<oo)einer Projektion ¢ : F- & und ¥ &7--—»3@1-”
die Projektion aus dem projektiven Ramnﬂ(;?j) zum Zentrum 53' auf

—

die Hyperebene 3’574;4_von T(9;) mit &4:: v fSidv ZVS;',_,,}Z\/..,\,«{V&'%
(300 k) Rprat=Ray s0 gilt Y=fota 4~ '

Beweis. Fir Xec?Q\Z liegt X nicht im Ausnahmeraum
von ¥.y8,---, ¥ » und es gilt ,\/%..,ﬂe%

wegen & - Rtes = imy, . AuBerdem gilt YedSEvilal

giir X;i=X4o-of5  (3=0,..,k) mit X, =X,

also X e (S iX e {S dv SSpdviX,fe..

'”J:[&Jvu.v[S}V£Xf=§v{7j,

was {X}< (Zv {X})n g, = {Xyjund damit Xy =4,

ergibt. 0O

XW,‘X‘%W,
4=?22
n=3.k=1
1.2.4 1In einem projektiven Raum = ( 37, Q}’ )=(/“~M ,“L@ﬁber einem
Rechtsvektorraum v zum Korper K ist eine Teilmenge &’74 < ;&7

genau dann ein Unterraum, wenn in der Menge wk aller Untervektor-
~ rdume von % ein Vektorraum vz existiert mit ﬁZ: 7_’“:2’4/’"(663 W/?,é 7/;;3\2’:5';3}=-' 7/,’5!-41
Die Abbildung i : & /7 =« T(¥mit %), = &, = #, ¢ , die insbesondere
:0} eaw auf den leeren Unterraum von 7 abbildet, ist eine
Bijektion (II,3). Fir &= #«, #=7 a0 gilt
BnF= (VY .
4], v o= (W) + Yk Ja it D+%,:= fﬁ?é%7;/{”=@1"f{:) el e 7l

Die Unterrdume %Zr-%/‘b / §U4=7/2 ¢sind genau dann komplementdr in 77/ 7/}}

- ‘ . . Iy ) 2.7
wenn %) 4/, komplementdr in Y’ sind, also W W,=0f und W+ - 7
gilt (II,3). ‘

Zu komplementdren Unterrdumen 7{'2 und ZZ von %/ existiert fir

jedes t(éﬁ ein eindeutige Zerlegung4 bezliglich %, und_ 374 der
Gestalt ¢=¢+¢ mit ¢ €%, und g < 7, . Die Abbildung pr: V-7,
mit @+ ¢, ist ein linearer Vektm:raumhomomorph:i.smus5 mit ,éer Pr= ¢/
und heiBSt die Projektion aus ¥/ auf %, mit Zentrum % .

4pus W= +7-ﬂ: folgt die Existenz einer Zerlegung. Mit ¢=¢+% =¢’+&,’,
also @-¢’(e¥)=%-%° (%) folgt wegen Y] n 7,=j{ofdie Ein- :
deutigkeit.

SFir ¢=6+ % Y=#+Haund d.be K_  ist 4a+mb= ya+%,b)+(Ga+7,b);
da die Zerlegung beziiglich 7], und %, eindeutig ist, ergibt sich

(¢a+mb)pr=¢a+u,b= (gpr)a+ (4 pr)b.
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Ist ¢ : §V——:>374 eine Projektion aus T (¥) auf %2 7”/!— mit Zentrum F- 7/&
'so gilt mit jor: W’P% dann ff/(ﬂ"“f/”/’/‘/ fir e /rj\% . Dies
folgt fiir A= <€A/§" = 7ﬂ/¢ mit <(=<(4+<€4 aus ([vaf)/t ‘fx/‘ﬁ’
—e K+ Y+ &K and({X}v 5)n ;7)/ (s ks 1)+ 8K ) W= 3K,

‘Satz 1.2.4: Ist 4 die Projektion aus TH’W} auf Wﬂmlt Zentrum 14/44 und
Pr: W—p% die Projektion aus X auf Y, mit Zentrum Y,, so

gilt (k)¢ = (err)K fio @e P\,-

1.2.5 Die Menge aller Hyperebenen durch einen zu einer Geraden
komplementdren Unterraum heiBSt ein Bilischel von Hyperebenen.
Dann gilt (I,103):

FaBt man die Hyperebenen eines nicht leeren projektiven Raumes /= (47,6;/"
als Punkte einer neuen Struktur auf, so ist die Menge c}f?’\‘ dieser
"neuen" Punkte und die Menge Q’]* jener Teilmengen von &Z * , welche
durch die Hyperebenen der Biischel in T bestimmt werden , der zu T
duale projektive Raum [ = (&*,%*} . Die als Punkt X% K
Hyperebene von T wird mit %7)(* < 7/52 bezeichnet. In /" sind alle
- Begriffsbildungen m&glich, die wir in einem projektiven Raum er-

benannte

. . . . * .
klirt haben. Erst wenn wir eine in /" spielende Aussage von 7 ’
also von einem anderen Raum aus ansehen, entsteht eine neue Aussage,
welche die z2ur gegebenen Aussage duale Aussage heifit.

Fiir dim = » < oo ist dim 77"; 7, und die k~-dimensionalen
Unterrdume von 7T*mit -7« / <~ sind von [ aus betrachtet genau
jene Hyperebenenmengen, die aus allen Hyperebenen durch einen
Unterraum von 77 der Dimension n-k-1 bestehen6 (1,109,110).

Ist «w /[ bzw. cc”* die Menge der Unterrdume von T bzw. T~ , SO ist
fir dim T<oo . die Annulatorabbildung (I, 105):

(1) AraTmall* mit BAin {Xe® Lo B f eT*

eine Bijektion und clm 7]_"(%7,4)=/fﬁr oim T (% )= n-4-+ 3 insbe-
sondere ist 2A = X*, g’pi=96§/f%}\={ff. Weiter gilt fiir dim T<oo
(1,108):

@ (FH)A=RAnFA , (Fo#)A-FAvF A

6

Fiir dim [[=oc ist diese Aussage falsch. Die Menge aller Hyperebenen
von T durch einen Unterraum 9’»‘74 von /7 heiBt ein Hyperebenenbiindel,
welches fiir dim T (¥,)= n-2 ein Hyperebenenbiischel und fur &, =
gleich 5, ist.
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Sei * %Z* eine Projektion aus 7 ¥ mit 2 dm T F< oo
zum Zentrum = /' *. Von 7] aus betrachtet ist = * die Menge der
Hyperebenen von /| durch den Unterraum = A =4 < ? von 7/ . Fir

X*¥ ¢ gile fX*fvZ"- 57 Avals (@ rs)d- und daher

- ) *y-7
3 (I )a B = (R n0)A A (A )2 LCERY 2
Nach 1.2.1 ist daher ein pro;u.zlerender Unterraum fX"‘f v2% von 50
in 7T*von /T aus betrachtet die Menge der Hyperebenen durch den
Schnitt der Hyperebene a7 < mit 4 . Fir dim = dim 7T *= und
dim T¥*(5*%)=: é*( 7<% ﬂ-—“f)glltdmﬂ'(gﬁ"‘)— n-4%7nach 1.1.2 und
dim 77-[43)-—:/2—4" 7 >0 . Nennt man ﬁx,nA die Spur der Hyperebene 5@,_,
im Unterraum & C& - nach 1.1.2 ist die Spur %7/\"“(‘4 eine Hyper-
ebene des projektiven Raumes 77'[4) - und beachtet man, das 7&
durch die Fasern in T* und damit durch die

Spuren im wesentlichen festgelegt ist, so gilt mit (2):

Satz 1.2.5:Eine Projektion 70 W 374 aus dem zum projektiven Raum 77-
mit < £ dim 7 <co dualen projektiven Raum 7* ist

festgelegt, wenn man jeder Hyperebene, die einen festen nicht leeren
Unterraum Acilb'? von 77' nicht enthdlt, ihre Spur in 4 2zuordnet.

Die Ausnahmemenge /4 | » VO 7b besteht von /| aus betrachtet aus

allen Hyperebenen von /T daurch & , und AA e 7T ist das.

zentrum = “von % . Der Ri8 X% ¥e 37* von X*e H¥\Z it

von /| aus betrachtet jene Hyperebene W * < & welche die Spur

von &X"‘ in A4 mit dem Unterraum ? *1'e W verbindet.

Ist dim 7 ¥=3 , dim T*(= *,7='<=V, so gilt dim fo(&*} =A und
dim T(a)=2 ; in 7T wird dann jeder Ebene, die von der Ebene A=3 "A~7
verschieden ist, ihre Spur in 4 , also eine Gerade, 2zugeordnet.
Fir X* ¢ > */‘sf(/Z’PX*‘]vi*)\Z*die Faser bezliglich %"‘, und diese
besteht von /| aus betrachtet aus
allen von 4 verschiedenen Ebenen durch
die Spur der Ebene ?Xx in A . Eine zum
Zentrum 2 <X” in T *komplementire
Bildebene ;Z,* ist von 7 aug be-
trachtet ein Ebenenbilindel um den nicht
in A llegenden Punkt §§7 A C}? und
X% é%? ist nach (3) von /i aus :
betrachtet jene Ebene von // , welche n=3 k=0
die Spur §7x¥/>/.\ mit dem Punkt }-74#/1—1
verbindet.
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1.2.6 Wird in einem projektiven Raum 7= (%, ¢4 ) mit dimT =2

eine Fernhyperebene «/ ausgezeichnet, so ist in /| zwischen
Zentralprojektion und Parallelprojektion zu unterscheiden, je nach-
dem fiir das Zentrum 5 ¢ X gilt Z 4w bzw. Zcw ; das
Bild einer Punktmenge unter einer Zentralprojektion bzw. Parallel-
projektioh heiBt ihr ZentralriB bzw. Parallelrig.

Satz 1.2.6: Als Bildraum einer Zentralprojektion ¢ kann ein in 7 (w)
zu Zn ) komplementirer Unterraum%’ <w gewdhlt werden.

Jede ParallelprOJektJ.on definiert eine globale Abbildung 50 des

affinen Raumes 7T 7'\« auf einen affinen Unterraum von 77 , dessen

Fernraum in 7(w | zu 2Zc¢«w komplementir ist.

Beweis. (a) Aus 5’5 ) (fnw)=g‘folgt ,@’.—(q’@nw)/)z'= @ﬂf
wegen 374 <o

Aus &4v(>nw) w folgt w-—(&, vZ)aw __ wegen 3’-7:4‘4)
und 1.1.2,(4), woraus sich &,, 2 >4  und wegen gva#'-“J dann
{% vZ=® ergibt.
(b) Aus ZXc¢ w folgt fiir einen zu 2= ,in T _komplementdren

Unterraum W notwendig é&—, ¢ w | und 7?\7 737 \(?57”“—’/ ist
nach 1.1.4 ein affiner Unterraum von 7T . Fir jeden Fernpunkt { ew\Z
gilt {X}lvZcw , also X‘/‘57 42,1 0 . Weiter lstzﬁpﬂ‘u =N wW=2

und wegen 2 c und 1.1.2, (4) dann 5 V[C’!Z/nuj:(zv ﬁJ]nw_&nw- /.

Im Falle einer Zentralprojektion erfilillen also die Risse aller
Fernpunkte stets den vollen Blldraum%, so daB w¢ = ;74 gilt, im
Falle einer Parallelprojektion ist <oy eine Hyperebene des pro-
jektiven Raumes ﬂ(@@f . Ist das Zentrum einer Zentralprojektion
7&:%4,.;""-’;,auf az ¢ & k-dimensional mit 7« Lioco , so gilt 5 )t &y
nach 1.2.3 kann ¢ als das Produkt einer Zentralprojektion mit einem
Zentrum S, € 2\ (27 w) und k Parallelprojektionenmit Zentren in den Punkten
einer Basis {5,) Coh .S;/} der Hyperebene 27« von 7/—(5] darge-
stellt werden.

1.3 Definition linearer Abbildungen

1.3.1 Bei einer Projektion el 98»:}’7, gehen inc??\ﬂ_,, kollineare Punkte
in kollineare Punkte von 71\74 liber, wobei aber wverschiedene

Punkte denselben RiB besitzen k&nnen. Damit erfiillt eine Projektion

7

Flir 2=2 ist die Projektion gleich :b(k Die Identitdt ist wegen Scw
als Parallelprojektion anzusprechen; filir eine Zentralprojektion gilt
wegen ZEd¢w stets Z+ O .
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die Forderung (K2) in 1.1.3, fiir 4, +& aber nicht (K1) und (K3).
~ Unterwirft man #, einer Kollineation x:#&, —®#, , so gilt auch
fiir f/& :ﬁ—»@j dann (K2), aber nicht notwendig (K1) und (K3).

Def. 1.3.1: Eine Abbildung ¢ : ?7-’5/57} aus einem projektiven Raum
T=(,¢f) in einen projektiven Raum T= (57,’%’/ mit dim//=2
heiBt eine lineare Abbildung, wenn sie als Produkt einer Projektion
-//48_‘-’?_7-4 aus /| auf einen Unterraum 37-4 von / mit einer Kollineation
x: &~ von 77'[@} auf einem Unterraum 77°/%,’) wvon 7' darge-
stellt werden kann; fiir Xe ?7\/49: heisgt /Vea=/?/~/f/c ein linearer RiSf

von X.

Eine lineare Abbildung ¢ : ;7*—?/ , welche durch eine Pro-

jektion o ﬁ»ﬁ aus /I und eine Kollineation /g};%’z.-» ﬂ’ in

der Form 50"7"}(’ gegeben ist, besitzt den eindeutig bestimmten

Ausnahmeraum /4‘},:://‘,(, , aber verschiedgne Darstellungen als

Produkt einer Projektion aus J_ mit Zentrum A, und einer Kollineation des

Bildraumes dieser Projektion auf im¢<®’. Ist n&mlichZ': He@ die

Projektion mit fé/’gtrﬁm%}s, auf einen beliebigen in T zu /35, komplemen-

taren Unterraum §74 , SO existiert nach Satz 1.2.2 eine Kollineation

x: ﬁ,—:’ img mit 5037/’://: .

Jede lineare Abbildung erfiillt (K2), nicht aber notwendig (K1)

und (K3). Durch (K2) werden aber die linearen Abbildungen nicht ge-

kennzeichnet, wie folgende Gegenbeispiele éeigen:

(1) Allen Punkten X ec]?Z wird derselbe Bildpunkt A4 ¢ f?’ zugeordnet.
Da bei einer Projektion mit einpunktigem Bildraum eine Ausnahme-
hyperebene existiert, ist diese globale Abbildung, die (K2) er-
fliillt, nicht linear.

(2) ¢: c??—b ﬁ’ ist eine beliebige Abbildung mit dim 77—/}'?’) =1.

(3) Sei 3?4#-—& ein nichtleerer Unterraum von 7/ und A é;’Z . Die Ab-
bildung ¢:® =% wird durch Me:= X  fir Ne &, Spi=A fir Xed\#,

definiert.

(4) Ist 77'/,]%3}=[$7,[ﬁ/bzw. TC3) = (W,/%’/die arithmetische projektive
Ebene iiber /R bzw.( , so erfiillt die globale Abbildung g ;ZZ-»;(/
mit X’&o,&;)@)//z hw/}’t)a-(x@,(;,;;/fsicher (K2), ohne linear zu sein.

Wir suchen eine mit (K2) zusammenhdngende Eigenschaft, die eine
lineare Abbildung kennzeichnet.

satz 1.3.1: Ist ¢: % }1’ eine lineare Abbildung, so gilt
(1) (Xyly-= [X}TV{Y}ﬁa fir alle 1, YeR mit X=)Y .
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Beweis. Nach Def.1.3.1 gilt ¢=y 4. , wobei =%, eine
Projektion aus][ und X : W,-s— ﬁ)cﬁ?/eine Kollineation ist.

Nach 1.1.1 ist [X}¢ =f Nyl <F’ sfir X¢Ap=:Zbaw. [Xjp=rc R/

fir XeZX . FUr X, Ye 3, Y=Y gilt IXpp=fVi¢=Pund XYcZ , also

[)(\jjy.,b,;,é’z[)(ﬁ//v[)(};k Fir X¢2, YeZ ist XY<{X}vZ , also wegen

({X}vZ)¥ = S X }={Xf#und {Yf# =07 Gann{{}y c(XY)pec({XfvZ)p={x]y

und somit (XVY)y = {X{¥v {Y}¥ . Fiir XY Z =&~ schlieBlich

ist 7b/XY nach 1.2.2 eine Bijektion auf JXfy v {Vf 4 .

Nach 1.1.3 gilt daher (XVY/¢= (XY )¢k =({Xl¥v{Vit/|u=
={Xlpav{Vira = {XtovfVfge. O

1.3.2 Der Satz 1.3.1 138t sich wie folgt umkehren:

Satz 1.3.2: Eine Abbildung ¢ : &-» W' aus einem projektiven Raum
]'(‘-.-(?(,[4) in einen projektiven Raum 7 ’- f?(,’ Qj’j mit dimT=.2

ist linear, wenn sie 1.3.1,(1) erfiillt und l[ime¢p/22 gilt (Haupt-

satz {iber lineare Abbildungen). .

Beweis. (a) /4(19 =:2c¢ 47 ist ein Unterraum von 7 .
Da: Fiir X,YeZ, X+ Y gilt {Xf¢= {Yfr=2, also (XY/}P:
={X}§ov{\/}$ﬂ=/9/, was XVYc¢ = bedeutet. :
(b) Jede Gerade g die 2 in genau einem Punkt S trifft,
ist projizierend, d.h. alle ihre Nichtausnahmepunkte
haben dasselbe Bild.
Da: Mit g=XS, also X4 2Z | gilt fXS‘)ﬁo:[Xffvzré“fﬁf* {ng
fiir alle )(69 \ {S} .
(c) Gilt fir X,Y e {\5 mit X+Y dann Yo+ Yy, so ist X S=o
und C{/XY surjektiv auf die Gerade /\/54 ch&).
Da: Aus [ XY~ Z /[ >4 folgt XYcZ , also der Wider-
spruch {Xﬂ?-—-,@', aus [ XYnZ/=4 entstehtein Widerspruch zu (b).
Damit ist XY windschief 2 . Da in 1.3.1,(1) rechts die Punktmenge
der Geraden X Ygﬂcﬁ/ steht, ist @[XY: XY=ty Ye surjektiv.
{d) ich&’ ist ein Unterraum von 7T/. ; ,
Da: 2u X// Yie im¢g mit X'#Y’ existieren Punkte X, Y e
mit Xeo= X, Y}ﬂz Y/ und X+ ) wegen X% Y’ . Nach (c) ist (f/XY
surjektiv auf X'Y/ , woraus X'V’ img folgt.
(e) Ist ger eine zu J windschiefe Gerade in // , so ist
Cf/q ! q-—.»ggvc%zleine Bijektion.
Da: Nach (c) geniigt es, die Injektivitit von /9 zu
zeigen.
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(ind.) Sei g=XY mit Xy = Y¢ =: X’ . Wegen [ime¢| =2 existiert ein
Punkt P’é—imzf\{/\”} also Pe R\ mit P¢ =P’ . Dann ist [@X,Y,rz
ein Dreieck, da aus P ¢ XY der Widerspruch {P/}= f?}ff(X\/J?’—
={X}gv{v}g={Xfy folgt.
Wegen Axiom (PR3) und (d) existiert ein Punkt T/e(PX’/\{7?/ X’/)
cim ¢ . Nach (c) existiert ein Punkt Re&\XZ mit Rf=7—/ und ZZGPX \{P AL,
sowie ein Punkt S&eR\Z -
mit Se=T' und SePY\{B Y}
Dann existiert nach
Axiom (PR2) ein Punkt
{T}#ZS‘/I XY, also Te #\Z .
Damit liefert (1) einerseits
SThec(XY)e = HjgvYie =£X17,
also Tﬁﬂ= X! und anderers
seits {Tf¢ c(RS)y= {RFgv{5{¢={T'}, also T¢=T’, was den Wider-
spruch X'=T' ergibt.
(f£) Ist 52-4 C 32 ein zu 2 komplement'a‘.rer Unterraum von

und +: = ¥, die Projektion mit Zentrum X, so gilt

¢=+(7I%). : _
Da: Fir Xe \Z  ist Xfp=: X} =({XivZ)a&,,6 sodas
wegen ¢7 v @4 ein Punkt $€2 mit Xe SX  existiert. Nach
(b) ist XCP X
(g) Die Abbildung x4 := 90/55,: ﬁ,-ﬂ- tmy < &’ ist eine

Kollineation.

Da: Wegen S A W = <& ist # global, nach (e) injektiv
und nach (f) surjektiv, so daB (K1) gilt. Nach (e) ist (K2) erfiillt.

Sei {X Y, Zf ein Dreieck mit ZK&‘X/( ‘//c : ; SO existiert nach (e)
ein Punkt Pe X >’ mit P« = Z/L im Widerspruch zu (K1). Damit gilt
auch (K3). o

Die Voraussetzung ]imcfl‘;z geht in Beweisteil (e) ein. Fir [mq(=7
ist der Hauptsatz falsch, wie Gegenbeispiel (1) in 1.3.1 zeigt.

1.3.3 Wir wollen unter den linearen Abbildungen aus einem pro-
jektiven Raum in sich die Projektionen kennzeichnen.
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Satz 1.3.3: Eine lineare Abbildung g 37-7ﬁ ist genau dann eine
Projektion, wenn g idempotent ist.

Beweis.. Nach 1.2.1 ist jede Projektion idempotent.

Ist ¢: §!7—P§Q eine lineare Abbildung, so gilt 30=+/6 in
der Bezeichnung von Def.1.3.1. Aus g ¢ =¢ , also y« 44 =74 folgt
4 Hf=y , was fur Xé/yg wegen X ¢ =X ergibt Xieg =X . Damit
gilt ¢ [imeg=x": img—== &, . Mit k= (+/img)7: /6£7~>/ma’ folgt ¢=yk=
~7lf(\)(//lméf) 7 sodaB; ¢ die Projektion aus Z s
auf im¢ ¢ 932 ist. 0

Nach 1.3.2 ist fiir eine lineare Ab- X
bildung ¢ : ¥+ ﬂ/ stets ime¢ ¢ X’ ein Xy=X
Unterraum von /' ; es ist also keine —_—
Einschrdnkung im g = ﬁ’ ) also ¢ xé l
als surjektiv vorauszusetzen. Wir img

verwenden daher i.f. die

Festsetzung: Eine lineare Abbildung Lf!?*??jwird stets als surjektiv
vorausgesetzt.
Fir dim T=hr <oo  ist Zzn und dimT(E)= £ mit 744 gn-7»
Damit gilt dim 77’[‘?74}:/1—/—7 =dim /// . Der Hauptsatz gilt dann fiir
n-k-1>1, also k< n-2. Fiir k=-1 folgt aus 1.2.1 und dem Hauptsatz:

Satz 1.3.4: Jede globale und surjektive Abbildung Cf 27~> Z>?’ von 7
auf 77/ mit dim T2 2 , dim ﬂ'/>7 die 1.2.3,(1) erfiillt,
ist eine Kollineation.

Fiir k= n-2 ist i}'ﬂ(f eine Gerade und der lineare RiB bi-
jektiv zu einer Kotierung.

1.3.4 1Ist Y=y Hn: 93’7@%' ’eine lineare Abbildung aus einem projektiven
Raum 7 /7)) iiber einem Rechtsvektorraum 7 zum Kérper A  auf

einen projektiven Raum 7’/ 7') tiber einem Rechtsvektorraum 7//

zum Korper K'/mit Ausnahmeraum < C& , SO gilt filir die Projektion

¥ ;?—»& aus 7]—/27/ nach 1.2.4 dann /Qf’(/f (C(/’v"”)/( fiir qfe»/"\—/?:

und Wﬂ ﬁ? %/‘ ; dabei ist pr: %/-=%], die Projektion

aus ¥ auf 70, zum Zentrum % .Gilt dim T’'=z2 , so existiert nach 1.1.4

zur Kollineation .« . &' % - 'Y ein f—Vca_]ctorraumisomotphismus

ﬁ, Z;L—pﬁ’ mit ;/(ij/(.—.— (@, ] K’ fir &, 47/4 \/of. Damit gilt ,@A/,/Q” “

= (eK 4 x=((epKlu=(eprf] K’ fir ¢ew\ 4] und f:=pri {77

ist ein surjektiver f-Vektorraumhomomorphismus mit Aer f =ferf= ¥, -
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Da umgekehrt jeder surjektive f'—Vektorraumhomomorphismus f: M—p% /

mit ,Lg”C.—. : ¥ c ¥/ das Produkt einer Projektion aus % zum ,Zen'i:,rum ¥, aut
einen zu 7/ komplementiren Unterraum ﬁ,cﬁ und eines 7( -
Isomorphismus f, : 77, - 7]’/ ist] , gilt:

Satz 1.3.5: Eine surjektive Abbildung cf:u’%—pu‘% ,aus einem pro-
) ’.,

jektiven Raum T /#/ auf einen projektiven Raum 7 /#"/

mit dem Ausnahmeraum 2= %/« c«’® und dim T(#') =2 ist genau

s
dann linear, wenn ein surjektiver f-Vektorraumhomomorphismus 7[ : %’r’ /
mit Ler f: % existiert, so_das gilt

(K)o=(¢f]1 K for 0 VW

Insbesondere ergibt Satz 1.3.5, daB aus der Existenz einer
linearen Abbildung ¢ : Pl A/ fir dim 7 /#/')=z2 die Isomorphie
der Kdrper K und K' folgt. Fiir dim 7 7#’/<4 ist satz 1.3.5 nicht
richtig, da eine Bijektion %7, -+ ?’ nicht notwendig durch einen
Vektorraumisomorphismus induziert werden mus.

1.3.5 Eine lineare Abbildung cf*: ;7*—:7 ﬁ) aus dem zu einem pro-
jektiven Raum /| dualen projektiven Raum % ( 3?’: Qf"}auf den.

projektiven Raum 1 '= /32 ) 0‘(;‘/’ mit J<oml <oco ist das Produkt

einer in Satz 1.2.5 beschriebenen Projektion +™:& ™ %*Qi,t einem

zentrum S c&* und einer Kollineation auf 77’/ . Von 7T aus be-

trachtet wird bei +¥: 9373 ﬁ’ nach 1.2.5 jede Hyperebene %7)(.; 657,

welche den nichtleeren Unterraum A=Z"/z°4(-’%7 nicht enthdlt, Jjene

Hyperebene von 77- Eilgeordnet, welche die Spur von &7)(* in 4 mit

dem Unterraum ;U:* AT e ﬁQ verbindet. Die Menge der Spuren in 4 ,

also der Hyperebenen von 7 (<) , bestimmen die Punktmenge des zu Tl

dualen projektiven Raumes ( 71'(4))* ; jJene Abbildung, welche jeder

Hyperebene &, 4 wvon T(a) ihre Verbindung mit dem zu4 in 7

komplementdren Unterraum @*A"%& zuweist, ist eine Kollineation

des projektiven Raumes (77'[4))* auf jenen Unterraum von 77"‘, der

durch das Hyperebenenbiindel durch @¥4'7c;7bestinunt ist (I,116).

Damit gilt fiir 2 dim Méoo ¢

T1st ¥, in 7 zu %m(erf komplementdr, so existiert in 74 eine
eindeutige Zerlegung beziiglich %/ und %, . Sei f:=£/%, : %, =%

Dann ist ¢ f=(g+ &) =, f+Pf=0+G f=¢prf, und mit f ist £
surjektiv, Der f-Homomorphismus 4 ist auch injektiv; aus & = & r»~
fir ¢ e 4, folgt némlich Zf =g prf, = 3.f und damit g f=-"

genau fir @, € 4erf r AlSO g e Wny =fo}f .
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Satz 1.3.6: Jede lineare Abbildung zf*: ;7’:» 3?’ aus dem zu einem
projektiven Raum 7= (&, CJ ) dualen projektiven Raum v/
entsteht so, daB8 man jeder Hyperebene von T ihre Spur in einem

nicht leeren projektiven Unterraum A cﬁ zuordnet und an-
schlieBend den zu [ (4] dualen projektiven Raum (77'/4\)} , dessen
" Punkte von 7(4A) aus gesehen diese Spuren sind, einerKollineation
auf 7/ unterwirft.

Da im Rahmen der projektiven Geometrie die Anwendung einer
Kollineation keine wesentlich neue Figur liefert, gilt kurz:
Jede lineare Abbildung aus TT* ist abgesehen von einer Kollineation
die Spurabbildung, bei der jeder Hyperebene von T nicht durch einen
Unterraum 4 6937 mit dim (4 )=  ihre Spur in 4 zugeordnet wird.
Fir dim T2 )=70 ist jede SPUr ingdie leere Menge.

Fiir die konstruktive Geometrie ist der Fall dim 7T =3, dim7 ‘=2
besonders wichtig. Jede lineare Abbildung gﬁ:ﬁz—v ;3?) ist dann das
Produkt einer Projektion aus 7 pit einpunktigem Zentrum 2. auf eine zu
72 komplementidre Ebene und einer kollinearen Abbildung dieses
Punktfeldes; jede lineare Abbildung c(*:?i?*—o &’ ist das Produkt
der Spurabbildung auf die Menge der Geraden einer Ebene 4 ¢ 557 und
einer kollinearen Abbildung dieses Geradenfeldes.

1.3.6 Wir zeichnen im projektiven Raum T (¥, ﬁ‘/’/ mit dim /=2 eine
Fernhyperebene <« aus und definieren

Def.1.3.2: Eine Abbildung 4;3 : ﬁ»fﬁ aus einem affinen Raum 7= (57, 4}——7’7\“’

in einen projektiven Raum 7 ‘= /ﬁ‘,’éff’)mit dim/ =<
27 1
heiBt eine lineare Abbildung, wenn es eine lineareo Abbildung & égy‘""f?

des projektiven Raumes ] auf /' gibt mit cjgs ¢ |R .

Nach Def.1.3.1 gilt ¢ =X unter Bénﬁtzung einer Projektion ~//:¥7—v{5«;
aus /T mit einem Zentrum = # & und einer Kollineation s &, H

Fir > =£"ist ¢=« ;@—i’ ﬁ/ eine Kollineation und @wg eine Hyper-
ebene von 7f’, die Fluchthyperebene von ¢ heiBt. In diesem Fall ist

tf ﬁ )37} nicht surjektiv. Spricht man wy als Fernhyperebene @’
von 77 an, so stellt dann 3& aufgefaft als Abbildung Von%? auf ;Q f/ \w
nach 1.1.5 eine Affinitdt dar.

Fiir £+ ¢ sindnach 1.2.6 zwei Fdlle zu unterscheiden: Ist ¥ ¢w
so ist jede Projektion  aus 7T , fir die eine Darstellung der Gestalt
g=yx existiertJ eine Zentralprojektion; ist dagegen Zcw , SO
liegt stets eine Parallelprojektion ¢ aus I vor. unter Beniitzung
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von Def.1.3.1 und 1.2.4 folgt, daB im ersten Fall w¢= &' gilt und
im zweiten Fall &«¢ eine Hyperebene von JJ/ ist; im ersten Fall
ist cfo surjektiv auf &J) im zweiten Fall existiert eine nicht zu /4
gehdrende Fluchthyperebene, ndmlich w¢c &',

Nach Auszeichnung einer Fernhyperebene“w’ < 537" aus 7 ' entsteht der
affine Raum 721 7T'\w’ Im Falle einer Zentralprojektion ¥ in T,
also 2 ¢w, gilt W= c,%?’ und damit w’c wy . Es gibt dann stets
einen Unterraum &/, 6 << & mit MCF w?! | Dieser ist fiir Zhw=-=,
also eine Zentralprojektion+ mit einpunktigem Zentrum, sogar
eindeutig bestimmt, ndmlich als die Hyperebene (év’éf—'/ " a von 7740’/;

P =w'o=)nw

( n=3 k=1

n=3, k=0

fir Zdw | 24 +FEist 3774“, jene Hyperebene eines nach 1.2.6 be-
liebigen, zu 2, in 7 (w/ komplementiren Unterraumes %; ca -,

die in (w' ’}/MU ¢ W liegt. Wdhlt man als Bildraum 7’&2, g?der Zentral-
pro;ektlon ¢ aus /[ einen zu 2 komplementdren Unterraum durch %7“,
mit ;Z ¢ @w (die Existenz folgt aus I, 96) r SO existiert eine
Kollineation «: <Z7 é'? mit ¢=¥#4, und pe ;Z? \ ?7«,* R’ \»d ist eine
Affinit&t. FaBt man ¢ als Abbildung von &7 auf 37' H\w' auf,

so kann c}v also durch geschickte Wahl des Bildraumes der Zentral-
projektion stets als Produkt einer Zentralprojektion mit einer
Affinitdt erzeugt werden.

Im Falle einer ParallelprOJektJ.on dagegen ist we eine Hyper-
ebene in J//. Je nachdem «y¢ die Fernhyperebene von 7T’ ist oder nicht ’
wird bei beliebiger Wahl von ﬁ,, komplementidr £ der lineare RiB
affin oder kollinear zu einem ParallelriB sein.

Satz 1.3.7: Der lineare Rif bei elner linearen Abbildung. q? 27*;&7/
aus einem affinen Raum 77 in einer projektiven Raum 7/

ist kollinear zu einem ZentralriB oder einem ParallelriB, je nachdem
bei der zugehbrigen linearen Abbildung ¢: /’U'P;Z?' die Bilder aller
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Fernpunkte ganz ?7) oder nur eine Hyperebene von T’ erfiillen;
im ersten Fall ist t( ﬁv x
die Fluchthyperebene w¢ nicht zur Blldmenge. Ist auch in 77’ eine
Fernhyperebene w’! ausgezelchnet, und fast man CF als Abbildung aus

surjektiv, im zweiten Fall gehért

dem affinen Raum ﬂ' in den affinen Raum F” T/ \w'’ auf, so ist
der lineare RiB im ersten Fall stets affin zu einem Zentralrif und
im zweiten Fall nur dann affin zu einem Parallelrif, wenn die
Fluchthyperebene «/¢ in die Fernhyperebene w’ von ﬁ”’fallt.

1.4 Axonometrie

1.4.1 Jeder projektive Raum I mit dim 7T = 3 und jeder zwei-
, dimensionale Unterraum (Ebene) von 7/ ist ein . Desargues-
raum1. Ein zu einem projektiven Desarguesraum ﬂ;s - isomorpher

pro:ektlver Raum ist ein Desarguesraum.

In e=(# | existiert zu jeder Angabe Ze®, 0555 PP« \( {31‘/“’
mit {Z,P,P_} kollinear genau eine perspektlve Kolllneatlon ké=P@Z[;y“//
die P/=Px leistet; fir P=P’/ ist k:/d% . Die Kollineationsgruppe
Pri (7, ist transitiv auf der Menge der geordneten Fundamental-
figuren von WLE (r,155;11,27). In.'ﬂig ist jede Elationsgruppe
PGL (Z,a | 2= ) kommutativ (I,129).

n Tz ist jede Homologiengruppe PGL [Z,a‘/Zc¥“-) genau
dann kommutativ, wenn ﬁ;Eein Papposraum2 ist (I,134). Ein zu einem

projektiven Papposraum 'ﬂ;P isomorpher projektiver Raum ist ein
Papposraum.

Sind A,B,C drei verschiedene Punkte einer Geraden g und A',B',C'
drei verschiedene Punkte einer Geraden g' in einem projektiven Raum 7
mit dim T =2 ; 80 gibt es mindestens eine Pro;ekt1v1tat3 Py gl
die A~ A', B~~B', Cr> C' leistet (I,143); in 7, ist diese Pro-
jektivitdt eindeutig bestimmt (I,46).

TIn einem solchen projektiven Raum gilt der’Satz von Desarques: Die

durch 2zwei perspektive Dreiecke bestimmten Dreiseite sind perspektiv.

2In einem solchen projektiven Raum gilt der Satz von Pappos: Liegen
sechs verschiedene Punkte 1,2,...,6 im Sinneder Numerierung ab-
wechselnd in zwei schneidenden Geraden, so sind 12.45,23.56,34.61
kollinear.

3Eine Projektivitdt ist Produkt von endlich vielen Perspektivitdten

zwischen Geraden.
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1.4.2 Sind O,E ¢ gﬁf zwel verschiedene Punkte und «’ eine Hyperebene
von 77;5 mit OFE ¢« , so heiBt {J£;«/ eine Algebraisierungs-

angabe. Nach 1.1.2 schneidet g:= OF & CJ die Hyperebene <« in

genau einem Punkt U. Fiir <§ i= g\ {Uf und Xéqo existiert genau eine

Elation 7, ¢ PG < () ) mit O, =X und fir Xe q" \ {0/ genau

eine Homologie &y ¢ PGL (C «w ) mit Edy=X .

Wir definieren in der Punktmenge go eine Addition und eine

Multiplikation durch
(1) Ar B Aty Jo A B0g, . g e
A.B=AC7:'B o ,4/8 59\20}) A O0=0.A= O r/469'

Die Abb. zeigen die Konstruktion von A+B und A.B unter Beniitzung
eines Hilfspunkts Pé4guw;da alle Konstruktionslinien in der Ebene[P]vg
verlaufen, genligen ebene Figuren mit « i=(7Pfvgjrw |

Die algebraische Struktur (g§;+,.) ist ein K8rper mit O als Null-
element und £ als Einselement, der genau in Papposrdumen kommutativ
ist (I,137). Weiters gilt:

Satz 1.4.1: Der Kérper (g ;+,-) ist allein durch die Punkte O,E,U

bestimmt und unabhdngig von der zuldssigen Wahl der
Hyperebene w .

Beweis. Wir verwenden zwei verschiedene Hyperebenen « und ¢’ mit anw =
={Uj=faf’ @’ die Bezeichnungen Ty P61 (Gw) mit U5 o= X

und %) ePGL (s mit Or=X, sowie (§;+,-) und (g;+, ) .

Zur Konstruktion von A+ B werde ein Hilfspunkt ’P’éfz’?fvg)\cj mit Péwud)

Pl¢ P(' beniitzt; in der Abb. ist w«w = ({P}va)rw,&'=({Plvglrw’, wir

zeigen A4+ B = A+ B fir den nichttrivialen Fall B4 . Wegen P27

ist P7u = 774 und nach Axiom (PR2) existiert der Punkt{Z}=PPLhPg77; .



In der Desarguesebene { 1vo existiert eine perspektive Kollineation
mit Zentrum Z und Achse g, die P -=P' leistet. Fiir diese gilt

Pty P75 alsoftk = 0P BPr, &l mith=0Pn BFT4(¢«’) und daher “"P‘“':
wegen U+ U. Damit folgt{il:=APr4 +={2h=APNe’ und 2P+~ A Py >

was A+B8=A+2  nach sich zieht.
Der Nachweis im Falle der Multiplikation verl&uft v&llig analog. []

Wir bezeichnen den Kérper (g; +,-) mit K,(0 E;Ujund nennen ihn
4
einen Algebraisierungskdrper wvon 7);5 . Je zwel Algebraisierungs-

k6rper eines projektiven Desarguesraumes sind isomorph (I,141). Ist
ein Algebraisierungsk&rper von Z’;,E isomorph zum K&rper der reellen

}

bzw. der komplexen Zahlen, so heigt f',;f ein reeller bzw. komplexer

projektiver Raum. Die projektiven R&ume 77;5 und 7., sind reelle

projektive R&ume.

Ist 77/ V= /03, ‘ein projektiver Raum iiber dem Vektorraum 7/7 zum

7/,1

K&rper K, so ist 77 fir D 7 =3 ein Desarguesraum (II,4).
Jeder Algebra:.s:.erungskérper von 7/, f’ﬁ/ ist zu K isomorph, und zwar
1st flir g= ek + < K € % mit ; Fee, 4 Z l.u. dle Abblldung ‘
.? /\ (6’(f\, nee o) ,\ 0/()-—1, K mit ,lé.-((/ {o‘(.a-f/ﬂfx ‘:”HQ\[""/\'\,P’ Xé/ﬁ/,)

ein Korperlsomorphlsmus (I1,9).

4

Bei einer Kotierung +:¥-=qg=0F aus einenm pro;]ektlven Desarguesraum
kann jeder von Ueéw verschiedene RiB mit elner Kote, elnem Elenment
aus K, (0,E;U) identifiziert werden.
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Jeder projektive Desarguesraum ist isomorph zu einem projektiven
Raum {iber einem Rechtsvektorraum (II,16). Zwei projektive Desargues-
rdume sind genau dann isomorph, wenn sie gleichmdchtige Basen und
isomorphe Algebraisierungskdrper besitzen (II,21). Jede reelle
projektive Ebene bzw. jeder reelle dreidimensionale projektive
Raum ist daher zu T, bzw. T,. isomorph.

Kollineationen sind mit der Struktur der Algebraisierungskérper
in folgendem Sinn vertré&glich: ’

Satz 1.4.2: 1Ist Jk: ﬁ—v?’eine Kollineation eines projektiven
Desarguesraumes /| = /ﬁ, Gﬁ} auf einen projektiven
Desarguesraum [ = ( f?'z,/é] 'und Afd (A,A ;B) ein Algebraisierungskdrper

(] ) N 3 o P ; > EX3 s ]
von [/ so ist x/@ mit g:= A, 4, \{'5} ein Korperisomorphis-
. s .o s / , . . f"
mus von /( (A, A ;B) auf den Algebraisierungskérper K., (A« Aux; B
von /.
Beweis. Sind +, - bzw. +’, .’ die Operationen in /(az ( ,4,,, ) bzw.

in /(a/( (A «, Ak Px/, so ist zu zeigen:
(A+Blu= An+’ B fir A, B,
(A B)i = Axs Br fr A Bed\1ASL,
(Aeboli= AuAu , (As-Ala= Aor?de Ll Aeg.

Wir fiihren den Beweis nur fir die erste Zeile. Nach Satz 1.1.1

- / e . , .
gilt £ tgx=Tg, mit Atg=B, Ax ) = Bk, also mit (1):
(A4BY U = Atgie = Awid tgu= Axty, = Ars’ B,

1.4.3 Wir benttigen die eindeutige Festlegung einer Kollineation
eines projektiven Desarguesraumes I = /K, <%/ auf einen pro-
jektiven Desarguesraum 7' = (&’ iy

Satz 1.4.3: Ist w- / bzw. /L ;«'/ eine Fundamentalflgur eines pro-

/

jektiven Desarguesraumes T=(%:" baw. 7= #'2% und
existiert eine Bijektion 5 E=8) mit .Aa,ﬁ-./f 14,/5=-/4 ' sowie ein
KSrperisomorphismus « : k', (A, A; %)= K (AL AT ) mit (Bl=AA0e, otk
so existiert genau eine Kollineation 4 : c??égj mit Ax= /4/’5 flir alle
Ae s wr= ! und 4 [A ANE )= X.

Beweis. (a) Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeit. Sind 4 ../, : ;7_,, a7
zwel in die Angabe passende Kollineationen, so ist (:=#4 /4
aus F[ . ‘” mit Ac= A fiir alle ,»4623&, wi=a und ¢ f“! *,*/GE

- o1

wegen T, (=% und ¢ [AAN{% )= a& . Nach 1.1.3 gilt ¢=/c/, .
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(b) Nach 1.4.2 existieren Kollineationen 9: c?—vcc 7 und
f ﬁ u/von T bzw. 7’ auf einen pro:ektlven Raum

iiber einem Rechtsvektorraum '/ zum K&rper K bzw. 4/ zum Kdrper K'.
Nach 1.1.3 ist (X¢,©¢) baw. (/@f ; w'¢’) eineFundamentalfigur von T
pzw. 1Y) und / = (5’ f)/?f’:{raf—pf’f)eine Bijektion mit Aa?ﬁ:";!o/}gj:'/
A 9/5 -A)¢’. Nach satz 1.4.2 stellt 9[(A-A.\ {777) einen Isomor-
phismus des Algebraisierungskdrpers /( (Ao, A,;F)von TT auf den
Algebraisierungskdrper /( ( g’,u4 g,’P ?} von 77—/// dar und nach
1.4.2 existiert ein Kdrperisomorphismus f /( (A \//’}f By, "f”/\
analoges gilt fiir die mit einem Akzent bezeichneten Rdume. Dann ist

fr= f e 5§ ': Kok ein Kbrperisomorphismus.

— / st
Zur Bijektion /'5 ; Afg’ b ?’ und zum Isomorphismus f K A

existiert ein f-Vektorraumisomorph:.smus 7C V-7 derart, daB die
— . a1 i, it 77 . T - - T
Kollineation & mit ¢ /\'[/5“1”/' (o JK e ¢ ) leistet 7= ;4/“7
fiir alle A€¥e und fwe H=c'¢’ (11,18). Dann ist 4:=pi¢’’ K-’
. . . . -01‘1— T =7 A =7 / /- / 1 2
eine Koll:.neat:.o’n] mit 4x = ApLs ~A!)€/3r?‘ ’Aff{?? g /4 und
aj/(:;uf;?\?"; a)'?? = w!. Es bleibt 4 [(AcA\NI%". & gy zeigen.

3. ~ ° ,f b '_ -t o > i !"',-7‘-'—‘2
Fir (¢ A AN\T%7 und [e )f.—.— xe X gilt xf= Y{f(f fg> Lelfl =Ko E
Andererseits ist mit © A, = (r /:'" »g(/( A, LENCE, 21 dann

)(9 ,\-/au,o< A fir x-= /o- A/ nach 1.4.2 und welter \?/c-
(064—4,{:()1‘)/’ (o!’f'l'"fffxf) ‘Da /45’ A, J‘§K=Ao)”"(“k/"'[“/}/( und analog %%

('Sff)K,A,g (ve f+4f)K'gilt, folgt X.f A’fﬂf No¢u g’ /\’ng und damitAx=A«
fir alle Xe A 4\{/R}- O

Aus Satz 1.4.2 und Satz 1.4.3 folgt:

Satz 1.4.4: Eine Bijektion p: OJ—P@) einer Geraden g eines pro-

jektiven Desarguesraumes /= /qf/ '/ﬁ-’ / auf eine Gerade g’
eines zu [ isomorphen projektiven Raumes .Tr—’ 4\ "” ‘kann genau
dann zu einer Kollineation 4 ' ;A? cﬁ/ fortgesetzt werden, wenn fir
drei beliebige verschiedene Punkte Ao,fh, Y €9 die Abbildung

°{(/40r’1,_,\{8}} ein Isomorphismus des Algebraisierungskc‘:‘rpers /(al (Aoy #a T/
von 7  auf den Algebraisierungsk&rper /(a/[ Ay, A iy ) )von T/ ist.

1.4.4 Gestattet ein Algebraisierungskdrper /{L( von 745 -~ und
dann auch jeder dazu isomorphe Ko6rper - nur den trivialen

zundchst ist sicher A p= (x+ga) K mit c’(e/\ \{o). Ersetzt man -«
durch &= e’jff/\/ , SO gilt A O-—/Z%+xp JAIN .
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Automorphismu56 und weiB man, daBf ein Algebraisierungskdrper /(g/,_f
von .’T;E isomorph zu Aﬁl ist, so ist nach Satz 1.4.3 eine Kollineation
durch Fundamentalfiguren (&;«w) und (F%w’] sowie eine Bijektion /z L
eindeutig festgelegt. Dies trifft etwa flir zwei reelle projektive
Rdume gleicher endlicher Dimension zu.

Sind A.,A,,% drei verschiedene kollineare Punkte eines pro-
jektiven Desarguesraumes [ = (&, ¢} und 9 =" eine nach
1.4.2 existierende Kollineation auf einen projektiven Raum 7]—/7%/
iiber einem Vektorraum zum K&rper K, so gilt mit A fsé‘!/\/) /1‘3f= % /‘/
dann A, ¢-= /03*’%//( (vgl.FuBnote 5), und fiir jeden Punkt XeA,4,\7 5/
ist )(f= (%*fx)/( mit XeA ( Ist /| ein projektiver Raum
{iber einem Vektorraum, so setzen wir f= /'a/&). Gestatten die Alge-
braisierungskdrper von T und damit K nur den trivialen Automor-
phismus, so heift x ek das Doppelverhdltnis DV (X, A+ 4:,%,,
insbesondere ist DV (A, A Ao, B )= 4 X und DV Ao, Ae Ao, Fr!=02kEs ist
tiblich, DV (%, A, Ao Fi)=:o0 zu definieren, wobei co ein. der Menge K
hinzugefligtes Symbol ist. Da 57 (AANT ,,,nach Satz 1.4.2 ein Isomor-
phismus des Algebraisierungsk&drpers /\ac (40,,w"2) von 7/ auf den

Algebraisierungskdrper /{/ (A€ A€ 77 ¢ von T[%/ undf’/?;usz) A X
nach 1.4.2 ein Isomorphlsmus von A at (m?/{,?, 779 auf den Korper K 1.st,
stellt die Abbildung ?/("o"‘l \‘[774 x_ (46,44,?,;—19/(”44[ X 4,4 /83Dl y;‘:’t

einen Korperisomorphismus dar .

Mit Satz 1.4.2 folgt, daB jede Kollineation von 'pz auf ”’:éi._:

doppelverhdltnistreu ist, falls die Algebraisierungskdrper nur den
trivialen Automorphismus gestatten. Insbesondere ist dann jede
Perspektivitdt einer Geraden auf eine schneidende Gerade in 7: und

damit jede Projektivitdt doppelverhdltnistreu, da jede solche
Perspektivitdt zu einer perspektiven Kollineation von 77;)_, festgesetzt

6Dies trifft etwa filir die KO6rper der rationalen und der reellen

Zahlen, nicht aber fiir den K&rper der komplexen Zahlen zu. Gestattet
ein K&rper K nur den trivialen Automorphlsmus, so ist er sicher
kommutativ; flir a ¢ K\{J}ist ndmlich x~=a" xa stets ein Kdrper-
automorphismus.

7Doppelverhéiltnisse kénnen in beliebigen projektiven Desarguesrdumen
definiert werden (II,32). Gestattet ein Algebraisierungskdrper

nur den trivialen Automorphismus, so ist das Doppelverhdltnis ein
Element des Kbrpers K und eine Eigenschaft allein der vier Punkte,
also unabhdngig von der zul&ssigen Auswahl von ¢ . Wir wollen den
Doppelverhdltnisbegriff hier nur in diesem Fall beniitzen.
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werden kann (1,143).

In 7,, (oder T,p ) kann
DV(X,A, ,A,,5) mit Hilfe einer Perspektivi- g
tdt zu einer MeB8skala mit A4, als Ur-
sprung und Fernpunkt U4 4,4 be- S
prung u P ¢ AoAy DV(X,A,,AD,P)rxy\’X
stimmt werden, wobei das MeBpunkt M, U
das TeBpUiAt "

von g=4,A, genannte Perspektivit&ts-
zentrum unter Benilitzung des Einheitspunkts E der Skala mit A::E=1

im Schnittpunkt von A F mit P,U liegt. Fiir den Ursprung A,  bzw.
Fernpunkt U der x-Achse bzw. Einheitspunkt E der x-Achse gilt

nimlich in homogenen kartesischen Koordinaten in T, dann Aozféfsza-",fﬁ?:%/ﬂ/
Ue(0,4,0)R=: 4R, E=f140}/A = [+ )R so daB flir den Punktimit

der x—Koordinate x dieser Achse folgt (1,¥,0)&=/x+yx)/K , also

x=DV(X, AAsB)  fur [xeq, (1,%,0)R, M,}kollinear.

1.4.5 Sei JI-(¥,/%) ein projektiver Raum mit 3 ¢ dim7T=n<<o,

der also sicher ein Desarguesraum ist, und (*340) LAl w )
eine Fundamentalflgur in T . Wir setzen 1 7\:—- A, /4 AX (j=1,..,n)
analog zu 1.1.2.

Fiir jeden Punkt Xe R\w ist {X{v{B]v...v{ P jv{Bulv v [R}=: f £ 4 (e,
gemiB 1.1.2 eine Hyperebene in /T , welche 7% und damit A% nicht
enthdlt. Wir nennen die n Punkte */K,J= APy fg' #{/@:g die Ko-
ordinatenpunkte von X. Gibt man n Punkte ,K,,. 5 ,K,L mit }g eA, B\ r4
beliebig vor, so ist gemdB 1.1.2 (vgl.I,153) genau ein Punkt )Ye p?\‘U
festaelegt der diese Koordlnatenpunkte besitzt, fiir den also fY’ =/ 5

mit (3 -[,&J}Vj Jfvev B 71‘/270 fv. v.,.,,q 6?g1]_t,

Man kommt ebenfalls von den Koordinatenpunkten /K,] (j-°1 yee,n)

zum Punkt X durch Eintragen eines Koordinatenweges { 11 4oas, Lovany - ,{':1_%:;}
wobei gilt 7) /
.V 4]
(1) zr 04’23 = &473 4 j/ /Vo” e E = f-’«l has N Okt /"D/.Z/(’ wr /{g,,'< #Alo
41 A} A A CU /{24 14 /g ﬁcr ,{é’(/( = Aﬂ .

Die eindeutige Existenz von [, 4,
folgt fiir X, ;+ A, durch In-
duktion:

Existiert A, , 4w , was flir

k=1 zutrifft, so haben die

Geraden Ay Fhus und X, T,

den Punkt 4. { gemeinsam und sind
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wegen P, 4 € SAINITIIRL wad Kyt Fuinds [R] | opBe o { T i)
verschieden; nach (PR2) existiert o, /.4 mit ,}/W L, + ZM s Pa d
also Xo,, yw d w . '

Unter Benutzung der n Hyperebenen §y={ N fv{Tiv. v/ iR v vi }
gilt /YW,_,A, € 55,, 2 RO f;”, wie fiir )C, L #F + A, durch Induktion
bewiesen wird Gilt ... 4éff/v.../) f; ,» was flr k=1 zutrifft, so
folgt Xg{ £ “4 é_{-f,/) - an ; aus /QH’B,‘._,A;' Cﬁéu ergibt sich
XM At éf/? e {k 4 . Fur @___4:4, dagegen ist nach (1) not-
wendig auch /L;, 'ko.z—-» = /\/04__.4.- A, , wie man indirekt sofort erkennt,

und die Behauptung trivial.

Da f,,/). ..N _)E,L jener Punkt Xe ?’7\50 ist, dessen Koordinaten-
punkte mit XOJ' (j=1,...,n) Ubereinstimmen, f&llt der letzte Punkt
Xon des Koordinatenweges in den Punkt X.

Sei F’:(if?),OZ’)ein projektiver Desarguesraum mit 2 ¢ dim7 '=n-1,
dessen Algebraisierungskdrper zu jenen von Il isomorph sind.
Def.1.4.1: Sind T und T/Desarguesréiume mit isomorphen Algebraisierungs-

’ kdrpermund 2 £ dim T/ = dim 7—1, sO heifen 2n+1 Punkte
AL ALy uAn'E ) 5B, von T’ eine axonometrische Grundfigur, wenn

(I) die Punkte AD(,AJ',,’/’," fir jedes 7 <¢{+% ...~} paarweise verschieden
und kollinear sind,

(II) die Punkte 7’ .. 73,,14 die Basis einer Hyperebene ch’von T/
bilden, der A, nlcht éngehért,

(III) die Gerdden A/ 7’ und A.'P,’ verschieden sind.

Natiirlich genligt es, daB diese Eigenschaften nach einer Um-
numerierung erfiillt sind.

Jeder Koordinatenpunkt XC,{ f,{g 2, n wird durch eine Per-

spektivitdt {; zum Zentrum~7‘ #=A A nFF. . welches nach Axiom (PR2)

“

existiert, in einen Punkt von A A, \[ ;abgeblldet Ebenso wird

jeder Punkt aus ASAJ\F7 (k=2,..,n) einer axonometrischen
; “
Grundfigur in T’ Qurch eine Perspektivitdt f‘ zum Zentrume-., =44, /77' ’_,
1! /o4 .
welches wegen ,40’,4,,’: A, ,.1’_* und (PR2) existiert, in einen Punkt

T . . -, 7
von AA'\ 5! ! abgebildet. Damit kann eine Axonometriesac : dle R

definiert werden; wir erklidren « zundchst fiir die Punkte Xe,ﬁcu .

Def.1.4.2: Sei ;A A7 . ASE] ,’P)/eine axonometrische Grundfigur

in T/ und & ein Isomorphismus des Algebraisierungskdrpers

. ve At y g
k’l (4,4, ;%) von T auf den Algebraisierungskdrper A, /%) 4 SEA
von IT'. Fir Xe #\w werden die axonometrischen Bildpunkte . ;:

der n Koordinatenpunkte X,; (j=1,..,n) von X durch Y, a:= /[,
8

Axonometrie kann auch fiir 2 <dim T'<oimT-7  definiert werden, doch
sind die Konstruktionen dann weniger iibersichtlich.



Die Abbildung  [A, A4, ¢ A An —v/fp,éa ist eine Pefspektivitéit mit
Zentrum Z. Bezeichnen wir die Perspektivitdt von 4 4, auf die da-
von verschiedene Gerade A4 4, zum Zentrum {S')Z:-.-‘,{/l,,\, nE ?5,\, mit <
so ist (V[ AAn) O AA, = A4, eine Perspektivitéit9 mit A, A, B =%
also gleich T e Da }r/A,,ﬁnﬂTaz fn’ gilt, folgt schlieBlich
/‘éﬁ‘_}"’: %hfﬂ:/’én?&o\'&j} = 'Km jn;(jnj" ’Km &,

Aus /{/o.;,‘({-’-'/%jﬁ(. (7=%.., 7/  ergibt sich fo= fa , da die
Konstruktion von Xx  aus Jé,'fx gemdf Def.1.4.2 eindeutig ist und
nach den Gesetzen einer linearen Abbildung erfolgt.

A A
Der Ausnahmepunkt{z}=A, Ay P.7 ¢#, ist durch die Angabe ein-

deutig bestimmt. b

Da die Kollineation X bei einer beliebigen Permuation der
2iffern 2,3,...,n-1 ungedndert bleibt, erhdlt man nach Satz 1.4:.5
das gleiche axonometrische Bild, wenn man einen Koordinatenweg
verwendet, der aus (1) durch Anwendung einer solchen Permutation
entsteht,

Unter Benlitzung von Satz 1.4.5 kann die Axonometrie auch fiir
Punkte von « definiert werden, indem wir jeden Punkt X von« als
Schnittpunkt von zwei nicht in «/ liegenden Geraden auffassen;
insbesondere gilt dann 73'01—77’," (7=1..,0 Gilt speziell %, =)’ ,
so ist wWo =, , also w projizierend und daher Zew ; dann

9

Nach I,144 gilt: sSind 4.,,d, 4, drei verschiedene kopunktale Geraden
und & ;d, >332, N 3 »I3 Perspektivit&dten, so ist o), 0, ; 3,-> I3
eine Perspektivitét. :
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ist das axonometrische Bild Ya eines Punktes Xew bereits als
Schnittpunkt der Bildgeraden g« einer Geraden ¢ ¢ durch X mit
der Hyperebene «,’ von 7’ festgelegt. Fir %, 'cw,’ gilt o= &,
und das axonometrische Bild von JNe«w wird erst durch die Bilder
von zwei Geraden durch X fixiert.

Im Falle reeller projektiver R&dume 77 und T’ kann nach 1.4.4
auf die Vorgabe des Ktirperisomorphismus‘ A verzichtet werden. Die
Koordinatenpunkte J’éj lassen sich dann mit Hilfe von Mefskalen
fir A,A; und AJ’A.' (4=7,...,») in die axonometrische Grundfigur
tibertragen, sodaB8 auf die Verwendung der Perspektivitéiten}; und 5:;)
verzichtet werden kann.

1.4.7 Spricht man «) als Fernhyperebene von /[ an, so ist o(z:a’/‘éf};—fm
eine durch Def.1.4.2 festgelegte Axonometrie aus dem affinen
Raum ﬁ= 77\w in den projektiven Raum 77’, und & ist gem#dB Satz 1.3.7
bis auf eine Kollineation eine Zentralprojektion oder eine Parallel-
projektion, je nachdem %, 4w, oder B, €w,’ gilt; im zweiten
Fall gibt woa=wy C&/ die Fluchthyperebene ab. Ist auch in 777/
eine Fernhyperebene a)’ ausgezeichnet und fast manq{ als Abbildung
aus dem affinen Raum 7T in den affinen Raum 7T'= 7T/ \w’ auf, so ist
das Bild unter « nach Satz 1.3.7'__1m ersten Fall affin zu
einem ZentralriB in einer Hyperebene &, von 7 mit @/)M: (o) A
und im zweiten Fall genau dann affin zu einem ParalleiriB, wenn a),,{.-_'((/

/

gilt.

1.5 Lineare Abbildungen aus euklidischen Rdumen

1.5.1 sei T= (¥, ein reeller projektiver Raum mit 2£ dim[<oo .
Wir geben in einer Hyperebene a)cc/ﬁ von /| eine elliptische

Pcplarit'a’.t1 r+ vor; die zugeordnete Dualitdt 7+ weist jedem Punkt A s«

eine Hyperebene . 7 des projektiven Raumes 7 /«) so zu, daB

aus X‘.é/fu stets [, ¢ Yﬁl folgt und niemals A ed Tt gilt.

Dadurch wird im affinen Raum 77' T \w = /32/0}// eine Orthogonalit&ts-

1

Eine Polaritdt m ist nach I,163 eine Abblldung von §§7 auf 6? und be-
stimmt als Korrelation (I, 164) eine Dualitdt 7 :wl=w? mit F=7 A7
(I,160). Fir Xw=X* gllt{)(}rrxaz\,,. und ﬁrrz Q&X, . Jeder Punkt von{X}7
heiBt zu X konjugiert. Ist kein Punkt in selbstkonjuglert, so

heiBt 7 eine elliptische Polarit&dt. In einer elliptischen Polaritit
sind polare Unterrdume %, und #,7 stets komplementir (I,160 und I,190).

Wir schreiben i.f.X7 anstelle {X}7# , Wwas zZwarFn.4 in 1.1.2
widerspricht, aber zu keinen MiBverstdndnissen fiihren kann.

Da R nur den trivialen Automorphismus gestattet, ist jede Polaritit
eines reellen projektiven Raumes projektiv (II,47).
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struktur definiert2 Zweil Geraden q,/; = q, heiBen orthogonale
Geraden (g_Lh) , wenn ihre Fernpunkte 57;,//“, in 7* konjugiert sind,
also H.e& 71+ und daher auch & e /4 77+ gilt. Alle zu einer
Geraden 9" e (/j mit dem Fernpunkt &, orthclgonalen Geraden sind
parallel zu einer Hyperebene « =&\(asw)von T mit & 7% ane .
Fir dim /=2 ist 7* (= #! wegen dim T/w)=1 und Fn.1) eine elliptische
involutorische Projektivitdt. Ein reeller affiner Raum 7°T= T\w mit
2<dimTT<c , der eine solche Orthogonalitétsstruktur besitzt heiBt

ein euklidischer Raum und 7% seine absolute Polaritit (fiir dim 7=.2

auch absolute Involution).

Jeder mindestens zweldlmensn.onale affine Unterraum % f \ (& nw/
eines euklidischen Raumes 7 M« ist die Punktmenge eines euklidischen
Raumes, dessen absolute Polarltag die stets elliptische Spurpolar:.tat3
von ' im Fernraum %« von K, ist; fir dim T(Hrnw/=7 , also
dim JT(#,)=4 , ist diese Spurpolarit#t die elliptische involutorische
Projektivitdt der in 7+ konjugierten Punkte auf der Geraden 5@44«/ .

=4

2 o

Eine Affinitit A : X =&’ eines euklidischen Raumes /] auf einen
euklidischen Raum ﬂc" heiBt eine Ahnlichkeit, wenn sie stets
orthogonalel Geraden in orthogonale Geraden abbildet. Ist 4: $7—-=> ;Wz/ :;':;"uw’
die projektive Fortsetzung von 4 und 7 * bzw. 74’ die absolute
Polaritit von T bazw. T’ , so ist eine Khnlichkeit durch w#=«'
und A a7+ = K 7t fir alle X, ew, also («/w)f*=7*(x/e].
gekennzeichnet (II,127). Dann gilt: Je 2zwei euklidische R&ume gleicher
Dimension sind &hnlich (II,143); insbesondere ist jede euklidische
Ebene bzw. jeder dreldlmensz.onale euklidische Raum dhnlich zur
Anschauungsebene ]Z,E bzw. zum Anschauungsraum H—AR_ (11,151 und II,212).

Ist 7 eine hyperbolische Polaritéit4eines reellen projektiven
Raum // mit 2 <dimT<eo , So heift die Menge der selbstkonjugierten
Punkte Xé% eine Quadrik @ (fiir dim 7 = 2 ein Kegelschnitt), und

X7 eg, heigt fiir /{/Gé die Tangéntialhyperebene (fliir dim 7=2
die Tangente) von é in X; die Polaritdt # ist dann das Polarsystem

2In II,122 werden Orthogonalitdtsstruktumaxiomatisch eingefiihrt.

3Ist 7T eine Polaritdt in einem projekt:.ven Raum / und #, ein

mindestens eindimensionaler, ' . zu seinem Polarraumf,# windschie-
fer Unterraum von T, so ist die Abbildung 7, , die jedem Punkt X
von &, den Schnitt X7 der Polarhyperebene X# von X mit #, ,
also eine Hyperebene von 77/}&/ zuordnet, die Dualitdt einer Polaritidt
in T(#y und m : ¥ +(¥)* heiBt Spurpolaritdt von 7 in 7/#,) ; mit 7
ist auch 7, elliptisch (I,165 und I,189).

Das bedeutet, daB in 7 ein selbstkonjugierter Punkt und ein nicht
selbstkonjugierter Punkt existiert.

4
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von é . Ist A 3?¢§f?'eine Kollineation eines reellen projektiven
Raumes /] auf einen reellen projektiven Raum 7/ und 7 in /T eine
hyperbolische Polaritdt, also das Polarsystem einer Quadrik 3-5 bzw.
eine elliptische Polaritét, so bestimmt <%« in 7 /eine hyperbolische
Polaritdt, und zwar das Polarsystem der Quadrik é}c ' bzw. eine
elliptische Polarit#dt (I,198). Die Polaritatn"mitﬁ,x:m in 7’ heist
das Bild der Polaritdt 77 unter 4 . Eine Affinit#t «: ?\7-*?2’ eines
euklidischen Raumes 7]' auf einen euklidischen Raum F’ mit der
projektiven Fortsetzung j(r;ﬂ» ?5(’ ist also genaou dann eine
Zhnlichkeit, wenn die absolute Polaritit 7+’ von 7’ das Bild

unter & /@ der absoluten Polarit#t 7+ wvon I abgibt, alsomx»)*™gilt.

In jeder Hyperebene wc §§Z , die keine Tangentialhyperebene einer
Quadrik é ist, besitzt die @ festlegende hyperbolische Polaritdt 7
eine Spurpolaritit 7, , wobei 7, jedem Punkt Xe« die Spur X7«
der Polarhyperebene von X in « , also eine gewisse Hyperebene von Tiew /
zuweist; ip T, sind genau die Punkte @/)cd selb,stkonjugierts(I,166) .

Ist « die Fernhyperebene des reellen affinen Raumes ﬁ= M \ew
und % eine Quadrik in 7/ mit elliptischer Spurpolarltat 7o in
der Fernhyperebened(Fernspurpolaritét), so gilt <_'£ % und § heiBt
ein Ellipsoid (flir dim 7T =2 eine Elllpse))-der Punkt Mé¢ /@? mit /":'YT’“-’
heiBt der Mittelpunkt der Polaritit 7 und des Ellipsoids & . Ist 7
ein euklidischer Raum, so heiit ein Ellipsoid eine Sphéire...(z (fir
dim /= Z ein Kreis), wenn ihre Fernspurpolarit&dt mit der absoluten

Polaritdt tibereinstimmt (II,129).

Eine Affinitdt A '?7—»?)?’  eines euklidischen Raumes 7 auf
einen euklidischen Raum?T ist genau dann eine Ahnllchkelt, wenn sie
eine (und dann jede) Sphédre in 7T auf eine Sphdre von 77 abbildet
(I1,131).

Ist ﬁ': T\« ein reeller affiner Raum mit dim 722  und 7T eine
elliptische Polaritdt in J] , so existiert ein Ellipsoid §c$? so,
dag8 7 das Produkt des Polarsystems von SE nmit der Spiegelung am
Mittelpunkt6 von C_g ist (Antipolarsystem des Ellipsoids $ ) (I1,96).

S‘f‘t‘.ir dim [=2 1st w eine Gerade und T, (= flo)die involutorische Pro-

jektivitdt in m konjugierter Punkte auf dieser Geraden. Die in 7,
selbstkonjugierten Punkte sind die Fixpunkte dieser Projektivitit

und fallen in die Schnittpunkte der Geraden «w mit dem durch 7 be-
stimmten Kegelschnitt ¢ . 3

6D:a.e pro;ektlve Fortsetzung ¢ der Spiegelung 0“ an einem Punkt e X
ist eine harmonische (Z, w) - omologie, d.h. die Achse von ¢ f&llt
in die Fernhyperebene «w und flir alle Punkte Xe &\{7} gilt H (X XozZ @)
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1.5.2 Mit Hilfe einer festen Sphé&re _d eines euklidischen Raumes 7/—,
die Eichsph&dre heiBt, kann ein Abstand definiert werden. Das

ist eine Abbildung, die 3ederStrecke , also jedem Punktepaar (X Yle @xgv/

eine nicht negative reelle Zahl XY XY /R zuweist und folgende

Forderungen erfwtillt7 L

(D1) 1Ist € eine Translation, so gilt stets XY= M Yr.

(D2) 1Ist O der Mittelpunkt der Eichsphire, Xe }7;?\{0*) U der Fern-
punkt der Geraden OX und £ € 0X12-/J, , so ist OX:=[DV(X,E,0 )| »

(D3) Oo0=0elR.

Jeder Durchmesser (X schneidet _Q-g in zwei Punkten E und E
(II,5%), wobei DV(XE,0,U)=-DV(KEQUlgilt (1I,92). Fiir die Punkte E
von -ﬁo gilt OE=1. Wir nennen XY auch die Linge der Strecke (X,Y).

Eine Ahnlichkeit, die den Abstand von zwei verschiedenen Punkten
(und dann den Abstand von je zwei Punkten, II,146) erhdlt, heiBt
eine Kongruenz. Eine Sphdre ist die Menge aller Punkte, die von
einem Punkt festen positiven Abstand besitzen (II,1°36) . Jede

&
orthogonale Symmetrie  an einer Hyperebene c?, von /I istaeine

Kongruenz; ebenso ist die Spiegelung an einem Punkt Zé€ }Z eine
o
Kongruenz von /| .

Sind X,Y,Z efﬁo verschiedene kollineare Punkte eines euklidischen
Raumes und U der Fernpunkt von XY, so heiBt DV (X, VI, U/s:TV(X YV Z/
das Teilverhdltnis der Punkte X,Y,Z2 (II,109) und es gilt IT\/(KY,Z’ /F_Z: vz
(11,138) und TV (X, ‘,/,Z) < 0 genau dann, wenn Z zwischen X und Y
liegt (II,113). Gemd8 (D2) ist OX= [TV (¥£0)| .

Fiir die konstruktive Behandlung ist folgende Aussage wichtig:

Satz 1.5.1: Kennt man in einem euklidischen Raum eine Strecke (O,E)

der Linge OE=1, so ist die Liénge jeder Strecke (X,Y) be-
stimmt. '

Beweis. Fiir X=Y ist X¥y=0e /& .

Ist X+Y und XY /J/OE mit XY + OE, so existiert eine Translation 7

[~ ——— " — !

mit Xw0, welche Y=Yt ¢ OE leistet. Dann ist XY=OVe= [TV (Y1, E, 0}/
nach (D1) und (D2). Fiir XY=OE schalten wir eine Translation 77 davor,

7Anstelle der Distanz gemdB II,135 kann in einem euklidischen Raum

der Abstand (II,136) definiert werden, da /K ein euklidischer K&rper
ist.

8D1e pro:;ektlve Fortsetzungéder orthogonalen Symmetrie 0 an einer
Hyperebene 4= a\(a,, w) ist eine harmonische (7 « ) -Homologie, wo-
bei Ze«w und Z#t= on @ gilt. Fur AG}?\A ist dann A% X und
AM=MAG mit {M]= AA?na :
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die Yo M7, ¢ 0:2 leistet. y

Fiir X;’,)f( OE . existiert eine
Translation 77 mit X0, YrYr €0E
(fir ¥=0 1ist ‘Z“s/dg ) und X
)7&7 =O¥r Auf der Ferngeraden «
der Ebene &, = OE v { Yo} 0
gibt es genau zwei Punkte 4 W%,

die einerseits zu den Fernpunkten &, und 4, von g=Ofund A= O Y%~
harmonisch und andererseits konjugierte Punkte von 774 auf <« , also
Fernpunkte orthogonaler Geraden sind’. Die harmonische ., N Miomologie ¢
in T (#) definiert eine orthogonale Symmetrie & an der Geraden &//
der euklidischen Ebene mit der Punktmenge _@_\u , welche Ow= O und
\/Tl-py"‘g'éOElelstet. Damit gilt XY= OYe = OYeé = IDV(YTJ,E,O G ) (= 1TV Yxs, E,0)]

, D
1.5.3 Eine Parallelprojektion y : ¢7«—wﬂ mit dem Zentrum Zc«
und & & definiert nach 1.2.6 eine globale Abbildung _
des affinen Raumes 7 =7\« auf den affinen Unterraum ? 37 \ u{m,,
wobei ,,,,' %/)w in Mw) zu 2 komplementdr liegt. Ist v

ein euklldlscher Raum mit der absoluten Polari.téa‘.t 7+ , so sind zwei
Typen von Parallelprojektionen zu unterscheiden.

Def.1.5.1: Ist 4 ?Q—vy eine Parallelprojektion eines euklidischen

Raumes 7T=7' 7T \w und gilt fiir das Zentrum >cw spe21ell10

27'}-‘__ ﬁ,‘%so heist 77/ eine Normalprojektion, und sonst eine Schridg-

projektion.

Das Bild einer Punktmenge unter einer Normalprojektion bzw. einer
Schrdgprojektion heift ihr NormalriB8 bzw. Schrédgrif. Die Identitit
ist wegen #c«w und e#* =w afs ‘Normalprojektion anzusprechen.

Nach 1.3.6 1st eine lineare Abbildung zy g@—w ’ aus einem
affinen Raum 7]’— T\« in einen affinen Raum T’'= T’\w'’ , bei der

die gemdB8 Def.1.3.2 zugehSrige lineare Abbildung ¢: ;Q.,,;Q/ eine
Ausnahmemenge > ¢ (0 besitzt, global auf eﬁ und flir zusdtzlich a)(y:g@"
surjektiv auf 32) .

obie Punkte Wu,//u'ew sind die Fernpunkte der beiden Winkelsymmetralen

von ¢ und /; (#,1490) . Ihre elndeutige Existenz folgt aus den beiden Aus-
sagen: Sind ¢ und /4 2zwei involutorische Projektivitdten einer Ge-
raden ¢« eines reellen projektiven Raumes, von denen mindestens eine
elliptisch ist, so existiert genau ein Paar verschiedener Punkte, die
in « und /4 einander wechselseitig zugeordnet sind (II,55); alle
Paare verschiedener Punkte von ¢« , die zu zwei verschiedenen Punkten
W,., WX von u harmonisch sind, liegen in einer hyperbolischen involutori-
schen Projektivitdt mit den Fixpunkten 4/ und 4 *(/,52).

10Nach 1.5.1 sind in 774 polare Unterriume von 77'ﬁu/ stets komplementé&r.
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Dann gilt in Verschd@rfung von Satz 1.3.7:

satz 1.5.2: Jede globale surjektive lineare Abbildung ¢ : F— &

. eines euklidischen Raumes T auf einen reellen affinen
Raum /[’ ist das Produkt einer Normalprojektion und einer Affinitit.

—

Beweis. Da der Fernraum ¢, des Bildraumes 5@ einer Projektion 7V=<?"’%
mit ¢=<+4  flr weg=w' nach 1.2.6 in T/ beliebig komplementir

zu Z cw angenommen werden darf und x dann stets eine Affinitédt

K §§7 »zng bestimmt, kdnnen wir fw-— - wihlen. O

1.5.4 Sind T=T\«w  und [T /= T’\w’ euklidische Riume mit der
absoluten Polaritit 7t bzw. 7L’ s SO ist eine lineare
Abbildung ¢ : R~ ¥ ’ mit einem Ausnahmeraum = und 2 ¢ w

nach Satz 1. 3 7 das Produkt einer Zentralprogektlon ¥ 517—», auf
ej.nen zu 2 komplementiren Unterraum ? ¢ @ mit 32« § =0’ flr
1w =:Fu und einer Affinitdt £: 47\ ;gw g’\w’' . Nach 1.3.6
ist &M eine Hyperebene eines zu Z~n w in 7 /«) komplementdren
Unter:'raumes, der in (w's ’//? «w liegt, und flir 2w =& die
Hyperebege (w/Cf" )/)ﬂi-/ von [ () «asf. Als Unterraum des euklidischen .
Raumes /[ stellt 7’{7: = v-‘ \ ?249 fﬁ die Punktmenge eines euklidischen

Raumes dar, dessen absolute Polaritdt nach 1.5.1 die Spurpolarltat ,,M’
“von 7~ im Fernraum ?«. von 7’»’7; ist. Die Affinit#t &« ist nach 1.5.1
genau dann eine Ahnllchkelt, wenn fiir ihre projektive Fortsetzung 4 o’ -r*c‘c"’
gilt [x|d. )A" (JC/JZ%) . Da J(}& ff/;a&,u wegen %/J/M*/d-

ist, folgt 4= /cf ;I,c ’17’}:0 (af,;f{); dies bedeutet, das 7%  dann das

Bild unter L(IQZ,‘,, von i ist.

Im Falle eines Ausnahmeraumes 2 mit Zcw ist nach 1.3.6
der lineare RiB,und zwar bei beliebiger Wahl des Bildraumes 5?; der
Projektion ¢ in 7f komplementé'.r Z +, affin zu einem Parallelris
genau dann, wenn W=« gilt. Diese Affinitdt ist genau dann eine
Khnlichkeit, wenn 7+’ das Bild unter ‘FW% der Spurpolaritdt ‘7;;
von 71+ im Fernraum %‘o o(,,/nu ist. Existiert ein solcher zu 2
in T (w) komplementéren Fernraum ;74% , so kann in J jeder zu =
komplementdre Unterraum durch %‘L als Bildraum einer Parallelpro-
jektion ¥ verwendet werden.

Satz 1.5.3: Eine durch y: Eigz—w%’”best:.mmte lineare Abbildung 4,3

aus einem euklidischen Raum 77 T\« mit der absoluten
Polaritdt 7¢ in einen euklidischen Raum 77'=7/'7 @’ mit der absoluten
Polaritdt 7, bei der der Ausnahmeraum 2 nicht in @ liegt,
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kann genau dann als Produkt einer Zentralprojektion und e‘_iner
Ahnlichkeit dargestellt werden, wenn 7* das Bild unter ¢/#,.der Spur-
polaritdt T.- wvon T* in einer Hyperebene ﬁu. eines zu ZH«w
komplement&dren Unterraumes in wcf’mw ist. Fir Zcw ist

der lineare RiB8 genau dann &hnlich 2u einem Parallelrif, wenn w‘f=“))
gilt und ein zu 2 in 7 /w) komplementdrer Unterraum &wcld so
ex:.stlert, dag ¥ das Bild unter (f/??,u_ der Spurpolaritét 7rm von T+

in ¢, ist.

Wir werden in 1.5.5 fiir den Fall der Zentralprojektion mit ein-
punktigem Ausnahmeraum Z ¢«  ein Kriterium dafir gewinnen, wann
ein in Satz 1.5.3 beschriebener Fernraum —;» existiert und in 1.5.6
zeigen, daB im Falle einer Parallelprojektion flir n=3 stets ein
Unterraum _;wC‘U mit der in Satz 1.5.3 angegebenen Eigenschaft

existiert.

1.5.5 Fir 24« und Znw=& ist Z einpunktig,und nach 1.3.6

muB der Bildraum_ ?74 der Zentralprojektion f’?—-’ﬂ mit =L
die Bedingung @7/7&0: : 57 = [a)’cff)/ﬂd erfiillen, damit 4 eine Affinitét
bestimmt. Wir setzen dim 7 =3 voraus. Da 5’57, eine Hyperebene von 7/ _
ist, definiert - ﬁ—v , nach 1.2.2 die. Perspektivitit ¢ /w :«w-= %,
und (#*)*""hit_(ﬁ?{)"’"ﬁ (#lw)? 74 (¢tw) ist in T’  das Bild der absoluten
Polaritit 7* wunter der Kollineation ¥/« . Nach 1.5.1 stimmt die
elliptische Polaritit 74 ™ in 7/&,) mit dem Antipolarsystem eines
Ellipsoids in [T /# ) iberein. Die Kollineation 4: # =&’ liefert in T’ )
die elliptische Polaritdt (r+)¢™ mit (F+)7*= K P% e (gl )T 74 (gl ),
die das Antipolarsystem eines Ellipsoids in T’ ist und das Bild
von 7+ unter der Kollineation @jw : w‘v}&/ darstellt. Dann gilt:

Satz 1.5.4: Das Bild (77"):1‘0 der absoluten Polarit#t eines euklidi-

schen Raumes 7T =7\« mit dim 7 = 3 unter einer
Zentralprojektion -70" @’Z 574 auf eine Hyperebene Z-(Z ¢ w ist das
Antipolarsystem elner Sphdre in 7'(;@) Ein llnearer Rif aus einem
euklidischen Raum 71— auf einen euklidischen Raum 7T mit ein-
punktigem Ausnahmeraum 2 ¢ w ist genau dann &hnlich zu einem
Zentralri8, wenn das Bild (7*)”™” der absoluten Polaritdt 7 in 7T
unter (¢lwdas Antipolarsystem einer Sphire in To(’ ist.
11

Fir 2 ¢ « und Zhw =+ ist die Bildmenge jeder Hyperebene von 7/,
die T nicht enthdlt, gleich &/, wie aus 1.2.6 folgt, so daB kein
"‘brauchbares”Bild von 7+ unter «¢lw existiert. Gleiches gilt fiir o+Zcx,
da dann nach 1.3.6 jede Hyperebene von 7T/w/, die Z nicht enthilt,
auf die feste Hyperebene w4 von 7’ abgebildet wird.
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Beweis. (a) Wegen + (@ = /dg, besteht X7%n Bl f\'ir_'{/f O
nur aus Fixpunkten von ¥ . Damit ist im Fernraum @m die
Spurpolaritét 67‘)’:’: von (74" gleich der Spurpolaritit 7%,

von T+ , wobei 74. dJ.e absolute Polaritdt des euklidischen Raumes
mit der Punktmenge ? \ %,, abgibt.

(b) Das Antipolarsystem/7*)"“eines Ellipsoids in 7’ besitzt

) eine Spurpolaritit, welche das

in -der Fernhyperebene «
Bild unter q!%,,,der Spurpolaritdt 7, von ¢ in 7 (#.) ist. Nach
Satz 1.5.3 muB diese mit 7+’ i{ibereinstimmen, damit der lineare

Rif dhnlich zu einem Zentralrin ist. O

1.5.6 Nach 1.5. .3 ist elne globale, surjektive lineare Abblldungcf eines
affinen Raumes T=T\@ auf einen affinen Raum 7 =7'\@’ so be-

schaffen, dag die zugehdrige Abbildung g }37—’;3? eine Ausnahmemenge 2 cc«
besitzt und w<f—=éd) gilt.

Satz 1.5.5: Ist 7 eine globale, surjektive lineare Abblldung eines
dreidimensionalen euklidischen Raumes 7f-— T\« auf
eine euklidische Ebene 7f’= T’\ ¢, so kann cf stets als Produkt
einer Parallelprojektion und einer Xhnlichkeit dargestellt werden.
Diese Parallelprojektion ist dabei eine Schrédgprojektion bzw. eine
Normalprojektion, je nachdem ihre Bildebene aus zwei Parallelbilischeln

bzw. aus einem Parallelbiischel gewdhlt werden kann (Satz von POHLKE12)

Beweis. (1) Auf Grund der Voraussetzungen besitzt ¢ é57-1> 67} einen
einpunktigen Ausnahmeraum 2= =: {Z,:Zf w und es gilt wf"‘—*——‘;'
Ist & {=F}c¥ eine in 7/« ! zum Punkt Z komplementire Gerade,

so kann die Bildebene ‘7@ ¢ & ~der Projektion ¥ mit ¢=y¥+% durch ¢«
gewdhlt werden und %, bestimmt wegen 605»%6‘—) nach 1.3.6 stets

eine Affinitdt P ?3 - ;37‘ . Auf u existiert eine involutorische
PrOjekthltat /3 (sSpurpolaritdt 77 ) von in der absoluten Polarit&t 7~
von 7T konjugierten Punkten, und auf der Ferngeraden «’ von 7' ist

die absolute Involution 7* von 7/ gegeben. Nach Satz 1.5.3 ist zu
zeigen: Die Gerade &« <« kann stets so gewdhlt werden, dag 7+’ das
Bild unter Cfcuvon ﬂ ist, also /Cf/bb) /5/<f’x“ J= 74’ gilt; wir nennen
eine solche Ferngerade eine zuldssige Ferngerade.

12Der 1853 von K.POHLKE angegebene Satz bezieht sich auf Axonometrie

aus dem Anschauungsraum, jedoch ist Satz 1.5.5 sein eigentlicher
Inhalt.
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(2) Sei / die involutorische Projektivitdt (Spurpolaritit)
von in 7+. konjugierten Punkten auf w:=Z7r+ cw . Gilt
tlwj” p e ju)=74', SO ist « eine zuldssige Ferngerade; dieser Fall
wird in Beweisteil (6) weiter behandelt.

Gilt (c{/ct)',’/% (c(/u)#—-jr#’ A , SO existiert nach 1.5.2, Fn.9 ein
Paar verschiedener Punkte £, F’e «’ , die sowohl in der involutori-
schen Projektivitdt el (] als auch in 74’ wechselseitig
zugeordnet sind. Wir zeigen zuerst, daB eine zuldssige Ferngerade
notwendig einen der verschiedenen Punkte £,F é4  mit Eg-F) F Eep= 77
enthéilt. Wegen E/*L—F und Fea= Z7L gilt Frt=ZF.

(3) Enthilt eine 2zuldssige Ferngerade U den Punkt E nicht,

so schneidet sie Z£=(£%%"]c (2}

in einem Punkt E #E,Zund ihr Schnitt-
punkt F mit ZF= (F¢')u {Z{ ‘

muB8 zu E in 7* konjugiert sein, also o F
F-F 5 gelten. Aus ;7 £, El CTE'
kolllnear folgt {Zfriujf LZF Ent ] T‘\
kopunktal, also ZFnuw={Flc Ea* ‘(,_\\FI

und £ 7*+7ZF  wegen E#E;
~dann ist aber notwendig F=F.

(4) Wir setzen etwa £ i voraus. Dann haben die beiden in-
volutorischen Projektivitdten ‘¢< 3’7(@?/@} und 7’ auf «
das Punktepaar £ F’ gemeinsam. Besitzen sie noch ein weiteres ge- A
meinsames Punktepaar A5 , SO sind sie identisch (I,52).

2

Sei y) X't mit X% E’F’und X/\/ég-_(. mit )(97— Y: Y‘P 7 . Fur

~

x:=ZX= (X" lund y:;=Z Ve (YN LI gilt x7mhecw =77 | stimmt IYfe=
=ynumit X7 dberein, so gllt X7' = fir {Xw‘*X/’w, also )/:/\’/’ ;

in diesem Fall haben fow;” 4/ ! und 7<’ die beiden Punktepaare

(F)F'Jund (X V'/ gemeinsam, was der Voraussetzung widerspricht,. daB u

keine zul&ssige Ferngerade ist.

Wir wollen die zulissigen Ferngeraden u aus dem Geradenbiischel %
in ¢« als Fixgeraden einer involutorischen Projektivitdt festlegeh.
Dazu lassen wir X in x variieren; die Gerade X?’r geht dann stets
durch x7¢«und schneidet y wegen x7*4y in einem Punkt{)’,} txyn XA%

Dann ist E X~ ZY  eine Projektivitit Vo in «’%/.: . Fir EZ ¢ u;_
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gilt (EZ)p -EY=EX , fir EXe (] folgt (£X))=FZ. Damit gibt es
zwel verschiedene Geraden von 0(,}’5 » die in }* wechselseitig zugé-
ordnet sind, so daB8 }: involutorisch ist (I,52). Eine Gerade u von %

ist genau dann zuldssige Ferngerade , wenn Y~ X/f' , also Y=Y,
gilt, was die Fixgeraden von ng kennzeichnet.

(5) Wir zeigen, daB8 eine dieser beiden involutorischen Pro-
jektivitdten )< fr=fund j:(f=Clelliptisch und die
andere hyperbolisch ist.
Auf x liegen die Punkte Z X, X, X,, X, mt {¥ }:<EX) v, gr/Ef.-.ﬁ-‘)?)J}) ¥; nach dem
Multiplikationssatz fiir Doppelverhdltnisse (II,33) gilt
(1) DV (X, X, XZ)=DV(X X, X, Z)-DV(X X, X Z)

Da 7''elliptisch ist gilt DV(F) L) X)Y')<0und damit DV(F 5K Y <,

da imReellen nach 1.4.4 jede Kollineation doppelverhdltnistreu ist.
Projizieren wir F, £, X,Y aus ¥, auf x , so folgt DV, K, X Z) <2,
also gn V(X 1, Z) <= qn DV(X, )\Z X,Z) nach (1). Da ()ZZ)und (%z) von

in J, zugeordneten Geraden und (¥, %), (xZ)von in V= zugeordneten

Geraden auf x ausgeschnitten werden, ist genau eine dieser involutorische:

Projektivitédten hyperbolisch. Ihre beiden Fixgeraden sind die

13Nach 11,62 ist in einem reellen projektiven Raum eine involutorische
Projektivitdt genau dann elliptisch, wenn zwel verschiedene Paare von
Nichtfixelementen existieren, die einander trennen. Nach II,8.5 ist das
Trennen von zwei Paaren invariant gegen Perspektivitdten; vier ver-
schiedene Punkte A,B,C,D einer Geraden eines reellen projektiven
Raumes bilden genau dann trennende Paare (A,B) und (C,D), wenn
PV(4,8,¢0) <«  gilt.,
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einzigen zuldssigen Ferngeraden & ; da diese von « =27 verschieden
sind, ist die Parallelprojektion auf eine Ebene durch u stets eine
Schrédgprojektion.

(6) Ist dagegen (v [« /5 (¢]e)= , also u=Z7* eine zu-
ldssige Ferngerade, so ist die Parallelprojektion auf
eine Ebene durch u eine Normalprojektion. Dann gibt es keine weitere
zuldssige Ferngerade u. Nach (3) miiBte n&mlich eine solche von je
zwei in ﬂ zugeordneten Punkten von « mindestens einen enthalten,
was u=u nach sich zieht. O

1.5.7 Wir zeigen, daB fiir n»> 4 kein Analogon zu Satz 1.5.5 existiert.
Sei T=TMT\w ein euklidischer Raum mit dim 7 =4 und der

absoluten Polaritidt ! . Die globale, surjektive lineare Ab-

bildung 7? =$7-’§57) auf einen dreidimensionalen reellen affinen ;

Raum ﬁ”= M \w' nhat den Ausnahmepunkt Z€4 und es gilt wcf’zcc” .

Fiir den zu 2 in J(w/ bezliglich v* polaren zweidimensionalen

Unterraum Z#*=:J, <w ist dann J ¢-«’ . Sei m |

Spurpolaritdt von 7* in [(5 ) und /3 die involutorische Pro-

die

jektivitdt in 7* konjugierter Punkte auf einer Geraden wc J,. .
Dann ist ﬂ = (he)” ﬂ[q/u) eine elliptische involutorische Pro-
jektivit4t der Geraden «=«¢c«’ | Die in T+ zu « polare Gerade
li:=uftcw geht wegen «c¢ Z durch Z und schneidet die Hyper-
ebene J, von T{w) in einem Punkt (&« ; fir Fe«, F:aE/iéa,

ist {E,F,Uf ein Poldreieck von T3 . ‘

Ist (ew’\'mit '+ (/77 , so wird durch das Dreieck j]Fifq,FiFe}
als Poldreleck der elliptischen involutorischen Pro:;ektlvn.tat/ auf
we B F’ldie - leistet, und einer beliebigen elliptischen Pro-
jektivitit auf EV mit E'r=¢/’ in der Fernebene w’ von 77’ eine
elliptische Polaritdt w’ definiert14. Wir zeigen, daB die gegebene
Abbildung Lf ’ aufgefaBt als Abbildung aus dem vierdimensionalen
euklidischen Raum 77' auf den dreidimensionalen euklidischen Raum 7T)
mit der absoluten Polaritdtm’ nicht als Produkt einer Parallel-
projektion und einer Ahnlichkeit dargestellt werden kann.

Im anderen Fall existiert eine zu 2z in /T (w) komplementdre Ebene 47, <l
mit Z%%L so, daB das Bild unter l(/%;., der Spurpolarltath.,u, von T
in T[#.) mit 7’ tbereinstimmt.yach Konstruktion ist Pu + . und Z, cw
14

Eine Polarit&dt 7+ in einem reellen projektiven Raum 7]— mit dim T3>

ist durch eine Polbasis {%,R,...,P»} (d.h.BR={Blv..v{,]viG, }v- v{ﬂw,/,g ")
und die n :anolutorlschen Projektivité&ten A, konjuglerter Punkte .
auf L% mit B4, =% (3=1,..,n) eindeutig festgelegt (I,177),und =
ist genau dann e liptlsch, wenn die Projektivit&dten /4 alle
elliptisch sind (II,54).
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i i 73 i ie i i Pro-
schneidet 7, in einer Geraden «, und fiir die involutorische

jektivitdat /5' von in 7t konjugierten Punkten auf & g:th notwendig

.
Sy=Uyp

)y Was @< 1 IIv{s}viF}, also «=& nach sicr

- J -7
(gl )" (¢ 1@ )=/4= "B ls _ omag
zieht.ﬂD{czfr Po{ von ¢ ¢ % in 7, liegt im Schnittpunkt S von u mit #. ;

aus .S'zf=U¢f= u-?ri‘w ¥, U= u'#? und Uf»f + ! folgt der Widerspruch
(ol 1L (el B)# 7

Nach 1.5.1 sind je zweil dreidimensionale euklidische R& :
Die Zusammensetzung der eben diskutierten linearen Abbildung ¢4 und
auf einen gegebenen dreidimensionalen euklidi-
kann sicher nicht als

ume &dhnlich.

der XZhnlichkeit von T’

. .e 3
schen Raum mit einer absoluten Polaritdt 4

Produkt einer parallelprojektion und einer Ahnlichkeit dargestellt

werden. Fir dim [ > 4 wird zuerst ein vierdimensionaler Unterraum be-
trachtet, der die Fernhyperebene < von T in einem dreidimensionalen
Unterraum durch Z ¢« schneidet; fiir diesen kann obige Diskussion durchge-

fiihrt werden.

Ohne Beweis sei angefiihrt, daB fiir n> 4 der Satz von POHLKE gilt,
wenn die Dimension des Ausnahmeraumes ausreichend grof ist.

L

1.5.8 Fiir eine Axonometrie aus einem affinen Raum // ist es nach
1.4.6 zweckmdBig, die Fernhyperebene als Bestandteil der zu-

grundegelegten Fundamentalfigur zu verwenden. Filir einen euklidischen

Raum bietet sich zus&tzlich die Verwendung einer speziellen Basis

an, ndmlich einer kartesischen Basis ¢ - [/Jo; Au ) /’njl . Bei einer

solchen sind die n Geraden ,4:/15 (j=1,4,...,n) paarweise orthogonal
und alle Punkte A4; liegen auf einer Sphire zum Mittelpunkt A4, (#,743) ;
nach 1.5.2 bedeutet das A.A; = A A, (/, e f4,.., h}} Unter Verwendung

von Def.1.4.1 formulieren wir ‘

Def.1.5.2: Eine axonometrische Grundfigur {A) AdsA9, %), B} eines

reellen (n-1)-dimensionalen projektiven Raumes 77') (n> 3)
heiBt eine kartesische axonometrische Grundfigur, wenn {,49, Ay, An

-

eine kartesische Basis d‘?s euklidischen Raumes 7T° und {’P,f\/-n vZf'af
die Fernhyperebene von // ist. :
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Gilt B¢ IP v P =) « K’ und wird in T’ eine Fernhyperebene w’
ausgezelchnet, so ist das axonometrische Bild bei & ﬁ-’ ;’f' ﬁ \‘0/
nach 1.4.7 affin zu einen ZentralriB in einer Hyperebene % von T
mit ﬁ,aw = (wla” Jaw . Ist auch ﬁ' ein euklidischer Raum mit der
absoluten Polaritdt 7* , so ist das Bild unter P nach Satz 1.5.4
genau dann &hnlich zu einem Zentralrif, wenn das Bild G At der
absoluten Polaritdt 7* unter «w das Antipolarsystem einer Sphire in 77'"
ist. Dann gilt:

Satz 1.5.6: Durch eine kartesische axonometrische Grundfigur mit 3,’ ¢’

ist das Bild (74/® der absoluten Polaritit m* wie
folgt eindeutig mitbestimmt (vgl.Fn.14): Die Punkte %’..,7’  bilden
eine Polbasis von (1*)*” und auf jeder der n-1 Geraden %’%’ (422 ..c,n)
ist die involutorische Projektivitéit ﬂ,{’ in (w*)** xonjugierter

Punkte durch B’ve B’ und ElwA,] wmit fE 1= APAA B P und
H(2!P)Eu  Ai)  bestimmt.
Beweis. Wegen P,’ ¢ w,’ ist wd:ﬁ)_’ der Ausnahmeraum von « ein

Punkt 24« und «Jw :w-=FK’ nach 1.2.6 eine Kollineation.
Da fP, ..., P,}cw eine Polbasis von 7+ ist, stellt {%]..., %’/ eine
Polbasis von (71*)*" dar; damit gilt F)/A’= P (£:2,..,n).

Der Fernpunkt £,  der Geraden €,:= A, 4, (4=2,...,n) , also (G e AA A,
liegt auf E7P; :{?A,fv/-?,/(é ) ew und ist von 75 und % verschieden,
da AD, A, 144 e & nicht kollinear sind. Die Fernspur v w der
zu ¢; orthogonalen Hyperebene ¥, durch A, ist Eé‘crr und der Punkt
(M} = vine von A, bzw. A und Ay verschieden'. Die Gerade Ao M/ <X
ist dann zu 94 orthogonal. Aus A, A, = = A, A, A, und A, M,(,J.A /4/— A folgt
A4M£_-M',‘ A; mit Hilfe des Satzes von
PYTHAGORAS '°. Wegen A A, 1 A4t gilt nach
1.5.2,Fn.8 daher A +=A4 bei der orthogonalen
Symmetrie & an )P und bei der harmonischen (., %) -
Homologie 6 mit &= [%7 dann % =P, ,
also H (%.%.; E4.,%). Der Schnittpunkt von B7%
mit v, ist der zu £z in 7! konjugierte
Punkt A_ e 7”74 .

TSpies folgt aus j4, A, 44} nicht kollinear bzu/ E, +R,%.

16
Ist §{A. A, Mi} ein Dreieck eines euklidischen Raumes und A M LA, /"Q )

so gilt A7 t= L4+~ A Mt (1T, 137), mit 44, = A A, folgt A b, =M 4, .



- 45 =

Nach 1.4.6 gilt E, = E, « . Die Kollineation &/w :«-=K fiihrt
den zu £, in 7+ konjugierten Punkt A, auf B % in den zu £/
in (alw]) ' (xlw) konjugierten Punkt auf %B’%’ iiber und er-

hdlt harmonische Lage. O

1.5.9 Gilt fiir eine axonometrische Grundfigur in 7’ speziell ’H,/é@’cg/’?/
und ist .’ die Fernhyperebene '’ de§ afdfinen Raumes TT'- T’/ \w/',

so ist das Bild unter der Axoonometr}e & ?57"’9'@’ nach 1.4.7 affin

zu einem ParallelriBf. Sind || und T’ euklidische Riume mit dim 7 =3,

so kann & nach Satz 1.5.5 stets als Prodﬁkt einer Parallelprojektion

mit einer Ahnlichkeit dargestellt werden. Das ergibt die {ibliche

Fassung des Satzes von POHLKE:

Satz 1.5.7: Liegen von einer kartesischen axonometrischen Grundfigur
A AL 4,45, B, %" in einer euklidischen Ebene 77’ die

Punkte B2, %’ auf der Ferngeraden von T , so ist e’/L},AJ/’;'/"’sisz

dhnlich zu einem Parallelrif einer kartesischen Basis eines drei-

dimensionalen euklidischen Raumes.

1.6 Lineare Abbildungen aus dreidimensionalen euklidischen R&umen

1.6.1 Eine Lageaufgabe betrifft das Schneiden oder Verbinden von
nichtleeren, echten Unterrdumen eines projektiven Raumes.
wegen P ¥ = ¥  genau fiir %_cﬁ, ist die Frage, ob ein Unterraum
in einem anderen Unterraum enthalten ist, eine Lageaufgabe. In einem
dreidimensionalen projektiven Raum TF(W/({'/’} genligt es, die
folgenden beiden Aufgaben zu beherrschen, um alle Lageaufgaben

18sen zu kdnnen:
(11) Fiir welche Punkte P¢X und Geraden gef gilt! Peg ;
(/'2) Fir welche Geraden g éq und Ebenen déﬁ gilt gcx .,

Dann gilt Pé«, wenn eine Gerade g9¢ ¢ existiert mit P€g und gcx .

Die wesentlichen sechs Lageaufgaben eines dreidimensionalen pro-
jektiven Raumes T x&nnen paarweise dual gegeniibergestellt werden:

1Die Aufgabe (/1) ist durch die Angabe des projektiven Raumes

bereits beantwortet.
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(L1): A,BeP, A # B. Gesucht géq mit g=AB.

(L1*): «,Aef, a4/, Gesucht g 60;( mit g=«n/3 .

(L2): g,helf mit gnh={A} . Gesucht déﬁ mit «=gvh.
(L2*): g,h eq mit gvh=2. Gesucht Ae¢X mit fAf =gnh.
(L3): AeH,gedf ,Adg . Gesucht aeh mit a-{A}lva.
(L3%): ¥ef,qedf, 439 . Gesucht Ae¥ mit {A}-%19,

Die Riickfiihrung auf (/1) und (/2) ist nur fiir (L3) und (L3%)
nicht trivial. Es gilt aber:

Zu (L3): Fir Bég ist A #B und a = {Afvg=ABvg .

zu (L3%): Fl‘ir/:{:q ist ac#ﬂ und {A}va’ﬂ6=fd”ﬂ/”9‘

Die in (L2) und (L2*) formulierten Voraussetzungen werden durch
die aus (/1) und (/2) folgende Schnittbedingung erfaBt: Welche Paare
(g,h) eﬂ(] q bestehen aus schneidenden Geraden.

Zeichnet man in /| eine Fernebene aus, so0 kann die Parallelitdt

[
im affinen Raum J[= T\w auf Lageaufgaben zur Ebene «) zuriickge-

flihrt werden.

1.6.2 Durch die Orthogonalitdtsstruktur eines euklidischen Raumes
7= T\w wird fir Geradenpaare ein Winkel definiert (II,140).
Dies ist eine Abbildung & :{fx (f— [0, % Ic/R mit
(W1) 4&’,5 o firZNé
W2) 24,4 = 77,& fira L b
(W3) dan 46 b= "DVl 47 BuB2) mit 0t be i £ir dyb, 4X &
wobei A, bzw. B« der Fernpunkt von & bzw. b und AX bzw. B.' der jasiis

in 7% konjugierte Punkt auf der Ferngeraden Ae B istz.

-

2

In 7TM stimmt dieser Winkelbegriff mit dem elementargeometrischen
iberein> (II,139). - |

2Da die involutorische Projektivit&dt auf A.B. in 7 konjugierter

Punkte elliptisch ist, gilt DV(Aw,AuIBu, B.') <0 flUr A.+B.=4,"’
nach 1.5.6, Fn.13.

Im Elementarunterricht ist zwischen dem Winkel (genauer WinkelmaB)
zweier Halbgeraden mit gemeinsamem Anfangspunkt und dem Winkel
zweier Geraden, der nur von ihren Fernpunkten abhdngt und auch fiir
windschiefe Geraden erkldrt ist, zu unterscheiden. Der erste wird

zur Beschreibung der Gr&Be einer Drehung verwendet, mit Hilfe der
Linge eines Kreisbogens erklirt und nimmt Werte im Intervall [ge)</K,
nach Auszelchnung eines Drehsinnes sogar in (~oo,0c)=/R an; der:

Winkel zweier Geraden liegt stets im Intervall jfo,74 ].

3
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Jede Frage nach einem Abstand oder Winkel heiBt eine MaBaufgabe.

Dann gilt:

Satz 1.6.1: Jede MaBaufgabe eines dreidimensionalen euklidischen
Raumes J] = T\«w, in dem die absolute Polarit#t 7w+
und eine Strecke (0,E) der Lé&nge OE=1 gegeben sind, kann auf

Lageaufgaben in /T zuriickgefiihrt werden.

Beweis. Nach Satz 1.5.1 kann man die Linge jeder Strecke und nach

' (W1) , (W2), (W3) den Winkel von je zwei Geraden bestimmen.
Es bleibt, die anderen MaBSaufgaben durch geeignete Definitionen
auf diese beiden MaSaufgaben zurilickzufiihren.

Winkelaufgaben:

. s & =) -

8. &= Th-Xd,n, , $dpi=gn,, mt AL, rgld .
Abstandsaufgaben: ‘

X&:lmit Ned JX,N, (@aw)7*§  kollinear, d/5 =/4/f ﬁud//ﬂ it Aex
Xé X/Vm:l"z’Nr’-aAcz a = {X}v (aawli’, 36:=AE  fir 3/6 mit Aed,
35:=aB fir 3 X4 mit JAca, Beb, (AB.)7"] kollinear®. o

Mit Hilfe der Lageaufgaben in T kann man jede MaBaufgabe in .
auf die folgenden MaBaufgaben zuriickfiihren: ‘

(M1) L&nge von Strecken
(M2) Gestalt (d.h.Festlegung bis auf EZhnlichkeiten) ebener Figuren
(M3) Orthogonale Lage von Geraden und Ebenen.

Durch (M3) ist g+ bestimmt und (M2) liefert insbesondere den Winkel
schneidender Geradens.

“pie Treffgerade n aus M. :=({4.B./)7*¢w an a und b, also n=({Nujvaln(fAg v é)
ist die eindeutig bestimmte gemeinsame Normale von a und b. Die Be-
zeichnung Gemeinlot sollte man im Elementarunterricht vermeiden, da
lotrecht stets die Richtung zum Erdmittelpunkt angibt und nicht
anstelle von othogonal (normal) verwendet werden darf.

5Im Elementarunterricht wird (M2) schidrfer wie folgt formuliert:

Abmessungen ebener Figuren (vgl.Baugeometrie I,21). Wie die obigen
Uberlegungen zeigen, genligt die schwidchere Fassung von (M2). Mit der
scharferen MaBaufgabe (M2) kann die Abstandsaufgabe,Xa fir Xeg
gelSst werden.
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1.6.3 Ist W= (@, ¢f) ein reeller projektiver Raum, 7’= (#,H')
ein projektiver Raum mit dim 7’2 und 9»9(7.»?”/’ eine surjektive
lineare Abbildung, so ist 77’ nach Def.1.3.1 und Satz 1.4.2 ein
reeller projektiver Raum. Fiir eine zu /4, windschiefe Gerade g
~stellt ¢|g :g-—+g9¢ nach 1.3.2 eine Bijektion dar. Schédrfer gilt:

Satz 1.6.2: Enthdlt eine Gerade g e—? eines reellen projektiven

Raumes //=/# ¢J) keinen Ausnahmepunkt einer linearen
Abbildung ¢: ¥ =K’ mit dimfimy)>2 , so ist ¢lg:g+=9y eine
doppelverhdltnistreue Bijektion,

Beweis. Ist 2 ==/A¢c;7( die Ausnahmemenge von & , so existiert durch g
wegen gn2=4 ein zu Z in T komplementdrer Unterraum c&
(I,96). Fiir ¥¢=v«  ist die Perspektivitdt ¢/#,: &Ko imp =i
nach 1.2.2 eine Kollineation. Da /{ nur den trivialen Automorphismus
gestattet, ist ¢(g nach 1.4.4 doppelverhdltnistreu. Wegen dim T/'/Z/,/:
=dimﬂ3‘m L/) =24 ist 7]’ ein reeller projektiver Raum und x/9y doppel-
verhdltnistreu. o

1.6.4 Die Grundaufgaben der elementaren Darstellenden Geometrie
behandelsn die Lageaufgaben eines dreidimensionalen reellen
projektiven Raumes/und die MaBaufgaben eines dreidimensionalen
euklidischen Raumes in linearen Abbildungen auf eine reelle
projektive Ebenel.Nach 1.3.5 besitzt jede solche lineare Abbildung

einen einpunktigen Ausnahmeraum. Zur L&sung der Lageaufgaben von 7
in T' werden Lageaufgaben in 7’ beniitzt. Wir ben&tigen also Kriterien
fir (I1) und (I2) von 7T ausgedriickt durch (I1) und (I2) in 7-.
Wegen der fehlenden Injektivitdt lassen sich solche Kriterien erst
nach Hinzunahme eines zweiten linearen Risses angeben, vgl.2.

Beherrscht man die Lageaufgaben von [ in J’, so benétigt man zur
L6ésung der MaBaufgabexl von 77'=7T\u) nach Satz 1.6.1 den linearen RiB
zweier Punkte O, E ¢ F\4 mit OE-1 und Oy¢+Ey  sowie das Bild
der absoluten Polarit&dt m+ unter @/w . Nach 1.5.5 existiert nur
dann eine elliptische Polaritdt (7% mit (7)Y foplw )T T4l | ]
in T[', wenn @ nicht projizierend ist, also Z¢w gilt,; der
lineare RiB ist dann kollinear zu einem ZentralrJ.B Da dann ¢/w : w— &’
injektiv ist, ko6nnen die MaBaufgaben von 77' bereits in einem linearen
RiB8 behandelt werden.
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Der lineare RiB eines Fernpunkts G, €« bzw. einer Ferngeraden a, cw
von /| heiBt Fluchtpunkt G.4 aller Geraden des durch &, in T be-
stimmten Parallelbilindels bzw. Fluchtgerade: 2,4 aller Ebenendes
durch ¢, in ﬁ_ bestimmten Parallelbiischels. Die MaBaufgabe (M3), also
99'1'02' wird dann durch (G;zf)(y'}")w’: . P geldst.

Die L®sung von (M1) ist nur fiir eine Strecke (X,Y) auf einer
nichtprojizierenden Geraden mdglich und verwendet die Beweisidee
von 1.5.2. Haben XY und OE denselben Fluchtpunkt Q;cr , was XY/;waoz?/)wj

also XY //OE bedeutet, und gilt X¢OF , SO beherrscht man
die Translation 7 : A0 im linearen Rif, wenn der Schiebflucht-
punkt ﬁu‘f » a@also der lineare RiB von /Z,:s Yonw bekannt ist.

Mit V:= Y2 gilt DV(VY,E 0,6, )= DV (Ye, Eg,0pGghach Satz 1.6.2, und
dieses Doppelverhdltnis bestimmt nach 1.5.2, (D2) den Abstand X¥=0Y .
Ist T/ eine projektiv abgeschlossene Anschauungsebene, so kann XY

mit Hilfe eines MeBSpunkts von 03»:’-"&;’ auf einer MeBSskala abgelesen
9 )
werden. Fir X"}// OE und XeOF wird nach 1.5.2 eine Translation 7,

mit Xt ¢ OF vorgeschaltet.

Nach 1.5.2 genligt es, noch den Fall X=0, %::7@#0; zu behandeln.
Auf der Fluchtgeraden 4.y der in 1.5.2 mit% bezeichneten Ver-
bindungsebene von OE=g mit oY=h sind die eindeutig bestimmten
Punkte M‘Lf und W% y von Q.¢ zu suchen, welche in [7_,._4_/;@@
konjugiert und harmonisch zu &.4 und #¢ liegen; die Kollineation
Clw:w -»;2’ erhdlt ndmlich harmonische Lage. Die Abb. zeigt die
Ermittlung von 703?602—' , wobei XY=0Yrq¢ = 1DV (Yog, O¢, £¢,6.5) |
gilt; die involutorische Projektivitdt in (7)™ konjugierter
Punkte ist durch Paare zugeordneter Punkte »( A, Alg ), (Bus, Bl ] gegeben6.

6GeméiB 1.5.2, Fn.9 sind MWk¢ und (l/u,xﬂf das gemeinsame Punktepaar zweier

involutorischer Projektivitdten auf «.¢ , welches in der projektiven
Ebene T’ unter Beniitzung der Involutionszentren / wund J einer
elliptischen und einer hyperbolischen involutorischen Projektivitdt
auf einem Steinerkegelschnitt gefunden wird (,73).

Ist T'=T'\«’ eine euklidische Ebene und a.¢#+c’ , so existieren

zur elliptischen involutorischen Projektivitit f:o.¢—=a.¢ _in ki
konjugierter Punkte zwei zu Q.4 symmetrische Punkte L4, £4; , aus

denen /4 durch die Rechtwinkelinvolution in 77’ projiziert wird.

Diese LAGUERRE-Vertreter von/& liegen auf allen Kreisen mit Durch-
messern (P,PA) fir P,PA ¢«’ und auf der Normalen zu a:cf im durch{Zﬁﬂ}.a%u‘
festgelegten Zentralpunkt Z/J, von/$ (II,‘158) . Die Geraden / k{y, Lo 4 Xy “
¢nd dann die Winkelsymmetralen von F'Y Z/‘JQ*{ ,l/:#.uf (vgl.1 .5.?, Fn.9).




Flir die Winkelaufgaben geniigt nach 1.6.2 die Ermittlung des in

(W3) auftretenden Doppelverhdltnisses, welches im linearen RiB be-
stimmt werden kann, falls die Fernpunkte Ao, B der beiden Geraden
verschiedene lineare Risse besitzen. In der pro-

jektiv abgeschlossenen Anschauungsebene kann

-DV (4.9, A%y, B.g, B2y )=:y>0 auf einer MeBskala T N
abgelesen und daraus mit Hilfe einer Strecke / tany| \\
der Linge 1 und des HBhensatzes der Winkel // : />\\
48, b=:4 konstruiert werden. - = 7,1#\
Ist T‘I’"-—» T\’ eine euklidische Ebene mit der absoluten In-

volution 74’, so kann filir jede Figur f in einer bei l}’:ﬁ—»;’&i" nicht-
projizierenden Ebene ot C;Z; die MaBaufgabe (M2) so gel&st werden,

daf man auf die zu ‘gf kollineare Figur ypafcg.gi” eine MaBkollineation
A, i #'>R'anwendet, wobei L, dhnlich § ist. Flir @, ¢+e’

mit @ := x~»ncew wdhlen wir (, als perspektive Kollineation ven 77/,

de r en Zentrum M, ein Laguerre-Vertreter der elliptischen in-

. s psee < /
volutorischen Proiektivitdt in ¢ o it

konjugierter Punkte auf e, ¢
ist, und die Q.4 —= e’ leistet. Wegen der letzten Forderung ist
((e{of)/ud - ﬁ' eine Affinitdt; da weiters die Fernpunkte der 3
Schenkel jedes rechten Winkels in & bei G, in Fernpunkte von & /
tibergehen, die aus dem MeSpunkt M, von & durch in 7°TI orthogonale
Geraden projiziert werden, ist (¢« /4, . ;;’ eine
Ahnlichkeit. Die Achse der MaBkollineation 4 kann parallel &, ¢

und von 4,y verschieden gewdhlt werden; ihre Wahl bestimmt den

Zhnlichkeitsfaktor zwischen '}oc & und ;”%uac F



Gilt dagegen @,y =«’ , so ist (a4 : a?—vi’ eine Affinitét
und genau dann eine Ahnlichkeit, wenn i’ mi£ der elliptischen in-
volutorischen Projektivitét/e in (%iiww konjugierter Punkte auf c’
iibereinstimmt. Fﬁr/édwr” gibt es genau ein Punktepaar &, 4 , das
in /5 und 74’ wechselseitig zugeordnet wird; die Projektivitit 7::/77‘?«’;“’
hat dann die Fixpunkte ., und ist durch ein weiteres Punktepaar
,Au{'éuj\{Gn,#‘.‘}}l—p/hb/gﬂ" festgelegt. Wegen /x:/ﬁ" ist /7.- )
Als Magkollineation 4, verwenden wir nun eine Homologie mit
Zentrum GL , deren eigentliche Achse durch #. geht und deren
Einschrédnkung auf «  mit 7~ Ubereinstimmt.

1.6.5 Die angegebene LOsung der MaBSaufgaben kann auch fir Zentral-

projektion aus einem dreidimensionalen euklidischen Raum =T \w
auf eine seiner Ebenen 574 < Cﬁ verwendet werden; wir - benilitzen fiir
eine solche Perspektive den Abbildungszeiger c und schreiggn PrePe=:PFC.
Der Kreis k in der euklidischen Ebene mit der Punktmenge Z:/ZZ\(%/’“}J‘/
dessen Mittelpunkt der Hauptpunkt §, also die Normalprojektion des

Augpunkéts Z der Perspektive c auf §£7, und dessen Radius gleich dem
-2 -
Abstand 4 von Z und ﬁ, (Distanz von ¢ ) ist, heiBt Distanzkreis

der Perspektive. Dann gilt:

Satz 1.6.3: Bei einer Perspektive ¢ ist das Bild fw‘)”‘" der ab-
soluten Polarit#t m* das Antipolarsystem des Distanz-

kreises.
GaF" ai ; .

gr ie fglgepden ngrlffsblldungen muB im euklidischen Raumvﬁ'ein
Abstand mit gllfe elner"Eichsphare erkldrt sein. Da aher ﬁur Aussagen
vorkommen, die das Verhiltnis zweier L&ngen, also insbesonderépihré

Gleichheit betreffen, sind alle Begri bi
einer Eichsphire unaéhéa’.ngig. griffsbildungen yon der Auswahl

Die elementargeometrische Bezeichnun istan i
: : Dist fir -
spricht nicht der Bezeichnung in (II,13g) . 2 Abstand ent
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Beweis. Nach Satz 1.5.4 ist (w+/™ ;las Antipolarsystem eines Kreises.
Da HZ orthogonal zu der 2zu ;374 parallelen Ebene durch Z ist,

gibt H den Mittelpunkt vonfﬁ‘/”“ ab. Es bleibt zu zeigen, daB
auf jedem Durchmesser des Distanzkreises k die Punkte K und X von 4
inAﬁ”J“” konjugiert sind, da dann bei

jener hyperbolischen Polarit&dt, welche das

4/ mit der Spiegelung an H

Produkt von (T
ist, alle Punkte von k selbstkonjugiert

sind.

Wegen KH=HK=HZ liegt 2 auf einem Kreis
mit dem Durchmesser (£,K) in der Ebene
{A’}Vzr/(f\f{z} ; aus dem Satz von
THALES (II,151) folgt zK.L zK. LI

Fir die konstruktive Behandlung bendtigen wir einige Aussagen
{iber das Antipolarsystem ¥ eines Kreises £ in einer euklidischen Ebene

;2 mit der absoluten Involution T+ auf der Ferngeradenzocég .

(I) Fir einen Durchmesser g von k sind die Laguerrevertreter Qﬂ,iﬂ
der elliptischen involutorischen Projektivitét,% in # konju-
gierter Punkte jene Punkte von k, die auf dem zu g normalen Durch-

messer liegen.

Beweis. Der Mittelpunkt M von k ist der Zentralpunkt von/4 , und die
Schnittpunkte K,K von g mit k sind inv/g zugeordnet. Die
Behauptung folgt aus 1.6.4, Fn.6. [J

Daraus folgt:
(1) kann mit Hilfe von in 4gen4 angebrachten "Rechtwinkelhaken"
vervollstdndigt werden.
(2) Sind X,X/6 eigentliche Punkte des Durchmessers g von k, so
schneidet der Kreis mit dem Durchmesser (X,Xp) den Kreis k in
Gegenpunkten, némlich in Lg und'%A (vgl.1.6.4,Fn.6).
(3) Vervollstindigung von 7: M# =« ; flir Gex ist G 7 der zu Mg -:q
normale Durchmesser von k (die Spurpolaritdt von 7 auf «
ist ndmlich 7t ); fir Xe :;2 \{/"I] geht /% durch den zu X in 7
konjugierten Punkt X/% auf MX=:g und ist zu g orthogonal
(M,X,G, sind kollinear, also w«, X7, # kopunktal).
(4) Ist g eine eigentliche Gerade und p die elliptische in-
volutorische Projektivitdt in 7 konjugierter Punkte auf g, so
schneidet fir X,Xp ¢« der Kreis mit dem Durchmesser (X,Xy ) den

Kreis k in Gegenpunkten.
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Beweis. Nach (1) ist dies filir einen Durchmesser g von k richtig. Ist g
kein Durchmesser, so geht der Kreis ( {iiber (X, Xy) nach (3)

und dem Satz von THALES (II,151) durch den Punkt {X/ﬂ = XMAXT,

und nach (1) gilt nach dem HShensatz XM./MIp=r? , wobei r der

Radius von k ist. Somit ist r*>0 die I?otenz7

die durch M gehende kiirzeste Sehne8 von 1 ist daher ein Durchmesser

von k. O

von M beziiglich 7 ;

A

XTT

(II) Eine Pog.arité‘.t T in einer ‘projektiv abgeschlossenen euklidischen
Ebene {?’Z Vw  ist genau dann das Antipolarsystem eines Kreises k,

wenn in T ein Poldreieck aus eigentlichen Punkten existiert, dessen

Héihenschn:i.ttpunkt9 der Mittelpunkt M von T ist und in dem jede

HOhe die gegeniliberliegende Dreieckseite in einem Punkt zwischen den

Dreiecksecken trifft 10.

"Schneiden zwei Geraden durch M 4 [ einen Kreis 1 in Punkten X,X,

bzw. Y¥,¥,, so gilt Mx:My = My,MX4 ; die nur von M und 1 abhanglge

Zahl MX. Mx.,> O heiBt die Potenz von M bezugllch 1. Nach dem Peripherie-
winkelsatz (II,162) gilt n&mlich ‘;'XX,,XY4 4’)’)(4, Yy, und 2 %%, %Y= 4)(4’!)/)
so_daB die Drelecke {M ¥, Y} und fM,Y, X,} = &hnlich sind. Nach II,146
gilt dann MX: MY-—MY1 Mx1

Fiir einen Innenpunkt M von 1, der bezugllch 1 die > Potenz - %o besitzt,
ist die Ldnge jeder Sehne gleJ.ch X+7V%  mit xi=Mx>0 fhr Xel,,Da lcR>
kompakt und Mé[l ist, besitzt die stetige Funktion Xe!l += x+ 7 /X

mit x=MX >C¢ ein Minimum, und dieses wird flir x=r angenommen.

8

9Nach 11,152 sind in einer euklidischen Ebene die drei H&hen eines

Dreiecks kopunktal.

1C'In der Anschauungsebene bedeutet diese Aussage, daB das Poldreieck

spitzwinkelig ist.
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Beweis. (a) Nach (3) ist in dem Antipolarsystem eines Kreises k der
Mittelpunkt M der HOhenschnittpunkt jedes Poldreiecks
{P,Q,R}cﬁ; von 7 und die HBhe RM die Polare £ i des Fernpunkts F_
von PQ. Dann fdllt der HShenfuBpunkt £, auf PQ in den Zentralpunkt
der von T auf PQ bestimmten involutorischen Projektivitdt konjugierter
Punkte; wegen Q=Py’ gilt DV(P,Q,E, ,E.)=TV(P,Q,A.) <0 nach 1.5.6,Fn.13,
da p elliptisch ist; damit liegt F. zwischen P und Q (vgl.1.5.2).
Analoges gilt filir jede Seite des Poldreiecks. A

(b) Ist der HOhenschnittpunkt des Pol-
dreiecks {P,Q,R}c%ﬁ der Mittel-
punkt von 7 , so ist die HS6he RM die Polare
des Fernpunkts F. von PQ, da aus jf}=«nPQ
folgt £r =« v (PR)# = MR . Damit ist F,

R=(PQ)7

I[:'
in 7 auf u konjugiert zum Fernpunkt der =
zu PQ orthogonalen H8he. Wiederholung fﬁr eine P ﬁi’
zweite Seite des Poldreiecks lehrt, dasB die
Spurpolaritit von 7 auf u mit der absoluten
Involution ! Ubereinstimmt. Weiter ist der FuSpunkt 4 , der HShe RM

auf PQ,der nach Voraussetzung zwischen P und Q liegt, der Zentralpunkt
der involutorischen Projektivitdt )» in 7 konjugierter Punkte auf PQ
und somit J nach 1.5.6, Fn.13 elliptisch; da Analoges fiir die
anderen Seiten des Poldreiecks {P,Q,R} gilt, ist 7 nach 1.5.7, Fn.14
elliptisch. O

Zur LOsung der MaBaufgaben in einem ZentralriB bendtigt man nach Satz
1.6.3 und 1.6.4 den Distanzkreis k und den Zentralrif zweier Punkte
0,E ¢ a% \ {Z} mit OE=1 und 0°+ £°; da bei einer Perspektive ¢ 7(/-»»«:;
jede Strecke in gz unverzerrt erscheint, kann man auf die zusdtzliche

Angabe des Zentralrisses einer Einheitsstrecke verzichten11.

(M1a): XY ist nicht projizierend und hat denselben Fluchtpﬁnkts@f wie
eine Gerade g <&,. Dann ist XY eine Hauptgerade parallel g und G,°ein
Fernpunkt.

| Man erhilt XY unter Beniitzung des Schiebfluchtpunktes E%“ mit {ReJ=XOnw
giir T:A+=0€4. In der euklidischen Bildebene ?j" cR ist 0<VE°= XY .

(M1b): Ist XY’nicht projizierend und keine Hauptgera@s, so genligt es
nach 1.6.4 ¥¢3, und Y¢¥, anzunehmen. Eine Gerade g ¢ &, durch X
ist Spur der Ebene &, =gv# mit j:=XyY , deren Fluchtgerade d&.°

11Die folgenden Konstruktionen sind aus denﬁElgmentarunterricht der
Perspektive geldufig und werden dort durch r&dumliche Deutung ge-

wonnen.
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durch H.° und den Fernpunkt &, “geht, also zu g parallel ist. Die

Punkte h{“, #X¢ sind jene Punkte von 4.“ , die in der Antipolaritit

des Distanzkreises k auf 4.° konjugiert und harmonisch zu &.° und #.°,
also symmetrisch zu #, ¢ liegen. Damit geh8ren nach (4) die Punkte #L°5#4.°°
jenem Kreis um #,.° an, der den Distanzkreis k in Gegenpunkten

schneidet. Da auf g° die Linge XY abzulesen ist, sind die Punkte K., #*°

als MeBSpunktevon XY ' 2u bezeichnen.

(M2) : Der FuBpunkt der Normalen aus dem Hauptpunkt H auf die Flucht-
gerade &.° # o’ der nicht projizierenden Ebene &« einer

Figur Sif ist der Zentralpunkt Zr der elliptischen involutorischen
/?T‘L)clw

konjugierten Punkten auf J.° .

Projektivitdt p :4.’~4.° von in

Da nach (4) jener Kréis { um Z, , der den Distanzkreis k nach Gegen-
punkten schneidet, aus d.° in /7r“}°/“’ konjugierte Punkte aus-
schneidet, liegt der MeBSpunkt M, als Laguerrevertreter von y auf /¢
und auf Z,H. W&hlt man als Achse der MaBkollineation _«, den
ZentralriB . einer von der Spur verschiedenen Hauptgeraden bzw. der
Spur von o , so ist Ef}éca zu  &hnlich bzw. kongruent.

Fiir 8.°= «’ 1ist « eine Hauptebene. Da /77+)¢/“ die Antipolaritit
eines Kreise in der euklidischen Bildebene mit der absoluten In-
volution 7t ist, ist cla:&—= ?4 dann eine Ahnlichkeit bzw. eine
Kongruenz je nachdem a*@ bzw. o(-:@ gilt.

}*™  des Distanz-

kreises k gemdB (3) liefert die elementare Konstruktion der

(M3): Die Vervollstdndigung des Antipolarsystems (r+

Fluchtgeraden &§.° der zu den Geraden mit dem Fluchtpunkt § ¢ normalen
Ebenen. |
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1.6.6 sei O =4A4,A4,, A, A;] eine kartesische Basis eines dreidimensionalen
euklidischen Raumes -7\« mit der absoluten Polaritit 7
und {A AL AR R P S eine kartesische axonometrische Grundfigur
in einer reellen projektiven Ebene [/’ (vgl.1.5.8). Fir B'¢ BB '=:u’c &7
besitzt die dadurch bestimmte Axonometrie A’:?Q—b%' einen Ausnahme-
punkt Z¢w , von dem gemd#B 1.4.6 die Normalprojektion auf JA4fv/Afv/4/
(GrundriB8) und die Normalprojektion auf FA,fv fA:fv{437 (AufriB) ge-
funden werden kann (der GrundriB bzw. Aufrif ist in der Abb, mit dem
Zeiger I bzw. II versehen): Ist ¢, die Ferngerade der GrundriBebene
H=fAfviAdviAfcRund «: <}7-’>i€?’d1e durch /fk A (3=0,1,2), ¢ xc=<, ¢
festgelegte Kollineatlon, so ist §Z} = /}5/45 "N K 7’5 mlt/‘4 =457, ? Bi.
Die Punkte A3,P3 kénnen unter Verwendung von Hilfspunkten 1',2' ,3'5?7’
mit Hilfe von Doppelverhdltnisiibertragungen gefunden werden (in der
Abb. ist nur die Gerade A.'4, kongruent in den GrundriB mit A '~ A7

iibertragen und der MeBpunkt dieser Geraden beniitzt).
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Ist auch in /[ eine Ferngerade u' ausgezeichnet (in der Abb. aie
Ferngerade der Zeichenebene), so ist & : }’155—— F\N s - ﬂf? - ;»’W \e nach
1.4.7 affin zu einemAZentralriB in einer nichtprojizierenden Ebene /&, Ccﬁ
mit der Ferngeraden /«'W’/2« . Verbindet man die Gerade «’'# "¢ ¥,
welche sich unter Verwendung der Punkte {4’} =u’n /?a)/“,t) und /5'}= «'n /40144}
mit Hilfe von Doppelverhidltnisiibertragung ergibt, mit Z , so erhilt
man die zu % parallele projizierende Ebene.
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Fir %'+ BB’ ist B3R’ %'} ein Poldreieck der elliptischen
Polaritdt /%™ . Nach 1.5.8 sind die Punkte ;£ }-A74 A B'R’
(k=2,3) die axonometrischen Bilder der Fernpunkte der Geraden ¢, =+A, 4,
in der Einheitsebene &:= 2(14,} v {14217 v Zr"qa,:') von (¢ und liegen auf
der Fluchtgeraden E.& von & . Bilden die Punkte A4 4,7, A5’ ein
Dreieck, so ist dieses zum Dreieck fAR/ R’ B’} beziiglich A’ perspektiv
und €,« ist die Desarguesachse dieser beiden Dreiecke;fiir 4;'¢ 4,'4,’
gilt e.x=A A’ . Nach 1.5.8 liegt der durch
H(,2; b, Az ) (k=2,3) bestimmte Punkt
A/eP P in der zu €; normalen Ebene )
durch A, , die auch durch B (1e{2,3],
14k )geht. Damit ist ¥, 7 %, «=:iN{der
Fernpunkt der zur Einheitsebene £

normalen Geraden durch /49 . Wegen
Nap=B 4,0 B4) und H (BB Eal, AL
(k=2,3) ist M« der Dreieckpol von
g « beziliglich des Dreiecks /B}2' %' }.

Satz 1.6.4: Bei einer kartesischen

axonometrischen Grundfigur ey
ADALAL BRI B ) mit B'47'5’ in einer reellen pro-
jektiven Ebene }'T ist das Bild fr+ /)" der absoluten Polaritdt 7~
in 7% durch das Poldreieck r?’ f 5) und das Paar (?L/‘ x, & x/) als

Pol und Polare festgelegt, wobei @ « die Desarguesachse der Dreiecke
Z‘”fjj?ﬁ’,’%” und 7’4,1/1;/,/" '{ bzw. die Gerade A, A, /fiir A, e AA
und A, % der Dreieckspol von ¢,x bezliglich [’P / ,,' ist.

K

Zur LOsung der MaBaufgaben stehen noch die Punkte /40,,..—%4' mit A4 "):éf‘;_,

A4 =1 zur Verfiigung. : .

1.6.7 Ist J7'=T7’\d eine euklidische Ebene mit der absoluten
Involution 771- , SO ist nach Satz 1.5.4 und Satz 1.5.6 die
Q
Axonometrie « : ﬁ % mit R'¢ PR’ genau dann &hnlich zu einem

-7 parallelen Ebene, wenn die nach

ZentralriB in einer zu [Z}v «'x
Satz 1.6.4 bestimmte Polaritdt (i oo das Antipolarsystem eines
Kreises in 7]' ist. Fir {% /B’ ?3,’} C?V muB8 nach 1.6.5,(II) dazu

der H&henschnittpunkt von {7’ %' %'f der Mittelpunkt von 7<%

sein und der FuBpunkt der HShe auf %%’ (k=2,3) in T’ zwischen P
und Pk’ liegen; ist einer oder sind zwei der Punkte P%,P’Z,Pg Fernpunkte
von T’ , so muB die durch (m+/¥™ bestimmte involutorische Pro-
jektivitit konjugierter Punkte auf «’ mit 7% {ibereinstimmen und auf

einer weiteren (und dann auch der dritten) Dreieckseite elliptisch sein.
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Wir behandeln die Frage, was von einer kartesischen axonometrischen
Grundfigur mit R'¢ B'B’ in einer euklidischen Ebene [’ vorge-
geben werden kann, wenn man verlangt, daB8 das axonometrische Bild

dhnlich zu einem ZentralriB ist.

satz 1.6.5: Gibt man von einer kartesischen axonometrischen Grund-
| figur in einer euklidischen Ebene T=7'\«’ die punkte
AOA DB P so vor, daB 47, %' %'f ein Dreieck in ;;) ist, in
dem der FuBpunkt jeder HOhe zwischen zwei Dreieckpunkten liegt, so
kann das Punktepaar /4,_’, ,43' vierdeutig so ergdnzt werden, daB das
axonometrische Bild &dhnlich zu einem ZentralriB ist.

Beweis. Der Punkt A/« und die Gerade €.« miissen in &’ so einge-
past werden, daB sie einerseits Pol und Polare in jener Anti-
polaritédt (Yr*)“/w eines Kreises sind, welche durch das Poldreieck
Z‘B’,Q',’Pa’} und den HBhenschnittpunkt dieses Dreiecks als Mittelpunkt
festgelegt ist, und andererseits dreieckspolar zu 7%’ %’ %'l 1liegen.
Die Punkte JE,/}= 6o B’R’ und JA/}=P'Nan}’%’ sind daher einer-
seits gekoppelt in der involutorischen Projektivitit in s &%
konjugierter Punkte auf P;Pé und andererseits harmonisch zu PJ1 und Pé
Nach 1.5.2, Fn.9 existiert genau ein Paar solcher Punkte. Da jeder
dieser beiden Punkte als ’ gewdhlt werden kann und eine analoge

2

tiberlegung fiir P%P:’,’ gilt, stehen vier Geraden &. & zur Verfiigung.
Zu jeder solchen Geraden sind N, o € ;&’ und damit nach Satz 1.6.4

auch '+ 2 und die Punkte 4/, A)’ eindeutig bestimmt. O

Ist §P1 ' ,Pz',P3'} ein Dreieck in der euklidischen Ebene ?%’, in dem
der FuBpunkt jeder HOhe zwischen zwei Dreieckpunkten liegt, so existiert
genau ein Antipolarsystem 7T eines Kreises mit §P1 ! ,Pz' ,P3“Z als
Poldreieck, und 7 ist festgelegt, wenn man den HShenschnittpunkt
von {P1 "B, ,P3'} als Mittelpunkt von 7 anspricht. Sind dagegen
zwei Dreieckpunkte, etwa P2’ ,P3' Fernpunkte von 77”, so muB die in-
volutorische Projektivitdt konjugierter Punkte auf der Ferngeraden
«'- B’F'notwendig mit der absoluten Involution 7+’ von 7’ fiberein-
stimmen, damit { P1 ! ,Pz' ,P3'} Poldreieck des Antipolars;istems eines
Kreises sein kann; insbesondere muf notwendig ?’'R’ L B’°%A’ gelten.

Um T festzulegexg, kénnen noch etwa auf !?1 'Pz' zwei in 7 konjugierte
Punkte 1’ 1'p e X’ beliebig so vorgegeben werden, daB der Zentral-
punkt P, ' zwischen ihnen liegt. Ist schlieBlich genau ein Dreieckpunkt
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etwa P3‘ ein Fernpunkt von 7’ , so muB ebenfalls die involutorische
Projektivitit konjugierter Punkte auf u' mit 7%’ {ibereinstimmen, also
insbesondere R’P.’ L B2P;°

nach 1.6.5,(3) gelten. Um ein A ! 5_/

Antipolarsystem 7T eines Kreises
mit diesem Poldreieck festzulegen, ;
kann man auf P 'Pz' den Mittel~-

1
punkt M von T beliebig =Y
1

zwischen P1' und P2' vorgeben, /
da dann auch die involutori- /

sche Projektivitédt ) in 7

auf P2'P3' konjugierter Punkte mit Hilfe von M und 74’ erginzt werden
kann und j wie 74’ elliptisch ist. Da die weiteren Uberlegungen wie
bei Satz 1.6.5 verlaufen, gilt:

Satz 1.6.6:  Gibt man von einer kartesischen axonometrischen Grund-

figur in einer euklidischen Ebene T’=7T’'\«’ die
Punkte A’ A,), B’,B’,P’ so vor, daB B’ B’ P’} ein Dreieck mit
del: Fernger?den P2'P3' bzw. genau einem Fernpunkt P3' ist und gilt
}?1 'P2' 1 P1 'P3; so kann nach zusdtzlicher Vorgabe eines Paares _
in (r+)*“ konjugierter Punkte, zwischén denen %’ liegt, bzw. des
Mittelpunkts von /m+/*/% auf P,'P,' zwischen P,' und P,' das
Punktepaar 4,7 4, vierdeutig so ergdnzt werden, da8 das axonometrische

Bild &hnlich zu einem Zentralrif ist.

1.6.8 Eine 1lineare Abbildung aus einem dreidimensionalen euklidi-
schen Raum 770'——- T\w mit der absoluten Polaritdt =< auf eine
reelle projektive Ebene 7’ mit einem einpunktigem Ausnahmeraum .2 ¢« |
ist nach Satz 1.3.7 das Produkt eJ.ner Parallelprojektion po: /» 274
mit Zentrum Z&« auf eine Ebene & # @ und einer Kollineation 4« d/""
Die Fernebene ¢ ist projizierend, also wg=:¢, ccﬂ eine Gerade,
welche der lineare RiB «,4 der Ferngeraden von éZ ist. Nach 1.5.5,
Fn.11 existiert kein(nichtausgeartetes)Bild der absoluten Polaritdt 7+,

770

welches zur L&sung der MaBaufgaben herausgezogen werden kann,

Ist 77 ’- T'\«’ eine reelle affine Ebene, so ist nach Satz 1.5.2
die lineare Abbildung mit JZew stets das Produkt einer Normal-
ptojektion und einer Affinitdt. Wird 7?’ durch Vorgabe einer absoluten
Involution w4’ zu einer euklidischen Ebene, so kann diese Affinit&t
speziell eine Ahnlichkeit sein. Es gilt:
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Satz 1.6.7: Eine lineare Abbildunaq c;%@g-*’ ??) eines dreidimensionalen
euklidischen Raumes /=7 \@ auf eine euklidische Ebene
??iﬂ’\u’ mit einem Ausnahmefernpunkt Zé&«’  ist genau dann das Pro-
dukt einer Normalprojektion und einer Ahnlichkeit, wenn eine kartesi-
sche Basis (= {4, A, A, A5 in T so existiert, das A g, A, A/
nicht kollinear und Ay ein Brennpunkt12
jener Ellipse f{f ist, we{Lche die konjugierten Halbmesser (/ﬂ?/ﬁ‘fﬁ%‘ﬁ /ﬁ’“ff

besitzt.

des Antipolarsystems

Beweis: Wir betrachten zuné&chst eine Parallelprojektion jo ?/Q —>f4
auf eine Ebene &/, von7 .

Ist §AFP AP AL AL mit AL AZ, A7) nichtkollinear der
ParallelrJ.B einer kartesischen Basis Cj on;/‘u /41,/?5} so sind
(/ A/’) A.”) A.#) konjugierte Halbmesser jener Ellipse %p , welche
der ParallelriB des Kreises k um A, durch A, und AL, also des .
Distanzkreises von A beziiglich der GrundriBebene fAfv A fvi A}
ist. Nach 1.6.5 schneldet der Sehstrahl s durch A; die Grundrif-

ebene im Antlpol /*;5 der Schnittgeraden der GrundriBSebene mJ.t der

/E'

Q)

12Ein Punkt F einer euklidischen Ebene /] heiBt Brenngunkt einer

Polaritdt m in der projektiv abgeschlossenen Ebene Ty , wenn
die involutorische Projektivitdt in ’r’akonjuglerter Geraden um F
eine Rechtwinkelinvolution ist, also Fx L FX f£iir jede zwei in =
konjugierte Punkte X, X a«fFrgilt. Ist m Polarsystem eines Kegel~-
schnitts k, so sind die Brennpunkte von 7 nach (II,154) genau
die Brennpunkte von k. Im Falle einer elliptischen Polaritdt = ,
also des Antipolarsystems einer Ellipse k, existieren zwei Brenn-
punkte E,E,und diese liegen auf der Nebenachse von k, sowie auf
einem mit k konzentrischen Kreis durch die Brennpunkte F,F von k;
ist k speziell einKreis, ist der Mittelpunkt von k der elnzige
Brennpunkt von n . Existiert namlich ein vom Mittelpunkt M ver-
schiedener Brennpunkt E, und ist &, die Spiegelung an M, so ist
wegen 0,1 = T (II,93) und der Winkeltreue von 4, (II,140) auch
E:=Ed, ein Brennpunkt; die Gerade EE ist notwendlg eine Achse
von k da die zu EE orthogonalen Geraden durch E und E beide. zu
EE konjuglert sind. Damit liegen alle Brennpunkte von 7 auf geau
einer Achse der Ellipse £ mit dem Polarsystem m; . Liegt E auf
der Nebenachse, so ist wegen w= T, o, f=0,T, mit 9:=£F, dann
gr=gi, u=:§G , wobei g4, durch F geht und zu FG orthogonal
ist; die zu g in 7 konjugierte Gerade EG ist daher genau dann
zu g orthogonal, wenn E auf FG liegt (vgl.Figur).

»
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zu s orthogonalen Ebene ; durch A3, und zwei Punkte X,X von x
sind genau dann im Antipolarsystem T wvon k konjugiert, wenn /43X_L/43
gilt.

Die Projektion p ist genau dann eine Normalprojektion, wenn f
eine Hauptebene ist, was durch /}BP‘}(/".L /43;5(' ¥ flir jedes Paar (X,ﬁ)
in 7 konjugierter Punkte auf s gekennzeichnet wird; die Achse
der Perspektivitdt p/fi F- ?;4 ist dann ndmlich die gemeinsame
Ferngerade der beiden parallelen Ebenen. Da die Perspektivitit
pli4}viAlviAl)—~ }"Z ein Fernzentrum besitzt, also
eine Parallelperspektivitdt und damit mittelpunkttreu ist, ist
nach 1.5.1 das Bild des Antipolarsystems 7T des Kreises k unter
plGA}viA}viAsl) das Antipolarsystem der Ellipse /(P . Genau im
Falle einer Normalprojektion gilt also 4 ”XP L A;"’X’” fiir irgend
zwei im Antipolarsystem von [” konjugierte. Punkte X/ XP auf

K
der Antipolaren x” von Az” .

Die in Satz 1.6.7 genannte Bedingung bleibt bei Anwendung einer
Zhnlichkeit erhalten. u

Gilt insbesondere Ac.¢ = Az¢ , SO ist somit ¢ genau dann
Produkt einer Normalprojektion und einer Zhnlichkeit, wenn die
involutorische Projektivitdt konjuglerter Durchmesser der Ellipse Kc).z
die Rechtwinkelinvolution und daher ,<c,o ein Krels ist; genau dann
ist 5,,4 g, Ay, A.¢{ eine kartesiche Basis in }b? .

Die Sphdre % um A, durch A1,A2,A3 besitzt genau daqn einen
kreisfdrmigen scheinbaren Umri8 «¢ , wenn der lineare RiB8 zu
einer Normalprojektion &hnlich ist. Falls die im Satz 1.6.7 ausge-
sprochene Bedingung nicht gilt, ist «g eine Ellipse, die fiir 4 v= 43¢
mit ,é(i ibereinstimmt, da k dann der wahre Umri8 u von ¢ ist. Zur
Konstruktlon der Elllpse g benilitzen wir eine perspektlve
Affinitdt 4] 701 &’ » welche k¢ in eine Ellipse L= k<f12 so {iber-
fihrt, daB A3 ,4 (Ffz ein Brennpunkt des Antlpolarsystems 7 wvon k
ist; in dieser affinen Hilfsfigur ist tcsf’?z dann ein Kreis.

613
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Die Achse von 7{ sei der zu Ao ¢ 43¢ konjugierte Durchmesser A, y(/f
von éc{ ,» und ein Punkt §Bgle ;é'f/J A.¢Azy soll in einen Neben-
scheitel B von k ibergehen. Dann erhdlt man die Fixgeraden von’*?
wie folgt (vgl.Figur): Ist \/tfé /40%435’ mit

7 1e 2 T o - (o A%
(1) V“f OT - BTAc + /4,)‘{/4350
so ist A,¢ é‘f Aoj’ / mit V:= /772 -die halbe Hauptachsenl&nge a
von k; dann gilt unter Verwendung der halben Nebenachsenlange‘b
von k ndmlich Ay Ayp: A9 By : (BpAp 2+ AP Az 5% )" 4, ¢As 2 b1d
also /407;;'31=az_ L* .

Damit ist die Ellipse «¢ durch die konjugierten Halbmesser (4.,% (/C,P,},»
(;L(;) Ve ) mit (1) festgelegt. Der lineare RiB ist genau dann
dhnlich zu einem NormalriB, wenn 7 ; Ao @, l/cﬂ Vc(J eine kartesische

Basis in ’glz,, ist.

Im Falle einer als GauBSschen Zahlenebene aufgefaBSten euklidischen
Ebene T’ kann Satz 1.6.7 wie folgt ausgesprochen werden:

Satz 1.6.8: Seien Aa') {1=¢,42,3) vier Punkte einer euklidischen
Ebene 1T’ und {Ao’, A A }nicht kollinear. FaBt man
als Ursprung eines kartesischen Koordinatensystems (x,y) auf und
werden die Punkte A,-’: (¥;, Y#] (3=1,2,3) durch die komplexen
Zahlen Zo0= Xy 4 < N beschrieben, so ist 5‘40)/4,’,4, !,A, ‘genau dann
ahnl:x.ch zu einem NormalriB einer kartesischen Basis (= 4o, Ars Az, "3:

von 7T , wenn
(2) i+ nt e 570

gilt (C.F.GAUSS).

G2
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Beweis. Liegt zundchst A4; auf der y-Achse, so gestattet eine

Ellipse in Hauptachsenlage mit der halben Hauptachsenldnge
a bzw. der halben Nebenachsenlinge b die Parameterdarstellung 7e& +=
- Kit)ie (8o, bam?) € MR™ | wobei der zu (42 Xft)konjugierte Halb-
messer die Strecke (Ao, X/f+74)) ist. Mit z-@wi{+<bsn? ist
z,=~dsnt,+ibe T, fir kP nach 1.6.7, also z%z=a*b* ; wegen z,=< /2% b*
nach Satz 1.6.7 gilt (Z). Dreht man das kartesische Koordinatensystem
um A, durch den Winkel & , 80 wird der vorher durch z beschriebene

Punkt dann durch zerp/ﬂ'é\) beschrieben, so daB8 (2) ungedndert bleibt.

Sind umgekehrt z,, z,,z, drei komplexe Zahlen, die (2) erfillen

und mit dem Ursprung . A’ drei Punkte A4 A4,’, A3 so bestimmen, daB

?‘40’, A r’L’} céﬁ micht kollinear sind, so kénn‘enTA,’,'A" , (A Az') stets als

konjugierte Halbmesser einer Ellipse angesprochen werden; genau die

Brennpunkte des Antipolarsystems dieser Ellipse erfiilllen dann (2),

da l'—‘;l‘bzw. argz; mit Hilfe von (2) eindeutig bzw. eindeutig mod=

‘bestimmt ist. U

1.6.9 Gilt fiir eine kartesische axonometrische Grundfigur 5 4 4’ 4’ 45,
AN ANAN in einer reellen affinen Ebene T =771’ speziell

BeT,'B'=e’c ¥', so ist die Axonometrie 5’54;’)’?’ nach 1.4.7 das

Produkt einer Parallelprojektion mit einem Zentrum e« auf eine

Ebene des dreidimensionalen euklidischen Raumes Yf'= T \w und einer

Affinitdt. Gemds 1.4.6 kann in Analogie 2zu 1.6.6 der GrundriB8 und

der Aufrif der proiiziefenden Geraden durch Zew unter Verwendung

der Affinitit }§:¢&ﬂ>§9),mit A;f=x@)(j=o,1,2) gefunden

werden, wobei ?(7,: &: ve, = fAlvfAjvi4]die durch die kartesische Basis

-~

A
(< # bestimmte GrundriBebene ist. Die Punkte A; 7 €%/ werden mit
13

Hilfe von Teilverhdltnisiibertragungen gefunden ~.

Da fiir P3'e P1'P2'=u' die Fernebene w projizierend ist, gibt es
nach 1.5.5,Fn.11 kein(nichtausgeartetes)Bild der absoluten Polaritdt 7¢ .
Zur LSsung der MaBaufgaben verwendet man eine mit der kartesischen Basis
verkniipfte Zentralprojektion. Ist etwa {A1',A2',A3'} ein Dreieck, so

13 . . . . 7T
Durch Auszeichnung einer Basis eines euklidischen Raumes / als Rechts-

basis wird 7 orientiert (II,8.5). Einer Axonometrie aus einem orien-
tierten euklidischen Raum legen wir stets eine Rechtsbasis (* zugrunde;
die durch ( bestimmte GrundriBebene wird durch { 4o, A, A} orientiert.
Je nachdem nach Wahl einer Orientierung voq,f’ die Basis {§A4.04.% A7
eine -Rechtsbasis bzw. eine Linksbasis von 7’ ist, sprechen wir ,von .
Obersicht bzw. Untersicht; bei Obersicht ist die Affinit#t « : &, - &’
gle;chsinnig. Im Falle des Anschauungsraumes sind bei Obersicht die
projizierenden Geraden so orientiert, daB man die Oberseite der Grund-
riBebene sieht. Die zus&tzliche Angabe der Orientierung der projizieren-
den Geraden, die dann Sehstrahlen heiBen, ist bei Parallelprojektion
fiir Sichtbarkeitsfragen ndtig; bei Zentralprojektion geniigt die Angabe
des Augpunkts.
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kann die Zentralprojektion v :/ygw—é mit Zentrum 4 auf die Ein-
heitsebene & verwendet werden. Da ( eine kartesische Basis ist,
stellt A, A, Asf ein Poldreieck der elliptischen Polaritit 7+

mit T = (wlw} ' 74(¢lw) in £ dar, wobei die Ferngerade g, von &

dem Schnittpunkt A, der Normalen aus 4 o«f &  2zugeordnet ist;

nach 1.6.6 ist /V; der Dreieckspol von g, beziigiich FAL A AsE

pann ist (7*) )%= (n*)®1)% 325 Bild der absoluten Polaritdt <

unter der Kollineation /% Iw/’ oA w-—=H’ und durch das Poldreieck [4’ 4.4
und den Schwerpunkt von 7A4'A.’ %'} als Mittelpunkt festgelegt, da o/s:ee
eine Kollineation und ¢ « =« die Ferngerade u’ von ]%?Jist. Jede
MaBaufgabe in ﬁ' wird dann mit ﬁr{}(*"”)o‘ und A A, = auf Lage-
aufgaben beziiglich & zuriickgefiihrt. Fiir 4;’'¢ 4’4’ kann etwa die
Zentralprojektion ;: & = FA /v A v A, }zum Zentrum 4 auf die

GrundriBebene verwendet werden.

Ist ﬁ’z 7’\ «' eine euklidische Ebene, so ist nach Satz 1.5.5 die
Axonometrie x : .gé—r?.}&o’ mit P, e BB l=c’c K’ das Produkt einer
Parallelprojektion auf eine geeignete Ebene Z, c3d/ und einer Ahnlich-
keit; je nachdem das axonometrische Bild &hnlich zu einem SchrdgriB
oder Normalrif ist, kann 3-';2, aus zwei oder einem Parallbiischel
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gewdhlt werden. Die Stellung dieser Ebenen wird wie folgt elementar

gefunden14

Ist <’c &" ein Kreis um .’ in 770" , SO ist /"‘"’cé’; eine
Elllpse in der GrundriBebene; aus orthogonalen Radien von k entstehen
bei J’ konjugierte Halbmesser von 4) ¢~’ . Der Zyllnderj in 5@
mit der Leltelllpse,Z #°7  und der Fernspitze Jew besitzt in T
Kreisschnittebenen, die zwei bzw. ein Parallelbiischel bilden, ije
nachdem 5 ein schiefer Kreiszylinder bzw. elnoDrehzyllnder ist.

12 und f*o = e die Parallel-
projektion mit Zentrum 7 cew |, so gilt « =7Z/fia , wobei & ;;/ &’
eine Affinit#dt ist. Da # den Schnittkrei; von gz mltcf in den

Kreis k’ abbildet, ist % nach 1.5.1 eine Ahnlichkeit.

Ist %9 eine solche Kreisschnittebene

2. )
1.6.10 Ist T =7\’ eine euklidische Ebene mit der absoluten
Involution 74, so ist eine Axonometriecf:éfe»ﬁf’ mit BleB Bl i

das Produkt einer Schrigprojektion bzw. einer Normalprojektion und
einer Ahnlichkeit.

Def.: 1.6.1: Eine Axonometrie eines dreidimensionalen euklldlschen
Raumes [ =7\« auf eine euklidische Ebene T ’- T\’
mit ’'e %' '-¢/c &’ heiBt schiefe Axonometrie bzw. normale Axonometrie,

je nachdem das axonometrische Bild Eu einem Schrédgrif bzw. NormalriSB
dhnlich ist.
Satz 1.6.7 kennzeichnet die kartesische axonometrische Grund-

figur einer normalen Axonometrie.

Wir behandeln die Frage, was von einer kartesischen axonometrischen
Grundfigur mit %’¢?P'B’'-«’ in einer euklidischen Ebene 7%1=‘ﬁ’ku’
vorgegeben werden kann, wenn man verlangt, daB eine normale Axonometrie
vorliegt. Wir filhren die Untersuchungen ohne Einschrédnkung in der pro-
jektiv abgeschlossenen Anschauungsebene.

Satz 1.6.6: Gibt man von einer kartesischen axonometrischen Grundfigur
SAALALA B R B ] mit BleB'A =c/c¥’ in einer euklidi-

schen Ebene 77 ’- 77/\«’ die Punkte A4, A %" %%’ nmnit %le DI, e’

so vor, daB nie zwei der Geraden AOWQJ (3=1,2,3) orthogonal sind

14Die folgende Konstfuktion enthdlt einen elementaren Beweis des
Satzes von Pohlke.

15Ist ein Normalschnitt k, von ein Kreis, so ist ein Drehzylinder.
Ist dagegen k,eine Ellipse mit der halben Hauptachsenldnge a, so
gehen durch jeden Punkt der Achse von 5 zwei zur Verbindungsebenen
der Nebenachse von k,mit der Zylinderachse normale Ebenen, welche 7
nach -je einer Ellipse mit Achsen der Linge 2a, also nach einem
Kreis schneiden.
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und jede durch den stumpfen Winkel der beiden anderen geht, so kann
das Punktepaar A,’ A’ vierdeutig derart erginzt werden, da8 eine
normale Axonometrie vorliegt.

Beweis. Nach Satz 1.€.7 sind A4,'¢ 4,'2’ und 4.'¢ 4’7’ so zu er-
gédnzen, daB das Antipolarsystem der Ellipse ua mit den konju-
gierten Halbmessern (4’,4’) und (A’ A4’) den Punkt #4;’ als Brennpunkt
besitzt. Durch den Halbmesser (4’ A7), | B
die dazu konjugierte Durchmessergerade . 4’3’ und eine zu 4.'%’
normale Achse /a ist aber genau eine Ellipse 4« bestimmt: Durch
Anwendung einer Perspektiven
Affinitdt 4{° :ﬁj—yﬁ” mit einer zu
ha parallelen, von ha verschiedenen

Achse und zu ho orthogonalen
Fixgeraden, die AR 4.1’ in
orthogonale Geraden iiberfiihrt, geht ,
ndmlich jede in die Angabe passende UO”?’{‘
Ellipse w«« 1in einer Ellipse mit / |

/ oo
zwel Paaren orthogonaler konju- /

gierter Durchmesser, also einen 1

Kreis um A/y  iber. Wie die e \\:’5/47\7:'4'72\\
Abb. zeigt trigt ha genau dann die hE \\1 \ »
Hauptachse von wa , wenn X B’A)°%’° >\\P’ *
stumpf ist; diese tberlegungen < N1

kdnnen bei zyklischer Vertauschung der Zeiger 1,2,3 wiederholt werden.
Mit w«a sind die Punkte A4,”und A4’ nach Satz 1.6.7, und zwar je zwei-
deutig pestimmt ', O

I

Bezeichnet man die in 7 gemessene Linge AA = AcA.= A, A; mit e>o
und die in i’ gemessenen Lingen A'A4;' mit 6,,"> J (3=1,2,3), so heiBen
die drei Zahlen /1,':=ea.’:e >0 (j=1,2,3) die Verzerrungenn der

Axonometrie. Dann gilt:

16Im Elementarunterricht werden nur die Geraden 4 R’ A.'R’ AR’ , aber

nicht A, vorgegeben, da dort eine normale Axonometrie gesucht wird,

die kongruent und nicht nur &hnlich zu einem NormalriB ist. Die in

der Abb.enthaltenen Konstruktionslinien werden durch r&umliche Uber-
legungen hergeleitet.

Ist die normale Axonometrie kongruent zu einem NormalriB, so ist

die halbe Hauptachsenldnge a der in 1.6.8 betrachteten Ellipse mit

den konjugierten Halbmessern (A4S A.), (A, A.’) gleich e. Unter Be-
niitzung der im Beweis zu Satz 1.6.8 verwendeten komplexen Zahlen 2,z ,z,
mit [z;)=g;’~ Age folgt aus Satz 1.6.8,(2) dann A%+ A%+ %= 2 .

17
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Satz 1.6.7: Sind JA,,Q,, A, drei positive Zahlen derart, daB8 die
Summe der Quadrate zweier Zahlen stets grégBer als das

Quadrat der dritten Zahl ist, so ist nach Vorgabe von &’>Z bis auf

Bewegungen in 770” genau je eine kartesische axonometrische Grundfigur

mit Obersicht bzw. Untersicht einer normalen Axonoihetrie des orientierten
dreidimensionalen euklidischen Raumes 7 auf die orientierte euklidi-

-4

sche Ebene 77  mit den Verzerrungsverhdltnissen A,:3,:A; bestimmt.

Beweis. Wir beniitzen zum Beweis die orientierte Anscha.uungsebene und
setzen etwa Obersicht voraus. Nach Wahl der positiven y-Achse
als Halbgerade zur orientierten Strecke (4.’ As) (II,113) gilt fir
die A’ bzw. A bzw. A;' beschreibende komplexe Zahl z, bzw. z, bzw. Z;
dann 2z, = 1z, | @p (€a.), z=(Zlepfia ), Z=125]< mit T < M5 Iplaedr, [z ] Ase,
Mit 3= o4-T , also 04/&4”/& - und ﬂ,,::-—.Zﬂ‘— 4, , also ﬁ</?‘ <4
folgt f:=2=Aleteng [lifh,], f£im Tie Areteys 454 ), fyim 2te - Al et
Nach Satz 1.6.8,(3) ist £ + G + = C , so das die durch f; und £
beschriebenen Punkte A4 % 4,* mit 4’ ein Dreieck {4, 4% 4,%/ mit zur x-
Achse paralleler Seite .A4,*A,* und den Seitenverhiltnissen A’A%: A7A%: A%A -
=A*:1,*: A bilden miissen; aus der Dreiecksungleichung folgt die in

Satz 1.6.7 formulierte Zusatzbedingung.

Legt man auf einer Geraden somit drei Strecken aneinander, deren
Léngen ¢, Uy, 2, sich wie A*F: A% A verhalten, so k&nnen daraus
ein zum Dreieck ;4o A X, A%} 4#hnliches Dreieck und damit die Geraden

AR AR, AR gemiB Abbildung erginzt werden. Mit A 4'-2°, 4,°4, -
.—.-'1:/,1‘ g’, 4,4, = j\i;é,,’ erhilt man die axonometrische Grundfigur einer

nach Satz 1.6.8. normalen Axonometrie. [
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Speziell fiir die Ingenieuraxonometrie wird A ; A4, :;\3 =2:1:2

verlangt. Mit Hilfe der obigen Konstruktion entstehen die Punkte 48 (,D 2

mit 4’C=4,’3 (vgl.Abb.). Die Anwendung des Kosinussatzes auf das
Dreieck [A.), A% A¥} ergibt cos 24, =3/:32 , also @3f=/63:& und c» 2/, -
also m/5 =3:4 . Wegen A,*’B AXAS - fi“’,fl2 ist £ 34,4, =7/ _  , also
Stdf =T/ i wegen A 'c L BE folgt (#+4 )+ =T/ und damit p=4. .

Das Dreieck [B) @_, _.‘} h%t daher bei D wegen (Jy.;/g, ,ff,‘/g&: 44% = T

5T E
einen rechten Winkel. Weiter ist csvp=ces/j = 3:

was BC: A,’B=4BD : 4, 'B=

z
=6:4=3:2 und damit die elementare Konstruktion von A,'B’ AR’ A. ”P )

ergibt (vgl.BaugeometrJ.e I,25).

1.6.10 Da bei einer linearen Abbildung Cfo : ﬂ;# ?El aus einem drei-
dimensionalen euklidischen Raum 77-’ T\w auf eine euklidische

Ebene ﬁ’J—- T’\«’ mit dem einpunktigen Ausnahmeraum Le« |, also mit

prOJ:LzJ.erender Fernebene « , kein ( nlchtausgeartetes) Bild der absoluten

Polaritdt 7 existiert, konnen die MaBaufgaben von 7T nicht nach

den in 1.6.4 angegebenen Methoden in 7f’ geldst werden. Als Ersatz

dafiir kann dJ.enen1 8

Zu (M1): Da bei Parallelprojektion jede Strecke auf einer Hauptgeraden

unverzerrt abgebildet wird, bestimmt der lineare RiB einer
solchen Strecke den Ahnlichkeitsfaktor. Mit Hilfe des Zhnlichkeits-
faktors kann (M1) als Sonderfall von (M2) behandelt werden19

18Dur’ch rdumliche Uberlegungen k&énnen bei bestimmten Abbildungen

die folgenden Verfahren vereinfacht werden.

19Die Ermittlung des linearen Risses einer Hauptgeraden wird bei

(M3) besprochen.
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Zu (M2): Kennt man die linearen Risse von zwei rechten Winkel a,/a,, b, L by
in einer nichtprojizierenden ;Ebeneoq// und fiihrt man diese
- o
durch eine perspektive Affinitit 4 ' & '~~#&’ (Magaffinitit) in
. . . 2 ] es s PYY ) @ w2 ©
zwei rechte Winkel in 7T ° {iber, so ist fiir c;r/coc. dann ?(ﬂ‘-f’c‘“a zZu

dhnlich. Anstelle von zwei rechten Winkeln in &« kann auch der
lineare RiB einer kartesischen Basis [ Ao, A, 4./ von & gegeben
sein, da die Diagonalen eines Quadrats orthogonal sind. Umgekehrt
kann mit Hilfe einer MaBaffinit'a‘Lt&fc; der lineare RiB einer kartesi-
schen Basis konstruiert werden.

Zu (M3): Bei Normalprojektion n:ﬁ-’ﬁz gilt: Ein rechter Winkel er-
scheint genau dann unverzerrt, wenn ein Schenkel einer
Hauptgeraden und der andere nicht projizierend ist. Dies folgt laut
Abbildung,in der zusdtzlich eine Zentralprojektion c:#-#, mit dem
Zentrum ¢4  im Winkelscheitel und dem Distanzkreis k beniitzt ist.

Kennt man den linearen RiS einer kartesischen Basis JA4, 4, A, }
der nichtprojizierenden Ebene 7 , und ist der lineare RiB speziell
dhnlich zu einem Normalrip, so ist die Hauptachse der durch die
konjugierten Halbmesser (4.’ A’), (4,),4') bestimmten Ellipse der
lineare RiB8 einer Hauptgeraden in & und die Nebenachse der lineare

Ri8 einer Normalen zu & ; ist diese Ellipse ein Kreis, so ist &
eine Hauptebene, und die Normalen zu « sind projizierend. Im Falle
eines zu einem Schrdgrif &hnlichen linearen Risses schaltet man
eine affine Hilfsfigur, etwa gemdB 1.6.8 davor.

Kennt man bei einem zu einem Normalrif &hnlichen linearen RiB
das Bild einer Hauptgeraden h der nichtprojizierenden Ebene o : SO
genligt die Kenntnis des linearen Risses eines rechten Winkels |,
dessen Schenkel zu A nicht parallel sind, zur Angabe einer MaB-
affinitét 6“1— . :

/ zu (M2) zu (113) zu(M2)
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2. LINEARE ZWEIBILDERSYSTEME

2.1 Grundbegriffe

'2.1.1 Sind M und N zwei Mengen und ¢; : M—=N (j=1,2) zwei Ab-
bildungen, so heiBt die Abbildung (4,4 ) :M=A/xN mit xf,,4):=
:=(X¢ ,Xq), xeByn Dy  eine Paarabbildung.

Def.2.1.1: Sind ¢;: <'3Q - ?,l?) (j=1,2) 2zwei surjektive lineare

Abbildungen aus einem projektiven Raum T~ /ﬁ?, Oj J in
einen projektiven Raum T 's /fib ﬁjmlt I¢dmll«oo  und dim T/> 2,
so heipt die Paarabbildung /L@, ¢ ): cs/?—n-— xﬁ ein lineares Zwei-
bildersystem aus T.

Nach Def.1.3.1 und 1.3.3 ist ¢; das Produkt einer Projektion
'+ a7->§(7 cﬁ mit Ausnahmeraum 2. <§Z und einer Kollineation #; : g@, -’;TQ
(j=1,2), wobei die projektiven R&ume WZ.,) und J(Z )bzw. 77—/?’4 ), T(#,, )
und 7T’[;'>7’j je gleiche Dimension besitzen . Wegen dim [ »3 ist
nach 1.4.1 der projektive Raum /| ein Desarguesraum; nach 1.4.2
und 1.3.4 sind die Algebraisierungskdrper von 7] und 7/’isomorph.

Flir eine Punktmenge &ngiZ mit U (502, )=~ ist (¢, )t
global; wir nennen )( Xw é:Q’ den ersten linearen Rif und

X" X¥o, e A’  den zweiten llnearen RiB von Xe f ; mit X:= Xy, 5??2,1‘;',
,fi’"k'fgé 373_ <¥ gilt dann X=X, X'=X4#. . Wir verwenden i.f.

die

. . N N » BN AP 4
Festsetzung 1: Filir ein lineares Zweibildersystem /c,/:,,g‘/’z):g/—o }:',7)«‘;1’

ist stets 5 #2 .
Gilt n&dmlich 2=2,=:2, so ist fir alle X e H\Z dann X' X"
eine Kollineation in T'/#') , n&mlich 4 "4 , wenn man nach 1.3.1
ohne Einschré&nkung Zq: ;-7__ wdhlt; da kollineare lineare Risse im
Sinne der projektivén Geometrie nicht wesentlich verschieden sind,
liegt dann nur ein linearer RiB vor. Insbesondere ist also weder Z,
noch 2, gleich & , also weder ¢ noch ¢ injektiv. Stellt umgekehrt
fir alle X 6‘32\ die Zuordnung X'w-X’  eine Kolllneatlor‘x";’dar, so
besitzen die beiden linearen Abbildungen denselben Ausnahmeraum;

Flir X4 Z,, XeZ, existiert n&mlich X, aber nicht X%, also gilt e,

1'Nach Def.2.1.1 ist keine der beiden Abbildungen eine Kotierung.

Die elementare kotierte Projektion (vgl.1.2.1) ist ein Paar
linearer Abbildungen, ndmlich einer Normalprojektion und einer
Kotierung, jedoch kein lineares Zweibildersystem im Sinne wvon
Def.2.1.1. Natlirlich kdnnen auch Paare linearer Abbildungen ¢, ¢,
aus 7 mit img,+ imy, studiert werden.
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und wegen dim T(5) = dimT(Z.) daher 5,-3, .
Fir dim T=2 >3 gilt mit dim T (5 )=dmT(3, )= £
dann 0L han-3 nach 1.2.1 und 22 dimT’'¢ n-7-

2.1.2 Nach 2.1.1 ist 2, + =, und =, 2, &+~ .

—

Def.2.1.2: Sind 3,,3, ——— die Ausnahmeriume eines linearen
Zweibildersystems (4,9, ) @ '74?.,.?/)(/6(/ , S0 heiBt > v 2
der Kernraum des linearen Zweibildersystems. ‘

Dann gilt:

Satz 2.1.1: Die Ausnahmemenge eines linearen Zweibildersystems
(992 )¢ &?-o//’%gf[ist die Menge 5, U2, . FlirZnZ-& ist die
Einschrénkung fy, ) l@t\"(zvz_}) injektiv und /4,4 )((5v5)\Jus, ) nicht injektiv

Beweis. Fiir Ze¢ 3 ist ¢ , also (4,4 ; nicht definiert, fiir
Xé 303, ist Nl = (Xo, Ve |=(X,X") definiert. Fir

S ){, Ye H\(Z,v 2—,_}, X$Y mit X'=Y',X"=Y" ist XY projizierend be-

zliglich 4, und ¥, , so daB die Gerade XY sowohl > wie auch 2, ,

und zwar wegen Z ,Z - in verschiedenen Punkten schneidet; dann

gilt XYcZ,vZ, nach 1.1.2,(2). O

Wegen Satz 2.1.1 formulieren wir die

Festsetzung 2: Der Kernraum 2, v2, eines linearen Zweibilérsystems

ist ein echter Unterraum von /T -und die Zentren T, ,7.

sind windschief2 .

Fiir dim (S, j=dimT(5,)=4% gilt dann dim T(Z v j=Zx+
nach 1.1.2,(5), also 24<n-71 .

Bei der Projektion «, : ?7-—:7 ‘/FZ mit Zentrum 25 = J ist ZvE,
ein projizierender Unterraum und i =:%= ﬁ/' (ZVZ.)*/@" da 2z, zu
2'2 windschief ist und 22#,0’ gilt. Der Unterraum =, von .
ist die Menge der ; -Bilder aller Punkte aus Z,vZ. !\ Z, unter .,
und E;’:: f:,@,c}%”is‘tdie Menge der ersten linearen Risse aller Punkte
aus /Z,yZ2, )\5, ; analoges gilt filir den Index 2.

Def.2.1.3: 1Ist Z,v = der Kernraum eines linearen Zweibiler-
[3 / Arly it : ; Fe /-:’,Q- “
_ system (poy2): X m FE XX mit prev kound oy i Lm e
: - = s -t
so heiBt 22= 2% bzw. 22'=2_2504 =22 g der erste Kernraum in %,

2.,
Diese Zusatzforderung ist bei allen konstruktiv wichti i

se g e 1] gen linearen
?wetbl}:dersystem erfillt. FUr 2,2, #& ist die Injektivitit von (%, /
in "groBerem Mage" gestdrt als im Fall Z;n5,=#& (vgl.Satz 2.1.1).
”blplﬁ Bgzelchgung Kernraum verallgemeinert eine in der Geodédsie
ubliche Bezeichnung und hat nichts mit einem Kernraum ei -
raumhomomorphismus zu tun. nes. Vektor



- 71 -

bzw. 4’ und 41—5 % bzw. Z"—Z1 %= 2,4  der zweite Kernraum

in 57,, bzw. ¥’.

Dann gilt nach oben:

—-[(f,vfz.)\i)ﬂ‘, 5=((Zv5)\5,)4 <#” und analog fir =,,5,”
Der erste und der zweite Kernraum sind also nie leer. Fiir dim W— 7,
dim 7(2,)=dim T (Z,) = f folgt dim J/3, ) =dim T(Z, )=dim T/, ’/-dlm7r7j'/
nach 1,1,2,(5) wegen & v (5,v2, )& , ain T (3, VZJ} -4+ fand dim 777«4/=
=k, da ¢, /%, und 4|2, injektiv sind. Wegen dim 7’ =n-k-1 und
2k< n-1 ist k< n-k-1; der erste (zweite) Kernraum Z5,'(3,”) eines

linearen Zweibildersystems ist daher ein echter Unterraum von IT’.

Nach Festsetzung 2 ist ein zum Kernraum Z,v2, in T

komplementdrer Unterraum 2 v2,= :[, der ein Grundraum des Zweibilder-
systems heiBt, nie leer; fiir dlm T=n ist die Dimension eines
Grundraumes nach 1.1.2,(1) gleich n-(2k+1)=1=n-2k-2z0. Durch jeden
Grundraum ex:LstJ.ert ein zu 2 bzw. 2.:, komplementdrer Unterraum (I,96),
der als Bildraum 37 bzw. ?)’Z,_von +, bzw. %, verwendet werden kann.

2.1.3 Fiir jeden Punkt X € (§vS2 )\ (ZvZ&Z) ist X'eZ’ und X"eZ ! ;
nach 2.1.2 ist (o, 0 )|(5v5)\(Zv%))nicht injektiv. Ist A¢ZvZL,

so heiBt fX}v /ivf‘;} der doppelt projizierende Unterraum Gy von X.

Wegen X¢& 3,vZ. und Xe ‘PA.’.] v sz)?/v/,?: v, J mit X= X#:, gilt

nach 1.1 2(3) dann IX7v (% vZ-f rXr v(Z, V-—_z] , und aus Xf*'ﬁ'/:', folgt

[ X]v (3, U/)qﬁ’ '(D(r"/’ v, ’}/’G‘? fY év—}nﬁ ) rach 142, (4),also

}i x”?-zXﬁVf}_ und analog?*o—a/;alf —ZXn?v,_JJ
a. ",:5;(,4 =, X} le/ und analog 7 : ’g’;( Z[X”} y35.7.
Fir dim TT=n , dim .’7'/2:\/ .?1):2,?'#’/ gilt dim 7/-/&"/ sl el und

dim (5, ) =aim T(55, ) =dim 7 (2, ) =daim /1'(0%') =k+1 nach 1.1.2,(5).

Def.2.1.4: 1Ist Oy der doppelt projizierende Unterraum von \45v21

und sind ¢-' und % "echte Unterriume von // ,/1’/ so heiBt

bzw. O'X" der erste Ordner bzw. der zweite Ordner von X.

*Wir formulieren folgenden Hilfssatz der projektiven Geometrie:

satz 2.1.2: Sind /f und //

pro;;ekt:.ven Raumes // mit dim T‘»Z und faBt man jeden
Verbindungsraum von 5/, mit einem Punkt von 6}, als Punkt und genau

nicht leere komplementdre Unterrdume eines
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jeden Verbindungsraum von q mit einer Geraden von O/Z’ als Gerade
auf, so ist die MengegZZ dieser Punkte und die Menge %/ dieser
Geraden ein zu T(f )1somorpher projektiver Raum.

> T T o
Beweis. Nach Satz 1.2.1 ist die Abbildung y‘q ?Z mit Xé&w{Xf\/&f e ¥

3 - jfeine Bijektion. Nach Def. bildef p-
kollineare bzw. nichtkollineare Punkte von C% in Elemente aus cQ ab,
die einer Geraden bzw. nicht einer Geraden aus angehdren. Damit

~s NS
ibertrigt y* die Aussagen (PR1),(PR2), (PR3) auf (ﬁ?,&j/ und ist
‘dann eine Kollineation von 0% auf & . |

Damit konnen wir beweisen:

Satz 2.1.3: " Ein lineares Zweibildersystem besitzt genau dann
Ordner, wenn der Kernraum Z,vZ2, keine Hyperebene ist.

Existieren Ordner, so kann die Menge der ersten bzw. zweiten Ordner
als mindestens eindimensionaler projektiver Ordnerraum ?""bzw. 7 &
aufgefaBt werden, der zu jedem Grundraum [ isomorph ist;

das lineare Zweibildersystem definiert eine Ordnerkolllneatlon /5
f /)”1}

von 7' au

Beweis. (a) Der doppelt projizierende Unterraum ¢y von Ae &\(ZvZ./

schneic‘i_et ?, genau dann in einem echten Unterraum 5;'(=
= §XFy 5;_# @7,, R wennz_ wegen X¢ 2, keine Hyper-
ebene von T /47,) ist. Der Unterraum % -3, »/3,v3. /] ist
aber genau dann eine Hyperebene von '77':/7’7, ) , wenn Z,v I,
eine Hyperebene von T ist, weil aus X, cox = {X;‘-’ v/ S/
und @4 v 2 =e-1 folgt (y-& . '

(b) Wie aus 1.2.1 folgt, erhdlt man die Menge aller ersten
bzw. zweiten Ordner (% ’37 ' bzw. ¢ =% 7 , wenn X die
Menge aller Punkte eines Grundraumes ',/‘ durchlduft;
existieren Ordner, so ist dim 77'(/-)2 7 . Auf Grund
von Satz 2.1.2, angewendet auf die in 7T’ komplement&iren
Unterrdume 2’ und -/ i, bzw. 2" und ~ /4, erhilt
‘man die progektlven Ordnerr&ume 7,77, d1e zu’ 77(’/—)
isomorph sind. Mlt& : 4---1f'/c,-e=f T/’ und(f i M/—j&—’ Y il _9«9»:451‘5
Satz 2.1.2 istﬂ:.:d—”’,’c,"&& " 7;.{” die Ordner-
kollineation. O
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Fiir dim T=n , dim WZT vz, )= 1/4- 1 existieren genau fiir
2k+1=n-1, also 2k=n-2 keine Ordner, was nur fiir n 5erade m&glich
ist; filir 2k<n-2 ist jeder Ordnerraum ﬂ”//f” ein projektiver Raum
der Dimension n-2k-2 >1, dessen Punkte,von 71’ aus betrachtet, die
(k+1)-dimensionalen Unterr&dume von /7’ durch den k-dimensionalen

Unterraum :7;) bzw. 2: ’ von 77' sind, Flir n ungerade existieren stets Ordner

Liegt der erste lineare RiB eines Punktes Ae H\(ZvZ% | im
Oordner 0y’ [X’fvz';’ , SO gehdrt der zweite lineare RiB X4
von X dem Ordner a;’/fr =0;(”= / X "f v .?';” an, was den Namen "Ordner"
motiviert. Ist 2, v 2, eine Hyperebene von 7] , so ist fiir jedes
Xeﬂ\( v 3,) dann T =05 " $2' so da8 auBer Xé;"('lf:’ und ’«’f?/ k>
keine weitere Bedlngung zwischen den beiden linearen Rissen besteht.

e e

e N
S Foa

Ist dim T= 3 dim 77'—2, also dim 777) =dim Wg =k=0, so ist der
Kernraum 24 22 eine Gerade (Kernachse 2 ) und der 1. bzw. 2.Kern-
. 3 171 )
~raum 1*5{[‘311 ZW. 1n?,_/<7( / der Punkt {,‘,,é’/’//cﬁ’( h=Z, »J,/
bzw. 14_, Z: /) J(Z& ”éﬁ'},Der projizierende Unterraum 9' eines
Punktes X € ﬁZZ \ o ist eine Ebene des Ebenenblischels sé , und die

’ bzw. 2" . In v6llig analoger

Ordner oy ,ox” sind Geraden durch 2,
Weise sind die Fille dim 7 =nz 4, dim 7 ‘=n-1, also dim 7/Z,/ =dim 7/3, =
=k=0 zu behandeln.

Fir dim 7 =4, dim 7T'=2, also dim 7/5,/ =dim /(Z, ; =k=1 ist
der Kernraum J,v 2, eine von den windschiefen Geraden 2, 3, aufge-
spannte Hyperebene von // . Bei diesem Zwelbllérsystem mit 2k=n-2 gibt
es keine Ordner ung der erste bzw. zweite Kernraum in ;:-‘” ist die
Gerade Z,’- 2,4, =2, %4 bzw. 2= 2 ¢, = 2, 4, also eine

Hyperebene von 77" (R’
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2.2 Lineare Zweibildersysteme aus einem dreidimensionalen

projektiven Raum

2.2.1 Fir aimT =3 gilt dim T(E)=dim T(5 )-¢ nach 2.1.2 mit

2}-{1]*2;: {Z,,})also dim /24 2 das in 2.1.3 beschriebene
lineare Zweibildersystem mit dim 7T =3 ist also das einzig mégliche
aus einem dreidimensionalen projektiven Raum . Nach 2.1.1 ist 7T’/
eine Desarguesebene mit zu den Algebraisierungsk&rpern von 7/
isomorphen Algebraisierungskdrpern. Die Ordnerrdume ?”,’7’ “gind von T’
aus betrachtet die Geradenbiischel %’Zz, , 4"%,, : welche Ordnerbilischel
heiBen, und die Ordnerkollineation ,4:7’-7" 1ist eine Ordner-
bijektion /! 472,”’//0,7"1’4” , welche von den doppelt projizierenden
Ebenen stammt.

Jeder Grundraum E::‘—I—E;= [ist eine zur Kernachse =< 7 wind-
schiefe Gerade. Fiir Zeo \{Z, %} stellt {Z}v [ =& eine zu %
und zu 7, komplement&dre Ebene dar und (¥,,%) /[« :ﬁ—'ﬁ’x,&” ist
global. Mit @ =¥ %, ¢,=¥i 4o ist o;[a: @ =%, (7=02¢) eine Per-
spektivitit und daher A(y/x)"ak : K=&/ mit (/- X' gir Xew
eine Kollineation £, , welche die Bildkollineation der nicht-
projizierenden Ebene « heiBt. Wegen Z=2Z2,) Z'=Z2,7 und [/7;_’7/4= X’z
fiir Xéd\{Z}gilt {("/@Z; =ﬂ , d.h. die Bildkollineation jeder nicht-
projizierenden Ebene « enthdlt die Ordnerbijektion. Nach 1.4.3 ist
daher /.’7 eine spezielle Bijektion: Ist gca eine zu 4 windschiefe

Gerade, und sind A4, Ar, s drei verschiedene Punkte von g, so
gilt (Z,,’Ao’//é: Z'A" usw.,und nach 1.4.3 bestimmt/g daher einen
Isomorphismus der Algebraisierungsk&rper }\:Z (4> A2 und /{Z@,I//A;’Zi/

von T!. Zusammenfassend gilt:

Satz 2.2.1: Eine zur I/(grnachse windschiefe Gerade g wird auf durch
/9: %3;"‘ 'z’,bijektiv gekoppelte Geraden g',g" abgebildet,
wobeil /? einen Isomorphismus des durch die ersten linearen Risse
dreier Punkte von g festgelegten AlgebraisierungskSrpersauf den
durch ihre zweiten linearen Risse festgelegten Algebraisierungs-
kbrper bestimmt. Nichtprojizierende Ebenen definieren eine Bild-
kollineation, welche die Ordnerbijektion enthdlt.

Fiir eine von ¢ verschiedene, erstprojizierende Gerade s, ist
S, = ZPX% [Xes\ {5}} ein von Z,’ verschiedener Punkt und (s vz )1/3-7-54"6— [07_:)”
. Fiilr eine erst-, aber nicht doppeltprojizierende Ebene <4 ist
d{%—: zU(fp, ,/Xeo(,\ {Z,}} eine Gerade nicht durch 2;' und {Xﬁ, /yéd,,}: ﬁf) ;
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flir eine doppelt projizierende Ebene O”G_f, ist o’)’{/’(?’/ {X‘-‘”‘\fz4}} ‘
eine Gerade durch 7', und 0;9-=6""= [J@gz [Xer\{Z,}]] ist eine Gerade durch 7

In der konstruktiven Geometrie sind spezielle lineare Zweibilder-

systeme von Bedeutung:

Def.2.2.1: 1Ist 7T ein dreidimensionaler fanoscher Papposraum

(klassischer dreidimensionaler projektiver Raum) und
/L; @é,w%"eine Projektivit&dt, so heiBt /fﬁ,?&} ein klassisches
lineares Zweibildersystem.

Bei einem solchen ist nach Satz 2.2.1 die Bildkollineation

jeder nichtprojizierenden Ebene projektiv..

Gestattet ein Algebraisierungskdrper K eines dreidimensionalen
projektiven Raumes ]| nur den trivialen Automorphismus und ist Char K#2,
so existieren nach 1.4.4 nur klassische lineare Zweibildersysteme
aus I ; dies trifft speziell fiir K& /& , aber nicht fiir K 2 zu.

2.2.2 .Die konstruktive Behandlung von Aufgaben in einem linearen
Zweibildersystem aus /1 mit dim 7T =3 stiitzt sich auf die

1
Ordnerbijektion/5 : Cyzz, - %; "o

Def.2.2.2: Das Tripel {%’,Z}”;ﬁ] heiBt die Hauptbildfigur von

b d

@6,,(@_}1 . Ist Glxz und /é keine Perspektivitdt bzw. eine
=

Perspektivitdt, so heiBt (g,y, | vom 1.Typ bzw. vom 2.Typ; ist Z'=Z,
und /5 nicht die Identitdt bzw. die Identitat, so heist /i, g, / vom

3.Typ bzw. vom 4.Typ.

Da ﬂ bei Typ 2 und Typ 4 eine Projektivitdt ist, ist bei diesen
beiden Typen die Bildkollineation einexjnicht projizierenden Ebene

stets projektiv.

Beim 2.Typ verwendet man die Perspektivitdtsachse (Ordnerachse)a/s
von ﬂ zur Vervollstindigung von % . Ist (#%,%) klassisch, so gibt
es beim 1.Typ einen durch /5 erzeugten Ordnerkegelschnitt mit
den Grundpunkten Zz’ undZ,,” , und beim 3.Typ kann/ etwa unter
Benlitzung eines STEINERkegelschnitts durch Z. )-—--/ g vervollsténdigt

werden.

Da f%/ F,’z) }?\6/ nach Satz 2.1.1 injektiv ist, k&nnen die Lage-
aufgaben in 'lT, soweit sie Elemente aus ;‘I\e" betreffen, in einem

linearen Zweibildersystem geldst werden.
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Welcher Typ dabei zugrundeliegt ist fiir die konstruktive
Behandlung gleichgiiltig und bedeutet nur, das /.’7 verschieden-
artig vervollstédndigt werden muB.

Nach 1.6.1 geniigt es, die Aufgaben (/1) und (£2) von T in 7’/
zu l8sen: :
(11): PegomPe0) Pleq’, (PZ5-7'27,
(12): ﬁC“‘"’?/&"Q” fiir <« nicht projizierend,
9).— o’ flir < erstprojizierend,
Q)éqzi,, 9’=9"/§ fiir & doppeltprojizierend.

Die Figuren zeigen die Lésungeh (L1) und die Schnittbedingung
@%’y{%’}/ﬁ:q%”v{%”}, wobei ein klassisches Zweibildersystem vom 1.Typ
gewdhlt wurde. Die Schnittbedingung erm8glicht es, eine nicht-
projizierende Ebene & durch einen Zwickel] festzulegen, was (L2)
(L3) und (L2%) erledigt; weiter kann dann (/2) und Pe« durch

Angittern geldst werden. Ist die nichtprojizierende Epene ‘& durch

einen Zwickel gegeben, wird (L3*) durch Angittern einer Geraden Cc &
mit c)=¢_y) und (L1%¥) durch zweimalige Anwendung von (L3%) geldst.

Kennt man die Bildkollineation 4, einer nichtprojizierenden
Ebene ¢ , so kann man sofort zu einem Zwickel in & {ibergehen.
Ist umgekehrt ein 2Zwickel von o« gegeben, so sind [51-79%’, 6’*/?9' \{gi,l/
Hler'\ (s, 2’7 und {5/’:5 AN 3”\{3”/-////4,4”\55”],2;”_} zwei Vierecke,

. /
also zwei Fundamentalmengen in J/ , und 3:0 01/, definiert einen
2=

1Im Elementarunterricht sollte man zur Festlegung einer Ebene stets

einen Zwickel beniitzen, der,undurchsichtig angenommen, auch ein-
fachen Figuren einen anschaulichen Charakter verleiht. Spuren und
Spurpunkte haben bei der konstruktiven Behandlung einer Ebene nichts
verloren,
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- [ ¥ald // 747 V-4
Kdrperisomorphismus « : [S) Q, 9/12’1‘/// A/ ($/69 /-
Nach Satz 1.4.3 und 1.1.2 ist damit /f,( : elndeutlg bestimmt.

Anstatt mit einem Zwickel kann man auch direkt mit der Bildkollineation
einer nichtprojizierenden Ebene & arbeiten. Sind zum Beispiel J(a,./l/g
die verschiedenen Bildkollineationen zweier verschiedener nicht-
projizierender Ebenen, so ist (4 4 7/“/%2,:/0{%,1 , also kf? 5?-»&’
eine perspektive Kollineation; fur ihre Achse g' gilt 9 " = g /9 J
so daB8 g' nach (/2) der erste lineare RiB8 von g= 6!/1/9 ist. Zur
konstruktiven Durchfiihrung dieser L&sung von (LT‘ ) sei A,B,CeX,
P,Q,R ¢/ mit A'=P", B’-Q%CZR% dann sind {A',B',C'} und
{P',Q',R'} zwel 4’ -perspektive Dreiecke) und g' ist ihre
DESARGUES-Achse (in der Figur liegt ein Zweibildersystem vom
2.Typ zugrunde).

Lageaufgaben, bei denen projizierende Geraden oder Ebenen vor-
kommen, sind trivial.

2.2.3 Ein Punkt Xe@®  mit X-X’ heist ein Koinzidenzpunkt.
" Dann gilt:

Satz 2.2.2: Bei einem klassischen linearen Zweibildersystem er-

flillen die Koinzidenzpunkte folgende, durch die Haupt-
bildfigur und Z,,Z, ¢ X bestimmten Punktmengen X e ;(\ (20,22} :
1.Typ: 4 ist eine in Z, und Z, punktierte Kubik,
2.Typ: % ist ein in Z, und Z, punktierter Kegelschnitt in einer
doppelt projizierenden Ebene 7 und eine zu o windschiefe
Sekante I des Kegelschnitts.
3.Typ: 7&iSt o\ onZz] oder ©\{Z,Z} und eine o nicht in Z,,2, treffende

Gerade oder ¢)\{Z 7,_} und zwei windschiefe, o nicht in 2

1723
treffende Geraden.

4.Typ: A ist 5\ {Z,7,}  und eine nichtprojizierende Koinzidenz-
ebene /’ .
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"Beweis. (a) Bei Typ 1 ist kein Punkt aus o\ {Z,; Zz.] ein )
Koinzidenzpunkt und X'=X" genau flir X'¢£\fZ'} , falls[c;’l('

der Ordnerkegelschnltt ist. Dann ist é»— Z# fc? bzw. f /I’ <%

ein Kegelschnitt durchz bzw. Z und X liegt nicht auf & und im

quadratischen Kegel mit der Spitze Z1 und dem Leitkegelschnitt k

bzw. mit der Spitze Z, und dem Leitkegelschnitt k. Da in / die

Tangente von k in Z,’ nicht in die Tangente von k in Z#  {ibergeht,

haben diese quadratischen Kegel auBer & noch eine Kubik & durch Z,

und Z, gemeinsam (II,198).

(b) Bei Typ 2 gilt fiir jeden Punkt von aﬂ dann X'=X", so
das 8/3 als 1. und 2. linearer RiB einer zu & wind-
schiefen Geraden 1, die nur aus Koinzidenzpunkten besteht, anzu-
sprechen ist. Weiter ist jeder von Zz)/-;” verschiedene Punkt der
Geraden Y{:Z ’2” Bild eines Koinzidenzpunkts, und wegenf"::f’/ﬁ:f’ ist
(f; f” f’ } das Bildpaar elner doppelt pr03121erenden Ebene f .

Dann ist o= 6? /f)l jvf mJ.t_(c f/} ?Z,,f fnﬂ eine Projektivi-

tdt; projiziert man in zugeordnete Punkte aus Z bzw. Z» , so

erhdlt man in }' zwel projektive Geradenblischel, die wegen z/-*Z,”}
also %_d¢.. nicht perspektiv sind. Ihr Erzeugnis ist ein Kegel~-
schnitt in f durch 2; und Zz. , der von 1 genau in jenem Punkt S

getroffen wird, fiir den {5,’355’713 f% =" gilt.

7y
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(c) Wegen Z’=Z,” besteht 9\{24,.?2_] beim 3. und 4.Typ aus

Koinzidenzpunkten. Weitere Koinzidenzpunkte liegen nur

dann vor, wenn ein erster Ordner auch ein zweiter Ordner ist, was
bei Typ 3 hbchstens zweimal und bei Typ 4 stets zutrifft.

Gilt fiir fjé qél dann (= f’/é“ “/ , so ist die in der
doppeltprojizierenden Ebene { mit dem Bildpaar (f: f f, " / wie in _
(b) definierte Projektivitit g f-'-f wegen .7, " =Z " also Zd=Z,
eine Perspektivitdt, die eine wegen -—,2_ C—f’ die Kernachse o
schneidende nichtprojizierende Gerade aus Koinzidenzpunkten er-
zeugt.

Existieren bei Typ 3 zwei Fixgeraden von % r SO gibt es zwei
nichtprojizierende Geraden aus Koinzidenzpunkten, welche in ver-
schiedenen doppelt projizierenden Ebenen liegen und ¢ in ver-
schiedenen Punkten schneiden; spannen sie nd@mlich eine nicht-
projizierende Ebene A« auf, so miiBten die Identitdten auf den
beiden Fixgeraden von in die Bildkollineation ,’ea( passen, was
mit 4 =1, Pz den Widerspruch /5:.—/&( ’ ergibt.

Bei Typ 4 ist 1 e die Bildkollineation einer nicht projizierenden
Ebene K, die nur aus Koinzidenzpunkten besteht. a

Ist X eine nichtprojizierende Ebene mit der Bildkollineation £« ,
so sind genau die Fixpunkte von 4 die Bilder der Koinzidenzpunkte
in X, Bei Typ 4 ist Jy stets eine perspektive Kollineation, deren
Achse die Bilder der Koinzidenzpunkte von « tr&gt, welche auf
der Geraden «/1 K liegen.

2.2.4 Ist speziell T’ eine Ebene in /7 , also ;57/6‘;( , so erhdlt
man ein lineares Zweibildersystem aus 7T, wenn man dJ.e
Kollineatione 4 und /4 als _Perspektivitdten )"{74 - %7 bazw. 3 "'/v?”
zum selben Zentrum Z¢ ;ﬁ, 3/’ wdhlt. Je nachdem Z nicht auf o
11egt und ﬁ#ﬁz gilt bzw. Z auf ¢ liegt, entsteht ein lineares
Zweibildersystem vom 2. bzw. 4. . Typ; beim 2.Typ ist die Ordner- '
achse die Bildgerade von 9374/7 f/ bei der Perspektivitdt aus 2.

Entsteht ein lineares Zweibildersystem vom 2.Typ auf diese Weise,
so liegt der Koinzidenzkegelschnitt in der Ebene f.:- fow‘?;der
durch =, 2 und dem Schnittpunkt5von f mit der Koinzidenzgeraden
1= ﬁ,/) ?)—& hindurchgeht; unter Beniitzung des Punktes i = 0 ?5”
kénnen die Tangenten des Koinzidenzkegelschnitts in Z und <,
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als Z,- (ZOA’-}Z{/ bzw. Zz° [ZO/’% ) konstruiert
und dieserdamit festgelegt werden. '

Entsteht ein lirfares Zweibildersystem vom 4.Typ auf diese
Weise und ist @=‘ WL , so stellt diese Ebene die Koinzidenzebene K
dar; flr j’{—’; + 17, enthilt die Koinzidenzebene /; die Gerade "7,,(1 J%,
und ist durch einen weiteren Punkt X mit {X}: ZZ/)X; und fX_fA”f,f, ?; ij

kollinear festgelegt.

2.2.5 Da (g,4)]&/\v) nach satz 2.1.1 injektiv ist, kann jede Ay
Punktmenge X c 5(/ \ & aus der Menge der Bildpaare (J(,/k" TjE &

= a7

aller ihrer Punktef#feindeutig rekonstruiert werden, wenn -, ., &4, %%
e ) 7 ,
und die Kollineationen &£, : %74—’3?, # - ?jbekannt sind.

Genauer gilt:

$
~)

Satz 2.2.3: Kennt man die Hauptbildfigur {2z} 12{;5{eines linearen Zwei-
bildersystems /fi"f“’\r "aus einem dreidimensionalen projektiven

Raum, so ist jede Punktmenge {(c-/ durch die Bildpaare (X',X")e.f,:;',,’:-(,}';”

ihrer Punkte X< 7¢ bis auf Kollineationen eindeutig bestimmt, falls

: ATV
stets V7, XaZ, gilt.

Beweis. (a) Wir wihlen ein Dreieck {A,B,C{c'< und die Bildpaare (A',A"),
(B',B"), (C',Cc") & ¢ so,das8 {A',B',C',2}{ , {A",B",C",2}/
zwei Vierecke in ,.(' mit (Zkﬂ_;'A')I/%——~ zya", (z,,B')f -~ Z}B", (2!C')==Z, 'sind.
Dann liegen die verschiedenen Ausnahmepunkte von ¢, und ¢, nicht in der
Dreiecksebene und die Kernachse trifft keine Seite des Dreiecks

wir wihlen Z,,Z, zuldssig. Zu dieser Angabe ist r————"

{ ArBng;
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dann AB=: [ ein Grundraum; nach 2.1. 2 existiert durch /[ eine zuZ
bzw. 2 komplementare Ebene 3( bzw. a?z_ . Die Projektion ¥, &- 4//4
bzW. ¢, : X - ?72_ zum Zentrum Z, bzw. 2, leistet A=Ay-4, B=2x -5
bzw. A= g = ABB%B

Die doppelt projizierenden Ebenen U, 7% ,C2 sind nach Konstruktion
paarweise verschieden und es gilt {Al=/n0yu,{Bf=/10g ; wir
setzen {"9’}:;— /_/;l?d . Durch (A,B;P) wird ein Algebraisierungs-
kérper K von T und durch (A',B;P') mit {P'} :=A'B'n 2',C' ein zu K

Z) Z;’

v W /
/| 7
; P/’/ “B// // \ y
A // /,]\ ’A’__ /‘/ pif \B
cl s S
/ 7 ‘f;’
™ o

|

isomorpher Algebraisierungskdrper K' von T’ bestimmt;sei Ac‘ (K4, B; B/
s
— '8 P'lein solcher Isomorphlsmus. Weiter sind {4) 81} /mf [1}:=2/B0nAZ ’
und {A B, ”}Mu [’/z ’4_,_5” AL _Dreiecke. Nach Satz 1.4.3 ex1st1ert

e '} - y/ ‘7/-!’*
genau eine Kollineation éu %’ mit Ax, = A ’, Be-8, ) T4 = oA (2 Bl P
. - /I
und 4, [ (A %\17{?—.}:0(, ’ und diese leistet auch (4, =C 2 # = 4—z .

In analoger Weise definieren wir eine Kollineation ﬂ,‘-;ﬂw ,x , aber so,
daB der Kdrperisomorphismus &,:K(A,B;P)—=K"(A",B"; P")mit {D"f A'BI A ZECH

e ! 7
wie folgt erklirt wird: Sind =/: Lff;,: = AR gt i,,-»-/("”’Per—

spektivitdten, so setzen wir ;/ X, "1/577'” Ke <. Ist dann
(X',X") ¢ (; “\\{212) T4 "z, !I]J mJ.t/Z’X’}‘ =y Bildpaar eines
Punktes X("’ \ & , SO gehdren X .= X’A’ - und X: ——X//f." wegen
X T ’/577 o(;L _-./c'( f—-—»/_ einer doppelt prog_lzlerenden Ebene ?

an und CXf XZ/! X Zy ist wegen Xz Z <, X*» eindeutigq bestimrht.
Damit ist < :=(¢.¢" /(;?\c ‘mit Yf(*&\c" e XP= W,X"/und Gl M=, My

eine globale Injektion.

2Zur tatsdchlichen Rekonstruktion muB ein solcher Kdrperisomorphismus

bekannt sein. Satz 2.2.3 ist nur eine Existenzaussage.
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(b) Nach zuldssiger Auswahl der Vierecke {A',B',C' 12 tc 4@',
iA" B",C",2) jcg' + des Dreiecks {A,B,C{c{, der Zentren Z,,Z,
und des Kdrperisomorphismus o,:K(A,B;P)-»K'(A',B';P') ist das Rekon-
struktionsergebnis unabhanglg von der zul&issigen Wahl der Bildebene von
und ,. Ist ndmlich /,/ bzw. /IZ,_ eine andere zu Z1 bzw. Z, komplementare
Ebene, so glltf die Kollineationen #&,: {f, 7/1?; iz: fQ ?g’ notwendig z; —‘U,
(j=1,2).

<.'\’

(c) Ist (Ar,&"), (B',B"), (€',EMe ,é’x&,jff,li,f < 1T
eine andere zulass:.ge Angabe und &, :K(A,B; P)wK'(A',B4P")
mit {P1:=BB~& , 67 :=€Iv3, {B'}:=R'E'n z JC' ein Kdrperisomor-

phlsmus, so wird jedem Blldpaar (X',X"e (,J \ 22‘;‘ ('é "\{27¢)

mit (22 X’/V:: "X’ nach (a) eindeutig ein Punkt /(’éﬁ/\ e zuge-
ordnet und % ?/\o—oﬂ(xy mit /(f;( 0H>X¢ /X, X"/ ist eine
globale Injektion.

Die Abbildung ff’*‘fCﬁ / cq»%\o ist eine Bijektion, da im &=
=/m cﬁ((X}V} gilt. Wir konstruieren eine Kollineation 72-»/52'

mit ){/(%\@)z% .

Die Bijektion A fuhrt drel kollineare Punkte Y V, = /;/\0' stels /n
drei kollineare Punkte X ‘//, C’ﬂ(\o tiber: Fiir XY/7o°=_€  oder fiir
,JrXYoder fir e XY ist das tr:\.v:Lal Gilt XY 706 ~= {..,-/ ZFZy Ty
so ist )(YC();\, , also —f//\/rZ/Z cho" ‘und Zf,\//’/ Y1, '7//IZ// cox ’:(7/;74

ist % eine von OX verschiedene Ebene durch X,Y und 4 ;<7 ¥/ die
Bildkollineation von & (vgl.2. 2 1), so gllt Ay /Lc,f’(_-i/=/'j . Durch “#x
wird nach 2.2,Fn.1 eine Ebene & C;Z mit Z ,41, & &  definiert,
welche X Y Z enthalt und von 0“~ verschieden ist. Wegen X ,?,Ai «?57/10}‘“
sind die Punkte X Y 7 koll:.near.

7

Wir definieren eine globale Abblldung Ml ﬂ/—, durch

Nierw NI fir KeF\e ) i - % /7—/2/)

‘26»«‘!’: =61 PART fir Ges\ {Z!/Zz} aned T EeFL, BReK \6 -
Diese Definition ist sinnvoll: Ist g=PQ und g, = @, mit t;‘i,, ,,:?P&/
und 6 ¢ 3 V9, ) S0 sind PP, ,00, zwei zu ¢ windschiefe,einander
schneidende Geraden; dann sind P;fP,«,Q,«Q,;( zwe! zu & windschiefe,
einander schneidende Geraden, die eine PxQ ¢ und 73,}4 {x», M ent-
haltende Ebene aufspannen. Da diese & in genau einem Punkt schneidet,
ist Gu fir o¢ 9 v4, unabhdngig von der Auswahl der Punkte P,Q mit
G eP& . Gilt dagegen ¢cgve, , so schalten wir zwei Punkte B Q.
einer Geraden ¢, dazwischen mit gAg,=g, Ng,={Gfund o d GGy, 0d 9 v D, .
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. Damit ist *: é-—» ‘eine: Bijektion, die kollineare Lage in 7;2

erhdlt, also nach 1.1. 3 eine Kolllneatlon. |

Kennt man die Zentren Z,,%,, die Vlerecke {a',B',C',2}{c %
{a",B",C",2 e und das Dreieck {A,B, c/ ¢4, so ist nach den Be-
weisteilen (a) und (b) die Rekonstruktion eindeutig durchfiihrbar, falls
der K&rperisomorphismus c;c, gegeben ist. Gestatten die Algebraisierungs-
kdrper nur diesen trivialen Automorphismus, so kann auf die zus&dtzliche

Angabe des Kdrperisomorphismus verzichtet werden.

Durch Satz 2.2.3 wird die Rekonstruktion einer Punktmenge aus
der Menge der beschrifteten Bildpaare (X'X") ihrer Punkte X be-
schrieben. Kennt man von einer Geraden g die linearen Risse g' ,g", sO
muB diese nicht eindeutig rekonstruiert werden k&nnen, falls man
nicht die Bildpaare zweier ihrer Punkte kennt: Trifft nd&mlich g
4d1e Kernachse ¢ in einem von Z1 ,22 verschiedenen Punkt G, so ist .;’i_: /
Gs? 7 und g -0' , 9= 0 T fiir Xe 9\ {&} 7 {ede Punktmenge in
der doppelt pro:jlzierenden Ebene U, hat aber das erste Bild auf 0y !
und das zweite Bild auf JX” . Kennt man aber zus&dtzlich dce Bild-
paare zweier Punkte J Ye9 \féf? , so ist g nach Satz 2.2.3 festge-
legt3 und die Abbildung P/ P# fiir ’Ps-éj paBt in die Bild-
kollineation jeder g enthaltenden nicht projizierenden Ebene. Im

Reellen speziell ist daher DV(X',Y',P',Z_?:)=DV(X",Y“,P",Z_'{') .

2.2.6 Bei einem linearen Zweibildersystem aus einen affinen Raum
o
TT= T\w sind folgende drei Fille m&glich:

Fall 1: Fir Z1 ,Z2 éw besitzt d:Le Fernebene ¢’ eine Bildkollineation
Homit g€ 'ij.,, ﬂund §o 557-:'?{ ‘(=7 2/ist nach satz 1.3.7

surjektiv. Wird in fT’ eine Ferngerade «' ausgezeichnet und fast

man C?a' als Abbildung aus dem affinen Raum ﬁ' in die affine Ebene

ﬁ’: Tyu' auf, so sind beide lineare Risse nach 1.3.6 stets affin zu

je einem Zentralrisg, ‘ '

Fall 2: /,, GW;Z €« : Dann ist ca/ eine Gerade nicht durch Z, ’ und
c&_ ﬁ—bf surjektiv. Ist 77 7’ le’ eJ.ne afflne Ebene und gllt
a":w" , SO0 ist nach Satz 1.3.7 dann sf, ?/*%7' bzw. 45’ }&/-

affin zu einem ParallelriB bzw. zZu einem ZentralriBf.

/
Fall 3: ¢ ist doppeltprojizierend. Dann sind </ ,c,)" zwel :.n/
zugeordnete Geraden. Genau dann, wenn filir die Ferngerade e’

3Dieser Fall tritt im Elementarunterricht bei Grund- und AufriB einer
dritten Hauptgeraden /;3 auf. Legt man durch X, Yelds etwa je eine
Parallele zur y-Achse, so wird dadurch der Streifen einer dritt-
projizierenden Ebene « durch /}g, bestimmt, in der die Vervoll-
stdndigungsaufgabe auf /7 durch Angittern gelSst wird.
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o / /
der affinen Ebene 7[’ T'\cc’ gilt w=co'=cw' ; Sind beide
>
linearen Risse % ;K-* ;X ’ nach Satz 1.3.7 affin zu einer
Parallelprojektion; wegen w. w / kann dies. nur bei einem linearen

Zweibildersystem vom Typ 2,3 oder 4 zutreffen. bei Typ 2 musB :«’G—a, il "”

gelten, bei Typ 3 muB &' Fixgerade von / sein und bei Typ 4 gilt
stets w'=w" ‘

3. LINEARE ZWEISPURENSYSTEME

3.1 Grundbegriffe

3.1.1 1Ist 77'*der zZu ;7' duale projektive Raum mit dim 7<oo , so
ist nach Satz 1.3.6 jede lineare Abbildung ¢* %’* ” auf
einen projektiven Raum T/ von IT aus betrachtet das Produkt einer
Spurabbildung, bei der JederHyperebened7 € /; von J nicht durch
einen Unterraum Ac¢ §(é’ ihre: Spur:@ /)A 1n A  zugeordnet wird,
und einer Kollineation des zu 77/a/ dualen projektiven Raumes : Ta) )*

auf 7T .

Es ist anschaulicher, den Bildraum als den dualen projektiven
Raum 77'”( eines zu W(A isomorphen projektiven Raumes aufzufassen,
so_daB der Hyperebene fc "3{»@4 n eine Hyperebene f £’ von 7/ zugeordnet
wird; wir bezeichnen die Menge der Hyperebenen wn f/mJ.t ?j . Unter
Beniitzung der Annulatorabbildung (vgl.1.2.5) A von 7 und A’
von T’ gilt dann f}—f(\ XA ¢ ,,/’/ fafr Fia.

Def.3.1.1: 1Ist (g% ;/% ?"‘ }(“‘ eines linearen Zweibilder-
system aus dem zu // dualen pro;ektlven Raum 7 mit

34dim T <oo  and sind Aia T=a 7% e T all"die Annulatorab-

bildungen von 77 und T’ , so heiB8t /b, 7 /:=d (?f‘/\) BT A 4 -,r" /X/?

ein lineares Zwelspurensystem aus 1T .

’

/

Nach Satz 1.3. 6 wird jeder Hyperebene _,fé:?, mit F—if’él.,; zu-
ndchst ihre Spur in 7'%!, bzw. f in F/Ak,' zugeordnet, welche
Hyperebene in ﬂfa4} bzw. /14, ' ist; weiters existieren Kollineationen

foa~P) s~ R s, qa8 fr= fref) fr-Fa e’ gilt.

Sind 2, * 3 " *c ﬁ( die Ausnahmerdume von “¢; s ;,_“ ; 8O ist
Ay E‘A Cél? nach 1.3.5. Auf Grund der Festsetzungen 1 und 2 in 2.1.1
und 2.1.2 gilt 37X+ 3% und v 3 S+ 7 55 2=, also nach

1.2.5,(2) mit %A QCW O A= ;7'( dann
Dy EDy , DNy, A,va, = %2,

7



- 85 -

Pir dim 7 =dim 7T =n3z3 und dim T%5*=dim T*(Z*/=4* , also
dim 7772, =dim (4, /| =n-k¥-1=:k nach 1.2.5 gilt 044 % »-3 nach
2.1.1, also 2£k£ n-1, und 2k*< n-1 néch 2.1.2, also n-1< 2k, was
insgesamt n < 2k < 2 (n-1) ergibt. Wegen dim T(a,) =dim{T(a,/)* =dim T’
ist dim T’ =k. |

*
3.1.2 Der Kernraum =2, va—;‘:# &* von /904*, #,* ) besteht wegen

-

=%y ,2;"';-44,’( v, A= fA,,/}A,; ), von T aus gesehen,aus allen
Hyperebenen von 7 durch den nichtleeren Unterraum 4174, von 7,
welcher Doppelspurraum des linearen Zweispurensystems heiBt; jede
Hyperebene von 7 durch 4,74, , welche weder A1 noch 4, umfast,

5 ¥ X!

hat in 4, und in 4, eine Spur, die 4,74, enthdlt. Wegen dim W'x(;.-: Vey A
= 24*+4  nach 2.1.2 ist nach 1.2.5 dann dim /4,0, /=n- (Z5%1)-7 =

/ /
sn-{tn-2i-2ad)-H4=2inxo.

Nach Satz 2.1.1 ist (gw Pr | eingeschrédnkt auf die Menge aller

Hyperebenen, die nicht 4,9 4, enthalten, injektiv. Jede Hyperebene
fé?; mit A, 14, & f schneidet 4,6 bzw. 4, in einer Hyperebene f’
bzw. f von 4, bzw. 4, , wobei f/}/A,{/JA,_):fﬂé!A/)A,.), KE/?;’"Z,/_)/.’Iz} 9/#.

n=3k™=0(k=2)

der ) -
Def.3.1.2: Ist A,»A,(#+ o)/Doppelspurraum von (¢, £ /5—»? ;9 ))so heist

AJ"‘[AAﬂA;,Ug c 3! bzw. 2" = (8,14 )4y < }4’ der erste

Kernraum bzw. der zweite Kernraum des linearen Zweispurensystems,

3.1.3 1Ist eré mit 4, 14,d4 £ , so heiSt @ (4,174, ] der doppelt
inzidente Unterraum 0}; von Jf und es gilt dim 777{; }:2/—4-72— 7.

Def.3.1.3: Ist Of‘ der doppelt inzidente Unterraum von &$d, 7<=
und ist (¢ nicht leer, so heiBt %):?/; CA;' bzw. %/’,..—ojg

der erste Ordner bzw. der zweite Ordner von f .
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Wegen C7j§ f(/) “na, )= fﬂ@/hﬁu)-fg/)ﬂd A4, ) gilt d’ fﬁA‘, , g ,f A,//.
Weiter ist dim. 77(4,/;4!,,]. 2-n =l T4, )= ofm T ”/ af«m]f’ff’/ iont 77//f " e 4o
und dim T(Jf )= elim W/fd* /:o/frnTI’(&"’} Ah-n-1 . Genau fir 2k-n-1=-1,
also 2k=n existieren kelne Ordner, fiir n ungerade existieren stets
Ordner.

Die ersten bzw. zweiten Ordner sind Hyperebenen des ersten bzw.
zweiten Kernraumes. Damit gilt:

Satz 3.1.1: Ein lineares Zweispurensystem besitzt genau dann

Ordner, wenn n< 2k gilt. Existieren Ordner, so definiert
das lineare Zweispurensystem eine Ordnerkollineation / der Menge

der ersten Ordner auf die Menge der zweiten Ordner.

4, H-A
Beweis. Die Kollineation J: ’(k :A /)Az))'/f : g/besz.tzt fiir dim 7744/7412.; =0

eine duale Kollineation 4™ von /M '))'xauf mra))™ . 1st
A e T} ) o (T bzw. 4 e T (4] )= /77"/4‘«"/) die Annulatorabbildung
des ersten bzw. zweiten Spurraumes, so :Lst/é (\;)(¥A-4 eine Bi-
jektion der Menge der Hyperebenen von A& auf die Menge der Hyper-
ebenen von A,,” ; wobei Hyperebenen eines Biischels in Hyperebenen eines
Blischels iibergehen. 0O

3.2 Lineare Zweispurensysteme aus einem dreidimensionalen

projektiven Raum.

3.2.1 Fir dim I =n=3 gilt wegen n £ 2k < 2(n-1) dann notwendig k=2,
also n< 2k. Es gibt somit fiir n=3 im wesentlichen nur ein

lineares Zweispurensystem: Die Unterr&ume 4,, 4, c;’/ sind zwei ver-

schiedene Ebenen; der Doppelspurraum A, 4, ,ist’ eine Doppelspur

genannte Gerade. Jeder Ebene Jf é% (wir bezeichnen die Ebenenmenge
von /] mit ¢ ) verschieden von A, und 4, wird ein Geradenpaar (EF"/
in 7T’ zugeordnet, wobei fx- f/‘AU/{,)f f/r (fr42 /4. gilt und

p A rp,ﬁ/ K4 .,¢7 Kolllneatlonen sind. Der erste bzw. zweite Kern-
raum 4, ! bzw. 4, 1st eine Gerade in 77 die Menge der ersten bzw.
zweiten Ordner sind die Punkte wvon A;. bzw. 4,7 und/é"A,z ‘>4,” ist
eine Ordnerbijektion. Wie aus dem Beweis von Satz 3.1.1 folgt,

istfnach 1.4.3 eine spezielle Bijektion: Sind D, +D4/D, drei ver-
schiedene doppeltinzidente Punkte der Doppelspur, so bestimmt
einen Isomorphismus des Algebraisierungskdrpers /(’[Q&;’Bxfj'@.&f
auf den Algebraisierungskdrper /(///’DO/(;, 7+ ;TZ&/ von /7"

Jeder Punkt und jede Gerade von 4, bzw. 4, heift erstinzident
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bz_w. gzweitinzident. FaBt man die Geraden in 77 als Achsen von

Ebenenbiischel und die Punkte in /T als Zentren von Ebenenbilindel
auf, so gilt in Analogie zu Satz 2.2.1:

Satz 3.2.1: Eine zur Doppelspur 4,74, windschiefe Gerade g wird

auf durch /.17 4A'+4," bijektiv gekoppelte Geraden-
biischel UJ,, P 6}; cr abgebildet. Jeder nicht inzidente Punkt /46' an
definiert eine Bildkollineation 4, : 7(9;( mltf fir
alle Ebenen féfA , Wobei Jy IA:.’=/?7 gilt.

In Analogie zu Def.2.2.1 erkldren wir:

—

Def.3.2.1: Ist /| ein klassischer dreidimensionaler projektiver
Raum und/la: 4,) = 4," eine Projektivit#dt, so heiBt (f,;[’z/
ein klassisches lineares Zweispurensystem. ‘

PBei einem solchen ist nach Satz 3.2.1 die Bildkollineation
jedes nichtinzidenten Punktes projektiv.

3.2.2 Die weitere Behandlung erfolgt in Analogie zu 2.2:

Def.3.2.2: Das Tripel {4, 4,”; 4 f heiBt Hauptbildfigur von /&, 2/
Ist ,4474-4,” und /!r keine Perspektivitéit bzw. eine Per-

spektivitdt, so heiBt (¢,, ¢.) vom 1.Typ bzw. vom 2.Typ; ist &, /=4, ”
und /5 nicht die Identit&t bzw. die Identltat, so heiBt (7, ./ vom

3.Typ bzw. vom 4.Typ.

Beim 2.Typ verwendet man das Perspektivitédtszentrum (Qrdnerzentrum)
Z/6 zur Vervollstdndigung Von/z . Ist ( &, ;) klassisch, so gibt
es beim 1.Typ einen durch /, erzeugten Ordnerkegelschnitt, dessen

Tangenten die Projektivitit /7::42 o a,” definieren, und beim
3.Typ kann /5 unter Benlitzung eines STEINERkegelschnitts vervoll-
stdndigt werden.

Da (fu g‘,,_ //C{\}@/m Jinjektiv ist, kann jede Lageaufgabe in 7/'%,
soweit sie Elemente in f\{dmd betrifft, in einem linearen Zwei-
spurensystem geldst werden. Dazu hat man die duale Lageaufgaben in 7/
nach den Methoden von 2.2.2 in einem linearen Zweibildersystem zu
18sen und das Ergebnis in T’ zu dualisieren. So gilt z.B.:

4 ) 7 7
(I1): A9 = a's§), x "2, (oc /)42’_//9:0(/),4, .

/ 2
(I2): gZ A= Q/g,—é ' fir A nicht inzident
G'=4' fiir A erstinzident

GéA;)/ CL 6"/2; flir A doppelinzident.
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3.2.3 Eine Ebene (¢ ¢ mit fi £ " heist eine Koinzidenzebene
des linearen Zweispurensystems. Dann gilt:

Satz 3.2.2: Bei einem klassischen linearen Zweispurensystem erfilillen
die Koinzidenzebenen folgende durch die Hauptbildfigur
und A4,, A, éf bestimmte Ebenenmenge & *c g \{4, 42}

1.Typ: Zixist die in 4., 4, aufgeschnittene Menge der Schmiegebenen
einer Kubik.

2.Typ: foist ein in 4,, 4, aufgeschnittener quadratischer Ebenen-
kegel (vgl.II,172) und ein Ebenenbiischel, dessen zur Doppél-
spur windschiefe Achsen den Kegel beriihrt, aber keine Er-
zeugende ist.

3.Typ: fﬂ*ist das in 4,, 4, aufgeschnittene Ebenenbiischel um die
Doppelspur vermehrt um O,1 oder 2 Ebenenbiischel, deren Achsen
nicht inzident sind und die Doppelspur treffen.

4,Typ: Zi*ist das in A4,,4, aufgeschnittene Ebenenbilischel um die
Doppelspur und ein Ebenenbiindel um einen nichtinzidenten

Koinzidenzpunkt.

Diese Ergebnisse erhdlt man aus 2.2.3 durch Dualisieren.

3.2.4 Ist spéziell 7T’ eine Ebene ‘in W', so erhdlt man ein lineares
Zweispurensystem aus // , wenn man die Kollineationen
,,Av}U Hp Ay e 7/1 als Perspektivititen zum selben Zentrum Z@»‘;;,Ah;?"
wdhlt. Dabei entsteht stets ein lineares Zweispurensystem vom 4.Typ,

da A;CsAA”'und//é=A%;, gilt. Der Punkt Z ist der Koinzidenzpunkt.

3.2.5 Da ﬂ;.lz 4(\%g‘ﬁ4‘}1njekt1v ist, kann jede Ebenenmenge
aus Cg q&,AJ aus der Menge ihrer Bildpaare eindeutig rekon-
struiert werden, wenn A4,,4, und die Kollineationen J;:/-aj?jdz:4£*j?J

bekannt sind. Genauer gilt:

Satz 3.1.3: Kennt man die Hauptbildfigur {A'z A" 32 eines linearen
Zweispurensystems @ng {>1X aus elnem dreidimensionalen

projektiven Raum, so ist jede Ebenenmenge AN %’ durch die Bild-

paare (f,ﬁﬁ'i b’fo ihrer Ebenen & € {7 bis auf Kollineationen ein-

deutig bestlmmt, falls stets é # Zﬁz,ﬁd «: gilt.

[N }
il -
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Durch Dualisieren in 7f und 77'/ erhilt man die in 2.2.5 bewiesene
Aussage von Satz 2.2.3.

Kennt man von einer Geraden g nur die Punkte G',G", so mu8
diese nicht eindeutig rekonstruierbar sein, falls man nicht die
Bildpaare zweier Ebenen durch g kennt: Schneidet g die Doppelspur
A, N4 und ist g nicht inzident, so gilt é‘/éAz’ und 6”’:-—6‘74; jede
von A, A. verschiedene Ebene durch den doppeltinzidenten Punkt <§ -
=gn(an4.) besitzt ein erstes Bild durch G' und ein zweites Bild
durch G". Kennt man zusdtzlich das Bildpaar zweier Ebenen f,ay 6{0,
\SV[AAAL)) so ist g nach Satz 3.2.3 festgelegt, und die Abbildung
oV iy xe 6% paBt in die Bildkollineation jedes von G ver-
schiedenen Punktes von g. Im Reellen speziell ist daher PYE z(x“zd.z =

—’D/{f,,{/a, j

3.2.6 Fur ein lineares Zweispurensystem aus einem affn.nen Raum
T=7\w sind folgende drei Fille mdglich:

Fall 1: Fir WP4,0A4: besitzt die Fernebene 4 ein Bildpaar /a),/w .
Gilt speziell cu;a}”, so ist 4) eine Koinzidenzebene; stimmt

die Gerade wrw " mit der Ferngeraden «'der affinen Ebene 7T e

Uberein, so wird dann jede von 041 ,_’.‘.2 verschiedene Ebene auf ein

Geradenpaar der affinen Ebene [/’ abgebildet. .

Fall 2: w=4, . Dann ist 4. 9(" eine Kollineation der Fern-
ebene auf das erste Blldfeld und w zA eine Gerade.

Fall 3: w#+4,, 4. und;‘fbenthéilt die Doppelspur. Dann gilt /:gi-.-.:!; " und

W' 4," ., pa in diesem Fall die Fernebene « durch ihr Bild-
paar nicht eindeutig festgelegt wird, kann keine Lageaufgabe zu <«
geldst werden. Dieses lineare' Zweispurensystem ist daher zur Er-
fassung eines affinen Raumes ungeeignet.

Da ein affiner Raum keine selbstduale Struktur ist, stehen die
Ergebnisse von 3.2.6 jenen von 2.2.6 nicht dual gegeniiber.
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4. Lineare Zweibildersysteme und Zweispurensysteme aus einem
dreidimensionalen euklidischen Raum :

4.1 Lineare Zweibildersysteme mit nichtprojizierender Fernebene

4.1.1 Da R nur den trivialen Automorphismus gestattet und Char R=C#2

gilt, ist jedes lineare Zwelblldersystem aus einem reellen drei-
dimensionalen projektiven Raum nach 2.2.1 stets klass:.sch, also insbe-
sondere die Ordnerbijektion ﬂ qz’ ,*qzl »+ eine Projektivitdt.

GemdB 2.2.6 existieren drei F&lle eines linearen Zweibildersystems
aus einem reellen dreidimensionalen affinen Raum 7‘7",.77'\4:}» . Im Fall 1
gilt z,,3, ¢ w . Dpann ist oy |w a)—-—-;;lf (3=1,2) eine Kollineation und
ﬁT;"ﬂ"w &"P ﬂ'* das Bild der absoluten Polarit#t 774 des euklidischen
Raumes 77' das Antlpolarsystem einer Ellipse der euklidischen Ebene
T’-T’\«', Da die Fernebene «’ nicht projizierend ist, besitzt «
eine Bildkollineation 4 : '~ ¥’ . Dann gilt:

Satz 4.1.1: Ist bei einem linearen Zweibildersystem aus einem drei-
dimensiognelen euklidischen Raum ]| die Fernebene nicht
projizierend, so gilt fiir die beiden Bilder der absoluten Polaritdt w4

von /[ dann (7?‘}7"“);- jrq)'* (ﬁ‘)‘f‘/w o .
/
Beweis. Nach Definition der Bildkollineation 4. :& L’& von 4/ ist
) -1 . ~Ta A -
(gal0) K, (:[0) 7= vof, , also (g ko)k, (Glw) 7 72 (Gho 4 0],
was mit (cf,_/w_}dﬁ:“[:fz [w )= /fﬂ;'/t(, /w}r?“[cf,/w/ A die Behauptung ergibt. [T

4.1.2 1Ist die Kernachse o eigentlich, so bestimmen die Paare orthogona-

ler Ebenen durch ¢ eine involutorische Projektivitdt £ :42:,-—(%’ ;
bzw. 09' zr qz”' welche die erste bzw. 2zweite Orthogonalinvolution
heist und stets eillptlsch ist. Ist &4 nicht projizierend, so stimmt g
bzw. & mit der involutorischen Projektivit&t bezugllch( + |l
ﬁr-‘/'&l“’ konjugierter Geraden im Geradenbiischel %: bzw. %,,,ubereln.
Die Ordnerprojektivitdt ﬂ @ z,p(éz ., GQie von den Ebenen durch o
stammt,. muB dann mit £ und £, vertragllch sein, soda8 & %.. %54_, gilt.
Wegen /(’ a]z/ = ﬂ steht das mit Satz 4.1.1 in Einklang. Weiters
gilt: :

bzw.

Satz 4.1.2: Kennt man von einem linearen Zweibildersystem aus‘einem
dreidimensionalen euklidischen Raum 7%=7T\5U die beiden
Kernpunkte Z' ,Z" € 32 , die beiden Orthogonalinvolutionen &, £~ und

Zu einem ersten Orxdner g éqz » den zugeordneten zweiten Ordner ¢’¢ (éz e
so ist die OrdnerprOJektivitat ﬁ qz, - %Z » 2weideutig festgelegt.
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Beweis. Fiir d"ﬁf,a :fjund o”g,=: f” gilt notwendig f%=f, . Dann

existieren genau zwei erste Ordnerﬁjfz" mit £%f % und
H@) € £/ )nach 1.5.2, Fn.9, da &, elliptisch ist, und analog zwei
zweite Ordner £ £/ mit £7. £"¢, und 4] F% E7,£7) . pa §fo=fbs
gefordert wird und harmonische Lage erhéilt‘, mul fiir /5 notwendig
Ele £ oder £lwe £ gelten; durch jede dieser beiden MSglichkeiten
ist genau eine Projektivitét / festgelegt. Dann ist g/%’E;": (ﬁz_f,/". ,C/
eine Projektivitdt, die 0'; f/,ﬂf glgich wie/é abbildet, also mit/
tibereinstimmt. [J

4.1.3 Satz 2.2.3 lehrt, daB8 die Hauptbildfigur eines linearen Zwei-

A bildersystems aus einem dreidimensionalen projektiven Raum efne
Punkﬁmenge aus den Bildpaaren ihrer Punkte bis auf Kollineationen
festlegt.-Im Falle eines euklidischen Raumes gilt:

satz 4.1.3: Xennt man von einem linearen Zweibild:zrsystem aus einem
dreidimensionalen euklidischen Raum [T= /T \«@ mit nicht-
projizierender Fernebene « die beiden Kernpunkten Z,/, Z,7¢ ;( / , eine
mit den beiden Orthogonalinvolutionen vertridgliche Ordnerprojektivitédt %
und die beiden Bilder (rr“'}"‘/w 2 (r‘ir"/") der absoluten Polaritdt m-~
von /T ,so ist jede Punktmenge &Z‘c% durch die Menge der Bildpaare
(X',X") ihrepr Punkte X bis auf Ahnlichkeiten eindeutig bestimmt,

falls stets )(/:kZz/, ,(_’/#.—Z/ gilt.

Beweis. (a) Da « nicht projizierend ist, existiert eine Bildkollineation

X%, ; wir bezeichnen die Polarit#ten @“')%/“’, (Tf")ﬁ/“): ?fvi?”"
mit A, L., und mit (7’/:4 4;2/ einen ersten Ordner. Aus % V= %'J::u < A
nach 2.2.1 folgt mit Z’ N =:2° 2", =: 2" dann 274, =1/, 4 = Z'4 \, =212
nach Satz 4.1.1. Wegen /(w’é/(’glz’/-—- nach 2.2.1 gilt mit (%:o‘; fﬁ-o’é‘,,}
s 3"/5’ a’e, und {’P’]::z’no"}{&ff:.-‘z'n f’fufy ?”;:7’9;0, Q'ﬁ-&?% notwendig :
77 322¢ﬁfﬁ”[:z%f:'Dmit ist £7) P/Q} bzw. 2/ Z %), PLT U, , RQlny/f
ein Poldreieck der elliptischen Polaritdt 1 bzw. d,.

so

Ist Jf,,)f'@éz/ einer der beiden ersten Ordner ‘/f’,,fz/) fiir die
f / ) . , " /o
J-{(J:f;f,’,f,’)und f:=f s gilt, so ist fir £l=F, B2 £
nach 4.1.2 dann ,L//a”’, "/' ,,",f,, *) und fz”:ff”c‘:. 3 und es muB notwendig
fn )}%"ﬁ” sein. Ist A’ einer der beiden in .., konjugierten Punkte
1,1’ von ﬁ), fiir die #(Zz',fhz’/' 4',9') und 47, R4 eines der beiden
in A, konjugierten Punkten von _ﬁ'J fiilr die #fz,’j_ﬁ”/)z '/-//’/, 17) gqilt,
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so kann nach Satz 4.1.1 der Punkt A, ": = A ’er nur in 77 oder 77

liegen. Zu jeder der beiden M&glichkeiten, /%, ” zu wihlen, gehdrt eine
N . . . X

Bildkollineation Ky wobeli stets "ﬁu /69%,__,/9 gilt.

 Die Polare €’ von AL/ (=7") éf’ bezliglich A, geht durch den Pol
zn fz_ vonf’in J dund trifft fg imzu 7’ konjugierten Punktcx ”/ ,
sodaB €,’ die Dreieckspolare von /I ’beziiglich $2,°, 7,017 ist;
analoges gilt fiir die Polare von A, ' beziiglich4, . Da die Kollineation 4,
dreieckspolare Lage bezliglich der Dreiecke 727! J und f 2,02 0,
PLPe oy 0,)erhalt, ist e, }Azo ‘e,”  die polare von #,”  beziiglich A, .

(b). Wir wdhlen verschiedene::Punkte Z1 ,Z’2 € ﬁ? \ «w und eine doppelt-

projizierende Ebene ¢ durch o= 2 Z, . Aus den Bildpaaren
(P77, (R2'Q", A 4,")ist dann ein Dreieck {P,Q,M‘f in @ wie folgt vier-
deutig festgelegt: Der Punkt P ist der Schnittpunkt der Ferngeraden
von ¢ mit der Ferngeraden einer zu ¢ normalen Ebene Jauf der Q also
absolut konjugierten Punkt zu P liegt; der Punkt N,  ist notwendig
einer jener vier Punkte in @ , denen nach dem Beweis in Satz 1.6.5
in w1 gie Dreieckspolare e, Dbeziiglich {a/) W, P& ] < w zugeordnet
wird.

(c) 2u verschiedenen zulé'.ss‘igen' Angaben von /% und /Q,t'gehﬁrt
~ stets dieselbe Hauptbildfigur f2)/ 2 ' /9 #; wvach'satz -

2. 2.3 s:.nd daher je zwei Rekonstrukt:.onen koll:.near. Eine solche

Kollineatlon bestimmt in ﬁ eine Affinitdt, weil dabei ein Dreieck
von ¢ in ein Dreieck von « iibergeht; diese Affinitdt ist sogar eine
Ahnlichkeit, da Zfo/m), 7’, Q_{‘ ein Poldreieck und /4/ ,e,,() Pol~-Paolare
von T sind und gleiches bei einer zweiten Rekonstruktion gilt. O

)



- 93 -

4.1.4 Die Situation von Satz 4.1.3 liegt vor, wenn ein Objekt des

Anschauungsraumes aus zwei Fotographien rekonstruiert werden
soll. Da jede Fotographie eine Zentralprojektion ist, sind dann die;
Polaritdten A,, A, nach Satz 1.5.4 und Satz 1.6.3 die Antipolar-
systeme der Distanzkreise. Der Hauptpunkt wird dabei mit Hilfe von
Marken fixiert, die im Bildrahmen angebracht und mitfotographiert
werden, die Distanz (Kammekonstante) ist durch die opfischen Daten
des Linsensystems bestimmt. Erkennt man auf jeder Aufnahme den Stand-
punkt der anderen Aufnahme, so sind die»beiden\Kernpunkté,bekannt; da
zwei Aufnahmen eines Raumobjekts vorliegen, ist die Ordnerprojektivitﬁt
sicher mit A, und A, vertrdglich. Dies ergibt mit Satz 1.4.3 den.
Hauptsatz der Fotogrammetrie (S.FINSTERWALDER):

Satz 4.1.4: Durch zwei Perspektiven mit bekannten inneren Orientierunger
' und mit bekannter Hauptbildfigur ist ein Objekt bis auf

den MaB8stab bestimmt.

In der fotogrammetrischen Praxis kennt man allerdings die Kern-
punkte fast nie, da etwa bei zwei Luftaufnahmen keine Fotographie den
anderen Aufnahmestandpunkt zeigt. In diesem Fall miissen aus den Bild-
paaren entsprechend vieler Objektpunkte zuerst die beiden Kernpunkte
~ermittelt werden, und zwar so, daf aus ihnen alle Bildpaare (X',X")
durch projektive Blischel projiziert werden. '

Bei speziellen Bildinhalten der beiden Fotographien k&nnen die
Kernpunkte einfach gefunden Werden:.
(1) Besitzen zwei verschiedene Punkte A,B zusammenfallende erste
Risse A'=B" und zusammenfallende zweite Risse A"=B", so ist §£=A',
Z;'=A".. , ‘
(2) Besitzen zwei verschiedene Punkte A,B zusammenfallende erste Risse
A'=B', aber verschiedene zweite Risse'A"+B", so geht A"B" durch 7?;
Wiederholung fiihrt auf z: und analog auf Z). ,
(3) Ssind {A',B‘,C',D'} ' {A";B",C",D"} zwei Vierecke und we#i8 man, daB
{A,B,C,DJ}C §/ ein ebenes Viereck ist, so ist die Bildkollineation
X der Viereckebene « bekannt. Kennt man die RiBpaare (P',P"),
(Q',Q") zweier verschiedener Punkte P,Q €« , so ist (R’::’P',R”:rﬂf/gt#?”/
Bildpaar eines Punktes A4 €x und nach (2) gilt Z e PrR 4 :
Wiederholung liefert der Kernpunkt z: und analog findet man den

Kernpunkt ZL.
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(4) Kennt man einen Kernpunkt %L und 5 Bildpaare (X X") (3=1,..+.,5),

wobei {Z;CXQL-V As'f nicht einem Kegelschnitt angehoren nie drei
der Punkte 271’ (j=1,...,5) bzw.vx;(j =1,...,5) kollinear 51nd und
fﬂ%,*‘” (j=1,...,5) in keine Kollineation paBt, so ist der zweite:Kern-
punkt Z" eindeutig bestimmt: Durch Z X', P 3,J;:Lstgenau ein Kegel-
schnltt k,’ festgelegt und durch /4.’ n—/’”/L-—————i(k =1,...,4) eine
Kolllneatlon.‘q4 }fl ; genau aus dep Punkten des Kegelschnitts
| [7/ L'y, werden die Punkte }/”-T/Jf” durch vier Geraden projiziert,
welche projektiv zu den vier Geraden Z° ’(%s . {/ 31nd. Wider-
holt man die tiberlegung fiir den Kegelschnitt / >durch Z,°, X 404 ///
so sind die Kegelschnitte [ffund 4{7-*44;?2_ nach den Voraussetzungen
verschieden und haben auSer z:,gfc;g noch genau einen Punkt gemein-
sam; da nach Voraussetzung ein Kernpunkt gf' existiert, mus Z: not-
wendig dieser Restschnittpunkt sein.

Liegt keiner der genannten Sonderfdlle vor, fiihrt die geometrische
Ermittlung des Kernpunkts auf das Problem der Projektivité&t: In
einer reellen projektiven Ebene sind k Punktpaare (4%%7) (3=1,...,k)
gegeben; man bestimme alle PunkteZz/undZ,,’, fir die Z /. ,./;I L PAANY &/
gilt. Eine endliche Anzahl von Ldsungspaaren (2,/,z7) 1ist erst fur

k=7'm6glich1, und zwar liegt dann, falls tatsédchlich nur endlich
1

viele L&sungen existieren, eine kubische Aufgabe vor. Hat diese

tiber /R mehr als eine LOsung, so kann durch Auswahl anderer 5%p¥§pe(

von Bildpaaren die richtige Ld&sung ausgesondert werden, aufer wenn

jedes solche Sepfwupel stets auf dasselbe kubische Problem fiihrt. In
diesem Fall ist die Abbildung X'\=X" flir alle Objektpunkte X in einer
quadratischen Verwandtschaft in 77/ enthalten; alle Punkte X gehdren dann

einer gefdhrlichen Fldche an, welche stets eine Regelfldche 2.0rdnung

ist. Kennt man die inneren Orientierungen beider Fotographien, so sind
die geféhrl#ichen Fldchen nach J.KRAMES genau jene Fldchen 2.0rdnung,
die durch kongruente.Ebenenbﬁschel erzeugt werden kénnen; auf jeder
Achse eines solchen Ebenenbiischels liegt dabei ein Aufnahmezentrum.
Diese orthogonalen Fldchen 2.0rdnung sind die Paare orthogonaler

"Ebenen, die Paare aus einer eigentlichen Ebene und der Fernebene, die
Zylinder mit einem kreisf8rmigen oder gleichseitig-hyperbolischem
Normalschnitt, die Kegel mit einer zu einem Kreisschnitt normalen Er-
zeugenden (orthogonale Kreiskegel), die hyperbolischen Paraboloide

1Nach E.KRUPPA geniigt k=5, falls man die inneren Orientierungen beider

Aufnahmen kennt, jedoch liegt dann ein Prob¢lem hdheren Grades vor;
im algebraischen Sinn existieren 11 Paare von Kernpunkten.
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mit orthogona.len Richtebenen und  die e:n.nschallgen Hyperbolo:.de
-mit einem orthogonalen Kreiskegel als Rlcht]segel .

~Insgesamt lautet dann der Hauptsatz der Fotogrammetrie:

‘Satz 4.1.5: Durch zwei Perspektiven mit bekannter innerer Orientierung,

A in denen ausreichend viele Bildpaare von Objektpunkten
bekannt sind, ist das Objekt bis auf den MaBstab best:.mmt, falls es
kelner/gefahrln.chen Flache angehdért.

4.2 Lineare Zweibildersysteme mit projizierender Fernebene

4.2.1 Wir setzen zundchst 4 als zweit-, aber nicht erstprojizierend

voraus. Dann ist )« -Gr“J(f'M das Antipolarsystem einer

Ellipse in T’ und die Kernachse o—-z1z2 eigentlich. Die Paare-
orthogonaler Ebenen durch o bestimmen die Orthogonalinvolutionen
&t -qu'und & q;,, %z' » Wobei in £ gekoppelte Geraden be-
zugllch A konjuglert sind. Die Ordnerpro:ektlvz.tat/é Q}z,-‘-%§r
muf dann mit den Orthogonallnvolutlonen &, é0 vertragllch sein,
also E,/Q =/5 £, gelten. Aus Satz 4.1.2 'folgt, das8 bei bekannten o

¥

Kernpunkten Z,’,Z' und bekannten Orthogonalinvolutionen £,

Ordnungsprojektivitidten existieren, welche einem gegebénen ersten

é"_ zZwel

Ordner ¢’ einen gegebenen zweiten Ordner ¢/ zuordnen. Weiters gilt:

Satz 4.2.1: Kennt man von einem linearen Zweibildersystem aus einem

dreidimensionalen euklidischen Raum ,TF— T\w ‘mit zweit—
aber nicht er,stprojiiierender Fernebene @ die beiden Kermnpunkte %’, Z4 //,‘
eine mit den beiden Orthogonallnvclutlonen vertragll'che Ordnerpro-
jektivitat , die zweite Orthogonalinvolution Ez @zn-—% »» das erste
Bild (n"/” w der absoluten Polaritdt m* von 77" und dén zweiten
linearen RiB cd” von @ , so ist jede Punktmenge ﬁc?? durch die Menge
der Bildpaare (X',X") ihrer Punkte X bis auf Ahnllchkelten elndeutlg
bestimmt, falls stets X'#Z , X"#2Z) gilt.

Beweis. (a) Nach den Voraussetzungen ist @' eine Gerade, die Z”
nicht enthdlt. Mit ¢ /e Wz, und (2 0-’/ wird durch /1, ge-

md8 Beweisteil (a) in 4.1.3 ein Poldreleck Z“Z' P! ,le bestimmt, und

durch g wird §P'}-o"rw” und fRU= ("1 festgelegt. Weiter wird

‘ ‘?‘Orthogonale Kreiskegel, Drehzylinder und orthogonale einschalige Hyper-

boloide sind auch durch projektive Ebenenbilischel, bei denen jede Ebene
zur zugeordneten Ebene orthogonal ist, erzeugbar (das motiviert die
Bezeichnung orthogonale Fl&chen 2.0rdnung). Sie bestehen aus allen
Kreisen, deren Mittelpunkte auf einer Geraden liegen und die eine andere
Gerade orthogonal schneiden.



- 96 -
ein Punkt A ’'wie in 4.1.3 ausgewdhlt, dessen Polare beziitjlich A, die |
Dreieckpolare beziiglich §Z,7, 7P/ Q) ist; dann ist ;N“'/:'/.é’/‘{"/%ﬂw 7,

(b) Wir wdhlen qu}if(wl Z cw und eine doppeltprojizierende

Ebene ¢“ durch ¢-=27, . Wie in 4.1.3, Beweisteil (b) wird
aus den} Bildpaaren vierdeutig ein Dreieck [ P,Q,N‘&} in « gefunden.

(c) Dieser Beweisteil stimmt mit 4.1.3, Beweisteil (c¢) {iberein.

4.2.2 Iét w doppeltprojizierend und das Bildpaar /u?fé)":a/ﬂ/ von &
bekannt, so ist die Kollineation, die eine Rekonstruktion des
linearen Zweibildersystems mit der Hauptbildfigur /Z_,_iZ, ///' A / in
eine andere Rekogstruktion Uberfiihrt, notwendig eine Affinit&dt. Jede
Punktmenge &q{ c ? ist dann a’m:ch die Menge der Bildpaare (X',X") ihrer
Punkte X bis auf Affinitdten eindeutig bestimmt, falls X'#z',X"33’
gilt. Die absolute Polaritidt n{ besitzt weder ein erstes noch ein
zweites Bild, und wegen 2cw) existieren keine Orthogonalinvolutionen.
Will man ein Objekt bis auf Ahnlichkeiten eindeutig festlegen, miissen

zusdtzliche Informationen bekannt sein.

Die absolute Polaritit 7t bestimmt eine involutorische elliptische
Projektivitdt konjugierter erstprojizierende;: Ferngeraden durch % Ew,
welche bei der linearen Abbildung f(, eineiinvolutorische elliptische
Projektivitét &y auf der Geraden w! 67/ 5 bestimmt; orthogonale
-Ebenen 0(,/5 durch eine erstprojizierende Gerade s ¢«’ besitzen
geradlinige erste Risse durch den Punkt '§,/#Z° , welche «’ in Punkten
schneiden, die in z; , ~ zugeordnet sind. Analoges gilt fiir den Index

2. Dann gilt:

Satz 4.2.2: Kennt man von einem linearen Zweibildersystem aus einem
dreidimensionalen euklidischen Raum 77'=7T\w mit

doppeltprojizierender Fernebene «w die Hauptbildfigur [Z;,Z;’Q/é/ ’
das Bildpaar (aJ/,aJ”: w’ﬂ) der Fernebene w , die involutorischen
Projektivitédten £, und &, und weiB man,.daB die erstprojizierenden
Geraden orthogonal zu den zweitproﬁizierenden Geraden sind, so ist
jede4 Punktmenge ¢ ?ﬁ durch die Menge der Bildpaare (X',X") ihrer
Punkte X bis auf Ahnlichkeiten eindeutig bestimmt, falls stets x'+zz' ’

X"$z" gilt.

Beweis. Das Punktepaar (0',0") mit 0'=z'g =, O"=Z'¢ , ist nach

den Voraussetzungen Bildpaar eines Fernpunkts O so, daB Zfzﬂ zzlo/
ein Poldreieck in 7£ abgibt. In der elliptischen involutorischen Pro-
jektivitdt €,, gibt es genau zwei zugeordnete Punkte 1' ,1' mit
H(Z),0',1" ,1'), welche die ersten Risse jener absolut konjugierten
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* Ferngeraden 1,1 & 04724 sind fir die H(o»,z10 1,1) gilt; analog

erhilt man zwei Punkte 2",2" auf «”und zwei Ferngeraden .2, Z G‘-% .
Der Schnlttpunkt{ w} =122 besitzt dann das Bildpaar (A f“/%’/) =(1"',2")

~und seine absolute Polare &, enth#lt einerseits den Pol ZnZ,&  von 2

und andererseits den Pol 71 Z O von 1. Durch die Angabe ist also
ein Poldreieck und einmal Pol und Polare von 7 mitbestimmt.

Wdhlt man Z1 12, €W zuldssig auf zwei verschiedenen Arten, so
fiihrt die Affinit&t, durch welche die erste Rekonstruktion in die zweite
{ibergeht, ein Poldreieck und ein Paar Pol-Polare von 7+ in ein Pol-
dreieck und ein Paar Pol-Polare von 74 {ber und ist daher eine

Zhnlichkeit. O ’ L

4.3 Lineare 2weispurensysteme aus einem dreidimensionalen euklidischen
Raum

4.3.1 In diesem Fall ist jedes lineare Zweispurensystem klassisch
und /.17 : 8,/ >4," eine Ordnerprojektivitit.

GemdB 3.2.4 existieren im_affinen Raum drei F&dlle linearer Zwei-
spurensysteme, wobei Fall 3, daBf die Fernebene «’ die Doppelspur ent-

hdlt und von A.‘ und 42

Im Fall 2 ist « die erste Spurenebene 4, und daher w' die Gerade 4, "

verschieden ist, nach 3.2.6 unbrauchbar ist.

Durch das lineare Zweispurensystem ist eine Kollineation 4 :&=4, —vﬂ?’
auf das erste Bildfeld mitbestimmt, welche der absoluten Polaritdt =+
von 7T das Polarsystem ], einer Ellipse in T mit &, =47 (74) s 2 e fi)*
zuweist. Auf der Doppelspur 4,742 C¢ existiert eine involutorische
Projektivitdt von in T4 konjugierten Punkten, welche die erste bzw.

e
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" zweite Orthogonalinvolution & :Az’—.»AA;' " bzw. £ : 4,7> 4,7 der ersten

Kerngeraden 4, bzw. der zweiten Kerngeraden 4/” —————ergibt. Die
Ordnerprojektivitéflt /5 :./.lz_/ =a,/ , die von, den doppeltinzidenten
Punkten stammt, muB mit £ und & Avertragllch sein, ssodaB & /és /55,__
gilt. Die elliptische 1nvolutor1.sche “Projektivitit £, ist die in-
volutorische Projektivitdt in A, konjugierter Punkte auf 42.’ . Weiters
gilt: '

Satz 4.3.1: Kennt man von einem linearen Zweispurensystem aus einem
<
dreidimensionalen euklidischen Raum 7T =7 \w die flx
beiden Kerngeraden 4, /,4,"c , die beiden Orthogonalinvolutionen £, &

und zu elnem ersten Ordnerpunkt S ‘e 4 ’ / den zugeordneten zweiten

Ordnerpunkt S" € A4, N , SO ist die Ordnerpro:ektlm.tat /é z.>,44 v zwei-
. deutig festgelegt.

Der Beweis ist gleich dem Beweis von Satz 4.1.2 bei dualer Deutung. O

4.3.2 In Analogie zu 4.1.3 gilt:

Satz 4.3.2: Kennt man von einem linearen Zweispurensystem aus einem
dreidimensionalen euklidischen Raum 7?’= T\w mit der Fern-
ebene als erster Spurenebene 4, die beiden Kerngeraden 4,/ 4 7c @’
eine mit den beiden Orthogonalinvolutionen vertr&gliche Ordnerpro-
jektivitdt 4 , das erste Bild A, =T+)* der absoluten Polaritit 7
und die zweite Orthogonalinvolution & - ‘7//-::—4 “ , so ist jede Ebenen-
menge 05"({ \« durch die Menge der Bildpaare ({5 7 £ / ihrer Ebenen £
bis auf Ahnlichkeiten eindeutig bestlmmt falls stets /f *Azi f a.’
gJ.lt.

Der Beweis ist jenem von Satz 4.2.1 analog, im Beweisteil (c) wird
Satz 3.1.3 bendtigt. O
4.3.3 Fir e p 4,4, besitzt die Fernebene 4/ ein Bildpaar /a)//co “/.

Kennt man die Hauptbildfigur (d,/ 4,%;// und das Bildpaar

(«),zo) , 80 ist die Kollineation, die nach Satz 3.1.3 eine Rekonstruktion
in eine andere Rekonstruktion lberfiihrt, notwendig eine Affinit&dt. In
der Geraden w’ existiert eine involutorische elliptische Projektivitdt
%} J :td/—v—w’ , die von der involutorischen Projektivitdt von in 7
konjugierten Punkten auf @w = @&/74, stammt; orthogonale Ebenen durch
eine zu A, normale Gerade besitzen erste Risse durch einen Punkt nicht
auf &/ und schneiden w’in Punkten, die in {,, zugeordnet sind.

Analoges gilt fiir den Index 2. Dann gilt:
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Satz 4.4.3: Kennt man von einem linearen Zweispurensystem aus einem

dreidimensionalen euklidischen Raum 7%£-W1cu mit

eigentlicher Doppelspur die Hauptbildfigur (4,' 4, 7; /5 / , das Bild-
paar ﬁy;aﬂy der Fernebene Avj’die involutorischen Projektivité&ten E,,
‘und €4 und weiB man, daB die Spurenebenen zueinander orthogonal sind,
so ist jede Ebenenmenge (}%*c %ﬁ\uJ durch die Menge der Bildpaare.
(£ £/ ihrer Ebenen f bis auf Ahnlichkeiten eindeutig bestimmt, falls
stets f’#é’,f”—f"—'»ﬁ‘//’ gilt.

Der Beweis entsteht durch geringfligige Anderungen aus dem Beweis
zu Satz 4.2.2., O

Ein lineares Zweispurensystem vom 4.Typ entéteht, wenn man die
beiden eigentlichen, nicht parallelen Ebenen A1, A2 einer Zentral-
projektion mit Augpunkt Z auf eine Ebene 7' von T unterwirft
(vgl.3.2.4). Kennt man die Hauptbildfigur (.4;=uy5/3=/¢), das
Bildpaarv(wiws der nicht projizierenden Fernebene w uﬁd den
Distanzkreis 4 von Z beziiglich TT’, so ist jede Ebenenmenge durch
die Menge der Bildpaare (§) £") ihrer Ebenen (£ ndtdfézhi§fﬁa%”
bis auf Ahnlichkeiten eindeﬁtig bestimmt: purch £ sind zwei zu 71’
symmetrische Punkte als’mégliche Augpunkte festgelegt. Ist Z einer
dieser beiden Punkte, so mu8 4, notwendig zur Ebene {Z}\/Q)) und 4,
notwendig zur Ebene {Z}vz&” parallel sein. W&hlt man die Doppel-
spur 4,14, parallel zur Geraden{%(wﬂauy”) in {Z}va,’ , so ist
die Aufnahmesituation eindeutig bestimmt und die eindeutige Re-
konstruktion m&glich. Zu verschiedenen zuldssigen Angaben von /I, .14,
. gehGren bezﬁglich Z zentrisch &dhnliche Rekonstruktionensergebnisse;
durch Spiegelung an der Ebene T’ erhilt man-alle Rekonstruktionen
zum anderen Augpunkt.

Die LO6sung der MaBaufgaben erfolgt im Zentralrif zum Augpunkt
Z auf TT'. Der ZentralriB y,° der Ferngeraden ¥, einer Ebene_f mit
dem Bildpaar (f}f”} verbindet die Punkte flhw’/ und fw” , da
etwa fJna/’ der Zentralrif des Fernpunkts der Geraden‘f77d, ist.

4.4 Elementare Abbildungsmethoden der Darstellenden Geometrie

- 4.4.1 Def.4.4.1: Zwei Normalrisse heiBen gepaart, wenn ihre Bild-

- ebenen zueinander normal sind. Zweli lineare Risse

heiBen in geordneter Lage, wenn ein lineares Zweibildersystem vom
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4.Typ mit doppelt projizierender Ferngeraden vorliegt und Z;_LZ, 4
ein Fernpunkt von TT) ist; in geordneter Lage liegen somit die
‘beiden Risse eines Punktes auf einem Ordner und alle Ordner
sind parallel. .

Ist 7T’ eine Ebene von T’ ywie das in. der elevmentar‘en Darstellenden
Geometrie stets zutrifft, so kdnnen die Kollineationen. 4, 7&7-»?{/
und 4, fK* ﬂl speziell als Ahnlichkeiten gewdhlt werden. Im
Falle eines linearen Zweibildersystem, das aus zwel gepaarten
Normalrissen besteht, die je einer Ahnlichkéit unterworfen werden,
ist nach Satz 4.2.2 jede Menge eigentlicher Punkte durch die
Menge ihrer Bildpaare bis auf Ahnlichkeiten eindeutig bestimmt,
wenn man den ersten linearen RiB einer kartesischen Basis jA,, A, 4;}
von % und den zweiten linearen RiB einer kartesischen Basis §BoyB2,Bs f
von ?7 kennt; damit sind ndmlich die involutorischen Projektivitdten

'2w" von7’ mitbestimmt. Insbe-

€, und £_, auf der Ferngeraden «
sondere kann man die orthogonalen Ebenen;; und}t als Koordinaten-

ebenen einer kartesischen Basis ZU%,A.,, Ax, A} von T auffassen,

sodaf ’B /4:») 32_ = /‘42_/ 35 43 gllt.

Sind zusatzllch die Ahnllchkeltsfaktoren von /( und # bekannt,
in dem man etwa das Bild einer Einheitsstrecke in ;’;V und)Zc kennt,
so ist die Rekonstruktion bis auf Kongruenzen mdglich. Das

trifft insbesondere dann zu, wenn /# und 4 selbst Kongruenzen

74
sind, also die .gepaarten Normalrisse "in die Zeichenebene ver-

lagert werden”,

Bei zwel zu gepaarten Normalrissen d@hnlichen linearen Rissen
entsteht ein lineares Zweibildersystem vom 2., 3. oder 4.Typ.
Im ersten Fall gibt es gebrochene Ordner, deren Knickpunkt auf

der Ordnerachse, der Perspektivitdtsachse vonﬂ liegen; diese
Situation tritf etwa auf bei Einschneidegrundrif und Ein-

schneideaufriB, die auch in verschiedenen MaBst#ben gezeichnet
_sein kbénnen. Der 3.Typ ist nur so mdglich, das ,"_"Z Z, ' ein

Fernpunkt und ﬂ eine Projektivitdt mit der Ferngeraden cl=cw !
von 7 /als Fixgeraden ist; legt man in verschiedenen MaB8stdben
gezeichneten Grund- und Aufrif so in die Zeichenebene, da8 die

y-—AChse in beiden Rissen parallel sind, erhdlt man ein Beispiel,
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‘Die geordnete Lage gepaarter Normalrisse1, wie etwa Grund- und
Aufrif im Elementarunterricht, ergibt Typ 4; die Koinzidenzebene
‘ist eine Symmetrieebene der beiden Bildebenen.

Die Lésuhg der MaBaufgaben kann gemdB 1.6.11 erfolgen.

Sind die Ebenen éé und ;? spezieli aie GrundriBebene bzw. die
AufriBebene, also die xy-Ebene bzw. die yz-Ebene eines kartesischen
Rechtssystems2 mit lotrechter z-Achse in 7T., und wdhlt man
speziell é’zg;@ , ,1{43/27!? und «, als Parallelperspektivitit,
deren Perspektivitdtsgeraden in zur y-Achse normalen Ebenen
unter 45°'gegen die GrundriBebene verlaufen, so entsteht Grund-
und Aufrif in geordneter Lage; da diese Perspektivitdtsgeraden
als Drehsehnen einer Vierteldrehung um die y-Achse gedeutet
werden kdnnen, erh&dlt man so die MONGEsche Drehung3.

4.4.2 Gilt fiir eine kartesische axonometrische GrundriBfigur

°.
{AQ,AJ,AQ,AQ/E§7QC7§@ in einer euklidischen Ebene 7 =7\’
1

speziell B’'<2'n’
zutrifft, so ist nach Satz 1.5.5 die Axonometrie das Produkt einer

7 . . .
= 3 wie das im Elementarunterricht stets

Parallelprojektion und einer ZAhnlichkeit. MaBaufgaben k&nnen ge-
mdB 1.6.9 behandelt werden, wenn man die Lageaufgaben beherrscht.

1"Geordnete Lage" bezieht sich auf die gegenseitige Lage des Risses

in T’, "gepaart" auf die Lage der Bildebenen im Raum. Zusammen-
fassung dieser beiden Situationen unter einer Bezeichnung, etwa
"zugeordnete Normalrisse", ist nicht glinstig. Einschneidegrundrif
und Einschneideaufrif sind gepaart aber nicht in zugeordneter Lage,
normalaxonometrischer RiBf und normalaxonometrischer Grundrif sind
in geordneter Lage, aber keine gepaarten Normalrisse.

2Dieses Rechtssystem in 7] ist das einzige, in dem im Grundrif und

im AufriB je ein ebenes Rechtssystem vorliegt, und hat sich im
deutschsprachigen Raum weitgehend durchgesetzt. Nur in einen einzigen
Schullehrbuch Osterreichs wird das Rechtssystem der ONORM verwendet.

3Erfahrungsgeméiﬁ erschwert die Uberlappung der Projektionsbegriffe

mit dieser Drehung dem Anfdnger das Verstdndnis flir die Erfassung
eines rdumlichen Objekts durch zwei ebene Figuren. Mit Hilfe des
Koordinatensystems ist die Kopplung zum Raum leichter herzu-
.stellen.lh("Gedanken zum Schulunterricht in Darstellender Geometrie"
Didaktikheft 6 der OMG, Mdrz 1981.
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Fligt man dem axonometrischen Rif einen axonometrischen NebenriB

hinzu, der der axonometrische RiB der Normalprojektion auf eine
"Koordinatenebene ist, so liegt ein lienares Zweibildersystem vom
4.Typ vor; ein solcher axonometrischer Nebenrif entsteht beim
Einmessen der Koordinaten der abzubildenden Punkte. Die Kdinzidenz-
ebene ist die betreffende Koordinatenebene.

Zweli axonometrische Nebenrisse bilden ein lineares Zweibilder-
system vom 2.Typ. Die bg¢Hen linearen Risse entstehen aus zwei
gepaarten Normalrissen durch Anwendung je einer Affinitédt 4 und 4.;
nach Satz 4.2.2 iSt durch zwei axonometrische Nebenrisse die Re-
konstruktion bis auf Zhnlichkeiten mﬁglich; da man durch die
Bilder einer kartesischen Basis in jeder Koordinatenebene die

. . . ’ )
involutorischen Projektivitdten &, und £,, auf der Ferngeraden o =<’

von JI! beherrscht.

4.4.3 Um in einem ZentralriB Lageaufgaben behandeln zu k&nnen,

fiigt man etwa den ZentralgrundriB, also den ZentralriB des

in der GrundriBebene liegenden Grundrisses hinzu. Wir wé&hlen

——

etwa ?7@ é-@ als Bildebene der Zentralprojektion zum Augpunkt O,;i?(
als die GrundriBSebeng auf die aus dem Fernpunkt Z, der z-Achse
parallelprojiziert wird. Jeder Punkt P des projektiven Raumes,

der nicht auf der Kernachse 0Z_ 2 1liegt, ist dann durch sein Bild-
paar (Pt~P¢,P":=PIc) , wobei P! den GrundriB von P bedeutet,
eindeutig bestimmt. Es liegt ein lineares Zweibildersystem vom
4.Typ vor, wobei Z = Q%€ der gemeinsame Kernpunkt und die
Grundrifebene die Koinzidenzebene ist. Die Fernebene 4 ist zweit-

aber nicht erstprojizierend. Nach Satz 4.2.1 bendtigt man den
/

zweiten RiB @ ” von w , also den ZentralriB der Schnittgeraden von @

mit der GrundriBebene; diese Fluchtgerade p,.°der horizontalen
GrundriBebene wird Horizont genannt. Der Horizont enthdlt genau
dann den Hauptpunkt (vgl.1.6.5), wenn die Bildebene der Perspektive

normal zur GrundriBebene, also lotrecht verl&uft.

Schneidet man den ZentralgrundriB gzt, :?” einer Geraden

mit dem Horizont /%fzcd' , so erhdlt man den ZentralgrundriB & 1.5 "

ihres Fernpunkts und im Schnitt von~9‘:;q’ mit dem Ordner durch
G 3¢ den Fluchtpunkt &,° von g.

4
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Die MaBaufgaben werden im ZentralriB8 mit Hilfe des Distanz-

“kreises gemdB 1.6.5 geldst. Zur L&sung von (M1) bendtigt man das
‘Bild einer Einheitsstrecke; dazu kann man den Zentralrif /@c der
Spur p, der GrundriBebene und den MaB8stab, in dem der ZentralriB

gezeichnet werden soll, angeben.

4.4.4 Mit gepaarten Normalrissen ist ein lineares Zweispuren-

system vom 4.Typ mitbestimmt, wenn man die beiden Normal-
risse so in die Zeichenebene kongruent verlagert, daB eine RiBachse
entsteht: Jeder doppelt inzidente Punkt 4 e 4, » 4, hat zu-
sammenfallende Risse auf der RiBachse ’an-zy” . Das Bildpaar
(w)w"] der Fernebene co$ A,n4,  fidllt in die Ferngerade »’ von
'ﬂ" und die involutorischen elliptischen Prqjektivitéten E,, 1 €
(vgl.4.3.3) sind die absolute Involution der euklidischen Ebene 77/
in T (vgl.satz 4.4.3)7,

4.4.5 Das Fluchtspur— und Spurprinzip verwendet die Fernebene «

als erste Spurenebene 4, und 4, als Zeichenebene 7’ ; die
Kollineation j;:tw-¢-§fj ist eine Perspektivitdt zu einem eigent~-
lichen Zentrum Z und 4, die Identitdt in 4&=~¢?’. Dann ist die
gemeinsame Kerngerade AQC,A40 die Ferngerade von 7/ und es liegt
ein lineares Zweispurensystem vom 4.Typ vor: Die Fluchtspur ¢, °
und die Spur a jeder eigentlichen Ebene & sind stets parallel.
Das erste Bild Aw der absoluten Polaritdt ist das Antipolarsystem
des Distanzkreises von 2 bezﬁglich‘WJ, die zweite Orthogonalin-
volution €, ;:4,"w A,’ ist die absolute Involution der Bildebene 7 '
(vgl.Satz 4.3.2). ’

1Es ist im Elementarunterricht unzweckmdfig, Grund- und Aufrif-
methode mit diesem Zweispurensystem zu koppeln. Arbeitet man in

diesem Zweispurensystem, so kann man die RiBachse nicht weglassen.





