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0. VORWORT

Das vorliegende Skriptum ist parallel zu den im Studienjahr 1989/90
abgehaltenen Vorlesungen aus Differentialgeometrie entstanden, die alle zwei
Jahre am Institut filir Geometrie der Technischen Universitit Wien gelesen
werden,

Die vom 5. Oktober 1983 bis 22, Juni 1990 andauernde Vorlesungsreihe
war die letzte, die von Herrn Prof. Brauner begonnen wurde; bereits die
zweite Vorlesung am 6. Oktober war die letzte von ihm selbst gehaltene. Die
folgenden Vorlesungen wurden fast ausschlie3lich von Herrn Doz. Manhart
nach dem Konzept von Brauner gelesen.

An dieser Stelle muB3 ich Herrn Manhart dafiir danken, daBB er den so
umfangreichen Vorlesungsstoff in so angenehmer und bemerkenswert leicht
verstindlicher uns Studenten ndhergebracht hat. Auch schulde ich ihm
Dank fiir die von ihm am Grofteil des Skriptums vorgenommenen Korrek-
turen.

Dieses Skriptum ist urspriinglich von mir selbst als Hilfe fiir die Hérer
der folgenden Vorlesungsreihen aus Differentialgeometrie konzipiert worden;
daher der recht ausfiihrliche Stil. Zudem ist an mehreren Stellen Platz fir
Figuren vorgesehen; die Ausfertigung derselben bleibt dem Leser liber-
lassen.

AbschlieBend bitte ich noch alle Leser des Skriptums, entdeckte Fehler
mir nach Mdglichkeit mitzuteilen. Vielleicht gibt es namlich irgendwann eine
zweite Auflage von hoffentlich mehr als vierr Exemplaren.

Wien, im Oktober 1990 Michael Schrott
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1.1 Reelle Vektorraume

1.1.1 Bezeichnungen

Wir bezeichnen einen Vektorraum mit einem groBlen lateinischen Buchsta~
ben (z.B. V, W,...). Die Elemente eines Vektorraumes, also die Vektoren,
bezeichnen wir stets mit kleinen lateinischen Buchstaben {z.B. a,b,...,u,v,..}.
Sei aER (= reellen Zahlen) und atV. Wir setzen hier einen Linksvektorraum
voraus, schreiben also: wa€V. Ferner sei DimV = m (<o) vereinbart. Fiir
den Nullvektor von V schreiben wir 0.

Einen Untervektorraum bezeichnen wir etwa als V,, W, usw.

Eine in einem Vektorraum V ausgezeichnete Vektormenge ist eine Basis
von V. Basen seien hier etwa als A, B usw. bezeichnet. Wir kénnen dann
unter Verwendung der Basisvektoren schreiben:

A= {ajlj= 1,e0e,m} = {aj}.

Bemerkung: Bezeichnen wir einen Index mit einem kieinen Ilateinischen
Buchstaben, so lduft er automatisch von 1 bis m.

Nach Wahl der Basis besitzt ein Vektor vEéV die eindeutige Koordinatendar-
stellung (EINSTEIN-Konvention)

v = VJ'.aJ. (= vka,).
Die Skalare vJi heilen die Koordinaten von v beziliglich A.

1.1.2 Beispiel: Der arithmetische Vektorraum R®

Da im Skalarkorper des arithmetischen Vektorraums, also im Korper der
reellen Zahlen die beiden Zahlen 0 und 1 ausgezeichnet sind, ist im arith-
metischen Vektorraum eine Basis ausgezeichnet, die sogenannte kanonische
Basis. Fur deren Basisvektoren € gilt unter Verwendung des KRONECKER~
~Symbols 6jk:

e. = (6.,6

; 6jm) s J= 1lyeee,m.

Y gy e

In Rp identifizieren wir den Vektor véRP mit dem aus seinen Koordinaten

bestehenden m-Tupel; es gilt also

v = (vLvi,,..,vD) = vj.ej.

1.1.3 Basiswechsel in einem beliebigen Vektorraum

Gegeben seien die beiden Basen A = {aj} bzw. A’ = {aj,}. Dabei beachte
man die von SCHOUTEN stammende Schreibweise:
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Das Grundsymbol filir die Basis, also das "A", sowie fiir den Basisvektor,
also das "a", sind in beiden Basen gleich. Der die Basen voneinander
unterscheidende "Strich" wird bei der "gestrichenen" Basis dem Index
hinzugefiigt: j'.

Der Basiswechsel 148t sich dann durch
beschreiben.
Ausfihrlich lautet (¥) so:

= 1
a,= t1’ a;t ...t tl,ma

- 1
ag = t,, a;t ..t tyPa,

w
Hieraus erkennt man leicht, da der Index j als Spaltenindex, der Index j’
als Zeilenindex auftritt.

Die Matrix der (tji) ist quadratisch und regulidr, da ein Basiswechsel als
Vektorraumautomorphismus aufgefa3t werden kann (siehe spdter). Da wegen
der Reguldritdt der Matrix (tj,J') nun det(tj,J')#O gilt, ist entweder

det(tjj) > 0 ... gleichsinniger Basiswechsel
oder
det(tj,J') < 0 ... gegensinniger Basiswechsel.

Wie dndern sich nun bei einem Basiswechsel die Koordinaten eines Vek-
tors vEeV:
vJ ... Koordinaten von v bez. A,
vJ ... Koordinaten von v bez. A’

Mit (#*) folgt dann aus
v = via; = via, = V-T.tj,J.aj
zusammen mit der Eindeutigkeit der Basisdarstellung die wichtige Beziehung
vi = vf.tj,J.

Bemerkung zur EINSTEIN-Konvention:
Die "laufenden" Indizes, d.h. die in der Summe laufenden Indizes
"kiirzen" sich weg, die festen Indizes bleiben iliber und miissen links
und rechts in der Formel Ubereinstimmen.
Zum Beispiel obige Formel: der laufende Index ist offenbar das j’, da
dieses "weggeklirzt" werden kann. Somit verbleibt (links und rechts!)
nur das j, also der feste Index.
Natiirlich konnen in solchen Formeln mehrere laufende und feste Indizes
vorkommen, die dann z.B. von Doppelsummen herriihren. Obige Kontrolle
durch das "Wegklirzen" gilt aber auch hier.
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1.1.4 Orientieren eines Vektorraumes

Durch die Auszeichnung einer Basis wird es moglich, alle zu dieser Basis
gleichsinnig dquivalenten Basen zu einer Klasse zusammenzufassen. Die Aus-
zeichnung einer und damit einer ganzen Klasse von Basen heiBt eine
Orientierung des Vektorraumes.

Jede Basis der ausgezeichneten Klasse hei3t positiv orientiert, jede andere
negativ orientiert.

Beispiel: Die Orientierung des arithmetischen Vektorraumes R® geschieht
durch Auszeichnung der kanonischen Basis. Die so erhaltenen positiv
orientierten Basen des RR heilen Rechissysteme. Jede andere Basis
hei3t ein Linkssystem.

1.1.5 Homomorphismen

Gegeben seien zwei (nicht notwendig verschiedene) Vektorrdaume V und W
sowie eine Abbildung
1: V & W.
Gelten fiir 1 die Eigenschaften
(1) 1 ist global, d.h. auf ganz V definiert,
{2) 1 ist linear, d.h. es gilt

Hav,+6v,) = al{v,) + A.Uv,) fir alle o,fER, Vv,V,EV,

so nennen wir 1 einen Homomorphismus.

1.1.6 KoordinatenmaBige Beschreibung eines Homomorphismus

Es sei A= {aJ-} bzw. B= {by,]} eine beliebige Basis von V bzw. W.
Die Bilder l(aj) der Basisvektoren a; liegen in W, gestatten daher eine
Darstellung der Bauart
Hay = lj“.ba 7 a=1,.0,N.
Schreibt man diesen Sachverhalt ausfiihrlich nieder, so erkennt man, daf
die Matrix (IJ."‘) eine (m,n)-Matrix ist.
Daraus folgt fiir einen beliebigen Vektor vE&V mit vzvj.aj dann
l(v)=1(v5.aj)=v3.1(aj)=v3.lj“.ba=: w%.bg.

Aus der Eindeutigkeit der Basisdarstellung von l{v) in W folgt:

wh= vilj“ .

13



Konvention: Lauft ein Index von 1 bis n, so bezeichnen wir ihn stets mit
einem kleinen griechischen Buchstaben, z.B. a in obiger Formel. Kleine
lateinische Buchstaben, wie z.B. das j in obiger Formel, verwenden wir,
wie schon erwdhnt, nur dann, wenn der Index von 1 bis m lauft.

Sonderfille: a) V=W : 1 hei3t Endomorphismus.
b) Ist 1 bijektiv, so gilt m=n und det(lj"‘)#().
Hier hei3t 1 Isomorphismus; gilt zusatzlich noch V=W, so
nennen wir 1 einen Automorphismus.

14



1.2 Euklidische Vektorraume

1.2.1 Definition und Eigenschaften

{a) Eine Abbildung g : VxV 3> R mit den Eigenschaften

1) glv,w)=g(w,v)
{2) g(avl+ﬁv2,w)=o¢.g(v1,w)+ﬁ.g(v2,w) ; ©,fER und
{3) g(v,v)»0 fir vev\{0}

heilt ein inneres Produkt. Die Eigenschaft (1) heiBt Symmetrie, die
Eigenschaft (2) Linearitit und die Eigenschaft (3) positive Definitheit von
g. Wegen (1) herrscht sogar Bilinearitidt von g vor,

{b) Ein Vektorraum V, der mit einem inneren Produkt g ausgestattet ist,

heiBt ein euklidischer Vektorraum. Zur besseren Kennzeichnung von eukli-
dischen Vektorrdumen schreiben wir genauer (V;g).

1.2.2 KoordinatenmiafBige Erfassung von g

Es sei _A={aj} eine Basis eines euklidischen Vektorraumes (V;g). Wir defi-
nieren zur Abkilrzung

Aus (1) folgt sofort

B %7 8k;j
Aus (3) folgt sofort

gjj>0.

Zur Berechnung von g(v,w) fiir beliebige Vektoren v,w&€V geniligt es, die
von den Skalaren g gebildete quadratische Matrix zu kennen, da dann fir
V=Vj.aj und w:wk.ak folgt:

g(v,w)=g(vJ'.aJ,wk.ak)=vJ.wk.g(aj,ak)=vi.wk.gjk.

1.2.3 Das _innere Produkt im arithmetischen Vektorraum

Wir bezeichnen das innere Produkt des arithmetischen Vektorraumes R®
mit einem gewdhnlichen mal-Punkt. Dann schreiben wir (R=;:}.
Flir zwei Vektoren v=(vil,...,v®}, w=(wl,...,w?) definieren wir

= vi,wk .
V.w v.w.6j(

Ausfiihrlich bedeutet dies



vow=viwltvZwee, +vown,

Man erkennt unschwer, daf3 hier statt gy aus 1.2.2 einfach djk gesetzt
wurde. Die von den Skalaren 6jk gebildete Matrix ist die Einheitsmatrix.
Also erfiillt auch dieses spezielle innere Produkt die Eigenschaften (1), (2)
und (3) aus 1.2.1.

1.2.4 Langenmessung

Sei vE€(V;g). Wir ordnen jedem Vektor v#0 die positive reelle Zahl #vl
zu, welche durch

vi = giv,v
Il /glv,v)
definiert ist. Dies ist wegen g(v,v}>0 moglich. Fur den Nullvektor von V

erkldren wir ergidnzend #0i#=0.
Wir nennen f#vi Norm (Ldnge, Betrag) von v.

1.2.5 Winkelmessung

Es seien v,wéV\{(}. Wir definieren die Abbildung cos durch:

cos : V. x V=2 R mit
(v,w) » cos(v,w)i= giv,w).livii -1, lwi-1

Wir zeigen nun: =l£cos(v,w)£l (%)

Beweis:
Oég( Ilvll.w—llwll,v,llvll.w-—llwil,v):livil z.g(w,w)—z. Ilvli.Hwﬂ.g(v,w)+l|wll z,g(v,v)

Aus g(v,v)=lvi2 und g(w,w)=lwl2 foigt bei gleichzeitigem Herausheben
0£2. v hwh, [Ivi,iwl-g(v,w)].
Wegen livi>0 und Hwh>0 gilt schlieBlich
v, twil-g(v,w)x0.
Unter Beniitzung der Definition des cos folgt unmittelbar die Beziehung
cos(v,w)=1,
Ersetzt man zu Beweisanfang den Vektor #vi,w-#wh, v durch den Vektor
ivi,.wt+liwl,v, so folgt analog
~l£cos(v,w).

Insgesamt folgt die Behauptung. O
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Vermdge cos(v,w) definieren wir nun einen Winkel « durch
cosu := cos(v,w).
Wegen (*) gilt Ofuém,
Gilt speziell g(v,w)=0, so schreiben wir viw. Wir sagen:

v ist zu w orthogonal

1.2.6 Spezielle Basen in euklidischen Vektorraumen (V;g)

Wir nennen A={aj} eine Orthonormalbasis (kurz: ONB), wenn gilt:
g(apay)=0 4.

Dies bedeutet:
{a) Jeder Basisvektor a, hat die Lange 1,

(b) Je zwei verschiedene Basisvektoren a; a, sind zueinander orthogonal.

j’

Gegeben seien zwei beliebige Basen A_:{aj} und A’={aj,} von (Vig). Nach
1.1.3 gilt
aj,=tj,-1'.aj mit det(tJ.,J')#O.

Nun besitzt das innere Produkt g beziiglich jeder Basis je eine Koordi-
natendarstellung, welche nach 1.2.2 durch

8= g(aj,ak) bzw. 8= glay,ap)
eindeutig festgelegt ist. Daraus folgt der fundamentale Zusammenhang
g™ g(tjj.aj y tekeay )= tji.tk,k.g(aj,ak)= tjj.tk,k.gﬁ(.

Spezialisiert man sich hier nun auf zwei ON-Basen A und A’, so folgt wegen
83~ 6;; und =P 6J.,k, sofort

-t i+ k
8 jo=tydt b g

Dies ist nach 1.2.3 das kanonische innere Produkt des j'-ten Zeilenvektors
von (tj,J) mit dem k’-ten Spaltenvektor von (th'). Damit ist die Basistrans-
formationsmatrix (tj,J') eine orthogonale Matrix. Nach einem Ergebnis der
Linearen Algebra gilt dann

det(tJ.,J') = %],



1.2.8 Spezielle Endomorphismen eines {V;g)

Sei 1: V 5 V ein Endomorphismus von (V;g). Giit nun fur alle Vektoren
vEV die Gleichung
tvi=il{v)H,

so nennen wir den Endomorphismus lidngentreu. Aus dieser Gleichung foigt
nebenbei sofort, dai
kn 1 = {0}

gilt. Ein ldngentreuer Endomorphismus ist damit bijektiv, also ein Automor-
phismus. Aus der Langentreue folgt auBBerdem, daBB 1 ein orthogonaler Auto-
morphismus ist. Insbesondere konnen wir wieder zwischen gleichsinnigen
und gegensinnigen orthogonalen Automorphismen unterscheiden.

Eine wichtige Eigenschaft wvon 1, die aus der Langentreue folgt, ist die
Vertrdglichkeit von | mit dem inneren Produkt g von V. Es gilt also

g(v,w)=g(L{(v),l(w)).

Beweis: g(v+w,v+w)=llv+wl 2Z=g(v,v)+2.g(v,w)+g(w,w)= (Liangentreue)

"

{v+w)t =g (l{v+w),l(viw))=g(l(v)+1{(w),l{v)+1(w))=

g(l(v),l(v))+2.g8(1(v),l{w))+g(L{w),l(w)). Wegen g(v,v)=g(l(v),l(v)) und

i

g(w,w)=g(l(w),l(w)) ist schlieBlich die Behauptung gezeigt. O

Eine geometrische Interpretation dieses Sachverhaltes wéire:
"Aus der Liangentreue folgt die Winkeltreue."

18



1.3 Reelle affine Ridume

1.3.1 Begriffsbildungen

Gegeben sei ein Vektorraum V und ein festgewdhlter Vektor a€V. Ferner
sei V, ein Untervektorraum von V. Die Vektormenge

atVi= {a+vivev |}
heilt Nebenklasse mit Ursprung a und Richtung V, Wir definieren:
Dim(a+V,):= Dim V; =: k

Setzt man in der Definition der Nebenklasse a=0, so folgt: Jeder
Untervektorraum ist eine spezielle Nebenklasse,

Diskussion:

(a) k=0: V, und damit a+V, ist ein einzelner Vektor. Demnach sind die
Vektoren eines Vektorraumes V seine 0O-dimensionalen Nebenklassen; wir
werden ab nun die Vektoren als Punkte ansprechen.

Wir nennen at+V, einen affinen Unterraum, wenn wir ihn als Menge
seiner Punkte auffassen.

(b) k=1: Wir nennen den eindimensionalen affinen Unterraum {a+Av!AER]}
eine affine Gerade.

{c) k=2: Wir nennen einen zweidimensionalen affinen Unterraum eine affine
Ebene.

Es sei Dim V = m.
(d) k=m-1: Einen affinen Unterraum der Dimension m-1 nennen wir affine

Hyperebene.

(e) k=m: a+V hei3t dann affiner Raum. Wir schreiben A{(V). Dabei wird A(V)
stets als Menge seiner Nebenklassen aufgefafBt.

Ergebnis: Sei p€A(V). Dies bedeutet p€a+V. Genau dann ist p—a€V,

Speziell kénnen wir dem arithmetischen Vektorraum R® den affinen Raum
A(R®) zuordnen. Wir schreiben aber statt A(R®) wieder einfach R=,
1.3.2 Parallelitat

Zwei affine Unterrdaume a+V; und b+V, heiBen parallel, wenn VeV, oder

VoV, gilt.
19



Bemerkung: Das Inklusionszeichen © schlieBt Gleichheit nicht aus.

1.3.3 Koordinatensystem

Unter einem Koordinatensystem eines affinen Raumes verstehen wir das
Paar (a,A), wobei A={a;} eine beliebige Basis von V ist und a&V ein fest
gewadhlter Vektor aus V ist. Damit folgt fiir alle Punkte p€A(V) wegen p-atVv
sofort

p-—a=pJ'.aj, also p=a+pJ'.aJ..

Wir nennen das m-Tupel (p},p3,...,p?) die Koordinaten von p beziiglich (a,A).
Wollen wir flir p speziell den Punkt a erhalten, so miissen wir pl= ...= p®= 0
setzen. Dem Punkt a entspricht also das m-Tupel (0,0,...,0), daher die
Bezeichnung "Ursprung".

Im Ubrigen ist die Zuordnung Punkt - Koordinaten eine bijektive Abbil-
dung; der Nachweis dafiir bleibt dem Leser {iberlassen.

1.3.4 _ Affinitdten
Es sei «: A(V) 2 A(V) eine Selbstabbildung von A{(V). Hat « die Gestalt
«(p) = s + lp),
wobei (1) 3seV, fest gewdhlt und

{2) 1: V>V ein Automorphismus von V ist,
sO nennen wir o eine Affinitiat

1.3.5 KoordinatenmafBige Beschreibung von Affinitdten

Wir widhlen zuerst ein Koordinatensystem (a,A) mit a€V und A={aj]. Sei
dann «: A(V) @ A(V) die betrachtete Affinitdt w(s,l). Der Automorphismus 1
von V sei durch

a,)=1kay

gegeben. Nennen wir flir einen beliebigen Punkt p€A(V) mit p=za.+pJ'.aj dann
u(p)=: p=atpk.a,, so folgt

p=st+l{p)=s+l{a+p J'.aj)=s+l(a)+pi.l(aj)=u(a)+pi.ljk.ak.

Damit gilt:
atpk.a,=a(a)+pl.lf.a;.

Setzen wir wegen u(a)-a€V einfach «(a)-a=:ck.a,, so folgt wegen der Ein-
deutigkeit der Basisdarstellung

20



pk=ck+pi.lk.

Diese Gleichung erkldrt den Zusammenhang zwischen Urpunktskoordinaten

pJ und Bildpunktskoordinaten I)k Die ¢, sind die Bildkoordinaten des

k
Ursprungs.
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1.4 Euklidische Riume

1.4.1 Definition

Es sei (Vm;g) ein euklidischer Vektorraum der Dimension m mit innerem
Produkt g. Bilden wir gemdd 1.3.1 den affinen Raum A{{V™g)), so erhalten
wir einen euklidischen Raum. Statt A((V®;g)) schreiben wir kiirzer Em,

1.4.2 Abstandsmessung im E®

Die Abbildung
d: E® x E® » R mit
(p,a)?d(p,q):= ip-qil
hei3t Abstand.

1.4.3 Kartesisches Koordinatensystem

Ein Koordinatensystem (a,A) heif3t kartesisch, wenn A eine ON-Basis ist.

1.4.4 Kongruenzen

Eine Affinitdt w«: E® - E® mit d(p,q)=d{n(p),x{q)) , wobei p,qeE™ gilt,
heif3t eine Kongruenz
Eine Kongruenz ist somit eine abstandstreue Affinitat.

Es gilt nun der Satz:

Eine Affinitat n 1Ist genau dann eine Kongruenz, wenn der zugehdrige
Vektorraumautomorphismus 1 ein orthogonaler Automorphismus ist.

Beweis:
Es sei u: p9s+l{p) eine Kongruenz. Dann gilt:
ip-qi=d(p,q)=d(n(p)m(q))=in(p)-n(q)i=is+l(p)-s-1(q)i=11(p)-i(q)i=

= Il{p-q)l.
1 erfiilit demnach flir beliebige Punkte p,q die Gleichung

ip-qli=il(p~q)l.
Ein Automorphismus mit dieser Eigenschaft heiBt bekanntlich orthogonal. O

Wieder koénnen wir zwischen gleich- und gegensinnigen Kongruenzen

unterscheiden. Eine gleichsinnige Kongruenz nennen wir eine Bewegung.
Die Menge aller Bewegungen bildet eine Gruppe, die Bewegungsgruppe.

22



Hier endet die Wiederholung der filir uns interessanten algebraischen
Begriffe., Es folgt nun ganz kurz eine Erklarung dessen, was wir zwei
Semester hindurch betreiben wollen: Elementare Differentialgeometrie.

Im Jahr 1872 prasentiert F.KLEIN sein Erlanger Programm:
Es sei M eine beliebige Punktmenge und G eine Gruppe, die auf M transitiv
operiert, d.h. fiir ein beliebiges Punktepaar (p,q) gibt es stets ein Element
aus G, welches p in g liberfiihrt.

Beispiel: M= E®;, G= Bewegungsgruppe.

Ferner seien F,, F, zwei Figuren (= Punktmengen) des Em, KLEIN nennt die
beiden Figuren (per definitionem) genau dann d4quivalent, wenn es eine
Bewegung mit F,3F, gibt. Wir konnen nun die vorhandenen Figuren F;
durch ein vollstindiges Invariantensystem im Sinne der Gruppe (= eine
Menge von Aussagen und Eigenschaften, die sowohl fiir eine Figur als auch
fiir deren Bildfigur gelten) in Klassen &dquivalenter Figuren einteilen.
Speziell: M= E2, Bewegungsgruppe.

Dreieck.

Ein Dreieck ist eine Menge von drei nichtkollinearen Punkten a,b,c, d.h.

!
it

es ist lu. {b-a,c-a}. Ferner werden bei v:=b-a und w:=c-a bendtigt:
vh, lwi, cos(v,w) sowie die Orientierungsklasse der Basis {v,wl.
Dies ist ein volistindiges Invariantensystem eines Dreiecks des E® im Sinne
der Bewegungsgruppe.

Elementare Differentialgeometrie ist also das Studium von EKurven und
Flichen im E? im Sinne der Bewegungsgruppe des EB, Diese Geometrie ist
eine sogenannte KLEINsche Geometrie, d.h. eine solche, die sich dem Er-

langer Programm unterordnet.
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KURVENTHEORIE






2.1 Der EKurvenbegriff

Hier ist M = (Rr;.), also ein euklidischer Vektorraum. Dazu gibt es den
A((Rm;.)), einen euklidischen Raum. Jeder Punkt x ist dann mit seinem
Koordinaten-n-tupel zu identifizieren, d.h. es ist

X = (x1,%%.0.,X0).
Wir werden nun gewisse Punktmengen als Kurven bezeichnen.

Def. 2.1.1: Es sei I ein offenes Intervall und c: IPRr eine Abbildung mit
to€Isc(t )= (cl(ty)yc?(ty)se-.c™(ty)). Wir nennen c einen Cr(I)-Weg, hinge-
gen die Bildmenge c(I)¢Rn eine C¥(I}-Kurve. Wir schreiben c&Cr(I).
Ferner hei3t r die Differentiationsklasse der Koordinatenfunktionen c%:
I2R. r=0 bedeutet: c ist stetig. Wir setzen ¢ mindestens einmal stetig

differenzierbar, also r*1 voraus.

Bemerkung:
{a) Das Intervall I wird offen vorausgesetzt, damit die Randpunkte ver-

nachlassigt werden konnen.

{(b) Unterscheide: Der "Weg" ist eine Abbildung, die "Kurve" selbst ist das
Ergebnis der Abbildung (vgl. Projektion und RiB).

{c) Manchmal werden wir auch r durch s ersetzen, wobei 0O#s#r gelte.

{d) Anordnung der Punkte einer Kurve: da im Parameterintervall I eine An-
ordnung gegeben ist, d.h. etwa ty <t;, usw. gilt, wollen wir auch die
Kurve mit einer Orientierung (einem Durchlaufungssinn) versehen: gilt
z.B. t,<t,, so sagen wir "c(t;) kommt vor c(t,)". Dabei ist aber c(t;)=
c(t,) nicht ausgeschlossen (siehe etwa Doppelpunkte einer Kurve).

(e} Als Tridgermenge Dbezeichnen wir die Punktmenge c(I)€RB, wenn die
Abbildungsvorschrift nicht gegeben ist. Bei Bekanntsein der Abbil-
dungsvorschrift hei3t c(I) eine Kurve.

Def. 2.1.2: (1) Falls der Weg c: I & Rn injektiv ist, so heilt die Kurve c(I)
eine einfache Kurve.
(2) Es sei ceéCx(I), r=1. Falls fiir t,€I dann c(t))=0 €Rn gilt, so heiBt
c(ty) ein singuldrer Punkt des Weges (der Kurve). Im Fall é(to)#O gRn
heilt c(t,) ein regulirer Punkt des Weges (d_er Kurve).
Falls c#0 €R" in ganz I gilt (d.h. Vt,€I ist c(ty)#¥0), so heiBt der Weg
¢ eine Cr(I)-Immersion. Die Kurve heiit dann eine regulire Kurve.

Bemerkung:
{a) Spitze eines Weges: hier gilt c(ty)=0; eine Spitze ist also ein
singuldrer Punkt.

Es stellt sich nun die Frage, ob man eine Spitze der Trdgermenge

ansieht oder nicht. Die Antwort lautet: nur manchmal, nicht immer. Die
zwei nun folgenden Beispiele sollen die Problemstellung illustrieren:
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Bsp. 1: c: téRm(t?, t3)ER2 (NEILLsche Parabel)
Hier ist é(O):O €R2, was man auch

an Hand der Triagermenge erkennen

kann,

Bsp. 2: c: teéR®¥(t3,0). (x-Achse). Hier
ist zwar c(0)=0 €R2, aber der
Tragermenge merkt man nichts an.

Ergebnis: Eine Spitze eines Weges ist nicht notwendig eine Eigenschaft der
Tragermenge. (Vgl. (G2)

{b) Analog (a) wird man erkennen, daB man die Differentiationsklasse
eines Weges der Tragermenge allein nicht notwendig ansieht. Dazu wieder
zwel Beispiele:

Gegeben seien zwei einander in einem Punkt beriihrende Kreise k, und k,.
Wir wollen nun die Tragermenge verschiedenartig durchlaufen.
Bsp. 1: Wir "wechseln" an der Be-

rithrstelle die Kreise nicht. Der

Ubergang von k, nach k, soll an

einer anderen Stelle vermdge eines

(sicher existierenden) C®-Weges

vollzogen werden. Da nun eine

kreisformige Kurve ihr eigener

Krimmungskreis ist, folgt;: der

vorliegende Weg ist mindestens C2

Bsp. 2: Der Ubergang von k,; nach
k, soll nun an der Berilihrstelle
passieren. An einer anderen Stelle
von k, wechseln wir dann
(vermdge eines C®-Weges) nach k,,
laufen zuriick zur Beriihrstelle
und wechseln an der Beriihrstelle
wieder nach k, Hier gilt: der
vorliegende Weg ist hdchstens CL

{c) Insgesamt koénnen wir die Frage nach den geometrischen Eigen-

schaften einer Kurve stellen.
Nun die wichtige

ZWISCHENBEMERKUNG 1:
Gegeben seien zwei offene Intervalle I,I’ R sowie eine Abbildung 7y: I'SI.
Erfillt ¥y die Eigenschaften
{1) r ist Bijektion, d.h. 7y ist global, injektiv und surjektiv,
{2) 7eCr(I’) mit r#l wund
{3) y-1eCr(I) mit r=1,
so heiBt y ein C¥I')-Diffeomorphismus, kurz: CT(1’)-DM.
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Will man eine Abbildung 7 als Diffeomorphismus identifizieren, so miissen
(1) bis (3) fiir y Ulberpriift werden. Besonders schwierig erweist sich der
Nachweis der Injektivitdt aus (1) sowie der Nachweis von (3).

Nach einem Satz der Analysis ist ¥ genau dann ein Cr(I')-DM, wenn 7y die
Eigenschaften

{1’) v ist global und surjektiv,

{2') yeC¥1I’) mit r=1 und

(3) 7(t)#0 vt €T

erfiillt.

(Beweisidee: aus (3') folgt: y ist streng monoton, daher injektiv; nach dem
Hauptsatz {iber Inverse Funktionen ist dann -1 aus derselben
Differentiationsklasse wie 7.)

ENDE DER ZWISCHENBEMERKUNG.

Def. 2.1.3: Es sei c: I @ RP ein Cr¥{I)-Weg, c’: I’ 2R™ ein Cr(I’}-Weg und 7:
I’>1 ein Cr(I')-Diffeomorphismus
derart, daB c’=coy gilt. Dann heif3en
¢ und c¢' &dquivalente Wege. 7 heifit
dann ein Parameterwechsel

Bemerkungen:
(a) "Aquivalent sein" ist eine Aquivalenzrelation in der Menge von Aquiva-

lent heiBenden Wegen, da:

--reflexiv: setze 7:=idj.

--symmetrisch: nach Def. von 7y ist auch 7-! ein Diffeomorphismus, wo-
raus mit c=c’oy-! die Behauptung folgt.

--transitiv: erfillt, da die Zusammensetzung zweier Diffeomorphismen
wieder ein Diffeomorphismus ist.

{(b) In der Literatur ist es auch lblich, eine Kurve als Klasse &dquivalenter
Wege zu bezeichnen. Hier wird dann die Kurve nicht mehr als
Punktmenge aufgefa3t. Wir wollen eine Kurve stets als Punktmenge
auffassen. ‘

{c) Es sei c: I @ Rm ein Cr(I)-Weg und B: R" » RM eine Bewegung. Ferner
sei ci=Boc: I » Rn gegeben. Dann heiBen c(I) und ¢(I) bewegungsgleiche
Kurven, c und ¢ bewegungsgleiche Wege.

{d) Konvention: Das Hinzufiligen von "Liangsstrichen" (z.B. I’} kennzeichnet
stets einen Parameterwechsel, wahrend das Verwenden von "Quer-
strichen” (z.B. ¢) stets eine Bewegung als Ursache hat.

Def. 2.1.4: (1) Eine Eigenschaft eines Weges hei3it parameterinvariant, wenn
sie auch jedem &dquivalenten Weg zukommt.
{2) Eine Eigenschaft eines Weges heiflit bewegungsinvariant, wenn sie
auch jedem bewegungsgleichen Weg zukommt.
{3) Eine Eigenschaft einer Kurve hei3t geometrisch, wenn sie parame-
terinvariant und bewegungsinvariant flir einen die Kurve beschrei-
benden Weg ist (nach (1) und (2) folgt dann "fiir jeden die Kurve
beschreibenden Weg").
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Beispiele:

(1) "Regularitat” ist geometrisch, da:

Es sei é(to)-‘#O. Dann ergibt die Zusammensetzung mit einem DM ({(=Immersion
nach obiger Zwischenbemerkung) #0,

(2) "Spitze" ist ein geometrischer Begriff, da bei c(ty)=0 auch die Zusam-
mensetzung mit einem DM wieder =0 ergibt.

(3) "Injektivitdt" ist geometrisch, da ein DM bijektiv ist.

(4) "Differentiationsklasse" ist geometrisch, da nach Definition eines DM
{(Punkt (2) der Def.) bei Verkettung zweier Abbildungen der Differentia—
tionsklasse Cr das Ergebnis wieder eine Abbildung aus Cr ist.

Def. 2.1.5: Es sei 7: I’ » I als CrI')-DM ein Parameterwechsel. Da 7y nach
ZB1 eine Immersion ist, gilt entweder 7{(t')>0 oder 7(t’)<0, jeweils in
ganz I’ Im ersten Fall heiBt 7y ein gleichsinniger, im zweiten Fall ein
gegensinniger Parameterwechsel

Def. 2.1.6: Eine Eigenschaft einer Kurve, die parameterinvariant beziiglich
gleichsinniger Parameterwechsel und bewegungsinvariant ist, heiflt

eine geometrische Eigenschaft der orientierten Kurve,

Satz 2.1.1: Hauptsatz der lokalen Kurventheorie
Sei ¢: 1 2 Rn, c€Cr(I), r&l. Ferner sei t,€I mit c(ty)#0 (&R").
Dann gibt es ein Intervall 1,51 mit ty €1y, wobei gilt: clI,: I, SR
ist eine injektive Immersion.

Beweis: Es sei fiir ein ty €l nach Voraussetzung clty)=(cl(ty)y...,cn(ty))#0.
Dann ist also mindestens eine Koordinate von c(t;) von 0 verschieden. Es
sei daher oBdA. cl(t,))#0 (€R). Nach einem Ergebnis der Analysis gibt es
dann fiir die Koordinatenfunktion c!: I @ R ein Teilintervall 1,1, sodaB8 in
ganz I, gilt: c1#0 (*). Dann folgt aber Vt €I, c(ty)#¥0 (€Rn). Damit ist clI,
eine Immersion.

Aus (*) folgt auBerdem: cllI; ISR ist streng monoton, daher injektiv.
Dann ist aber trivialerweise clIy I»RP auch injektiv. O

Bemerkung:
Dieser Satz gestattet es, lokal im

Parameterintervall eine injek’tive
Immersion zu erzeugen. Dadurch
kdnnen z.B. Doppelpunkte eliminiert
werden:

Arbeitet man hingegen lokal im R?
(gegeben sei eine ebene Kurve), so
wird dies nie gelingen:
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2.2 Schmiegvektorraume einer Kurve

Def. 2.2.1: Gegeben sei c: I 3 Rm, céCr(I) mit r*l. Ferner sei t,€I fest. Die
Ausdriicke c(ty), ..., c®(t;) mit k£r heiBen erster,..., k-ter Ableitungs-
vektor der Kurve c(I) in c(tg).

Bemerkung: Es wird wenig spiter begriindet werden, warum der Begriff
"Ableitungsvektor" und nicht der Begriff "Ableitungspunkt" verwendet
wird.

Wir wollen uns nun {iberlegen, ob der Begriff "Ableitungsvektor" ein
geometrischer Begriff ist oder nicht; dazu milissen die Parameter- und

Bewegungsinvarianz untersucht werden:

{1) Untersuchung der Parameterinvarianz:
Sei I, tWy(t')=t ein Cr(I')-DM mit 7(t,')=t, (Parameterwechsel) und
c’:I'Rn, t’»c’(t’) mit c’=coy ein zu c &dquivalenter Weg. Unter Beniitzung
von Produkt- und Kettenregel folgt:

& tg)=elty) 7 (ty)
e e e (%)
(£ ?) =0 () (F(tg") Kb emenat e (t )7 BNt )

11

Man kénnte also sagen: Die Ableitungsvektoren von c’ entstehen aus jenen
von c¢ durch Anwendung jener Dreiecksmatrix, die aus den ersten k
Ableitungen des Parameterwechsels Y zusammengesetzt ist.

Aus dem obigen Gleichungssystem folgt, dal der Begriff des Ableitungs-
vektors kein parameterinvarianter, also kein geometrischer Begriff ist.
Dennoch folgt:

{2) Untersuchung der Bewegungsinvarianz:
Sei F:R™Rn, poF(p)=p=s+l(p) (1 ist ein orthogonaler Automorphismus) eine
Bewegung und &G=foc: I3RP, tC(t)=F(c(t)) ein zu c bewegungsgleicher
Weg. Nach 1.3,5 gilt fiir jede Koordinate des Punktes p dann:

pX=s%+ph 15 %
Damit folgt mit unserer Bezeichnung:
E“(t):s“+lﬁ“.cﬁ(t) mit s%, Ig%=const.

Nach diesen Vorbereitungen berechnen wir
T (ty)=(Boc) (tg)=l(clty)).

Interpretiert man also den Begriff "Ableitungsvektor" als Vektor, so
herrscht Bewegungsinvarianz vor.

Insbesondere ist
TE(t))=l(c®(ty)).  (¥%)
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Def. 2.2.2: Es sei c:I?R?, C¥(I) mit r®l. Ferner sei t,¢I fest gewihlt. Wir
nennen
Sk(tg):=H(c(tg)eee,c®(ty)) mit ker
den k-Schmiegvektorraum von c(I) in c(ty) (... in tg).
Wir nennen den affinen Raum
c(tg)+SK(t,)
den k-Schmiegraum in c(ty).

Ist Sk(to) ein geometrischer Begriff? Dazu untersuchen wir:

{1} Parameterinvarianz:
c sei wie in der Definition gegeben. 7:I'3I, t™»t sei ein C¥I1')-DM, der
insbesondere t,»t, leistet. Ferner sei c%I'?R® mit c’=coy ein zu c
dquivalenter Weg. Es bleibt nun S%(ty’)=Sk(t,) zu zeigen:
Nach (*) ist trivialerweise S’k(t,’)cSk{t;).
Da aber auch 7-! ein C™~DM ist, kdnnen wir die Argumentation wiederholen,
woraus zuerst Sk(t,)©S'k(t,’) und dann die Behauptung folgt.

{2) Bewegungsinvarianz:
Sei B:R™Rn eine Bewegung und c=foc:I?R? ein zu c¢ bewegungsgleicher
Weg. Es bleibt nun gk(t0)=1(Sk(to)) zu zeigen:
Unter Beniitzung von (#%) ist

SK (t)=H(E " (t o) yeres B8 () ) ZH(1(E(g)) yeresd (€W (£g)) ).

Da 1 mit der Hiillenbildung vertraglich ist, ist letzterer Ausdruck gleich
H(H(c(tg)yeeerc® (L)) )=1(SE(ty)). Damit ist der Nachweis erbracht.

Der Begriff "Schmiegvektorraum" ist also geometrisch. Dann ist aber
auch der Begriff "Schmiegraum" geometrisch.

Geometrische Interpretation der Schmiegraume fur k=1,2:

Vorerst die

ZWISCHENBEMERKUNG 2:
Gegeben sei f:IPR, t»f(t); Cr(I) mit r*l. Ferner sei t,¢I fest. Dann gilt fiir
t,€I nach TAYLOR die Gleichung

£ty )=T(tg) = (tg)e (£, =t)+ £ (tg)e (ty=tg)* s 1/2+.eee 4TI (£ 46 (£ 1~tg) ). (£ ~tg)*. 1/K!
mit 0<é<1,
Im letzten Summanden wird also f® an einer Zwischenstelle zwischen t; und
t, ausgewertet.
Fiir k=1 ergibt sich Ubrigens der Mittelwertsatz.
ENDE DER ZWISCHENBEMERKUNG.

Wir werden im folgenden diese ZB 2 fiir jede einzelne Koordinatenfunktion

c* anwenden.
Fall 1: k=1: Sei c(ty)#0 (€R?). Dann ist DimS!(ty)=1. Die Punktmenge
cltg)+S1(ty)=c(ty)+H(c(ty))

heit Tangente von c(I) in c(ty).
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Nach dem Hauptsatz 2.1.1 gibt es ein Intervall I, mit t;€I,¢I derart, daB
cllo eine injektive Immersion ist. Wir wdhlen alsdann t#t, €I, woraus dann
c(tg)*c(t,) folgt. Durch diese beiden verschiedenen Punkte ist eine Kurven-
sehne durch den regularen Kurvenpunkt c(to) festgelegt, deren Grenzwert
fiir t;?t, interessiert:

Die Sehne s gestattet die Darstellung

s=c(ty)+H(c(t))-c(t,)).

Wir werden nun versuchen zu erklaren, was lims fiir t,»t, bedeuten soll
{(Grenzwert in einem Geradenbindel):
lims=lim(c(tg)+H(c(t,)~c(ty)))=c(ty)+limH(c(t,)-c(ty)).

Wir betrachten nun filir jedes (zuldssige) t, einen geeigneten Reprisen-
tanten aus H{c(t,)-c(t;)):
Nach ZB2 ist

c(tl)—-c(to)=(...,é“(t0+6“.(tl-to)).(tl—to),...) mit 0<é #<1.
Dann ist in der betrachteten Hiille sicher auch der Vektor
ckiz(ean, C¥ (£ +6 % (ty=tg) )seee)

enthalten. Wir definieren daher weiter:
1ims=c(t0)+H(limc*):c(to)+H(é(to)), und damit ist die Tangente in einem regu-
ldaren Punkt als Grenzwert einer Sehne aufzufassen.

Es bleibt allerdings noch eine Liicke zu schlieBen: War lims wvon der
Auswahl des Vektors c* abhidngig? Nein; wdhlt man ndmlich einen anderen
Repriasentanten c* fiir die Hiille, so gilt jedenfalls lLa.{limc,*, limc*}.

Fall2: k=2: Wir wollen nun den Begriff der "Schmiegebene" einfiihren: Es
gelte hierfiir Lu.{c(ty), c(ty)} (Damit ist insbesondere c(tgy)#0#c(t,) gewdhr-
leistet.). Wir nennen die Punktmenge

clty)+S2(tg)=c(ty) +H(E(tg),E(tg))=c (ty)+AiC (t)+uc (ty) mit A,uER
die Schmiegebene von c(I) in c(ty).

Setzen wir in dieser Beziehung u:=0, so erkennt man, daB die Kurventan-
gente in der Schmiegebene enthalten ist.

Wir werden analog Falll zeigen, daf3 die Schmiegebene als Grenzlage ei-
ner Ebene durch die Kurventangente und einen "fremden" Punkt c(t,)
anzusehen ist (solch ein "fremder" Punkt c(t;) existiert wegen
Lu.{ c(ty),clty)).):

Jede derartige Ebene & gestattet die Darstellung

e=c(ty)+H(Elty)selty)-clty).

Wieder interessiert lime fir t,7t, (Grenzwert im Ebenenbiischel); dazu er-

kldren wir:
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lime=lim(c(tq)+H( i:(to),c(tl)—c(to)))=c(t0)+lim(H(é(t0),c(tl)—c(t0))).
Nach ZB2 ist

clty)—c(ty)=(cen s (ty)e (t=ty)+C F(EgHd Foft -ty ) )o(t =t ) * . 1/2,...)
mit 0<d “<1.

Als reprasentierendes Erzeugendensystem der betrachteten Hiille wahlen wir
die Vektoren

c(ty) und c*¥(ty):=(eee, X (L6 % (t=tg)),een).

Damit konnen wir weiter definieren:
lims:c(to)+H(lim(E:(to),c**(to)))=c(t0)+H(E:(to),limc**(to))=c(to)+H(E:(to),é(to)), und
damit ist die Schmiegebene tatsdchlich als Grenzebene auffaBbar.

Analog Falll liberlegt man sich, daB limt unabhingig von der Wahl des
Vektors c*#*(t;) ist.

Bemerkung:
Letzterer Sachverhalt konnte im Falle einer ebenen Kurve auch so aus-

sehen:
Dies ist aber erlaubt, da nach dem
Hauptsatz ein geniigend kleines
Intervall I, um to ausgewiahlt wer-
den kann.

Neue Begriffe:
Fiir den Kurvenpunkt c(ty) gilt nach Def.2.2.2 die Kette

Si(ty)eSZ(ty)c...cS k(ty) und damit DimS!{ty))£DimS%(t;)=...£DimS k(t).

Der Begriff "Schmiegraum" ist geometrisch; daher ist auch seine Dimension
eine geometrische Aussage. Demnach ist die Aussage
"in c(t,) gilt DimSk(ty)=DimSk+1(ty)"

eine geometrische Aussage. Wir formulieren:

Def. 2.2.3: (1) Im Falle k=1 erhalten wir
DimS!(t,)=DimS2(ty)=1;
Wir nennen dann c(t,) einen Wendepunkt.
{2) Im Falle k=n-1 folgt
DimS®-1(t,)=DimSn(t,)=n-1;

Wir nennen c(t;) dann einen Henkelpunkt.
{3) Die Punktmenge

c(tg)+Sm1(t,)
hei3t Schmieghyperebene von c(I) in c(ty), falls DimSn-1(ty)=n-1 gilt.

Wir werden nun zeigen:
Ist der Defekt in der "Dimensionskette" lokal, genau dann liegt die Kurve

c(I) in einem (echten) Unterraum. Genauer gilt:
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Satz 2.2.1: c:I2Rn, C¥(1) mit r&l. Nun gilt:
Liegt «c¢(I) in einem k-dimensionalen Unterraum, so Ist
DimSE(ty)<€DimSk+1(t )€k (r=k+1l) Vt, el

Beweis: Sei vorerst ty€I fest. Nach Voraussetzung ist
c(I)Cc(to)+V1 mit DimV, =k.
Genau dann ist
c(t‘.)-—c(t‘.o)é\/'1 fliir alle té€l.
Wir betrachten nun den folgenden neuen Weg g:
g:I2Rn, trg(t)i=c(t)-c(ty).
Flir den C¥*(I)-Weg g gilt: g(I)cV,. (¥)
Differentiation nach t ergibt:
gd(t)=cD(t), l=1,...,k+1.
g und c haben also die gleichen Ableitungsvektoren. Daraus folgt:
S ke H(t)=SK(L). (+%)
Wegen (%) gilt aber g®(t)ev, fir l=1,...,k+1, daher ist nach (*%) dann
Sk+l(t)cv, fur alle tel.
SchiieBlich ergibt sich mit DimSk*(t)€DimV =k die Behauptung. O

GewissermafBen als Umkehrung von Satz 2.2.1 zeigen wir

Satz 2.2.2: c:IRn, Ckt1(I). Nun gilt:
Wenn DimSk(t;)=DimSk*l(tj)=k fiir alle t,€1 gilt, dann liegt c(I) in
einem k-dimensionalen Unterraum, aber In keinem kleineren.

Beweis: Zuerst zur zweiten Aussage: Lage c(I) in einem (k-1)-dimensionalen
Unterraum, so widre nach Satz 2.2.1 DimSk-1(t;)¢DimS¥(ty)€k-1 und dies ist
ein Widerspruch zur Voraussetzung.

Nun zur ersten Aussage:

Sei vorerst t;€I fest gewdhlt. Dann spannt nach Voraussetzung die
linear unabhidngige Vektormenge {c(tgy),...,c®(ty)} den Sk{ty) auf. Nach Vor-
aussetzung ist La.{ c(ty),...,c®(ty),c®+(t))}, genauer gilt

cE(t)=a,.c(tg)+...ta,.c®(t)).
Dann gilt aber fiir alle t,€I die Gleichung
clktlzg , ct...+a,.c®),
Hierin sind die a;I?R, a;€C%(I), i=1,...,k von t; abhédngige Funktionen.
Im Detail gilt daher fiir die Koordinatenfunktionen c%:
(c*)UtD=g , c*+...4a,.(c* ) &),
Setzen wir zur Abklirzung y:=c%, so konnen wir schreiben:
y®=a .y+...+a,.y&D,

Die Losungsmenge dieser Differentialgleichung ist ein Vektorraum. Ge-

naueres erklart uns die

ZWISCHENBEMERKUNG 3:
Gegeben seien Funktionen a,;, ..., a,, b : IPR, jeweils €CO(I) und die Dif-
ferentialgleichung
y®=a, . y+...+a,.y&-D+b.
Nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz gibt es zu den Anfangsbe-
dingungen
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{0€1, y(O), veey y(‘k-l)(o)}
eine eindeutige Losung (Vektorraum)
yv:ISR mit y&Ck+{I).

Bemerkungen: (a) y ist global iiber I.
(b} fiir a,b genligt es, C%I), also Stetigkeit vorauszusetzen.
{c) Ist b=0 in ganz I, so sprechen wir von einer homogenen Differential-

gleichung.
{d) In obiger Anfangsbedingung ist ein gewidhlter Wert te€I oBdA mit O
bezeichnet.

Wie erhdlt man nun diese (nach Wahl der Anfangsbedingungen eindeuti-
ge) Ldsung y:
Wir widhlen als Basis des Lésungsvektorraumes k spezielle Lésungen
WY gy 2U folgenden Nebenbedingungen (in Form einer Einheitsmatrix):

0¥ (0)=1, 5¥(0)=0, ..., 4,¥(0)=0
(1)}'(0)=0, (z)y(o):‘l) sere (k)y(O)=O
(1)}’“"1)(0):0’ (z)y(k—l)(()):()’ R | (k)y(k'l)(O):l

Dann gilt: Die Losung y zur obigen Anfangsbedingung {0€I, y(0)...,y&-1(0)}
schreibt sich dann

¥=¥(0)e g, y+¥(0). o) ¥+ 4y & 1(0). 4,y
ENDE DER ZWISCHENBEMERKUNG.

Aus der Gleichung

y®=a v+ ta yED
folgt dann bei festem o« filir die Losung y=c%:

é“zé“(O).(l)y+...+(c”‘)(k)(O).(k)y;
dabei sind die k speziellen Losungen @Y re0rg)yY Von « unabhdngig:
wir koénnen ndmlich in jedem Lésungsvektorraum (einer jeden Koordinaten-
funktionsdifferentialgleichung) auf Grund der Nebenbedingungen dieselbe
Basis {(l)y,...,(k)y} wahlen-dies ist ein Trick!
Interpretiert man diese Gleichung fiir «=1,...,n, so erhdlt man insgesamt
b=E:(O).(1)y+...+c(k)(0).(k)y.

Integration dieser Gleichung ergibt

t t

c(t)—c(O)zé(O).f(l)y(s)ds+...+ca‘)(0).f(k)y(s)ds Vtel,
0 0

und das ist eine Funktion der oberen Grenze t.
Der Ausdruck rechts vom Gleichheitszeichen ist nach Definition in Sk(0)

enthalten; es gilt also
c(t)€c(0)+Sk(0) Vtel,
also
c(I)cc(0)+Sk(0)=k~dimensionaler UR.
Nun ty€I variieren. O
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2.3 Normierte Wege

Def. 2.3.1: Ein Weg c:I°Rn, c€Cr(I) mit rxl heif3t normiert, wenn in ganz I
gilt: #ch=1,

Bemerkung: Interpretiert man den Parameter t€l als Zeitparameter, so kann
man sagen, dafB3 die Kurve mit konstanter Geschwindigkeit durchlaufen

wird.

Satz 2.3.1: c:I2Rn", Cr(I) mit r=l; c sei Immersion (d.h. in 1 gilt c#0). Dann
existiert ein zu c dquivalenter normierter Weg c'.

Beweis: ¢’ sei dquivalent zu c; genau dann existiert ein Cr(I')-DM 7:I'31 mit
c’zcoy {Es gelte wieder t,»t,). Es folgt notwendig fiir c’:
S(ty)=e(r(t )7ty

Dann folgt fiir die Normen

NG (E ) =0 ey (8 )1 17 (£")!
Aus der Bedingung "c’ ist normiert" folgt notwendig

=G (r(E NI (£ (%),

Es gilt nun zu iliberpriifen, ob 7y tatsidchlich ein Cr(I’)-DM ist (erst dann

kénnen wir c¢' adquivalent zu c nennen.); Zu diesem Zweck betrachten wir

die Umkehrabbildung v wvon 7: t
wISI' mit t»f ¥ &(s)ids;
v ist ein C¥{I)-DM, da: 0

{1) global; surjektiv, da wir definieren: ¢(I)=I".
{2) veCr{I) trivial.
{3) Nach Voraussetzung ("Immersion") ist p= ch#0 Vi, €L
Damit ist auch 7y ein CXI')-DM und es gilt:
Pty )=1/#(to) mit y(ty')=t,
Also ist c’=coy zu ¢ dquivalent. O

Bemerkungen: (a) 7 ist hier wegen 7y(t)=# cl -1>0 gleichsinnig.
(b) Es seien ¢, ¢’ zwei dquivalente Wege und beide normiert. Dann folgt

fir y notwendig
t'»t'+a oder t'»-t’+a, atR beliebig.
Beweis: Nach (#) in obigem Beweis ist dann 7y(t")=%*1,

Def, 2.3.2: Es sei c€CYI); ferner sei I,°I das abgeschlossene Intervall
I,=[a,b]l. Wir schreiben

b
fwendt=: [ endt=:LY(c)
a I].

und nennen diesen Ausdruck die Bogenlinge des Weges ¢ von a nach
b; wir sagen auch Bogenlinge der Kurve c(I) von c{a) bis c(b).

Ist der Begriff "Bogenlinge" ein geometrischer Begriff?
{1) Bewegungsinvarianz:
Es sei A:R™RM mit pof(p)=s+l(p) mit 1 als orthogonalem Vektorraumauto-
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morphismus eine Bewegung und &=foc: I?R" ein zu c¢ bewegungsgleicher
Weg. Es bleibt zu zeigen:
L2(C)=LP(c) bei festem a,bel.
Nach 2.2 ist E'(t0)=1(é(to)) Vt €I, daher wegen der Orthogonalitdt von 1
sogar B¢ (t)hi=# c{t)h. Mit Def. 2.3.2 folgt schliefilich vermdge

b b
L2()=J 4 ndt= [Hndt=L b(c)
die Bewegungsinvarianz. a a

{2) Parameterinvarianz:
Dazu bendtigen wir Information iiber die Auswirkungen eines Parameter-
wechsels in einem Integral. Deshalb vorerst die

ZWISCHENBEMERKUNG 4:
Seien f:I°RP ein C%I)-Weg und 7:I'?I ein C(I')-DM.
Ferner sei I,°I ein abgeschlossenes Intervall I,={a,b] und I,:=y-1(I,).

Dann gilt: b )
[f.at=[f.dt= [(foy).7.dt’,
, = 7 Ya)

wobei a<b gilt.
Bei gegensinnigem 7y gilt y-1(a)>y-Yb). Da dann aber auch 7<0 ist, folgt

7" 1lm) 7 la)
[t.dt=f (foy)y dt’=-J (foy)ydt'=-[ (foy)y dt’=f (foy). 1y 1dt’.
I, 7@ 7~ 1b) I’ I’

ENDE DER ZWISCHENBEMERKUNG.

Es seien ¢ und c’:=coy mit 7:I™31 als C!(I')-DM &Aquivalente Wege, beide
€C1, Dabei gelte I':=y-}I).
Weiters sei Il:=[a,b]CI ein abgeschlossenes Intervall.
Nach Def.2.3.2 ist die Bogenldnge definiert durch
b
Lb(c)=f k¢ udt= [néndt.
a Il
AuBerdem gilt nach der Kettenregel
c’(t)=c(r(t)) .7 (t),
sodaBl wir auch schreiben kénnen
c'(t)=(cor)(t").y ('),
also, bei Weglassen von t’ dann
c’=(coy).r.
Daraus folgt
neth=h ooy, by b, (%)
Nun folgt mit Hilfe von ZB 4

b
Lb(c)=f U bdt= [ (kcHoy). 1 yldt’
a Il‘

und wegen #cloy=0 coyl, was man leicht nachpriift, zusammen mit (*)

Lp(c)=[ né’wdt=L bi(c’)
1
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Dabei ist I ,:=[a’,b’]. Ist 7y gleichsinnig, so ist I,'=[y-Ya),y-}(b)l, ist v
gegensinnig, so ist I,'=[y-1b),r-1(a)l.
Damit ist auch die Parameterinvarianz gezeigt.

Bemerkungen:
(a) Gilt speziell #ci=1 in ganz I und ist I,=[a,b]l, so folgt

b
Lb(c)=f1.dt=b-a.
a
{b) Der Begriff "Bogenlange" ist vom Durchlaufungssinn des Intervalls
I,¢I unabhingig:
Zum Nachweis betrachten wir den Parameterwechsel
7121 mit te-t+{a+b),
der wegen 7y=-1<0 gegensinnig ist. Daher ist I,'=[a,b]. Daraus folgt nach
Vorherigem sofort
Lb(c)=Lb(c").
{c) Differenzengeometrische Interpretation des Begriffs "Bogenlinge'":
Sei Z eine Zerlegung des Intervalls I,=[a,b] mit endlich vielen Teilungs-
punkten, fir die a=a;<a,<...<a  =b gelten solle.
Wir definieren die "Sehnenlinge" von c(a) nach c(b) durch

n
Lg= Zﬁc(aj )-cla;_,) 0.
Jj=2
Sei {Z} die Menge aller Zerlegungen dieser Bauart und {L,} die Menge
aller méglichen Sehnenldngen. Bei sup{L,}<®o heiBt c rektifizierbar.
Nach einem Ergebnis der Analysis gilt dann
sup{L,}=LB(c).
Beachte: Fiir die Rektifizierbarkeit von c ist c&€Cl{I) hinreichend, aber
nicht notwendig. Genauer gilt: bei c€C9% ) geniigt, daB die Koordinatenfunk-
tionen beschriankte Schwankung besitzen.
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2.4 Begleitbasis

Wir beginnen mit vier Zwischenbemerkungen:

ZWISCHENBEMERKUNG 5:

Sei (V;g) ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum mit g als
innerem Produkt.
Bei gegebenen k Vektoren {a,...a;} definieren wir

g(a;,a) ... glapay)

Tagpeens@ )i= | ¢ o v v v v v 0 v v

g(ak’al) oo g(akyak)
['(a;s.s8y) heiBt GRAMsche Determinante der Vektoren {a,,...,a.l}.
Nach Ergebnissen der Linearen Algebra gelten folgende Eigenschaften:
(a) {a;y...a } ist linear abhidngig <==> T(aj,..,a,)=0.
{b) {a;...;,a,} ist linear unabhéngig <==> T[(a,...,a,)>0.
{c) {a...;a ) ist orthonormiert <==> T'(a,,...,a)=1.

ZWISCHENBEMERKUNG 6:
Sei (V;g) ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum der Dimension m
und {vl,...,vm} eine geordnete Basis von V.

Es folgen nun Vorschriften zur Konstruktion einer Orthonormalbasis
{c 1,...,cm} nach dem Orthonormierungsverfahren von E.SCHMIDT:
Wir fordern
{1) c €H(v e, vy) fiir 12k€m, d.h. es ist H{c,,...,c)=H(Vvy5eee,vy ) und
{2) in H(ve.,vy) gilt:

(Vigeers Vi) 2 (CpyeeesCy)

ist fir jedes k ein gleichsinniger Basiswechsel.

Mit (1) und (2) existiert {c,,...,c } eindeutig.
Fiir die explizite Bauart der c; gilt dann

gvyvy) « .. g8lvyvy)
T P o O VA (R
gvipvy) o 8lve vy

vl . L] . . . . . Vi 1]

wobei T =T (v,...,v;) fiir i=l,...,m und T ;:=1 definiert ist.

Obige Determinante ist eine sogenannte "formale Determinante”, da in
ihrer letzten Zeile keine Skalare, sondern Vektoren stehen. Erst die
"formale Entwicklung” nach der letzten Zeile fiihrt zu "echten"

Determinanten.

ZWISCHENBEMERKUNG 7:
Wir erklaren hier das Vektorprodukt:
Gegeben seien der euklidische Vektorraum (R".) und die n-1 linear unab-
hingigen Vektoren {v,...,v _,}. Wir definieren das Kreuz- oder Vektor-
produkt dieser Vektoren, im Zeichen
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WISV XV Xe0eXV o
durch die folgenden drei Vorschriften:
{1) w.vi=0 fiir i=1,...,,n-1
{2) twi =TV yeeey V)
{3) (vyyeesyv,_;w) ist (in dieser Reihenfolge) ein Rechtssystem.

Wir wahlen nun speziell die kanonische Basis {e...,e,} von (R".). Jeder
Vektor vEéR™ besitzt dann die eindeutige Darstellung v=v%e,, «=1l,...,n. Fiir
das Kreuzprodukt der Vektoren {v,...,v, ;} gilt dann unter Beniitzung von
v=v%e, genauer (bei Verwendung einer formalen Determinante):

1 n
Vl TS V1
W = . 1] L] . L] L] L] . L]
1 n
viie oo ovn,
el « e s . en

Spezialfille:

n=3: Hier gilt flir das Kreuzprodukt von v, und v,:

vivivi|

w = (vl vs v%!
€ €28

Nach formaler Entwicklung dieser Determinante nach der letzten Zeile erhilt
man die Koordinaten des Vektors w.
Nebenbei gilt die Identitit von LAGRANGE:
Illevzli2=r(v1,v2)=llvlll2,||v2IIL(V1.Vz)2,
Unter Beniitzung der bekannten Formel
vevElv v lcos(vy,v,)
folgert man sofort
Hy xv, il 2=y 12 0y, 0 2,5in2(v,,V,).
Also ist die Norm des Kreuzproduktes von vy und v, eine Malzahl der
Flache jenes Parallelogrammes, welches von v, und v, aufgespannt wird.
n=2: Fiir den Vektor v,=(vi},v$)#0 gilt
w=(-vivi)=v].

ZWISCHENBEMERKUNG 8:
Im n-dimensionalen euklidischen Vektorraum (R";.) betrachten wir die n-1
linear unabhdngigen Vektoren {v,,.,v _;} mit v;=v%e, sowie den Vektor
v=v¥%e,. Dann gilt unter Benlitzung von ZB 7:
(vixexv  _)ov=det(vye, v, _pv).
Diese Gleichung beschreibt die Kopplung von Skalar- und Kreuzprodukt.
ENDE DER ZWISCHENBEMERKUNGEN.

Def. 2.4.1: Ein Weg c:I2R® heiBt ein Haupttypweg, kurz: HTW, wenn die
folgenden zwei Eigenschaften erfiillt sind:
{1) cecn(1),
{2) Die Vektoren {c(tgy),...,c™D(ty)} sind lu. Vty€L
c(I) heiBt dann Haupttypkurve, kurz: HTK.
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Bemerkungen:
(a) Aus (2) folgt insbesondere c(t )#0; c ist daher Immersion und c(I)

eine reguldre Kurve.

(b) Aus (2) folgt nach Def.2.2.2: DimSn-1(t;)=n-1. Es existiert also in je-
dem Punkt einer Haupttypkurve eine Schmieghyperebene.

{c) Def.2.4.1 ist geometrisch; daher ist es sinnvoll, von einer Haupttyp-
kurve zu sprechen.

Def. 2.4.2: Sei c:I’RM ein Haupttypweg. Wir definieren an jeder Stelle t, eine
Begleitbasis c,:I°Rn, «=1,...,n, d.h. es gilt
to€Ir{c (tg)reenrcpy(ty)}
mit den Eigenschaften:
{1) die Vektoren cj...,c,_; entstehen aus den Vektoren c¢...,c(™1 durch
Orthonormieren nach SCHMIDT (siehe ZB 6).
{2) c=cyx...xc _; (siehe ZB 7).

Bemerkungen:
{a) Nach ZB 7 ist lc #2=T(c ,...,c, ;)=det(diag(l,...,1))=det(E )=1. Also ist
Ilcnllzl,
{(b) Zur Differentiationsklasse der Begleitbasis cy:I°R™
-~fiir 1€j¢n-1 gilt nach ZB 6: chH(c',...,c(J')). Dann ist wegen ceC™(I)
cJ.EC""J'(I).

Speziell ist daher c__;€C1(I).
--fir c, gilt: c €CY(I), da beim Bilden eines Kreuzproduktes keine Differen-
tiationsklasse verloren geht.
Insgesamt gilt also: c, €CLI).

Satz 2.4.1: Ist c:I3RP ein HTW, so Ist der Begriff "Begleitbasis” ein geome-
trischer Begriff der orientierten Kurve.

Beweis: (a) Nachweis der Bewegungsinvarianz:

Sei ¢=foc: IPRM ein zu ¢ bewegungsgleicher Weg, wobei die Bewegung
F:R"R1 durch pRf(p)=s+l{p) mit 1 als gleichsinnigem orthogonalen Vektor-
raumautomorphismus erfa3t werde. Es gilt nach 2.2:

c®(ty)=1(c®)(ty)).
Nun sind die cy:I?Rn, «=1,...,n-1, geometrisch erklart; sie entstehen namlich
durch Orthonormieren nach SCHMIDT wie folgt:
(1), EH( Cyonryc ®)=SK(ty)=Sk(t,).
(2) Der Ubergang {c(ty)y..,c®(tg)}>{c (ty),..,c(ty)} ist ein gleichsinniger
Basiswechsel in H(c(tg)ye..,c® (t)))=Sk(t,).
Da 1 aber gleichsinnig ist, folgt die Bewegungsinvarianz fir «=1,...,n-1.

Nun ist c_:I?R? durch das Kreuzprodukt der bewegungsinvarianten Vor-
gianger definiert. Wegen der Vertrdglichkeit des Kreuzproduktes mit dem
orthogonalen Automorphismus 1 folgt die Bewegungsinvarianz von c .

Damit sind die c, bewegungsinvariant.

(b) Nachweis der Parameterinvarianz:

Sei c'=coy:I™R™ ein zu c 4&dquivalenter Weg, wobei der Parameterwechsel
7:I'I ein C°(I')-DM ist.
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Nun sind die cy4:I2R", a=1,...,n-1, bestimmt durch (SCHMIDT)
(1) c,(ty)eSk{t;)=S"k(ty’) nach 2.2 bei y(t,')=t;
(2) Der Ubergang { cy..,c®}3{c |,...,c,} ist ein gleichsinniger Basiswechsel.
Jetzt wird aber der Uibergang
{Cruenyc®}a{ yureyc’®},
wie wir in 2.2 gezeigt haben, beschrieben durch
é,(to’)zé(to)""(to’)

c’®(ty")=C{ty)ey ®(ty )i tc® (). (7(ty"))E.

7 bestimmt also einen Basiswechsel im SK(t;). Da dieser Basiswechsel durch
eine reguldre Dreiecksmatrix beschrieben wird, gilt fiir dessen Determinante
A einfach
A:-" (to’ )1+2+...+k'
Ist 7 gleichsinnig, so ist 4>0, woraus die Parameterinvarianz fir
{cl,...,cn_l} folgt. Da wir nach Voraussetzung Eigenschaften fir die
orientierte Kurve untersuchen, ist 7 ohnehin gleichsinnig.
Fir c_ gilt schlieBlich
C,=Cy XweuxC | _=C; ' xuuxc) _=c
Damit ist der Nachweis der Parameterinvarianz fir {cl,...,cn} erbracht. O
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2.5 _Ableitungsgleichungen

Gegeben sei ein HTW c:I?Rn. Dann gibt es nach 2.4 in jedem Punkt c(to)
eine Begleitbasis cy:I?R", u«=1l,...,n. Aufgrund ihrer Entstehungsgeschichte
bilden die c, eine ON-Rechtsbasis von Rr. Wegen c,&Cl ist folgender Ansatz

moglich:

éu(to)zwg(to).c,g(to) mit wg:I-)R und a=1,...,n. (*)
Dieses System von n Gleichungen mit der Koeffizientenmatrix (wﬁ)::(wuﬁ)
nennt man die Ableitungsgleichungen.

Wir wollen nun die Ableitungsgleichungen g‘enduer studieren:
1.Schritt: Da die ¢, eine ON-Basis bilden, gilt in ganz I die Beziehung
Cu:CR=0 B -
wobei « und F fest gewdhlt seien. Differentiation nach t ergibt mit (*)
Ozé(x'cﬁ*'cu'éﬂ:(“'&'c’r ).Cﬁ+cu.(wﬂd.cd )=u'&.6.rﬁ+u,gd.6u6 SPTALTE
Daher ist die Matrix der (wug) schiefsymmetrisch; in der Hauptdiagonale
stehen also nur Nullen.
2,Schritt: Wir betrachten nun cj(to) fiir 1£j#n-1;
Nach SCHMIDT ist
cj(to)EH( c(tg)yeenr,cP(ty)).
Differentiation nach t ergibt
éj(to)EH(é(to),...,c(i*l)(to)).
Nach ZB 6, 1.Teil ist dann
éj(to)EH(Cl(to)v--ycj,l(to))’
d.h. i:j ist allein durch die Vektoren CpreeesCiyy linearkombinierbar. Dann folgt
fur die allgemein angesetzte Linearkombination (*):

W52 55 =...=ujn=0.
Aus der Schiefsymmetrie der Koeffizientenmatrix (wyg) folgt sofort
“yz,f“’ya,j:"':“njzo'

Die schiefsymmetrische Koeffizientenmatrix hat daher folgende Gestalt:

0O #* 0 O 0 O
* 0 * 0 ., 0 O
0O * 0 #* 0 O
0 O * o . . 0 O
0O 0 0 O 0 =*
0O 0 0 O * 0
Def. 2.5.1: Wir nennen
wj.yl/lic':lh:nj : IR, 1£j=n-1

die j-te Kriimmung von c.
Diese Definition erklidrt also die n-1 Kriimmungen n..,n,_, des HTW c.

Filir die Ableitungsgleichungen folgt dann:
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-1 A - .
ci-l.c, = 0 K1.Cy
At -1 A - .
icit-l,c, = ®1eCy 0 1 5Cy
-1 A - - ,
heh-ley = npCy 0 +ngcy
RTINS [ - .
kck-tec, = R 2Choz 0 +n,_Cp
i -1 A —-— —
il cil o, = Ko1°Chot1 0

In diesem Schema wurden die Nullen der Hauptdiagonalen fett hervor-

gehoben.
Bemerkung: Die letzte Zeile des Schemas folgt aus der Schiefsymmetrie.

Wir wolien nun die #j, j=1,...,,n-1 explizit durch {c,...,c®*V} ausdriicken.
Multiplizieren wir z.B. die erste Zeile dieses Schemas mit c,, so erhalten wir
wegen c,.c,=1 sofort

w,=ich -Le, e,
Wir folgern daher allgemein:
nj=(éj.cj+1)/"é" fir j=1,...,n-1,
In dieser Formel von " benotigt man allerdings die Vektoren c,, welche
wiederum nach SCHMIDT durch die c(k) ausgedriickt werden kénnen (ZB 6).
Die Herleitung der gewlinschten Formeln wird in vier Schritte unterteilt:

1.Schritt: (j£n-1)
Nach ZB 6 gilt
CC eeeesaoes el
I‘j)'l/2 . e e e e e e e e ; wir entwickeln nach
cec ..., . clD,c

c. = (T

J F1

C v vt v v enee.cd

der letzten Zeile: .
CC v oo oo CcldFD
c.:(*)+([‘j_1.l‘j)'1/2. T o1 &

j
cGbe , .. .. clDclD

o et v

dabei ist (*#)&€H( c,...,c D),
Nach ZB 5 ist der Wert der Determinante gleich I‘H , und es bleibt:
c; = (*) + (I‘j_l/f'j)llz.cﬁ) .
Nun wird diese Gleichung differenziert:
& = (a 1/2,0GH) -
Cj = (*) + (r.)-l/r.]) /2,cl+) H
darin bedeutet
(= (%) + ((T /T )2 e EH( Epunnic @),

2.Schritt: (j&n-1)
Nach ZB 6 ist die Hiille
H(cyyeeescy) = H(Cyeeryc ®)
orthogonal zu allen Vektoren c; flir j>k, sodaB gilt:
cj.c(k)=0 fir j>k.
Damit folgt weiter:
Ky = (Egey ) /ucH = MeU-L{(G)H(T /T Y12 ey, ;
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wegen (%) €H( Cyenryc @) bleibt
wy = WCH-L(T /T YU cD.e, . (%)
Um den Ausdruck
c(J"'l).cJ.,'1
angeben zu kodnnen, wird der 1.Schritt bendtigt; d.h. fiir den Index j+l
mul3 demnach gelten:
Jtl £ n-1; A
daraus folgt j€n-2, sodaB Gleichung (#%) nur zur Berechnung von i y..,u_,
taugt, nicht aber zur Berechnung der Windung u,_;.

J.Schritt: (jetzt fir j£n-2)
Mit Schritt 1 folgt:
CC +oee...cCc@
c(J).cj SR S Y L ;
c@Fb,.ec ... .clb.c®

T e

formale Entwicklung nach der letzten Zeile:

CC v e
. _ 172 _n

C(J)-Cj = (I‘J._l.l'j) 172, e e e e e e e e e e = (lj/rj,l)llz ’

c@Fl,e ., .. cllc@

c@,c.....cdcH

da der Wert der Determinante nach ZB 5 gleich I"j ist.
Damit folgt schlieBlich fir 1£j£n-2:
wy= Wl L(T /T YT /T JM2 = 0G0 -L(T T /2T,

4.Schritt: (j=n-1, also Windung »__,)
Mit Def.2.5.1, ZB 7 und ZB 8 gilt:
w,Slhcih-Lc l.c =lici-lc .(c x..xc _,)=lch-Ldet(cy...,c _1,¢, 1) -
Weiter folgt (vgl. Schritt 1):
ko THCH Ldet( Ty Eyeneye -1, (T /T VU2 (T /T )V2(T /T 2T, /T2 ;
also bleibt:
%poy = fBch-ldet(Cy..,c®). I 1/2/T .

Zusammenfassung:

W =HEN-L(T T U2/T S flir 1€j4n-2. (2.5.1)
Bemerkung:
Da c als HTW vorausgesetzt wurde, ist Lu. {¢,..,c®D}, Nach ZB 5 folgt
dann T jye.,0 170, sodaB wir
'M.J.‘)O flir 1£j£n-2

folgern konnen.

Fiir »,_, ergibt sich
n =W ck-Ldet(cy..,c ™). T U2/T .. (2.5.2)

Def. 2.5.2: Die (n-1)-te Kriimmung # _;, eines Weges c heil3t Windung.
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Bemerkung: Wir unterscheiden zwei Fille flir die Windung »_;:

{a) n,__,(t)=0: ist genau dann der Fall, wenn det(c(tg),...,ctm(ty))=0 Dbei
det{c(ty)yee,c™1(t;)}#0 (nach Definition eines HTW). Genau dann ist aber
c(ty) nach Def.2.2.3,2 ein Henkelpunkt.

(b) Gilt fiir eine Stelle t, » _,
1. n,_,>0: Dies ist nach (2.5.2) genau dann der Fall, wenn det(c,...,c®™)>0.
2. n,;<0: Dies ist genau bei det(c,...,c®™)<0 der Fall.

Aus diesem Grund definieren wir:

#0, so unterscheiden wir

Def. 2.5.3: c(I) heiBt positiv gewunden Im Punkt c(ty), wenn n,_1(ty)>0. Bei
n_(ty)<0 heiBt c(I) negativ gewunden.

Diskussion der Krummungen und der Windung

(1) n=3: Hier ist #; keine Windung und wir verwenden Formel (2.5.1), sodaB
gilt:

ny=iclh -1(T T ,)1/%/T .
Nach ZB 6 und ZB 5 ist I';=1, I';=licit2 und T ,=lcl2.icl2-(cc)? woraus folgt:

ny=h ch -3, [uchn2iegh2(ccy2]i/e, (2.5.3)
Sonderfall:
Ist speziell ¢ ein normierter HTW, gilt also #cl=1 in ganz I, so ist wegen
c?z1 dann nach Differentiation c¢c¢=0. Dann gilt aber:
n=lel, (2.5.4)

(2) n=2: Hier ist n; Windung, sodaBl wir Formel (2.5.2) verwenden miissen,
Wir setzen »,;=:n und sprechen von der Krimmung schlechthin. Hier ist also
n<0, n=0 oder »>0 moglich. Die Formel liefert:
n=l ch -l.det(c,c).T 4/3/T .
Aus T';=1 und T =lcii 2 folgt
n=det(c,c)/kc 3, (2.5.5)
Sonderfall:
Im Falle eines normierten Weges gilt: n=det( ¢, ¢). (2.5.6)

{3) Spezielle Hauttypwege: (Def.2.4.1)
1. n=2: Ein HTW ¢ eines zweidimensionalen affinen Raumes ist aus CZ(I) mit

Lu.{c} in I, also c(ty)#0 Vty€l. c ist also regulir.
Die Begleitbasis {cc,} lautet:
c,=¢/ic i=:(c ,c?), c=c,* =(~c%,c}).

Die Ableitungsgleichungen lauten:

icii-Lc;= 0 + nc,

bel-lcy= -net O
2. n=3: Ein HTW c eines dreidimensionalen affinen Raumes ist aus C3(I) mit
l.u.{cc) in I. Nach Def.2.2.3,1 ist c(I) also eine reguldre wendepunktfreie
C3-Kurve.
Wir nennen x,=:n Krimmung und »,~:7 Torsion. Nach ZB 7 laBt sich {(2.5.3)
schreiben als

w=hc xc H/hc 13, (2.5.7)
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Nun zur Berechnung der Torsion 7:

7 ist Windung, daher ist Formel (2.5.2) zu verwenden. Sie liefert
7=l cil -1 det(c,c,c®).T',1/2/T,,

Die genaue Kenntnis von I'; und T, liefert
T=det( c,c,c @) /Ucxc 12, (2.5.8)

Fiir die Begleitbasis {CI’CZ’CS} gilt ohne Beniitzung von SCHMIDT:

c,=c/0 cll, cg=cxc /ic xc' i, cy=cgxcy.
Die Ableitungsgleichungen lauten:

o1 a
hel -l = n.C,
ol -l o = —
i chi Cy HeC, +7.Cq
o -l o= -
heh -l = 7.C,

Man nennt diese Gleichungen auch Ableitungsgleichungen von FRENET oder
SERRET.
Sonderfall:
Ist ¢ ein normierter Weg, so folgt speziell
n=lict und T=det(c,é,c®)/lcl?2,

Satz 2.5.1: Es sei c:I°Rr ein HTW. Dann gilt:
Hyy eeey W o In_ I sind geometrische Begriffe. Genauer gilt fir

die Windung n__;:
{a) Ist n,_,=0, so ist w,_, ein geometrischer Begriff.
{b) Ist n,1#0, so ist n _, eine geometrische Eigenschaft der
1. Kurve, falls n=0,3 (mod 4) bzw.
2. orientierten Kurve, falls n=1,2 (mod 4).
Beweis: Wir wissen: 'nJ.:éJ.cJ.,l."é" -1,
{a) Nachweis der Bewegungsinvarianz:
Sei ©=foc:I’RP ein zu c bewegungsgleicher Weg, wobei die Bewegung
B:R™R" durch p=B(p)=s+l{p) mit 1 als gleichsinnigem orthogonalen Vektor-
raumautomorphismus und s€RP beschrieben werde.
Nach Satz 2.4.1 ist die Begleitbasis c, bewegungsinvariant, d.h. es ist
Eu(to)=l(ca(to)), x=1,...,n.
Da 1 selbst von t unabhéangig ist, folgt nach Differentiation nach t:
Cult g)=l(cy (ty))-
Nun ist 1 orthogonal, d.h. es ist 1{(v).l{w)=vw. Damit folgt filir ﬁj unter
Beniitzung von ¢ =l{ ¢):

= onm -] = nn -l .
nj-llcli .cj.cju—llcll «CiCH 7M1 5

Damit sind alle j also auch die Windung bewegungsinvariant.

{b) Nachweis der Parameterinvarianz:
Sei c’=coy:IRM ein zu c¢ &dquivalenter Weg, wobei der Parameterwechsel
7:I'»1 ein C™I')-DM ist.
Nun ist cy(ty)€S*(t,), wobei bekanntlich gilt:
Die c, entstehen durch fortschreitendes Orthonormieren, d.h. c, ist ortho-
gonal zu den Vorgidngern cj,..,Cy;. Dann liegt aber cy im orthogonalen
Komplement (S%-1)+ von S%-1 bezliglich S%. Nach einem Ergebnis der
Linearen Algebra ist (S%-1)t aber eindimensional.
Cyq (ty) ist normiert; daraus folgt:
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co'(ty')=e gy (ty) mit ¢4 €{1,-1} und r(ty’)=t,
Nun ist aber ¢, von ty unabhingig, also konstant in I, da in der obigen

Gleichung rechts und links vom Gleichheitszeichen 'stetige Vektoren"
stehen.
Wir differenzieren nach t' und erhalten
(ca’) (tg)=e gocu(ty)ar(ty’).
Ferner gilt wie immer
(e") (ty)=elty)7(t,).
Daraus folgt fiir die zu ¢’ gehorigen Kriimmungen u’j:
‘V»’J-(to’.)=(C’j). (tg)ech, (E) /0 é’(to’)'f= -
=[¢ jcj(to)')'(to’)] [e j+1cj+1(t0)]/[" C(to)"-I')' (to,)']'
Man erkennt sofort:
In’J(t’()l=l 'cj(to).cjﬂ(to) Ly (e /D el by (tg") 1]

Andererseits ist

In J.(t0)|=| 'cj(to).cyl(to)l/llc' (tot.

Es gilt daher:
'“,J(to’)'=l“j(to)l fir 1£j£n-1.
Genauer erkennen wir:
-~fiir 1£j€n-2: Es ist " bzw. nj")O, woraus sogar die Gleichheit
'nj’(to’)=nj(to) flir 1£j#n-2 Vt €I
folgt.
—--flir j=n-1 bleibt die Windung = _,
Nach Formel 2.5.2 steckt das Vorzeichen von n__, in der Determinante, also
in det(c,..,c™), Nach dem Beweis zu Satz 2.4.1 gilt nach Rechenregeln mit
Determinanten

genauer zu untersuchen:

det(c’ye..,c’M)=A,det( cyeee,c (M),
wobei
A=('f ) 142+...40

gilt. Wir unterscheiden fiir »__,#0 (ansonsten trivial):

Ist v gleichsinnig, so ist 4>0, daher ist » _ =i,

Ist 7y gegensinnig, so ist A>0 genau dann der Fall, wenn 1+2+...+n gera-
de, also 1+2+...+n=n.(n+1)/2=:2m mit méN ist., Dies bedeutet n.(n+l)=4m. Also
ist A>0 genau dann, wenn n=0 (mod 4) oder n=3 (mod 4) gilt. O

Ergebnis: »_ _; &dndert bei einem gegensinnigen Parameterwechsel 7y das
Vorzeichen, wenn n#1,2 (mod 4) gilt.

Bemerkung:
n=2: Hier hdngt das Vorzeichen der Krimmung » vom Durchlaufungssinn

der Kurve c(I) ab. Als Beispiel betrachten wir einen Kreis vom Radius r:
c: RORZ mit teRPc(t)=(r.cost,r.sint). Bei positiver Durchlaufung (gegen den
Uhrzeigersinn) ergibt sich »=1/r, also »>0.

Sei aber nun 7:R?R mit t?-t ein gegensinniger Parameterwechsel, der
den neuen Weg c:RPRZ mit tPc’(t)=(r.cost,-r.sint) induziert, also den
Durchlaufungssinn von k umdreht. Hier ergibt die Rechnung: »’=-1/r, also
n'<0.

n=3: Das Vorzeichen der Torsion 7 hidngt nicht vom Durchlaufungssinn
ab. Als Beispiel betrachten wir eine Schraublinie mit Radius r und Para-
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meter p: ¢: RPR3 mit téR9c(t)=(r.cost,r.sint,p.t) mit p,reR.
Die Berechnung von » und 7 liefert
n=r/(r%p?), 7=p/(r%p?).
Allerdings hdngt das Vorzeichen von 7 vom Vorzeichen von p ab.

Diskussion von NICHThaupttypkurven
Sei c:IPR™ aus C?(I). Allerdings sei nun die Forderung 2 von Def.2.4.1
verletzt: "DimSr-1(t )=n-1 gilt Vt €I" sei nicht richtig. Wohl setzen wir aber

[',#0 in I, also eine regulidre Kurve voraus.
Dann gibt es eine Stelle t; und einen Index k mit
[ (te)#0, aber T,,,(ty))=0 mit k+l#n-1.
Dann ist
Fl(to)=0 fir 1=k+1.
Fall 1: T, ;=0 in einem ganzen Intervall I*#¢I mit t €I*, d.h. es ist

I (t)#0, T, (t)=0 fiir alle teI*.
Das bedeutet dann La.{c(t),..,c®D{t)} bei Lu.{c(t),..,c®(t)} fur alle teIl*,
Folglich ist damit DimSk+l(t)=DimSk(t)=k Vt€I*¥ und k#=n-2. Nach Satz 2.2.2
liegt damit c(I*) in einem genau k-dimensionalen Unterraum AK., c(I*) ist
sogar henkelpunktfrei.
Ergebnis: In AF ist c(I*¥) henkelpunktfreie HTK.

Fall 2: t,€I sei isolierte Nullstelle von T,,,.
Wir betrachten ein abgeschlossenes Teilintervall I,¢I mit t,€I;. Dann gibt es
fiir alle t,€I, eine von t; abhdngige Zahl k(t;) mit
I‘km)(tl)io, aber I‘k(ﬂ)u(tl):O.
Insbesondere ist unser k gleich dem k(ty).
Sei j:=maxk(t1) fiir alle t €I, und t#€I, eine Stelle, wo j tatsdchlich

angenommen wird (t# existiert, da I, ein abgeschlossenes Intervall ist).
Nach dem Gesagten ist I’j(t*)#O und I’j,l(t*)=0.
Wegen I‘jECO(I), also der Stetigkeit von T; in I gibt es ein offenes Intervall
I#€I, mit t*€I#, wo gilt:
[;(t)#0 VEeTk,
Analog Fall 1 ist dann ciI#:I#3Rn enthalten in einem j-dimensionalen affinen
Unterraum AJ und dort HTW,
Wir fassen diese beiden Fille zusammen in

Satz 2.5.2: c:IPRr sei aus Cn(I) und reguldr. Dann gilt:
Zu Jjedem t,€I gibt es in _jeder Umgebung 1,1 von t;, ein t#
derart, daB fiir eine offene Umgebung I*c1, von t¥ c(I*) eine
HTK in einem gewissen affinen Unterraum ist. c(I*) ist dort
sogar henkelpunktfrei.

Bemerkungen:

{(a) Fall 1 ist nur ein Sonderfall von Fall 2: t =t#.

(b) Ist ¢ selbst ein HTW, dann ist I*¥=I und dieser besagte affine Unter-
raum der ganze R".

{c) Satz 2.5.2 motiviert die Beschrankung auf Haupttypwege.
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2.6 Hauptsatz der Kurventheorie

Wir stellen uns nun die Frage, ob die ny (j=1,...,n-1) die Kurve der
Gestalt nach festlegen (d.h. bis auf Bewegungen). Dann wédren im Sinne des
Erlanger Programmes die Kriimmungen ein vollstdandiges Invariantensystem

der Kurve im Sinne der Bewegungsgruppe. Genauer gilt:

Satz 2.6.1: c:I?R™ und ©IPR" seien beide normierte HTWe, wobel gelten solle:
Dann gibt es genau eine Bewegung F:R"RM mit ¢=Ffoc.

Bemerkung: Es sei hier oBdA I=I' angenommen. Ist dies nicht der Fall, so
muf3 man I und I' durch einen C®{I’)~DM 7:I'31 koppeln.

Beweis: {a) Konstruktion von §:

Sei 0€I und {c,(0),...,c,(0)} die Begleitbasis in c(0). Analog sei in c(0)
die Begleitbasis mit {¢,(0),...,¢,(0)} beschriftet.
Falls f existiert, muBl u.a. 0€Il "passen"”. Wir setzen £ an mit

p8(p)=1(p)+s.
Nun weil man aus der Linearen Algebra, daB zu den beiden geordneten
Vektor-n-tupeln
{c;(0)yeeesc (0)} und {¢,(0),...,c,(0)}
genau ein gleichsinniger orthogonaler Vektorraumautomorphismus 1 existiert
mit
¢, (0)=1(c,(0)), a=1,...,n.
Der Schiebanteil s von F ist durch die Forderung
c{0)=¢(0)

eindeutig bestimmt. Damit ist F:R™R" eindeutig festgelegt.
Bisher wissen wir nur, daB £ in 0 "paB3t". PaBt f aber iiberall? Daher

{b) Ziel: t=foc.
Zu diesem Zweck benlitzen wir die Ableitungsgleichungen von ¢ und ©
C.... cqmwyticy, (r als Summationsindex)

N N R T

Nun ist wegen I cli=1

"=

F9s51 mit 'nJ.ECﬂ-J-l(I), also R sicher stetig.

Nach Voraussetzung ist 'nJ.::TtJ., woraus

Wory :ﬁu.’
folgt.
Die Begleitbasis von foc ist {l{c),..,2l{(c )}
Die Ableitungsgleichungen von foc lauten, wenn man die Vertrdglichkeit von
1 mit der Differentiation nach t berucksichtigt:

(Hcg)) =l 'cu)=l(wu‘)’.c.), )=wu')’.l(c., ):au')'.l(c., ); a=l,..,n.
Andererseits ist
"éu'zﬁu')’.?:.,.
Es passen also €, und l(cy) in dieselbe gewdhnliche Iineare Differential-
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gleichung 1.0rdnung, und zwar zu gleichen Anfangsbedingungen. Genaueres
liefert uns die

ZWISCHENBEMERKUNG 9:
Gegeben: Funktion v=(vl,...,vh); I?R" mit den Koordinatenfunktionen v%:ISR.
Ferner kennt man ein System von n gewdhnlichen Ilinearen Differential-
gleichungen I1.0rdnung der speziellen Bauart
if“=a‘7“.v'7+b“ mit a.y"‘,b”‘:I")R, €Cs(I),s=1; w«=1,...,n
mit den Anfangswerten an der Stelle ty€l:
{vi{ty) e, vi(ty) )
Dann gibt es genau eine Losung v=(vl...,v0) dieses Gleichungssystems,
welche liber ganz I erklart ist.

Bemerkung: Die allgemeine Bauart obiger Differentialgleichung ware
v (t)=f*(t,v1,...,v0).

{a) Ist f%eCO, so ist die Losung nur Jlokal definiert; ist hingegen
zusdtzlich f® noch linear, wie das bei uns der Fall ist, so existiert die
Losung global.

{b) f“&€CO reicht fiir die Eindeutigkeit der Losung nicht aus (C! schon).
Ist zusdtzlich f* noch linear, so ist die Losung eindeutig.
ENDE DER ZWISCHENBEMERKUNG.

Bei uns passen l{cy) und ¢, in dieselbe gewdhnliche lineare Diff.glg.
erster Ordnung zu denselben Anfangswerten in t;=0 (nach Konstruktion wvon
B). Nach ZB 9 ist dann

Culty)=llcy (ty))=(boc ) (t,) fir alle ty €I, «=1l,..,n.
Es bleibt noch ¢=foc zu zeigen:
Es gilt speziell fiir u:=1
El(to)z(ﬁocl)(to)'-'l(c]_(to))-
Daraus ergibt sich unter Benlitzung der Normiertheit von ¢ und @
El(to)z-é- (to)/"é-' (t o) =T (t o)=1(cl(to))=l(é(to))z(ﬁOC) ) (to);
das letzte Gleichheitszeichen folgt nach 2.2.
Wir lesen insbesondere heraus:
C (ty)=(Boc) (t,) fir alle ;€I

Wir integrieren:

Y o
2 dt= Tt g)-5(0)=] (Boc) dt=(Boc)(t g)=(Boc)(0).
0 0

Nun ist (Boc)(0)=T(0), woraus
C(tgy)=(Boc)(ty) Vt,€l
folgt. I

Bemerkungen:
{a) Die Forderung "normiert" konnte durch "lc(ty)i=i ¢ (t,)¥#=beliebig#0"

abgeschwidcht werden.
{b) Der Hauptsatz ist falsch, wenn die Kriimmungen bei beliebigen Kur-

venparametern Ubereinstimmen.

Als Anwendung des Hauptsatzes 2.6.1 untersuchen wir
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Haupttypkurven konstanter Krimmungen

Sei c:I?R? ein HTW, den wir oBdA normiert voraussetzen konnen. Ferner
seien
';"'1’°""";'n-2""‘n-1
die konstanten Krimmungen, deren Konstanz durch das Symbol " " ausge-
drickt werde.
Nach einer Bemerkung ist
a;20 fiir 14j4n-2,
wihrend
sgn(';.n_l)=-1, 0 oder 1

moglich ist.
Dann bilden aber die Ableitungsgleichungen ein System von gewdhnlichen
linearen Differentialgleichungen 1.0rdnung mit konstanten Koeffizienten.
Wir fassen nun die ’;‘tj als unendlich oft stetig differenzierbare Funktionen
iber R auf, also

% ;€C®(R).
In den folgenden Untersuchungen von Kapitel 2.6 setzen wir

ceC®(R)
voraus.

(1) n=2: Hier ist eine HTK eine reguldre C2-Kurve und #<,= oder >0

moglich.
(a) »=0: Dann ist det(c,¢)=0 und nach Satz 2.2.2 ist c(R) geradlinig.

Da c liber ganz R erklart ist und sogar normiert, folgt:

c(R) ist eine Gerade.
(b) #>0: Ein mogliches Beispiel daflir ist ein positiv durchlaufener Kreis
vom Radius 1/#. Nach dem Hauptsatz 2.6.1 sind alle anderen Beispiele dazu
bewegungsgleich.
(c) #<0: Analog (b) ein negativ durchlaufener Kreis vom Radius 1/1xnl.

{2) n=3: Hier ist eine HTK eine reguldre wendepunktfreie C3-Kurve mit
#>0 und T.
(a) 7=0: Dann ist det(¢,¢,c®)=0 bei Lu.{¢,c}. Daher ist DimS3(t,)=DimS%(t,)=2
fir alle t,é€R. Nach Satz 2.2.2 ist
C(R)CAZCR3’

d.h. c(R) ist eine Kurve in einer Ebene des R3 mit konstanter Kriimmung o
(b) 7:0: Ein mdgliches Beispiel ist eine Schraublinie (r,p) bei
sgn(7)=sgn(p). Nach der Bemerkung auf Seite 50 gilt

w=r/(rzp?) und 7=p/(r2p?).
Umgekehrt existieren zu #>0 und 7#0 damit eindeutig

r=n/(#2+72) und p=7/(n2+72),
Nach dem Hauptsatz 2.6.1 sind alle anderen Beispiele dazu bewegungsgleich:

Satz 2.6.2: (1) HTK konstanter Krimmung fir n=2 sind genau die Geraden
und Kreise (jeweils positiv bzw. negativ durchlaufen).
{2) HTK konstanter Krimmungen im R3® sind genau die Kreise in
Ebenen des R3 und Schraublinien.
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Bemerkung: Eine Gerade des R3 ist wegen l.a.{c,¢} keine HTK im R3!

Satz 2.6.3: Seil c:R?R™ normierter HTW. Dann sind die beiden Aussagen dqui-
valent:
{1) ¢ hat konstante Kriimmungen.
(2) VatR gibt es eine Bewegung F_:R"R™ mit £ (c(ty))=citgta) fur
alle t4ER.

Bemerkung: Dieser Satz besagt:
Die Abbildung
c(tgrc(tyta)
paBt in eine Bewegung des RP hinein, oder:
"c(R) gestattet stetige Bewegungen in sich".
Alle diese Bewegungen bilden trivialerweise eine Untergruppe der Bewe-

gungsgruppe des RM Es gilt sogar:
{F la€R}2{R,+],

d.h. es gibt einen Isomorphismus

i: aéR™F
derart, dalB

ﬁa+b= boﬁa
gilt. Dies folgt aber sofort aus der Kette

(By0B,){c(ty))=F(c(tyta))=c(tyratb)=F,, (c(ty)).

Beweis zu 2.6.3: {a) (1)==>(2):
Dazu betrachten wir den Weg
C:RPRn mit 'é(to):=c(t0+a).
€ 1ist normiert, da er aus c¢ durch den Parameterwechsel 7y mit 7y=1

hervorgeht.
Ferner gilt
'Ttj(to)='nj(t0+a)=;tj=nj(t0) Vt,ER.
Nach dem Hauptsatz 2.6.1 sind ¢ und T bewegungsgleich; eine passende
Bewegung ist £, welche c(ty)?c(tyta) leistet, sodaB ¢=F oc gilt.
(b} (2)==>(1)
Nun existiere also zu jedem atR eine solche Bewegung £, mit c(to)*')c(t0+a).
Nach dem Beweis zu Satz 2.5.1 sind die "y bewegungsinvariant.
Sei a vorerst fest gewdhlt. Dann ist
nj(t0+a)=nj(to) fir alle tR.
Dann folgt bei laufendem a die Unabhidngigkeit der Kriimmung von a, d.h.
es ist

n;(tg)=const=in O



2.7 Beriihrung von Kurven

Def. 2.7.1: Gegeben seien die beiden Cr-Wege
c:IPR™, ceCr¥I} und &:I2R™, ceCT(I) durch den gemeinsamen Punkt
c(t0)=é(to) und es gelte flir die Ableitungen nach den entsprechenden

Parametern
cW(ty)=D(t,) fiir 1£j<k; ker.
Wir schreiben auch kurz:
i ctg) =0t ty)-
Wir sagen: c(I) und &(I) stimmen in c(ty) von k-ter Ordnung analytisch
tiberein.

Bemerkungen:

(a) Durch obige Gleichheit der entsprechenden Ableitungen wird trivia-
lerweise eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Cr-Wege erklart.

{(b) Bei "=(k)" folgt auch "=(D" fir 1=k.

{c) Bei "=(k)" gilt

S¥t,)=S¥t,) fiir 1£j4k,
da die betreffenden Ableitungsvektoren nach Definition libereinstimmen.
Dann folgt filir die Schmiegraume sofort
clty)+Si(ty)= (1, )+Si(t,) fir 1£jk.
(d) Beispiel: c:I?R™ und es sei t;=0¢I.
Wir konstruieren einen Weg &:R2RnM mit EER’*G(%)ER" mit
3(£):=c(0)+&(0).£+&(0).£ 2/2+...+c®(0).tE/k! .
Fiir t:=0 folgt
¢(0)=c(0) und 6(0)=(k)c(0).
Nach Def.2.7.1 stimmen c(I}) und &(R) in 0 von k-ter Ordnung analytisch
iiberein. Wir nennen ¢ daher den k-ten Niherungsweg von c in t; C(R)
heiBt dann k-te Ndherungskurve von c(I) in c(ty).
AufBBerdem gilt:
E(R)cc(0)+Sk(0).
{e) ":(k)" ist kein geometrischer Begriff: R
--Die Bewegungsinvarianz ist erfiillt, da aus cO(ty)=cW(t;)) fir die
Ableitungsvektoren von foc sofort Hc@(ty))=1(W(t,)) folgt.
~-Die Parameterinvarianz ist i.a. nicht erfullt, da nach der Kettenregel die

Ableitungen der Parameterwechsel noch hinzukommen.
Unser Ziel ist ein geometrischer Begriff:

Def. 2.7.2: Gegeben c{(I), G(Ii) und p:=c(t0)=6(?:o) sei ein gemeinsamer Punkt.
Wir sagen, die Kurven c(I) und 'c‘(f) beriihren einander in p von k-ter
Ordnung, wenn es zu c bzw. & jeweils dquivalente Wege c’scoy (y:I'21I,
7(t,)=t,) bzw. &'=8cf (F:1%1, 7(t,)=t,) gibt, fiir die

(tg)= e’ (")
gilt.

Bemerkungen:
{(a) Berlihrung von k-ter Ordnung ist ein geometrischer Begriff.
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(b) Die Berlihrung von k-ter Ordnung ist eine Aquivalenzrelation.

{c) Aus der analytischen Ubereinstimmung (Def.2.7.1) folgt die Beriihrung
der betreffenden Ordnung (Def.2.7.2). Die Umkehrung ist falsch:
aus der Beriihrung k-ter Ordnung folgt nur, daB die jeweils dquivalenten
Wege von k-ter Ordnung analytisch {bereinstimmen, jedoch nicht die
Ausgangswege.

{d) Aus der "Beriihrung k-ter Ordnung" folgt die "Beriihrung l-ter Ord-
nung’ fiir 1<£k.

{e) Aus der "Beriihrung k-ter Ordnung" in p folgt:
die j-Schmiegriaume in p sind gleich fiir 1£j€k.
Sonderfall: k=1: Der 1-Schmiegraum in t;, also die Tangente gestattet die
Darstellung

ctg)tc(ty)R.

-~Aus der Beriihrung 1.0rdnung folgt gemeinsame Tangente.
--Aus der gemeinsamen Tangente folgt die Beriihrung 1.0rdnung.
Bew.: c{I) berihrt die Tangente von 1.0rdnung, und die Tangente beriihrt
die zweite Kurve é(f) von 1.0rdnung (jeweils im selben Punkt). Die
Behauptung folgt aus der Transitivitit des Beriihrungsbegriffes. O

Def. 2.7.3: Namensgebungen:
(a) k=1: gewdohnliche Beriihrung.
{b) k=2: Oskulation.
{c) k=3: Hyperoskulation.

Der folgende Satz stelit ein Kriterium fiir Beriihrung dar:

Satz 2.7.1: c(I) und é(i) seien reguldre Cr-Kurven mit r®l. Dann sind die
folgenden beiden Aussagen dquivalent:
(1) c{I) und G(f) beriihren einander Iim gemeinsamen Punkt
p:=c(t0)=6('1\:0) von k-ter Ordnung.
(2) Es existieren zu ¢ und & dquivalente normierte Wege c’=coy
und &'=coy mit c’(to’)=(k)6’('fzo’) bei y(ty')=t, und ?(Eo’)=go'

Bemerkung: Damit kann man sich bei Untersuchung der Beriihrordnung auf

normierte Wege beschranken.

Beweis: (a) (2)==>(1) ist trivial nach Definition der Beriihrung.

{b) (1)==>(2): VOR: c(I) und G(Ii) beriihren einander in c(t0)=6(£0) von
k-ter Ordnung.
Wir wdahlen oBdA c und & so, daB c(t0)=(k)6(€o) gilt. (Ist dies nicht der Fall,
so wenden wir erst Parameterwechsel y und 7 an und nennen die so
erhaltenen Wege c’ und &’ erst recht wieder ¢ und c.)
Ziel: Beim Normieren bleibt analytische Ubereinstimmung erhalten. Daher:
--Normieren von c:
c’=coy, 7:I'™I mit #c'i=1 in I'. Nach (2.3) gilt dann

7{ty)=1/kc(r{t ') bei y(ty’)=ty (¥)
Wegen der Regularitdt von c in I ist Wc(y(t,'))##0.
--Normieren von &:
&’=80%, 7:1'>1 mit 1(&’) 1=l in T’. Wieder gilt
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78" )=1/0E (TR, (%)
Produkt~ und Kettenregel liefern:
'Oty )=clty)er D (L’ ) +eectcP (). (7(tg"))A
Analoges folgt flir S’G(t,’).
Nach Voraussetzung sind die Vektorbestandteile in diesen Linearkombina-
tionen gleich. Es sind aber auch die Skalare gleich, da:
in den Ausdriicken fiir 7y(t,’) und ’}'(?;0’) treten die nach Voraussetzung
identischen Vektoren c(t,) und 6'(Ato) auf, sodaB zuerst
7(te)=7" (")
folgt. Auch gilt
(Lo =7 (€ ),
da die beiden Ausdriicke aufgrund der Kettenregel, die auf (#) und (*%*)
anzuwenden ist, dieselbe Bauart haben und, da sie in allen Argumenten
libereinstimmen, sogar gleich sind.
Man gelangt so bis zur Gleichheit 7(5)(t0’)='7(3')(’£0’). O

Bemerkung: Die im Beweis zu Satz 2.7.1 durchgefilihrten
Normierungen sind auf zwei Arten durchfiihrbar: ent-
weder ist y gleichsinnig oder gegensinnig.

Daher kann u.U. analytische Ubereinstimmung nicht
sofort erkannt werden:

die betreffenden Ableitungsvektoren haben vielleicht
entgegengesetztes Vorzeichen.

Daher ist eventuell die "Umpolung”" eines Weges, etwa
durch 7y mit t®-t erforderlich.

Satz 2.7.2: c:I9R™ sei aus CXI); c(ty)=:p sei kein Wendepunkt von c(I).
Dann existiert genau ein c(I) in p oskulierender Kreis.

Wir nennen diesen Kreis Kriimmungskreis oder Schmiegkreis.

Beweis: Nach Voraussetzung ist p=c(t;) kein Wendepunkt. Dann ist nach
Definition Lu.{c(ty),c(ty)} und damit c(ty)#0. p ist also ein reguldrer Punkt
von c(I).

Nach dem Hauptsatz der lokalen Kurventheorie 2.1.1 ist c¢ Iokal, d.h. in
einem Intervall I, um t; injektiv und reguldr. OBdA sei 1 dieses Intervall I,

Es gelte also: c ist in I injektiv und reguldr, sodaB wir oBdA c normiert
voraussetzen diirfen: Hci=1 in I.
Nun zur Festlegung des Kriimmungskreises k:
Wir wahlen a,be€Rn mit Hali=ltbli=1 und
a.b=0, Mittelpunkt meER™ und Radius
r>0. Diese vier den Kreis k
festlegenden Bestimmungsstiicke sind
zu ermitteln. Dabei beachte man, daB
c(I) orientiert ist.

Oskulation zwischen c(I) und k bedeutet zweifache Beriithrung. Nach Satz
2.7.1 brauchen wir nur die analytische Ubereinstimmung zweiter Ordnung
der c(I) und k beschreibenden normierten Wege ¢ und & fordern.
¢ ist schon normiert.

()}
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Wir setzen
¢:R2Rp mit E*-)G(E):=m+r.cos(£/r).a+r.sin(E/r).b

und erkennen sofort #€ #=1 in R, also die Normiertheit von &.
Ferner gilt

c{0)=p=c(t,).
Es ist also 6(0)=(2)c(t0) zu fordern. Das bedeutet:
1) ¢(0)=m+r.a=c(ty)
{2) & (0)=(-sin{t/r).a+cos({t/r).b)(0)=b=c(t,)
(3) &7(0)=(-1/r.cos( t/r).a-1/r.sin(t/r).b)(0)==1/r.a=c(t ).
Aus (3) folgt wegen lal=1

r=H&(ty)h-L
Damit folgt wieder aus (3)

a=-c(ty)/#c(ty)h.
Aus (1) ergibt sich
m=c(ty)-r.a=c(ty)+clty)/H clty)hia
(2) lautet
b=c(t,).

Damit ist &, also k eindeutig festgelegt. O

Die Existenz von k ist gesichert. Es folgt nun eine kurze

Geometrische Diskussion von k:

Aus der Gleichung von k ergibt sich sofort
kec(t )+52(ty);
der Krimmungskreis liegt also in der Schmiegebene.

Fall n&3:
Formel (2.5.4) liefert w =lc(ty)1>0, also
r=1/n,.

Fall n=2:
(2.5.8) liefert n(ty)=det(c(ty),c(ty)).

Wegen é(to)Lé(to) spannen diese beiden

Vektoren ein Rechteck auf, und
Tdet( c(ty),clty)i=tc (Lo ist eine
MafBizahl fiir die Fliche dieses Recht-
ecks.

Es ist also Iwl=il ¢c(ty)f und damit
r=1/tnt,

Wir wollen nun eine Beriihrung zwischen einer Kurve c(I)cR® und einer
Punktmenge M des RPM erkldren. Dies geschieht in

Def. 2.7.4: M sei eine Punktmenge im R", welche Kurven enthilt.
c:I?R? mit c€Cr(I) und r*l bestimme die
Kurve c(I) und es sei c(ty)€EM.
c(I) und M beriihren einander in c(t,) von
k-ter Ordnung genau dann, wenn es in M
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eine "Ersatzkurve" 6(1) gibt, die c(I) in
c(to) von k-ter Ordnung beriihrt.

Bemerkung:
{a) Die Beriihrung zwischen Punktmenge und Kurve ist ein geometrischer

Begriff, da die Beriihrung von Kurven geometrisch ist.

{b) Jede Cr-Kurve c(I) berlihrt ihren k-Schmiegraum von k-ter Ordnung.
Bew.: In Sk liegt die k-te Naherungskurve &(1), die c(I) von k-ter Ordnung
beriihrt. [J

Satz 2.7.3: Am sei ein m~dimensionaler affiner Raum und c:ISRPM sei aus Cr(I)
bei rx1. Ferner seil c(ty&Am,
Dann sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:
{1) c(I) beriihrt A™ in c(ty)) von k-ter Ordnung (1£k#r).
{2) c(ty)+SKE{ty)cAm,

Beweis: (a) (1)==>(2):
Nach Def.2.7.4 existiert in A® eine Ersatzkurve ?:(’i), die c(I) in 6(£0)=c(t0)
von k-ter Ordnung beriihrt. Dann ist
) clty)+SK(ty)=8(ty )+SK(ty). (%)
Wegen C(I)CAM ist
&(ty)+8K(ty)cAm,

woraus mit (*) die Behauptung folgt.

{b) (2)==>(1):
In c(to)+Sk(t0) und damit in A" liegt die k-te Niaherungskurve von c(I). O

Satz 2.7.4: Fiir einen Weg c sind die beiden Aussagen dquivalent:
(1) DimSk(t,)=DimSk+1(t).
{2) Der k-Schmiegraum c(ty)+Sk(t)) wird von c(I}) in clty) von
(k+1)~ter Ordnung berlihrt,

Beweis: Sei c(to)+Sk(to) der Av® aus Satz 2.7.3.

Nach Satz 2.7.3 ist Berlihrung (k+1l)-ter Ordnung aquivalent mit
c(t,)+Sk+1{ty)cc(ty)+Sk(ty).

Da aber stets c(ty)+Sk(ty)cc(ty)+Sk*(t,) gilt, folgt die Gleichheit der Schmieg-

und damit der Schmiegvektorrdume. Genau dann ist DimSk(t;)=DimSk+1{t). O

Bemerkungen:

(a) k=1: DimS(ty)=DimS2(ty)=1 <==> c(t,) ist ein Wendepunkt.
Nach Satz 2.7.4 oskuliert c(I) die Tangente (=1-Schmiegraum) in c(t,).

(b) k=n-1: DimS™Yt,)=DimS"(ty)=n-1. Das zweite Gleichheitszeichen ist eine
Forderung. Wegen DimSn-1(t;)=n-1 existiert eine Schmieghyperebene in dem

Henkelpunkt c(ty).
Nach Satz 2.7.4 folgt: In einem Henkelpunkt beriihrt die Kurve die

Schmieghyperebene von n~-ter Ordnung.

Sonderfall:

n=3: Hier ist die Schmieghyperebene die Schmiegebene.

Nach Satz 2.7.3 oskuliert c(I) die Schmiegebene; ist c(to) ein Henkelpunkt,
so hyperoskuliert c¢(I) die Schmiegebene.
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FLACHENTHEORIE






3.1 Flachenbegriff und Flachenkurven

Gegeben sei der n-dimensionale euklidische Raum Rn:

Ein Punkt p besitzt dann das Koordinaten-n-tupel (xl,...,x?)=:(x%*) bei
«=1,...,n {« als Index bei n-dimensionalen Rdumen).

Ferner sei R™ ein m-dimensionaler euklidischer Raum und UCSRP® eine
offene Teilmenge von Rm, Fiir einen Punkt a€U schreiben wir
a=(ul,...,um)=:(ud) bei j=1,...,m (j als Index bei m-dimensionalen Riaumen).
f:U%Rn bezeichne eine stets globale Abbildung wvon U in den Rpr; diese
leistet:

a=(uly...,um)»f(ul,..,um):=(fl(ul,..,un),..,foul,...,um))
mit den n Koordinatenfunktionen
f%:U3R mit (ul,..,um)>f%{ul,..,,um),

Def. 3.1.1: Es sei f:U“R®3Rn eine r-mal stetig differenzierbare Abbildung bei
rxl. Dann heiBt f ein CT(U)-m-Weg in den R®» f(U)°R™ heif3t
Cr(U)-m-Fldche im Rnm,

Ist speziell m=n-1, so heiBt f ein Hyperflichenweg und f(U)} eine
Hyperfliache.

Bem. 3.1.1:
Ist f r-mal stetig differenzierbar, so existieren definitionsgemal3 alle
partiellen Ableitungen bis zur r-ten Ordnung und diese sind stetig.

ZWISCHENBEMERKUNG 10:
Es sei f:UJR" stetig differenzierbar und a={ul,...,u®)eU.
Der an der Stelle a berechnete Ausdruck

af/au &(afl/éul,...,af n/auld)
heiBt partielle Ableitung von f nach uj an der Stelle a.
Die zugehorigen n Koordinatenfunktionen
af% /ayud; U-R

sind Funktionen von U in R und wegen r#l sicher stetig.

Zur Vereinfachung verwenden wir die folgenden Abklirzungen:

af/ﬁui=:f,j
af"‘/auiz:f,j"‘.
Damit gilt: f,j(a)=(f,j1 yooesy f,j")(a).
Die Matrix
f,) a) . . . o, (a) f,,(a)
Jeladi= o v v v v v v N L
fol(a) « . . £, "a) f,,(a)
hei3t JACOBI-Matrix von f in a.
Wir schreiben auch kurz: Jf(a)=(f,j“).

In den Zeilen dieser Matrix stehen jeweils die Ableitungsvektoren f,J. von f.
In f,j"‘ gibt j den Zeilenindex, « den Spaltenindex an.
Da wir stets m<n voraussetzen, ist die mxn-Matrix Jg/a) sicher nicht
quadratisch. Daher gilt flir den Rang von Jg(a):

O#rgJ {a)€m.
ENDE DER ZWISCHENBEMERKUNG.
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Def. 3.1.2: (1) ac€U heiBt ein reguldrer Punkt des Weges f <==>rgJdgla)=m.
Genau dann heiB8t f(a)éf(U) ein regulidrer Punkt der Fliche f(U).
{2) f heiit eine C*(U)-Immersion, wenn rgJda)=m Va€U gilt,
{3) Ist f injektiv, so heiBt f(U) eine einfache Fliche.
{4) Ist U zusammenhidngend, dann heit f(U) eine zusammenhingende
Flidche.

Bem. 3.1.2:
{a) Als Sonderfall reproduziert sich hier die Kurventheorie:
-~m=1, U=I; ul=:t;
~—c{t)={cl(t) . ,c(t));
==J(tg)=(cty)ye.s,cP(ty)) ist einzeilig wegen m=1;
—-t, ist reguldr <==> rgd. (ty)=1 <==> c(ty)#0,
{b) a€U hei3t reguldr, wenn rng(a)=m. Genau dann ist
Lu.if, {a),..,f,,(a)}.
Nach ZB 5 ist genau dann
[(f,;(a)y..,f,,(a))>0.
Regulare Punkte a sind aber auch durch
f,(a)xf,,(a)x...xf, (a)#%0
kennzeichenbar.

Beispiel: Drehflache im R3,
Hier ist m=2, n=3.
Wir bestimmen nun den Drehfldichenweg
f: USR%R3,
Zu diesem Zweck wahlen wir eine Meridiankurve

in der xlx3-Ebene, welche durch den Weg
c:IPR3
mit cl(t)=:g(t), c2(t)=:0, c3(t)=:h(t) erfaBt werde.
Die Drehflache entstehe durch Rotation der
Meridiankurve c(I} um die x3-Achse des karte-
sischen Koordinatensystems.
Bezeichnen wir den Drehwinkel mit u? und setzen wir ul:=t, so gilt fiir f:
f{ul,u?):=(g(ul).cosu?,g(ul).sinu?,h(ul)).
Insbesondere gilt hier U=IxR.

Es folgt nun eine Regularitdatsuntersuchung von f:

Wir berechnen
f,1=('g(u1).cosu2,'g(u1).sinu2,f1(u1)),
f,,=(-g(ul).sinuzg(ul).cosu?0).
Damit folgt
f,le,2=(-gh.cosu2,-gh.sinuz,g‘g).
Nun ist a=(ul,u?)éU genau dann reguldr, wenn f, (a)xf,,(a)*0 €R3, ansonsten
singulidr. Daher zwei Fille:
{a) g(ul)=0: Hier ist f,;xf,,=0, also a singuldr. f(a) liegt auf der Dreh-
achse der Drehflache.
{b) g{ul)#0 und g(ul)=0: Soll a singuldr sein, so folgt notwendig h(ul)=0.
f(a) ist also ein singuldarer Punkt des Meridians c(I).
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Wir haben also zwei Typen von singuldren Stellen:
{1} Punkte der Drehachse (durch g=0 gekennzeichnet),
{2) Singuldre Punkte der Meridiankurve (durch c=0 gekennzeichnet).

Beispiele: Ad 1)

(a) P heiBBt konischer Knoten. {b)} Drehkegel:
{c) Kugel: {d) Hier ist c{(I) die NEILLsche Parabel
Dem "Nordpol"” sieht man (t2,0,t3): (auch ad 2))

seine Singularitat nicht an.

Ad 2) (a) Meridiankurve (a+t2,0,t3), a#0: {b) Drehzylinder mit Radius a:
Man spricht hier von einem Meridiankurve (a,0,t3).
"Singuldren Breitenkreis".

Ergebnis: Eine Singularitdat von f sieht man der Tragermenge f(U) nicht
notwendig an.

Bem. 3.1.3:

{a) Der Begriff "m-Fliache" ist keine Eigenschaft der Tragermenge:
Beispiel: f:UcR2»R4 mit (ul,u?)»(ul,u?,0,0) beschreibt nach Def.3.1.1 die
2-Flache f(U) im R%, jedoch g:UcR3-5R4% mit (ul,u?ud)?(ul,u?0,0) ist ein 3-Weg,
der die 3-Flache g(U) cR4 erkldrt. Die Trdgermengen f(U) und g(U) stimmen
aber iberein.

{b) Auch ist der Begriff "Differentiationsklasse r" keine Eigenschaft der
Tragermenge:

Beispiel: Wir wahlen zwel Zylinder,
beschrieben durch
f(ulu?)=(clul),c2(ul),u?)



mit den Leitkurven c¢(I) aus den
Beispielen 1 und 2 aus Bemerkung (b),
Seite 28: Die zugehdrigen Wege c¢ sind
aus Cl! bzw. C®., Damit ist feéCl bzw.
ce,
{c) Wir erhalten allgemeine Beispiele flir Fldachen, indem wir allgemeine
Kurvenbeispiele mittels Zyiindern zu Flachenbeispielen ausbauen.

ZWISCHENBEMERKUNG 11:
Es seien U, U’ zwei offene Gebiete des R® und ¢:U»U eine Abbildung mit

den Eigenschaften

{1) ¢ ist Bijektion,

{2) ¢eCH(U’), r=l,

(3) ¢-leCr(U).

¢ heiBt dann ein C®U')-Diffeomorphismus, kurz: C*{U’}-DM.

Was leistet ¢:
a’=(ul',..,ur’)eUp(a’)=(¢ Hul’,...,um),...,o2{ul’...,um’))=:(ul,...,um)=acU,
Die Abbildungen

i USR, j=1,..,m
sind die Koordinatenfunktionen von .
Nach Obigem gilt also:

wizp Xul’,...,u®)
und wir schreiben kurz:

wi=uwi{ul’,...,u?’)=:uiud’).
Wir setzen dui/duF'=:uj, . Damit folgt
ul,, ... o000 Uy,
Jq,(a’)=.............. .

ul, . ..o 0oL ul,,

Wegen (1) existiert ¢-1:U-»U’ mit
a={ul,...,um)eU(ul’(ul,ee.,ud),.. u™(ul,...,um)=a’eC’,
kurz: ud=uf(ul,..,um)=ud’(uj).
In analoger Weise setzen wir hier dud/duk=iui’,.
Ferner ist
¢-lop=id ,: U'SU".
Nun gilt:
det J‘P(a’)io fur alle a’eU",
Beweis: In U’ gilt fiir a’=(ul’,...u®’) die Identitat
uf=ud’ (ul(ul’,...,u),...,ur{ul’,...,un’)).
Wir differenzieren beide Seiten der Gleichung partiell nach u¥’, also:
linke Seite: (dud'/euk’)(a’)=65;
rechte Seite: (dud'/auk)(a).{(duk/euk’)(a’). {(k als Summationsindex)
Nun ist der Ausdruck ({(dud/duk)(a) bei festem j' eine Spalte von Jw-l)(a)
und (duk/auk’)(a’) bei festem k’ eine Zeile der Matrix J,P(a’). Damit folgt:
J(,P-l)(a).J,P(a’):(ék,J").
Dann gilt flir die Determinanten
det(J-1,(a)).det(J, (a’))=1. O
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Bem.: Damit konnen die Forderungen (1), (2) und {(3) aus ZB 11 abge-
schwidcht werden zu:

{1’) ¢ ist Bijektion,

{2’) ¢eCr(U" mit r=1,

3") detJ,,,(a’)#O va'elU’.

Dabei ist zu beachten, daf "Bijektion" im Gegensatz zu ZBl1 hier nicht zu
"global, surjektiv"' abgeschwidcht werden kann.

ENDE DFER ZWISCHENBFEMFERKUNG.

Def. 3.1.3: Es seien f:U2Rr ein Cr(U)-m-Weg und f:U»Rn ein Cr(U'j-m-Weg.
Wir nennen f und f’ &dquivalent, wenn es einen Cr{U’)-DM ¢:U»U gibt,
sodaB3 f’=foy ist. v
¢ heiSt dann ein Parameterwechsel.

Bem. 3.1.4:
{a) Damit wird auf der Menge der Cr-m-Wege eine Aquivalenzrelation

definiert.

{b) Man kodnnte eine Fldache auch als Aquivalenzklasse eines Weges f
definieren. Wir tun das nicht. (Vgl. Kurventheorie)

{c) Fir den Parameterwechsel ¢:U'»U ist nach ZB11 detJ‘P(a’)#O va'eU’.
Ist U ein zusammenhidngendes Gebiet, so kann sich wegen der Stetigkeit
von detJ,,,(a) das Vorzeichen der Determinante nicht dndern und es ist
sinnvoll, zwischen gleichsinnigen {det>0} und gegensinnigen ({(det<0)
Parameterwechseln auf der zusammenhdngenden Fldche f(U) 2zu unter-
scheiden.

{d) Gegeben seien der Weg f:U2Rnm und die Bewegung B:R">R0n,

Der Weg f=Bof: U>RP heiBt zu f bewegungsgleich; f(U) und I"(_U) heifzen
dann bewegungsgleiche Flidchen.

Def. 3.1.4: Eine Aussage iliber einen Weg f heifdit
{a) parameterinvariant, wenn sie auch jedem zu f &dquivalenten Weg
f’=foy zukommt;
{b) bewegungsinvariant, wenn sie auch jedem zu f bewegungsgleichen
Weg f=pof zukommt;
{c) geometrisch, wenn sie parameter- und bewegungsinvariant ist.
{d) Es sei f{U) eine zusammenhangende Flache.
Eine geometrische Aussage {iber die Fliache {f{(U) heifit eine
geometrische Aussage iiber die orientierte Fliche, wenn sie invariant
gegenliber gleichsinnigen Parameterwechseln ist.




Beispiele fiir geometrische Aussagen:
{a) m-Flache;

{b) Differentiationsklasse r: da die Zusammensetzung mit einem C*™~DM an

der Differentiationsklasse nichts dndert.

{c) Einfache Flache (f injektiv): da ¢ bzw. der zu f gehodrige Automor-
prhismus 1 bijektiv ist.

{d) Regularitdt der Flache:
Beweis: f:U”Rn sei in atU reguldr <==> {f, {a),..,f, (a}} Lu.

--Bewegungsinvarianz:
Sei f=Pof:U»Rn (Bf=(s,])) ein zu f bewegungsgleicher Weg mit den
n Koordinatenfunktionen
?“(ul,...,um)=l,,“.f7 (ul,...,urj+s"%*, w=1,...,n; 7 als Summationsindex.
Daraus folgt (Ableiten nach ud)

£, %=1, %1, 7.

Da 1 ein Automorphismus ist, erhdlt er Lineare Unabhangigkeit; es ist also
l.u.{?,l(a),...,?,m(a)}. Damit ist a auch fiir f regulir.

—-Parameterinvarianz:
Sei f'=foyp:U'»Rn1 ein zu f dquivalenter Weg. Damit ist

ul=ui(u?), j=1,...,m.
Nach ZB11 ist
det((dui/aud)(a’))#0. (*)
Ferner ist (Kettenregel):
(af’/éuT)(a’)=(ef/dud)(a).(dul/au¥)(a’),
also in anderer Schreibweise
f’,j,(a’)=f,j(_a).uj,j,(a’).

Daraus folgt mit (*) die L.U. von {f’,j,(a’)lj’=1,...,m}.
Damit ist Regularitdt ein geometrischer Begriff flir die Fldche, nicht aber
fiir die bloBe Trigermenge (hier ist f unbekannt). O

Flachenkurven
Wieder sei UCR™ eine offene Teilmenge des R®™ und f:U>R" ein
Cr(U)-m-Weg. Ferner sei c:I?R® ein Cs(I)-Weg derart, daBl c(I)cU gilt. Dann
ist also c(I) eine Kurve im Parameterbereich U.
Es heif3t foc(I) eine Flichenkurve, foc ein Flichenweg.

Was passiert nun genau?
Sei ty€l. Dann ist c(ty)=:2€U. Nun wird a
f unterworfen, d.h. es ist
fla)=f(c(tg))=foc(ty) Ef(U)CR ™.

Eigenschaften:
{1) Aus c€éCs(I) und feCr(U) folgt foc&€C¥I) mit t:=min{r,s}.

{2) t,€I ist reguldr fiir foc <==> t; ist regular fir c und clty)=a regular
fiir f.
Beweis: Es ist nach der Kettenregel flir partielles Differenzieren
(foc) (ty)=(2f/aud)(a).{dci/dt)(t,) ... Summation iber j, also
(foc) (to)=f,;(a).cXty). (*) L

Wir definieren spezielle Flachenkurven in
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Def. 3.1.5: Die Abbildung
fo(j)c:I—>R",
wobei S IPU j=1,...,m, durch
(J.)c(to):=(a1,...,ai'l,ai+to,ai*1,...,am)
bei festem a=(al,...,a?) defi-
niert sei, hei3t j-ter Parame-
terweg, die Punktmenge
fo(j)c(l) hei3t j-te Parameter—
kurve.

Folgerung: OBdA sei t;=0. Fiir den Ableitungsvektor (fo(j)c)‘(O) gilt als
Sonderfall von (#):
(fo(j)c)'(0)=(6f/3u k)((J.)c(O)).(J.)E:“(O). {k als Summationsindex)
Wegen (J.)E:(O)=6 jk und 0)c(0)=a ist
(fo;c) " (0)=(af/au J){a)=f, (a).
Wir erkennen:
a€U ist reguldr flir f <==> die m Parameterkurven haben in f(aj€¢ f{U)
linear unabhangige Ableitungsvektoren.

Def. 3.1.6: U“R™ sei ein offenes Gebiet und z:U2R™™ (n-m*1) eine Abbildung
mit zéCr(U) (also die n-m Koordinatenfunktionen zkeCr(U)).
Dann hei3t f:U2R" mit
(ul,...;um}€UR(u L,...,us,zl(ul,...,u®),...,z"0(ul,...,um} JeRn
ein EULER-Weg (MONGE) und die Punktmenge f(U)SR® Graph der
Funktion z.

Beispiel: n=3, m=2:
f:U-R3 mit (ul,u?)?(x1,x2,x3)=(ul,u?,z(ul,u?)); man konnte also schreiben:
fl(ul,u2)=ul; fZ(ul,u?)=u? f3(ul,u?)=z(ul,u?).

Satz 3.1.1: Der Graph f(U) einer Ct{U)-Funktion z:U»Ro-m (f...Euler-Weg) ist
eine einfache reguldre Cr{U)-m-Fldche.

Beweis: f ist trivialerweise injektiv und f(U) daher definitionsgemiR
einfach. Ferner ist féCr wegen z€Cr. Bleibt zu zeigen: f ist regular.
Dazu miissen die Ableitungsvektoren
f,j=(6jl,...,6jm, z,jl,..., z,j"*m), j=l,e..,m

mit z,j2:=6z2/&uj untersucht werden. Nun ist aber

1 0 .o 0 2zl ... 200
Jela)=f. oo o0 o (a)

0 0 .... 1 z, ...z, ™"
Die Matrix hat bereits Stufenform, daher ist rgJg(a)=Zeilenanzahl=m.
Genau dann ist aber a regular fir f. O

ZWISCHENBEMERKUNG 12:
Es sei :UJR® aus Cr(U) mit r1 eine Abbildung aus dem offenen Gebiet
UCR® in den R®, Ferner sei a€U regular fir v, d.h. flir die mxm-Matrix
J,,,(a) gilt: detJ,,,(a)#O.
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Dann gilt ("Hauptsatz iliber Inverse Funktionen"):
Es gibt eine Umgebung U,cU“R™ mit a¢U, derart daB
w1U g Ug>w(U )= Uy
ein Cr(U,)-DM ist.
Insbesondere ist y¥!U, injektiv, daher umkehrbar. Fiir die Umkehrabbildung
¢ gilt:
e:=(vlU 5)-1U,U,,
ENDE DER ZWISCHENBEMERKUNG.

Satz 3.1.2: Hauptsatz der lokalen Flichentheorie
f:UIRP sel ein Cr(U)-m-Weg mit rz1. atU sel ein reguldrer Punkt

von f,
Dann gibt es eine offene Umgebung UyU von a derart, daB f1U,

eine injektive Immersion ist.

Beweis: a ist reguldr fiir f <==> rgJ.a)=m.
Dann gibt es in der Matrix Jg(a) m lLu. Spalten; oBdA seien dies die ersten
m Spalten, d.h. es ist

I’g R T T T S Y (a):m, (*)

'm

Wir zersplittern nun die Abbildung f wie folgt:
f=(y,f ): USR®xRO-® mit

——{ul,...,um)EUPy(u i,..,um):=(fi{ul,...,um),...,f 2 (ul,...,um)), d.h. v wird durch die
m ersten Koordinatenfunktionen von f festgelegt.
Fir v:U2R® ist a wegen (*) regular.
——(ul,...,u"‘)EU")‘f‘(ul,...,u"):=(f"“‘1(u1,...,um),...,f“(ul,...,u"’)), d.h. f wird durch die
n-m letzten Koordinatenfunktionen von f festgelegt.
Da v in a reguldr ist, gibt es nach ZB12 ein offenes Gebiet U,cURK™ mit
a€lU, derart, daB 'WIUO:U0->w(U0)=:U0’ ein Cr(U,)-DM ist.
Dann gibt es die eindeutig bestimmte Umkehrabbildung ¢ von ¥ mit
e:=(wlU )-LU =0,

Wir verwenden nun :U2U, als Parameterwechsel und erhalten den neu-
en Weg

f':=fop:U 2R ",
fliir den auch
£'=(¢, f)op=(vop, foe)=:(id yg»2)
mit der Abbildung
z:U, R

geschrieben werden kann.

Der neue Weg f’ leistet nun:

(uV,...,um’)eU B (ul’,unyz (Ul um’ ), zeom (Ul um?) ).

Nach Def.3.1.6 ist f’ ein Euler-Weg und daher f'(U,’) Graph der Funktion z.
Nach Satz 3.1.1 ist f’(Uo’) eine einfache reguldre Flache, also die Abbildung
f'1U,’ eine injektive Immersion. ]



Bem. 3.1.5;

(a) "Lokal” in Satz 3.1.2 bedeutet "lokal
im Parametergebiet U", nicht im R™,

{b) Ist speziell m=1, dann ist z:I°Rn-1 fiir I:=T,,
Dann folgt fiir f:

teIPf{t):={t,z 1(t),e..,201(L)).

Damit ist, wenn also t reguldr filir f ist, die Kurve f(I)°R™ als Graph einer
Funktion darstellbar {(hier z).
tel ist regular fir f ==> c(t) ist ein reguldrer Punkt der Kurve.
Sonderfall: n=2: x=t, y=f(t) (siehe Schule).

Def. 3.1.7: Es sei ACRn eine offene Teilmenge des RP. Ferner sei F:A2Rl1
{1£1#n) aus Cr(A) bei r=i, d.h. die 1 Koordinatenfunktionen FL:ASR
(Z=1,...,1) sind aus Cr{A).

Die Punktmenge
M:={peAlF(p)=0 €R1}=:F-10
heit eine Cr(A)-(n-1)-Varietdt, falls M nicht leer ist.
Im Fall 1=1 , also bei F:A’R heit M Cr(A)-Hypervarietit.
Ein Punkt p€F-10 heit gewdhnlich, wenn rgJ.(p)=l (also maximal),
ansonsten kritisch.

Bem. 3.1.6: J,(p) ist die Jacobi-Matrix von F in p, also
Fol v v oo F,1
AEIIEE DI (p)
F’n
worin zur Abklirzung F,azzzéFz/ax"‘ {£=1,...,]; «=1,...,n) definiert wurde.

Beispiele:

{1) A=Rn, 1=1; F:R™R mit F(x):=(x1)2+....+(x")&1.
Offenbar ist F-10 leer, also keine Varietit.

{2) A=R?, 1=1:; F:R™R mit F(x):=x.a+c mit aeR™ {0}, cE€R.
F-10 ist eine Hyperebene.
---Kritische Punkte? Zu betrachten ist (F,;...,F,,):
Ausfiihrlich gilt ja F(x1,...,x?)=xlalt...+x"ah+c., Daraus folgt sofort

(F,l,...,F,n)(p)=(a1,...,a")=a#0 nach Voraussetzung.
Also treten nur gewdhnliche Punkte auf.
Die Gleichung
-I:"(x):=(ax+c)2

beschreibt wegen F10=F-10 dieselbe Hyperebene. Jedoch ist
(?,1 yevey i‘,n)=2(ax+c).a =Q
fiir alle Punkte der Hyperebene; es treten also nur kritische Punkte auf.

Bem.: "gewodhnlich" und "kritisch" sieht man der Punktmenge allein i.a.
nicht an; dies hdngt meist von F ab.

(3) A=Rn, 1=1: F:R™R mit F(x):=lx-m¥ &r2 bei fest gewahltem mZRM und
r>0.
F-10 heiflt Hypersphidre SrIicRn,



Ausfihrlich gilt:

F(xYe00,x7)=(x1-m!)2,..+{xn-mn)2-r2,
woraus sich

Fon(x)=2.(x%-m%), «=1,..,n

ergibt.
Sei p ein Punkt der Hypersphdre mit (F,,;(p)y.., F, (p})=(0,...,0). Genau dann
ist p¥=m% V«, also p=m im Widerspruch zu r>0. Damit treten nur gewodhn-
liche Punkte auf.

Hier speziell: n=2: 1-Sphare S1cK? (...Kreis). Diese kann etwa beschrieben
werden durch -- x2+y2-r2=0 oder

-~ (x%y2-r2)2=0 oder

-- l-cosh(x®y?-r?2)=0.

ZWISCHENBEMERKUNG 13:
F:ASRmR! (l:i=n-m) sei aus Cr(A) bei r=1. Ferner gelte m=n-1%2.
Nun sei p&RM peF-10, also F(p)=0€RL p sei gewohnlich, daher ist

F’ll . F’ll
rg {FL, ... FLt (p) =L
F,l....F]l

Diese Matrix besitzt also T l.u. Zeilenvektoren; oBdA seien dies die letzten 1
Zeilen, d.h. es sei
det(F, X (p))*#0 mit I=1,.,]; e=m+1,..,n.
Dann gilt ("Hauptsatz iiber Implizite Funktionen"}):
{1) 3 offene Umgebung A,“ASR™ von p=(pl,...,p");
(2) 3 offene Umgebung U,°R®™ von (pl,...,p");
{3) 3 Abbildung =z:Ug3R™®, 2€CT(U,) mit
F-10 » A;={q=(ql,..,qn)ER"I{ql,...,q®)€U, und
(qm»l,.“,qn):(‘zl(ql’._.’qm),._.’zn-m(ql’.“’qln))}_

Bem.: Damit ist M=F-10 lokal um den gewdhnlichen Punkt p&éM als Graph
einer Funktion (hier: z) darstellbar.

Dabei bedeutet hier "lokal": lokal im R" (vgl. friher: damals war "lokal im
Parameterbereich" gemeint).

ENDE DER ZWISCHENBEMERKUNG.

Damit folgt

Satz 3.1.3: F-10 sei eine Cr(A)-(n-1)-Varietdt. p€A sei ein gewdhnlicher Punkt
von F-10, F:ASR™R], l=n-m. Dann gilt:
Es existiert eine offene Umgebung A,“A von p derart, daB F-10
n A, eine einfache regulire m-Flache ist

Beweis: Nach ZB13 kann F-10nA, als Graph einer Funktion geschrieben
werden, woraus mit Satz 3.1.1 die Behauptung folgt. £J



Bem._ 3.1.7:
(a) Setzen wir formal m:=1, so erhalten wir
F:AJRI1=Rp-1,
Ist p€F-10 gewdhnlich, so kann nach ZB13 in einer offenen Umgebung AgCA
von p die 1-Varietdt F-10nA; als Graph einer Funktion z folgendermaBen
geschrieben werden, da Uy,=I wegen m=1 eindimensional ist:
c: t€IP(t,z t),...,zP"1(t)).
c beschreibt aber die Kurve c(I), sodaB eine Kurve in einem derartigen
Intervall I als "1-Varietidt" aufgefaBt werden kann.
Ist der Punkt c(ty):=p€c(l) gewohnlich, so ist c(t;) ein reguldrer Punkt von
c(I). Die Umkehrung dieser Aussage ist nicht immer richtig!
{b) Wir betrachten die (n-1)-Varietdt F-10, d.h. F=(Fl,..,F1); A9R]
Ist nun p€F-10, so ist F(p)=(FUD)yee s FY{P))=(04e..,0).
Mit den Koordinatenfunktionen FZ:ASR folgt:
pEF-10 <==> pen(F L)-10,
FI kann ja als "spezielles F" mit 1=1 aufgefaBt werden, wodurch (F%¢)-10
als Hypervarietdt angesprochen werden kann.

Wann ist nun p ein gewdhnlicher Punkt der Schnittvarietat F-10 ?

Jedenfalls genau bei rgJy(p)=L
Nach Bem.3.1.6 lautet eine der 1 Spalten von J.(p)
(FyyZ(P)yeeey Fypl(p))T=:gradFE (p).
Damit gilt:
p Ist genau dann gewdhnlich von F-10, wenn die Vektoren
{gradFYp),...,gradFYp)} linear unabhangig sind.



3.2 Tangentialvektorraum einer m-Fliche

Sei f:UcRm=3Rn, fECT(U) mit r=l; f,j:U-"Rn.
Def. 3.2.1: Sei atU. Die Punktmenge
f(a)+H(f11(a))'--s fam(a))

heilt Tangentialraum der Fliche f(U) im Flichenpunkt f(a).

Bemerkung 3.2.1: Die Dimension des Tangentialraumes ist genau dann m,

wenn a ein regularer Punkt ist.
Nennen wir eine Tangente an eine Fldchenkurve Fldchentangente, so gilt

Satz 3.2.1: (1) Jede Flidchentangente von f(U) in f(a) liegt im Tangentialraum
von f{U) in f{a).
{2) Jede Gerade g durch f{a) im Tangentialraum ist Fldchentan-
gente.
{3) Der Begriff "Tangentialraum' ist geometrisch.

Beweis: {Ad 1) Sei foc:I?RnM, tBfoc(t) ein Flachenweg und 0¢I. Mit c(0)=:a gilt
(siehe friiher)
(foc)'(0)=f,j(a).éj(0) eH(f,,(a)se.., fyp(a)),s
und damit ist die Fldchentangente
f(a)+r.(foc) (0)
im Tangentialraum von f(U) in f(a) enthalten.
(Ad 2) Sei g eine Gerade im Tangentialraum; z.z.: g ist Flichentangente.
g gestattet jedenfalls die Darstellung
g=f(a)+>\.v5f,j(a).
Wir erraten nun einen Weg c:I?U wie folgt:
I:=]-+,e[; c(0)=a mit tPc(t):=(al+vl.t, ..., a™vo,t).
Flir den Ableitungsvektor von foc foigt damit:
(foc)‘(0)=f,j(a).éi(0)=f,j(a).vj.
Damit ist g Tangente an die Flachenkurve foc(I).
(Ad 3) Da der Begriff "Flichentangente" trivialerweise ein geometrischer
ist, folgt die Behauptung aus (1) und (2). O

Tangentialvektorraum_eines affinen Unterraumes
Sei V ein Vektorraum und V,V ein Untervektorraum von V. Fir atV heifit
a+V={atv v, eV ]
gemall 1.3.1 Affiner Unterraum. Im folgenden setzen wir
a+v1:=(a;v1)
und nennen a den "Aufhidngerpunkt" des Vektors v,.

Wir miissen nun in der Menge {(a;v;})} eine Vektorraumstruktur erklaren:
w.(a;v )+B.(a;v )i=(a;0.v 4. v ).

V:=(a;v,) heit Tangentialvektor von A(V,) im Punkt a;

TA(V,):={{a;v )=V v, €V ]} heilt Tangentialvektorraum von A(V,) im Punkt a.
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Bem. 3.2.2: (a) Ein geometrischer Zugang zu diesen Begriffen ist moglich:
a ist ein ausgezeichneter Punkt ("Ursprung").
Wir konnen also jeden Punkt von A(V;) durch
einen in a angehefteten Vektor ("Ortsvektor")
beschreiben. Dies ist etwas Geometrisches.
(b) Beispiel: V;=R%
Seien a,b Punkte des R? mit den zugehdrigen
Tangentialvektorrdaumen TA(R?) und T,A(R2).
Dann gilt:
T A(R2)2T ,A(R2).
Diese Isomorphie ist 2z.B. durch die Trans-
lation a”b realisierbar.
Flir die Tangentialvektoren
V,=a+veT _A(R?) und W, =b+weT A(R?)
gilt:
V=W, <==> v=w und a=b.
{c) Im folgenden befinden wir uns im m-dimensionalen arithmetischen
Vektorraum R® und schreiben statt A(Rm) einfach wieder Rm. Also:
Sei p&éR®™ und T R™ der Tangentialvektorraum von R™ im Punkt p. Einen
Tangentialvektor beschriften wir mit
Xp=(p;v) mit peR™,vER™,

Tangentialvektorraum einer Fliche
Sei f:U2RP und f(a)+H(f,1(a), . f,m(a)) der Tangentialraum von f(U) in
f(a).

Def, 3.2.2: Die Vektormenge
T f:={(f(a);v) I veH(f, ;(a), ., fy (a)) €T gayR"
heiBt Tangentialvektorraum von f(U) in f{a) und besteht aus allen
Tangentialvektoren Vf(a)=(f(a);v).

Bem. 3.2.3: {a) Es seien a und b reguldre Punkte von f.
Fir die zugehorigen Tangentialvektorrdume gilt
T T )R TpfcT gy, RN
Wegen der Regularitat von a und b fiir f gilt
dimT f=dimT f=m.
Ferner gilt
T f=T f.
Allerdings geht bei der Translation f(b)?f(a) ein Tangentialvektor aus T,f
i.a. nicht in einen Tangentialvektor aus T, liber.
{(b) Schreibweise: Wir schreiben "Tf" und nicht "Tf" bei p=f(aj. Ist
namlich f nicht injektiv, so ist zwar
f(a)=f(b)=p, aber i.a. dann T f#T,f, da die be-
trachteten Hiillen i.a. verschieden sind.

-1
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3.3 Metrische Grundform einer m-Fliche

Wir betrachten nun den euklidischen Vektorraum {Rn;.} mit dem inneren
Produkt """ und der kanonischen Basis i1ey=(d41l,u..,6 ") lax=1,...,n}. Ferner
seien

ve(vl..,vh)=vie,; u'=(w1,...,M'F‘)=M'ﬂeﬁ
zwei Vektoren aus Rh, Flir deren inneres Produkt gilt
vow=v¥ wh ¢ af .

Sei nun p€R" ein Punkt des R"™ und TPR“ der Tangentialvektorraum von
Rt um Punkt p, bestehend aus allen Tangentialvektoren {(p;v) mit ve€R™,
Wir statten den Vektorraum TPR" durch die folgende Festsetzung mit einem
innerem Produkt {(der Tangentialvektoren) aus:
Flr die beiden Tangentialvektoren Xp=(p;v) und Yp=(p;w) gelte

Xp.Yp:=v.w .
Genauer miif3ten wir ab nun schreiben:
(TpR“;.).

Wegen TafCTpR" gilt: Auch (T,f;.) ist ein euklidischer Vektorraum.

Def. 3.3.1: Das innere Produkt ™" in TfcT _R" (p=f(a)) heiBt die metrische
Grundform Gea) der Flache f(U) im Flachenpunkt f{a) und es gilt:
Gey: Taf*T 2R

Bem. 3.3.1: (a) Schreibweise: Wir schreiben Gf(a), und nicht Gp, da f nicht
notwendig injektiv ist.
(b) Gguy hat geometrische Bedeutung, da:
~- Tangentialvektorraum T, f ist geometrisch;
in den Tangentialvektorraum ist von f un-

"o

—-- Das "Durchdriicken" von
abhangig.

Diskussion:
{1) KoordinatenmiaBige Beschreibung der Grundform

Gegeben: f:U2RM, Wir bereiten vor:
Vﬂa)=(f(a);v5.f,j(a)).

Definieren wir
Fjla):=(f(a)if, a)),

so folgt
Vﬂa)=viFj(a).

Analog gestattet ein anderer Tangentialvektor die Darstellung
Wf(a)zwk.Fk(a).

Damit folgt fiir die metrische Grundform:

Wf(a)vaFj(a).kak(a):;vjwkgjk(a)'

Gga)(VeayWe@)) =V
Dabei wurde
gjk(a):=Fj(a).Fk(a)
gesetzt, gjk(a) heiBen Koordinaten von Gg,, beziiglich f.
Ferner gilt
gik(a)zf,j(a).f,k(a).
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Aus der Symmetrie des in RP definierten Skalarproduktes folgt
g, (2)=g, (a).

{2) Fldchen- und Raumkoordinaten

Sei Vf(a)=vJ'.FJ-(a) €T f<T R" ein beliebiger Tangentiaivektor von f(U) im Punkt
f(a). Dann ist die Vektormensge
{Fj(a)ij=1,...,m}
eine Basis des T f, wenn a ein reguldrer Punkt ist.
Andererseits ist
Ey:=(pjeq)y a=l,yn
eine Basis des Vektorraumes T,R", wobei {ey ] eine normierte Basis des R"
darstellt. Beziiglich dieser Basis gestattet Vea) die Darstellung
Vﬁa)zx'}“.Eu .
Wir nennen (vl,...,v®}) die Flidchenkoordinaten von Vf(a) und (¥1,...,6n) die
Raumkoordinaten von Veay
Bem.: Im folgenden schreiben wir v%:=(%; da es sich um die gewdhnlichen
Koordinaten im Gesamtraum handelt.
Wir vergleichen nun Flichen- und Raumkoordinaten:
'\’f(a)va'.Fj(a)zv“.Eu.
Damit gilt auch die Gleichheit
vJ'.f,J-(a)=v”‘.eu,
da in beiden Basisdarstellungen der gleiche Aufhdngerpunkt vorliegt.
Setzen wir f,j(a)=f“,j(a).eu, so folgt
v, fe ,J.(a)zva; u=1,...,N.

Parameterwechsel:
wWas passiert mit den Raum- bzw. Flichenkoordinaten bei einem Parameter-

wechsel:
-- Die Raumkoordinaten v% bleiben gleich.
-— Sei f:USRn und ¢:U2U ein Parameterwechsel. Wir erhalten den neuen
Weg f:U’SRP® mit {’'=foy.
Nach Friherem gilt
f',p(a’')=f,(a).ud,;(a’) bei g(a’)=a. (*)
Fir die zu f’ gehdrigen Flichenkoordinaten vJ¥ gilt
vj.f,j(a)zvi.f’,j,(a’).
Dann folgt mit (%) sofort
vJ'.f,j(a):vJ".f,j(a).uJ,j,(a’).
Aus der Eindeutigkeit der Basisdarstellung ergibt sich
vj=vi’.u5,j.(a’).
Unter Verwendung von ¢-l! ergibt sich analog
vJ’=vJ'.ui’,J.(a).

{3) Die metrische Grundform Gy von f(U) in f(a) ist bestimmt, wenn die
Skalare 85 also die symmetrische Matrix (gx(a)) bekannt ist. Dabei kdnnen

wir die

8t U-R
als von a abhidngige Funktionen, den sog. Koordinatenfunktionen von Gg
auffassen. Wir konnen daher von der metrischen Grundform G; der Flache
f(U) schlechthin sprechen und es ist Gg(a)=Gg,.
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Ist ferner feCr(U), so ist wegen gjk=f,j.f,k dann
gj(ECI“I(U).

Bem. 3.3.2: Man konnte die 8k in U zum Ausmessen beniitzen, sodall zwei
verschiedene "AusmeBvorschriften” in U zur Verfiigung stehen:
Sei vEUCR™; wir berechnen livi auf zwei Arten:
1.) euklidisch: #vi 2=Vj.Vk.6jk=(V1)2+...+(V'")z. Diese Langenmessung ist orts-
unabhidngig. Oder
2.) "falsch'": mittels der mit f(U) berechneten g5

(Norm(v))2:=vj.vk.gjk(a). Ortsabhangige Langenmessung.
Daher der Vorschlag von RIEMANN: Man konne die g5 iiberhaupt '"frei”

wahlen.

(4} Nach Bem.3.3.1 hat Gta) geometrische Bedeutung.
Haben auch die gk geometrische Bedeutung:
{a) Bewegungsinvarianz:
Sei f=fof ein zu f bewegungsgleicher Weg. Dann gilt:

Bx(a)=t,j(a).f(a)=lf,;(a)).0(f, (a)).
Da 1 orthogonal ist, folgt
-g‘j;(a)=f)j(a)'f)k(a)=gjk(a)-

Damit sind die = bewegungsinvariant.

(b) Parameterwechsel:
9:UU; f'=fog:;USR1 sei ein zu f dguivalenter Weg. Dann gilt:
g‘j,k.(a’)=f’,j.(a’).f’,k,(a’)=f,j(a).u5,j(a’).f,k(a).uk,k.(a’)
fur j',k’=1,...,m. Daraus folgt das " Transformationsgesetz der gjk":
gj.k,(a’)=gjk(a).u5,j.(a’).uk,k,(a’) .
Offenbar sind die = nicht parameterinvariant.

{5) Die Determinante der (p;jk_)_
Wir setzen fiir die von a abhidngige Determinante
A(a):zdet(gjk(a)).

Genauer gilt:
| P75 FTREIE #99 §
Aa)y=}. ¢ v v v v e oL .| (a) = T{f,,(a), .., T, (a)).

Wir erhalten:
I'(fy,(a)y wesy fyg(a))>0 <==> Lu.{f,(a), ..., f, (a)} <==> a ist regular fiir f.

Nach (4) ist A bewegungsinvariant, da die 8 bewegungsinvariant sind.

Bleibt die Untersuchung der Parameterinvarianz:
A’(a’)zdet(g‘j,k,(a’))=det[gj((a).uj,j,(a’).uk,k,(a’)].
Nun gilt uJ',J.,(a’)EJq,(a’) und uk,k,(a’)EJv(a’), und deren Produkt beschreibt
das Matrixprodukt Jq,(a’).Jq,(a’). Damit ergibt sich

a’(a’)=A(a).(detd 4 (a’))?,
also die Formel

A’(a’)1/7~=A(a)1/2.|detJ¢(a’)l.

Daher hat A keine geometrische Bedeutung.




Geometrische Bedeutung der metrischen Grundform

{1) Liangen—- und Winkelmessung
als ein "inneres Produkt” im Tangentialvektorraum T_f, so

Beniitzen wir G
wird T, zum euklidischen Vektorraum (T,f; Gf(a)), sodafl Langen- und
Winkelmessungen durchgefiihrt werden kénnen.
{a) Ldngenmessung:
Ein Tangentialvektor aus T, f gestattet die Darstellung

Vf(a)=vj.FJ-(a).
Damit folgt unmittelbar nach Diskussionspunkt (1)

WV gy 1 =Gty Ve Vam) )=V VE 8 i (2).

Speziell gilt fir Fj(a)

WF j(a) =g (a).
(b) Winkelmessung:
Fiir die beiden Tangentialvektoren

Vﬂa)=vJ'.FJ.(a) und Wﬂa)=wk.Fk(a)
kann durch
c08(Vga)Wea) =Cra) (Ve We)/ L1V ga) !+ W )1
ein cos-Wert erklart werden (vgl. 1.2.5) und nach Beschridnkung auf ein
Intervall auch ein Winkelwert. Einsetzen ergibt
cos('v'f(a),wf(a))=Viwkgjk(a)/[(vjvkgj((a))1/2.(ijkgjk(a))1/2].

Bem. 3.3.3: (a) Die Langen von Tangentialvektoren zu verschiedenen Auf-

hdngerpunkten sind auch vergleichbar.

{b) Winkel konnen nur bei gleichem Aufhdngerpunkt verglichen werden,
da ein parallelverschobener Tangentialvektor an der neuen Stelle i.a. kein
Tangentialvektor mehr ist (im R® schon: dort steht die Parallelverschiebung

zur Verfiigung).

(2) Langen von Fliachenkurven
Gegeben sei der Flachenweg foc:ISf(U)CR™ mit fiUCR®™=3RN,
Bekanntlich gilt

(foc)'(t0)=f,j(a).éi(to) bei c(t,)=:a.
Damit folgt
i(foc) # 2=f,j(a).bi(to).f,k(a).E:k(to)zéi(to).E:k(to).gj((a) .
Unter Beniitzung von Def.2.3.2 erhilt man
Y
L (foc)=] [¢ 4 ck.ggoc] 1/2dt
to

Speziell folgt damit fiir die j-te Parameterkurve fo(j)c(I)Cf(U) mit
(j)c(t)=(a1,...,aj'l,aj+t,a3*1,...,a‘“), @c(O_)=(al,...,a")=a und (j)ék=6jk:

t
1
Li(fo ,c)=J (g;0c)1/2dt;
Y
man nennt diesen Wert Ldnge einer Parameterkurve.

{3) Winkel von Fldachenkurven
wird als Winkel von Tangentialvektoren erklart.

1.Flachenweg: foc. Wegen
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(foc) (ty)=f,;(a).city)
gilt
Ve =(fla); VJ'.f,J.(a)) mit vi=cd (=Flachenkoordinaten).
Flir den 2.Flachenweg gilt Analoges.
AnschlieBend kann unter Benlitzung des in T, f definierten inneren Pro-
duktes der Winkel berechnet werden.

{4) Integraibegriff auf einer Flache

Def. 3.3.2: Eine Abbildung F:f(U)2R
hei3t Funktion auf der Flache
f(U). Dann heiBt F:=Fof: U-R
Koordinatendarstellung von F
beziuglich f.

{a) Uberpriifung der Bewegungsinvarianz der Koordinatendarstellung:
Sei f:R™RM eine Bewegung und f=pof
ein zu f bewegungsgleicher Weg. Wir
definieren sinnvollerweise:
F:=FoB-1.

Damit folgt filir die 2zu t gehorige
Koordinatendarstellung F =Fof

F =(Fof-1)of=FoB-lofof=Fof=F.
Damit ist die Koordinatendarstellung
ein bewegungsinvarianter Begriff,

{b) Uberprifung der Parameterinvarianz der Koordinatendarstellung:

Sei ¢:U»U ein Parameterwechsel und

f'=foy ein zu f dquivalenter Weg. Wir

definieren

F’:=Fof’.
Damit folgt dann
}?”=Fo(fow)=}?’ow.
Also liegt kein parameterinvarianter

Begriff vor.

Def. 3.3.3: F:f(U)»R ist in f(a)eéf{(U) s-mal stetig differenzierbar <==> F:U-R
ist in a€U s-mal stetig differenzierbar.

Folgerung: "Differenzierbarkeit" ist ein geometrischer Begriff, da:

-~ bewegungsinvariant, da F bewegungsinvariant;

-- parameterinvariant:

Nach Friiherem ist f"=§ow, wobel ¢€CTr(U') ist. Ist nun %ECs bei s£r, so folgt
F'eCs.

Bem.: s>r hat offenbar keinen Sinn; geht bei einem Parameterwechsel ver-

loren.

ZWISCHENBEMERKUNG 14:
UcR®™ sei eine offene Teilmenge des R® und TcU sei beschriankt.
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Ferner sei die Funktion

h:U-»R mit (ul,...,un)~>h{ul,...,um)eR
gegeben.
Hinreichend filir die Existenz des RIEMANN-Integrals

S h(ul,...,um)dul...dum
T
ist (1) T ist Jordan-mef3bar (<==> @&T ist vom m-dimensionalen Maf Null.
z.B. m=2 und @éT ist etwa eine C-Kurve)
Ein Gebiet erfiillt stets diese Bedingung.
(2) h ist stetig in T.

Transformation eines Integrals:
Sei ¢:U'»U ein Parameterwechsel. Dann gilt

fh(ul,...,um)dul...dumzfhow(ul’,...,um’). | cietJ,P Idul?...du®’,
T ¢~1T)
ENDE DER ZWISCHENBEMERKUNG.

Sei F:f(U)>R eine Funktion auf der Flache f(U) und RU-R die Koordi-
natendarstellung von F beziiglich f. Wir betrachten das Integral

f%‘(ul,...,u“)dul...du"‘.

T
Es ist sicher bewegungsinvariant, da F bewegungsinvariant ist, jedoch
nicht parameterinvariant. Aber es gilt

Satz 3.3.1: Das Integral
fli?“.A'”"dul...du“&:fF.do ,
T £(T)
das sogenannte Oberflichenintegral (Flichenintegral) von F iiber
f(T) ist geometrisch.

Beweis: (a) Nachweis der Bewegungsinvarianz:
gewdhrleistet, da F und A=det(gjk) bewegungsinvariant sind.
{b) Nachweis der Parameterinvarianz:
Sei $:U»U ein Parameterwechsel und f'=foy ein zu f dquivalenter Weg.
Hier ist "F.A%" das "h" aus ZBl4.
Ferner gilt:
(F.0% )op=(Fop).(4 %og). (¥)
Nach Friiherem gilt
A(a’) %=A(a) ™. 1 detd 4 (a’) 1,
oder bei a=¢(a’') dann
A'hzp oy, ldetJv t,
Man erhilt
A""oq»=A’ %/ideth, I
Damit ergibt sich unter Beniitzung von ZBl1l4 und {(*):
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f%.A"édul...du'hf(I?.A";ow). ldetJ " fdul...du™=
T ¢-1(T)
f'i?ocp.(A’ L2 detJ, 1).1detJ " ldul'...du'”’=f'i7".A’"&dul’...du“". (I
¢-1{T) ¢-1T)

Def. 3.3.4: Speziell fiir Fi=1 (also f(a)?1¢R, ==>i?=1, also a€Ur»1eR) heifit
fa%.dul..dum={ do=:0(£(T))
T £(T)

Oberfliche von f(T).

Geometrische Motivation fiir F=1

m=2, n=3: Wir verwenden ein kartesisches Koordinatensystem x!x2x3 und
beniitzen als Parametrisierung der Fliache den EULER-Weg f:
f:USR23R3 mit f(x!,x?2):=(xL,x2,z(x1,x2)).
Damit gilt insbesondere
f,,=(1,0, z,;) und f,,=(0,1, z,,).

Nun betrachten wir die Rechtecksmasche um a mit den Seiten parallel
zur x! und x2-Achse und den Seitenlingen 20, und 2a, also mit der Fldche
F'=da 0o
Nun projizieren wir diese Rechtecksmasche parallel x3 in die Tangential-
ebene von f(U) in f(a). Als RiB in der Tangentialebene entsteht ein

Parallelogramm mit einer noch zu bestimmenden Fldche F.
Die Normalprojektion von f,; auf die x1x2-Ebene ist e; (e=(1,0,0), e,=(0,1,0)).
Damit hat das Parallelogramm in der Tangentialebene die Seitenldngen
12c ofy 1 und 12a,.fy,1.

Fur dessen Flache F gilt folglich:

F(a)=0(2e¢ .f, ) x(2¢ uf,,) i(a)=da 0, If,  xf, 0 (a).
Unter Benlitzung der Identitdt wvon LAGRANGE, llf,j(a)ll 2=g.ij(a) und
f,j(a).f,k(a)=gj{(a) folgt

F(a)=4u1uz.(gu.g22—g122)1/2(a),
daher mit A{a) dann
F(a)=F’.A(a)%.

Wir betrachten nun eine Uberdeckung von TcU durch solche Rechtecks-

maschen:
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Da gibt es eine Indexmenge J={j)} derart, daB eine Masche FJ-’

F'nT#{}
erfillt.
Dann ist
lim IF /=0(T)=/dx!dx2

j&J T
Hierin bedeutet "lim", daB die jeweiligen Rechtecksflichen gegen Null stre-
ben.
Man erhalt:

O(£(T))=f 4 dxldx2=lim IF ;.

Bemerkung: (a) Die hier vorliegende Approximation ist keine Poliyeder-
approximation, da die "Kanten" nur im Grundri zusammenhingen: Mitte
einer jeden Rechtecksmasche FJ. ist ein Punkt aj; projiziert wird ja jeweils
in die Tangentialebene von f(U) in f(aj), also in 1i.a. verschiedene
Tangentialebenen.

{b) Approximation der Oberfliche durch umbeschriebene Polyeder ist
moglich, durch einbeschriebene nicht (H. SCHWARZ).

{c) Wir haben uns hier auf einen FEuler-Weg beschrankt, doch bedeutet

dies keine Einschrankung.

Beispiel: Wir berechnen die Oberflaiche 0(S?) einer 2-Sphire S2<R3: Dabei
fassen wir die Sphare als Drehflache auf. S2 werde erfaBt durch den Weg
f:U2R3 mit f(ul,u?)=(r.cosul.cosu?r.cosul.sinu?,r.sinul).

ul ist der Parameter fiir den Halbmeridian, u? gibt den Drehwinkel an.
wahlt man (ul,u?)éR?2, so erhidlt man S2 unendlich oft, daher auch die
Oberfldche unendlich oft.
Wir legen T<U fest durch

-n/2£y 1£7/2

Die in der ulu?-Ebene verlaufenden Geraden mit den Gleichungen
ul=-n/2 bzw. ul=n/2
fihren auf den "Nordpol" bzw. "Siidpol"
der Kugel, die beide unendlich oft
erhalten werden; die Gleichungen
ulz-nm bzw. u?=n
fiihren, wie man ebenfalls leicht iber-
priift, auf denselben "Halbmeridian” der
Kugel.

Wir erkennen: Die Injektivitdt von f ist langs Kurven gestort. Diese ha-
ben aber das zweidimensionale MafBl Null, was fiir die Oberflachenberechnung
nicht stort.

Zur Berechnung der Oberfldiche brauchen wir gemidB vorheriger Uberlegung
A=det(gjk)=(r2.cosu1)2.
Damit folgt fiir die Oberflache 0O(S?):
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T /e
O(Sz)=f JﬂrZ.cosuldulduz.
- -n/3
Ausrechnen ergibt
0(S?)=4rn,
die bekannte Formel.
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3.4 Parallelverschiebung auf einer m-Fliache

Definition eines Vektorfeldes

1.5chritt: Vektorfeld auf einem affinen Raum

Sei A(V) ein affiner Raum iliber dem Vektorraum V und p¢A(V). Ferner sei
TpA(V) der Tangentialvektorraum von A(V) im Punkt p und Vp:(p;v) ein
Tangentialvektor mit véV,

Def. 3.4.1: (1) v TPA(V) =:TA(V) heiBt Tangentialbiindel von A(V).
p€a(V)

(2) Die Abbildung 10, definiert durch

M: TA(V)2A{V) mit 'v'p'->p
hei3t Projektion.
{3) Eine Abbildung V, definiert durch

V: A(V)STA(V) mit DoV=id,y,,
also p'->Vp

heiBt Vektorfeld auf dem affinen Raum A(V).

KoordinatenmifBige Beschreibung eines Vektorfeldes:

Dazu setzen wir A(V)=Rb voraus.
Sei péERnN, TpR" der Tangentialvektorraum von RPM im Punkt p und sz(p;v)

ein Tangentialvektor aus TpR“.
Ferner erklaren wir wie in 3.3

Ex(p):=(piey)
mit ey =(6 y1yeey04™), #=1l,...,n. Dann kann fir V, gesetzt werden

Vp=v®.Ey (p).
Dabei sind

v¥: RmR

von p abhangige Funktionen; wir nennen sie die Koordinatenfunktionen des
Vektorfeldes V. Dies gestattet

Def. 3.4.2: VECS(Rr) :<==>» vUECS(Rn),

2.Schritt: Vektorfeld langs eines Weges fiUJRn
ist eine Abbildung
Vg U2TRP mit NoV ~f.
Also wird vermoge V; einem Punkt a€U ein im
Flaichenpunkt f(a) angehdngter Vektor V.(a)

zugeordnet.
Damit kann man analog ein Vektorfeld lings eines Flachenweges foc er-

kldren:
Vi IPTRR mit l'lonoc=foc.

Koordinatenmifige Beschreibung:
Bezeichnet E,(f(a))=E,of(a) den in f(a) angehdngten Vektor ey, so kann fir
die von f abhdngigen Koordinaten v,* von VJa) gesetzt werden
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Ve(a)=v & (Egof(a)).
Dabel sind
ve*: UPR  (u=1,...,n)

von a abhidngige Funktionen, und wir definieren

Def. 3.4.3: V,ECS(U) :<==> v XeCs(U).

Analog folgt fir den Vektor Veocltodi
Veocltg)=v E Egofoc(ty).

Wieder sind

v¥: PR (a=1l,...,n)

von t, abhdngige Funktionen, und wir definieren wieder
Def. 3.4.4: Vg €Cs(I) :<==> v FeCs(I).

3.Schritt: Tangentialvektorfeld lings f

ist eine Abbildung V,, definiert durch

Vg USTR® mit lioV=f und Vf(a)ETafCTf(a)R",
d.h. der einem Punkt a€U zugeordnete Vektor V{a) ist im Fldchenpunkt f(a)
angehdngt und liegt im Tangentialvektorraum T,f von f(U) in f(a).

Def. 3.4.5: v T f=:Tf heiBt Tangentialbiindel von f(U).
atU

Damit konnen wir das Tangentialvektorfeld einfacher durch
Ve ¢ UPTf mit DoV &f
beschreiben.
Wieder kodnnen wir analog ein Tangentialvektorfeld Voo ldngs eines Flichen-
weges foc definieren:

Vi I?TE mit NoV, =foc.

Dies bedeutet anschaulich:

KoordinatenmiaBige Darstellung von Ve
Als Vektor im Tangentialvektorraum ldBt sich Vg(a) durch
Vf(a)zva'.FJ.(a)

beschreiben.
Als Vektor im Gesamtraum kann Vf(a) als

86



Vda)=v*.E,of{a)

angesetzt werden.
Dabei sind vy bzw. v die von a abhidngigen Flichenkoordinaten bzw.
Raumkoordinaten von Vg also Funktionen

vd:USR bzw. v *:U=R,
Nach 3.3 gilt

Vf"‘:f”‘,jvfi, o=1,...,N.
Ist nun feCr, so ist f“,jEC‘r’l. Wir definieren daher

Def. 3.4.6: V.€CS(U) :<==> v &Cs(U) bei sér-1.

Ableitung eines Tangentialvektorfeldes langs foc

Nach Schritt 3 gilt
Vel te)=veilty ). Foc(ty) .
Dann folgt nach der Produktregel
('v'fbc)-(t0)=ifcj(t0).FJoc(to)+VCJ'(t0).(FJ.oc)‘(to).
Zur Berechnung von (Fjoc)' bestimmen wir nach der Kettenregel
(f,50c) (tg)=(af,;/0uk)(ty).(dck/dt)(ty)=f, goc ty). ck(ty).
Fir
Fjla)=(f(a);f,sa))
erklaren wir
Fyla):=(f(a)if, x(a)).
Damit ergibt sich

(Vo) (to)=VCJ'(t0).Fjoc(t0)+vCJ'(t0 ).ék(to).ijoc(to'). (3.4.1)

Bem.: ('v'bc)’ ist i.a. kein Tangentialvektorfeld, da der Vektor ijoc(to) 1.a.
nicht im Tangentialvektorraum T,f von f(U) in f(a) liegt.

ZWISCHENBEMERKUNG 15:
Sei (V;g) ein euklidischer Vektorraum mit innerem Produkt g und V€V ein
Untervektorraum von V. Die Vektormenge

Vl-‘-:z{veVIg(V,v 1)=0 VleVI}
heit orthogonales Komplement von V, beziiglich (V;g).
Dann gilt die Darstellung
V=V,eVv,*

mit (1) V,oV,+={0} und

(2) VVEV Ikv €V, Fkv LEV 4+ mit vavi+vh

Die Abbildung
VoV, mit vsviv,t 9w,
heiBt orthogonale Projektion von V auf V, Sie ist ein Vektorraumhomo-
morphismus.
ENDE DER ZWISCHENBEMERKUNG.

Sei nun p=f(a)éf(U) und Tf(a)R“ der Tangentialvektorraum von RP im
Punkt f(a). Dann kann gesetzt werden
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Tga)RP=T fOT
T,f* heilt Normalvektorraum von f in a und ist durch den Tangentialvek-
torraum T, f von f(U) in f(a) eindeutig mitbestimmt.

Wir nennen die Orthogonalprojektion wvon Te@R" auf T,f Tangentialprojek-
tion in f(a) und schreiben tpr,

Die Tangentialprojektion in f(a) ist nach ZB15 ein Vektorraumhomomor-
phismus und ordnet jedem in f(a) angehingten Vektor den in Tf enthal-
tenen "Tangentialanteil” zu. Es gilt also

tpr: Tf(a)R"-)Taf.
Def. 3.4.7: Der Ausdruck
tpr, ((dVg /dt)(tg)) :=(DVe/dt)(t,)
heit kovariante Ableitung von Vg _ in a=c(tgy).

Bem. 3.4.1: (a) Wir betrachten eine m-Flache im m-dimensionalen affinen
Raum A®™=p+H(a),...,a,), also einen Teil des A™ Diese kann durch

f: (ul,...,u"')")f(ul,...,um):=p+ui.aj
beschrieben werden. Offenbar ist

f,j=aj=const,
folglich
f,j(=0, also ij=o'

Nach Formel (3.4.1) gilt dann

(dVg/dt)(ty) = (DV,/dt)(t,).
Hingegen besitzt eine "krumme"” Fliache im A®™ einen m-dimensionalen Tan-
gentialraum. (Z.B. 2-Sphare im R3.) Hier wird "d" von "D" verschieden sein.

Ergebnis: Die Abweichung von "d" gegeniiber "D" "mifit" die Abweichung
der Fliche vom Tangentialraum (Genaueres spater).

{b) Die kovariante Ableitung ist kein geometrischer Begriff.
Bew.: (1} Bewegungsinvarianz:
Sei f=Pof:UPR"™ ein zu f bewegungsgleicher Weg und B=(s,l);R™RM eine
Bewegung des Rn,
Nach Kapitel 2 reproduzieren sich bei 1 die Ableitungsvektoren. Ferner ist
die Tangentialprojektion ein Homomorphismus.
Die kovariante Ableitung ist also bewegungsinvariant.

{2) Parameterinvarianz:
Dazu miissen wir 2 Parameterwechsel betrachten: einen "zu c¢ gehodrigen"
Parameterwechsel 7:I'3I, der den zu c dquivalenten Weg c’=coy erzeugt, und
einen "zu f gehorigen" Parameterwechsel ¢:UU, der den zu f &dquivalenten
Weg f’=foy erzeugt.
Also haben wir das Tangentialvektorfeld

Vo™V gocoy =V 07 TS TE
zu untersuchen. Nach der Kettenregel folgt
(Veo07) (£ g)=(Ve) (Eg)7(tg)
Anwenden der Tangentialprojektion tpr g, (=Homomorphismus) ergibt
(DVoc07/dt") (£47)=(DVy /dt) (tg).7(ty )
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Da 7 i.a. von 1 verschieden ist, ist die kovariante Ableitung kein parame-
terinvarianter Begriff.

Da nach Eigenschaften eines DM 7#0 ist, ist jedoch "D=0" eine geometrische
Aussage, O

Def. 3.4.8: Das Tangentialvektorfeld
Vit IPTE mit MoV =foc
hei3t genau dann ein Parallelfeld, wenn in I die Gleichung
DV /dt=0
gilt.

Diskussion:
{1) "Parallelfeld” ist eine geometrische Begriffsbildung, da "D=0" geome-
trisch ist.

{2) Motivation fiir den Namen:

Wir betrachten wieder eine m-Fldche im A®;
Ein elementares Parallelfeld Vg _ (in jedem Punkt wird ein festgewdhlter
konstanter Vektor angehadngt) ist durch

dvg /dt=0
gekennzeichnet.
Nun beherrscht ein Bewohner dieser m-Fldche ("Fldachler") die Begriffe

T,f und Gg{a) va&U.

Man nennt daher alle Begriffe, die aus diesen beiden abgeleitet werden
kénnen, die Innere Geometrie.
So bedeutet z.B.

DV, /dt=0,
daB dVg,./dteT f*; d.h.: jede Anderung des Tangentialvektorfeldes V. _ spielt
in T f+, ist demnach fiir den Fldchler nicht sichtbar.
Also ist der Begriff "Parallelfeld"” ein Begriff der Inneren Geometrie.

{3) KoordinatenmidBige Beschreibung der kovarianten Ableitung:
Sei a regular fiir feCr(U) mit r=2.
Gemdf3 Def.3.4.7 ist bei a=c(tg)
(DVg,/dt)(ty)=tpr,[v AF joc(ty)+v Xt,).ck(ty). Fyocity)l.
Da die Tangentialprojektion tpr, ein Homomorphismus ist, gilt weiter
(D‘v'ﬁ)c/dt)(t0)=irci(t0).FJoc(t0)+vci(t0).E:k(to).tpra[Fj(oc(to)].
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Nun liegt tpra[Fj(oc(to)] im Tangentialvektorraum T, von f(U) in f(a),
gestattet daher die Darstellung
tpraij(a)=I‘jk1(a).Fl(a). {3.4.2)
Darin sind ijl Funktionen
r J.klz U-R mit T J.klec A U).

Def. 3.4.9: Die Funktionen ijl:U—)R heiBen Christoffelsymbole 2.Art.

Multiplizieren wir Gleichung (3.4.2) mit dem Tangentialvektor F;(a), so folgt
(tpraFJ.k(a)).Fi(a)=Fjkl(a).Fl(a).Fl.(a).
Damit ergibt sich weiter
F,(a).Fy(a)=T jla).g4(a).

Def. 3.4.10: Die Ausdriicke
gh(a).Fjkl(a)=f,jk(a).f,i(a)=:l"jd
heilen Christoffelsymbole 1.Art und sind Funktionen
I35 UPR mit Ty, €C™2(U).

a sei reguldrer Punkt fur f. (gPe) sei die inverse Matrix zu (gpl), d.h.
gpl. gap=¢ 1‘1.
Dann folgt durch Multiplikation der Gleichung aus Def.3.4.10 mit gip
FJ.h..gipzl'j(l.gn.gipzl“jkl.dll’:l‘jkp (3.4.3)(j,k,p...feste Indizes).

Satz 3.4.1: Die Christoffelsymbole 1. und 2.Art sind Begriffe der Inneren
Geometrie.

Beweis: Definitionsgemiafl gilt
gjizf,J,f,i .
Wir differenzieren partiell nach u¥ und erhalten
gi,sz,jk.f,i+f,j.f,].k. (1)
Zyklische Vertauschung der Indizes j¥i, i?k, ko®j ergibt noch
ikt = Fagg Dot ape oy (2)
gkj’izf’ki‘f’j"'f’k‘f’j (3)

Bilden wir die Linearkombination (1)+(2)-(3) dieser Gleichungen, so findet
man
gi’k+gik’j_gkj’i=2'f’j(‘f’i=2'rjki'
Da die Matrix (gjk) symmetrisch ist, folgt
T jkiz(gki’j+gﬁ’k_gjk‘i)/2'
Damit sind die Christoffelsymbole 1.Art und wegen Formel (3.4.3) auch 2.Art
Begriffe der Inneren Geometrie. O

Betrachten wir noch einmal die kovariante Ableitung:
Mit (3.4.2) gilt:
(DV'foc/dt)(t0)=\'fcj.FPc(t0)+vcj(t0).ék(to).ijloc(to).Floc(to) .

Beniitzen wir im ersten Summanden den Summationsindex 1 statt j, so folgt

bei Herausheben
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DVio/dt=lv v i.ckT glocl.Foc .
Ist Vg _ ein Parallelfeld, so verschwinden nach Def.3.4.8 alle Koordinaten des
Vektors DVg /dt; fur die Existenz eines Parallelfeldes Vg _ ist also die
Existenz der Ldsung der m Differentialgleichungen
ifchvcj.ék.rj(loc=0, 1=1,...,m

notwendig.
Ergebnis: Gegeben: f, c; gesucht sind die Funktionen
v IR,
sodafd
Ve v AhFloc

ein Parallelfeld ist, also die Funktionen vl obige Differentialgieichungen
16sen.

Existenz von Paralleifeldern:

Wir betrachten die m linearen homogenen Differentialgleichungen 1.0rdnung
Vcb—xfci.ék.l"jkloc {I=1,...,m) (3.4.4)
fiir die Funktionen vl bei gegebenem c und f.
Nach ZBS existiert zu gegebenen Anfangsbedingungen
{tg,vty)seeesv @ (ty)]
dann eine eindeutige globale Losung, wenn die Koeffizienten
ék.I’j}oc ECO(I)
erfiillen. Demnach muB r®2 und sl vorausgesetzt werden, wenn r bzw. s
die Differentiationsklasse von f bzw. c bezeichnet.
Dann existiert genau eine Losung V. _ liber ganz I mit
VepcECHI) mit ti=min{r-1,s}.
Bem.: In obiger Anfangsbedingung konnte das m-Tupel (v 1{ty),...,v 2(ty)) als
ein "Anfangsvektor" V angesprochen werden.

Wir fassen dies zusammen in

Satz 3.4.2: Fiir feCr{U), r=2, f reguldr und ce€Cs(I), szl gilt:
Zu jJjedem Anfangswert (to,{f) mit t €1 und Q'ETc(m)f existiert genau
ein Parallelfeld Vg : I?Tf mit Vg €CHI) bei t:=mini{r-1,s} und
Vool to )=V,

{4) Was heiBt Parallelverschiebung:
Eine Parallelverschiebung ist eine Abbildung
Mt Toaon 2T oy Mit VET o 9% o (1):=Ve (t)),
wo Vg das durch (tg,V) eindeutig bestimmte Parallelfeld ist.
Speziell: Ist V=0, so erhidlt man das "Nullfeld”" als eindeutige L&sung, da die

Differentialgleichung homogen ist.

Genauer verstehen wir unter "Parallelverschiebung” eine stetige Schar von
Abbildungen i bei laufendem t; und festem t,

Satz 3.4.3: Die Parallelverschiebung )‘u:Tcm)f")Tcm)f ist ein orthogonaler
Vektorraumisomorphismus. 'Der Tangentialraum wird wie ein
starrer Koéorper bewegt, da Liangen und Winkel erhalten
bleiben."
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Beweis: -- ¢global, da nach Satz 3.4.2 zu jedem Anfangsvektor ¥V ein
Parallelfeld existiert.
-= Ay ist ein Homomorphismus, da:
Seien {’, W €T f; dann bleibt

A (@ VHEW )=k (V)48 (W)
zu zeigen. Dies gilt, da )\ﬂ(ﬁ') und ?\u(W) Losungen der linearen Differential-
gleichung (3.4.4) sind, und die L&sungsmenge von (3.4.4) Vektorraumstruk-

c(to)

tur besitzt.
-= A\, ist orthogonal:
Zum Nachweis studieren wir die Auswirkungen von A, auf ein inneres
Produkt: Seien V bzw. W Anfangsvektoren aus Tc(m)f und Vg bzw. W, die
zugehdrigen Parallelfelder. Differentiation nach t gibt mit der Produktregel
(Veoe Wine) =(Vigoe) o Wgoet Vo (Weoe) o ()
Nun gilt
(dVg/dt) W, =(DVg /dt). We .,
da der in dVg /dt enthaltene "Normalanteil” bei Skalarmultiplikation mit dem
Tangentialvektor Wg . ohnehin Null ergibt.
Da ferner V. _ ein Tangentialfeld ist, gilt definitionsgemdB DV, /dt=0.
Fiihrt man dieselbe Uberlegung flir den zweiten Summanden in (%} durch,
so ergibt sich
(Voo Weoe) =04
Damit ist das Produkt V. .W. von t unabhingig, also konstant.
Aus der Orthogonalitit folgt die Bijektivitdt. [J
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3.5 Geoditische Linien einer m-Fldche

Gegeben seien die Wege
f: U3RM, fECT(U) mit r=3 und
c: IPU, ceCs(I) mit s*2.
Wir setzen im folgenden
foc=icg ISRM.
Mit dem ersten Ableitungsvektor cg(ty) an einer Stelle t,€I erkldren wir den
im Kurvenpunkt c.(t;,) angehédngten
Tangentialvektor Cf(to) =(cg(ty); celto)).

Def. 3.5.1: (1) Die Abbildung
C, : I>Tf
hei3t Tangentialvektorfeld des Flichenweges cg=foc: I?R™
2) c; heit genau dann geoditischer Weg, wenn gilt:
(a) c; ist nicht konstant (<==> cgdI) ist nicht einpunktig);
(b) C, ist ein Parallelfeld (<==> DCy/dt=0 in I).

Bem. 3.5.1: (a) Jeder geoditische Weg ist reguldr (Immersion).
Bew. indirekt; angenommen es gibt eine Stelle ty €I mit c.(t;)=0. Folglich ist
f(to) =0 <==> ICf(to)l-O Da C ein Parallelfeld ist, folgt
WCeH=0 in I ==> c4=0 in I ==> cgkonstant in I,
und das ist ein Widerspruch zu Def.3.5.1. O

(b) Ist "Geoddtischer Weg" ein geometrischer Begriff:

(1) Bewegungsinvarianz: liegt vor, da die Ableitungsvektoren bei 1 "repro-
duziert" werden.
(2) Parameterinvarianz:
Sei c/=cor ein zu c; dquivalenter Flichenweg. Nach der Kettenregel gilt:

celty)=cdty).r(ty’) bei r(ty)=t,.
Wir benodtigen

Ef’(to’)=éf(to)'('-f(to’))z"éf(to)o:).'(to’)'
Hidngen wir diesen Vektor im Flachenpunkt cgt,) an und unterwerfen ihn
der Tangentialprojektion (=Homomorphismus), so folgt wegen

'c':f’(t y=(dcg'/dt’) (ty) )
(DC,/adt’ )ty )=(DCy/ At ) (tg ). (7(t ")) HCelty) 7 (ty’).
Da c, geodidtischer Weg ist, gilt
(DC,/dt’)(t,’)=0

und es bleibt ) _

(DCg/dt")(ty’)=Clty).7(ty’) (3.5.1)
und dieser Ausdruck ist i.a. von Null verschieden, sodaB# Def.3.5.1 fiir cf’
i.a. nicht erfiillt ist.
Der Begriff "Geodiatischer Weg'" ist also nicht parameterinvariant und daher

nicht geometrisch.

Def. 3.5.2: (1) cdI) heiBt Geoditische (geodidtische Linie, geodétische
Flichenkurve), wenn es einen zu c; #dquivalenten geoditischen Weg
gibt.
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{2) Jeder Parameter eines solchen Weges heifit natiirlicher Parameter.
Bem.: "Geoddtische" ist ein geometrischer Begriff.

Satz 3.5.1: Ein Parameter t einer geodatischen Linie ist genau dann natiir-
lich, wenn t proportional zur Bogenldnge ist.

Beweis: Wir fiihren den Beweis in zwei Schritten:

(a) 1.Schritt:
Sei c; ein geoditischer Weg und cf’=cf07 ein zu c; dquivalenter Weg. Wir
suchen nach Bedingungen fiir den Parameterwechsel 7y, mit denen c;/ wieder
ein geoddtischer Weg ist.

DefinitionsgemdB mufB3 dazu

DC,’/dt’=0 in I’
erfiillt sein. Dies ist nach Formel (3.5.1) und Bemerkung 3.5.1,(a) #dquivalent
zu

¥=0 in I’
Genau dann hat ;1’31 die Gestalt
7(t’)=u.t’+f mit o0,
da 7#0 unerlaBlich ist.
(b) 2.Schritt:

Wir zeigen: Die Bogenldnge ist ein natiirlicher Parameter.
Sei zum Nachweis c/(I) geoddtische Linie und mit Def.3.5.2 oBdA c; ein
geoddtischer Weg. Nach Def.3.5.1 gilt

DC,/dt=0 in L.

Daher kann

néfH=;a'1ER, u=const. in I
gesetzt werden.
Sei nun

7 Wy (t)i=at’ (=t) (%)
ein Parameterwechsel mit der Bauart aus Beweisschritt (a), der den Weg

cg'=coy: I'3RP
induziert. ¢’ ist nach Schritt 1 ein geoditischer Weg.
Nun ist
éf’(to,)=éf(to)-'}(to’):
folglich
ic /=l ch.ly Iza L=l in I’.

Damit ist die Bogenldnge und nach (¥) auch jeder zur Bogenldnge propor-
tionale Parameter ein natiirlicher Parameter. [J

Bem.: Um zu erkennen, ob cf(I) geodéatische Linie ist, braucht daher nur die
Bogenldngenparametrisierung untersucht zu werden.

Diskussion:
(1) Sei cg(I) geodidtische Linie und cgI?RM oBdA geoditischer Weg. Defini-

tionsgemal gilt DC;/dt=0 in I.
Man nennt c/(I) auch Autoparallelkurve.
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Bem.: Im R" spielen die geraden Linien die
Rolle der Geoditischen.

{2) Existenz von Geoddtischen (Wegen):

Damit cgI?R" ein geodatischer Weg sein kann, muB notwendig fir die
Flachenkoordinaten ¢J von Cf='cJ.Fjoc gemidfB Gleichung (3.4.4) die Differen-
tialgleichung

éhéiék.l‘jkloc=0 (3.5.2)
losbar sein.
Genauer handelt es sich um ein System von m linearen Differentialgleichun-
gen 2.0rdnung, wo cl,...,c® die gesuchten L&sungen sind; denn damit ist c
und folglich c;=foc bestimmt. »

ZWISCHENBEMERKUNG 16:
Es sei I ein offenes Intervall und t€l. Ferner sei UCR®™ eine offene
Teilmenge des R® und w=(wl,...,w2)EU. Dann heifit
dw/dt=f(t,w)
ein System von gewdhnlichen Differentialgleichungen 1.0rdnung, wo
f: IxUcCR »tlaRn
eine vorgegebene Funktion mit feC2(IxU) und s&1 sei.
Im Falle der Losbarkeit ist die "Losung" eine Funktion
g: JORD
mit (1) g(J)cU, JcI;
{2) dg/dt=f(t,g(t)).
Nach einem Ergebnis der Analysis existiert zu jeder Anfangsbedingung
{to€l; (W, wm)EU} mit g(tg)=(wl,...;we)
lokal um t;, genau eine Losung gE&Cs*(J).
Bem.: (a) La. ist J#I; die "GroBe" des Intervalls J hdngt von t; ab.
{b) -- s%1: eindeutige Loésung;
-- s=0: es existieren i.a. mehrere Losungen ("C® + Lipschitzbedingung”
reicht fiir die eindeutige Existenz).
ENDE DER ZWISCHENBEMERKUNG.

Wir schreiben Gleichung (3.5.2) um in eine Differentialgleichung 1.0rdnung,
indem wir setzen

cl=ivl =:f (vi,...,va); daraus folgt

{rl=-vj.vk.l‘.*loc =1, (tyvi,...,ve,cl,...,cB).
Wegen l=1,...,m haben wir nun in Summe 2m lineare Differentialgleichungen
1.0rdnung erhalten.
GemaB ZB16 bleibt nun

fjecl (j=1,2)
zu untersuchen:
-- f, ist linear in v}, daher €C®,
-- f, ist in vJ quadratisch; wegen I‘ﬁlecl"z(U) flir feCr(U) miissen wir daher
r*3 voraussetzen.
Als Anfangsbedingung wahlen wir
{tg cl(ty)reee,c®(ty); Clty)ye.rC®(ty)],

die offenbar einen Tangentialvektor festlegt.
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Nach ZB16 gibt es dann lokal um t, genau eine Losung
(€lyeneycm, cl,,.,,cB)ECSHL

dies bedeutet dann

(clyese,cm) ECT(T).
Nach Vorherigem gibt es zu gegebenem Anfangsvektor genau einen
geoditischen Weg; wodurch ist hingegen eine geoddtische Linie festgelegt?
Dazu die folgende Uberlegung:
Sei cgJ?Rm der zu dem gegebenem Anfangsvektor \Y eindeutig bestimmte
geodatische Weg. Zu AV gibt es dann (wieder nach Vorherigem) genau
einen geodétischen Weg ¢, mit cgJ)=c.(J).
Genauer gilt: c; und ¢, sind &dquivalente Wege.

Bew.: Wir definieren den Weg
cgi=coy mit y(t’):=A.t'=t.
Da 7y linear ist, ist nach Satz 3.5.1 c;’ wieder ein geodidtischer Weg.
Es ist fiir die Anfangsstelle ty&J
éf’(to’)=éf(to)-'}(to’)°
Wegen i:f(to)=\"/ erhidlt man
& (k)T
Ergebnis: Zu gegebener Flachentangente existiert lokal genau eine geoda-
tische Linie. OO

Wir fassen zusammen in

Satz 3.5.2: Auf jeder reguldren C™-Fliche (rx3) existiert zu jedem Tangen-
tialvektor als Anfangsbedingung lokal genau ein geod&itischer
Weg und zu Jjeder Flichentangente lokal genau eine geodatische
Linie; diese sind €Cr,

(3) Geometrische Kennzeichnung von geoditischen Linien:

Wir formulieren zuerst

Satz 3.5.3: (1) Jede geradlinige Flichenkurve ist Geoditische.
(2) In jedem Nichtwendepunkt einer Geoddtischen ist die
Schmiegebene zum Tangentialraum der Fldche orthogonal.

Beweis: (Ad 1) Eine geradlinige Fldchenkurve kann durch den Weg cgs IPRM
mit
ce(t):=f(a)+t.v
mit véER"M0} und (f(a);v)eT _f beschrieben werden.
Damit folgt
c;~v=const, c~0,

und schlieBlich Déf/dt=0 in I. Nach Def.3.5.2 ist c{I) Geoditische.

{({Ad 2) Vorerst eine Anleihe aus der Kurventheorie:
Wenn c:IPR" reguldar, dann kann oBdA fci=1 in I gesetzt werden. Fiir die
Begleitbasis gilt dann jedenfalls c1=i:, Cy=R:Con

Zuriick zu unseren Bezeichnungen:
Sei c,=foc:I?R™ ein geodidtischer Weg und c.(t;) kein Wendepunkt von c(I),
d.h. es ist nach (2.5.3) u,(t,)#0.
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Aus der Tatsache Lu.{ cg(ty),ce(ty)} folgt , daB c.(t,) ein reguldrer Punkt
von cg(I) ist. Wir konnen daher in einer Umgebung von ty ¥c =1 voraus-
setzen.

Wegen c.(ty)=(c.),(t,) folgt

déf/dt(to)=(cf)i(to)=nl(to)-(cf)2(to) .
ce ist geodidtischer Weg, also
DC,/dt(ty)=0 in I.
Genau dann ist )
dcf/dt(to)=(cf(to);“1(to)-(Cf)z(to)) Ech(m)fJ';
also ist die Schmiegebene, die von ja von (cg, und (c;), aufgespannt wird,
zum Tangentialraum ch(m)f orthogonal. 1

(4) Beispiele:

{(a) Die Geodédtischen einer m-Fliche in einem A® sind genau die geradlini-
gen Fldchenkurven.

Bew.: eine geradlinige Fldachenkurve ist nach Satz 3.5.3 Geoditische.

Dies sind alle, da zu einem gegebenem Tangentialvektor genau eine Fla-
chentangente (=Gerade des A®) und dazu nach Satz 3.5.2 genau eine Geodi-
tische existiert. O

{b) m=2, n=3:
Es sei cy(I) eine ebene, wendepunktfreie Flichenkurve.
Vor,: Die Tragerebene & von ct(I) sei langs ct(I) zur Tangentialebene nor-

mal.
Beh.: c.(I) ist Geoditische.
Bew.: Satz 3.5.3. O

So sind z.B. die Meridiane einer
euklidischen Drehfldache geoditische Linien.

{c) Gesimsflachen: Eine Fldche heiit Gesimsfliche, wenn eine stetige Schar
von Ebenen existiert, die die Flache orthogonal schneiden.
Nach (b) sind die so entstehenden Schnittkurven Geoditische.

Speziell: Verwenden als Ebenenschar die Ebenen eines Biischels, so er-
halten wir als Gesimsflachen die Drehfldche mit dem Biischeltrdger als
Achse:

Nach (b) sind die Meridiane einer Drehfldche
Geoddtische., Nun gilt weiters:

Ein Breitenkreis einer Drehfldche ist genau
dann Geodidtische, wenn die Meridiantangente
parallel zur Drehachse ist.

Wir erhalten z.B. Aquator- und Kehlkreise.
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Noch ein Hinweis: Bei Ansicht parallel zur Drehachse sind diese Kreise
Konturkreise, jedoch berandet der Umri3 nicht notwendig den Bildbereich;
daher ist die Eigenschattengrenze nicht notwendig Beleuchtungsgrenze.

Beispiel: Drehzylinder: c.(I)=Geodédtische <==>
c(I) ist -Erzeugende,

-Breitenkreis oder

~Schraublinie.
Bew.: (a) - eine Erzeugende ist Geoditische,
da sie eine gerade Linie ist.
- ein Breitenkreis ist Geoddatische, da die
MeridiantangentezErzeugende zur Achse par-
allel ist.
~ Schraublinie k: Aus der Kurventheorie (Kap.2.5) ist

T/n=const.
bekannt. Damit ist k Boschungskurve (d.h. der Bdschungswinkel a ist kon-
stant) (U11). Folglich gilt fiir die Hauptnormale
n=cty)+H{{cp),(ty)):

n ist orthogonal v (d.h. parallel n), wenn v einen Richtungsvektor der Zy-
linderachse bezeichnet.
Also ist die Schmiegebene normal zur Tangentialebene, und nach Satz 3.5.3
ist k Geoddtische.
{(b) Erzeugenden, Breitenkreise und Schraublinien sind alle Geoditischen
auf dem Drehzylinder: zu einer gegebenen Tangente existiert einerseits
nach Satz 3.5.2 lokal genau eine Geodatische und andererseits genau eine
der drei oben genannten Kurven. O

(5) "KURZESTE" (nach L. EULER):

Es sei cgI) eine Fldchenkurve mit cd0)=:p und
cg(l)=:q. Dann kann die Bogenldnge L}(c;) berech-
net werden. Daher die Frage:
Wann ist diese Bogenldnge minimal beziliglich Ver-
gleichskurven?
Wir betrachten deshalb eine Schar Acf von Vergleichskurven:

Acf: AISRP; A€)-g,e[  mit

Acd0)=p, rc,{l)=q tiir alle A;

ferner sei cf=°cf, d.h. c; gehort dieser Schar an.
Wir setzen voraus, daB >‘cf in allen Variablen, also auch in A €C1? ist.

Was bedeutet nun die Ungleichung

L}(*cp)aLl(c,) tiir alle A ?
(1767: ... ein Ansatz zur Variationsrechnung).
Unter diesen Voraussetzungen heiBt c; "Kiirzeste".
Als eine notwendige Bedingung flir die Kiirzeste ergibt sich

(dL3(*cz)/dn)(0)=0.
Bei weiterem Ausrechnen dieser Bedingung ergibt sich die EULERsche Dif-
ferentialgleichung dieses Variationsproblems, und diese ist die Differential-
gleichung der geodatischen Linien, sodaB gilt:
FEine Kliirzeste ist sicher Geoddtische.
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Vorsicht: Die Umkehrung ist falsch; es gilt genauer:
Wenn p,q "nahe”, dann ist eine Geodatische auch Kiirzeste.

Dazu ein Beispiel:
Wir betrachten eine 2-Sphidre S2cR3 und zwei Punkte p,q€S%
Die einzige Geoddtische durch p und gq ist
der durch p und q bestimmte GroBkreisbo-
gen, da nur bei GroBkreisen die Tragerebene
(=Schmiegebene) zur Tangentialebene normal

steht.

Liegen p und q nicht diametral auf der Kugel, so gibt es einen kiirzeren
und einen ldngeren Weg von p nach q lidngs des GroBkreises.

Betrachtet man den ldangeren, so kann man leicht die obige Behauptung
bestatigen.
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3.6 Wegunabhangigkeit der Parallelverschiebung

Es sei Vg :I°Tf mit NoV, =foc ein Tangen-
tialvektorfeld langs des Fldchenweges foc.
Nach 3.4 kann
Voo (to)=v ity ). Froc(ty)
gesetzt werden, wobei die Funktionen
v :kI3R

die Fldchenkoordinaten des Tangentialvek-
torfeldes darstellen.
Nach Def.3.4.8 gilt:

Vi ist ein Parallelfeld <==> DV /dt=0 in I
Nach 3.4 lautet die Differentialgleichung eines Paralielfeldes

\'rcl-c-vJ'.ék.I'jkloc=O, 1=1,...,m.

Da in dieser Differentialgleichung der Weg c eingeht, wird die Parallelver-

schiebung vermutlich vom Weg abhangig sein.

Beispiele:
{1) Wir betrachten eine m-Fldche im An:

Hier ist bekanntlich "d"="D"; also ist ein Parallelfeld V.. mit einem
elementaren Parallelfeld identisch (in jedem Punkt wird ein festgewdhlter
Vektor angehdngt), d.h. es ist

v =0, also vJ=const.
Damit ist hier die Parallelverschiebung wegunabhingig.

{2) Wir betrachten ein spharisches Dreieck NAB auf einer Kugel (besteht
aus drei Groflkreisbogen):

Nach Satz 3.4.3 ist die Parallelverschie-

bung ein orthogonaler Vektorraumisomor-

phismus, d.h. der Winkel eines (beliebig

gewdhlten) Tangentialvektors (hier zuerst

909, dann 0° gegen die Groflkreisbégen

bleibt bei der Parallelverschiebung fest.

Also folgt:

Die Parallelverschiebungen liangs der GroBkreisbdogen PAN und PBN liefern
stets (d.h. auch bei Wahl eines anderen sphiarischen Dreiecks) verschiedene
Tangentialvektoren in N. Damit ist die Parallelverschiebung wegabhidngig.

3)

Def. 3.6.1: Eine Parametrisierung einer Fldche hei3t kartesisch, wenn gilt:
8370 x

Damit folgt:

Falls kartesische Koordinaten existieren, 1ist die Parallelverschiebung

wegunabhangig.

Bew.: g‘ik=dijk induziert I'jk]=0. Damit reduziert sich die Differentialgleichung

eines Parallelfeldes auf v1=0, also v l=const; die Kurve ist damit weg. O
[+ [o}
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Beispiele fiir Flichen im R3, die kartesische Parameter gestatten:

(1) Zylinderflaichen mit reguldrem CL-"Normalschnitt" c{I};
OBdA. gelte lch=1 in I; oBdA. sei llal=1,
Normalschnitt heifit:

c.a=0 in I

Fur die Zylinderfldache
f{ul,u?)=c{ulj+u2.a
folgt damit
f,;=c und f,,=a.

Ergebnis: 8 =0 g

{2) Halbkegel mit reguldrer CL-Richtkurve c(I}):
OBdA. gelte lici=l in 1I; die Richtkurve liege auf der im Ursprung
zentrierten Einheitskugel, d.h. es gelte oBdA. icl=1 in I.
Wir setzen die Kegeifldche an durch
f(ul,u2)=udc(ul) mit U=IxR*,
d.h. die Kegelspitze (=Kugelmitte) fillt weg.
Dann folgt

f,;=uzc, f,,=c.
Folglich gilt wegen c.c=0
g,,=(u?)?, g,,=0, g,,=1.
Damit ist diese Parametrisierung der Fliache noch nicht kartesisch; letzteres
werden wir durch einen Parameterwechsel erreichen:
Statt des Parameterwechsels ¢:U»U betrachten wir lieber
-1 U>U’ mit ul:=u2.sinul,
u?:z=u?.cosul. ("Polarkoordinaten™).
Nun muf3l aber zuerst nachgepriift werden, ob ¢-1 tatsachlich ein Parameter-

wechsel ist:
—-Wegen ¢-1€C® paBt die Differentiationsklasse;

——¢-1 ist regular, da:
Die Jacobimatrix J*P'l von ¢-1 lautet
~-uZsinu! u?,cosul
cosul sinul
Wegen deth,-1=-u2=l=O in IxR* ist v-! und damit ¢ ein Parameterwechsel.
Bleibt zu zeigen: ¢:U>U ist "der richtige":
Nach 3.3 gilt ja

g"j;kFg“jk.uj,j,.uk,k, (*)

Wir benotigen also die Ableitungen uj,j des Parameterwechsels ¢, studieren
daher die Jacobimatrix J,P von ¢ (invers zu J&P‘l):

-sinul/u2 cosul
cosul/u2 sinul
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Unter Verwendung der vorhin berechneten 8 ergibt sich schlieBlich gemiR
(*)
g’ p=(u?)?2.(-sinul/u?)?+1.(cosul)?=1 ,
und analog
8’1270, 875,=1.
Ergebnis: Damit gestatten derartige Halbkegel kartesische Parameter.

Bem.: Der Flachler kann in solchen Fillen nicht unterscheiden, ob er lokal
auf einem Kegel, einem Zylinder oder in einer Ebene ist.

Satz 3.6.1: Auf einer reguliren C2-m-Flidche 1'st die Parallelverschiebung
genau _dann lokal wegunabhdngig, wenn in der Umgebung jedes

Puniktes a€U stets eine kartesische Parametrisierung existiert,
d.h. wenn die innere Geometrie "lokal euklidisch" ist.

Beweis: Falls kartesische Koordinaten existieren, so ist nach Bsp.3 die Par-
allelverschiebung wegunabhingig.

Umkehrung:
VOR.: oBdA. sei nun die Parallelverschiebung im zusammenhingenden Gebiet

wegunabhingig.

BEH.: in U existieren kartesische Koordinaten.

Unser Ziel ist daher ein geeigneter Parameterwechsel y. Wir fiilhren dazu
den Beweis in 3 Schritten:

Schritt 1: Sei a€U reguldr; genau dann ist bekanntlich {F,(a),...,F_ (a)}
eine Basis des Tangentialvektorraumes T f von f(a) in f(U). Nach SCHMIDT
existiert in T, f die ONB

{5 V15’=1,ml). ]
Wir betrachten nun Parallelfelder Ve 2u diesen Anfangswerten @V d.h. es
ist
@Vel@)=pV

und zwar flir beliebige Fldchenkurven
durch f(a)ef(U).
Nach Voraussetzung ist mvf nur von
Anfangspunkt a€U und Endpunkt beU
abhiangig:

(j)\’f: U->Tf mit 0,)V'f—“(f)v1.Fl R
wobei hier im Gegensatz zu 3.4

1
(Ju)V. U-)R )
und nicht IR gilt.
Nach Satz 3.4.3 ist die Parallelverschiebung ein orthogonaler Vektorraum-
isomorphismus, damit ist
{(J.,)Vf(b)lj’=1,...,m] fur alle beU

stets eine ONB in T, f, d.h. es ist

V

7 - ; Tk
Ve * (k’)‘f"dj’k’ in U. (¥)

Nach 3.4 ist ein Tangentialvektorfeld V. _:I°Tf {(lings eines Flachenweges
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foc) mit V. _=v LFoc genau dann ein Paralleifeld, wenn in I v 4vi.ckT ,loc=0
foc” "c*' 1 c jk

Wir schranken nun (J-,)Vf auf eine beliebige Flachenkurve foc:I°R" ein, d.h.
es ist
@ Vil )= Vioc(t). Froc(t) .

Wegen (Kettenregel)
V=l

......

lautet die Differentialgleichung (#%) nun wie folgt:
v, ék.l"jkloc=0 .

vioc) = (j,)vl,koc. ck

1 Sk
G Vioc K o)

Umformen ergibt
ck. (0,)v1,k+0.)vj. r J.kl)oc=0.

Da diese Beziehung flir beliebiges ¢ und ferner filir alle a€U gilt, folgt die
Bedingung

0,)v1,k=—0,)vil‘jk1 mit j'd,k,1=1,...,m (Fk*)
Bisheriges Ergebnis: Die Parallelverschiebung ist genau dann wegunab-
hdngig, wenn die Bedingung (*#%) flir die bekannten Funktionen O.)vle-)R
erfillt ist.
Diese Bedingung soll die Existenz eines PW ¢ (wie in Bsp.2) sichern:

Schritt 2: Wir wahlen den Parameterwechsel ¢ so, dal die neuen Basis-
felder F’j, die Paralleifelder (J-.)Vf aus Schritt 1 sind, d.h.
F’J,=(j,)Vf fir j'=1,...,m.

Nach (*) gilt dann namlich g’j,k,=6jk, , und das ist ja unser Ziel.
[Nach 3.3, Diskussionspunkt 2 besteht im Falle eines Basiswechsels wegen
vLf,=vK.f’,, die Umrechnung vi=v¥.ul, .}
Unsere geometrische Forderung lautet
L vE'=g K,
Einsetzen ergibt ) J
U:)Vl'-:é jk,' ul,k,zul’j, .

Damit mufl der Parameterwechsel ¢:U’=»U mit

(ul”".’um’)-.-)(ul(ul"."’um’)’.”,um(ul”"_’um’))
die Differentialgleichung

uly‘j’-—'ox)vl y 1=1,-..,m (4*)

mit den bekannten Funktionen (J.,)vl erfiillen.
Genauere Auskunft gibt uns

ZWISCHENBEMERKUNG 17:
Seien USR= und UcSRn offene Gebiete {damit ist UxU offen in Rmnj,
Ferner seien
f=(f 1) UxU SRD, j=1,e,m
m Funktionen mit den n Koordinatenfunktionen
A fj"‘: UxU =R
gegeben, wobei wir fj"‘ECS(UxU) mit s®*1 voraussetzen. DannﬂheiBt
Bz/au-i:fj(u,z) mit u=(ul,...,ud)ev, z={(zl,...,zn)eU ,
az“/au-i:fj“(ul,...,u"‘,zl,...,z“) y u=1,00,n; j=1,...,m
ein totales System von partiellen Differentialgleichungen 1.0rdnung.
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Dabei sind alle 1l.Ableitungen der =zu bestimmenden Funktion z={z!,...,z")
bekannt.
Gesucht sind n Funktionen

g% (ul,...,um): U3R , «=1,...,n ,
die in die Differentialgleichung passen, d.h. fiir die

ago‘/auj:fj(x (ul,...,um,gl(ul,...,um),...,gn{ul,...,ur))

Zur Losung bendtigen wir Anfangsbedingungen

(Ulyene,um )€U

(Zyeny22) €U, also g% (Ul ,...,um)=2%,
Fir eine C2(U)-Losung z% ist nach SCHWARZ die

Integrabilititsbedingung

z® ’pq:za ‘qp

notwendig.

Diese Bedingung mulB spidter noch in Bedingungen fiir fj"‘ umformuliert
werden.

Nach FROBENIUS ist die Integrabilitatsbedingung auch hinreichend (was fiir
uns wichtig sein wird).

In Kurzform giit also: Ist die Integrabilitdtsbedingung in UxU erfillt
und ist fj“ECS(UXG), s*1 , dann existiert zu jeder Anfangsbedingung lokal
eine eindeutige Ldsung g¥eCst],

ENDE DER ZWISCHENBEMERKUNG.

Schritt 3: Das System {4%) ist also ein totales System. Um von den Be-
zeichnungen aus der Zwischenbemerkung 2zu unseren Bezeichnungen zu
gelangen, mull gesetzt werden

z%»ul , («?], n®m)

u»ul |,

£52 vt
Jetzt sind nach ZB17 die Integrabilitdtsbedingungen durch Nachrechnen zu
liberpriifen, d.h. ob ul,pq.=u1,qp'

ul 'pq’ =(ul ’p’ )’q ’(4*)'(p )V 'q’ (KR)z(p’)vl’k'uk’q’ *
Mit (%%%) und (4%) folgt
W™= VL gt @)V
also
Wh o= Vi VT
Da wir im Satz eine C2-Fliche vorausgesetzt haben, gilt ij1=l‘kj1; folglich
sind die Integrabilitdtsbedingungen erfiilit.

Nach ZB17 existiert lokal eine CZL&sung .

AbschlieBend bleibt der Nachweis der Regularitat von y:
Dazu betrachten wir
detJy, (a’)=det(uk,k.(a’))=(4*)=det[(k,)vk(v(a’))] .
Da es sich hierbei um die Determinante des Basiswechsels
{F1(a)seensF (@) 370 1 Vseeya V)
handelt, gilt
deth,(a’)#O.
Dann ist detJQP sogar lokal um a' von Null verschieden.
Also ist ¢ ein Parameterwechsel, der nach Konstruktion g’jk,=6j,k, gewahr-
leistet, sodaB kartesische Koordinaten existieren. 1
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Bem.: Im Schritt 1 des Beweises zu Satz 3.6.1 wurde das System
1 —_ -3 1 a1
(J.,)V ’k" 0))VJ'rjk (*)
betrachtet. Wir ersetzen die Bezeichnungen von ZB17 durch
z""->(j,)v1 {w])
fj“'* —U.,)vk.l"j(l(ul,...,um,(j,)vl,...,u,)vm) .
(*) ist nach Voraussetzung integrabel; uns interessiert daher die Gestalt
der Integrabilititsbedingungen:
Nach ZB17 (SCHWARZ) gilt fiir jede Losung gf{u) mit ﬁg"‘/’auj:fj“(u,g(u)‘)
+ X — X
B pg"8 ‘qp *
Dies bedeutet:
(g“’p)’q:(fpu(ul,".’um’gl(ul’."’um)’.__,gn(ul’“_,um)))’q .
Da u={ul,...,u®) und z{u)=(gl(ul,...,u?),...,g"{ul,...,u®)) unabhingige Variablen
sind, folgt mit der Kettenregel
g“,pq:fpa,q+(afpu/’5zﬁ)_(azﬁ/auq) .
Vertauschen wir p mit g und beniitzen azﬁ/au‘?l:fqﬁ und die Integrabilitats-
bedingung, so folgt insgesamt
£ %t &gt (af F/azF ). F(af &/azF).f F=0 in UxU. (¥%)
Also: Die Parallelverschiebung ist genau dann wegunabhidngig, wenn diese
Integrabilititsbedingungen erfillt sind.
Nun die angekiindigte Substitution:
[0 - j 1 .
fp ’q » ﬁ(j’)w'rip’q ? . .
« - T .1 K =g J — .
of ¥ /éz *-> 3 3yVIT P/ 8 yvF ==6 AT J=-T 1 (8 = k)
Damit folgt mit (#%):
- irT. 1 iT.1 1 ko[, 1 K=
OV gtV T et T Vi T e g () V& T 5p*=0
Herausheben ergibt
- j 1 1.1 1T kT, 1T . k}=
0-.)VJ.(I‘J.p a1 st kg T o5 Tip™T 5 )=0 .
Nennen wir den Ausdruck in der Klammer
1 (; - 1
Ripg (i.d. Physik: Rjup)’
so ist obige Gleichung mit
ijq1=o s L,),Pyq=1,eee,m
aquivalent.

Wir fassen zusammen in

Satz 3.6.2: Die folgenden vier Aussagen sind dquivalent:
(1) Die innere Geometrie einer reguliren C3-Fliche ist Ilokal
euklidisch.
{2) Die Parallelverschiebung ist lokal wegunabhingig.
{3) Es existieren lokal kartesische Koordinaten.
{4) ijq1=0 in U fir alle j,p,q,i=1,...,m.



3.7 Abbildungen aus m-Fldachen

Es seien f(U) und f(U) zwei m-Flichen aus CT mit r&l; f,f seien injektive
Immersionen. Ferner sei

a f(U)>T(U)
eine Abbildung von f(U) in ;'(fJ).

Def. 3.7.1: (1) Die Abbildung
A:=f-lowof: U-U
heit Koordinatendarstellung von a beziiglich f und f.
{2) « heiBt in p=f(a)ef(U) s-mal stetig differenzierbar :<==> A ist in
a€U s-mal stetig differenzierbar (bei s<r).
{3) « heiBt in p=f(a) reguldr :<==> A ist in a€U regulir.

Bem. 3.7.1: Ist die Definition sinnvoll?
Wir wahlen zwei C~DM ¢, ¥ als Parameterwechsel, d.h.
f’=foyp, f’=fopy.

(Ad 2) Dann gilt analog
A’=f"-lowof’=§ “Iof- loaofoy=¢ ~loAoy.
Wegen $-1,p€CTr und AECs gilt bei sfr (s>r sinnlos):
A€ECs ==> A’eCs,
(Ad 3) Bekanntlich ist nach Rechenregeln mit Determinanten
det.JA.=(detJ;-1).(detJA).(detJv);
da ¢ und ¥ reguldr sind, bleibt:
detJ,#0 <==> detJ,#0.
Ziel; Fiur gegebenes o wollen wir A "méglichst einfach" haben, d.h. ui=uJ,
d.h. « soll durch gleiche Parameter (Koordinaten) beschrieben werden.

Bem.: Ist f(U) eine Cr-Fldiche und s#r, so werden wir in Hinkunft f(U) auch
als Cs-Fliche auffassen; diese gestattet "mehr” Parameterwechsel.

Satz 3.7.1: f,?‘ seien injektive Immersionen €Cr mit r*l; ferner sei w:
f(U)-ﬁ'(fJ) reguldr €C8 (l€sér). Dann gilt:
FaBt man f(U) und f(U) als CeFlidchen auf, so existieren lokal
Parameterwechsel so, da3l « durch gleiche Parameter beschrie-
ben wird.
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Beweis: Sei a€U reguldr fiir A <==> o ist reguldr in p=f(a). Nach ZB12 ist A
sogar lokal in U/ U ein DM; wir
nennen ihn AlU_ UA(U,)<U.
Wir beniitzen nun AlIU_=§ als
Parameterwechsel auf der Fliache
f(U); die Fliche f(U) bleibt un-
verandert.
Damit gilt in U
A’=g-loAoy=A-loAo idy=id, ,
woraus sofort uwi=ud fir j=1,...,m folgt.
Also wird « lokal um a durch gleiche Parameter beschrieben. O

Bem. 3.7.2: {(a) Es ist auch £,f€C®, «€C® moglich. Auch dann ist lokal die
Beschreibung durch gleiche Parameter moglich.

{b) In Satz 3.7.1 wurden f,?" als injektive Immersionen vorausgesetzt.
Sind die Immersionen f, f nicht (global) injektiv, so sind sie jedenfalls in
der Umgebung eines reguldren Punktes a€U bzw. acu lokal injektiv.
Folglich ist auch in diesem Fall lokal die Beschreibung durch gleiche Koor-
dinaten méglich.

Abbildung von Tangentialvektoren

In p=f(a)ef(U) existiere der Tangentialvektorraum Tf. Sei X €T f ein
beliebig gewahlter Vektor aus dem Tangentialvektorraum.
Wir wollen nun vermoge der

Abbildung «wf(U)» £(U) jedem

solchen Vektor X, einen

Bildvektor im Tangentialvek-

torraum TA(E)I" von ?’(I_J) in

u(p)€ £(U) zuordnen. Zu die-

sem Zweck legen wir durch

p=fia) eine Flachenkurve

ce(I)cf(U), die in p X, als

Tangentialvektor besitzt; an-

schlieBend wird cg(I) abge-

bildet. Genaueres in

Def. 3.7.2: Die Abbildung
Tl 2 Tyef

K ypt
mit
X,=(cd0);84(0)) » a (X )i=(a0c(0); (socs) (0))
heiBt derivierte Abbildung von a in p.

Satz 3.7.2: (1) G ist ein von der zuldssigen Auswahl der Flidchenkurve
cg(I) unabhiéngiger Vektorraumhomomorphismus.
{2) G ist genau dann ein Isomorphismus, wenn « In p reguldr
ist.
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Beweis: Sei Xp ein Tangentialvektor aus T,f mit der Darstellung

Xp=v1.F1(a) mit p=f(a).
Als Flichenweg wihlen wir cgISR? mit

X, =C(0)=(cy(0); ¢0)).
Damit gilt flir die Fldachenkoordinaten v! von X,

vi=c0), (1=1,...,m) (%)
Definitionsgemdfl ist u*p(Xp) ein Vektor in TA(S);', gestattet daher die Dar-
stellung

®ap(Xp)=VLF)(8) bei &:=A(a). (*%)
Wie sehen nun die Fldchenkoordinaten ¥l aus?
Dazu betrachten wir
aoc ;~aofoc= fof-losofoc= foAoc .
Differentiation nach t ergibt
(woc,) " (0)=(fohoc) (0)=(at/aal) (a). (eal/aud) (a).(eci/at) (0),
also gilt
(xocy) " (0)=1,,(3).T%,(a).c¥(0) .
Ein Koeffizientenvergleich mit (#%) ergibt
?fhﬁl,j(a).éi(O).
Wegen (%) ist
V=T, (a)ovi (k)
was die Unabhédngigkeit des Vektors u,,p(Xp) von c bedeutet.
Wegen der Darstellung (#¥#%%) ist %ap ein Vektorraumhomomorphismus.
&4 ist ein Isomorphismus <==> detJ,(a)#0 <==> « ist in p=f(a) regular. W]

Bem. 3.7.3: Wird « durch gleiche Koordinaten beschrieben, d.h. gilt ﬁl,j=6j1 ,
so lautet (¥%%) ¥l=vl , d.h. nun wird Gap durch gleiche Flachenkoordinaten

beschrieben.

Def. 3.7.3: (1) Ist «y, fir alle p ein orthogonaler Vektorraumisomorphismus,
so heiBt « eine lokale Isometrie.
{2) Ist « bijektiv, so heilt « eine Isometrie.

Bem. 3.7.4: (a) Ist « lokale Isometrie, so folgt mit Def.3.7.3 und Satz 3.7.2,
dal « flir alle p reguldr ist.
{b) In einer Umgebung ist jede lokale Isometrie eine Isometrie.

Satz 3.7.3: « werde durch gleiche Koordinaten beschrieben. Dann gilt:
« Ist genau dann lokale Isometrie, wenn gjk(a)='g"k(a) gilt.

Beweis: (a) VOR: « ist lokale Isometrie. BEH: gjk(a)=§‘k(a).
BEW: Definitionsgemédfl ist Cap fiir alle p=f(a) orthogonal, d.h. es ist
lla*p(Xp)“:llXp" fir alle XpETaf (*)
mit den Darstellungen
Xp=V1.F1(a) , u*p(xp)=V1.F1(a)
(gleiche Fliachenkoordinaten nach Bem.3.7.3). Nach 3.3. gilt
o (X, ) 2vivk By (a)  (4%)
1X 82=vivk. g, (a) (*%)
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Da (*) fiir alle Tangentialvektoren aus T, richtig ist, kdnnen wir
speziell (vi,...,vm)=(1,0,0,...,0) wdhlen: dann ist
Xp=F1(a) und u*p(Xp)=F1(a).

Daraus ergibt sich
g, (a)=g,,(a).
Auf diese Weise gewinnt man jedenfalls
g,;(a)=By(a). (%)
Sei nun (vi,...,v®)=(1,1,0,0,...,0), so ist
X =F (a)+F,(a) und a, (X )=F,(a)+F,(a).
Daraus ergibt sich mit (k#%#*)
81,(a)=g ,(a) usw,
sodafl sich auf diese Weise
gy (a)=84(a) fir j#k
bestdtigen 14Bt.
Durch Abanderung der speziellen Wahl von (vl,...,v®) gelangt man (in
endlicher Zeit) zur Behauptung.
{b) Unter der Voraussetzung gjk(a)=§j{(a) folgt mit (**) die Behauptung. O

Bem. 3.7.5: Falls eine lokale Isometrie existiert, so bedeutet dies nach Satz
3.7.3, dal die innere Geometrie lokal iibereinstimmt.

Def. 3.7.4: Eine m-Fldche heifit abwickelbar, wenn sie lokal isometrisch zum
m-dimensionalen euklidischen Raum ist.

Bem. 3.7.6: Sei feC2(U). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

{1) f(U) ist abwickelbar.

{2) Die innere Geometrie von f(U) ist lokal euklidisch (Def.3.7.4, Bem.3.7.5).
{3) Es existieren lokal kartesische Koordinaten (Satz 3.6.2).

{4) Die Parallelverschiebung ist lokal wegunabhingig (Satz 3.6.2).

{5) ijq1=0 fir alle Indexkombinationen (Satz 3.6.2).

Damit kédnnen wir formulieren:

Satz 3.7.4; Fine reguldre C%Fliche ist genau dann abwickelbar, wenn die
Parallelverschiebung lokal wegunabhdngig ist.

Beispiele: m=2, n=3:

{(a) Zylinderflichen mit regulirem Cl-Normalschnitt (nach 3.6).

{b) Halbkegel mit reguldrer Cl-Richtkurve (nach 3.6).

{c) Halbtangentenflichen von reguliren wendepunktfreien CZ-Kurven im R3:
Bew.: Sei c(I)cR3 eine solche Kurve. Da c(I) reguldr ist, kann oBdA.

hci=l in I gesetzt werden. Da c(I) wendepunktfrei ist, gilt mit 2.5 »>0.

Wir setzen flir den Kurvenparameter ul:=t. Dann gestattet die Halbtangen-

tenflache die Darstellung
f(ulu2)=c(ul)+uzc{ul)
mit ulel und u2éR* (der Kurvenpunkt ist also weggeschnitten).
Beniitzen wir aus der Kurventheorie die Beziehungen c=c; und c=c =n.c, ,
so erhalten wir
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f,j;=ctu? c=c,+uzn.c, bzw. f,,=¢=c, .
Daraus folgt wegen c c=0
g11=1+(u2-")21 81571, g85=1. (¥)
Damit ist A=(u2n)2>0 und folglich f tatsachlich regulir.

Wir konstruieren nun eine lokale Isometrie in die euklidische Ebene:
also: gesucht ist eine reguldre ebene Kurve ©(I) mit T€C 2(I) und H¢T B=1,
Zusétzlich fordern wir n(ty)=(ty).

Damit ist folgender Ansatz fiir © méglich:
T (tg)=(cose(ty),sine(ty)); ¢€CYI).
Differentiation nach t ergibt
T (t g)=(-sine(ty).e(ty),cose(ty).v(ty)).
Wegen I #z=1 in I ist
Atg)=NE " (tg)h=lg(t o),
also nach Forderung
Po(t o) I=n(ty)>0 .

OBdA. sei sogar

‘P(to)zn(to)s
da wir andernfalls einen Parameterwechsel t»-t dazwischenschalten kdnnen.
Integrieren wir die letzte Gleichung, so gilt

T:t°
e(tg)=fn(r).dr
=0
Wir erhalten schlie8lich:
o u % u
E(t0)=[f (cosfu(-r)d'r)du R f(sinf'n(T)dT)du )
0 0 0 0

Nun folgt eine Parametrisierung eines Bereiches der euklidischen Ebene:
Eine Halbtangentenfliche der ebenen Kurve ¢{(I) gestattet die Darstellung
T (ul,u?)=t(ul)+u2.z (ul) .
In Analogie zum Vorherigen findet man
2,71+ (u.i) =14(udn) 2, 8,71, 8,51
Ein Vergleich mit (%) zeigt
g5 =§jk in entsprechenden Punkten.

Da wir beide Halbtangentenflichen durch die gleichen Parameter ul, u?
beschrieben haben, folgt aus Satz 3.7.3:
Die durch ul,u? beschriebene Abbildung « ist eine lokale Isometrie. Gem&RB
Def.3.7.4 ist die Halbtangentenfliche abwickelbar. O

Bemerkung: Bisher haben wir drei Beispiele von abwickelbaren Flachen ken-

nengelernt. Wir werden spdter zeigen, daB dies im wesentlichen alle abwik-
kelbaren Fldachen sind.
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IV

KRUMMUNGSTHEORIE
DER
HYPERFLACHEN






4.1 Die WEINGARTEN-Abbildung

Sei UcRm ein offenes Gebiet bei m=n-1. Ferner sei f:U®Rnh eine reguldre
Cr(U)-Abbildung mit r=1. Bekanntlich gilt:
a ist reguldr fiir f <==> {F,(a),...,F (a)} ist eine Basis von T[f.
Da f reguldr vorausgesetzt ist, gilt diese Aquivalenz fiir alle a€U.
Da T, ein (n-1)-dimensionaler Vektorraum ist, muB der Normalvektorraum
T f* eindimensional sein; wir konnen ihn daher durch einen (vom Nullvektor
verschiedenen) Vektor
Nga)=(f(a);ng(a))

festlegen, wobei wir fordern:
{1) WNg(a)i=1 fiir alle a€U;
{2) {F,(a)s.sFy(a),Ng(a)} ist in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem.

Nach ZB7 in 2.4 gilt

ng(a)=f, (a)x...xf, (a)/if, (a)x...xf, (a)l.
Ebenfalls nach ZB7 gilt
ity (a)x...xf, (a)d2=F(f, (a),.., £, (a))=det(gy(a))=4(a);
Wir erhalten:
ng(a)=4(a)-1/2 (£, (a)yme, fyq(a)).

Def. 4.1.1: Die Abbildung
N¢ : USTR® mit NoNg=f ,
a€U » Ny(a)€T, Rn
heiBt Normalvektorfeld lings f.

Folgerung: N.CTYU).

Bem. 4.1.1: (a) Ist N; ein geometrischer Begriff?
--N, ist bewegungsinvariant.
—-Untersuchung der Parameterinvarianz:
Sei f’=foy ein zu f dquivalenter Weg. Nach 3.3 gilt

f,yjn(a,)=f1j(a)-ujsj'(a’) ’
wo uJ',j(a’) ein Element der Matrix Jv(a’) ist.
Wenn nun detJv(a’)>0, dann ist

{f,,(8)seee, fy,(a)} » {£,,(8%)50e, £7y,.(a")}
ein gleichsinniger Basiswechsel in T, f, woraus
N¢(a)=Ng, (a’)

folgt.
Analog erhdlt man bei detJv(a’)<0 dann
Ng(a)=-Ng.(a’).
Zusammenfassend gilt
Nf(a)=sgn[detJ,' (a’)] Ng.(a') .
Wir erkennen:

N; ist ein geometrischer Begriff der orientierten Hyperflache.

{b) Wir verwenden speziell eine EULER-Parametrisierung
f(ul,...,ud)=(ul,..,umz(ul,...,un)).
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Das ergibt
f,1=(1,0,...,0, Zyl)
f!z=(0’13---’0’ Z)z)
£,05(0,0,000s1, Z,,).
Nach ZB7 folgt

1 00 .....0 Zay |
o010 .....0 z,z;ij
O A
0 00 .....1 z,!
L(-:_-_1 e, e, . ey em_lJ
Nach formaler Entwicklung dieser Determinante erhdlt man
Fyyxeeaxfy (=(=2y; 5 =Zyp 5 ooy =Zy, 5 1)
Daher gestattet n, die Darstellung
NFE(=2y; geees=Zyg 1)/ (25, 0tz 2 1)V/2,

{c) Wir betrachten eine Hypervarietdt F-10 mit
F: R™R; F(x},...,x®)=0 €R.
Nach Bem.3.1.7,(b) ist ein Punkt p&F-10 genau dann gewdhnlich, wenn
(Fil(P) geeey F’n(p))*(o"°"0)
ist (J,(p) besteht hier nur aus einer Spalte); oBdA. gelte (9F/axn)(p)#0.
Nach Satz 3.1.3 existiert lokal in einer Umgebung U von p eine EULERpara-
metrisierung
f(ulye.,um)=(ul,...,u?,z{ul,...,u?))
derart, daB
Fof=0 in U
gewdhrleistet ist. Setzen wir a:=(ul,...,u®), so kénnen wir auch schreiben
F(a,z(a))=0 fiir alle acU.
Differenzieren wir diese Identitdt partiell nach uj (KR), so findet man
0=(aF/ax d)(p)+(aF/axP)(p).(9z/aud)(a) .
Wegen niz/au-i=z,.i gewinnt man daraus
z,5(a)==F,y(p)/Fy,(p) .
Verwenden wir die in (b) erhaltene Darstellung fiir n, , so bleibt nach ein-
facher Umformung
ny(a)=gradF(p)/fgradF(p)¥.

Sphiarische Abbildung einer H rflache

Sei Nf(a)=(f(a); ng(a)) der im Flichenpunkt f(a)=p angehéngte Normalvek-
tor von T,f. Hingen wir fiir alle a€U den Vektor ni(a) im "Ursprung" O&R®*!
an, so wird dadurch eine Punktmenge auf der im Ursprung zentrierten
Einheitssphidre SmcR®#¥ definiert. Nennen wir diese Abbildung o, so wird
also jedem Punkt péf(U) ein Punkt o(p)ES® zugeordnet.

Nun besitzt die S® in o(p) einen Tangentialvektorraum T, n, Folglich
existiert auch die derivierte Abbildung g,, von @ in p, die jedem Tangen-
tialvektor X €T f den Tangentialvektor a,,p(}\{p)ETanf zuordnet.
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Def. 4.1.2: Die Abbildung
a : f(U)S=
mit
f(a)=p » a(p):=n,a)
heilt sphédrische Abbildung von f(U).

Bem. 4.1.2: {(a) Die spharische Abbildung wurde fiir n=3 von GAUSS einge-
fiihrt.

{(b) ¢ wird durch gleiche Parameter beschrieben, da S® durch nge para-
metrisiert wird; deshalb haben wir den Tangentialvektorraum wvon S® in
o(p) mit T,n; und nicht mit TA(&)nf bezeichnet. Aus Bem.3.7.3 folgt:

Die derivierte sphirische Abbildung T up wird durch gleiche Flachenkoordi-
naten beschrieben.

Identifiziert man die nach Entstehungsgeschichte parallelen Tangentialvek-
torrdume T f von f(U) in p und T,n; von S® in o(p), so erhdlt man die
Selbstabbildung

Oupt Tof 2T f
die nach Satz 3.7.2,(1) ein Vektorraumendomorphismus ist.
Bem,: Da ¢ nicht notwendig reguldr ist, ist o, nicht notwendig ein Auto-
morphismus (vgl. Satz 3.7.2,{2)).

P

Def. 4.1.3;: Die Abbildung
wy Tf 2 Tf mit oi=-0,
heit WEINGARTEN-Abbildung von f(U) in p.

P

Bem. 4.1.3: (a) Betrachten wir eine m~-Fldche
in einer Hyperebene, also einen Teil der
Hyperebene. Dann gilt
nf=konstant;
also ist das spharische Bild einpunktig.
Wir sagen: Die "Kriimmung miBt" die Abweichung der Hyperfliche vom Tan-

gentialraum; dies spiegelt sich in o, wieder.
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{b) KoordinatenmidpBige Beschreibung von Wy
Sei XPETaf bei p=f(a); Xp gestattet die Darstellung

Xp=viFj(a) .
Da nach Bem.4.1.2 Tup durch gleiche Fldchenkoordinaten beschrieben wird,
folgt fir o*p(Xp)ETaf

) 0 p(X,)=viF (a) .
Wegen Nf,j(a)=Fj(a) gilt
up(Xp)=—vJ'.Nf,j(a) .
Speziell gilt daher
wp(Fy(a))=-Np,{a) .
{c) Nach Bem.4.1l.1,(a) ist w, ein geometrischer Begriff der orientierten
Hyperflache.
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4.2 Eigenwerttheorie der WEINGARTEN-Abbildung

ZWISCHENBEMERKUNG 18:
Gegeben sei ein m-dimensionaler reeller Vektorraum V und ein Endomorphis-
mus

w: VIV,

Ein Vektor vE€V heif3t Eigenvektor genau dann, wenn gilt

{1) v#0 €V

(2) «(v)=c.v;
¢ heit dann zugehoriger Eigenwert, dabei ist c=0 moglich.

Sei {a;...,a,} eine Basis von V. Fir einen Eigenvektor ve€V mit der
Darstellung v=v-i.3..j gilt dann
a(v)=a(v J'.aj)=v5.u(aj)=vj.hjk.ak;
c.v=c.viaj=c.6jk.ak .
Daraus folgt
V-J'.(hjk—c.djk)=0, k=1,...,m.
Dabei existiert genau dann eine nichttriviale Losung dieses linearen Glei-
chungssystems, wenn
det(hjk—c.d jk)=0.

Ausfiihrlich bedeutet dies

r}-lll—c hlzu ¢ o o s s s hlr

h! hZc...... h,m®
O=det |« v v e v v v v v v v o 0] =

hy! h?2.......ho"c

m
=(-1)®.c®+(~1)=Lcm-1Th i +...+det(hjk)=0
i=1
Diese Gleichung heiBt Eigenwertgleichung, der Ausdruck links vom Gleich~-
heitszeichen heiBt charakteristisches Polynom.
Die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms heilen auch Kriimmungs-
groBen.
Bem.: Eigenwerte, Eigenvektoren und KriimmungsgroBen haben basisunab-
hidngige Bedeutung.
Namensgebungen:

n
(1) Ihi =:Spa ..... Spur von a ;
il

(2) det(hjk)=:deta.

Sei nun (V;g) ein euklidischer Vektorraum mit innerem Produkt g.

Ein Endomorphismus «:V3V heilt genau dann selbstadjungiert, wenn
g{v,a(w))=gla(v),w) fiir alle v,w€V,

Nach Ergebnissen der linearen Algebra gilt dann:
{1) « besitzt nur reelle Eigenwerte c,,..,c, (nicht notwendig paarweise ver-
schieden).
{2) Die Vielfachheit eines Eigenwerts ist gleich der Dimension des zuge-
horigen Eigenvektorraumes.
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{3) Es existiert eine ONB von V aus Eigenvektoren von w. In dieser Basis
laBt sich o durch diag(cl,...,c_) beschreiben.
ENDE DER ZWISCHENBEMERKUNG.

Nach 3.3 ist (Taf; Gﬂa)) ein euklidischer Vektorraum der Dimension m mit Gf(a)

als innerem Produkt. Es gilt

Satz 4.2.1; f: UcR™R® gef eine C>-Immersion. Dann ist w
selbstadjungiert.

p fir alle p€f(U)

Beweis: Wir betrachten die beiden Tangentialvektoren
Xp=vi.Fj(a) und Yp=wk.Fk(a)
aus T f. Da up:Taf-)Taf ein Endomorphismus ist, gilt:
up(Xp)=up(vJ'.FJ-(a))=vJ'.up(Fj(a))=—vJ.Nf,j(a) .
Analog gilt
up(Yp)=—wk.Nf,k(a) .
Nach 3.3, Diskussionspunkt 1 folgt
Gf(a)(xp,up(Yp))=-vJ'.Fj(a).wk.Nt,k(a)=—v3.wk.f,j(a).nf,k(a)
Da in U fiir alle j die Identitit
f,j.nf‘-'O
und daher nach partiellem Differenzieren nach uk dann
£y e Ngtly 5 gy, =0

gilt, folgern wir:

Gﬂa)(xp,up(Yp))=vj.wk.f,x(a).nf(a) .
In volliger Analogie erhdlt man

Gﬂa)(up(xp),Yp)=v5.wk.f,kj(a).nf(a) .
Da wir C2 vorausgesetzt haben, gilt f,jk(a)=f,kj(a), sodaB der Satz bewiesen
ist. O

Folgerung 1: wy besitzt m reelle (nicht notwendig verschiedene) Eigen-
werte. Da die Eigenwertgleichung unabhidngig von der Wahl der Basis immer
dieselbe Gestalt besitzt, sind die KriimmungsgréBen geometrische Begriffe

der orientierten Hyperfliche. Wir formulieren

Def 4.2.1: (1) Die m Eigenwerte MM pre@mtp VON wp heiBen Hauptkriimmungen
von f(U) in p. Die zugehodrigen Eigenvektoren heilen Kriimmungsvekto—
ren von f(U) in p.

(2) detw =K heit GAUSSsche Kriimmung von f(U) in p.
l/m.Spup=:H hei3t mittlere Krimmung von f(U) in p.

Da Wy selbstadjungiert ist, existiert eine ONB aus Krimmungsvektoren; in
dieser Basis kann w, beschrieben werden durch
diag((l)np,...,(m)np).

Mit Def.4.2.1 folgt:

K:U-R mit 1\2(19.)=(1)np-...-(n)'n.p , p=f(a),

H:USR mit H(a):((1)np+...+(_)up)/m .
Bem. 4.2.1: K(a)#0 <==> detup#O {==> deta,p#O <==> ¢ ist in p regular.
Die letzte Aquivalenz gilt nach Satz 3.7.2.
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Folgerung 2: Sei w, die Nullabbildung, d.h. es ist
up(Xp)=0 €T f fir alle XpETaf.
p=f(a) heiBt dann ein Flachpunkt.
w,=0 ist ein geometrischer Begriff der Hyperfliche; daher ist "Flach-
punkt” ein geometrischer Begriff der Hyperflidche.
BEH.: p=f(a) ist Flachpunkt <==> nf,j(a)=0 Vj=1l,eee,l
{==> f,jk(a)EH(f,l(a),...,f,.(a)).
BEW.: (1) p=Flachpunkt <==> w,=0.
Wir betrachten Xp=vJ'.FJ.(a):
up(Xp)=v5.wP(Fj(a))=-v-1.Nf,j(a) .
{2) Bekanntlich gilt in U
f,j.nf=0.
Partielles Differenzieren ergibt
f,jk.nf+f,3.nf,k=0 in U.
Mit (1) folgt
p=Flachpunkt <==> f,j{(a).nf(a)=0,
woraus die Behauptung folgt. O

Folgerung 3: Wir formulieren

Satz 4.2.2: (1) Jede regulire C:Hyperfliche in einer Hyperebene besteht
nur aus Flachpunkten.
{2) Besitzt eine reguldre zusammenhingende C2-Hyperfliche nur
Flachpunkte, so liegt sie in einer Hyperebene. ("Flache
Hyperfliche™)

Beweis: {Ad 1) Gegeben sei die regulare Hyperfliche f(U) mit feC% f£(U)
liege in einer Hyperebene. Nach Bem.4.1.3,(a) gilt
n,=konstant, daher nf,j=0 in U Vj.
Nach Folgerung 2 existieren auf f(U) nur Flachpunkte.
(Ad 2) VOR.: f(U) tragt nur Flachpunkte.
BEH.: f(U) liegt in einer Hyperebene.
Nach Voraussetzung gilt in dem zusammenhdngenden Gebiet U die Identitdt
nf,J::O fiir alle j=1,...,m.
Da U zusammenhédngend ist, folgt
nf=const.=:f1 ERN,
Wir definieren die Abbildung
b:=f.n : U-R
("Ortsvektor x Normalvektor"). Partielles Differenzieren liefert
b,f,;.n=0 in U.
Da U zusammenhidngend ist, bleibt
b=const.=:b €Rn,
SchlieBlich definieren wir eine Hyperebene F-10 durch
F(x):=x.n-b.
Jetzt gilt f(U)cF-10, da dies mit
Fof=0 in U
aquivalent ist und letzteres wegen f.n-b=0 nach Konstruktion von b richtig

ist. O
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Folgerung 4: Sei «.:p=,u.id.mf mit p#0 (sonst Folgerung 3), d.h. es ist
«.:p(Xp)=,u.Xp fir alle X €T f.
p=f(a) heit dann ein Nabelpunkt.
Bem. 4.2.2: In Flach- und Nabelpunkten gilt aufgrund der Gestalt von Wy
Jeder vom Nullvektor verschiedene Tangentialvektor ist ein Kriimmungsvek-

tor.

Satz 4.2.3: (1) Jede reguldre C%*Hyperfliche in einer Hypersphdre besteht
nur aus Nabelpunkten.
{2) Besitzt eine reguldre zusammenhéngende C3-Hyperfliche nur
Nabelpunkte, so 1Ist sie 1in einer Hypersphidre enthalten.
( "Sphirische Hyperfliche")

Beweis: (Ad 1) VOR.: f(U) sei eine reguldre CZHyperfliche mit
f(U)cSmcRnd’
wo S® eine Hypersphdre bezeichnet.
BEH.: f(U) trdgt nur Nabelpunkte.
Nach 3.1 kann eine Hypersphidre S® als eine Hypervarietdat F-10 mit
F(x):=lixW 2-r2
angesetzt werden. Wegen f(U)cS® gilt
ifd 2r2=0 in U.
Wir differenzieren partiell nach ul, sodaB sich
2.f.f,j=0 in U Vj=1,...,m
ableiten laBt. Mit dieser Kenntnis kann man
n=f/ifil =r-Lf
setzen. Wieder kann diese Identitdt differenziert werden:
ni,,_]zr'l.f,_j .

Sei Fj(a) ein Basisvektor von T,/f. Fiir diesen folgt damit
wp(Fj(a))=-Nf,j(a)=—r'1.Fj(a) .
Dabei ist w:=-r-! von j unabhidngig.
Da Fj(a) (j=1,...,m) eine Basis von Tf ist, bleibt
wp(Xp)=ﬂ.Xp VX ETf.

(Ad 2) VOR.: f(U) sei eine reguldare zusammenhingende C3-Hyperfldche,
also U ein zusammenhingendes Gebiet; f(U) trage nur Nabelpunkte.
BEH.: f(U) ist in einer Hypersphidre S® enthalten,

Sei Xp=vj.Fj(a) ein beliebiger Tangentialvektor aus T, f. Da p ein Nabelpunkt
ist, gilt in U
wp(Xp)=vj.wp(Fj(a))=—vj.Nf,J(a)=p.Xp=p.vJ.Fj(a) .
Dies gilt VXpETaf und Vpéf(U). Daher ist
oty #ng;=0 in U (j=1,e..,m) (%*)
Zundchst muf3 angenommen werden, daf3
p : U?R
von der Stelle aéU abhdngt. Aber wir zeigen:
p=constant, da:
wir differenzieren (*) partiell nach uk und finden
p,k.f,j+p.f,$+nf,j§=0. (1)
Vertauschen wir j mit k, so ergibt sich
Py 3Lt 0.8, st ngy =0, (2)
[Ubrigens muB an dieser Stelle wegen Ngyy C3 vorausgesetzt werden.]
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Subtrahieren wir (2) von (1) und beriicksichtigen Npg=Npy; und f,,=f, ., "so
bleibt
P)k'f:j"psjof)k'_'o ’
woraus der SchluB ,
p,j=0 in U fur alle j=1,...,m
gezogen werden kann.
Da U ein zusammenhdngendes Gebiet ist, folgt
p:const.=:,5 €R.
Daher lautet (*)
zf-f:‘f"nf’fO;
dies ist dquivalent mit
f)j=";r1-npj .
Wir konnen integrieren und finden
f=—;r'1.nf+c mit ceR®*L,
SchlieBlich definieren wir die Hypersphire Se=F-10 durch
F(x):=lx~-ch 2-{1/p)2
Jetzt ist f(U)cSm, da wegen
i-p-Lngtc—cl2-(1/p)2=0
Fof=0 in U gilt. O
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4.3 Kriimmungsform einer reguliren CZ-Hyperfliche

In 3.3 wurde der Tangentialvektorraum T, f mit dem inneren Produkt Gea
versehen: wir schreiben bekanntlich (T.f; Gg,)). Dabei ist Gg,, eine Abbil-
dung

Gga) TfxT . f #» R mit

Gy Xpp Yy ):=X,. Y

Def. 4.3.1: Die Abbildung
Heqy ¢ TofxTf 2 R mit
Hea)(Xp Y p):=Gyiq (X p (Y)))
heiBt Kriimmungsform von f£(U) in f(a)=p.

Bem. 4.3.1: (a) Hg,, ist eine symmetrische Bilinearform, da:
--Die Bilinearitat folgt aus der Linearitat von wp und Geay
--Die Symmetrie folgt aus der Selbstadjungiertheit von w
metrie von Gf(a), denn es ist nach Definition
Hf(a)(XP,YP)=Xp.up(Yp)=up(Xp).Yp=Yp.up(Xp)=Hﬁa)(Yp,XP).
{b) Nach Bem.4.1.3,(c) ist Hf(a) ein geometrischer Begriff der orientierten

Hyperflache.
(c) Gﬁa) bzw. Hf(a) heiBen auch Erste bzw. Zweite Grundform einer Hyper-

flache.

P und der Sym-

Folgerung 1: KoordinatenmifBig:
Gegeben seien die beiden Tangentialvektoren
szvJ'.FJ.(a) und Yp=wk.Fk(a).
bilinear ist, folgt

He) (Xp,Yp)=v5.wk.Hﬂa) ( Fj(a) JFi(a)).

Da Hf(a)
Mit ZB18 gilt
Hﬁa)(FJ-(a),Fk(a))=FJ(a).up(Fk(a))=FJ(a).hkl(a).Fl(a)=hk1(a).gj1(a).
Wir setzen
hXa).gz(a)=:hy(a) .(*)
Vertauscht man j mit k, so folgt aus der Symmetrie von Hf(a) sofort
hj((a)=hkj(a) .
Wir finden
Hf(a)(Xp,Yp)=vJ'.wk.hk1(a).glj(a)=v3.wk.h‘k(a) .

Multipliziert man (*) mit der zu (gb(a)) inversen Matrix (g¥(a)), so

folgert man
hXa).g,;(a).g¥(a)=hy(a).g*(a),
und schlieBlich
hks(a)=hj‘(a).g-b(a); (4.3.3)

darin sind die h,%(a) die Koordinatenfunktionen der WEINGARTEN-Abbildung
beziiglich f.

Folgerung 2: Berechnung der h,:

Mit Folgerung 1 gilt
hy, (a)=Hg, (F(a),F,(a))=F (@) (Fy(a))=F (a).(-Np,(a) , (4.3.2)
also
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hjk(8)="f’j(a)-npk(a)-
Wie wir im Beweis zu Satz 4.2.1 gezeigt haben, gilt f,jk.nf+f,3.nf,k=0, sodaB
wir folgern kénnen:
h‘,k(a)=f,jk(a).nf(a) . (4.3.1)
Mit 4.1 folgt
hg (a)=8(a)-1/2 (£, (a) x...xf, (a)) .£,5(a) ,
daher mit ZB8
hjk(a)=A(a)'1/2.det(f,1(a),..., f’m(a)’ f’jk(a)) .
Ergebnis: Die Skalare th sind Funktionen
hjk : USR ,
fiir die bei feCr(U) dann hjkECr'z(U) gilt.

Def. 4.3.2: Die C™Z Funktionen hj‘:U-’R heiBen Koordinatenfunktionen der
Kriimmungsform H; beziiglich f.

Folgerung 3: Sind die hﬁ_‘geometrische Begriffe?
Aufgrund ihrer Definition (Folgerung 1) sind sie bewegungsinvariant.

Untersuchung der Parameterinvarianz:
Sei f'’=foy ein zu f &dquivalenter Weg. In Analogie zu Formel (4.3.1) kdnnen
wir ansetzen

h‘fk,(a’)=f’,j.k,(a’).nf.(a’) .
Bekanntlich gilt
f”jn(a’)=f13(a)-u‘j’_f(a,)-
Partielles Differenzieren dieser Gleichung nach ukK ergibt zusammen mit Pro-
dukt- und Kettenregel
f’,j.k,(a’)=f,jk(a).uk,k,(a’).uJ,j.(a’) + f’j(a)-u‘j’jnk’(a’) .
Unter Beniitzung von ng(a’)=¢e.nda) , wo s:=sgn(detJ,P(a’)) bedeutet, ergibt
sich
hj.k,(a’)=e.f,j((a).uJ',J.,(a’).uk,k.(a’).nf(a) ,
da das skalare Produkt des Normalvektors n;, mit einem Tangentialvektor f,J.
Null liefert. Mit (4.3.1) bleibt
hj.k.(a’)=e.hj‘(a).ui,j,(a’).uk,k,(a’) ,

soda zu den urspriinglichen hy im wesentlichen nur die Ableitungen des
Parameterwechsels hinzukommen.

Folgerung 4: Eine Kennzeichnung von Flachpunkten:
Sei p=f(a) ein Flachpunkt, d.h. up=0. Dann gelten folgende Aquivalenzen:

p=Flachpunkt <==> & =0 <==> hg(a)=0 <==> h#(a)=0 (jk,s=1,...,m)

Bew.: (1) "==>": Ist w,=0, so sind all deren Koordinatenfunktionen die Null-
abbildungen, d.h. es ist hjs(a)=0. Aus hjk(a)=hjs(a).gsk(a) folgt hjk(a)=0.

{2) "<==": Aus h‘.k(a)=0 folgt sofort 0=hj5(a).gsk(a). Dabei handelt es sich um
ein lineares Gleichungssystem mit der Koeffizientenmatrix (gsk(a)), deren
Determinante nicht verschwindet. Daher muB notwendig hf(a)=0 und damit
w =0 folgen. a

Folgerung 5: Fine Kennzeichnung von Nabelpunkten:
Sei p=f(a) ein Nabelpunkt, d.h. up=p.id1.af bei p#0 (sonst Folgerung 4).
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p=Nabelpunkt <==> hjk(a)=p(a).gx(a) <==D hjl(a)=,u(a).6j1 .
Bew.: (1) VOR.: hjk(a)=p(a).gjk(a). Sei a fest gewdhlt. Sei Xp=vJ'.FJ.(a) ein
beliebiger Tangentialvektor aus T,(f. Dann folgt:
up(Xp)=vJ'.up(Fj(a))=VJ.hJ.1(a).F1(a) .
Mit Formel (4.3.3) gilt weiter
up(Xp)=VJ'.hJ.k(a).gkl(a).Fl(a) ,
und dies ist nach Voraussetzung &dquivalent mit
up(Xp):vJ.p(a).gj((a).gk-‘(a).Fl(a)=vJ.p(a).6 J.l.Fl(a)=v-1'.,u(a).FJ.(za.)=,u(|5t).Xp VXPETaf,
sodaB p=f(a) ein Nabelpunkt ist.
{2) VOR.: p=f(a)=Nabelpunkt, d.h. up=p.id.m., also
Nach Gleichung (4.3.2) gilt
hy, (8)=F )., (Fy(a) =F y(a).u(a).F y(a)=n(a).g g (a). O

Folgerung 6:
Mit Def.4.2.1 und Gleichung (4.3.3) folgt

K(a)=detup=det(hj5(a))=det(hj((a).gks(a))=det(hj‘(a)).det(g"s(a)).
Da die Matrix (gks) die zu (gjk) inverse Matrix ist, bleibt
K(a)=det(hjk(a))/A(a) .
Weiters gilt -
H(a)=1/m.Spup=1/m.Zhji(a)=1/m.hj((a).g3k(a) .
J=1
Speziell; m=2;
GAUSSsche Kriimmung: K(a)=(h ;.h;,~h;2)/(8,,.8,,-8,,%)(a)
MITTLERE Krimmung: H(a)=1/2.(h;;.g'142.h},.g1%h,,.g%)(a).
Unter Beniitzung von
g“':gzz/A’ glz="g12/As g22=g11/A
bleibt schlielich
H(a)={ (h,;.8,-2.h;» &, 4hpp.8,,)/28) (a).
Bem.: Die klassische Bezeichnung fiir g,,, g, &,, ist oft E, F, G (bei GauB:
L, M, N), fiir hy;, h;, h,, oft L, M, N (bei GauB: L’, M’, N’).

Folgerung 7: Geometrische Begriffe der orientierten Hyperflache:
Solche sind z.B. n; (Bem.4.1.1,a), W, (Bem.4.1.3,c), o Ko H (4.2,Folg.1).
Wir wollen aber nun das Transformationsverhalten bei einem Parameterwech-

sel genauer studieren:
Bekanntlich gilt
ng(a’)=t.nfa) .

Nun ist

ng,;(a’)=t.ngsa).ud,z(a’) und F’;(a’)=F;(a).ud,(a’) .
Vergleichen wir

up(F’j(a’))=uj,j,(a’).up(Fj(a))=uj,j,(a')-("ij(a))
mit
“p,(F’j»(a’))="'an_f(a’)="5-Nfsj(a)°ujsj»(a’) ’
so finden wir leicht
Up’-—-e.‘l’p .
Wahlen wir speziell eine ONB aus Eigenvektoren von Wy 8O folgert man
leicht
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da up’ durch diag(a.u)up,..., “-"(n)“'-p) beschrieben wird.
Daraus folgt wiederum
K’(a’)=em,K(a) bei e=tl,
sodafl gilt:
Ist m20 (mod2), dann ist K ein geometrischer Begriff der Hyperfliche, im
Fall m®l (mod2) ein geometrischer Begriff der orientierten Hyperflidche.
Fir die mittlere Kriimmung H(a) findet man ebenfalls sofort
H’(a’)=:¢.H(a) bei &=,
sodaBl gilt:
Die mittlere Kriimmung H ist stets nur ein geometrischer Begriff der ori-
entierten Hyperfliche. Die Aussage "H=0" ist eine geometrische Aussage fiir
die Hyperfldche.

Folgerung 8: Berechnung der Hauptkriimmungen und Kriimmungsvektoren

Nach ZB18 lautet die EW-Gleichung von Wy

det(hjs(a)—c.d J.S):O .

Nun ist aber
(hp(a)-c.d )-8, (a)=hy(a)-c.g5(a)

und wir erhalten die folgende Gleichung zur Bestimmung der Hauptkrim-
mungen:

det(hjk(a)—c.gx(a))=0 .

Sei szvJ.FJ.(a) ein Eigenvektor von w, Zum Eigenwert c,. Dann erfiillen
die Koordinaten vi von X, gemdB ZB18 die Gleichung
vi(hjs(a)—co.6j5)=0,
folglich
vj.(h‘k(a)—co.gj((a))=0 fir k=1,...,m.
Dabei bestimmt jede nichttriviale Losung (vl,...,v®) dieses Gleichungssystems
einen Eigenvektor zum Eigenwert c,; es handelt sich dabei um ein algebra-
isches Problem m-ten Grades.
Speziell: m=2;
Hier kann man, wie man gleich sehen wird, die Eigenvektoren direkt, also
ohne Kenntnis der Eigenwerte bestimmen:
Dazu betrachten wir einen EV Xp=v5.Fj(a) zum EW c,: up(Xp)=co.Xp.
Wir beniitzen nun
up(xp)!xp=0 ,
was aber zu
prwp(Xp)=0

aquivalent ist. Nun gilt bekanntlich

up(Xp)=v5.hsk(a).Fk(a) ;
setzen wir dies oben ein, so erhalten wir

0=vJ'.FJ.(a) x v&hkX(a).F.(a) ,
also
0=[F1(a)xF2(a)] J(vl.v8h2(a)-v&vs.h (a)).

Da F,(a) und F,(a) linear unabhéngig sind, bleibt

in a: O=vLvlh,Zvlv2,hZv2,vLh/1-vivih.! .(4.3.4)
Wir wollen dieses Ergebnis noch etwas umformen, indem wir hJ-S durch h.jk
und g5 ausdricken; filir hz1 funktioniert dies z.B. so:
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hyl=hyy gll=h, . g1+ 8212y (850/8)+h o5 (=8 1,/8)=—(8 12 hp ;- 822-hpy) /85
unter Beniitzung einer Determinante lautet diese Umrechnung schlielich
812 82
h1= -1/4 . det
h;; hy
Hat man diese Umformung fir alle hJ.S durchgefiihrt, so lautet Gleichung
(4.3.4) nun

(v3)2  —vlv2  (v1)2
0= det g, £12 822 .
h), hy, h,,

Man mufBl jetzt nur noch nach der ersten Zeile entwickeln.

Folgerung 9: Geometrische Deutung der GAUSSschen Krimmung K:
Sei f:UcRw>Rmtl reguldr. Fir

einen Punkt a€U erkldren wir

den

¢-Ball B (a):={ueUllu-al£el,

Damit ergibt sich einerseits auf

der Fliache f(U) das Gebiet

f(B,(a)) um f(a)=p und anderer-

seits das Gebiet ng(B,(a)) um

a(p)esm,
Wir vergleichen nun die Ober-
flachen von f(B,(a)) und
ng(B,(a)) unter Beniitzung von
Def.3.3.4:

O(f(B, (a)))=fA"5.du1...du“' =:0
B, (a)

O(ng(B, (a)))=f1% .dul..due =0 .
Be(a)

Sei zur Bestimmung von A die Stelle atU fest gewahlt, Fir die zum
spharischen Bild gehorigen éJk gilt, da S= nach Def.4.1.2 durch n; parametri-
siert wird:

8 3= N =(=0 (F,)) (=0 (F))=(-hLfy). (-h8f, )=h Lh =g,

Damit folgt fir A:=det(Zy)
A=K2,A ,
beziehungsweise

A%=1K1.A %,
wenn K die GAUSSsche Kriimmung von f(U) in p bezeichnet.

Wir erhalten
o=f’Kl.A %.dul...du® .
By (a)
Um unsere Betrachtungen zu Ende fiihren zu kdnnen, bendtigen wir
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ZWISCHENBEMERKUNG 19:
Sei T<Rm eine kompakte Menge im R®, Ferner seien f,g2:T?R vorgegebene
Funktionen, von denen eine, etwa g positiv sei: g20. Dann gilt:

Es gibt stets einen Punkt b=(bl,...,b®)ET\dT derart, da3 die folgende
Beziehung gilt:

ff(ul,...,u"').g(ul,...,u“‘).dul...du":f(bl,...,b‘).fg(ul,...,u").dul...du‘ .
T T
ENDE DER ZWISCHENBEMFERKUNG.

Dem f aus ZB19 entspricht hier IKi, dem g schlie3lich A %20,
Also gilt
<A)=1K(b)|.J.A"‘.dul...du'n ,
B, (a)
folglich
o/o=1K(b)!.
Fihren wir nun den Grenziibergang 20 (und damit b2®a) durch, so finden
wir als "Oberflichenverzerrung von o"
lim(o/o)=1K(a)!.
e
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4.4 Normalkriimmung einer Flichentangente

Sei X {(A#+0€R, Xp#OeTaf) eine Flachentangente der Hyperflache f(U).

Def. 4.4.1: Die Abbildung
nN T,f M0} = R
mit
#p (Xp):=Heq) (XpiXp) /Gy (X paXp)
hei3t Normalkriimmung der durch Xp bestimmten Fldchentangente.

Bem. 4.4.1: (a) Definitionsgema gilt » N(X )=(X . (X)) /(XX ).

{b) Da sich beim Ubergang XX (\#0) der Wert n_N nicht &andert, ist
die Definition sinnvoll.

{c) Nach Bem.4.1.3,c ist my
te einer orientierten Hyperflache.

{d) Speziell fiir 1X ¥=1 folgt:

npN(Xp)zﬂﬂa)(Xp’xp)=xp'“p(xp)'

{e) KoordinatenmiBig:

Fir Xp=VJ.FJ.(a) folgt mit 3.3, Diskussionspunkt 1 und 4.3, Folgerung 1
npN(Xp)=VJ'.vk.hj‘(a)/v5.vk.gjk(a).
{f) In der klassischen Geometrie findet man auch Gf(a)=:1(a) bzw.

Hf(a)'-':II(a), folglich up"(Xp)=II(a)/I(a).

p

N ein geometrischer Begriff der Fliachentangen-

Folgerung 1: Wir definieren zuerst
Def. 4.4.2: A.Xp hei3t Krimmungstangente :<==> Xp-#O ist Krimmungsvektor.

Satz 4.4.1: Die Normalkriimmung elner Kriimmungstangente ist die zugehdrige
Hauptkriimmung.

Beweis; Ist k.Xp Kriimmungstangente, also Xp Krimmungsvektor, so folgt
wegen w (X )=ceX, mit w N(X,)=(cq.Xp.X )/ (XX )=cy die Behauptung. (]

Folgerung 2: Vorerst die

Def. 4.4.3: XP#O heiBt Schmiegtangentenvekior, wenn up"(Xp)=O. AX, heiBt
dann Schmiegtangente.

Man erkennt: upN(Xp)=O <==> Hﬂa)(xp,xp)=o <z==> xp.up(xp)=0.
Daher ist entweder wp(Xp)=O oder XPJ.up(Xp).
Spezijell: Ist p ein Flachpunkt, so ist wegen up=0 dann np"(xp):O, sodaB gilt:

In einem Flachpunkt ist jeder Tangentialvektor Schmiegtangentenvektor und
Jede Flichentangente eine Schmiegtangente.

KoordinatenmaBig: Es sei Xp=vj.Fj(a) beliebig aus T,f. Dann ist
npN(Xp)=O <==> vivk.hjk(a)=0
und man erkennt: entweder existiert in p keine Schmiegtangente oder die
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Schmiegtangenten bilden eine kegelige quadratische Varietdt.
Z.B.: m=2: Hier besteht diese quadratische Varietiat aus zwei (nicht notwen-
dig verschiedenen) Geraden.

Folgerung 3: Wir formulieren

Def. 4.4.4: Eine Krimmungstangente, die zugleich Schmiegtangente ist, heif3t
Schmiegkriimmungstangente.

Der Tangentialvektor Xp bestimme die Schmiegkriimmungstangente X.Xp. Dann
gilt einerseits, da X.Xp Krimmungstangente ist,
wp(Xp)=co.Xp ’
und andererseits, da AX, Schmiegtangente ist,
Xp.wp(Xp)=0 .
Folglich ist XpcpX,=0, was wegen Xp*O dann cy,=0 zur Folge hat. Also gilt:

Eine Schmiegkriimmungstangente ist eine Krimmungstangente, deren Haupt-
krimmung Null ist.

Daher ist die Bedingung "K(a)=0" ein Kriterium fiir die Existenz einer
Schmiegkrimmungstangente.

Folgerung 4: (fiir m=2 von EULER durchgefiihrt)
Nach Satz 4.2.1 existiert in Taf eine ONB aus Krimmungsvektoren, die wir

mit
K €T f , j=1,..,m
beschriften wollen. 0P ?
Fiir die folgenden Untersuchungen in Folgerung 4 setzen wir kurz (J)Kp=:KJ..
Ein Tangentialvektor X €T.f gestattet daher die Darstellung
Xp=vJ'.Kj .
OBdA. setzen wir llXpli=1 voraus. Dann folgt wegen llKjll=1
Xp.Ks=vJ.KJKB=v16J.s=v5=cos(Xp,Ks) A#)
Damit kann berechnet werden:
npN(Xp)=Xp.wp(Xp)=vJ.KJ..wp(v5.Ks)=viKJ..vS.wp(Ks) .
Da ®"p der zu K, gehorige Eigenwert ist, gilt weiter
up?‘(Xp)=vJ'.KJ.vﬁ.(s)uD.KB .
Unter Verwendung des Summenzeichens bleibt

[ ]
nN(X,)=viK, sz‘(sj”p'Ks
s=1
Wegen K K=6 o erhdlt man e
W MK =LV s
g=1
und wegen (#*) dann -
up"(xp)=2 (s)up.cosz(XP,Ks) .
8=1
Bem. 4.4.2: {a) Im Falle m=2 lautet die Formel von EULER
'np“(Xp)=(1)np.cos2a+(z)np.sinza .
(b) Ist speziell X =v&K, ein Schmiegtangentenvektor, so erfiillen seine
Flichenkoordinaten beziiglich der ONB {K_!s=1,...,m} die Bedingung
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0= E(VS)Z.

8=1

@"p *

Folgerung 5: Geomelrische Veranschaulichung der Formel von EULER:
Ch. DUPIN (1813): DUPINsche Indikatrix:
Wir gehen aus von einer ONB in T/f. Dann existieren in A(T_f) kartesische

Koordinaten, d.h.
YEA(T,.f) ==> y=(yl,...,y")=yLK, .
Sei nun XpETaf ein Tangentialvektor mit lXpﬂ=1, der kein Schmiegtangen-

tenvektor (STV) ist, fur den also M.p"(Xp)#O ist.
Wir definieren jetzt in der Tangen-
tialhyperebene T,f eine Punktmenge,
indem wir von p aus auf der Fla-
chentangente A.Xp nach beiden Seiten
jeweils die Lange lnpN(Xp)l“’/‘ auftra-
gen. Die so erhaltene Punktmenge

y=X o In NMX )1 -4
mit XpETaf, llXpll=1 werden wir genau-
er studieren.
Verwenden wir Xp=vJ'.Kj=Zcos(Xp,Kj).Kj y 80 lautet die i-te Koordinate y! von
y

yistcos(X K/ tn F(X )1 %,

Damit gilt

(l)np.(yl)zl- +(_)‘np.(y")2=[I(j)np.cosz(XP,KJ))/l'np"(Xp)l.

Mit der EULERformel erhalten wir

JyH)H L.+ (ym)2=2] ,

aY'p ®"p

Def. 4.4.5: Mit den beiden Funktionen
Q1:=(1)up.(y1)2+ +(|_)‘np.(y‘)2 -1
Q= p (VD2 e+ n . (y®)2 +1
hei3t (Q1'10)U(Q2'10)=:Dp DUPINsche Indikatrix in p, falls Dpia.

Ist Dp=¢, so verschwinden notwendig alle Hauptkriimmungen G*p sodaf
P ein Flachpunkt sein muB. Bei Dpi(f besteht Dp aus zwei quadratischen
Varietdten im Tangentialraum.
Bem.: D, ist ein geometrischer Begriff der Hyperfldache, da bei einem gegen-
sinnigen Parameterwechsel die Punktmengen ;0 und Q, 10 miteinander
vertauscht werden.

Diskusgion der DUPINschen Indikatrix fiir m=2

Sei p=f(a) kein Flachpunkt, also ((l)np,mnp)t(0,0).

Fall 1: 1 .o >0 (==>K(a)>0).
OBRdA. gelte G"p20 (andernfalls einen Parameterwechsel dazwischenschalten).
Unter diesen Voraussetzungen gilt:
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Q1=(1)‘"-p°(yl)z'*’(z)“p-(yz)z -1,
Qz:(l)np'(yl)z'*’(z)nP'(yz)z +1 3
Folglich ist Q,-10 eine Ellipse und Q,/10={}.
P hei3t ein elliptischer Fliéchenpunkt.

Da eine Ellipse nur eigentliche Punkte besitzt, gilt:
In einem elliptischen Flachenpunkt existieren keine Schmiegtangenten.

Fall 2: W' pr e <0.

P
Es sei etwa (1)”-p>0‘
Wegen
Q1=(1)”~p-(yl)z'*’(z)""-p-(yz)z -1
und

Q2=(1)np.(y1)2+(2)up.(y2)2 +1
sind die beiden Hyperbeln Q;-10 und
Q10 ein Paar konjugierter Hyperbeln,
da sie die Asymptoten gemeinsam und
dieselbe lineare Exzentrizitdt e haben;
die Gleichung der Asymptoten lautet
nidmlich

Qe (Y1) g (72220

das Quadrat von e ist
€221/ (a1 (gpty)? -
p heiBt ein hyperbolischer Flichenpunkt.
Da eine Hyperbel genau zwei reelle Fernpunkte besitzt, folgt:
In einem hyperbolischen Fliachenpunkt existieren genau zwei Schmiegtan-
genten, welche die Asymptoten der Indikatrix sind.

Fall 3: (l)v.p.mnpzo. <==> K(a)=0.
Da p kein Flachpunkt ist, wahlen wir oBdA. (l)v.p‘)O.
Dann ist D, wegen

Q1=(1)np.(y1)2 ~1 und Q.‘_,=(1)‘M.p.(yl)z +1
das Geradenpaar Q; 10, bestehend aus zwei parallelen Geraden.
p heiBt ein parabolischer Fldchenpunkt.
K, bestimmt eine Schmiegkriimmungstangente in p.

Folgerung 6: Wir formulieren

Def. 4.4.6: Seien X Y ET f {0} zwei Tangentialvektoren im Flachenpunkt
p=f(a). Die durch Xp und Yp bestimmten Fldachentangenten )\.Xp und
A\Y, heiBen konjugiert, wenn Hf(a)(Xp,Yp)=Xp.up(Yp)=O.

Bem. 4.4.3: (a) Da w
metrischer Begriff.
{b) Sei AX, eine selbstkonjugierte Flichentangente, d.h. es gilt
Xp.up(Xp)=O .
Dann ist aber np"(Xp)=0 und AX damit eine Schmiegtangente (Def.4.4.3).
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{c) KoordinatenmiBig:
Es seien Xp=viFj(a) und Yp=wk.Fk(a) zwel Vektoren aus Tf. Sind A.Xp und

ANY konjugiert, so besteht nach 4.3, Folgerung 1 die Beziehung
viwk.hjk(a)=0.
Unter Beniitzung der aus EV von Wy, gebildeten ONB von T,f und mit
Xp=vJ'.K‘j bzw. Yp=wk.Kk lautet die Bedingung
0=Xp.up(Y'p)WJ.wak.wp(Kk) .
Wegen t.:p(Kk)=(k)up.Kk und I{J..Kk=r5‘ik bleibt
|
ZVJ.wi(j)np=0 (4.4.1)
31
{d) Sonderfille:
1) In einem Flachpunkt p sind wegen w,=0 je zwei Flachentangenten
konjugiert. Jede Flachentangente ist Schmiegtangente.
2) Sei A.Xp Schmiegkriimmungstangente in p, also wp(Xp)=0. Mit Def.4.4.6
folgt: Jede Flachentangente ist zu jeder Schmiegkriimmungstangente konju-

giert.

Satz 4.4.2: Sei fiir m=2 p=f(a) kein Flachpunkt und kein parabolischer
Punkt. Dann ist "konjugiert” im Sinne der Kegelschnittstheorie
(beziiglich der Dupinschen Indikatrix) "konjugiert" im Sinne
von Def. 4.4.6.

Beweis: Sei

Q=a.(y1)2+b.(y?)? -1=0
die Gleichung einer Ellipse oder Hyper-
bel. Wir widhlen den Punkt So=(§1,§2)EQ’10.
Dann legt

viive=yl; 32

den durch S, gehenden Durchmesser des
Kegelschnitts fest.

Zur Bestimmung des dazu konjugierten Durchmessers (das ist jener
Durchmesser von Q-10, der zur Tangente von Q10 in S, parallel ist) ermit-
teln wir zuerst die Richtung der Normalen von Q10 in Sj

(aQ/ay lsaQ/ay2)lSo=(2~a-y1a2-b-y2)lSo=2-(a'$’1,b-S’2) .
Dann legt
(wpwz)=("b-§’2 ;3-3’1)
den zum ersten Durchmesser konjugierten Durchmesser fest.
SchlieBlich iiberpriift man
a.viwltb,v2,wi=0,
Mit unseren Bezeichnungen bedeutet dies

1 | 2 wi=
o*pV .w1+(2)n.p.v wiz=0 ,

Genau dann sind nach Bem.4.4.1 die Flachentangenten AX, und ALY, konju-
giert im Sinne von Def.4.4.6, I
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4.5, Erimmung von Flachenkurven einer Hyperfliche

Sei f:UcR=3R®1 eine CZ?(U)-Immersion und der Flichenweg foc=cgI?R=*l
eine C%I)-Immersion.
Ziel dieses Kapitels ist, einen Zusammenhang zwischen der ersten Kriimmung
n; von cg(I) und den KrimmungsgroBen der Hyperfliche zu finden. Wegen
TpR“=Taf9T'af‘- kann jeder Vektor eindeutig in zwei Komponenten aus Taf und
T f+ zerlegt werden.

Def. 4.5.1: Die Abbildung
npr, : TpRn > T, f+

heiBt Normalprojektion im Punkt f(a).

Der Vektor éf(0)=(qt(0);éf(0)) gestattet dahgr die Darstellung
Co(0) = tpr (C(0))4npry(C,(0)) (%)
Dabei ist nach Def.3.4.7
tpr (Cy(0)) = tpr,{(dC,/dt)(0)) = (DC,/dt)(0) .
Da T f*+ eindimensional ist, kann
npra(éf(O)) = A\Ng(a) 4 c(0)=a
gesetzt werden.
Zur Berechnung von A @ultiplizieren wir (¥) mit Ng(a):
C¢(0).Ng(a) = A.Nda).Ng(a) = A,
Durch Differentiation der in I vorliegenden Identitat
celneoc) = 0
erhdlt man als neue Identitat
Eif(nfoc)+éf.(nﬂjoc).éj = 0.
Das ergibt _ )
A= —bf(O).nf,J(a).E:J(O) = —Cf(O).Nf,j(a).éj(O) = Cf(O).up(Fj(a)).éJ(O) .
Wegen Cf(0)=éj(0).Fj(a) gilt _ _ )
A= Cf(O).up(Cf(O)) = ICf(O)Nz.'npN(Cf(O)) ,
wobei die letzte Gleichheit mit Bem.4.4.1,a zu begriinden ist.
Wir erhalten als wichtige Formel

Ce(0) = DCy/dt(0) + WCL0)I2.n M(CLO)).N(a) , c(0)=a. (4.5.1)

Diskussion:
{1) Um den folgenden Satz formulieren zu kdnnen, erkliren wir in

Def. 4.5.2: upN(éf(O)) heit Normalkrimmung von c/I) in c/(0).

Satz 4.5.1: Bertihrende Fliachenkurven haben dieselbe Normalkriimmung.
Beweis: Bem.4.4.1,b. O

Bem.: Der Begriff "Normalkriimmung einer Fldchenkurve" ist nach Bem.4.4.1,c
ein geometrischer Begriff der Fldachenkurve auf der orientierten Hyper-

fldache.
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{2) Wenn 'np"(Xp)=0, so ist A\.X_, Schmiegtangente. Es gilt

Satz 4.5.2: FEine regulire Flichenkurve cg (1) beriihrt eine Schmiegtangente g
in c{0) genau dann, wenn entweder c/0) ein Wendepunkt von
cdI) ist oder die Schmiegebene von cdI) in cg0) im Tangential-
raum enthalten ist.

Beweis: Nach Vorherigem ist upN(éf(O))=0 dquivalent mit 'éf(O).nf(a)=0. Wegen
ng(a)#0 unterscheiden wir: Im Falle 'E:f(O):O ist cd{0) nach 2.7 ein Wende-
punkt von cdI). Bei c{0)#0 ist c,(0)rnga), folglich Ef(O)ETaf; damit liegt die
Schmiegebene von cg(I) in cd0) tangential. O

(3) Wir formulieren

Satz 4.5.3: Eine Flidchentangente g ist Schmiegtangente genau dann, wenn g
die Hyperflache f(U) oskuliert.

Beweis: {1) VOR.: g oskuliert f(U) in p.

Nach Def. 2.7.4 existiert auf f(U) eine Ersatzkurve, die g in p oskuliert.
Nach 2.7 besitzt diese p als Wendepunkt. Aus Satz 4.5.2 folgt, daB g
Schmiegtangente ist.

{2) VOR.: g ist Schmiegtangente.

Sei 7 eine Ebene durch g, die nicht im Tangen-

tialraum von f(U)=:¢ in p liegt. Dann ist 7 in je-

dem Punkt der ebenen Kurve 7yn¢ Schmiegebene,

wobei ynd die Schmiegtangente g in pé&d be-

riihrt.

Nach Satz 4.5.2 hat yn® in p einen Wendepunkt,

sodaB "¢ g in p oskuliert. Also oskuliert g die

Hyperfliche ¢. O

(4) g sei Nichtschmiegtangente, c.(I) beriihre g in c.(0). Nach Satz 4.5.2 ist
c(0) kein Wendepunkt von cg(I) und die Schmiegebene von c(I) in c.(0)
nicht im Tangentialraum enthalten. Dann gilt:

Satz 4.5.4: Alle reguliren Flichenkurven, die in p=f(a) dieselbe Nicht~
schmiegtangente g beriihren, oskulieren eine die Hyperfliche
f(U)=® in p beriihrende Sphire. Diese Sphére S'(Cf(O)) heiBt
MEUSNIER-Sphédre, wo g durch den Vektor éf(O) bestimmt ist.

Beweis: Die Sphédre S'(éf(O)) werde
zweckmiBigerweise als quadratische
Varietdt F-10 angesetzt mit
F: Rt 9 R, F(x)=ix—m¥ Zr2
Da die Sphare ¢ berithren soll, kann
m = ptp.nga) mit p>0 bzw. p<0
angesetzt werden. Dabei ist p2=r2.
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Eine beliebige (zugelassene) Fldchenkurve cg(I) beriihre F-10 "in
p=f(a)=c(0) von 2.0rdnung; nach (U14) ist dies mit Foc,(0) =@ 0 dquivalent.
Explizit bedeutet dies:

--Focg(0)=0: diese Forderung ist aufgrund obigen Ansatzes wegen
ic (0)-mt Z-rZ=p2-r2=0 gewidhrleistet;
--(Foc;) "(0)=0: stimmt auch wegen 2.(c{0)-m).c,(0)=0;
--(Foc,;) " (0)=0: Es ist
%(Focg) " (0) = c0).c(0)+(cg(0)-m).c{0) .
Da oBdA. lcd=1 in I angenommen werden kann, folgt wegen cg(0)-m=-p.n4(a)
und (4.5.1) als Bedingung )
p = [ cdon)-1,
und folglich
m = p+ngla). [ ¥(Cx(0))) 2,

d.h. Radius und Mitte der Sphidre sind eindeutig festgelegt.

Da nach Konstruktion alle derartigen reguldren Fldchenkurven c.(I) die
Sphire Sm(éf(O)) oskulieren, ist S'(Cf(O)) die "richtige" Sphire.

Da von cd{I) nur die Normalkriimmung ’np"(éf(O)) eingeht und d_iese nach
Satz 4.5.1 fiir alle beriihrenden Flachenkurven dieselbe ist, ist S®(C,(0)) von
der Auswahl der Fldchenkurve c.(I) unabhingig. (]

{5) Es gilt

Satz 4.5.5: Alle reguldren Flichenkurven, die in p dieselbe Nichtschmiegtan-
gente g beriihren und dieselbe Schmiegebene besitzen, haben in
p denselben Kriimmungskreis.

Beweis: Nach Satz 4.5.4 existiert
zur Nichtschmiegtangente g ein-
deutig die MEUSNIER-Sphédre
Sl(éf(O)), die eine Hypervarietit
F-10 mit F:R™R ist. Dabei osku-
liert jede g beriihrende Fldchen-
kurve cg(I) die Sphére S‘(éf(O))
in p=cd0), was mit Focf(0)=(2)0
dquivalent ist,
Die Schmiegebene ¢t ist als

Durchschnitt von n-2 Hyperebe-
nen Nullstellenmenge einer Funk-
tion G : RMRP2 also £=G-10.

Nach 2.7 oskuliert jede Kurve ihre Schmiegebene (an der betreffenden Stel-

le}), was hier zu Gocf(0)=m0 dquivalent ist.

Da g Nichtschmiegtangente ist, ist nach Satz 4.5.2 cJ{0)=p kein Wende-
punkt von cg(I) und ¢ nicht tangential zu f(U); da die Hyperfliche f(U) von
der MEUSNIER~Sphare beriihrt wird, liegt ¢ nicht tangential zu Sl(éf(O)).
Daher ist &nS (é;(O))=:k ein Kreis.

Es ist k der Kriimmungskreis von c/(I) in c{0), denn:

Da k Durchschnitt von Schmiegebene und Hypersphdre ist, geniligen seine

Koordinaten den beiden Gleichungen F=0 und G=0. Nach obigem gilt dann

(F,G)ocf(0)=m0, sodaB k die Flachenkurve cg(I) in cd0) oskuliert. Nach Satz
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2.7.2 ist der Kriimmungskreis einer Kurve eindeutig, sodaB k Kriimmungs-
kreis von c.(I) in c/0) ist. O

Bem.: (a) Satz 4.5.5 ist fiir beliebige Raumkurven, die auf keiner gemeinsa-~
men Hyperfliche f(U) liegen, falsch.

(b) Satz 4.5.5 ist auch auf zwei ebene einander beriihrende Kurven nicht
anwendbar, da die gemeinsame Tangente im Berilihrpunkt Schmiegtangente
ist.

{6) Berechnung von n,:
Wir setzen fiir die Hyperfliche f(U)<R® m22 voraus; damit ist mit 2.5 »,>0.
OBdA. setzen wir fiir die Flichenkurve foc=c;: I?Rm=! léfﬂ=1 in I voraus.
Nach 4.5 ist dann . )

# N(C4(0))=C4(0).Na)=UC 4(0)B.UN ;(a)h.cos(C 0),Ne(a)) .
Ny(a) ist normiert; also bleibt wegen 1,(0)=HC,(0)# die 1785 von MEUSNIER
gefundene Formel

upN(Cf(O))=n1(O).cosv ,
wo ¢ der Winkel zwischen der orientier-
ten Hauptnormalen von cg(I) in cg(0) und
der orientierten Flachennormalen nf(a)
ist. Dabei ist die Hauptnormale die wvon
(cg), definierte Gerade A(cg(0)+H((c,),(0)))
ist.

Zusammenfassung:

Sei n; die 1l.Kriimmung einer reguldren Fldchenkurve cdI) in cg(0), g sei
Tangente von c(I) in c/0).

Fall 1: g ist NICHTschmiegtangente:

Der Kriimmungskreis k = &nS II'((‘lf(O)) von cg(I) in c (0) hat den Radius
1/%,(0).
Zur Festlegung der MEUSNIER-Sphére S"(éf(O)) schneiden wir die Normal-
schnittsebene 'r:=gvA(H(Nf(a))] mit der Hyperfliche f(U) und erhalten den
Normalschnitt yrf(U) = Ti(I).

Wegen ¢=0 oder P=7 ist lcosygl=1, folglich

‘upN(Cf(O))=ﬁ1(0) . )
Damit ist der Radius p von S%(C.(0))
wegen p=1/n pN(Cf(O)) bestimmt.

Fall 2: g ist Schmiegtangente:
Nach Satz 4.5.2 ist entweder c.(0) ein Wendepunkt von cg(I), was »,(0)=0 zur
Folge hat, oder die Schmiegebene ¢ von c,(I) in c{0) liegt tangential.

Um auch im 2.Fall den Kriimmungskreis angeben zu konnen, wird aller-
dings ein "Fldchenelement" 3.0rdnung nétig und man st68t nach BONNET
auf die kubische Indikatrix.
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{7) Im Falle eines normierten Weges erhilt der Betrag der kovarianten
Ableitung einen eigenen Namen:

Def. 4.5.3: Sei Ce : IPRP ein normierter Weg.
Dann heit #DC./dt(0)¥ =: »¢(0) geods-
tische Kriimmung von c/I) in c.(0).

Satz 4.5.6: (1) nG ist ein Begriff der inneren Geometrie.
{2) n€=0 in I <==> c/(I) ist Geodétische.
_(é)_ ‘Klz = (KDN)Z + (nG)2,

Beweis: (Ad 1) Nach 3.4 ist die kovariante Ableitung ein Begriff der inneren
Geometrie. Insbesondere bleibt die geodidtische Kriimmung daher bei einer
lokalen Isometrie unverandert.

(Ad_2) #%=0 <==> DCy/dt=0 in I. Genau dann ist nach Def.3.5.1 c, ein
geoddtischer Weg.

(Ad 3) OBdA. gelte #C,#=1 in I. Zusammen mit Gleichung (4.5.1) folgt

1C(0)12 = WDC,/dt(0)K2 + ((x N(C4(0)))2.

Aus der Normiertheit von c; folgt

(2 (0))2 = (#8(0))2 + (n ¥(cgo))2 . O
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4.6 _Grundgleichungen der Hyperflichentheorie

Sei f : UCR® 2 R=™1 eine Cr(U)-Immersion mit r*2, Nach 4.1 ist {F,(a), ... ,
Fo(a) , Ng(a)} fiir alle a€U stets eine Rechtsbasis von R®1, Sie ist aller-
dings i.a. nicht normiert.

Def. 4.6.1: Die Abbildung
U 2 TR™1x ,,, xTR®¢
mit
atlU » {F;(a),..,F(a), Nga)l}
heiBt Begleitbasis lings f.

Bekanntlich gilt vj,k:
Fj(a)-Fk(a) = f)j(a)-fsk(a) = g\t(a)
Fj(a).Nf(a) = f,j(a).nf(a) =0
Nda).Ng(a) = 1 .

(1) Ableitungsgleichungen:

Es werden nun die Ableitungen f,jk bzw. Ngyg in der gegebenen Begleitbasis
ausgedriickt.
Ansatz:
frg = uglfy + ag.ng (%)
Da feC2 vorausgesetzt wurde, ist
ujgl , £, € CO(U).
Wir multiplizieren (*) mit f,;
f55hs = (zc‘,‘l.f,l.f,s + 0.
Mit Def.3.4.10 gilt
e = “31'315 .
Multiplikation mit der zu (g,) inversen Matrix (g%t ergibt
I ye8% = ujl.tflt .
Mit Gleichung (3.4.3) bleibt
l"Jkt = a.t‘.
Multipliziert man (*¥) mit n, so ergibt sich
f,j{.nf =0+ ag -
Gleichung (4.3.1) liefert '
h;k = ag.

Als ein Ergebnis erhilt man die Ableitungsgleichungen von GAUSS:
fo5 = l“‘kl.f,1 + hg.ng (4.6.1)
Diese Gleichungen wurden 1827 von GAUSS filir m=2 angegeben.
Ansatz: Wegen —Nf,j(a)=up(Fj(a))=hj1(a).Fl(a) ergeben sich sofort die

Ableitungsgleichungen von WEINGARTEN (1861):
ng; = ~hif, (4.6.2)
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Bem. 4.6.1: (a) Man beachte die Unterschiede zur Kurventheorie:
1. Die Begleitbasis f,1 y Ng ist von f abhdngig, also parameterabhiangig (in
der Kurventheorie nicht).
2. Die Begleitbasis ist i.a. keine ONB.
3. Die Koeffizienten in den Ableitungsgleichungen haben keine geometrische
Bedeutung: Nach 4.3, Folgerung 3 sind z.B. die h.ik nicht parameterinvariant.
{b) In der Kurventheorie spielen die normierten Wege eine ausgezeich-
nete Rolle. Hingegen gibt es in der Fldchentheorie bezliglich der
Bewegungsgruppe keine ausgezeichneten Flachenwege f.
{c) Aus feC2(U) folgt: f,‘ik = f,k‘i .
Fir feC3(U) folgen die Integrabilititsbedingungen

f,jks = f,jsk und Dgyg = Npy; -
(Diese kommen in der Kurventheorie nicht vor.)

(2) Integrabilitatsbedingungen:
In diesem Abschnitt werden unter Beniitzung der Ableitungsgleichungen die

Integrabilitdatsbedingungen genauer studiert.

Zuerst die Integrabilititsbedingungen von (4.6.1):
(4.6.1) lautet
f00 = Tyhfy + hyong .
Partielle Differentiation nach us ergibt
f,jks = l"jkl,s.f,1 + I‘jkl.f,]s + hg,eng + hgong,, .

Die Ausdriicke f,, und n;,_  werden vermdge (4.6.1) und (4.6.2) ersetzt,
sodafl man erhalt:

f,.k‘i = l"‘tl,s.f,1 + l":kl.(l"k;t.f,t + hyng) + hjk,s.nf + h‘t.(-hst.f,t) .
Wir zerlegen in einen Normal- und Tangentialanteil:

f’jks = f’to[rj(t’s + l...ikl'rlst = h.ik‘hst} + nf'[rjkl'hls + hjk’s}'

f,‘isk wird aus dieser Gleichung durch Vertauschung von k mit s erhalten.
Denkt man sich auch f,jsk in einen Normal- und Tangentialanteil zerlegt, so
ist die Integrabilitdtsbedingung f,m—f,jsfo damit &dquivalent, daB jeweils
die Normal- und Tangentialanteile der Vektoren f,‘im und f,jsk libereinstim~
men, also deren Differenz verschwindet.
Das Verschwinden der Differenz der Tangentialanteile bedeutet:

Fkt,s - l“jst,k + l‘jkl.l'bt - I‘jsl.rlkt = hjk.hﬂt - hJ.E.hkt .

Nach 3.7 gilt
ijt = hjk.hst - h‘js.hkt .
Multipliziert man schlieflich diese Gleichung mit g, , setzt man
Rys%8r = Ry o

und bericksichtigt 4.3, Folgerung 1, so bleibt
Das System von Integrabilitiitsbedingungen von GAUSS (1827):
Rigs = hg.hg + hyhy (4.6.3)

Das Verschwinden der Differenz der Normalanteile bedeutet
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l"‘kl.h]s - l“jslth + h.k,s - h.,'s,k =0,
und man erhilt die Integrabilititsbedingungen von D.CODAZZI (1868):

hjk,s - hﬁ,k = I'jﬁl.hlk - l"jkl.hls (4.6.4)

Bem.: (4.6.4) findet sich schon 1856 bei G.MAINARDI.

In der russischen Literatur werden die Gleichungen (4.6.4) auch PETERSON
zugeschrieben.

Nun zu den Integrabilitdtsbedingungen von (4.6.2):
Setzt man hier in analoger Weise wegen npjk—nf,k‘,:O die Tangential- bzw.
Normalanteile gleich (bzw. deren Differenz gleich Null), so ergibt sich im
ersten Fall wieder (4.6.4) und im zweiten Fall eine Identitit.

Satz 4.6: Bei einer reguldren C3-Hyperfliche sind die Integrabilititsbedin-
gungen von GAUSS und CODAZZI der Ableitungsgleichungen von
GAUSS und WEINGARTEN erfillt.

Bem. 4.6.2: Die mxm-Matrix (hjk) hat keine innergeometrische Bedeutung, da
zur Definition von @y die Fldachennormale benutzt wurde.

Aufgrund ihrer Definition (siehe 3.7 und 4.6) sind die Ryjs Begriffe der in-
neren Geometrie. Nach (4.6.3) haben daher alle zweireihigen Unterdetermi-
nanten innergeometrische Bedeutung. Sie bleiben daher insbesondere bei
einer (lokalen) Isometrie ungedndert.
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4.7. Hauptsatz der Hyperflichentheorie

Satz 4.7.1: Hauptsatz der Hyperflichentheorie:
Seien f: U » R"™! und f: U » R™ zwei reguldre C3-Hyper-
flaichenwege uz:d U ein zusammenhdngendes Gebiet. Es sei gjk=§jk
in U und hjk=hj( in U.
Dann existiert genau eine Bewegung f: R®tl 5 Rmtl pjt f=Fof.

Beweis: Schritt 1: Konstruktion von £:

Dazu gehen wir von einer Anfangsstelle 0EU aus.
B=(s,1) soll leisten: f£(0) » f(0)=6(f(0)) ,
(£,4(0)) = £,{0) fir j=l,.,m.
Vorerst muf3l aber gezeigt werden, da eine Bewegung existiert, die diese
Forderungen erfiillt. Dazu

ZWISCHENBEMERKUNG 20:
Es sei (Rn;*) ein euklidischer Vektorraum mit innerem Produkt "«"
Ferner seien

{a)s.a,} und {&,,..,3 }
zwei Rechtsbasen, fiir die
8,8y = 'é.j.ﬁk

gelten solle.
Beh.: Es existiert genau ein gleichsinnig orthogonaler Automorphismus 1 mit
l(a;)=a,
Bew.: Nach einem Ergebis aus der Linearen Algebra existiert genau ein
Vektorraumautomorphismus 1, der die geordnete Basis {a,,..,a,} in die
geordnete Basis {&,,..,a } liberflihrt. Da beide Basen Rechtsbasen sind, ist
1 gleichsinnig.

Zum Nachweis der Orthogonalitdt von 1 berechnet man fiir zwei beliebige
Vektoren v,wtRD mit V=V-j.8.j und w=wk.ak das innere Produkt

l(v).l(w)=vi.1(aj).wk.1(ak)=V~1wk.'é.j.ak=vi.wk.aj.a.k=v.w .a

ENDE DER ZWISCHENBEMERKUNG.

Bekanntlich sind
{£,,(0)geesy £,.(0), ng(0)} und {%,,(0)yee, £,,(0), n3(0)}
zwei Rechtsbasen, die wegen
f,j.f,k=gx ’ f,j.nf=0 y Neng=1
bzw,
-f’j‘?’k:‘g.jk , ?,Jn-f=0 y n3.n3z=1
aufgrund von gjk='§j( die Voraussetzungen aus ZB20 erfiillen.
Nach ZB20 existiert daher genau ein gleichsinnig orthogonaler Vektorraum-
automorphismus 1 mit
_ 1,)0021(£,4(0)) und nz(0)=1(ng0)).
Da 8 ferner f(0)»f(0) leisten soll, ist wegen
£(0)=B(£(0))=1(£(0))+s
der Schiebanteil s durch
s=£(0)-1(f(0))
eindeutig festgelegt.
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Also ist # mit B(p)=s+l(p) eindeutig festgelegt.

Schritt 2: B "paBt" iiberall:
Beh.: {f,j (j=1,...,m), nz} und {(lof),j (j=1,...,m), longJ} passen in dieselbe
Differentialgleichung zur selben Anfangsbedingung.

Zum Nachweis betrachtet man einerseits die
Ableitungsgleichungen fiir f:

und andererseits jene filir fof:

3 ((lof),)) 7ouk = 1(of, /ouk]) = Uf,,) ,
d.h. mit (4.6.1)
f,5) = UT gL, + hyong) = T gLI(E,) + hyding) ,
also
l(f,jk) = l‘,kl.(lof),1 + hr(lonf) .

Ebenso konnen die Ableitungsgleichungen fiir n; und lon; aufgestellt wer-
den.

Man erkennt also:
{.f‘,j (j=1,eee,m), n3} und {(lof),j {j=1,...,m), lon;} passen zu denselben An-
fangsbedingungen in dieselbe lineare, homogene, totale Differentialgleichung
mit den CYU)-Koeffizienten hg und l“jkl.
Die Integrabilitdtsbedingungen

_ fsjks"fihlfo ’ nf:‘i(_nf’kj=0
sind erfiillt, da f und f reguldre C3 Hyperflichenwege sind.
Nach ZB17 existiert lokal in U,U mit 0€U, eine eindeutige Losung,
d.h. in U, gilt:
?",Jz(lof),j y J=1,..,m und nj=long (¥).

Schritt 3:

Um Uy,=U nachweisen zu konnen, formulieren wir

ZWISCHENBEMERKUNG 21:
Sei UcRm eine offene Teilmenge des R=,

Eine Teilmenge T<U heiBBt offen in U, wenn T Durchsechnitt von U mit ei-
ner in R® offenen Menge ist.
Bem.: Durch diese Definition wird U zu einem Teilraum des R®.

U heiBt zusammenhingend genau dann, wenn U nicht Vereinigung zweier
disjunkter offener Mengen ist.
ENDE DER ZWISCHENBEMERKUNG.

Sei U;,cU jene Teilmenge von U, die (*) erfiillt. Dann gilt Uy,cU,, sodaB U,
nicht leer ist. Durch

U := U, v (U\W,
wird U in zwei disjunkte Tellmengen zerlegt, d.h. es gilt
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U, n (U\Ul) =0 .
Es wird gezeigt, daB U, und U\U, offen sind in U:
--U, offen in U:
Sei b€U,. Nach Definition von U; gilt dann
f,4b)=(lof),e(b) Vj und n3(b)=long(b) .
Analog zu Schritt 2 (dort b=0) gilt (*) lokal in einer Umgebung von b in
U;;, d.h. mit béU, gehort eine in U (und daher in R®) offene Umgebung zu
U, , sodaB U, offen ist.
--U\, ist offen in U:
Sei b€UNU, . Da (¥) in U\U,; nicht richtig ist, gilt z.B.
£,,(b)=(lof),,(b)#0 .
Dann ist die Abbildung Z",l—(lof),1 lokal in einer offenen Umgebung wvon b
von Null verschieden, sodaB U\ U, offen ist.
Da U zusammenhdngend vorausgesetzt wird, ist nach ZB21 entweder U,

oder U\ U, notwendig leer. Da U; nach Definition nicht leer ist, folgt, daB
U\U, die leere Menge ist, sodaB3 U,=U=U, folgt.
Ergebnis: (¥) gilt in ganz U.

Schritt 4:
In U gilt also
I",f(lof),J und n3=long .
Wir betrachten das Kurvenintegral

a B _ a B _ a B _
J I fdui=(f I P,.dui,., [ I f,du):
0 j1 0 ¥1 0 ¥l

Wir betrachten exemplarisch
a
Ia = .l. (fa )ltdul"'to."‘fu ,n.du-) ]
0

und zwar zundchst in einer Umgebung U,cU von 0. U, ist einfach zusam-
menhingend und I¥ genau danrl weg-\_ma‘tlhﬁngig, wenn (% ,J.),kz(;‘“ s)s; « Dies
ist bei uns der Fall, da wegen f€C2 f,jk=f,k‘j gilt.
Da also I¥* nur von Anfangspunkt 0 und Endpunkt a abhangt, gilt:
I*=T% (a)- 1% (0).
Insgesamt bleibt: a 5
J I f,,dui = f(a)-£(0) .
0 51
Da fe€C2, gilt auch [(lof),j) ,k=((lof),k) v sodaB in analoger Weise

[T (lof),pdus = (lof)(a)-(lof)(0)
0 51

gefolgert werden kann.
Damit ergibt sich folgende logische Kette:

& m 2 n & m a2 @
f(a)-£(0)=f I f,,dui=[ I (lof),pdui= flo I f,pdui=1lo [ I f,,dui=
o F1 0 1 0 ¥1 0 Jjl

= 1o (f(a)-£(0)) .

Schreiben wir statt lof(a) kiirzer 1(f(a)), so findet man
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f(a) = 1{f(a)) + £(0) - (lof)(0) .
Nach Beweisschritt 1 ergibt sich wegen s=f(0)-1(f(0)) schlieBlich
f(a) = lf(a)) + s ,
also die Behauptung f=pof in Uy Fiir f=Bof in U bleibt also U,=U zu
zeigen.

Schritt 5:
Wie in Schritt 3 beniitzen wir eine Zerlegung von U in
U = U,u(U\U,);
in U, gelte ?=10f+s, sodaBB U, wegen U,cU, nicht leer ist.
--In U\U, gilt
f-lof-s#0,
sodaB U\U, offen ist.
Zeigen wir wie in Schritt 3, daB auch U, offen ist, so ist, da U zusam-
menhédngend vorausgesetzt ist, U\U, leer, also U=U,=U,
--U, ist offen, da:
Sei beU,, also
T(b)=(lof)(b)+s.
Daraus folgt
1,{b)=(lof),(b) flr j=1,...,m.
Dies gilt in ganz U, sodaB eine in U of-
fene Umgebung U, von b existiert, wo
?,Jz(lof),_j gilt. U, ist einfach zusammen-
hdangend, also das Kurvenintegral von b
nach b, (b;€U,) wegunabhéngig.
Also gilt flur bleUb:
(b,)=(lof)(b,)+f (b)-(1of)(b).
Wegen beU, ist
(b)=(lof)(b)+1(0)-(lof)(0) ,
also wegen s=T (0)-(lof)(0) dann
£(b)-(lof)(b)=s ,
sodaf3
f(b,)=(lof)(b)+s in U,
gilt. Das heiBt, daB mit b&U, eine offene Umgebung U, von b zu U, gehort
und U, damit offen ist. O

Folgerung 1:
Wir betrachten zwei reguldre C3-Wege f und f, filir die im zusammenhidn-

genden Gebiet_U die Bedingungen §jk=gjk und i.lj(=~—h_ik gelten. Wir zeigen,
daB f(U) und f{(U) gegensinnig kongruent sind.

Bew.: Spiegeln wir f(U) an einer Hyperebene, so gilt fiir das Spiegelbild
f#(U) einfach g*jk=gjk , da bei der Spiegelung f,.;-*f*,‘1 . Mit der Voraus-
setzung bleibt g*jk=§‘t .

Da bei einer derartigen Spiegelung ein Rechtssystem in ein Linkssystem
iibergeht, gilt h*y=f*, .ng=f,5.(-nd=-hg=hg .

Also stimmen fiir die C3-Wege f*¥ und f Erste und Zweite Grundform iiber-
ein, sodaB nach dem Hauptsatz 4.7.1 ?(U) und f*¥(U) bewegungsgleich sind.
Das ergibt die Behauptung. O
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Folgerung 2:
In 3.7 wurden lokale Isometrien studiert: so ist nach Satz 3.7.3 bei

Beschreibung durch gleiche Koordinaten eine lokale Isometrie durch gjk='g.ik
gekennzeichnet. Nach Def.3.4.9 stimmen dann fiir beide Fldichen die Christof-
felsymbole 2.Art iiberein und nach 3.6 und 4.6 sind auch die Ausdriicke
R.... identisch.

Unter Beniitzung von (4.6.3) gilt

Rye = hyeh

Jkst - h.ﬁ.hkt= chst = hks'h.t - h.ﬁ.hkt (*)

jt
Es stellt sich nun die Frage, ob solche Abbildungen existieren bzw. wie
sie aussehen:

Ein einfaches Beispiel dafiir erhidlt man, wenn man eine Kongruenz auf die
Hyperflache einschrankt, was wir auch als triviale Isometrie bezeichnen
wollen.

Bem.: Bei Beschreibung durch gleiche Koordinaten gilt:

o: f(g)—)?‘(U) ist genau dann eine triviale Isometrie, wenn g"‘=§jk und
hg=ehg mit t€{+1,~-1} gilt. Bei Einschrankung einer Bewegung auf f(U) ist
+1, bei Einschriankung einer gegensinnigen Kongruenz auf f(U) ist -1 zu
wahlen, wie mit Folgerung 1 begriindet werden kann.

Existieren auch nichttriviale Isometrien ?
Jedenfalls sind (hjk) und (Bjk) zwei symmetrische mxm-Matrizen, fiur die
nach (%) alle entsprechenden zweizeiligen Unterdeterminanten denselben
Wert haben und, da es nichttriviale Isometrien sein sollen, hjk#a.}-{ x gilt.
Ob diese Forderungen erfiillt werden konnen, beantwortet

ZWISCHENBEMERKUNG 22:
(hjk) sei eine symmetrische mxm-Matrix mit 3£rg(hjk)£m, von der alle zwei-
zeiligen Unterdeterminanten bekannt sind. Dann gilt:
Alle Werte h‘ik sind bis auf ein {gemeinsames) Vorzeichen eindeutig bestimmt.
(L.P.EISENHART: Riemannian Geometry, Princeton 1966, S.200)
ENDE DER ZWISCHENBEMERKUNG.

Sei nun m%3, also n4. )
Nach 4.3, Folgerung 6 ist det(hjk)#O mit K#0 dquivalent, und genau dann ist
f(U) frei von parabolischen Punkten und Flachpunkten. Es folgt

Satz 4.7.2: (KILLING, 1885)
Jede reguldre C2-Hyperfliche im R™ (n®4) , die frei von paraboli-
schen Punkten und Flachpunkten Iist, gestattet nur triviale
Isometrien.

Bem.: m=2, n=3: Hier gibt es sicher 2zwei (wesentlich) wverschiedene
2x2-Matrizen mit gleicher Determinante.
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Folgerung 3: 2-Flichen im F8:
Es gilt nach (4.6.3)

Damit folgt fiur die GAUSSsche Kriimmung K = R1221/A und es gilt

Satz 4.7.3: THEOREMA EGREGIUM:
Die GAUSSsche Kriimmung K einer 2-Fliche im R3 ist eine inner-
geometrische GrdBe.

Bem. 4.7.1: (a) GAUSS selbst wurde durch die Geoddsie angeregt:
Betrachten wir etwa eine 2-Sphdre S2cR3 mit Radius r. Nach Satz 4.2.3 ist
jeder Punkt von S2 ein Nabelpunkt und nach Bem.4.2.2 jede Fldachentangente
eine Krimmungstangente. Wegen

‘npN(Xp)=1/r
ist K=1/r2 >0.
Da die Ebene nur Flachpunkte enthdlt, gilt fiir sie K=0, und es folgt:

Es kann keine lokale isometrische Abbildung der Sphidre auf die Ebene
existieren, d.h. eine Sphire Ist nicht abwickelbar. Daher existieren keine
verzerrungsfreien Landkarten.

{(b) Es gilt ferner (ohne Beweis):
K bzw. IKi ist innergeometrisch fiir m-Flichen im R® mit m20 (2) bzw.
mEl (2).

Folgerung 4:

Def. 4.7.1: Eine regulare CZFlache im R3 mit K20 heiBt eine Torse.

Satz 4.7.4: Eine regulidre C3-Flidche im R3 ist genau dann abwickelbar, wenn
sie eine C3-Torse ist.

Beweis: {(a) Nach Bem.3.7.6 ist eine 2-Flache genau dann abwickelbar, wenn
kartesische Koordinaten existieren, d.h. es ist gjk=6‘*. Daraus folgt:

I..'=0, daher R....=0, folglich R;3,,=0.
Nach Folgerung 3 ist K=0 und f(U) definitionsgemdB eine Torse.

(b} Gegeben sei eine C*Torse.
Wegen K=0 ist R;,,,=0.
Da im Falle einer 2-Fliche alle anderen R.... entweder gleich R,,,,
entgegengesetzt gleich R,,,, oder identisch Null sind, folgt: R....=0. Nach 4.6
gilt dann auch ijql:O (fiir alle Indexkombinationen).
Nach Bem.3.7.6 ist f(U) abwickelbar. O

Beispiele:

{1) Nach 3.6 sind die Zylinder mit reguldarem C2-Normalschnitt und die Halb-
kegel mit reguldrer CZRichtkurve TORSEN.
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{2) Nach 3.7 ist die Halbtangentenfldche einer reguliren wendepunktfreien
CZ-Kurve im R3 eine TORSE.

Bem.: Da Zylinder, Halbkegel und Halbtangentenfliche Erzeugenden tragen,
nennt man sie auch torsale Regelflichen.

In 5.2 wird gezeigt: Diese drei Beispiele sind im wesentlichen alle Torsen.
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Vv

2-FLACHEN IM R3






5.1 Spezielle Parametrisierungen

Sei f: USR® 3 Rn ein reguldrer C3(U)-Weg.
Bekanntlich ist ein Tangentialvektorfeld ldngs f eine Abbildung
Ve: U2 Tf mit Hth:f ,
wobei ein Vektor Vi(a) angesetzt werden kann durch
Ve(a) = vi.Fj(a) mit vi: U=R.
Nach Def.3.4.6 gilt:
V,€C8(U), s€r-1 <==> vJieCs(U).
Ferner sei cg; IPRM ein reguldrer CY{I)-Weg.
Unter Beniitzung von Cf(to)=(cf(to); cgl{ty)) formulieren wir

Def. 5.1.1: Sei V, ein C?U)-Tangentialvektorfeld ldngs f und cg I3RM ein
CY(I)-Flachenweg.
c; heiBt ein Integralweg von V, genau dann, wenn fiir alle t eI die
Gleichheit  Cy(tg)=Vy(c(t,)) besteht, also auf der Fliche die
Differentialgleichung 1.0rdnung éf=Vpc gilt.

Gegeben sind also der Weg f:U2Rnr sowie das Tangentialvektorfeld VaUTE ,
gesucht ist ein Weg c:I?U derart, daB der Fldchenweg foc=cgI?R" ein Inte-
gralweg ist.

Def. 5.1.2: V; heit reguldr, wenn in U die Identitdt V&0 gilt,

Def. 5.1.3: Eine reguldre Flachenkurve cg(I) heiBt. Integralkurve eines regu-
lairen Tangentialvektorfeldes V;, wenn la.{Cg(ty),Veoc(ty)} fur alle t4€l.

Satz 5.1.1: Sei f: UR2 9 RPM ein regulidrer Cr(U)-Weg, r2. Ve und Ve
seien zwel reguldre Cs-Tangentialvektorfelder 1lings f mit
14sér-1 und lu.{4\Ve(ay), oVelag)} fiir eine Stelle ajEU.

Dann existiert lokal um a, ein Cs(U,)-Diffeomorphismus ¢:Uy>U,
mit a,€U, so, daB fiir f’=foy: Uy’»R" die Parameterkurven Inte-
gralkurven sind.

Beweis: Zu zeigen: FaBt man die Cr-Flache als Cs-Fldche auf, so existiert ein

derartiger Parameterwechsel.

Es gilt: memvj.Ffa)vf.F’J mit 1=1,2.
Nach 3.3, Diskussionspunkt 2 besteht die Beziehung a)vi'=a‘)vi.u3’,j (k). Zum
Beispiel gilt
151



3 [] - ’ ’ -
VI = ) VI 4 VB =,V

Aus der geometrischen Forderung (;,v¥=0 bzw. (2)v1’=0 folgt aus (*)

1.u2’,1 + .. viu?, =0

Y o)) 2

()

bzw. (z)vl.ul’,l + mvz.ul',z = 0.

Es stellt sich nun die Frage, ob bei Bekanntsein der Funktionen mv~j
(j,1=1,2) ein Parameterwechsel ¢, also Funktionen u¥(uj) existieren, die die
beiden Gleichungen (##*) erfiillen. Dazu

ZWISCHENBEMERKUNG 23:

Gegeben seien die beiden Gleichungen
«,(ul,u?).u?, + #,(ulu?).u?,,
a,(ulu?).ut,, + £,(ulu?).ul’,, =

wo «j, B; €C%(U) bei s*1 sind.

Dann gilt nach E.KAMKE (1937, Math. Zeitschriften):

Falls eine Stelle a;,éU mit

]
o &

u,(ag)  B,(ap)
det + 0
uylay)  B,(ay)
existiert, dann existieren lokal um a,éU CS-Losungen ul’(ud), u?(ud) und
detJv#O.
ENDE DER ZWISCHENBEMERKUNG.

Nach Voraussetzung ist Lu.{,Vday), o,Ve(ag)} und daher

vi(a,) v(a,)
det | &y MmVgy £ 0.

@viay)  gviay)

Wegen (DVfECB existiert nach ZB 23 Ilokal um a €U ein C%(U;)-DM
v:Ug?¥(U 4)=:Uy’. Dann existiert ¢:=¢y-L U,»U, und ist ein Parameterwechsel.
Nach Konstruktion hat foe=f’ Integralkurven in f'(U,’) als Parameterkurven. O

Bem.: Im Fall m>2 miissen die Vektorfelder & Ve gewisse Vertraglichkeitsbe-
dingungen erfiillen (JACOBI).

Anwendungen:

{I) Wir benétigen

Def. 5.1.4: f(U) sei eine reguldre C2-Hyperfliche. Eine Kriimmungslinie ist
eine reguldre Flachenkurve cdI) mit: die Tangente an c/(I) ist stets
Krimmungstangente, d.h. in I ist La.{C(t,), up(Cf(to))}.

Satz 5.1.2: f(U) sei eine reguldre Cr-2-Fldche im R3, r*3. f(a;) sei kein Na-
belpunkt und kein Flachpunkt. Dann existiert eine Umgebung
U,cU von a; und ein C™~%U_’')-Diffeomorphismus ¢: Uy *U, so, daB
fiir f'=foy¢ die Parameterkurven Kriimmungslinien sind.

Bem.: FaBt man f(U) als C™2-Fldache auf, so folgt:
Es existiert lokal ein Parameterwechsel ¢ mit obigen Eigenschaften.
Wir sprechen auch von einer lokalen Krimmungsparametrisierung.
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Beweis: Es seien (;,Vy und ,,\V; zwei reguldre Krimmungsvektorfelder. Mit 4.3
ist in a  verboten: hjk=p.gjk mit p=0 (Flachpunkt) bzw. p#0 (Nabelpunkt).
Damit ist
gn 812 82
rg (ag) = 2.
h;; hy; hy
Also ist lokal um a, der Rang dieser Matrix gleich 2, d.h. es existiert eine
Umgebung von a,, die frei von Nabel- und Flachpunkten ist, wo stets zwei
orthogonale Kriimmungstangenten existieren.
Nach 4.3, Folgerung 8 ist ein Vektor Xp=v3.Ff(a.u) genau dann Kriimmungs-
vektor, wenn fiir seine Koordinaten vl, v2
(v)2 -vl,v2 (v1)2
det |g,, €12 g2 (a) =0,
hy, hy, h,,
gilt, fiir diese also eine quadratische Form verschwindet, welche iiber R in
zwei Linearfaktoren zerfillt:

[a1(u1,u2).v1+ﬁ1(u1,u2).v2).[az(ul,uz).vl—f-ﬁz(ul,uz).vz] =0 .

” und ﬁj sind Kombinationen der 25 und h.ik und folglich aj,ﬁjecl'-z(U),
s=r-2 (siehe ZB 23).
Dabei ist
(ul’ﬁl)*(oio) und (“zgﬁz)*(ogo) ’
da zwei verschiedene Kriimmungstangenten existieren; also gilt auch
B, — anf, #0 .
Die Krimmungsvektorfelder werden nun beschrieben durch

Ve : «,(ul,u?). v+, (ul,u?). v2=0
bzw.
@Ve ¢ (ulu?).vi+B (ul,u?).vZ=0.

Nach Satz 5.1.1 existiert lokal um a; ein C™%U,’)-DM. ¢:U,"3U, O

Folgerung 1:

Def. 5.1.5: Zwei Scharen von Kurven auf einer Fldche heilen ein Kurven-—
netz, wenn gilt:

{1) Durch jeden Punkt der Fliche geht genau eine Kurve jeder Schar.
{2) In jedem Punkt sind die Tangenten an die beiden Scharkurven
verschieden.

Mit Def.5.1.5 gilt:
In der Umgebung eines Punktes, der kein Nabel- oder Flachpunkt ist,
bilden die Kriimmungslinien ein Kurvennetz.

Bem.: Ist a,’=¢-1(a,) reguldr, so ist f’ lokal injektiv, und es gilt:
Das Kurvennetz ist "topologisches Bild" eines Quadratrasters in U,
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Folgerung 2: "Erkennungsdienst” fiir Kriimmungsparameter:
Liegt eine Kriimmungsparametrisierung vor, so erfiillen notwendig auch die
Basisvektoren (0,1) und (1,0) die Gleichung

(v3)2 -viyZz  (v1)2
det En E12 g22 {= 0,
hy, hy, hy,

sodal in ganz U gilt:
82220y, = hyp8y, = 0
8n-hyz = hyp8y, = 0
Diese beiden Gleichungen kodnnen interpretiert werden als lineares homoge-
nes Gleichungssystem fiir g;, und h,;,, Die Determinante
~82hyy + 811hy,
des Gleichungssystems muB3 von Null verschieden sein, da ansonsten mit
den obigen beiden Gleichungen der Rang der Matrix
811 812 82
h;; hy, hy
nur 1 ware im Widerspruch zur Voraussetzung.
Dann existiert in U nur die triviale Losung
g8,7h,,=0 in U.

Folgerung 3: Die Differentialgleichung der Kriimmungslinien:
Ein Weg c liefert dann eine Kriimmungslinie, wenn fiir vliv2=¢l:c2 die Bedin-
gung
(222  -gLe2  (e1)2
det g 50C =0
thoc

erfiillt ist, die iliber R in zwei Linearfaktoren zerfdllt; einer der beiden

lautet:
(x,oc).cl + (B 0c).c?2 =0 ,

wo (al,ﬁl)#(0,0) fiir die Funktionen «,8,: U3R gilt. Analog fiir ¢, und £,
Ist z.B. B,(ay)#0, so ist B, sogar lokal um a; von Null verschieden, und
es folgt
c¢?/¢cl=—(a,0c)/(Boc) =:yoc mit 7:U-R.
Setzt man fiir ¢ speziell die EULERparametrisierung
c(t)=(t,z(t))
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voraus, so ist cl=1, ¢?=z und obige Differentialgleichung schreibt sich
dann als
z(t) = 7 (tz(t)).
Jede Losung dieser Differentialgleichung 1.0rdnung fiir die Funktion z(t)
liefert lokal eine Kriimmungslinie.
Wegen 7E€CTr2 jst zeCr-1l und es gilt:
Kriimmungslinien einer Cr-Fldche sind Crl-Kurven.

Folgerung 4: Geometrische Kennzeichnung der Kriimmungslinien:
Nach OLINDE RODRIGUES gilt

Satz 5.1.3: c.(I) ist eine Kriimmungslinie auf einer C%-2-Fliche genau dann,
wenn in I La. {Cg(ty), (dNgjoc/dt)(ty)}.

Beweis: Bekanntlich gilt
Cltg)=ci(ty).Fjoc(ty).
Wir berechnen fiir p=cg(ty):
w,(Cdty)) =eXty).w (Fpe(ty)) = -(dNpc/dt)ty) ,

wo das letzte Gleichheitszeichen mit der Kettenregel zu begriinden ist. O
(I1) Wir bendtigen

Def. 5.1.6: f(U) sei eine reguldre CZ-Hyperfliche. Eine Schmieglinie ist eine
reguldre Flachenkurve, deren Tangenten stets Schmiegtangenten sind.

Satz 5.1.4: f(U) sei eine regulire Cr-2-Fldche im R3, r23. f(a)) sei ein
hyperbolischer Flichenpunkt. Faft man £(U) als C™%Flidche auf,
so existiert ein Parameterwechsel so, daB die Parameterlinien
Schmieglinien sind.

Beweis: Nach 4.4 ist K(ay)<0, folglich ist K in einer Umgebung von a;
negativ, d.h. es existiert eine Umgebung von a; die nur aus hyperbolischen
Flachenpunkten besteht.
Nach 4.4, Folgerung 2 bestimmt ein Vektor Xp=v5.FJ.(a) genau dann eine
Schmiegtangente, wenn vi.vk.h,;:O.

Ein Weg c beschreibt dann eine Schmieglinie, wenn mit vi=c}

cickhgoc =0

gilt.
Das ist eine quadratische Form, die iiber R reduzibel ist:

[(aloc).éh(ﬁloc).éz).[(azoc).éll'(ﬁzoc).éz) = 0 (*)

wieder gilt fiir die Cr?(U)-Funktionen xpB i UR:

(@,8)%(0,0) und  (w,,8,)#(0,0).
Ein jeder Linearfaktor von (¥#) bestimmt dann ein Schmiegtangenten(vek-
tor)feld: wir erhalten ein erstes und ein zweites Feld.

Da in jedem Punkt die beiden Schmiegtangenten verschieden sind, ist
apfy - wpby # 0,
sodaB wieder Satz 5.1.1 anwendbar ist. &I
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Bem.: In der Umgebung jedes hyperbolischen Flachenpunktes existiert da-
her eine sogenannte Schmiegparametrisierung.

Folgerung 1:
In der Umgebung jedes hyperbolischen Fliachenpunktes bilden die Schmieg-

linien ein Kurvennetz.

Folgerung 2: Erkennen einer Schmiegparametrisierung:
Die Vektoren mit vlv2=0:1 und 1:0 miissen die in ganz U giiltige Gleichung
vj.vk.hj‘=0 erfiillen; einsetzen ergibt
h;; = hy,, =0 in U.
Bem.: Diese beiden Bedingungen sind - im Gegensatz zur Kriimmungsparame-

trisierung - unabhiangig voneinander:
Gilt z.B. nur h,;;=0, so sind nur die 1-Linien Schmieglinien.

Folgerung 3: Differentialgleichung der Schmieglinien:
Diese lautet nach dem Beweis zu Satz 5.1.4:

éj.ék.hxoc = 0 mit c: I°U.

Sie zerfdllt liber R in zwei Linearfaktoren; einer lautet:
«,(ul,u?)oc.ct + #,(ulu?)oc.c? = 0,

wo wieder («,,f,)#(0,0) gilt.

Ist etwa B,(ag)#0, dann ist #, in einer Umgebung von a; von Null ver-
schieden und es folgt

c/cl = —[ul(uJ)oc]/[ﬂl(uj)oc] =ry(udoc , r: UIR,
Schreiben wir c¢(I) als Graph der Funktion z (EULERparametrisierung), so
bleibt
z(t)=y (t,z(t)).

Wegen YEC™2 jst zeéCrlund es gilt:

Die Schmieglinien einer C*-Fliche sind Crl-Kurven.

Folgerung 4: Geometrische Kenngeichnung der Schmieglinien:

Satz 5.1.5: Ist ein hyperbolischer Flichenpunkt f(a)=cy{0) ein regulirer
Nichtwendepunkt einer Schmieglinie c{I) einer C%-2-Fliche im
R3, so gilt:
72(0) = -K(c(0))
(Formel von A. ENNEPER, 1870).

Beweis: p=f(a) sei ein reguldrer hyperbolischer Flichenpunkt; nach 4.4 gilt
K(a)<0 mit a=c(0). O.B.d.A. sei 0c =1 in I. GemdB Def.5.1.6 beriihrt c/(I) in
cg(0) eine Schmiegtangente. Nach Satz 4.5.2 ist die Schmiegebene von cg(I)
im Nichtwendepunkt c,(0) mit der Tangentialebene in c/0) identisch (*).
Bekanntlich ist K(a)r:det.t.'p bei p=f(a), und wp: TfIT . f. Der Endomorphis-
mus o, ist festgelegt, wenn die Bilder einer Basis von T, bekannt sind.

c; besitzt die Begleitbasis (cg);, (cg)s (cg)yy wobei (cg); und (c;), die
Schmiegebene von c(I) in c4(0) aufspannen. Wegen (*) wdhlen wir in T f die
folgende Basis
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(Ce)1(0) := (c(0);(ce)y(0))
(Ce)2(0) = (cg(0)3(cg)x(0))
Wegen der Normiertheit von c, folgt:
05((Ce1(0) = w,(C0)) = wy(¢4Fpc(0)) = &X0).wy(Fya)) = ~&i(0).Npa) .
Nach der Kettenregel gilt
w,((Cg)1(0)) = -(dN,oc/dt)(0).
Der Vektor (cf)a(O) hat im wesentlichen die Richtung des Flachennormalvek-
tors ng(a), d.h. es ist
(cg)3(0) = £.noc(0) mit e=%1.
Es kann jedoch oBdA. t=1 gesetzt werden, da ein andernfalls bendtigter
Parameterwechsel 121, welcher (c,); "umpolt”, nach 4.2 die GAUSSsche Kriim-
mung invariant 1a8t. Also ist (cg);=ngoc(0) und es folgt weiter
0 ((Cp)y(0))=-(dN,00/dt)(0) = -(d(C,)y/dt) (0) = T(0).(C,)(0)  (¥);
die letzte Gleichheit gilt wegen 2.5.
Fiir das wp-Bild von (C;), kann
wp((Cf)z(O)) = “'(Cf)l(o) + ﬁ-(cf)z(o)
mit vorerst unbekannten «, £ angesetzt werden.
Durch Skalarmultiplikation dieser Gleichung mit (C;),(0) ergibt sich
(Cg1(0).0,((C4(0)) = a .
Aus der Selbstadjungiertheit von w, und (#*¥) folgt
& = w ((Cp)y(0)).(Cp)yl0) = 7(0).
Also bleibt
w,((C95(0)) = T(0).(C,(0) + A.(C,(0) ,
wobei £ uninteressant ist.
Damit lautet die Matrix von wy
0 7(0)
[(0) ﬁ],
und fiir deren Determinante gilt:
detw, = K(a) = -7%0). 0

Bem.: Fiir die Torsion der beiden Schmieglinien im hyperbolischen Fldchen-
punkt f(a) gilt:

7(0) = (-K(a))1/2 bzw. 7(0) = -(-K(a))1/3,
d.h. die beiden Schmieglinien sind entgegengesetzt gewunden.
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5.2 Torsen

Nach Def.4.7.1 ist eine Torse eine regulare C2-Fldche im R3; nach Satz 4.7.4
ist eine reguldre C3-Fliche im R3 genau dann abwickelbar, wenn sie eine
C3-Torse ist.

Def. 5.2.1: (1) f: USR3 heit Cr-Regelflichenweg, wenn gilt:
f(ul,u?) = l(ul) + uZr(u!) mit l,r: I3R3 , r#0 als CT(I)-Funktionen.
{2) f(U) heiSt Regelfliche, wenn ein zu f dquivalenter Regelflichenweg
existiert.

Offenbar kann u? beliebig
gewahlt werden, sodaB
U=IxR gilt.

Die Punkte der auf der Fldache verlaufende Kurve 1{I)cf(U) sind durch
u?=0 gekennzeichnet; 1{I) heit Leitkurve.
Da r nach Definition nicht die Nullabbildung ist, kann statt r auch r/trd
gewahlt werden; (r/dri)(I) liegt auf der Einheitssphdre und heiBt Richt-
kurve der Regelflache.

Bem. 5.2.1:
{a) Singuldre Punkte;
Singuldre Punkte sind durch

fyy xfy, = 0
gekennzeichnet. Wegen f,1=l+u2.f und f,=r ist dies dquivalent mit
(i+u2.i')xr = 1xr + u?.fxr = 0.
Eine 2-Linie ul=const. ist geradlinig und heit Erzeugende der Regelfldche.
Sei nun ulzconst.=:uly
Der Punkt a = (ul;,u?) ist genau dann singuldr, wenn
(ixr)(ulo) + uZ.(rxr)(uly) = 0.
Also ist entweder
(1xr,xr) = (0,0) ,
oder
(1xr,rxr) # (0,0).
Im ersten Fall heiit die durch ul, bestimmte Erzeugende e(ul)) eine singu-
lire Erzeugende.
Im zweiten Fall existiert eine Stelle (uly,u?;) mit
(1xr)(uly) + uZy.(rxr)(uly) = 0,
d.h. es sind
La. {(1lxr)(uly), (Exr)(ul)}h

Genau dann ist )
(1xr)x(rxr) 1, = 0.
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ZWISCHENBEMERKUNG 24:
(axb)x(cxd) = c.det(a,b,d) - d.det(a,b,c).
ENDE DER ZWISCHENBEMERKUNG.

Folglich ist

(ixr)x( rxr) = r.det( i,r,r) - r.det(i,r,i') = 0.
d.h. notwendig dafiir, daB auf einer nicht singuldren Erzeugenden e(ul,)
ein singuldrer Punkt existiert, ist

det(1,r,r)(ul)) = O.

Daraus folgt:
Auf einer nicht singulidren Erzeugenden existiert hochstens ein singuldrer
Punkt.

{b)

Def. 5.2.2: (1) Eine Erzeugende e, heilt torsal, wenn gilt:
(a) e ist eine nicht singuldre Erzeugende,
{(b) In zwei verschiedenen reguldren Punkten von € stimmen die Tan-
gentialebenen iliberein.
(2) Eine Regelfldiche hei3t torsal, wenn sie nur torsale Erzeugende
tragt.

e(ul)) sei eine torsale Erzeugende. Nach Definition gilt

(a) (ixr)(ulo), (rxr)(uly) # 0,0 und

(b) Es sind la. {(f,,xf,,)(ulp,u),

(fyyxfy)(ul,8)}, wenn (ulpx) und (uly,s)
die beiden auf e(ul)) verschiedenen Punkte mit
gleicher Tangentialebene bezeichnen.
Die zweite Bedingung bedeutet

[(i+a.f)xr) x [(i+ﬁ.f)xr) =0.
Mit ZB24 folgt
(i+ﬁ.f).det(i+u.f,r,r) - r.det(i+u.f,r,i+ﬁf) =0

Weitere Umformung ergibt

<==> det( 1+a. i‘,r,i) + det( 1+, rnr,f.r) =0

== det(x i‘,r,i) + det(i,r,ﬁ. r) =0

== det(i,r,i‘).(ﬁ—a) =0.
Wegen f#u ist dies mit

det(l,r,r) = 0

aquivalent.

Zusammenfassend gilt: _
Eine Erzeugende e(ulj) ist genau dann torsal, wenn (lxr)(ulj),(rxr)(ul;)#0,0
und det(1,r,r)(ul;)=0.

Mit Bem. (a) folgt auBerdem:
Ein singuldrer Punkt auf einer nicht singulidren Erzeugenden liegt notwen-
dig auf einer torsalen Erzeugenden.
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Def. 5.2.3; Existiert auf einer torsalen Erzeugenden ein (==> genau ein) sin-
gularer Punkt, so heiBt dieser Kuspidalpunkt, existiert kein singuldrer
Punkt, so heifit die Erzeugende zylindrisch.

{c) Durch jeden Punkt einer Regelflache existieren geradlinige Fldachen-
kurven, namlich die Erzeugenden; diese sind Schmieglinien. Folglich tragt
die Fldache nur hyperbolische Flachenpunkte (K<0), parabolische Flachen-
punkte (E=0) und Flachpunkte (K=0).
Nach 4.3, Folgerung 6 ist
K = (h,;.h,,-h;,2)/A,
Da die 2-Linien Schmieglinien sind, ist nach 5.1, Folgerung 2 h,~0, und es
bleibt
K(a) = -h;,2(a)/A(a).
Mit 4.3, Folgerung 2 gilt:
K(a)=0 <==> h (a)=0 <==> det(f,; , f,, , f,;;)(a)=0.
Fiir a=(ul,,u?) bedeutet dies
K(a)=0 <==> det(1(ulp)+uZ.r(uly), r(uly), r(ul))=0 <==> det(1,r,r)(uly)=0
Also bestimmt ul0 eine torsale Erzeugende, und es folgt:

Ein reguldrer Punkt einer Regelfliche ist genau dann parabolischer Punkt
oder Flachpunkt, wenn er reguldrer Punkt einer torsalen Erzeugenden ist.

Zusammenfassung:

Erzeugende e(uly)

nicht singular ginguldr <{z==> ixr,ixr=0,0
nichttorsal: frei von torsal: det(i,r,i-)=0. Die regu-
singuldren Punkten. ‘ ldren Punkte sind parabolische

Punkte oder Flachpunkte.

/

es existiert genau ein es existiert kein
singuldrer Punkt: singuldrer Punkt:
KUSPIDALPUNKT. ZYLINDRISCH.

Da eine Torse nur reguldre Punkte tragt, folgt

Satz 5.2.1: Jede von singuliren Punkten freie C%-Flidche, die in einer torsa-
len Regelfldche liegt, ist eine Torse.

Die_Bestimmung aller torsalen CZ-Regelflichen
Definitionsgemidf gibt es keine singuldre Erzeugende, d.h. es ist

(1xr,fxr) # (0,0) ,
und jede Erzeugende ist torsal, d.h. det(1l,r,r)=0 in U=IxR.
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1. Schritt:

Wir setzen
rxr=0 in I mit 1xr#0 in I

voraus.

Wegen r#0 sei oBdA. Hri=],
Aufgrund der Identitdit von LAGRANGE (ZB 7)

Urxrd 2 = dri 2 iprH2 - (rnr)2 = Erd2

bedeutet rr=0 sofort r=0 in I.
Also ist r=:ryg=const. in I, und f(U) ist eine
zylindrische Regelfldche.

2. Schritt:

Jetzt sei
rxr#0 in I.
Da in U det(i,r,i')=0 ist, kann
1 = Ar + B.E (%)

mit den CYI)-Funktionen A,B: IR angesetzt werden.

Wir definieren

s(ul) := 1(ul!) - B(ul).r(ul);
offenbar ist s(I) eine Fldchenkurve.
Differenzieren ergibt mit (¥*)
§=1-B.r-B.F=A.r+B.r-B.r-B.r=(A-B).r .

Wir unterscheiden zwei Fille:
-— A-B=0 in I:
Dann ist &=0 in I, d.h. s=const, also s(I)
ist einpunktig.
f(U) ist daher eine kegelige Regelfldche.

-— A-B#0 in I:
Jetzt muBB wegen r+0 0 in I gelten; f(U)
ist tangentenfldchige Regelfldache.

3. Schritt:
In Schritt 1 und 2 war eine stetige Funktion g: I?’R3 bzw. g: I’R entweder
nirgends oder iiberall gleich Null.

Wir betrachten eine Stelle uly€l und unterscheiden zwei Falle:
-- g(ul))#0: Dann ist g lokal um ul; von Null verschieden.
-- g(ul))=0: Entweder ist g lokal um ul, gleich Null, oder ul, ist eine
isolierte Nullstelle von g.
Im letzten Fall existiert in jeder offenen Umgebung I,I von ul, ein ul€I,
mit: in einer offenen Umgebung -I-CIO von Ul ist g#0.

Dies liefert

Satz 5.2.2: Ist f: IxR?R3 ein torsaler C>-Regelflichenweg, so existiert zu je-
dem uIOEI in jeder offenen Umgebung I,°1 von ul, ein Punkt
tlel, derart, daB fiir eine offene Umgebung TCIO von ! dann
f(-fo) zylindrisch, kegelig oder tangentenfldchig ist.
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Bem.: (a) Vgl. Kurventheorie 2.5: Argumentation wie bei "Nichthaupttypweg".
(b) Auf ein und derselben Fldache kann der Typ wechseln, auch bei C®
(geht bei analytischen Funktionen nicht.).

{c) Menge der Kuspidalpunkte:

~-Zylindrische Flachen: diese tragen keine
Kuspidalpunkte.

—-Kegelige Fldachen: Die Kegelspitze S ist
der einzige Kuspidalpunkt.

--Tangentenflachige Regelflachen:
Die Gratlinie s(I) besteht genau aus den
Kuspidalpunkten.

Die Bestimmung aller C4Torsen

Bekanntlich ist eine Torse durch K=0 gekennzeichnet, sodal nur paraboli-
sche Punkte und Flachpunkte existieren.

Satz 5.2.3: Auf jeder C4% Torse gehort eine Umgebung eines parabolischen
Punktes stets einer torsalen Regelfldche an.

Beweis: Sei p=f(a) ein parabolischer Punkt. Folglich ist
K(a) = gynp(a).gpep(a) = 0.

OBdA. sei etwa (l)np(a)#o und mnp(a)=0.

Dann gilt lokal in einer Umgebung U von a

‘np#O, 0.

@ e’p T

(ein parabolischer Punkt liegt also nie isoliert.)
In jedem Punkt von f(U) existieren jeweils zwei orthogonale Kriimmungs-
tangenten. Dabei werden die Kriimmungstangenten durch 2zwei Tangential-

vektorfelder

Y

gt U= TE (1=1,2)

(4}

bestimmt; (I)Vf(a) bestimme die Kriimmungstangente, (Z)Vf(a) die Schmiegkriim-
mungstangente.
0.B.d.A. sei I(DVfl=1 in U.
Nun betrachten wir die WEINGARTENabbildung:
wplayVa)) = qynp(a).qVda)
wo(aVda)) = n (a).;Vda) = 0 nach Voraussetzung.
In U gilt also:
(a) {w (y)Vda)), qyVela)) sind la.
(B) wy(gyVea) =0 (*)
Aus der Selbstadjungiertheit von wg folgt
wp((l)Vf(a)).me(a) = 0 fir alle a€U. (**)
Unsere beiden Ziele sind:
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{1) Es existiert ein Parameterwechsel ¢ derart, daB fiir f'=foy gilt:
l.a. {me(a), F',(a’) )
{2) Die 2-Linien sind lokal geradlinig.

(Ad 1) Setzen wir a)VfEC"’(U) voraus, so existiert nach Satz 5.1.2 die Krim-
mungsparametrisierung f'=foe €C2(U’).
Kehren wir wieder zur alten Bezeichnung zuriick, so gilt:
f ist CZ-Krimmungsparametrisierung mit
La. {F;, Vgl in U.

(Ad 2) Nach Konstruktion von f sind die 2-Linien Schmieglinien.
Wir zeigen zuerst, daB die 2-Linien Geodatische sind. Dazu weisen wir nach,
daB

mvf,z(a);mVf(a),mvf(a) VaeU (ki)

gilt: Bekanntlich bestehen die Beziehungen

wp(Fl(a)) = "'Nfsl(a) ’

wp(Fz(a)) = -Ngo(a) = 0 in U wegen (*).

Daher ist auch

Nepp(a) = 0 in UL
Mit (#*) folgt

Negyy » Ve = 0 in UL
Differenzieren ergibt

Nez » @Ve + Ny eyVpz = 0 in UL

Da Ng,; und me proportional sind, bleibt:

Ve » V2 = 0.

Differenziert man ferner die in U anfangs vorausgesetzte Identitidt
I V=1 partiell nach u?, so bleibt

v V., = 0.
2)'f £12
Damit folgt @@

a)Vpola) € T+ fiir alle a€U  (4%)

und damit ist (¥%¥) gezeigt.

Wir betrachten nun die zum Parameterwert ul=ul, gehorige 2-Linie durch

p=f(a), welche durch den Weg
cg: I+ R3
erfaflt werde.
Nach Konstruktion ist cf(I) eine Integralkurve, soda8 o.B.d.A. ¢, als ein In-
tegralweg wvon @ Ve vorausgegetzt werden kann, d.h.
Celu?) = (Z)Vf(ulo,uz) .

Differenziert man diese Beziehung nach u?, so folgt nach (4%)

(déf/duz)(uzo) €T _f+ fir a=(ulju?y).
Nach Def. 3.5.1 ist c; ein geodidtischer Weg, sodaBl gilt:
Die 2~Linie durch p=f(a) ist lokal eine geoditische Schmieglinie.

Nach Satz 3.5.3 ist in jedem Nichtwendepunkt einer Geodatischen die
Schmiegebene zur Tangentialebene der Fldche orthogonal; nach Satz 4.5.2
liegt die Schmiegebene in jedem Nichtwendepunkt p einer Schmieglinie tan-
gential oder p ist ein Wendepunkt. Folglich muf3 cf(I) lokal nur Wendepunk-
te besitzen, ist also lokal geradlinig.

Damit ist f(U) lokal um p=f(a) eine Regelfliche, die wegen K=0 torsal ist. O
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‘Bem. 5.2.2: (a) Im Beweis zu Satz 5.2.3 wurde Ng,;, beniitzt, ohne zu begriin-
den, daB dieser Ausdruck existiert (mit der Bezeichnung " ' " miiRte dieser
Ausdruck Ng,;,,, heien); dies wird hier erledigt:
Aufgrund der Darstellungsmoglichkeit

ng = noy = f,;xf,,/if, xf,,0 o ¢
ist wegen ¢€C2 und feC4 die Existenz gesichert.
{b) Sei p=f(a) ein Flachpunkt einer C%*Torse.
Um analoge Untersuchungen wie in Satz 5.2.3 anstellen 2zu konnen,
unterscheiden wir zwei Falle:
Fall 1: Es existiert eine Umgebung von p aus Flachpunkten, d.h. lokal um p
ist Wy, die Nullabbildung. Daher ist die Torse lokal um p eben.
Fall 2: Es existiert keine Umgebung von p aus Flachpunkten.
Nach HARTMANN und NIERENBERG gilt:

Es existiert durch p eine geradlinige Fldchenkurve, die nur Flachpunkte
tragt.

Anwendungen:

{1) Sei cdI) eine reguldre Fldachenkurve
der 2-Flache f(U). Die in den Kurven-
punkten angehdngten Normalvektoren
von f(U) definieren Geraden normal zur
Fliche, und alle so erhaltenen Geraden
definieren eine Regelfldche, die Norma-
lenfliche ldngs der reguldren Flachen-
kurve cg(I).

Satz 5.2.4: Die Normalenfliche ldngs einer regularen Flachenkurve cf(I) ist
genau dann torsal, wenn c{I) eine Kriimmungslinie ist.

Beweis: Die Normalenregelfldche ldngs cg(I) wird erfaBt durch
g(tyv) = cdt) + v.noc(t) mit (t,v)EU=IxR.
g(U) ist torsal genau dann, wenn
(1) keine singuldre Erzeugende existiert: 'lxr, rxr+0,0 und
(2) jede Erzeugende torsal ist: det(i,r,'r)=0 in I.
Es ist hier
i=(':f und r = ngoc ;
wegen ¢#0, Und=1 und Lu. {¢, n;} ist cpnoc#0, sodaB keine singuldre
Erzeugende existiert. Also ist g(U) genau dann torsal, wenn
det(cp nsoc, (ngoc)’) = 0.
Da (nooc) tangential liegt, ist diese Gleichung &dquivalent zu
La. {Cdty), (dNpc/dt)(t,)} in I.
Nach Satz 5.1.3 (RODRIGUEZ) ist dies dazu &dquivalent, daB cd{I) Krimmungs-
linie ist. O
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{2) Tangentiale Regelfliche lings einer regulidren Flichenkurve cg(I):

ce(I) sei eine reguldre CYI) Fla-
chenkurve auf der 2-Fldache f(U).
Durch das Tangentialvektorfeld
Woc=:W_ : IPTf mit IoW =c,
werden die Erzeugenden einer f(U)
ldngs cf(I) beriihrenden Regelfldache
festgelegt.
Wir fordern:
W(ty) x Cdty) # 0 in I ;
daher ist insbesondere W #0, also
nach Def.5.1.2 regular.

Satz 5.2.5: FEine tangentiale Regelfliche ldngs cg(1) mit obigen Eigenschaften
ist genau dann torsal, wenn Cg(t)) und W_(t,) fir alle ty€I kon-
Juglierte Flidchentangenten bestimmen.

Beweis: Mit der Abbildung
w: IPR3, w#0 und Wc(to):=(cf(to); w(ty))
werde g(U) beschrieben durch
g(t,v) = ¢ (t) + vow(t) mit cpw#0.
g(U) trdgt wegen Ixr= cexw#0 keine singuldre Erzeugende.
Jede Erzeugende von g(U) ist torsal genau dann, wenn
det(cy wy, w) = 0 in L
Genau dann liegt w tangential in I, d.h. es ist
w.ngoc = 0 in L (¥)
Differenziert man
wangoc = 0 in I
nach t, so ergibt sich
w.(noc) + winoc) =0 in L
Mit (¥#) bleibt:
g(U) ist torsal <==> w.(ngoc) =0 in I.

In anderer Schreibweise bedeutet dies

. W (ty).(dNoc/dt)(ty) = 0 Vt,El
Wegen wp(Cf(to))=—(deoc/dt)(to) ist fiies aquivalent zu

Wc(to).wp(Cf(t_.o)) =0 in L

Nach Def.4.4.6 bestimmen W_(t,) und Cg(t;)) Vt €I konjugierte Fldchentangen-
ten. O

Bem. 5.2.3: (a) Die flir tangentiale Regelflachen giiltige Voraussetzung

Lu. {cglty), wity)} in I
ist dazu dquivalent, daB cg(I) nirgends eine Schmiegtangente beriihrt.
{b) Ist die tangentiale Regelfldache ¥ torsal, so kann sie speziell ein Kegel
sein:
Dann ist c,(I) Kontur (wahrer UmriB, Eigenschattengrenze) fiir die Kegel-
spitze S als Projektionszentrum (Lichtquelle), d.h. die Tangente an die Kon-
tur ist zur Sehgeraden konjugiert.
Der Kegel ¥ kann speziell ein Zylinder sein.
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(3) Geometrische Interpretation der geoddtischen Parallelverschiebung auf
2-Flidchen im RS

Az IPTf mit HoA _=c, sei ein Parallelfeld
lings der Flachenkurve c.(I) (Def.
3.4.8); cdI) beriihre nirgends eine
Schmiegtangente. Dann existiert nach
(2) die ldngs c,(I) beriihrende torsale
Regelflache ¥. Folglich ist A, auch
Parallelfeld fir V.

¥ ist torsal, nach Satz 4.7.4 daher
abwickelbar, d.h. lokal isometrisch zur
Ebene. Da "Parallelfeld” ein innergeome-
trischer Begriff ist, liefert die "Vereb-
nung" von ¥ ein elementares Parallel-
feld. (Konstruktive Behandlung.)
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5.3 Minimalflichen
Def. 5.3.1: Eine Minimalfliche ist eine reguldare C%-Fliche im R3 mit H=0.

In jedem Punkt p=f(a) einer Minimalfldche gilt nach 4.2, Folgerung 1:
H = 1/2.((1)up+(2)up).

Beispiele:
{a) Eine Ebene ist eine Minimalfliche wegen (1)“p=(2)'“p=0'
{b) Nach {37 sind auch die Wendelfliche und das Katenoid Minimalfldchen:
Eine Wendelflache entsteht durch Ver-
schraubung einer Geraden, welche die
Schraubachse rechtwinkelig schneidet,
das Katenoid ist die Drehfldiche der
Kettenlinie; sie ist z.B. Bahn des Brenn-
punkts einer Parabel, welche auf einer
Geraden rollt.

Ferner existiert eine einparametrige stetige Schar von Flachen, die die
Wendelfliche und das Katenoid enthilt, wobei gilt:

Alle Flachen der Schar sind Minimalflachen und Schraubfldchen und zwar
i.w. die einzigen Minimalschraubfldachen.
Dabei ist das Katenoid die einzige Minimaldrehflache und die Wendelfldche
die einzige Minimalregelfldache.

Bem. 5.3.1: (a) Nach 4.3, Folgerung 6 ist
2.H = g¥hy = 1/A.(8,;.hp-2.8,2h;5482.hyy).
Damit lautet die
Differentialgleichung der Minimalfldchen:
8,1:hp-2.812h 48550, = 0 (5.3.1);
das ist eine partielle Differentialgleichung 2.0rdnung.

(b) Eine Minimalfliche trdgt nur Flachpunkte und hyperbolische Punkte.
Bew.: Es ist bei p=f(a)

H(a)=1/2.((1)np+(2)np)(a).
Ist (1)"‘-p=(2)“‘~p=0! so ist p ein Flachpunkt. Gilt hingegen (1)"p='(2)'“p*0’ s0 muB
p ein hyperbolischer Flichenpunkt sein. O

{c) Ist f eine Schmiegparametrisierung, so ist nach 5.1, Folgerung 2
h, = hy, = 0.
Falls nun p kein Flachpunkt ist, ist h;#0, sodaB in einem hyperbolischen
Flichenpunkt p wegen (5.3.1) die Aquivalenz
H=0 <==> €12 = 0
besteht.

Daher sind in jedem solchen Punkt die Schmiegtangenten orthogonal; die
Schmieglinien bilden also ein orthogonales Kurvennetz.
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Es folgt nun eine Motivierung des Begriffs "Minimal"flaichen. Dazu vor-
erst zwei Definitionen:

Def. 5.3.2: Ein Weg c: R?Rn hei3t periodisch, wenn eine reelle Zahl weéR
derart existiert, daB fiir alle t €I dann c(ty)=c(ty+w) gilt. Das kleinste
w dieser Art hei3t Periode.
Fiir die Einschrdnkung clla,b:=a+w] gilt dann c(a)=c(b); c([a,b])
heiBt geschlossene Kurve. Ist clla,b]l injektiv, so heiBt c([a,b]l)
einfach geschlossen.

Def. 5.3.3: Ein Weg c: R?RM heit stiickweise r-mal stetig differenzierbar,
wenn (1) clla,b]l] stetig ist (also c€C?) und »
{2) eine endliche Zerlegung von [a,b] existiert derart, daB
a=ity<t <okt <ty :=b
gilt, und mit Ij:=[tj,tj,1] (0£j£k) die Einschrankung clI; € C“(Ij) ist.
c(la,b]) kann somit "Ecken" besitzen.

Sei nun f eine C2(U)-Immersion und U offen in R2. Ferner sei TcU ein
beschridnktes Gebiet (d.h. offen und
zusammenhdngend), wobei T:=TuaT in U
liege. f(3T) sei eine einfach geschlos-
sene Cl-Kurve auf f(U).

Es werden jetzt zuldssige Vergleichs-
flichen betrachtet:
Diese werden erfaB3t durch Flachenwege

f*; U#>Rn mit
{1) f* ist eine CYU*)-Immersion, und
{2) es existiert ein beschrdnktes Gebiet
T*C U mit Ta:=T#ua THCUsk und
f4(aT#)=f(aT).

Wir berechnen nun gemafl Def.3.3.4 zwei Oberflachen:
einerseits
O(f(T)) = f A1/2,duldu? = o ,
T
und andererseits )
O(f*(T*)) = [ (a*%)Y2,dubkdu?* := o*,
T*

Satz 5.3.1: Gilt fiir jede zulidssige Vergleichsfliche f*{T*) o%®o, so ist f(T)
eine Minimalfldche.

Beweis: Idee: Wir werden "geschickte" Vergleichsfldchen so konstruieren,
daB o¥2o schon H=0 erzwingt.

Wir beschreiben diese durch

£f: USR3 mit ®f(ul,u?) := f(ulu?) + e.ax(ulu?).ng(ul,u?)
mit den Nebenbedingungen
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u: UPR, a€CLU), «laT=0; lel<d fiir hinreichend kleines &.
Insbesondere ist f=f,
Jetzt muB zuerst einmal iliberpriift werden, ob die so erfaBten Fldachen
zuldssig sind:
Ad (2): Hier ist T#=T. Wegen «laT=0 ist *f(aT)=f(aT).
Ad (1):; Nach Konstruktion ist ¢f sicher aus C1(U). Bleibt der Nachweis der
Regularitat:
Jedenfalls besteht die Aquivalenz
tf ist reguldr in T <==> ¥A>0 in T.

Zur Berechnung von ¥A benodtigt man

Ef,j = f,; + £.(0 one + ang;) ,

t"f,k = f, + &:.(()t,k.nf + (x.nf,k).
Mit den Ableitungsgleichungen von WEINGARTEN (4.6.2) kann ""gjk="‘f,j.""f,k
berechnet werden, wobei nur die konstanten und die in & linearen Glieder

interessieren:
E g =g gte.on (£, (- Pf, ) +Ey . (h R, ) 462,00
Mit
fsj- (_hkp'f’9)=-hkp’gjp=—hjk
folgt

*’gk = g5 Z.E.G.hjk + £2,(...) o
Dann ist ¥A die Determinante der Matrix

gy—2.¢.0.h  Fe2(.) g17-2.£.0.h e 2(.)
81,-2.t.0.h +e2(.) By 2.t.0.h p,te2(.)

also
tA=g 1. 85m8 12 — 2.8 (h |1 8,5+8 .- ho2.8,0.hy5) + £3(..) ,
schlief3lich
YA = A(1-4.e.aH) + £2(..) (%)
Endlich kann der Nachweis von ¥A>0 erbracht werden:
Es ist A>0 in E‘, und nach Voraussetzung ist T eine kompakte, d.h. abge-
schlossene und beschrankte Menge. Da A stetig ist in -'i‘, nimmt A in T das
absolute Minimum A _>0 an.
Wegen (*) ist ¥A stetig in & Daher entsteht das Minimum *A_ von *A
stetig aus 4 ,, sodaB fiir hinreichend kleines ¢ dann ta_>0 ist. Folglich ist
£A>0 in T und ¥f eine Immersion.
Also liegen zuldssige Vergleichsfldchen vor.

Wir bezeichnen die dem o#% entsprechende Oberfliche mit *o:

to = [ (¢¥a)1/2duldu? .
T
Fiir die Bedingung %o®o ist notwendig
(dto/de)(e=0) = 0 .(*%)
Mit (*) folgt
(tAa)Y2 = A2 (1-2.¢.0.H) + ¢2.(:) ,
sodaB gilt:
to = f [A1/2.(1-2.e.u.H) + .‘:3-’.(::)].du1.du2 .
T
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Wegen (#*) ist die Bedingung
(dt0/de)(0) = -2. [ wH.AV2.duldu? = 0 (k)
T
notwendig fiir ¥o2o.
Wir zeigen, dal daraus bereits H=0 in T folgt.

Es ist AY2>0 und « beliebig (zuldssig: «€Cl, «(aT)=0).
Wir fiihren den Beweis fiir obige Behauptung indirekt:
Angenommen, es existiert eine Stelle a;éT mit H(ay)#0, und oBdA. sei sogar
H(a;)>0 (sonst gegensinnigen Parameterwechsel
dazwischenschalten).
Dann ist H>0 in einer Umgebung U,°T von
ayelu,.
Nun werde eine Kreisscheibe U,cU, um den
Punkt a; vom Radius %>0 betrachtet, d.h.
Us={alla-a jli<nl.

Durch die folgende Definition werde « genau
erklart:
o: RPR mit (1) «(a) :
{2) «(a) :
Jedenfalls erfiillt « die anfangs genannten Bedingungen.
Nach Definition ist
>0 im Inneren von U, ,

es mit s:=-1/(n%la-ayi2) fiir ta-ajisy ,

n

0 sonst.

und an den Randstellen (d.h. in den Punkten von
aU,) existieren alle Ableitungen. Also ist a€C®.
Weiters ist nach Definition von «

f «H.AY2,duddu? = | «H.AY2duldu? ,

T U
0
und wegen o.H.A Y250 ist dies ein Widerspruch zu (#¥%),

Daher muf3 H(a;)=0 gelten und alsdann H=0 in T. O

Ergebnis: Falls eine Flache durch eine einfach geschlossene Kurve minimale
Oberfldche hat, so ist sie eine Minimalflache.

Bem_ 5.3.2: (a) Fiir die Bedingung Yoo war die Gleichung
(d¥o/de)(e=0) = O
notwendig, sodaf3 fiir +t=0 eine stationdre Oberfldache vorliegt:
Minimum, Maximum oder Wendepunkt.
1760 weist LAGRANGE nach, daB3 fiir ein Minimum die Differentialgleichung
H=0 notwendig ist.

{b) 1866 formulierte der belgische Physiker Josef PLATEAU sein
"PLATEAUsches Problem": '
Sei T eine einfach geschlossene C!-Raumkurve und D eine abgeschlossene
Einheitskreisscheibe; D:=D \aD.

Gesucht ist eine Abbildung
f: D R3 mit f(aD)=T
derart, daB f(D) Minimalfliche ist (dieses Problem wurde schon 1762 von
LAGRANGE im Rahmen der Variationsrechnung formuliert).
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PLATEAU hat den Rand I durch einen Draht materialisiert und diesen in
eine Seifenlosung eingetaucht. Bei Vernachldssigung der Gravitation er-
zwingt die Oberflachenspannung eine Fldche stationdrer Oberfldche.

Nach T.RADO und Jesse DOUGLAS (1932) gilt:
Zu gegebenem Rand existiert stets ein Minimalflachenweg, der mdglicher-
weise nicht liberall regular ist.

Ergdnzend dazu findet Richard OSSERMANN (1970):
Falls dieser Minimalflachenweg ein absolutes Minimum liefert, ist er auch
regular.

Zusammenhange zur Funktionentheorie

ZWISCHENBEMERKUNG 25:
Sei UcR2 ein beschridnktes Gebiet und h: U2R eine Funktion, welche die
LAPLACEsche partielle Differentialgleichung
a2h/(2ul)2 + 22h/(9u2)2 = 0

erfiillt. Dann gilt:

Jede LOsung h dieser Gleichung ist eine analytische Funktion (man schreibt
C¥). h hei3t harmonische Funktion.

ENDE DER ZWISCHENBEMERKUNG.

In U 29 wurde der Begriff der isothermen Parametrisierung erklart: dazu
mufl g,,=0 und g,,=8,, erfiillt sein.

Satz 5.3.2: Es sei f=(f1,f2,f3): U-R3 eine regulidre isotherme C2-Parametrisie-
rung und U ein beschrdnktes Gebiet. Dann gilt:
f(U) ist Minimalfliche genau dann, wenn f% (e«=1,2,3) harmonische
Funktionen sind, d.h. f%, +f%,, =0 gilt.

Beweis: Definitionsgemafl ist
f isotherm <==> g,~0, g,,=8,,%0.
Daraus folgt
gl%=0 und gll=g2Z:;g#0.
Das bedingt wiederum

r, 4t =0,
r,s»r,2=0,
wie Nachrechnen lehrt: beniitze gemaB Satz 3.1.4
r.iki = 1/2-(gkj_’j+gﬁ’k'gjk’i)

und dann

I"(1 = I“ﬂm.gBl .

Die Ableitungsgleichungen (4.6.1) von GAUSS lauten
fr = l‘jkl.f,1+h‘k.nf .
Daraus folgt
gik.f,.ik = g.i(.l‘jkl.f,1 + g-ik.hj‘.nf = go(T 1L, 4T 4, 4T 10,41 ,,28,,) + 2.H.n, .
Schreibt man auch die linke Seite der Gleichung ausfiihrlich, so bleibt
g.(f,,#f,5,) = 2.H.n, .
Wegen g#0 findet man
f,,tf15,=0 <==> H=0. (]
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Bem.: Zu jeder reguldren C2-Fldche existiert lokal eine isotherme Parametri-
sierung. Also existiert fur jede Minimalfldche lokal eine isotherme Parametri-

sierung. Nach Satz 5.3.2 existiert daher lokal eine analytische Parametrisie-
rung. Jede Minimalfldche ist daher eine analytische Fliche,

ZWISCHENBEMERKUNG 26:

{a) Sei UcR2? ein beschrianktes Gebiet. Wir definieren fiir (ul,u?)€U
z := ul + i.u? , UcC.
Ferner betrachten wir die Abbildung
¢: UcCC mit z9®(z)=Red(z)+i.Imd¥(z)
mit den Funktionen
Re®(z), Im®(z): UcC=R.
Falls d®/dz existiert und stetig ist, hei3it die Funktion ¢ holomorph.
Dabei gilt:
¢ ist holomorph <==> (1) Re® und Im¢ sind C¥.
{2) Nach RIEMANN und CAUCHY (ca. 1850) gilt:
(Re¢),, = (Im¢),, ,
(Red),, = -(Im¢),, .
Aus (1) und (2) folgt, da® Re® und Im®¢ harmonische Funktionen sind; wir

L]

nennen sie konjugiert harmonisch.
Ist & holomorph, so ist
d¢/dz = (Re?),,+i.(Im?),, = (Red),;-i.(Re?),, .

{b) Sei U<R? ein beschranktes und einfach zusammenhidngendes Gebiet.
Ist ¢ holomorph in UcC , so gilt nach CAUCHY

z
J ee)de = ¥z ,
ZO
d.h. der Wert des Integrals ist wegunabhédngig und nur vom Wert der
oberen Grenze allein abhangig; ¥ ist holomorph.
ENDE DER ZWISCHENBEMERKUNG.

Satz 5.3.3;: Sei UcR? ein beschrédnktes Gebiet. f: U?R3 sei ein isothermer
C%(U)-Weg, und f(U) sei Minimalfliche. Ferner definieren wir die
Funktionen ®%:=f%, -i.f%,, («=1,2,3) mit ¢%*: UcCC. Dann gilt:
¢ ist holomorph und es ist

(1) (#,,42,03) # (0,0,0) und
(2) (®1)24(92)24(¢®3)2 = 0 in U.

Beweis: Nach Satz 5.3.2 sind die Funktionen f* harmonische Funktionen:
f¢e C¥ und daher f“,jE cv.
Nach Definition gilt dann
Re®®¢e C¥ und Imé%e C¥, (*)
Daraus folgt
(Re®%), ~(Im&%*),, = f*, +f*,,, = 0 ,(¥%)
da f* harmonische Funktion ist. Weiters ist
(Re®%),,+(Im®%),, = f*, —f%,,, = 0, (¥*k*)
da feC? ist.
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Nach ZB 26,a folgt aus (*), (¥*) und (*#*%), daB die ¢% holomorphe Funktio-
nen sind.

Ad (2): Wir berechnen

I (89)2 = T (£%,-i0%,)2 = T ((£%,))%(£%,)2-2.0.8%, 1%, ) .
Unter Benlitzung von f=(f1,f2,f3) folgt weiter
I (0%)2 = £, 21, 2-2.if,.f,, = 8,;~8,*2.i.8,, = O ,

da eine isotherme Parametrisierung vorausgesetzt wurde.

Ad (1): Jedenfalls gilt die Aquivalenz

(1,$2,83)%(0,0,0) <==> T 16©%1i25Q,
IOV, -if%, 12 = T O((£%,))2(8%,,)2) = f,24f,,2 = g, +g,, >0 ,

da f(U) reguldr parametrisiert wurde. O

Satz 5.3.4: Es sei U ein einfach zusammenhidngendes beschrdnktes Gebiet im
R% UcSC. Ferner seien ¢% (u=1,2,3) holomorphe Funktionen mit
($1,42,63)%(0,0,0) und I(¢®%)2>0 in U.

Sei z
f*(z) := Re f ¢%*(¢)d¢: USC2R (2=1,2,3) (z4EU).
Dann gilt: Zq
Die Abbildung f=(f1,f2,f3): U-9R3 ist eine isotherme Parameterdar-
stellung einer Minimalfldche.

Beweis: Nach ZB 26,b ist z
J e%(e)de = ¥%(2)
holomorph. Zo
Definitionsgemaf3 ist f*:=ReV¥%*.
Mit ZB 26,a folgt
d¥%/dz = ¢* = (Re¥%),~i.(Re¥%),, = f*, -i.f%,, .
Laut Voraussetzung ist
0=1% (‘bu)z =X (fuq"i-fu’z)z = gu°gzz"2~i-812 .
Dies liefert sofort
8115822 » glfo ’
sodaBB f ein isothermer Weg ist.
Zum Nachweis, daB f(U) Minimalfldche ist, beniitzen wir die nach Satz
5.3.2 bestehende Aquivalenz
f(U) ist Minimalfliche <==> f% gind harmonisch und f ist regular.
Es ist f*=Re¥%® und ¥? ist holomorph. Nach ZB 26,a ist f* harmonisch.
Weiters ist laut Voraussetzung L!1® % 12>0;
I %, -if%,,12 = g +g,, >0,
woraus A>0 und die Regularitit von f folgt. O

Bem. 5.3.3: {(a}) Aus den Sitzen 5.3.3 und 5.3.4 folgt:
Alle Minimalfldichen mit einfach zusammenhdngenden Parametergebiet sind
bekannt, falls alle Tripel holomorpher Funktionen ¢1,62,63 bekannt sind, fiir
die gilt: 3 3
T (#%)2 =0 und I 1¢%12 > 0. (*)
x=1 ox=1 :

Beispiele:
Sei F: UcC2C holomorph und nullstellenfrei, aber sonst beliebig. Ferner sei-
en
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di(z) := 1/2.F(z).(1-22)

®2(z) := i/2.F(z).(1+2z2) (#%)

$3(z) := z.F(z)
Ohne Beweis sei angegeben, da3 diese drei Funktionen ¢%, «=1,2,3 die Be-
dingung (*) erfiillen.
Mit Satz 5.3.4 kann ein isothermer Weg f erklirt werden, und f(U) ist dann
Minimalfliche. Mit obigen ¢% ist f(U) frei von Flachpunkten. Andererseits
gilt nach K.WEIERSTRASS:

Alle holomorphen Funktionen, die nach Satz 5.3.4 auf eine flachpunkt-

freie Minimalflache fiihren, sind obige Beispiele (*%*),

(b) "Pseudogeometrische' Interpretation von Satz 5.3.4 nach Sophus LIE:
Eine Schiebfliche im R3 gestattet die Darstellung

f(ulu2) := g(ut)+h(u?)
mit den die Schiebkurven beschreibenden Funktionen

g: I?’R3, h: JOR3 .

Mit Satz 5.3.4 gilt
f¢ = ReV¢,
und f* leistet

wo die Funktion
definiert sei.
Mit
g=(glg?,gd) 1 UcC>CH,
setzen wir

erhalten also
f%(z) = Re¥%(2) = g%(z)+g*(2) .
Damit ist durch
g(z)+g(2)
eine Schiebfldache im komplexen euklidischen Raum mit konjugiert komplexen
Schiebkurven definiert. Dabei ist f(U) die Menge der reellen Punkte dieser
Schiebflache.
¥ ist holomorph, folglich auch g. Der Nachweis, da3 auch é holomorph ist,
folgt unter Benlitzung der CAUCHY-RIEMANNschen Differentialgleichungen
(ZB 26).
Bekanntlich ist
f*=Re¥¢® und d¥%*/dz=¢% ,
wobei die ¢% die Bedingung (*) erfiillen.
Nach Definition ist g% zu ¥¢ proportional, sodaR
dg/dz # (0,0,0)
und daher g regular ist.
Wegen (*#) gilt I(®%)2=0, sodaB
idg/dzd =0 € C3
folgt. Damit sind die Tangentenvektoren von g(U) isotrop.
Zusammenfassend gilt nach
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S.LIE (1867):
Eine reelle Minimalflache ist die Menge der reellen Punkte einer Schieb-
flache im komplexen euklidischen Raum, wobei die Schiebkurven konjugiert
komplexe isotrope Kurven sind.
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5.4 Orientierte geoditische Krimmung einer Flichenkurve

f: U2R3 sei eine C%(U)-Immersion; c,=foc: I?R3 sei eine CZ(I)-Immersion. OBdA.
gelte #c.h=1 in I, woraus insbesondere cpc,=0 in I folgt.

Def. 5.4.1: Das Vektorfeld
S.: I°Tf mit HoS =c,
und )
S (ty) = Ne(c(ty))xC.(ty)
hei3t Seitenvektorfeld lings cg(I).

Jedenfalls ist der Vektor éf(to)=(déf/dt)(to)
nach Definition 5.4.1 von den Vektoren
Ngoc(ty) und S (t,) linear abhéngig.

Aus der Normiertheit von c; folgt:
{Njoc, Cp S_} ist ein ON-Rechtssystem ldéngs c(I).

Ferner sei an die Namensgebung l(Déf/dt)(to)Hzn ¢(ty) fliir den normierten
Weg c; erinnert.

Def. 5.4.2: Sei lc =1 in I. Dann heiBt
ug(to) mit (DCf/dt)(t0)='n.g(to).Sc(to)
orientierte geoditische Kriimmung von c.(I) in cdt,).

Bem. 5.4.1: (a) Wegen IS t=1 gilt )
Il = §DC/dth = »G ,

(b) Wir multiplizieren die definierende Gleichung von =«
und erhalten

g skalar mit S_(t,)
ng(ty) = Sy{ty)(DCe/dt)(ty) = S, (ty).(dCe/dt)(ty)
Mit Def.5.4.1 folgt weiter
ng(ty) = (Npoc(ty)xCylty)) .(dC,/dt)(ty) .
Mit ZB 8 bleibt
nglty) = det(noc(ty)ses(te)Eelty)) s
bzw.

ng(ty) = det{cy(ty),Eelty)inoc(ty)). (5.4.1)

{c) Das Vorzeichen von », hdngt vom Durchlaufungssinn von c(I) ab.
Verwenden wir namlich einen gegensinnigen Parameterwechsel, etwa t¥-t, so
leistet dieser cM-c, c#c, und nPn,, folglich » g

Auch dndert ein gegensinniger Parameterwechsel auf der Fldache f(U)

wegen nM—-n, das Vorzeichen von g

Zusammenhang mit der Parallelverschiebung

Sei Ai IPTf ein Parallelfeld langs cy(I)
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mit Anfangsvektor A_(ty); oBdA. sei

1A ¥=1 in I

Es existiert ein positiver Drehsinn in

der Tangentialebene des Punktes

cg(ty)y bestimmt durch die Drehung

Cf(to)ﬁsc(to). Mit diesem Drehsinn kann

das orientierte WinkelmafR

ety = 2 A(t),Cdty)

definiert werden.

Da A_(t,) und Cf(to) Einheitsvektoren sind, gilt
cosey = Ac.éf 7 (1%)

ferner gilt

cos(e+7/2) = A_LS_, = -sing . (2%)
Durch (1*#) und (2%) ist die Lage von A_, im Tangentialraum eindeutig be-
stimmt. Deshalb ist » auch stetig und differenzierbar in t:
Differenzieren wir (1*) nach t, so folgt

-sing.(de/dt) = (dA/dt).Ce+ALC, ;
Da C, tangential liegt, ist

(dA_/dt).C#(DA,/dt).CF0.C,
da A_ Parallelfeld ist.
Damit ist
-sing.(de/dt) = A.(dC/dt) = AL(DCp/dt) = ALx .S, = n.(-sing) ,

wobei die letzte Gleichheit mit (2%#) zu begriinden ist.

Fall 1: Ist sing(ty)#0, so darf gekiirzt werden und wir erhalten
‘ng(to) = (de/dt)(ty) . (5.4.2)

Fall 2: Bei sing(ty)=0 ersetzen wir A_ durch ein davon verschiedenes
Parallelfeld B, , und analog ldBt sich ein Winkel

v =2 Bc,éf
erkldaren.
Da die Parallelverschiebung ein orthogonaler Vektorraumisomorphismus ist,
ist ¥-¢=const, ergo d¥/dt=d¢/dt, sodafl Formel (5.4.2) auch in diesem Fall
gilt.

Bem. 5.4.2: (a) Sei c; nicht normiert: s bezeichne die Bogenlinge und t
einen allgemeinen Parameter. Nach der Kettenregel gilt:

de¢/dt = d¢/ds.ds/dt ,
also

de/dt = #Cghm g . (5.4.3)

{b) Speziell: f(U) sei ebene Fldche und c: IPR? die betrachtete (Fla-
chen)kurve mit Hci=l in I. Wir widhlen ein {(elementares) Parallelfeld etwa
parallel zur xl-Achse. Dann ist folgender Ansatz moglich:

c(t) = (cose¢(t),sine(t)) mit ¢eCL
Differentiation nach t ergibt
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c(t) = (-siny(t).¢(t),cose(t).¢ (t)) .
Mit 2.5 folgt
n = det(c,c) = ¢ = Rg
wo die letzte Gleichheit mit (5.4.2) zu begriinden ist.

{c) Geometrische Interpretation der Parallelverschiebung (Vgl.5.2, Anw.3):
cg(I) sei eine reguldre Fldchenkurve auf f(U) und beriihre nirgends eine
Schmiegtangente. Nach 5.2, Anwen-
dung 2 existiert die ldngs cdI)
beriihrende torsale Regelflache V.
Ferner sei A, ein Parallelfeld langs
c (1),
¥ gestattet eine lokale Isometrie in
die euklidische Ebene, ist also ab-
wickelbar. Dabei kann das Paral-
lelfeld "mitgenommen” werden, wobei
dieses in ein elementares Parallelfeld ilibergeht.

Da der Winkel ¢ erhalten bleibt, folgt mit (b)

RS

# bezeichnet die Kriimmung der abgewickelten Kurve (c.(I))V.

Man nennt n g daher auch Abwickelkriimmung.
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5.5 Die Integralformel von GAUSS-BONNET

Def. 5.5.1: Ein Weg c: R?RZ2 heit periodisch, falls c(t)=c{t+w) mit weR, w>O0.
Flir die Einschrdnkung cl!la,bi=a+w] gilt c(a)=c(b); c([a,b]) heiBt ge-
schlossene Kurve. Ist clla,b] injektiv, so heiBt c(la,bl) einfach ge-
schlossen.

Def. 5.5.2: clla,b]l heiBt stiickweise C>-Kurve, falls c€C? und mit
a=:ao<...<a1<a1+1:=b
cll; €C4I;) mit Ij=]aja,; [, j=0,..,1
Def. 5.5.3: clla,b]l heiBBt stiickweise regulir, falls c:IIj reguldr und
¢ (a,)*0 und c*(a,)#0 mit
c(a,) := lim clag-¢) , c*(ay) := lim clagte) , k=l,..,L
%0 =0

OBdA. sei c{a)=c(b) keine Ecke von clla,bl.

Def. 5.5.4: Eine Punktmenge BtcR2 des R2Z heit positiv orientierter ebener
Fundamentalbereich, falls gilt:
{1) B ist kompakt und einfach zusammenhangend.
{2) 9B sei eine einfach geschlossene stiickweise reguldare CZKurve.
{3) 9B sei positiv durchlaufen.

Forderung 3 bedeutet, daB ein positi-
ver Orientierungssinn gegeben sein
mufd,

Sei c(a)€dB. "Positiv durchlaufen”
soll bedeuten:
Der Durchschnitt einer ¢-Scheibe um
c(a) mit der positiv gedrehten Halb-
geraden c(a) gehodrt B an.

Bem. 5.5.1: {a) Unter Beniitzung einer festen Bezugsrichtung definieren wir
den historisch gemessenen Winkel
A der orientierten Tangentenvek-
toren c(a)=c(b) in c(a)=c(b):
Wir schreiben
ab := 2(c(a)yC (b))
und meinen damit die Gesamtdn-
derung des Winkels 6 des Tan-
gentenvektors c(t) gegen eine
feste Bezugsrichtung bei einem

Umlauf.
Ab ist berechenbar durch
1 8m 1
ab= I [f(dé/dt)dt + I u, .
¥0 &y k=1
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Dabei wird durch das Integral die Anderung des Winkels in einem Intervall
Ij und durch den zweiten Summanden die Summe aller orientierten Ecken-
auBBenwinkel erfaf3t.
Jedenfalls gilt wegen c(a)=c(b)

Ab = 2,z ,
wo zE€Z die Umlaufzahl ist.
Bem.: z ist eine topologische Invariante.

Flir den Einheitskreis ist z=1.

Satz 5.5.1: Umlaufsatz von Heinz HOPF (1925):
Fiir jede positiv orientierte einfach geschlossene stiickweise re-
guldre C=Kurve ist z=+1.

Beweisidee: Man zeigt:

(1) Jede solche Kurve ist topologisches Bild eines Kreises.

(2) Es gibt eine Homotopie der Kurve zum Einheitskreis.

(3) z variiert dabei stetig. Fiir den Kreis ist z=1; wegen z€Z muB z auch
fiir die Kurve +1 sein. O

Def. 5.5.5: f: UJR3 sei eine injektive C3(U)-Immersion. B€U sei ein positiv
orientierter ebener Fundamentalbereich. Dann hei3t f(B) positiv orien-
tierter Fundamentalbereich auf £{U).

Die Orientierung von B wird ver-
moge f auf f(B)<f(U) iibertragen:
die Randkurve f(4B) ist orien-
tiert.

Ziel: ("Inhalt" von GAUSS-BONNET)
Wir suchen eine Kopplung zwischen

f K.do = I K.A%*.duldu?
f(B) B
und
f Hg langs 2B.
aB

Wir gehen in 3 Schritten vor:

1. Schritt:
Das Bild f(¢B) ist eine Fldchenkurve c (R) mit cg=foc: RIR3.

Sei A; ROTf ein Parallelifeld ldngs f(9B)=c (R), welches stetig "liber die
Ecken" von f(¢B) erkldrt sei: der Bildvektor im Endpunkt eines Kurven-
stiickes werde als Anfangsvektor

fiir die Parallelverschiebung ldangs

des angrenzenden verwendet.
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OBdA. gelte #A_#=1 in R. Dann
bezeichne
b := 2(Aa)Ad(b))
den historisch gemessenen Winkel
zwischen A_(a) und A (b), also die
gesamte Richtungsdnderung von
A (t), wenn t von a nach b lauft.
Zur Messung von Aw beniitzen wir
ein Vergleichstangentialvektorfeld,
etwa
V = F)/¥F 8 : UTf , also V_ =Voc: R2Tf
(es mufBl noch die Unabhidngigkeit von Aw vom Vergleichsfeld V. gezeigt
werden).
Wir definieren
w = H(V_,A) mit weCLR)
und erhalten
cosw = VLA, .

Differentiation nach t liefert

-sine.6=V c'Ac+Vc‘Ac H
Wegen VA =V (dA/dt)=V,.(DA/dt)=V,0=0 bleibt

-sinww = ALV, (%),

Unser niachstes Ziel ist es, @ an jeder Stelle zu berechnen. Denn dann
kann in b
Aw = fbdt
a
eingesetzt werden.
Sei Wg=Woc: R?Tf , wobei {V,W,N;] ON-Rechtsbasis ist. Dann ist
AW, = cos(m/2-w) = sinw.
Dies ergibt mit (#*) -
A WO = ALV,
also ist
Ay (W V) = 0 €R fiir alle teR.
W bzw. W, ist nach Definition vom ausgewédhlten Parallelfeld A, unabh&ngig.
Durch geeignete Wahl des Anfangsvektors A (a) (Aw ist von der Wahl des
Anfangsvektors unabhangig) wird in ch(tu)f jeder beliebige Tangentialvektor
A (t,) erreicht, sodaB )
Welty)-0(t+Velty) € Toqyf Vig
Dann liefert aber Skalarmultiplikation mit W_(t,)
b = =WV, . (#*)
Damit folgt weiter
0 = =Wo(Vyp 14V 0 e2) = =[[(W.V,))oc). e [(W.V,;)0c].¢ 2)

Zur Abkilirzung erkldren wir zwei C(U)-Funktionen g,h: U?R durch
g:=-W.V,, und h:=-W.V,, .

ZWISCHENBEMERKUNG 27:
Sonderfall des Satzes von STOKES:
f [(goc).é#(hoc).é“}dt = ff [dh/au 1-4g/du?) duldu? ,
aB B
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wenn B einen orientierten ebenen Fundamentalbereich bezeichnet.
ENDE DER ZWISCHENBEMERKUNG.

Nun werden dg/dul und éh/du? berechnet:
dh/dul = -a(W.V,,)/dul = -W,.V,~W.V,,,
ag/ouz = -3(W.V,,)/9u? = -W,,.V,-W.V,,
Zur Berechnung von h,; und g,, beriicksichtigt man, daB die Ableitungs-
gleichungen wvon {V,W,Nf} ein schiefsymmetrisches Koeffizientenschema be-
sitzen (vgl. Kurventheorie 2.4); daher ist folgender Ansatz mdglich:

Vis= 0+ o W + BN,
Wy = —a,V + 0 + 7 5 Ng fir j=1,2; ® B 575 UPR.
Nepy = =BV = ypW + 0. '

Daher folgt wegen V,;,=V,,;:
hy =8y, = =Wy Vit Wy Vo = = (=a (Vy (Nedo (0 WHB 5 N+ (—a . Viy 5N )L (0 WHB N)
Ausrechnen ergibt
hsl—gyz = 72"31"71"32 .
Andererseits ist
Nesy XNy = (=8 V=y  JW)x(=B V=7 W) = (7,.8,-7,.8,).N; .(3%)
AuBerdem gelten die Ableitungsgleichungen (4.6.2) von WEINGARTEN:
Nf,j = —hjl.F1 ,
sodaBB auch gilt:
Ngy *Ngy, = (-h1.F,~h2.F,)x(~h 1.F|-h,2.F,) = (h;}.h,2h;2.h,!).FxF, ;
wegen hjl.h;2-h,2h,l=detw =K und Nf‘-‘Flier/f\"g folgt
Ngs*Ng, = KA%N .
Ein Vergleich mit (3*) zeigt
h,~g8,, = K.A% .
Mit ZB 27 folgt:
b
pw = § audt = ff K.a%duldu? . (5.5.1)
a B

Bem. 5.5.2: (a) Offenbar geht das Vergleichsfeld in obiger Formel nicht ein,
sodaB das Ergebnis von der Auswahl des Vergleichsfeldes V_ nicht abhingt.

{b) Geometrische Deutung von K:
Nach ZB 19 existiert stets ein bEB \dB mit

ff K.a%duldu? = K(b). [f a%*dulduz.
B B
Andererseits ist

o(f(B)) = [f a%*dulduz.
B
Bildet man den Grenziibergang b=a, zieht also B auf den Punkt a zusammen,
so bleibt mit (5.5.1)

K(a) = lim [Aw/O(f(B))]
B-a
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{c) In 3.3 wurden Integrale auf Fldchen studiert:

F: f(U)?R sei eine Funktion auf
der Fliche f(U)=:¢ und F=Fof:
U2R die Koordinatendarstellung
von F beziiglich f.

Sei

_f F.do = _f_f F.A%duldu?
f(B) B
das Oberflachenintegral von F iiber f(B).
Wir setzen speziell F:=K und erkldren bei injektivem f als F die Abbildung
K¢ := Kof-1: &=R.
Mit (5.5.1) erhidlt man die "Gesamtkriimmung von f(B)" (GAUSS: CURVATURA
INTEGRA)
J Kg.do = tw
f(B)

2. Schritt:
V. und A_ seien die Tangentialfel-
der aus Schritt 1. Neben )
w =2(V,A) und ¢ = 2(A,C,)
erklaren wir das Winkelmaf3
8 = wry = B(V_,Cp .
Dabei gilt filir die Gesamtdnderung
AP von ¢ (historisch gemessen)
AR = Awtdy = 27z mit z€Z,
da V_ iliber die Fldche und nicht
iiber die Kurve definiert wurde.
Mit (5.4.3) kann Ay berechnet
werden:

. 1
J scgngdt + I «.

. ¥1
IJ

g o

Ay
Mit (5.5.1) bleibt

1
_” K.A%duldu? + ; _fl(::fll.ug.dt + X w; = 2z , 2zE€Z
B Fo Ij J=1
3. _Schritt:
Wir zeigen: z=1.
Bekanntlich gilt flir die Gesamtinderung AP von ¢é: Ab=27z. Nach Definition
von & gilt )
cosdlty = [V, (t)).Celty)) /([ 1V (tg)H.C dtg)u])
Wir setzen fiir die Flachenkoordinaten von C{t,) kurz (cl,c?)=:(w!,w?), fiir
die von V (t,;) (v1,v?),
Da V. normiert ist, bleibt mit 3.3
cosd(ty) = [vi.wk.gjkoc(to)] /[wi.wk.gj‘oc(to))llz.
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Die folgenden Uberlegungen gehen auf eine Idee von L.BIEBERBACH
zuriuck: Wir definieren

Mg. = (1-A)eg 2+ 6 A€[0,1].
Insbesondere folgt fiur jk ¥ l ’

=0 @ Oge=g, sowie fiir
A=l (1)g$=6jk , das ist der euklidische Fall.
Jetzt folgt der Nachweis dafiir, dal die ()‘)gjk Koeffizienten einer symmetri-
schen positiv definiten Bilinearform sind:
Die Symmetrie folgt unmittelbar aus der Symmetrie der -
Betrachten wir exemplarisch
Mg = (1-A)g+r o

2,370 , und die beiden nichtnegativen Koeffizienten (1-A) und A konnen
nicht beide gleichzeitig Null werden, sodaf3 ()‘)gu‘)O folgt. Analog: ()‘)g22>0.
Ausrechnen zeigt auch det(()‘)gjk)>0 .

Diese Tatsache gestattet es, cos®é zu berechnen; dabei variiert dieser
Wert nach Definition von ()‘)gjk stetig in A, sodaB auch ()‘)Ag stetig ist in A.
Alsdann ist auch die zugehdrige Umlaufzahl ®)z stetig in A. Da aber ) zeZ
gelten muB, bleibt nur ® z=const. Daher geniigt es, die Umlaufzahl Mz fiir
einen ebenen Fundamentalbereich zu ermitteln, und diese ist nach Satz 5.5.1
(HOPF) +1. Damit ist z=1 fiir die gegebene Flache f(U).

Wir erhalten die
Integralformel von GAUSS~-BONNET

1 . 1
JI Ka*dulduz+ I [ aCiwgdt + I o5 =27 (55.2)
B 30 Ij F1l

Bem. 5.5.3: (a) Die Formel wurde von Ossian BONNET 1848 fiir K=K =const.
angegeben. Vermutlich war sie GAUSS schon 1827 bekannt.

{b) Unsere Fassung des Satzes ist nur eine lokale Fassung: B ist ein orien-
tierter Fundamentalbereich. Die globale Fassung kann durch "Zusammen-
kleben" des Lokalen erhalten werden.

Anwendungen:

{1) Sei S2¢R3 eine 2-Sphdre im R?® und c/{R) eine einfach geschlossene Kurve
auf S?, die S? in zwei "Teile" f(B;) und f(B,) zerlegt.

Je nachdem, ob c/(I) als Randkurve

von f(B;) oder f(B,) aufgefaBt wird,

ergibt sich fiir cf(I) ug>0 bzw.

'ng<0.

Wir berechnen unter Beniitzung des

Oberfldchenintegrals und zweimali~

ger Anwendung von (5.5.2)

f Kudo = JJ K.a%duldu? + JJ K.A%duldu? = 47 ,
S2 B, B,
da keine Ecken und daher keine Eckenwinkel auftreten.
Da in obiger Berechnung die Tatsache SZ=Sphidre nicht eingeht, gilt
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f K.do = 4n
S2
fiir jede Fldache vom topologischen Typ der Sphire.
Bem.: Fiir Flaichen vom topologischen Typ des Torus T2 gilt (o.B.):
f Kdo=0
T2

{2) Geoditische Zweiecke:
sind aus maximal zwei Geodidtischen aufgebaut.
Man unterscheidet drei Typen (je nachdem, ob 0, 1 oder 2 EckenauBenwin-

kel auftreten):

Nach (5.5.2) gilt wegen 'ng=0:

ff K.A%duldu? + o, + a, = 2m

B
mit -n<a 5<™ da zu einer gegebenen Flachentangente genau eine Geodatische
existiert; damit ist « t«,<2n, was

Jf K.A%duldu? > 0
B

zur Folge hat.

Ist nun etwa fiir eine Fldache K<0, was ff K.0%duldu? < 0 bewirkt, so
folgt aus obiger Uberlegung:

Auf einer Fliche mit K<0 existieren keine geodédtischen Zweiecke, keine
Selbstschnitte von geoddtischen Linien und keine geschlossenen geodati-
schen Linien.

Beispiel: Einschaliges Drehhyperboloid &:

¢ ist eine Regelfliche mit K<0. Der Kehlkreis k
von ¢ ist eine geschlossene geoddtische Linie, da
er ein ebener Normalschnitt ist.

Dies bedeutet jedoch keinen Widerspruch zum
letzten Ergebnis, da k keinen orientierten Funda-
mentalbereich auf der Fldche berandet.

{3) Geoditische Dreiechke:

bestehen aus genau drei Geodatischen.

Bezeichnen «,, «, «4 die orientierten EckenauBenwinkel, so gilt nach (5.5.2)
wegen n 8=0
JJ K.a%*duldu? + 6, + 0, + ag = 27,
B
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Wir ersetzen die AuBBenwinkel * durch die orientierten Eckeninnenwinkel'l‘i'"j
mit uj+ﬁj=ﬂ (j=1,2,3) und finden

J.J- K.A%duldu? = ﬁ1+ﬁ2+ﬁ3 -
B
der Wert e:=f +f,+f ;7 heiBt ExzeB des Dreiecks.
Also bleibt das nach GAUSS benannte

THEOREMA ELEGANTISSIMUM:

f K.do = ¢ (5.5.3)
£(B)

Im Fall ¢=0 ist die Winkelsumme £,+f,+8,=7, das ist der euklidische Fall.
Man sagt: ¢ "miBt" die Abweichung der Winkelsumme vom euklidischen Fall.

Speziell: K=K;=const.
Beispiele solcher Flachen sind fiir K;=0 die Torsen, fiir K;>0 die 2-Sphéren
im R3 vom Radius R (K;=1/R?) und fiir KO die Pseudosphiren (vgl. 030,
U33): Eine Pseudosphdre ist die Drehflache einer Traktrix; eine Traktrix ist
die Schleppkurve einer Geraden: Eine Strecke der Lidnge a wird so bewegt,
daB ein Endpunkt auf einer Geraden ldauft und die Bahn des anderen End-
punktes die Strecke in jeder Lage beriihrt.
Es gilt (o.B.):

K, = -1/a%? = const.
Ferner gilt (o.B.):

Satz 5.5.2: Satz von F.MINDING:
Seien ¥, & Flichen konstanter GauBscher Kriimmung K, K. Dann
gilt:
Es existiert eine lokale Isometrie ¢ genau dann, wenn K=K.

Bem.: Fiir K, K nicht konstant folgt aus K(p)=K(P) nicht die Existenz einer
lokalen Isometrie &3¢ (umgekehrt ist filir lokal isometrische Flachen natiir-
lich K=K).

Damit folgt:
Ist K;=0 (K;>0, Kg<0), dann ist die innere Geometrie euklidisch (sphirisch,
pseudosphdrisch) und die Winkelsumme ist = (>m, <n), d.h. der ExzeB ist

¢=0 (£>0, &<0).

Also sind diese drei Geometrien bis auf Isometrien alle Beispiele konstanter
GAUSSscher Kriimmung.

Gleichung (5.5.3) lautet
ff K.A%duldu? = ¢ ;

B
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setzt man K=K =const, so bleibt
K.O(f(B)] = ¢ (5.5.4),

d.h. bei gegebener GAUSSscher Kriimmung ist durch die Winkel die Ober-
fliche bereits bestimmt.
Bem.: Eine Abbildung «: f(U)>f(U) heiBt lokal konforme Abbildung, wenn «
eine Ahnlichkeit ist.

Dies gestattet mit (5.5.4) folgende Aussage:
Eine Fliche f£(U) mit Ky=const#0 gestattet keine von einer Isometrie ver-
schiedene lokal konforme Selbstabbildung.

*p

{4) Spharische Geometrie:

Als "Punkte" der Geometrie dienen die Punkte einer 2-Sphire S2cR3, als
"Geraden" die Geodatischen, d.h. die Grof3kreisbégen.

Der Abstand d(A,B) zweier Punkte A,B

wird definiert als euklidische Lange des

nicht ldngeren GroBkreisbogens von A

nach B. Daraus ergibt sich sofort die

Einschrankung

O<d<n
Als Winkel von zwei Geraden a,b versteht
man den euklidischen Winkel der Durch-
messerebenen «,f durch die beiden Flid-
chentangenten in einem Schnittpunkt der
GroBkreisbégen, woraus

0<x(a,b)<n/2

abgeleitet werden kann.

Euklidische Biindelgeometrie:
Die Punkte sind die Bilindelgeraden, die Geraden sind die Biindelebenen.
Der Abstand zweier Punkte ist definiert als euklidischer Winkel zweier Biin-
delgeraden, der Winkel zweier Geraden als euklidischer Winkel der Biindel-

ebenen.
Damit ist die sphdrische Geometrie lokal die euklidische Geometrie im Durch-

messerbiindel.
Global nicht, da es keine Bijektion von S2 zum Durchmesserbiindel gibt.
Nach einer Idee von F.KLEIN benilitzt man die Verheftete Halbsphdre:
Als Punkte nimmt man die Punkte der oberen Halb-
sphdre sowie identifizierte Aquatorgegenpunkte; letzte-
res bewirkt, daB die Geraden jetzt geschlossene Kur-
ven sind.
Nun existiert eine Bijektion dieser Halbsphare zum Durchmesserbiindel, d.h.
es existiert eine Isometrie des euklidischen Biindels um M auf die verhefte-
te Halbsphdre. Die euklidische Biindelgeometrie ist damit ein "Modell" der
elliptischen Geometrie.

Insgesamt gilt:
Die sphéarische Geometrie ist lokal die elliptische Geometrie (global nicht).
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Nun ein anderes Modell fiir die elliptische Geometrie:
Wir beniitzen eine Bijektion des Biindels um M auf eine Ebene nicht durch
M (Biindelmodell einer projektiven Ebene B8):

Die Punkte sind die elementaren Punkte von

B, vermehrt um die "Fernpunkte"

(="Schnittpunkte"” von f mit Geraden durch

M, die zu B parallel sind).

Die Geraden sind die elementaren Geraden vermehrt um die "Ferngerade"
als Schnitt von # mit der zu B parallelen Ebene g durch M.

Man gelangt so zum projektiven Modell der elliptischen Geometrie:

Der Abstand zweier Punkte ist definiert als euklidischer Winkel der Biindel-
geraden, der Winkel zweier Geraden als euklidischer Winkel der Biindelebe-
nen.

Nennt man eine Abbildung, die Geodéatische in Geod&tische tliberfiihrt,
eine geoditische Abbildung, so gilt:

Satz 5.5.3: Jede Flidche konstanter positiver GAUSSscher Kriimmung gestat-
tet lokal eine geoddtische Abbildung in die Ebene.

Beweis: Ist K=K,=const>0, so ist die Fldiche nach Satz 5.5.2 (MINDING) isome-
trisch zur 2-Sphidre S% Ein GroSkreisbogen von SZ¢ liegt in einer Ebene des
Durchmesserbiindels, deren Schnitt mit f eine Gerade, also eine Geodidtische
der Ebene B liefert. [

{5) Pseudosphdrische Geometrie:
Bei gegebener Pseudosphire f{U)=¢ existiert eine konforme Abbildung « von

¢ in die Ebene (U31); « ist winkeltreu. ¢ kann durch einen isothermen Weg
beschrieben werden, namlich 8,,50

g£1178,771/(ul)? mit ulxl, -m<u<n,
o heiBt POINCAREsche Abbildung und ist durch f mitbestimmt,

Die Bilder der Geoddtischen von ¢ unter
u« sind jene Geraden und Kreise, die die
u2-Achse rechtwinkelig schneiden (sie sind
nur soweit zu gebrauchen, als sie in U
liegen).
Beniitzen wir die "AusmeBvorschrift"
gjk=<$‘k/(u1)2 fiir die ganze Halbebene ul>0,
so erhalten wir

POINCAREsche Halbebene: Halbebene ul>0 mit gjkzéjk/(ul)z,
~ welche ein Modell der hyperboliscben Geometrie darstellt:
Die Punkte sind Punkte der Halbebene ul>0, die

Geraden sind die Geraden und Kreigse, welche die
"Randgerade" ul=0 orthogonal schneiden.
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Um den Abstand zweier Punkte A,B ermitteln zu konnen, bestimmt man
die eindeutige durch A und B legbare Gerade; d{(A,B) ist dann als Bogen-
lange in obiger Metrik zu messen.

Der Winkel zweier Geraden wird euklidisch gemessen.

Also gilt nach BELTRAMI:
Die innere Geometrie einer Pseudosphdédre ist lokal hyperbolisch.

Ein weiteres Modell ist das projektive Modell der hyperbolischen Ebene:

{a) Die POINCAREsche Halbebene wird an einem Kreis invertiert:
dabei geht die Randgerade in einen Kreis i ‘
tiber. Die Bilder der Geoddtischen sind damit
die i orthogonal schneidenden Kreise und
Geraden.

{b) i kann als Aquator einer 2-Sphire S2? verwendet werden:
Wir projizieren stereographisch aus dem Ku-
gelsiidpol auf S2; dabei gehen die Punkte der
Geometrie (das sind die Innenpunkte von i)
in die Punkte auf der oberen Halbsphidre
iiber. Die Geraden werden auf jene Halbkrei-
se der oberen Halbsphdre abgebildet, die i
rechtwinkelig schneiden, d.h., in Ebenen nor-
mal zu £ liegen (die stereographische Pro-
jektion ist bekanntlich winkel- und kreis-
treu).

{c) Jetzt wird auf B normalprojiziert:
Insgesamt gilt:
Unter dieser Kette von Abbildungen sind die Bilder der Geodatischen der

Pseudosphédre die Sehnen von i:

Satz 5.5.4: Jede Flache konstantez; negativer GAUSSscher Kriimmung gestat-
tet lokal eine geodéatische Abbildung in die Ebene.

Insgesamt gilt daher mit Satz 5.5.3 und Satz 5.5.4:
Satz 5.5.5: Satz von BELTRAMI:

Eine regulire C3-Fliche gestattet eine geodatische Abbildung in
die Ebene genau dann, wenn K=K;=const.

Ergebnis:
Die drei einzigen Geometrien, d.h.
im Fall K,>0 die sphdrische Geometrie (lokal elliptisch),
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im Fall K,<O die pseudosphirische Geometrie (lokal hyperbolisch) und

im Fall K=0 die euklidische Geometrie
gestatten eine Realisierung in einem projektiven Modell.
Die sphidrische und die pseudosphédrische Geometrie werden auch nichteukli-
dische Geometrien genannt.

Bem.: Diese Geometrien unterscheiden sich in der Existenz von Parallelen.
Nennen wir zwei Geraden parallel, wenn sie gleich sind oder leeren Durch-
schnitt besitzen, so gilt im Falle der

Euklidischen Geometrie das Euklidische Parallenaxiom:
Zu einer Geraden g und einem Punkt P§g existiert genau eine Gerade g
durch P, die zu g parallel ist.

In der Hyperbolischen Geometrie gibt es unend-
lich viele Parallele durch P 2zu g (diese fiillen
einen Winkelraum aus), da es mehr als eine gibt.
In der Elliptischen Geometrie schneiden einander je zwei Geraden, sodaf3

keine Parallele existiert.
AufBlerdem ist der Abstand zweier Punkte maximal =n; die Geraden sind

geschlossene Kurven der Lénge =.
Ferner gibt es keinen Zwischenbegriff und keine Anordnung.

190





