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§ 1. Projektive Ebenen

9.1 Axiomatik

e
A,
Elenente vorx?helﬁen "Punkte”, die Elemente von % heiflen

13
Garaden',

ien R{A.B...) und %(a,b“su) zwei nicht leere Mengen; die

er ersten Axiomatik der Elementarmeometrie von BUKLID
ca. 300 v. Chr.) wurde der Versuch gemacht zu definieren, was
Punkt 1Qt MEL n Punkt ist, was keine Teile hat". Bei uns

& dieser Grundbegriffe offen. Diese Idee

} ngequent von D HILBERT verfolpt. Die
Geomebtrie sind nicht ewnlizit definiert.
Ferner sci zwischen Pur&cen und Geraden eine bindre Relation I
ebe nzidens: genann Sind h urd N zwei Mengen, so
es tesischen Produktes MxN eine
he Elementen von M und den

iell das kavtesische Produkt Bx ist dle Menge aller
geordnoten Paarve von PBlemanten aus R und q: (A,n)¢ @xq .

Fa gilt alaso: ¢ px%, d.h. man weifi, flr welche Aef 1um.a6q
silts (A e b, e (A,n) ¢ T achreiben wir auch A I a und

aapon: "Der Mankt A incidiert mit der Geraden a", im anderen
U

¥all schreiben wir A X a.

Zur Veranschaulichung zeichnen wir in der Anschauungsebene

Qer Elementargeometrie, welche punfichst unkritisch aus der
Schule Ubernommen wird. Spiter muB ihre genaue geometrische

Struktur geklidrt werden. Dann gilt: "Punkt A" oA

"Gerade al\////,a,, "A inzidiert mit a' (A 1iegt auf a>/"°A/a
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Das Tripel {P, q, I} nennen wir eine "Inzidenzstruktur”.
Eine Inzidgnzstruktur heiBt "projektive Ebene" \n(fz,% » 1),
wenn die Relation I die folgenden drei Axiome erfiillt:

iq: "Existenz der eindeutigen Verbindungsgeraden': Zu zwei
verschiedenen Punkten soll stets genau eine Gerade
existieren, die mit beiden Punkten inzidiert.
Oder formal: A,B|#,ep :]*aeq mit A I aaB I a. Wir
schreiben a=AB (auch a=A.B).

»i2: "Existenz des eindeutigen Schnittpunktes”: Zu zweil
verschiedenen Geraden soll stets genau ein Punkt
existieren, der mit beiden Geraden inzidiert.

Oder formal: a,b| #,el): 1" A mit A T and I b, Wir
schreiben A=ad (auch A=a.b).

e : "Existenz- oder Reichhaltigkeitsaxiom”: Es soll
mindestens vier verschiedene Punkte geben, von denen
niemals drei gleichzeitig mit einer Geraden inzidieren.

DEF,1,1: Das Tripel {R,(j, I} heifSt eine Inzidenzstruktur;
erfiillt eine Inzidenzstruktur die Axiome i,, i, und e,

80 heiflit sie eine projektive Ebene I,

Bemerkungen: (a) Drei Punkte A,B,Cled heiBen genau dann

"kollinear", wenn eine Gerade a existiert mit:

ATanBIaAaCIla, Sonst heilen die Punkte nicht kollinear und
bilden ein "Dreieck",

(b) Ein "Viereck" ist eine Menge von vier Punkten,
von denen nie drei kollinear sind. Dann lautet e: Es gibt ein
Viereck, denn es gilt:

Sind drei Punkte A,B,C nicht kollinear, so sind sile paarweise
verschieden, Ist ndmlich A=B und C3A == " a=AC; es gilt also
A TanBIaaC Iaim Widerspruch zur Voraussetzung.Ist
dagegen A=B=C2>7]D|4 A,B,C>]* a=AD; es gilt also
ATaanBIaaC I aim Widerspruch zur Voraussetzung.

Folgerungen:

1) Die Anschauungsebene ist keine projektive Ebene, denn
12 ist nicht erfiillt: Zwei verschiedene parallele Geraden
haben keinen Schnittpunkt.

Wir erweitern die Anschauungsebene zur "projektiv abge-
schlossenen Anschauungsebene", indenm wir zu den Purkten

und Geraden neue Punkte und Geraden hinzufiigen, und das an~-
schauliche Inzidieren erweitern durch die beiden Festsetzungen:
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(I) Es gibt genau einen Fernpunkt, der mit einer Geraden inzi-
diert; Jje 2zwei verschiedene, parallele Geraden haben genau
einen Fernpunkt gemeinsam; verschiedene,nicht parallele Geraden
haben Xelnen gemelnsamen Fernpunkt.

(II) Alle Fernpunkte inzidieren mit genau einer Ferngersaden;
kein Nichtfernpunkt inzidiert mit der Ferngeraden.

Es ist sofort einzusehen, daB die projektiv abgeschlossene An-
schauungsebene 11, 12 und e erfiillt, also eine projektive Ebene
ist. Wir wollen sie im folgenden mit PAE bezeichnen.

Die Festsetzungen (I) und (II) kBnnen wie folgt motiviert werden:

Der historische Ausgangs-
punkt ist die Zentralpro~
jektion einer Ebene « aus
einem Auge O nicht in «
auf eine zu & nicht paralle=-
le Bildebene m nicht durch
0. Dabei wird jedem Punkt P
aus o der Schnittpunkt des
Sehstrahls OP mit der Bild=-
ebene 1 als Bild PC und Je-
der Geraden g aus « die
Schnittgerade der Sehebene
Og mit der Bildebene n als
Bild g° zugewiesen. Aus
PIg folgt dabei PC I g, aus
PIg folgt PC I g®. Die Ab-
bildung ordnet jedoch nicht
allen Punkten und Geraden
aus o« ein Bild zu: Nicht
erklart sind im Anschauungs—
raum das Bild eines "Ver~
schwindungspunktes"” V auf
der Schnittgeraden ay von o
mit der zu n parallelen
"Verschwindungsebene" my durch O und das Bild dieser "Verschwin-
dungsgeraden” ay. Un die Abbildung «-=n ausnahmslos punkttreu,
geradentreu und inzidenztreu zu machen, muBl man der Ebene n als
Bild von ay eine "Ferngerade" a$ und als Bilder der Verschwin-
dungspunkte V “"Fernpunkte" VC hinzufligen, die alle mit a§ inzi~-
dieren. Da &y nur Verschwindungspunkte tragt, inzidiert kein
Nichtfernpunkt aus n mit der Ferngeraden a§. Somit ist (II) mo-
tiviert. Jede von &y verschiedene Gerade besltzt genau elnen
Verschwindungspunkt; zwei verschiedene Nichtverschwindungsgera-
den g,h aus &« besitzen genau dann parallele Bildgeraden gC,hC,
wenn sie denselben Verachwindungspunkt V gemeinsam haben. Damit
ist {I) motiviert.

2) Im Anschauungsraum heliBt dils Menge aller Geraden durch einen -
festen Punkt "Geradenbiindel", dle Menge aller Fbenen durch einen
festen Punkt "Fbenenblindel®™., Sei O der Bindelscheltel. Die Ge-
raden durch O sollen"Punkte'heilen, die Fbenen durch O sollen
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"Geraden" heilBlen. Das Inzidieren I seil das elementargeometrische
Enthaltensein.

Das Blindel ist mit diesen Festsetzungen eine projektive Ebene.

Bew.: iq ist erfiillt, denn es gilt: Zu Je zwel verschiedenen
Bindelgeraden ("Punkten”)gibt es genau eine Riindelebene
("Gerade"), die gleichzeitig beide Blindelgeraden enth#dlt.

12 ist erfillt, denn je zwel verschiedene Bilindelebenen
haben genau eine Blindelgerade gemeinsam. Von den Kanten
einer quadratischen Pyramide mit ‘der Spitze O liegen nise

drei in einer Bilindelebene, also ist auch e erfiillt. 4’

3) Die Axiome iq, i2, e charakterisieren jedoch die PAE

bei weitem noch nicht. Es gibt davon "wesentlich verschiedene"
projektive Ebenen, z.B. das folgende "Minimalmodell", fir
welches ﬂ,bzw. q méglichst wenig Punkte bzw. Geraden enthdlt.

e =z':] ein Viereck 1,2,3,%4, Wir wdhlen etwa die Ecken und den
v Mittelpunkt eines gleichseitigen Drei-
ecks zur Veranschaulichung. Rach iq
miissen noch mindestens (§)=6 Geraden
existieren, n8mlich die Verbindungs-
geraden von Je zweien der Punkte 1,2,3,4.
Wir zeichnen diese als (elementare)
Geraden ein und iiberpriifen 12: 12 und 34
sind sicher verschieden, da sonst die

. Punkte 1,2,3,4 kollinear widren,

12 ¢ 34 ééb 3‘ Schnittpunkt und, da keiner der bisherigen
Punkte in Frage kommt, fligen wir noch einen weiteren Punkt

5 = 42.34 hinzu. Dieses Verfahren ist zyklisch fortzusetzen

und man erhdlt die Punkte 6 = 23,14 und 7 = 31,24 ,TNun

fehlen die nach 11 existierenden Verbindungsgerader 56 und

57 und 67. Sprechen wir den Inkreis, der durch 5 und € und 7
geht, als neue Gerade an, so ist i1 fiir alle Punktepaare
erfiillt und man iberprift leicht die Gliltigkeit von 12. Da-

mit ist das Minimalmodell einer projektiven Inzidenzebene
konstruiert; es enthdlt sieben Punkte und sieben Geraden. Mit
jeder Geraden inzidieren drei paarweise verschiedene Funkte

und durch jeden Punkt gehen drei paarweise verschiedene Geraden.

"Man interpretiere die obige Figur - wie auch Figuren im
folgenden - zweckmliBig als Inzidenztabelle. Sie gibt in
iibersichtlicher Weise an, welche Punkte mit welchen Geraden

".inzidieren.
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die Wilerspruch

(¢) Drei Geraden a,b,c e} heiBen genau dann
"kopunktal™, wenn ein Punkt A existiert mit: ATaAaAIbAATIc.

Sonst heiflen die Geraden nicht kopunktal und bilden ein "Dreiseit".

Wie oben folgt: Sind drei Geraden nicht kopunktal, so sind sie
paarweise verschieden.

(d) Ein "Vierseit" ist eine Menge von vier Geraden,
von denen nie drei kopunktal sind.

4) In jeder projektiven Ebene existiert ein Vierseilt.

Bew,: e =9 jViereck 1,2,3,4. 1= Jn2,23,34,41. Diese vier
Jeraden sind paarweise verschleden‘ (ind.) 12=23% => 1,2,5"142
= 1,2,% kollinear im Widerspruch zur Vierecksdefinition.

rs sind nie drei der Geraden 12,23%,34,41 kopunktal:

{(ind.) 12,23,34 sind kopunktal.Da 12 $ 23 folgt nach i,

dis Eindeuti igkeit des Schnittpunktes 12.23, und dieser ist
notwendig 23 also mull auch 34 durch 2 gehen =» 2,3,4 sind
ollirnear im Viderspruch zur Vierecksdefinition. 4&

5) Vir geben eine Methode an, die Jjeder projektiven Ebene
{r sTidq, 15 ,e} eine andere Inzidenzstruktur
et; diese soll "duale Inzidenzstruktur" heiflen und

wird nit {p‘,(%*, I*} bereichnet. Wir definieren die Zu-

B

}Q' = '3‘:}42 und I* C ‘F*x(,}" mit‘ (a,A) e T*e= (A,a) e I.

Unter einer "Inzidenzaussage'4 versteht man eine Aussage iiber
Punkte, Geraden und Inzidenzen. Man kann { eine "duale
Inzidencaussage” d® zuordnen, indem man die Begriffe Punkt

und Gerade unter Belbehaltung der Inzldenzen vertauscht.
Beispiele: i,* lautet: Zu zwel verschiedenen Geraden existiert
genau ein Punkb, der mit beiden inzidiert, d.h. 1 =i, .
Evenso gilt i,% = i4.

e* laubet: Ls gibt ein Vierseit, denn dual zu einem Viereck
ist eine Menge von vier Geraden, von denen nie drei mit einem
Punkt incidieren.



Die zu einer projektiven Ebene JU duale Inzidenzanrultur
ist auch eine projektive Ebene ("duale projektive LEberns" j*).

Bew,: iq*, ig*, e* bedeuten die in J richtigen Aussagen 12,

i, und Folgerung &4. s 4

6) Wenn cine Inzidénzaussage 4 fiir alle projektiven
Ebenen wahr ist, so ist auch die duale Aussage A* fir alle
projektiven Ebenen wahr ("Dualitétsprinzip” projektiver
Evenen).

Bew.: Die Aussage 4* in der projektiven Ebene .o ist identisch
mit der Aussage 4 in @*. Da 4 in allen projektiven Ebenen
gilt und x* nach 5) eine projektive Ebene ist, gilt J in x*
und damit 4* in . L 2

SATZ 1.1: Die projektiv abgeschlossene Anschauungsebene ist

eine projektive Ebene, Das Minimalmodell einer
projektiven Ebene enthdlt genau sieben Punkte und sieben
Geraden. Die duale Aussage zu einer fiir alle projektiven
Evenen wahren Inzidenzaussage ist ebenfalls wahr,

1.2. Projektive Punktebenen und »nrojektive Geradenebenen

Sei n(’p, q,I) eine projektive Ebene. Die Menge aller Punkte,

die mit einer Geraden a inzidieren, nennt man die "Punkt-

reihe pa"‘ ﬁg:= {PGP«IP I a}.

Die Menge aller Geraden, die mit einem Punkt A inzidieren,

nennt man das "Geradenbiischel (J, ". qA:= {a.s%] Aira} .
Punktreihen und Geradenblischel sollen als "Grundgebilde" in =t
bezeichnet werden; die Geradenblischel sind dual zu den Punktreihen.

Im Minimalmodell gilt: Jede Punktreihe und jedes Geraden-
biischel besteht aus genau drei Elementen.

Zwischenbemerkuns:
Seien M (4@) und ¥ zwei Mengen. Fine A bbildung 4
augs M in N ist eine Vorschrift, die gewissen Elementen von M

in eindcutigper Weise Je ein Element von N zuweist.



M heillt "Defirnitionsmence der Ab%bildung ¢", N heilt YZiel-
nenge der Abbildung ¢". D(®) sei jene Teilmenge von M, fir
deren Elemente die Abbildung ¢ erkldrt ist ("Dsfinitionsbe-
reich").

Y xeD(g) pilt: xrexgeN, Gilt speziell () =M,

56 heilt @ eine globale Abbildung von M; wir sagen auch:

¢ ist eine Abbildung von M in N.

Unter dem "Bildbereich im ¢ (image) von «" verstehen wir

die Merge aller Bildelemente von ®. Gilt speziell im@ = N,

50 heilt ¢ eine "surjektive Abbildung"; wir .sagen auch:§ ist eine
Abbildung aus M auf N,

Zine Abbildung ¢: M—=N heillt "injektiv", wenn gilt:

Y, xge,D(?) nit x, ¥ Xy, = X9+ %4 . Z% jeder injektiven
7t N—e M mit

Abbildung existiert eine inverse Abbildung ¢
D(¢~") = img:

VYyeing = J*y¢ 'eD(&) nit (&) =p
Es gilt:qr%g=LDM(bwﬂ.“Identitat auf D)),

Eine Abbildung ¢: M—N heifBt "bijektiv",
wenn sie .
(I) global, (II) surjektiv, (III) injektiv ist.

Fiir eine Rijektion ¢ gilt:
(a) Zu jeder x el existiert gepnau ein Bild x¢eN.
d-.d——q.—-.—r—.—-———

"global" "Abbildung"
(v) Jedes yeN ist Bild von gepau einem x €M,
¢ PRSI SR I 1}
"surjektiv" "injektiv

DEF.: Zwei Mengen M,N heifen gerau dann "gleichmichtig" (|M{=|N1),

wenn es eine Bijektion €: M-—=N gibt.

Diese Begriffsbildung ist eine Kquivalenzrelation RST-Relation),
d.h. sic ist reflexiv (JM|={1]), symmetrisch ({M}=|N|=>[N|=|M])
und transitiv M= IN|AIN}= [RI=>{M]=IR].

. SATZ 1.2: Je zwel Grundgebilde einer projektiven Ebene sind
gleichmichtig. Jedes Grundgebilde enthdlt mindestens

drci Elemente. Die Punkt- und die Geradenmenge einer projekti-
ven FEbene sind gleichmichtig.
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Bow.: (1) he i’l , ae({{ mit A X a.

A
Wir definieren eine Abbildung B: fl — OJA
durch die Vorschrift: FB = AP \VP c ‘Qa.-
Die Gerade AP ist wegen i, eindeutig be- A g
stimmt, denn aus der Voraussetzung AJZa a
folgt P ¢ A; B ist also eine Abbildung 75 N

und nach Definition global.
B ist surjektiv: Fir jede Gerade geU} gilt g + a wegen AZay
nach i, gibt es daher genau einen Schﬁittpunkt G:=ag, wobei
GA =g gilt.
B ist injektiv: Seien P,Ql#,eR_mit PB=p,QB = q.
(ind.) p=q=>A,P,Q sind kollinefr und wegen P % Q folgt
AIPQ=a : Widerspruch. _
® ist also eine Bijektion und daher gilt [K\‘: MA] unter den
Voraussetzungen (1). 3 a
(2) heflaacly mit A T a. o2
e =>3Viereck 1,2,%3,4. Da nie drei dieser
Punkte kollinear sind inzidieren mindestens A
zwel dieser Punkte nicht mit a, z.B.1,2 1
=>A $ 1A A 2, Mindestens eine der Vierecksseiten 13,14
inzidiert nicht mit A (2.B.AX 13), da wegen 13 + 14 nach i,
genau 41 der eindeutige Schnittpunkt 13,14 ist und daher aus
ATI13A ATA4 folgt 1=A im Widerspruch zu A 4 1 .
Wir konnen nun die Aussage von Beweisschritt (1) mehrmals
" anwenden:
lr 13 19,1 F Rl T 107, 1.
ma2Za @a2X1 @) AAZA3
Nach (1) und (2) gilt |} = \%\ VA:’fZ , Vaeq-
(2) a,v|+,elf.
e=>3J1efl . Dann gilt nach (1) und (2):]Pa‘= ]QJ” =|’le:;>|12a‘=|1flb‘-
(1) A,Bls,e R
e=>:]’12e03:, nach (1) uwnd (2) gilt: 'th =m,\2l =|qu=:> MA':“{BI‘
(5) Da nach (1) - (4) alle Grundgebilde gleichnichtig N
sind, geniigt es fiir ein einziges Grundgebilde zu zcigen, dafll

es mindestens drei verschiedene Llemente 4
enthilt. Auf 12 liegt im stets vorhandenen
Viereck 1,2,3,4 wegen 12 noch der Punkt , "; 2

5:=12.34, der von 1,2 verschieden 1st. 4 *
(6) e => Jein Dreieck A;,Ay,A;. Wir definieren eine
Abbildung y: R — ( mit
(1) X»IA Ay (J#k): Xx“:-(A,‘X.AZAB).(AZX.A,]A3)::> Assz“ (5=1,2,3)
(I1) XTA A A x+iA3,Ak: Xps=A X (J,k,1 pw.#) => Xy4 A A, (s}t)
(111) X-AJ: Xpr=hAL Ay (Jsk,1 pwas)
Man erkennt leicht, deB y eine Bijektion ist, daher giltlm-g(ﬂ;,

@
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Bemerkungen : {a) Eine projektive Ehene heifBit endlich, wenn
eine Punktreihe endlich viele Punkte enthilt; ist die Anzahl
dieser Punkte N+1, so heiBt N die "Ordnung der endlichen pro-
jektiven Ebene". Eine solche Ebene enth#lt N*4+N+1 Punkte bzw.
Geraden, wie in den'Ubungen gpezeigt wird. Nach Satz 1.2, gilt Ns2.
Wir benltzen i1.f. die Sprechweise : Gilt eine Aussage fiir pro-
Jektive Ebenen mit N=2N,, so soll dies heiBen, daf sie auch fiir
nicht-endliche projektive Ebenen richtig ist, .

(b)¥eine Tunktreihe ist leer, d.h. mit jeder Geraden
inzidieren Punkte. s kann also jede Gerade als die lenge -
der mit ihr inzidernten Punkte interpretiert werden. Eben-

so gilt: Jeder Punkt kann als Triger eines Biischels aufge-
falt werden, Wir haben damit zwel neue zueinander duale
Auffassungen einer projektiven Ebene:
& PTOg
Gewisse Teilmengen vo:zpsind Gewisse Teilmengen von{gsind
als Punktreihen ausgezeichnet: als Geradenblischel ausge-
LTla & Ae‘pa. zeichnet:AIac:oae(gA.
Man nennt Man nennt
A= {p, System von Teilmengen mf=-{q, System von leilmengen
€. i 3 I sk -
RCR, I=¢; 1,‘,42,e} UJACUJ,I—G, ig%, 1%, e }
eine "projektiva Punktebene". eine "projektive Geradenebene',

Jede prdjektive Ebene kann als projektive Punktebene und als
projective Geradenebene aufgefalt werden.

DEr.1.2: Eine projektive Punktebene ist eine Menge von Punkten,

in der ein System von Teilmengen, Punktbtreihen ge-
nannt, ausgezeichnet ist wund die Axiome i,\,,i2 und e erfillt
sind, wobei die Inzidenz das Enthaltensein eines Purnktes

in einer Punktreihe bedeutet. Die dazu duale projektive
Geradenebene ist eine Menge von Geraden, in der ein Systenm
von Teilmengern, Geradenblischel genannt, ausgezeichnet ist.

1.3, Isomorphe Inzidenzstrukturen, Kollineatlonen

Wir wollen eine Klzsscneinbeilung der projektiven Ebenen
gewinner. Dazu definiercn wir allgemeiner fir zwel

. 1 .
Inzidenzstrukturen {P,(%, I} und {F,qgl'} :

DEF.1.%2 a: Ein DPzar von Abbildungen (QR,Q%) nit %n:P--p'und
@, — "' heiBt ein "Isomorphismus" der Inzidenz-
" . . [ 1
struktur {P, y I} auf die Inzidenzstruktur {P,‘g, I'},
wenn gilt: o
(I) % und By sind Bijektionen,
(I1) YPef » {facl mit PIa folgt : Pg,I' &ne%,
¥ 1 ] i 1] 1 1 f : Pl - ) "’1.
(III)VPQP AVBQ% nit P' I'a' folgt ch I&‘QOI
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Bemerkungen: (n) Xsomovrph heift: nicht wegentlin
Jede wahre baw. falsche Inzidenzqussage in der ¢
struktur bleibt nach Anvcndung des Isomorphismus
falsch.

(b) Talls R=R',( =", I=1' pilt, so heilit des
Paar (4e,¥y) ein "Automorphismis". Das Paar (lp,ly)
(4 ...Identitit) heiBt der triviale Automorphismus; er
existiert fir jede Inzidenzstruktur.

(¢) Obiger Isomorphiebegriff ist eire Aquivalenz=
relation (ST-Relation) in der lenge aller Inzidenz-
strukturen. Eine RST-Relation definiert eine Klassenein-
teilung; dabei besteht eine Klasse aus allen zueinander
isomorphen Elementen der lenge. Es geniligt, von jeder Klasse
einen Reprdsentanten zu kennen.

Zwischenbemerkuns:

Unter einer "Gruppe" versteht man eine nicht leere‘Menge G und eine
Abbildung ¢: G xG—G, d.h. (a,b) (€GxG) b {a,b) e =:cEG)

(wir schreiben kurz: c =asb), wobei o global auf GxG ist und

die folgenden Gruppenaxiome gelten:

(I)e ist assoziativ, d.h.Y a,b,cleG gilt: (aoblec=ac(boc),

(II) In G existiert ein "neutrales Element" i mit iea=a 2eG,
(IIT)Zu jedem asG existiert ein "inverses Elenent” a6 nit a” o a =i,

Zusatz: Die Gruppe {G,°} heiBt speziell kommutativ (abelsch),
wenn gilt: acb=bea Va,ble G,

Bemerkung: Wir werden die Operation e i.f. meist Produkt nennen.

Die Menge aller Automorphismen einer Inzidenzstruktur ist

eine Gruppe bezliglich des Hintereinanderausfiihrens als
Gruppenoperation mit dem trivalen Automorphismus als neutralem
Element ("Automorphismengruppe von {ﬂ.,%,I} ).

Bew.: (1) (wﬁ,w ) und (¥ ,Wq) seien zwei Automorphismen der
" Inzidenzstruktur,

6'1438 Lf,ﬂo W'F- A G'q:u *q“"

(Gﬁ,ﬁ ) ist ein Automorphismus (trivial).

(2) Das Hintereinanderausfilhren ist assoziativy es gilt
ndmlich sogar allgemeiner: Das Hintereinanderausfilhren von
Bijektionen ¢,y ,m : M—11 ist assoziativ.

xq,xg,xa,xuleﬂ mit X, @ =iXp, XpW =i Xz, XgM T X

XQW = KW 7 Xy = x,‘(‘li\v)n = Xz = Xy

K@= Xy = aelyn) = XpWn = XzM, = Xy

X (Qudn = Xy = xge(yn ) ddes gilt\jx,lel"lr—:’(*ew)n=%(\\”[).
(3) (Lu,ty) ist das neutrale Element (trivial).

(4) Zu (Qﬂ,%q) ist der Automorphismus (?;f,wa;) invers.

L 4
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Seien w baw.nt! zwel projektive Ebenen mit den Punktmengen 141

b, ’ﬂ'.

DET.1.32 b: Eine Abbildung 2: 1Q — ‘Fl' heifBlt eine Kollineation,
wenn gilt:
(ID® ist bijektiv,

(II) kollineare Punkbte gehen in kollineare Punkte iber.

)

olrerunemen:
1) Ist (Ug,ﬂ,tgq) ein Isomorphismus der projektiven Ebene JU
au

uf die projektive Ebene Jt', darnn ist Qg eine Kollineation.

Bew. : S ist nach Definition 1.3%.a eine Bijektion. Sind die
Punkte A,B,C]e’ﬂ ¥ollinesr, d.h. A,B,Cl Ig (geUJ), so gilt nach
Def.1.3 a: A4,, Bg,, C4,. |I' gg,, d.h. die Bildpunkte sind

pr S0 Vg y
kollinear, é

2) Umkekrung: Jede Kollineation &: P—»‘Q' "bestimmt" einen
Isomorphismus Jt - ',

Wir definieren eine Abbildung aa*:()l—-(é'durch:

ge%,\ o = PR it P,5l #,e@ i gwti= PR.QR.

Wir missen zuniichsy zeigen,; dafBl ®* eine Abbildung q—'q'ist.

Da ® irjektiv is%t, folgt aus P & Q stets Pz ¢ Qe ; also ist
g® * wegen i4 eindeutig bestimnt. gz * ist aulerdem unabhingig
von der Wohl der Punkbe P,Q auf g: Seien Py, Qulyef nit B I

A Q4 I g,50 sind mit Py, P,Q auch Py®, PR, Qx kollinear
und ebenso mit, Qa, P,Q auch Q,=, P, Qe = Be I' F=Qae A
Q. l' Priz= P2 Q® = Pr Qr.

Damit ist pezeigt, dal die Definition von ®* sinnvoll ist.

(w ,2*) ist ein Isomorphismus X— X'.

Bew.: (1)2 ist eine Bijektion. Auflerdem ist (II) in Def.1.3.a
nach (II) in Def.1.3.% erfiillt.

(2) Zu drei kollinearen Punkten P', Q', R“eﬁv existieren,
die Urbilder P:=P'w™', Q:=Q'®e™", R:=R'«" infR , da = eine
Bijektion ist. (III) in Def.4.3.a verlangt, dal P,Q,R
kollinear sind. Es geniigt, die folgende logisch gleichwertige
Behauptung zu zeigen:

Sind P,Q,R|cf nicht kollinear, so sind auch Pz, Qz, Rz|ef'
nicht kollinear.



(ind.) Angcnommen Pz, Gz, R%® sind kollines
nicht kollinear = I,%,R pnarweise verschisden ur

Pe, Qz, Rz 5ind pazrweise verschieden,

da ® injektiv ist, llach e existiert Q
ein Punkt A' e‘FZ' nit A' I'Pxx P
=>A'+| Pr,Qe An'® =14 £ | P,Q,

Nach i1 ‘sind die Geraden AP und QR

eindeutis bestimmt und verschieden, Pax Oz R=

denn P,Q,R sind nicht kollinear. Es
existiert also genau ein Schnittpunkt S:=4P.QR. A,P,5 bz
Q,R,S sind kollinear; daraus folgt nach (II) in Def.1.3
A", P, 5% bzw. Qx, Rz, U2 sind %ollinear =» 352 PA'Pe A
Sx I' Q= Rx. Da wegen A' 'P2 Qx die Geraden A'Px und QzRx
verschieden sind, mufl nach i? ein eindeutiger Schnittpunkt
existieren; dieser ist einerseits P und andererseits Sg,
also Pe=52, Dies widerspricht der Injekbivitdt von &, weil
wegen S I QR AP Z QR gilt: 5 4 P,
Damit gilt (TII) in Def.1.3 =a.

(3) =* ist eine Bijektion (J— LZ’ :
®* ist global, denn auf jeder Geraden get} liegen nach Satz 1.2
mindestens drei Punkte, also existieren sicher zwel Punkte
P,Ql#,eR mit P I gAQ I g, sodaB mit ihnen gz* definiert
werden kann.
®2* ist surjektiv, denn nach Satz 1.2 gibt es zu jeder Geraden
g'e ()J' sicher zwei Punkte P',Q'l4, e R' mit P*' I'g'~ Q' I'g"’,
und zu diesen existieren P's?,"", Q' 92'41€@ mit Pre™" 4 Q‘a“/‘;
die eindeutig bestimmte Gerade g:=1"<'55’,"/‘~Q'a&“Ai hat nach
Definition von z* die Gerade g' als Bild:
ga* = (Pl )x.(Q'="")==P'Q" = g' .
®* ist injektiv: a,bl#,€¢] mit a = PQ und b = PR=>P,Q,R
sind nicht kollinear.
(ind.) a%* = ba*=> PxQx=P=Rx =% P= ,Q= ,R= sind
kollinear: Widerspruch zu Beweisschritt (2). Damit ist auch
die Bijektivitst von 2* erwiesen. ’
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Bemerkungen: (a) Ausgehend von einer Kollineation &: f — R
ist es moglich, eine bestimmbte Abbildung x*: {J—(§' so 2zu
definieren, daB (=% ,2*) ein Isomorphismus ist. Gilt R = £°
und (="', so ist (& ,®& *) ein Automorphismus. Die Menge
aller Automorphismen ist eine Gruppe beziiglich des Hinter-
einanderausfihrens. Ja ein Automorphisumus bereits durch eine
Kollineation bestimmt ist und dem Produkt zweier Auto-
nmorphismen als Kollineation gemdlB Folg.1 das Produkt der
Kollineationen zugeordnet ist, bildet auch die Menge aller
Kollineationen & : K-=f{ bvezliglich des Hintereinanderaus-
fiihrens eine Gruppe, die man mit PPL (X) bezeichnet und
"Kollineationsgruppe" von x nennt.

(b) Bei der Definition einer Kollineation %
haben wir die Punktmenge f ausgezeichnet und im Beweis
haben wir die Abbildung ® der Punktebenen durch eine
Abbildung 2* der Geradenebenen erginzt. Man kann auch dual
vorgehen:

Eine Abbildung &‘:(ﬁ“¢(é‘heiﬂt Kollineation der Geradenebene &
auf die Geradenebene X', wenn sie (I) bijektiv ist und (II)
kopunktale Geraden in kopunktale Geraden iiberfihrt.

Dual zu oben kann man zu ®* eine Abbildung &:F'*'F‘
konstruieren:
Gef A G=pq mit p,ql#,e()J : Gx := pxrf.ge* .

Durch Dualisieren des obigen Beweises erkennt man, daB (2 ,2*)
ein Isomorphismus ist.

Wir werden im folgenden unter Kollineation meist eine Ab-
bildung der Punktebenen gem#dB Def.41.3.b verstehen.

SATZ 1.%: Zwel projektive Ebenen sind genau dann isomorph,
wenn ihre Punktebenen (ihre Geraden-

ebenen) kollinear sind. Die Menge aller Autokollineationen

einer projektiven Ebene x bildet beziiglich des Hintereinander-

ausfiihrens die Kollineationsgruppe PI L (v) von 7t .

1.4,.Perspektive Kollineationen

In einer projektiven Ebene sind die Autokollineationen von
besonderem Interesse; wir fragen, ob es auBler der Identitat
noch weitere Autokollineationen gibt. Dazu untersuchen wir
zundchst einen speziellen Typ von Autokollineationen:

DEF.41.4 a: Eine Autokollineation &:12“°f2 heiflt perspektive
Kollineation, wenn eine Punktreihe elementweise
festbleidbt.
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Bemerkung: Ist 2 eine Selbstabbildung einer Punktmenge, so
heiBt ein Punkt F mit Fx=F ein "Fixpunkt" von nse.In der
Definition wird also die Existenz einer “Fixpunktgeraden"
("Achse™) a gefordert, d.h.V A mit A I a gilt A® =A.

Wir sagen kurz: "Eine Autokollineation heiBt perspektiv,
wenn eine Achse existiert”.

Die Identitat ist eine perspektive Kollineation. Gibt es
auch nicht triviale perspektive Kollineationen ?

Folgerungen (diese ziehen wir zundchst ohne Riicksicht auf die
Existenz):

1) Jede perspektive Kollineation besitzt ein "Zentrum" ZE’FZ,
d.h. es existiert ein Punkt Z mit der Eigenschaft: Y Xe¢fR

sind X,X=,2 kollinear. (Kurz: Existiert eine Achse, so auch ein

%gntz;t)xm; jede perspektive Kollineation ist eine "Zentralkollinea-
jon'

Bew.: Fir =L ist Jeder Punkt Zentrum; wir diirfen also

im folgenden 2% L voraussetzen. Wir unterscheiden zwei Fdlle:

(a) Vor.: Es existiert ein Pixpunkt F = F2 nit F I a.

Dann gilt:

(1) X = F: X=Xz =» X,X®, F sind kollinear,

(2) X I a: X=Xe = X,Xx, F sind kollinear.

(3) X% FAX X a: wegen i,]
bestimmt und wegen X 1 a gilt XF + a;
algo ist nac:h‘i2 auch A:=XF.a ein-
deutig bestimmbt,und es gilt Ax=A, da

A I a, Nach Konstruktion sind F,X,A kollinear; da = eine

Kollineation ist folgt: F= =F, X= , AX =A sind kollinear. Wegen

F Iagilt F+ A, also ist FA eindeutig bestimmt,und es

gilt: F I FAAX I FAAX®eTI FA = F,X,X» sind kollinear.

Der Fixpunkt F ist also ein Zentrum.

(b) Vor.: Es existieren keine Fixpunkte auBerhald der Achse a.

T~ @ PefLAPZa::;Pai P,

P F;\ {\\ s i,= J* PPx mit PPx 4 a; 12:>3‘ Z:=PP®.a .

0" Dann gilt:
A=Az

ist XF eindeutig

—

. -

(1) X=P:X®= =Pxund X,X%®, 2 sind nach Konstruktion kollinear.

(2) X Ia: X=XeAX, X2, Z sind kollinear. o

(3) X I PZAX ¢ PAX X a: nmit P,X,2 gind auch Pz, Xz, Z® =2
kollinear; d.h. X® I P2 = PZ, Man hat damit:

XIPiAX®eI PZ=>X,X%, Z sind kollinear. .

(4) XIPZAX Z a: X & X => J* XXx mit XX® 4 a.(Ind.): 27 XXe 2
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j* X¥w.a=:A mit A + Z und A® = A. Nach Voraussetzung gilt
XXz + Pz 2= ]* S:=XX=.PZ mit S Z a (sonst miBte Z=S=A im
Widerspruch zur indirekten Beweisannahme gelten).

SIPZ=> 52 1PxrZe="P.und SIXA=8xIX®Az= XA,

Da PZ # XA gilt, folgt S2 =S mit S X a, was der Annahme

im Fall (b) widerspricht. Die indirekte Beweisannahme 27 XX=
ist also falsch,und daher sind X,Xée s Z kollinear,

Der Punkt Z I a ist also ein Zentrum. &

Bemerkung: Geraden durch das Zentrum heiBen "Kollineations-
strahlen”. Die zu einer perspektiven Kollineation % nach 1.3.
gehdrende Kollineation 2*: QIV—- 15Bt das Geradenbiischel g
elementweise fest; perspektive 1lineation ist also ein sd¥bst-
dualer Begriff.

2) Ist ® (¥L) eine perspektive Kollineation, so existiert
nach Definition mindestens eine Achse a und nach Folgerung 1
existiert mindestens ein Zentrum Z. Wir wollen nun zeigen,
daB genau eine Achse und genau ein Zentrum Z existieren.
Nach Folgerung 1 Beweisschritt (a) ist jeder Fixpunkt von %,
der nicht auf a liegt, notwendig Zentrum von & ; falls ®
keinen Fixpunkt auBerhaldb a besitzt, gibt es nach Folgerung 1
Beweisschritt (b) genau ein Zentrum auf a; es geniligt daher
zu zeigen, daBl eine nicht triviale perspektive Kollineation
niemals zwel verschiedene Fixpunkte auBlerhaldb von abesitzt,
oder anders formuliert:

Besitzt eine perspektive Kollineation ¥ einen vom Zentrum Z

verschiedenen Fixpunkt, der nicht auf der Achse a liegt, so
ist ® notwendig die Identitdt L.

Bew.: Ist P ¢ 2, F I a ein Pixpunkt von 2, d.h. Fx= F, s0
ist F nach Folgerung 1 Beweisschritt (a) ein Zentrum.
(1) X=2Z => X% =X; X=F = Xx =X,

(2) ¥X nit X I 2¥ gilt, da Z,F Zentren z £
gind:
¥,X®,2 sind kollinear =»Xx I X2 thk’ X

X, X% ,F sind kollinear =>Xx I XP j

denn wegen X I ZF gilt XZ ¢ XF.

(3) X I ZFAX #|Z,F:

Wir beniitzen einen Punkt Y Z ZF, welcher nach (2) Fixpunkt
von % ist, anstelle von F in (2). Da Z und Y Zentren sind
und X Z2Y gilt, folgt nach (2) dann X&=X.

(1),(2) und (3) zeigen zusammengefaBt : Xe=X V XeP.,d.h. R=al,

é
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Eine nicht triviale perspektive Kollineation besitzt also
genau eine Achse und genau ein Zentrum; wir kdnnen somit
unterscheiden:

DEF.7.4.b: Inzidiert bel einer nicht trivialen perspektiven
Kollineation = das Zentrum mit der Achse bzw., nicht

mit der Achse, so heiflit ® eine Elation bzw. eine Homologie.

Die Identitdt ist eine Homologie und elne Elation fiir beliebiges

Zentrum und belieblge Achse.

Bemerkung: Die Menge aller perspektiven Kollineationen mit
dem festen Zentrum 72 und der festen Achse a bezeichnen wir
mit PGL(Z,a). Soll noch angedeutet werden, ob es sich um eine
Menge von Homologien bzw. Elationen handelt, 8o schreiben
wir PGL(Z,alZ X a) bzw. PGL(Z,alZ I a), Die Identitit gehbrt
nach Definition jeder solchen Menge an.

Zwischenbemerkung:

Eine Teilmenge einer Gruppe ist bezliglich der gleichen

Operation wieder eine Gruppe("Untergruppe”), wenn

(I) das Produkt von je zwei Elementen der Teilmenge wieder
ein Element der Teilmenge ist und

(II) mit jedem Element der Teilmenge das inverse Element auch
der Teilmenge angehort.

Kurz: Die Teilmenge muB gegenliber der Gruppenoperation upd der

Inversenbildung abgeschlossen sein.

3) PGL(Z,a) CPrL{w) ist beziiglich des Hintereinanderausfiihrens
eine Gruppe.

Bew.: Z,a fest;o ,0|e PGL(Z,a). Nac£ Satz 1.3 gilt: B e Pri(a).
Zu (I)sY A mit 4 T a gilt: Ax = A}:;Aoc(buAﬁzA -

AB = A
«fB ist perspektive Kollineation mit der Achse a, Da ¥,¥0,2
kollinear sind, sind mit ¥Y=Xo auch X« , X0 |, Z
kollinear, was zusammen mit X,Xo ,Z2 kollinear ergibt, daB
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X, X3, Z kollinear sind. Damit ist Z auch Zentrum von «f}
und daher o e PGL(Z,a).

Zu (II): x € PGL(Z,a) => ] o '¢e PI" L(x). \f Amit AT a gilt:
Ao =h => A o™ =4 = «~' ist perspektive Kollineation
mit der Achse a. X, Xo, Z sind kollinear und mit X« =: Y
heifBlt das: Yo(”, Y,Z2 sind kollinear =» 2 ist Zentrum auch

von x~' = o 'ePGL(Z,a). rs

4) Festlegung einer perspektiven Kollineation
Gegeben: Zentrum Z, Achse 2 und P,P'lef mit’
P,P' |+ ZAP,P'| L anP # P'AP,P',Z kollinear.

Es existiert hdchstens eine perspektive Kollineation & mit
Zentrum Z, Achse a und P'=P& . '

Bew.: Seien 2,3 \ePGL(Z,a) mit Pz =P' bzw. P¥ =P'= a’é—ﬁePGL(Z,.a)
AP 2P = (P2 )2 ' =P'% =P, d.h. P ist Fixpunkt von

2%~ "' ¢ PIL(x). Nach Folgerung 3 ist jedoch PGL(Z,a) eine

¢ PGL(Z,a). Damit besitzt die per-
spektive Kollineation 227" einen von Z verschiedenen Fixpunkt,

Gruppe, also gilt: @

némlich P, der nicht auf der Achse a liegt; daher gilt
nach Folgerung 2: 2270 = 2%, &

5) Wir wollen in Folgerung 6 zeigen, daB die Gruppe PGL(Z,alZIa)
aller Elationen mit festem Zentrum Z und fester Achse a unter
einer Zusatzvoraussetzung kommutativ ist.

Zusatzvoraussetzung: Es existieren zwei nicht triviale

Elationen zur Achse a mit verschiedenen Zentren.

Fir zwel solche Elationen o ¢ PGL(Z_,a | Z, I a) und B ePGL(Z,&,al
241 a) mit Z,¢ Z, und o,B | #L gilt: aB =R . Weiters ist
«bB € PGL(Z,, ,alZ., I a) mit 2, +|2,, 2

e

Bew.: (1) V X mit XIa gilt :
IowTaXf=X == Xabd =X =XBe& ,
VXef mit X X a gilt:

X ist kein Fixpunkt von « bzw. D =»
Tx 3 XAXxZl anXBé XAXAZ a.
(XZp)oc* = Xt Zyox = X Z, (wegen
z, I a). Zu
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(XZ,)B* = X% 0B = X8Z, (wegen. 2, T a),

Der Schnittpunkt ¥ :=X0Z,.XxZ, exististiert wegea 2, % %5 und
XB,Xc|Z 2,2, = a eindeutig. Es gilt:

Xo,XuB,Z, kollinear = XaBI XocZ,S} = T =X«b.

X I Xy => Xeb I (X2, )R% = XBZ

AuBerdem gilt:

XB,Xho,Z, kollinear = XAa T XBZ,

XB I XZy => XBx I (X2 )" = XaZyg } = X = XBu.

Damit hat man:
YXefl gilt: Xz XBx => B = fo .

(2) x4 ist eine perspektive Kollineation mit Achse a, denn
alle Punkte von a sind unter o« fix. «f ist eine Elatien,
wenn auflerhalb von a keine Fixpunkte existieren:
(ind.) F 1 a mit Fee® = F =2F = F 3+ Fa A F & F0 .

Fu, F = P B =T, %, kollinear => 2, I FxF A %, I a

£ . ‘—_—-:;
F, Fo , 2, kollinear =2, I FxF A 7 I a mit a*
%, = 2,3 Widerspruch,
Das Zentrum Z,, von «f} muB so auf a liegen, dafB X,i,zmf3
kollinear sind. Es gilt Zan% | Zq, Zp:
(ind.) Zg, = 2, => Iz X7, => X = XB: Widerspruch. Py

Za/ ZB!

Bemerkung: Die Kommutativitdt =3 =N« nennt /
man "Parallelogrammregel". Ist nimlich a im xa/J_ _ _ /an_
Sonderfall der PAE die Ferngerade —ox,R 14 / Z.
sind dann Translationen—,so ist ¥,X«, (X6 ,X ,.“,/ fﬁ:
ein Parallelogramm. «/3 ™~ bedeutet dag 1) A/l
sich das Parallelogramm schlielt: Man’ // = f
gelangt unabhéngig von der Reihenfolge e — d
durch_die beiden Translationen stets in die y 2
Ecke X,

6) PGL(Z,a|2 I a) ist eine kommutative Gruppe, falls die
Zusatzvoraussetzung fir die Achse a erfiillt ist.

Bew.: o,B | ¢ PGL(Z,a). Nach Folgerung 3 ist PGL(Z,a) eine

Gruppe. Nach Voraussetzung existiert eine Elation X(:& L)

mit der Achse a und dem Zentrum Z (# 2) = 3 X-”e PGL(Z&,a} ~

y "4 L. Nun gilt:

(1) ep = yoo (flir «#\ nach Folgerung 5, fiir wa=L trivialerweise).
Aus demnselben Griinden gilt:
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(2) 8y~"= p7'B. .
Nach Folgerung 5 ist o= pa eine Elation mit der Achse a,
deren Zentrum Z  von Z und ZAA verschieden ist. Nach
Folgerung 5 kommutieren daher P und f :
(3) (yoc )B=B(go) . Bs gilt:

4n W 4. @ —1 Q) -1 W 1
ol = epyTB o pxpTip = yx Byt = BXaX = Bocypy =
7) Die Menge M aller Elationen mit fester Achse a und beliebigem
Zentrum Z mit 2 I a bildet bezliglich des Hintereinanderaus-~
fibhrens eine kommutative Gruppe, falls die Zusatzvoraussetzung
fiir die Achse a erfiillt ist.

Bew.: McPML (&) muB gegeniiber Produkt- und Inversenbildung
abgeschlossen sein. «,B|eM:

Fall 1:« B haben das gleiche Zentrum Z, d.h.<x,f3|€PGL(Z,a)cN
= «b ,«"|ePGL(Z,a) (nach Folgerung 3).

Fall 2: Haben « und A verschiedene Zentren, so ist nach
Folgerung 5 «f eine Elation mit der Achse a, d.h. ohell
« ¢ PGL(Z,a)cM B «~'¢PGL(Z,a)c M. Damit ist M eine
Gruppe.

Es ist noch zu zeigen, dafB die Gruppe M kommutativ ist:

Zu Fall 1: «,B | PGL(Z,a); nach Folgerung 6 ist «f = Be .
Zu Fall 2: Nach Folgerung 5 gilt «f = B . ®

SATZ 1.4: Jede perspektive Kollineation ist eine Zentral-
kollineation und besitzt, falls sie nicht trivial

ist, auBer dem Zentrum Z und den Punkten der Achse a keinen
Fixpunkt. Nach Angabe des Zentrums Z und der Achse a existiert
hochstens eine perspektive Kollineation, die einen Nicht-
fixpunkt P in einen mit P und Z kollinearen Nichtfixpunkt P'
iiberfithrt. 4lle (Z,a)-Kollineationen bilden eine Gruppe. Gilt
speziell Z I a und existieren zwei nicht triviale Elationen
mit der Achse a und verschiedenen Zentren, so ist die Gruppe
PGL(Z,&!Z I a) kommutativ; in diesem Fall ist die Menge aller
Elationen mit der Achse a ebenfalls eine kommutative Gruppe.
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1.5. Existenz nicht trivialer perspektiver Kollineationen,
Desarguesebenen

Zundchst einige Bezeichnungen

(a) Drei nicht kollineare Punkte (=> paarweise ver-

schieden) P,,P,,P; heiflen ein"Dreieck"(vgl.1.1).

Drei nicht kopunktale Geraden (=> paarweise verschieden)
D4sP1,P3 heifen ein "Dreiseit”"(vgl.1.1).

Nach 14 gehdrt zu jedem Dreieck P,,P, ,P; das Dreiseit PyPr=:iDg,
P,Py=:p;, PoP3=:p, und nach i, zu jedem Dreiseit ein Dreieck.

(b) P; bzw. Q3 (§=1,2,3)
seien zwei Dreiecke; ZeR ,
Wenn Z,P;,Q; fir j=1,2,3
kollinear sind, so heiBen
die beiden Dreiecke
"Z~-perspektiv"., Die Trager-
geraden der kollinearen
Punkte Z,P; ,Q; bezeichnen
wir mit z;(3i=1,2,3).
Bemerkung: Die beteiligten
Punkte miissen nicht paarweise
verschieden sein.

(¢) Die zu (b% duale Begriffsbildung:
Ps» q;(3=1,2,3) seien zwel Dreiseite;
a ¢ . Wenn a,p;, q; fur j=1,2,3
kopunktal sind, so heiBlen die beiden
Dreiseite "a-perspektiv'”. Die Triger-
punkte der kopunktalen Geraden a,p;,q;
bezeichnen wir mit 4;(j=1,2,3).

DEF,1.5: Eine proJektive Ebene heiBt eine ”DESARGUES—Ebene"J%k,
wenn gilt: Zu je zwei Dreiecken, die Z-perspektiv
beziiglich eines Funktes Z liegen, exiestiert eine Gerzde

a so, daB die zugehSrigen Dreiseite a-perspektiv liegen.

Bemerkungen: (a) Folgt fiir zwei Z-perspektive Dreiecke die
a~-Perspektivitit, so sagt man kurz: Flir die beiden Dreiecke

gilt der Satz von Desargues. Def.1.5 lautet damit kurz:

In n,, gllt der Satz von Desargues "iiberall". Diese Aussage wird
i.f. mit De bezeichnet. Die Existenz von Desarguesebenen ist
zundchst offen,

(b) Die Z-Perspektivitidt von zwei Dreiecken zieht
die a-Perspektivitat der zugehOrigen Dreiseite stets nach sich,
wenn die sieben Punkte P,,P, ,P; ;Q.,9,,Q:;2 oder die drel Ge-
raden z,,2,,2, nicht paarweise verschieden sind.

Bew,:(1) Mindestens einmal stimmen zwei Punk- A 0,
te mit gleichem Index iberein, z.B. Py =Q,. A 4,
P, IP,P, AP, 1Q,Qy, P, IB,P, AP, 1Q,Q; BAN 2

\
7/
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Setzt man P, = A, = A,, so existiert stets eine Gerade a mit

Ady Az=2As|Ta.

(2) 6ilt P; +Q; (§=1,2,3) und stimmen z.B. z, und z, iberein,

so kann als A3 Jjeder Punkt von P,P, =Q,Q; =z, =z, gewdhlt werden,
und es existiert stets eine Gerade a mit AéI a zj= 1,2,3).

(3) Gilt P, + Q; und z;#2, (§,k=1,2,34

A # k) und stimmt Z mit einem Dreiecks-

punkt lberein, z.B. Z=P,,s50 gilt

Ay =P,P .QQ,*Q,, A, =F P .QQ3 = Q3.

Wegen A4, 1Q,Q; ist a=Q;Qs.

gq Gilt P; 4 Q 4 ,2;%2 2 %] Pj,Q;
Jek=1,2,54 3% k) und stimmen zwel

nicht zugeordnete Dreieckspunkte liber-

ein, z.B. P, =Q,, so folgt wegen P4 Iz,,

Q2l22, 2,%¥2, dann P4 =Qu=2,2, =2 y.

im Widerspruch zur Voraussetzung. v //Q'. z, o

Z"Pg

(¢) Gilt der Satz von Desargues fir je zwel Drei~
ecke, bel denen die Punkte A, ,A;,% nicht kollinear sind,so gilt
er auch fir je zwei Dreiecke, beil denen A,,A;,Z2 kollinear sind

vgl.Ubungen). '
(v (d) Da fir N=2 keine nicht triviale Desarguesfigur
existiert, ist diese projektive Ebene eine Desarguesebene.

{e) Die Dualisierung des Satzes von Desargues
bzw. von Def.1.5 lautet: Sind zwel Dreiseite a-perspektiv, so
existiert ein Punkt 2 so, daB die zugehdrigen Dreilecke
Z-perspektiv sind. Die Dualisierung des Satzes von Desargues (De®)
ist also die Umkehrung des Satzes.
In den zu (b) dualen Sonderfd#llen ist die Umkehrung des
Satzes von Desargues trivial. Wir setzen dsher i.f. voraus:
P;,q;.8 paarweise verschieden A Ay + Ay (3:k=1,2,32 A J+Xk).

Folgerungen (ohne Ricksicht auf die Existenz von Desarguesebenen):
1) In einer Desarguesebene x ), gilt die Umkehrung des Satzes
von Desargues.

Bemerkung: Die Umkehrung ist der duale Satz, dessen Glltigkeit
aber nicht trivial ist ! Nur Inzidenzaussagen, die in allen
projektiven Ebenen gliltig sind, bleiben nach Dualisierung

wahr (vgl.1.1); nicht jede projektive Ebene ist aber eine
Desarguesebene (vgl.Folgerung‘*%

Bew.: Die Dreiseite pJ und qj seien a-perspektiv. Wir setzen
Z¢ Z 4

voraus, daB ein nichttrivialer

Fall vorliegt:pj,q4,a pw. + WAy E AL
Wegep AJ.#Ak gilt p, 4 Q, und

wegen p; # qusf]*Z:=P1QH.P2Q2.

Die Behauptung lautet also:

Z,PB,Q3 sind kollinear, was fir

Zr-'P5 oder Z:Q3 trivial ist. In

Jedem anderen Fall existiert ein
Punkt P mit P I P,P, A P1 20y APB=

Ay T
2 B,p,,P, sind nicht Kollinear.
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Die Dreiecke P,, P,, P und Q,Q,Q3 sind Z-perspektiv nach
Konstruktion von Z und P, Da nach Voraussetzung eine
Desarguesebene vorliegt, existiert eine Gerade a mit:

a, nge, Q,]Q2 kopunktal =2 A5 I®
a, p 22, Q2Q3 kopunktal = A1 Ia
§,R@ ,%Q3k@mmm1. .

Da QqQB.die Gerade a in A, schneidet, muB AQIIPqP wegen i,
gelten,

= a = & (A + A nach VS.).

Fir P gilt somit :
Ag, Pq, P kollinear = P I Py

P,, Py,P kollinear =P I p, [~ F™P4PoF5
Also sind auch P3’ QB’Z kollinear und die Dreiecke Pj und
Qj daher Z-perspektiv. %

Bemerkung: (a) Eine Inzidenzaussage, in der = das "Sich-
SchliefBen" einer bestimmten Figur behauptet wird, heiBt ein
SchlieBungssatz. Der Satz von Desargues ist ein SchlieBungs-
satz.

(b) Ist eine Inzidenzaussage in jeder Desargues-
ebene richtig,so ist auch die duale Aussage in Jjeder
Desarguesebene richtig. In der Menge der Desarguesebenen
gilt das Dualitétsprinzip.

Bew,: Gelten in einer Inzidenzstruktur die Axiore

iy i,, € und De, so gilt auch De*. In der zur Desarguesschen
Ebene dualen projektiven Ebene gilt also De, d.h.: Zu einer
Desarguesebene ist auch die duale Inzidengzstruktur eine
Desarguesebene. Der weitere Beweis ist wortlich gleich mit
Jenem von 1.1,Folg.6, nur ist statt "projektive Ebene x
bzw. & *" nun "Desarguesebene.@kbzw.‘n&" ZU sagen. &

2) Existiert in einer projektiven Ebene n "jede
mégliche" perspektive Kollineation, so ist & eine Desargues-
ebene,

"Jede mOglicheb..s0ll heiBen: Zu jeder Angabe Z,a,P,P' mit
P;P'142, Z anP % P'AP,P' 7 kollinear gibt es eine perspektive
Kollineation ® mit Z als Zentrum, a als Achse und Px =P',
Wegen 1.4,Folgerung 4 ist @ automatisch eindeutig festgelegt.

Bew.: Es geniligt nicht triviale Z-perspektive Lage zu be-

" trachten., Flir die gesuchte Gerade a gilt: PP .Q1Q =:A.Ta A
A, N ANA 12t TS

N AN PqPB.Q4Q3=:AeiIa. Die Be-

hauptung des Satzes von

Desargues lautet:
P2P5.Q2Q3- ;A,‘ Ia.
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Nach Voraussetzung ex1st1ert in x genau eine perspektive
Kollineation mit Zentrum Z, Achse a und P ® _Qq Wir
wollen P2% und PB& konstruieren. Es mussen Z,P 2,
kollinear sein; da Pﬁ’PZ’AB kollinear sind,mﬁssen auch
Pﬂ& =Q4, Pza, A§32=A3 kollinear sein::>P2% =Q2. Analog folgert
man PB& =Q5.
Fir die perspektive Kollineation ® gilt also P; =Qj(j=1,2,3),
und daher gilt fir die Dreiseite:p x*=qy (3=1,2,3). Ins-
besondere ist (PzPB)& *=P2&.P3& =Q2Q5, also P2P5.Q2Q3=A13Ia,
da die perspektive Kollineation ¥ die Achse a besitzt. &

Bemerkung: Wegen 1.5, Bem.(c) gilt sogar: Existiert in einer
projektiven Ebene n jede mdgliche Homologie, so ist n eine Des-
arguesebene.

%) In einer Desarguesebene existiert "jede mbgliche" per-
spektive Kollineation (Umkehrung von 2) ).

Bew.: (1) Gegeben Z,a,P,P' (mit den Voraussetzungen von 2.

Wir definieren eine Abbildung %:R— R so,
daBl dabei die Gesetze einer perspektiven
Kollineation benilitzt werden:

() X =2 1 X8:= X

Y T3 X8=0% (p) X = P : XZ:= P
() Xmit XIa : X&:= X
px.g (6) X mit XZan~rX ¢ ZAX X 2P

X%:=2X. (PX.a)].P’

Nach den Gesetzen einer perspektiven Kollineation gilt
ndmlich notwendig Z,X,X% kollinear,und aus A:=PX.a,P,X kollinear
folgt notwendig AZ *A P& =P', X% kollinear.

(5) Y mlt YZaAY+Z2AYIZP:
Sei Q ein fester Punkt, der die Voraussetzungen von (§) er~
fillt, so ist Q% erklirt. Wir definieren nun YX so wie
in (¢) X%, indem wir P bzw. P' durch Q bzw. QF ersetzen
(Fir alle Y auf ZP wshlen wir denselben Punkt Q).
Die so erkldrte Abbildung :— R ist global.& ist
bijektiv:y Wef gilt: 4+ Xep mit X2 =X'; man kann némlich
die obigen Konstruktionsvorschriften umkehren,und sie

fihren in eindeutiger Weise auf den Urpunkt X.

% erh#lt kollineare Lage, d.h.V gel ist {(xg 1x 1 g} eine
Punktreihe. Fir g=a und g 12 ist dies nach Definition von &
trivial.

gnit g IPag X 2 (z.B.filr PX): X¥ I[(PX.a).P']

nach Dafinitian .
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guowit g +aAnzZligaPlg:
Zz I.a. erhzlt £ kollineare Lage
von Punkten auf solchen Geraden
nicht. Gilt jedoch der Satz von
Desargues, so erh8lt ¥ auch fiir
Punkte von solchen Geraden
kollineare Lage:

- Ist G I gaG Z ZP (0.B.d.A.) und
X I g, so lautet die Behauptung:
YXmit X I ggilt: G, X% ,g.a
sind kollinear.

G,P,X und G%, P2, X2 sind
Z-perspektive Dreiecke, Da nach

P =P
Voraussetzung der Satz von Desargues gilt, sind die zuge-
horigen Dreiseite &-perspektiv:
PG.P& G& Iﬁ} (

5 vz oo = [ = B=a (da die beiden Punkte auf a nach den
PL.P2 X2 I & Voraussetzungen verschieden sind)

=GX.G% X2 I a = G¥, X%, g.a sind kollinear.

Damit ist ® eine bijektive Abbildung R-~R , welche kollineare
Lage erhdlt und ?g elementweise festldBt.% ist also eine
perspektive Kollineation und paBt nach Konstruktion in die Angebe,

4

Bemerkungen: (a)® 1ist nach Satz 1.4 die einzige perspektive
Kollineation, die in die Angabe pa3t, d.h.® ist insbesondere
unabhédngig von der Auswahl von Q im Fall (€).

(b) Nach den Folgerungen 2 und 3 ist der Satz von
Desargues ein Kennzeichen dafir, daB "jede mdgliche’ perspektive
Kollineation existiert.

(¢) Nach Folg.2,Bem. und Folg.? gilt: Existiert in
einer projektiven Ebene jede mdgliche Homologie, so existiert auc!
Jjede mogliche Elation. Umgekehrt folgt aus der Existenz jeder még-
lichen Elation nicht dle Existenz jeder moglichen Homologie. Pro~
jektive Ebenen, in denen jede mogliche Elation existiert, heiBen
MOUFANG~Ebenen.

4) Der Satz von Desargues ist keine Folge der Inzidenzaxiome
iq,ig,e. Es existieren nichtdesarguessche projektive Ebenen.

Bew.: Wenn De aus i,, i,, e ableitbar widre, miiBte er in
Jeder projektiven Ebene gelten. Es geniigt alsoc eine
projektive Ebene anzugeben, in dem De nicht gilt. Eine ;
solche ist z.B. die von F,R.MOULTON(1902) angegebene /
projektive Ebene,

€
(1) Beschreibung der MOULTON-Ebene: Ly 72
Sei {0,x,y} ein kartesisches \\\
Koordinatensystem der elementar-
geometrischen Anschauungsebene: 0
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Die Menge J) sei die Vereinigung der folgenden Mengen:.
U, -+« Menge der elementaren Geraden normal zur x-Achse:
x=¢ (Anstieg k =c0),
ﬁz"‘ Menge der elementaren Geraden mit y=kx + 4 mit k40;
darunter kommen insbesondere die zur x-Achse parallelen
Geraden y=d (k=0) vor.
q ceo fur k> 0 werden die elementaren Geraden wie folgt
3 geknickt:
y=kx + 4 in N(y< O ..."Untere Halbebene"g
y=%x +% in O (y> O .. "Obere Halbebene");
k heiBe der "Anstieg der (geknickten) Moulton-Geraden".
Yo ooe ,={u} «.. u ist die Ferngerade der PAE.
Wir fetzen nun:
q - fﬁ Qi
L sei Vereinigung von
... Menge der Punkte der elementaren Anschauungsebene
fyeee Menge der Fernpunkte der PAE,

Die bindre Relation PI g werde wie folgt erkldrt:

Rir Pefa ~ geluuls: PIgesder Punkt P liegt im elementaren
Sinn auf der (ev.geknickten) Geraden; ‘

fir Pe @4A g = u: kein eigentlicher Punkt inzidiert mit der
Ferngeraden;

fiir Pe ‘RLA gelwl], ¢+ Plgesg hat die durch den Fernpunkt be~

stimmte Richtung.
Bem.: Parallele Geraden aus (J,v{), haben genau ‘Q__é i i
einen Fernpunkt gemeinsam. X

Fir Pefl, n gel]y : PIg<s der untere Teil von g
hat die durch den Fernpunkt bestimmte
Richtung.

Bem.: Der elementare Fernpunkt des oberen Teiles

von g inzidiert im Sinne der Moultonebene nicht

nit g. .

Fir Pef,ng = u: PIg VYPef,; d.h. jeder Fern-

punkt inzidiert mit der Ferngeraden.

Bem,: Jede Moultongerade aus %4u(§zu qb hat also genau einen

Fernpunkt.

(2) Die Moultonebene ist eine projektive Ebene.

(a) Die Gliltigkeit von e in der Moultonebene ist eine
triviale Folge der Gliltigkeit von e in der elementaren An-
schauungsebene.

(b) Der Nachweis von i, erfordert eine elementare
Diskussion der verschiedenen Fdlle.,

(¢c) Um i, einzusehen, geniigt es zu zeigen: Zwei ver-
achiedene Punkte besitzen mindestens eine Verbindungsgerade;
wegen i, mull dann némlich die Verbindungsgerade eindeutig
gein,

Damit ist gezeigt, daB die Moultonebene eine projektive
Ebene ist.
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Zy Zy 2y
2N\, z,
(3) Die Figur zeigt, daB die s ‘
Moultonebene keine Desargues- NG
ebene ist; P;, Qi sind A, P,
Z-perspektiv, wihrend die ¥ Ay
A, nicht kollinear sind. — T ¥
/[ /4N
2
Ay
01 03
A
A 4

1

Bemerkung: Die projektiven Inzidenzebenen zerfallen in zweil
Klassen: Nichtdesarguesebenen(z.B.Moultonebene) und Desargues-—
ebenen, Beispiele fur Desarguesebenen sind die PAE, wie

in 1.12 gezeigt wird, und das Minimalmodell in 1.1, In der PAE
existiert daher jede mdgliche perspektive Kollineation.,Uberigens
gilt: Jede endliche projektive Ebene der Ordnung N 48 ist desar-
guessch, BEs existiert eine nichtdesarguessche projektive Ebene
der Ordnung N =9,

SATZ 1.5: In einer projektiven Ebene existiert jede migliche
perspektive Kollineation gepau dann, wenn die Ebene

desarguessch ist. In der Menge der Desarguesebenen gilt

dag Dualitédtsprinzip. Es gibt desarguessche und nichte-

desarguessche projektive Ebenen.

1.6, Pappus - Fbenen

Nach Satz 1.4 ist PGL(Z,alZIa) bei einer gewissen Zusatz-
voraussetzung immer kommutativ. Wir stellen die analoge

Frage fiir PGL(Z,a|Z Z a): Unter welchen Bedingungen ist diese
Gruppe kommutativ 7 Dies hingt von der Glltigkeit eines weiteren
SchlieBungssatzes ab.

Zundchst einige Bezelchnungen

(a) Ein n-Eck (n®3) ist eine Menge von n numerierten, paar-
weise verschiedenen Punkten 1,2...n, von denen nie drei zyklisch
aufeinander folgende Punkte 1,2,3 baw. 2,3,4 b2W. ...0,1,2
kollinear sind. Speziell fir n=3 und n=4 sind dann nie

drei Punkte kollinear. In jeder projektiven Ebene mit N23 existier
ein Sechseck, dessen Ecken speziell im Sinne der Numerierung
abwechselnd auf zwel verschiedenen Geraden g,, g, liegen.

Wir bilden im Sinne der Numerierung
"Paare von Gegenseiten", n#mlich 42
und 45, 23 und 56, 34 und 61, Je

zwel Gegenseiten eines Paares sind
nach Voraussetzung verschieden, da-
her existieren die folgenden Schnitt-
punkte eindeutig:

12.45, 2%.56, 34.61. Falls diese drei
Schnittpunkte kollinear sind, wollen
wir sagen, daB fir dieses Sechseck




.27 -

der SchlieBungssatz von PAPPUS-PASCAL gilt.

(b) Wir bilden das Schema:

1

4 6 2
Aus dieser Matrix kann man die Schnittpunkte ablesen, indem
man alle mdglichen (2,2) ~Matrizen herausgreift:

1\‘5} 1 5 3 5

(22 (4 2] (6 2] und

ihre "Determinanten" berechnet. Dieses Schema nennt man
"Pappus-Schema'.

DEF.1.6: Eine projektive Ebene heiBt eine "Pappusebene" It ,
wenn gilt: Zu jedem Sechseck, dessen Ecken ab-
wechselnd auf zwei verschiedenen Geraden liegen, existiert
eine Gerade p so, daB die drei Schnittpunkte der drei Gegen-
seitenpaare mit p inzidieren.

Bemerkungen: (&) In n, gilt also der Satz von
PAPPUS~-PASCAL "Uberall". Diese Aussage wird i.f.
mit PP bezeichnet. Die Existenz von Pappus-
ebenen ist zundchst offen.

L
(b) Fir N=2 gibt es kein s %
Sechseck im Sinne der Def. 1.6 und eine solche
projektive Ebene ist daher in trivialer Weise eine Pappusebene.

(c) Wenn ein Sechseckpunkt im Schnittpunkt der
beiden Trégergeraden liegt, so existiert eine Gerade p ("Pappus-
Pascal - oder kurz FP-Achse™) in jeder projektiven Ebene mit
N>»3 trivialerweise. Von den drei Schnittpunkten der Gegen-
seitenpaare stimmen ndmlich sicher zwei liberein.

(&) Der zum Satz von Pappus-Pascal duale Satz PP *
heiBt "Satz von Pappus~Brianchon': Zu einem Sechsseit,
dessen Seiten abwechselnd durch zwei verschiedene Punkte
gehen, existiert ein Punkt P so, daB die drei Verbindungs-
geraden der Gegeneckenpaare mit P inzidieren. :

Folgerungen (ohne Riicksicht auf die Existenz von Pappusebenen):

1) In einer Pappusebene mfP glilt der Satz von Pappus-
Brianchon,
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Bemerkung: Dieser Satz kann nicht durch Dualisieren bewiesen
werden. Das Dualititsprinzip darf nd3mlich nur auf Inzidenz-—
aussagen angewendet werden, die in allen proaektlven Ebenen
gelten (vgl.1.1); nicht Jede projektive Ebene ist eine
Pappusebene (vgl Folgerung 5) D.

Bew.: In der nebenstehenden

Figur (Inzidenztabelle) gehen
die Geraden 1*,...6*16(& eines 6"
Sechsseits abwechselnd durch
die Tragerpunkte Pq’Pg' Die

Geraden 2% 47 5%=:g, und 2*3‘.5‘6‘=:g2
sind nach Voraussetzung ver-

schieden: g1g2=:P.
Die Punkte 1,...6leR (vgl.Figur) Ps
bilden ein Sechseck, dessen

Ecken im Sinne der Numerierung
abwechselnd auf zwel verschiedenen
Geraden 5* bzw. 2* liegen. Da nach Voraussetzung eine Pappué—
ebene vorliegt, sind die Punkte

12,45, 2%.56, 34,61

Mt A gt M e mmmad A

4r z* 6* 1* P kollinear, sodaB auch
2*4* 61" durch P geht und der Satz von Pappus-Brianchon fiir das
gegebene Sechsselt giltb, %

Bemerkung: Ist eine Inzidenzaussage in jeder Pappusebene
richtig, so ist auch die duale Aussage in Jeder Pappusebene
richtig. In der Menge der Pappusebenen gilt das Dualitdts-
prinzip.

Bew.: Gelten in einer Inzidenzstruktur die Axiome

is,1i,,e und PP, so gilt auch PP*. In der zur Pappusebene
dualen projektiven Ebene gilt also PP ,d.h.: Zu einer
PP-Ebene ist auch die duale Inzidenzstruktur eine PP-Ebene.
Der weitere Beweis ist wortllch gleich mit jenem von 1.1,
Folgerung 6, nur ist statt "projektive Ebene x bzw, x*” nun

"Pappusebene T, bzw.a%;" ZU sagen. @

2) Satz von HESSENBERG: In jeder Pappusebene gilt der Satz
von Desargues (kurz: PP=>De). Der Beweis folgt in 1.7, Folg. 3.

Bemerkungen: (a) Dle Umkehrung des Satzes von Hessenberg ist
falsch: Aus De folgt nicht PP. In endlichen projektiven Ebenen
gilt jedoch auch die Umkehrung (siehe 1.12).
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(b) Aus Satz 1.5 und dem Satz von Hessenberg folgt,
daB auch in Jjeder Pappusebene "jede mdgliche" perspektive
Kollineation existiert. Jede Gruppe PGL(Z,alZ X a) besteht
daher in Jjeder Pappusebene, deren Punktreihen mehr als dreil
Elemente enthalten, nicht nur aus der Identitat.

3) In jeder Pappusebene ist PGL(Z,a|Z ¥ a) kommutativ.
Bew,:x,8lePGL(Z,al2 I a) Satz 44 }‘“\

aB, RalePCL(Z,8]2 X a).
PP £283 pe 2B vow, B ist

eindeutig bestimmt durch: Z,a,
PreP'=Pa bzw. Z,8,Q—=Q"=Qf.

Wir konstruieren (nach 1.5,Folg.3)
PoefB=P'A und QBx=Q"x. Aus dem Pappus-

Q Qi Q¥
Schema (ng P ) J und der

Gliltigkelt von PP folgt: QP.QRxPx8,
QP' . PaBQ" (I a), QAxP'.PQ" (I a) sind
kollinear == g ist die PP-Achse und
es gilt: QP.QAR«PxB I a. xA ist durch P—=Pufl eindeutig fest~
gelegt; konstruieren wir damit nach 1.5, Folgerung 3 den Punkt
Qal, so erkennt man: QaB = Qfx.

b ist durch Z,8,Q=Qafl und A« ist durch 2, a, Q—=Qhx= QuxfB
eindeutig festgelegt=——> xf =lux. ’

4) Ist in einer Desarguesebene ary, jede Gruppe PGL(Z,2|2 X a)
kommutativ, so ist x eine Pappusebene (Umkehrung von 3) ).

Bew,: Das Sechseck 1,...6f€12 liege 0.B.d.A. so auf bLeiden
Trigergeraden, dafB kein Punkt im
Schnittpunkt 72 der Trigergeraden
liegt (sonst ist PP trivialerweise
giltig). Die Verbindungsgerede von
12.45 mit 23.56 bezeichnen wir
mit a. Je nach der Lage von Z zu &
unterscheiden wir:

Fall 1: 2 X a.

De == es existiert jede mdgliche
perspektive Kollineation =3
J*xePGL(Z,2 2 X &) mit lx=5 A
J*BercL(z,a 2 X 2) mit 68=2.
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Nach Konstruktion gilt:
= . I a

r E:zzzz e Z;}w 3-(1a)B A 4=(6 8o rieBody ygog,
ol leistet also: 1—=3 und 6+—=4, Da zugeordnete Geraden 16

und 34 einander auf der Achse schneiden, gilt 16.3%4 I a; also
sind 12.45, 23,56 und 16.34 kollinear.

Fall 2:°2 T a.

o und A sind jetzt Elationen und «ff ist auch eine Elation., Da

in einer Desarguesebene jede mdgliche Elation existiert, gibt

es sicher zwel verschiedene nicht triviale Elationen mit der

Achse a und verschiedenen Zentren; nach Satz 1.4 ist dann die
Gruppe PGL(Z,alZ I a) kommutativ.

Damit kann der obige Schluf auch in diesem Fall durchgefiihrt

werden., 9

Bemerkung: Die logische Aquivalenz von PP und der Kommutativitdt
der Homologiegruppen PGL(Z,2|Z X a) wurde zuerst von D,HILBERT
erkamnt,

5) Nicht jede projektive Ebene ist eine Pappusebene.

Bew.: (ind.) Wire jede projektive Ebene pappussch, so wire
Jede projektive Ebene nach dem Satz von Hessenberg desarguessch;
dies wiederspricht der Existenz der Moultonebene (vgl.1.5,Folg.4).

s

Bemerkung: In 1.12 werden wir zeigen, dal PAE eine Pappusebene

ist und daB es Desarguesebenen gibt, die nicht pappussch sind.

Die Menge der Desarguesebenen ist eine echte (nicht leere)Teilmenge
der Menge der projektiven Ebenen; die Pappusebenen bilden eine
echte (nicht leere) Teilmenge der Desarguesebenen.

SATZ 1.6: In jeder Pappusebene gilt der Satz von Desargues,und

jede Homologiegruppe PGL(Z,alZ Z a) ist in einer
Pappusebene kommutativ. Ist in einer Desarguesebene Jede
Homologiegruppe PGL(Z,alZ X a) kommutativ, so ist sie eine
Pappusebene. In der Menge der Pappusebenen gilt das Dualitédts-
prinzip. Es gibt pappussche und nicht pappussche projektive
Ebenen.
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1.7. Perspektivitdten, Projektivitidten, Verkiirzungssatsz

Sei x eine projektive Ebene. Im Beweis von Satz 1.2 haben
wir spezielle Bijektionen zwischen Grundgebilden definiert;
diese Abbildungen sollen "Perspektivitédten" heiBen:

DEF.4.7: Eine Bijektion zwischen zwei ungleichartigen
Grundgebilden heiBt eine Perspektivitdt, wenn Ur=-
und Bildelement stets inzidieren; eine Bijektion zwischen
zwel verschiedenen gleichartigen Grundgebilden heifBt eine
Perspektivitdt, wenn Ur~ und Bildelement jeweils mit einenm
Element eines dritten Grundgebildes inzidieren. Eine Bi-
jektion zwischen zwei Grundgebilden heifit eine Projektivitidt,
wenn sie Produkt von endlich vielen Perspektivitdten ist.

Bemerkungen: (a) Eine Perspektivitét « einer Punktreihe R,
auf ein Geradenbiischel 4 ordnet Jjedem A
X e®Rs die Gerade AXe(4zu. Da « eine
Bijektion ist, gilt notwendig: & Z a.

Wir schreiben auch 12.% 4, (oder a ® 4).

Ebenso ist x™*: {,— R,; eine Per-
spektivitdt. Xot

(b) Bei einer Perspektivitit « einer Punktreihe
f; auf eine Punktreihe #, mit a # b bilden die Verbindungs-
geraden zugeordneter Punkte ein Geraden-
biischel ¢y ; « ist Zusammensetzung
zweler Perspektivitdten vom Typ (a):
Ps ® Yz und (4, % L, . Da x wegen
Definition eine Bijektion ist, gilt
notwendig % XZla,b. 2 heiBt das
"Perspektivitétszentrum’. Wir schreiberxSfi
auch R, % R.(oder a £ b).

(c) Dual zu (b): Bei einer Perspektivitédt « eines
Geradenblischels (. auf ein Geraden-
blischel g mit A % B bilden die
Schnittpunkte zugeordneter Geraden
eine Punktreihe .. z heifBt die
"Perspekpivitiétsachse. Wir schreiben —
such (Ja% s (oder AXB). A smsu | 8

(d) Bei einer Perspektivitdt zwischen zwei
verschiedenen gleichartigen Grundgebilden ist das gemeinsame
Element der beiden Grundgebilde sich selbst zugeordnet.

(e) Sind oy (i=1,2...n) Perspektivitdten, so ist
Xaly ... Xn eine Projektivitdt. Wir schreiben in den sechs
méglichen Fallen:

naxﬁb’ ’P‘&K'ﬂiv qqusA, QAK QA, naﬂ 011*" UJAK’p-.\

(oder a xb usw.).
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Speziell-die Identitdt ¢« eines Grundgebildes
(z.B. L :Ra — Ry) ist eine Projektivitit:
JZ%2eR mit'2Za, und fur die eindeutig be-
stimmten Perspektivitdten «: [, 032 und

B: (gz AR, gllt: xh=t,

Folgerungen:

1) Ist das Produkt zweler Perspektivitdten LOPSE PRk P
0‘23:224 z3 zwlschen paarweise verschiedenen kopunktalen Ge-
raden Z42Z0y23 stets eine Perspektivitat s0 1st die Ebene
eine Desarguesebene,

Bew.: Wegen 1.5, Bem.(b) genligt es,
zwel Z-perspektive Drelecke PJ’QJ
(j=1,2,3) zu betrachten, wobei
Pq,P P ’Q’)’QE'QB‘Z und die Geraden
21122423 paarweise verschleden sind,
Mit A3:=P P2 U und A :«:I’;_,)?3 Q?_Q,3
sind zwei Perspektlvitaten definiert:
Kqpe o2y 7( Ty und ac23...227( z5

Wegen 1.5, Bem.(c) kann o0.B.d.A.
angenommen werden, dal 'A,],Aa,Z
nicht kollinear sind. Nach
Voraussetzung ist %10 X 23 eine Per-
spektivitat o mit P,‘*—’P5 und Q *-'QB.
Das Zentrum von « ist somit A2:xP1P5.Q,‘Q3. Wendet man x auf
X:=z,l.A,]A3 an, so folgt wegen X#%Z dann Xe # X und AEIXXq_ -A‘lAB’

sodalB A’I’A2'A3 kollinear sind. .

2) Sind in elner Pappusebene a1,a2,33 nicht kopunktale Gera-
den,und oc,‘e.a,]?f 85, on23 32R 53 zwel Perspektivititen so, daB
,0L~=0¢«|20c23 a,— 3 den Punkt S: =8485 festldBt, so ist « eine
Perspektivitdt.

Bew,: Da fir Z,‘2-Z23 die Behauptung
nach Def.1.7 trivial ist, sei 212*223
Weiters gilt Z,,7|a,a; und 2,57 | 8,83
= 24002 23,8 sind pw. verschieden.
Wegen Sa =8 gilt: ST Z,‘2223-:g und
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g * [a,l,a3=° 212#5)25:::&25513 und 223#5,]-2:=a,1a2. Die Geraden
212825 und ZEBS’12 sind verschieden, da diese vier Punkte
wegen g+a2 nicht kollinear sind. Der Punkt Z'=Z12825.Z258121|
a,],a3 (z.B. Z1I a, = 225 I a,]=é g= a1 :Widerspruch) und bestimmt
daher eine Perspektlvitat B :a 1 7< 8z Auf Grund der Inzidenz~
tabelle ist Sa =SB A 8, x= 8126/\ To= T3 mnit T'na,l.Z,L?S23
Ist Xe'}:la mit X+|5,T,8,, (was nur fiir N>2 mdglich ist),

so folgt nach PP aus dem Pappusschema

540 823 Xotay

Z,]2 223 S
812223.523Z12=Z, Sqes.Z,]QXo(n-X, 525S.Z23XX4L=X0<, sind kollinear,
sodaB o« mit der Perspektivitdt A libereinstimmt. Fiir N=2 ist
nach Konstruktion w=5, .

3) In jeder Pappusebene gilt der Satz von Desargues (vgl.
1.6,Folg.2).

Bew.: Nach Folg.1 und 1.5,Bem.(c¢)
genligt es zu zeigen:Sind in einer
Pappusebene 84,85,8 3 paarweise ver-
schledene kopunktale Geraden und
®qpia R By Kozt 27( 85 Perspektivi-
téten mit 212,223, =848z nicht

kollinear, so ist o= 0(,120625:a,\--'-'a3

eine Perspektivitit.

Die Gerade 821203 ist wegen Z1g
von a, verschieden. Wir wghlen eine
Gerade agl#“‘a :g mit S:=ga, I 32. Wegen Z Zaé gilt:

-4 aqx a27< a27t a5 Da a,‘,ae,a2 nicht kopunktal sind und S = a1a2
beim Produkt der Perspektivitdten a17§ 85, a27v a2 festbleibt,
ist wegen PP nach Folg.2 dieses Produkt eine Perspektivitdsg

A tay %aé mit einem Zentrum Z'. Fir o gilt dann: oc.ua,l%' aé%sai,
wobel a,‘,aé,a3 nicht kopunktal sind und a,‘a5-Z bel diesem
Produkt von zwel Perspektivitidten festbleibt, da Za =2 gilt;,
nach Folg.2 ist daher o eine Perspektivitiat.

¢
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4) Die Menge aller Frojektivitdten eines Grundgebildes auf
sich ist bezliglich des Hintereinanderausfiibrens eine Gruppe.
-8ie heiBt projektive Gruppe der Punktreihe 'P‘a bzw. des
Geradenbiischels Q}A und wird mit PGL(ﬁa) bzw. PGL( LgA) be-
zelchnet. :

Bew.: Alle projektiven Selbstabbildungen von ’Ra sind bijektiv
und daher ist PGL( '}Qa) eine Teilmenge der Menge aller Bi-
Jektionen von 128, welche bezliglich des Hintereinanderaus-
flihrens das Assoziativgesetz erfiillen (vgl.1.3).

o B e PGL(R )= o = que sl A B=nn+1"'“n+m (nj sind Per-
spektivitdten); da x und A Selbstabbildungen von 'ﬂa sind,
ist auch af eine Selbstabbildung von /pa und wegen

oy = LPT TR S, Produkt von endlich vielen Perspektivitdten,
also elne Projektivitdt. Die Identitidt L:']Qa“’/Pa ist we-
gen & =moc (Yo € PGL(’}Qa)) das neutrale Element aus PGL( 'ﬁa).
Mit o ist auch & = Tc;,]...vcfl"1 eine projektive Selbstabbil-
dung von /}Qa mit o o=l (VYo & PGL(@a)).

Fir PGL( 031\) ist der Bewels analog.

5) Seien {2 und R» zwei verschiedene Punkt-
reihen. Eine Perspektivitat 120 — 12, ist
eindeutig bestimmt, wenn zwel verschiedene
Urpunkte A,Ble {1, und ihre verschiedenen
Bildpunkte A',B'l¢ £ mit A,B,A",B'| %C =ab
gegeben sind; der Schnittpunkt C ist not-
wendig in jeder Perspektivitit fo — R
selbstzugeordnet. Durch wie viele Paare

aus Urpunkt und Bildpunkt ist eine Pro-
Jjektivitat festgelegt ?

Sind drei paarweise verschiedene Punkte A,B,Cle4, und drei
paarwelse verschieden Punkte A‘,B',C'lepb(as;b) gegeben, s0
existiert mindestens eine Projektivitdt ¢ :/Pg—- 'P" mit
A'=A¢ , B'=Be ,C'=Ce

Bew,.: A,B,CleR,pw. verschieden; A',B',C'|<R,,pw. verschieden.
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Wegen a + b kann man o.B.d.A. an-
nehmen, daB A # A' gilt (sonst Be-
zeichnungsidnderung). 1% AA'e¢ O und
nach Satz 1.2 existiert sicher
ein Punkt P mit P #|A,A'APef,., also
) P Z]a,b. o« sei die Perspektivitdt
a Ra ® Up
Nach Satz 1.2 existiert im Biischel (Ju eine Gerade g mit
g+ bag + AM'=2 PIg. B sei die Perspektivitit 0% Rs .
x8 leistet: Ar=A,=A', Br=B =PB.g, Cr=C,=PC.g.Da B'+Bja C'+Cy=
X Q:=B'B,.C'C, mit Q Zlv,g. y sei die Perspektivitdt Rg#Ujaq
und ¢ die Perspektivitdt (o ® Ro.
€=oByd leistet: A—=A', B—=B', C+=C', Somit ist eine
Projektivitdt konstruiert, welche in die Angabe pallt, und es

gilt Rs * s % P $

Bemerkungen: (a) Folgerung 5 gilt in analoger Weise fiir eine
Projektivitédt eines Geradenbiischels auf ein anderes Geraden-
biischel, wie man durch Dualisieren jedes Beweisschrittes er-
kennt. ' '

(b) Sind die Tripel A,B,CleRa bazw. A',B',C'|e¢Rs
-von jeweils pw. verschiedenen Punkten gegeben, so gibt es
mindestens eine projektive Selbstabbildung € : Ra —= R, mit
Z

A'=Ag , B'=Be, C'=Ce . Es gibt b o
némlich sicher einen Punkt Z I a A%
und eine Gerade b mit b % aan ZXDb. ;
Die Perspektivititn: R, £ R leistet A A

Af—=p* L, C'—=C*  Fir Ra(4,...) und ¢ " -4

o (A*,...) kdnnen wir obigen Beweis fithren und € = xBydn
leistet dann das Gewlinschte. Analoges gilt flir eine Projektivitdt
eines Geradenbiischels auf sich.

Gibt man ein Urpunkttripel in einer Reihe {?a vor und ein Bild-
punkttripel in derselben Reihe 23, dann existiert mindestens
eine Transformation aus PGL(R.), die in die Angabe palBt, kurz:
PGL(Ds) operiert dreifach transitiv auf {Ra.

Analoges gilt fir PGL((a). Man kann iibrigens Aufgaben {ber
Geradenbiischel durch Schnitt mit einer Punktreihe nicht durch
den Scheitel (Perspektivitdt !) in Aufgaben {iber Punktreihen
iberfilhren. Damit ist sichergestellt, daB auch bei verschieden-
artigen Grundgebilden durch zwei Tripel pw. verschiedener
Elemente stets mindestens eine Projektivitdt bestimmt ist.

(c) Sei 6 eine Projektivitédt Q. " R+ mit a # b.
Nach Definition gilt: 6:a X 2. % a3®..Kaa. ADb (8,4:=a, a,,4:=D).
Man pennt dies eine "n-gliedrige Kette von Perspektivititen
zwischen Punktreihen". Dann gilt:
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Ist n eine endliche projektive Ebene der Ordnung zwel oder drei,
so kann Jjede Projektivitdt zwischen verschiedenen Punktreihen
durch eine hochstens zweigliedrige Kette von Perspektivititen
zwischen Punktreihen erzeugt werden.

Bew.: Ist die Ordnung von ¥ gleich zwel,so enthdlt nach Satz 1.2
jede Punktreihe und jedes Geradenbiischel genau drei Elemente
und die Xonstruktion im Beweis von Folgerung 5 ist daher ein-
deutig durchfihrbar; jede Projektivitdt ist durch die zuge~
ordneten Tripel eindeutig festgelegt. Aus der dortigen Inzidenz-
tabelle erkennt man, daB jede Projektivitdt Ra—=Afs(a # b)
durch a ¥ g 2 b dargestellt werden kann.
Ist die Ordnung von x dagegen drei,so existiert in 24 noch genau
ein weiterer Punkt D. aJ3x% ist eine Bijektion und daher
sind A',B',C!, Daxflpd =: D' paarweise verschieden; D' ist
notwendig der einzige weitere Punkt aus . Die vierten
Punkte auf s und R, werden also automatisch einander zugeordnet.
Die Projektivitdt QRa—= Rw wird durch A,B8,C,D—A"' B',C' D!
v6llig beschrieben und ist eindeutig durch zugeordnete Tripel
bestimmt; sie kann nach dem Beweis von Folgerung 5 durch

4

axgxb dargestellt werden.
6) Es stellt sich die Frage, ob dies fiir jede projektive Ebene
zutrifft. i

In einer Desarguesebene 1daf8t sich jede durch eine n-gliedrige

Kette erzeugte Projektivitdt O einer Punktreihe auf eine andere
Punktreihe durch eine hdchstens zwelgliedrige Kette von Perspek-
tivitdten zwischen Punktreihen erzeugen (Verkirzungssatz).

Bew.:

Bezeichnungen: 6: Raxfle mit a # D und 0: a¥® a,Ras;R...%an X b
(a=:a,, b=:an.,).Die Perspektivitdt a, R a,.4 werde i.f. mit oy yuq
und ihr Perspektivitdtszentrum mit 4 ,,., Dbezeichnet. Es ist

zu zeigen: Ist ¢ keine Perspektivitit, so existiert eine Ge-
rade g mit g:2aX g% .

Wegen der obigen Bemerkung(c) diirfen wir voraussetzen, dal

jede Punktreihe mindestens fiinf Punkte enthslt (*). Wir zerlegen
die Behauptung in fiinf Einzelbehauptungen, die wir getrennt
beweisen.

(I) In einer zweigliedrigen Kette a,Xa,X a; aus drei

pw. verschiedenen kopunktalen Geraden 84y 8py 83 kann man die
mittlere Gerade weglassen (Die Behauptung lautet umformuliert:
0(425(23-:0(15 ist eine Perspektivitdt mit einem Zentrum,213).

Bew. von (I): 223 a

Fall 1: 212 - 223. Setzt man an = 212, so ist
die Giiltigkeit von (I) trivial.
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/a
Fall 2: 2, % Z,,. Dann 3% G,:=2,.%,5.8,. b /
12 T fpze VA 177990038 - Pug
()=, Xylefa mit Py#Xy A Bye[0=a,25,G0 AN a
AX,]#IO,G,‘. YN 3

Die folgenden Punkte sind alle eindeutig
bestimmt und entsprechend der neben-
steherden Inzidenztabelle zu konstruieren;

P,1 o<12=:P2, P2a25=:P3, X,]oc,‘2=:X2,

X20423=:X5.

Wegen der getroffenen Voraussetzungen sind
Pj und Xj (§=1,2,%) Dreiecke, die nach ]
Konstruktion O-perspektiv liegen. Da in & nach Voraussetzung
der Satz von Desargues gilt, existiert eine Achse a, auf der
die folgenden Punkte liegen:

P.P,.X X, =2

P;P;X;}é - Z;i }:9 a= Z,\ez23 wegen 2124:223 =°A21a.'
Pﬂ]{"s.)g‘)(3 =:A2

A2 kann durch P,‘ und P3 und a eindeutig festgelegt werden:
A2=P1P5.a. Halten wir P,‘ fest und lassen X, in Ha, laufen, so

gilt:

V 2, mit X, € Ra\ {o,eq'} = ¥ I Xy,

i = 0==YX, = ==

fiir X, = O Z:#XB 0 = X; I Xk,

i = = =

fir X,‘ G,1 X a.az X3 I X,‘A2 .
Insgesamt gilt \VX,1 e Ra, :.X5 I X4y, d.h. %y ist eine

Perspektivitdt mit dem Zentrum A2=Z43.

©

Bemerkung: Die Aussage (I) ist mit dem Satz von Desargues
logisch dquivalent, da aus (I) umgekehrt der Satz von Desargues
folgt (vgl. Folg.1).

(II) In einer zweigliedrigen Kette 8 % ay % az mit a,]=a5 kann
8, ersetzt werden durch eine Gerade ay (+ a2) mit a,, 83 183
kopunktal,

Bew. von.(II):

a,Ra,=>a, % a, = By S:=a,a,.

Tns 11&2’33; sei a} aus (g4 Z2BZaéA
a£ K 8,18, (aé existiert wegen (*) ).Wir schieben eine Pe§— 5
spektivitat ae’K_aé mit dem Zentrum Z25 dazwischen: a,% a2=ﬁ‘a'27%'aax
X az. An der Kette aé xapwa3 sind drei kopunktale Geraden
beteiligt, daher darf man das mittlere Glied nach (I) weg-

lassen == aj® 833 gleiches gilt fir a,X a,%x a‘a"*a,‘f a5
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Insgesamt bleibt a, % a'2 Raz. @

(III) In einer zweigliedrigen Kette a,x a,® a3, wobel a,,a5,83
nicht kopunktal sind, kann a, durch eine Gerade aj (+ ae) _
ersebtzt werden, welche durch einen gegebenen Punkt P I az mit
P # 813:=a,‘a3 geht,

Bew. von (III):

a;y,=:8; (i # k; i,k=1,2,3). Wir unterwerfen
812 der Kette: 42 12 25:812x 23=S12Z23.a3=:8
Wegen 223 1 a, gilt 8* # S 0%°

Je nach Lage des gegebenen Punktes P I ag
unterscheiden wir:

Fall 1: P % S*A P # 823: Wir wdhlen als

Gerade aé die Verbindung S 2P und schieben

wie in Beweisschritt (II) eine Perspekt1v1tat 327 a2 mit dem
Zentrum Z23 dazwigchen: 8, x ay T’a2 x a f’aB.Da 223 das Zentrum

fur 82‘/? ay und das Zentrum fir e, R az ist, gilt nach Def.1.7
azx B An der Kette a Ta27v 82 sind drel pw. verschiedene ko~
punktale Geraden beteiligt, daher darf das mittlere Glied nach
(I) weggelassen werden: a, X a5. Insgesant bleibt. a R ab% az.
Fall 2: P = Sp5! Nach (*) existiert ein Punkt

Q ¢Ro, mit Q * | 812,813,823242.31 =
ro,]2 0623 * 823. Da nur Bijektionen
vorliegen, diirfen wir die gegebene Kette

verkehrt lesen: 337'6327("8,]; dabei er-

fillt Q in bezug auf a, jene Voraus——o-— &, /Su ‘)(E S
setzungen, die fiir P in bezug auf az in Fall 1 zutreffen.
Wdhlen wir als aé die Gerade SZBQ’ so gilt nach Fall 1:

a37\‘ aé X‘aq. Wir lesen die Kette wieder in der Urrichtung und
haben damit: a,l‘ir aé TaB.

Fall 3: P = S*: Hier versagt die Methode von
Fall 1, well Z,; auf S,,P liegt. Wir nehmen
zundchst wie in Fall 2 einen Punkt Q auf a
an und wghlen als a2 die Geraden Q,‘323;
nach Fall 2 gilt: a, Ly aj XaE. 84585 »83
erfiillen nun die Voraussetzungen von

Fall 1, denn sie sind pw. verschieden und es gilt fir P I a;:P #

S,]3 und P=S* '812“‘12“ 23# (a,,a;_')oc,‘zoc23, da a4ai'=Q#S12 ist

1
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. PR . ~ . . )
und<x12, m25 injektiv sind. Nach Fall 41 ist daher als 8y

die Gerade QP 2zu wdhlen und es gilt: aqw'aé X‘aB mit P I aé .

©

Bemerkung:Wir benStigen die Behauptung (III) noch schirfer:
ay durch P kann sogar so gewdhlt werden, daB a% =+ a, ist,
wobel gilt a, € Yp A a4% 83. Es genligt in den Fdllen 2 und 3
zu zeigen, daB Q so gewdhlt werden kann, daB Q £ a, gilt:

Die Punkte a4.a4, sﬁzzsﬁ,szazm.aﬂ, Q miissen paarweise ver-
schieden sein; nach (*) existiert sicher ein solcher Punkt Q.
Im Fall 1 wdre fir 8122[34 Fall 2 vorzuschalten.

(IV) Jede dreigliedrige Kette a,]f a2fa5‘f 8, mit a, % 8,
188% sich verkiirzen.

Bew. von (IV):

Ist speziell 85 = 8,,80 gibt es fiir die zweigliedrige Kette

aqx‘ag'ﬁaa zwel Moglichkeiten:

(o) 84185983 sind nicht kopunktal: Dann kann a, nach Beweis-
schritt (III) durch aé(*aa) ersetzt werden; man kann also

o.B.d.A. aé +oa, wdhlen.

) 84185,87 sind kopunktal

(64) a =ag: Nach Beweisschritt (II) kann dann a, durch aé(#a
ersetzt werden; wir wihlen aé $ By

o)

(p2) aq,az,a5 sind paarweise verschieden: Nach Beweisschritt
kann man 8y weglassen, womit die Behauptung von (IV) in diesenm
Fall bewiesen ist.

Man ist also bei as=a, entweder schon fertig oder man kann

a, so #ndern, dabB aé t &, gilt; dies sei im folgenden o.B.d.A.
vorausgesetzt. Liest man die Kette von rechts nach links, so
kann man analog zeigen, dall o.B.d.A. 85 ¥ a, vorausgesetzt
werden darf. Da benachbarte Glieder stets verschieden sind,
folgt aus as ¥ 8y und a, £ Q318,585,838 sind paarweise ver-
schieden (nach Voraussetzung is% a, % aq).

Weiters darf man 0.B.d.A. voraussetzen, dalBl niemals drei auf-
einanderfolgende Geraden kopunktal sind; sind ndmlich drei
aufeinanderfolgende Geraden kopunktal wund o.B.d.A. pw.ver-
schieden, so ist die Kette nach Beweisschritt (I) verkiirzbar und
man ist fertig.
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Seien nun 8458058558, DW. verschieden und

nie drei aufeinander folgende Geraden
kopunktal == }* Sjk:=ajak(j FRAJk=1,..4),
8,5 ¥ 823 (sonst wiren a4435,83 kopunktal),
825 + Sz (sonst wiren 8583,8, kopunktal).
Der Fall 815 = 854 bzw. S,l2 = 824 ist
méglich; daB beides zusammen eintritt, ist jedoch unmdglich.
Es gilt ndmlich:

813 = 834} — 2108308y }‘{c’pum‘-tal}==}at,],ae,a5 a, kopunktal,da
8,5 = Sy a,,85,3, kopunktal ay # ay zj + k})j
=:;5a,\,a2,a5 kopunktal im Widerspruch zur Voraussetzung.

Wir wdhlen die Bezeichnung so, dafl z.3B, S,‘3 # 85“ gilt. Die
Geraden der Kette 347\’ a, 7\’35 sind nicht kopunktal, daher kann
nach Beweisschritt (III)die Gerade 827 durch aé ersetzt werden,
wobeil ae’ durch einen beliebigen Punkt P T az nit P # 813 geht;
wir wihlen P=534 * S’lﬁ' Nach der Bemerkung zu (III)kann man ab
insbesondere so wdhlen, daB aé von einer weiteren Geraden durch
P verschieden ist; also z.B. ae'. Foa,. Nun gilt insgesamb:

a17\’ aéfaa‘f 8y

Nach obiger Wahl sind aé,aB,aI+ paarwelse verschieden und
kopunktal, daher kann nach Beweisschritt(I)die mittlere Gerade
az weggelagsen werden. Damit wurde die Ausgangskette zu einer

®

(V) Jede viergliedrige Kette R azi'ra57( a, x 35 188t sich ver=-
kirzen,

zweigliedrigen Kette verkiirzt: a,if aéi‘ 8y

Bew.,von (V):Gilt 8 #a,, S0 188t sich berelts die dreigliedrige
Anfangskette B % AR 33K 8y nach (IV) zu einer zweigliedrigen
Kette verklirzen. Ist dagegen 84=8,, S0 gilt a,ﬁa5 und wir
unterscheiden fiir a;?‘ &1,+7’ra.5 die Fialle

(o) 83,885 nicht kopunktal: Nach Beweisschritt (III)kann dann
a, durch a), (% aa) ersetzt werden. Die Kette aqf'anaBXa,l
(a,‘ # a)) ist nun nach (IV)verkiirzbar.

(8) 8348y,85 kopunktal
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(34) 8y = ag: Nach (II)kann a, durch aj (+ 34) ersetzt werden,
und man kann die neue Kette nach (IV)verkiirzen.

®2) az * ag: Nach (I)darf man a, weglassen, und die Kette
a % a,RazXag mit a, + ag ist nach (IV) verkiirzbar.

©

. Damit ist der Verklirzungssatz bewlesen: Ist die gegebene Kette
dreigliedrig, so ist a=a1¢a4=b und die Kette nach (IV) zu einer
zwelgliedrigen verkiirzbar. Ist n+1> 4, so greift man aus der
n-gliedrigen Kette viergliedrige Teilketten heraus, die nach (V)
stets so verkilirzt werden kinnen, daB die Randgeraden der Teil-
ketten ungeédndert bleiben. Nach endlich vielen Schritten gelangt
man zu einer dreigliedrigen Kette mit den verschiedenen Randge-
raden & und b, und dlese ist nach (IV) zu einer zweigliedrigen
Kette aX g R b verkirzbar. Falls speziell die drei paarweise ver-
schiedenen Geraden a,g,b kopunktal sind, gilt nach (I) sogar aXb.

4
SATZ 4.7: In einer projektiven Ebene gibt es mindestens eine
Projektivitdt eines Grundgebildes auf ein Grundge-
bilde, welche drei gegebene verschicdene Elemente des ersten
Grundgebildes auf drei verschiedene gegebene Elemente des
zweiten Grundgebildes abbildet. Die Gruppe der Projektivitéten
eines Grundgebildes auf sich ist dreifach transitiv. In einer
Desarguesebene 148t sich jedeé Projektivitit zwischen zwel ver-

schiedenen Punktreihen als Produkt von hiéchstens zwei Per-
spektivitdten zwischen Punktreihen erzeugen.

Bemerkungen: (a) Durch Dualisierung des obigen Beweises erhdlt
man den Verklirzungssatz fiir zwel verschiedene projektive
Geradenbiischel,

(v) Im PFalle einer projektiven Selbstabbildung,
z.B. ¢ ¢ Rz ™ i, schalten wir eine Gerade b % a dazwischen:
b#aal lla, ban: ak b, xm @ Ra — Rs ist

eine Projektivitidt und «f kann nach dem Ver- z
kiirzunpgssatz als Produkt von hichstens zwei b
Perspektivititen A,y erzeugt werden: «n

amn =By = a=Ben, o
Man hat damit: X KXot

Eine projektive Selbstabbildung eines Grundgebildes in einer
Desarguesebene ist Produkt von hdchstens drei Perspektivitédten.
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1.8, Projektive Kollineationen

Wir wollen in der Gruppe aller Autokollineatiomen PPL(x) einer
projektiven Ebene gewisse Kollineationen auszeichnen.

DEF,1.8: Eine Kollineation = fﬁ —= 4 beiBlt eine projektive
" Kollineation, wenn sie Produkt von endlich vielen

perspektiven Kollineationen ist.

Bemerkung: Nicht jede Autokollineation ist projektiv; Jede
perspektive Kollineation ist natiirlich eine projektive
Kollineation.

Folgerungen:

Zwischenbemerkung: Ist G eine Gruppe und Hc G eine Untergruppe, 50
heiBt H ein Normalteiler von G, wenn gilt: Yw e H aYme G~z kreH,

1) Die lMenge aller projektiven Kollineationen bildet gegeniiber
Hintereinanderausfihren eine Gruppe. Diese "projektive Gruppe
von n" wird mit PGL(n) bezeichnet und ist Normalteiler der
Kollineationsgruppe PrL{n) von n.

Bew.: (I) PGL{n)c PPL(n): Es ist die Abgeschlossenheit von

PGL(n) gegeniiber der Gruppenoperation und Inversenbildung zu
zeigen.

(a) o ,Bl e PGL(n) L Mgeeee T A B =M qeeem (nj sind
perspektive Kollineationen)w}ocﬁ-sn,]...wtknk+1 soaaT, und daher
ist «af Produkt von endlich vielen perspektiven Kollineationen,
also «ofB € PGL(xn).

®) m“=1t£1...1t;1(1tquind perspektive Kollineationen nach

Satz 1.4) = o"'e PGL(n).

(II) > € PGL{n) mit o = nq...nn(n.sind perspektive Kollineationen
mit den Achsen aj).xé PPL(n)==$X”njx€PPL(n).V AT 23 mit

A =:A' gilt A‘&f‘nj % = An‘jm =A% =A',d.h, ajx‘zzaj ist eine
Pixpunktgerade von &“Wﬂjx und = 'n.2 daher eine perspektive
Kollineation, Wegen %7a® = @ " m ..., 1, % =(x"n, ) (e neae)..
(7 n % )1st =h® ein endliches Produkt perspektiver
Kollineationen und daher 2 o € PGL(xn).

4
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Zwischenbemerkung:
Abbildung ¢ : U —~1N; D (¢)<MAaD (¢) + £, Sei M, eine Teil-
menge von M: M,‘C M.

Wir definieren fiir M,n D (y) # & eine neue Abbildung ¢, aus
I"I,1 in N, welche Beschrdnkung (Restriktion) von y auf M’I heilBlt,
durch folgende Festsetzung:

VxeM D () soll gelten: x|l = xg

{(Kurz: Dle Beschriankung \QIM,] gibt an, wie y die Elemente der

Teilmenge 1M, abbildet).

l}
2) Ist die Beschrénkung einer Autokollineation = von n auf eine
Punktreihe 'P‘g projektiv, so ist die Beschrdnkung von = auf Jede
Punktreihe projektiv.

Bew.: ® € P['L{n) und aelfl = 3& ist eine Projektivitat 118**1718&*.
Sei hﬁbj und h g, so glbt es nach Satz 1.7 sicher eine Projek-
Bivitdt o R~ . Fir alle Punkte X' ¢ Rgpv BLLE dann '
X! aeqoxaeei}.h « sodaB = “Txx eine Abbildung B:f g Ph£~ e~
stimmt. Nach Def.1.7 ist « Produkt von endlich vielen Perspek~
tivitdten w. zwischen Punktreihen; ist die Definitionsmenge
von nj, so ist & 1n *® Hl ,w1eder eine Perspektivitat und damit

foo=x” a&[’pawrwegen e "o 20
5x1¥t nL® = &qnaeaeqnae /
1:1.0 ,] 2 ® @ ,
ces®R TR eine Projektivi-

tdt. Fir jeden Punkt Yéﬁh gilt

somit YewuYa 13&3& T aye”? 2B, ’

d.he |2, = & T g ist als Pro-

dukt von Progektlvltaten selbst Px;
projektiv. /

Bemerkung: Durch dualisieren des Beweises erhdlt man die analoge
Aussage fir = !CgA.

3} In einer Desarguesebene 1léBt sich Jede Projektivitidt einer
Punktreihe auf eine Punktreihe zu einer projektiven

Kollineation der Ebene fortsetzen.

Bew.: Es geniigt zu zeigen, daB eine Perspektivitidt « :'ﬂa“"’ﬁb
mit a+b sich stets zu einer perspektizven Kollineation fort-
setzen ldBt. Ist Z das Zentrum von 8A b, so existiert in Tpe Rach



Satz 1.5 genau eine Elation ® mit dem Zentrum Z, der Achse Z.ab
und X +=Xu«(X # ab), und es gilt trivialerweise
’ae[’pazoc.

Bemerkung (a) Nach obigem Beweis und 1.7 kaxm/
auch eine projektive Selbstabblldung einer

Punktreihe stets zu einer projektiven /
Kollineation fortgesetzt werden.

(b) Dual hat %ede projektive Abbildung eines
Geradenblischels auf ein eradenbuschel immer Platz in einer
projektiven Kollineation *: -

-

4) In einer Desarguesebene ist eine Kollineation genau dann
projektiv, wenn ihre Beschrinkung auf ein Grundgebilde eine
Projektivitidt ist.

Bew.: (0.B.d.A. fiir eine Punktreihe)

(1) Die Beschrankung einer perspektiven Kollineation auf ihre
Achse ist die Identitdt, also eine Perspektivitat; nach 2) ist
daher die Beschrénkung einer perspektiven Kollineation auf jede
Punktreihe projektiv. Da eine projektive Kollineation Produkt
von endlich vielen perspektiven Kollineationen ist, ist auch
ihre Beschriankung auf jede Punktreihe projektiv.

(2) Sei ®: R — R eine Kolllneatlon und fir eine Punktreihe R4
gei »|flg eine Projektivitdt = Ja € PGL(X) nit o] Rg= 2| Ry =
= 2| fg o &~ l”ﬁgx"‘(aoc )! g = L. Die Abbildung

™" 1Bt also jeden Punkt X auf g fest, d.h.
»o™"=:; 8 ist eine perspektive Kollineation. 2

o ) .49 /—-\ ¥
xo™" =B => 2= nit a,Ble PGL{(T) = T

®=fPo € PCL{x),

5) Die projektive Gruppe PGL(nDe) einer Desarguesebene isi
viereckstransitiv,
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"Viereckstransitiv" soll heiflen: Zu je zwel gegebenen Vierecken
Aj und A} (j=0,..3) gibt es mindestens eine projektive Kolline-
ation 2¢ PGL(w, )mit Ay =AY (J=0,..5) (I.a. existieren jedoch
mehrere projektive Kollineaéionen mit der gewiinschten Eigen-
schaft).

Bew.: (1) Setzen wir_AoAq.A2A5= A und AéA%.AéAé: A', so sind

Ao,Aq,A bzw, A(‘),A%,A' pw. verschieden, da z.B. Ao’AE’AB nicht
kollinear sind. Nach Satz 1.7 existiert in Tpe eine Projekti-
vitdt, welche A —=A!, A;—=A;, A+=A' leistet und nach 3)
188t sich diese zu elner projektiven Kollineation G fortset-
zen. Wir kdnnen also o.B.d.A. Aé =A.O A A% =A1 A A' = A voraus-

setzen und schreiben i.f. flir A26' bzw. ABG' wieder‘A2 bzw. A5'

(2) Ist A2A5+ AéAé, 80
auch A2Aé# AEAé' Dann existiert
eine perspektive Kollineation o
mit dem Zentrum Z:= AEAé'ABAé
und der Achge AoA’l’ die
A2+~»Aé leistet.

Wegen der Vervollstandigung
einer perspektiven Kollineation
gilt auch A3P-A§ und daher
fihrt die perspektive Kolliw-
neation o das gegebene Ur-

viereck in das gegebene Bild~
viereck iliber.

(%) Ist A2A5==AéAi, so wenden wir eine beliebige
perspektive Kollineation 3 an mit der Achse AOA,I und einem
Zentrum ZI’A2A3. Setzen wir dann A26 bzw. A36 wieder A2 baw.
A%‘ so liegen die Voraussetzungen von (2) vor.
Die Kollineation ®:=6x bzw. ®:=0Rwx ist nach Konstruktion pro-

jektiv und lelstet Aj=Al (§=0,..3).
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SATZ 1.8: Die projektiven Kollineationen einer projektiven
Ebene ¥ bilden die projektive Gruppe PGL(F), welche
Normalteiler der Kollineationsgruppe PI'L(¥) von ¥ ist. In einer
Desarguesebene ist eine Kollineation genau dann projektiv,
wenn ihre Beschrdnkung auf ein Grundgebilde eine Projektivitit
ist, und Jede Projektivitat 188t sich zu einer projektiven
Kollineation fortsetzen. Die projektive Gruppe einer Desargueg-
ebene ist viereckstransitiv,

1.9. Der Fundamentalsatz

Nach Satz 1.7 ist PGL(Qa) in jeder beliebigen projektiven
Ebene dreifach transitiv, Wir wollen ermitteln, unter welchen
Voraussetzungen genau eine Projektivitdt existiert, die vorge-
gebene Tripel zuordnet. Nach Satz 1.8 ist PGL(s.) vierecks-
transitiv. Unter welchen Voraussetzungen gibt es zu vorge-
gebenen Vierecken genau eine projektive Kollineation, die

die Ecken zuordnet 7

DEF.1.2 a: In einer projektiven Ebene o ist der Fundamentalsatz

(F3) giilltig, falls gilt: Eine projektive Abbildung
einer Punktreihe auf sich, die drei verschiedene Fixpunkte
besitzt, ist notwendig die Identitdst.

Bemerkung: Wir bezeichnen eine solche Ebene i.f.mit Fee. In
einer solchen Ebene ist jede projektive Selbstabbildung eines
Geradenblischels mit drei verschiedenen Fixgeraden die
Tdentitdt, wie man durch Ubergang zu einer perspektiven
Punktreihe sofort erkennt.

Folgerungen:

1) In jeder T pq gilt: PGL(R,)ist scharf dreifach transitiv,
d.h. zu A,B,C |¢ Ra (pw.verschieden) und A',B',C' |eRs (pw.
verschieden) existiert genau ein « € PGL(R.)mit A« =A', B =B',
Coe =C*,

Bew.: Seien o,B | ¢ PGL(fRa)mit Ax =AB =A', Ba=BA=B', Ca=ChH=C’
=) oS¢ PGL(Rs) (nach 1.7). AuBerdem gilt: AafB ' =A'A" =4,

BB 'aB'A™" =B, CaP'=C'A™" =C, d.h.«R” hat drei verschiedene
Fixpunkte = b el = e .

&
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2) Ist « eine Perspektivitit:Ra. % Po(a ¥b), so
ist der Schnittpunkt S:=ab nach Definition
selbstzugeordnet: S« =S (vgl. 1.7).

Ist e —= {0, mit a+b eine Projektivitdt und
der Bchnittpunkt S=ab in « selbstzugeordnet, so
ist o« in Tpg Dotwendig eine Perspektivitéat.

Bew.: X,Y,S8|/eflq (pw. verschieden) =» X« , YX, Sx =S|€ Ry
(pw. verschieden)=+ J* Z:= XX .YYx . Die Perspektivitdt B:{lq W/Pb

Z leistet: XB =Xu
v b 18 =Yat B« =f, d.h. « ist eine
SA =S« Perspektivitdt.

Xex -
S=Set X 4 g 0
A\
3) Ist in einer projektiven Ebene o eine Projektivitét zwischen
zwel verschiedenen Punktreihen mit selbstzugeordnetem Schnitt-
punkt stets eine Perspektivitdt, dann gilt FS (Umkehrung von

Polge 2) Jo

Bew.: A,B,C|€ Ra (pw.verschieden); o € PGL(Ra) mit Av=A, Bo=B,

7 C6=C. dbeUa mit b + a o JZ¢R mit 2 2] a,b.
Die Perspektivitdt o: 'Pavzt@b leistet:
(Ao)x =A, (Bo)x =Bet, (Co)ox =Cax,
Die Abbildung B:i=06x :Ra( —= R) — R ist
eine Projektivitdt und besitzt den selbst-
A=he [B=BE cuco\ zugeordneten Punkt A; B ist daher nach Vorausg-
setzung eine Perspektivitdt == & =B« ist Produkt von zwei
Perspektivitdten. Die Perspektivitidt o« hat das Zentrum Z
(Def.von « ); das Perspektivitdtszentrum Z von A muB mit B und BA
(=B6a =B ) bzw. C und CAFCa)kollinear sein = 2=Z =%x und A sind

Perspektivitdten mit demselben Zentrum=y x=p=2¢=Ro" = ax =t .

Bemerkung:Die Folgerungen 2) und 3) kSnnen durch Dualisieren
der Beweise auf projektive Geradenblischel iibertragen werden.

4) Jede ¥ ist eine Pappusebene und umgekehrt (FSEPP),
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Bew.: (a) Voraussetzung: T pge

Wir nehmen in 75 ein beliebiges
Sechseck 1...6 an, dessen Ecken die
Voraussetzungen von PP erfiillen, ohne
daB PP trivial gilt (vgl.1.6) und
setzen A:=16.34, B:=12,45, C:=23,56,
P:=16.45, Q:=34,56, Wir definieren eine
Proj%ktivit%t ol : QAE'-—'- @56 durch:
R ® R A Rguomit: 4r=4 r=q,
Br—2+=C, Pr=6+>6, Bel o gilt auch
S+=5 =5, d.h, der Punkt 5 ist
unter « selbstzugeordnet; da nach

Voraussetzung FS gilt, ist Folgerung 2
richtig, d.h. o ist eine Perspektivitdt. Die Verbindungsgeraden
von in & zugeordneten Punkten miissen daher durch ein Zentrum Za
gehen: Zp =4Q.P6=A (nach der Inzidenztabelle). Ebenso mufl auch BC
durch Zy=Agehen, d.h. A,B,C sind kollinear, womit PP bewiesen

~ ist.
(b) Voraussetzung: Tpp.
Nach Folgerung 3 geniigt es zu zeigen: Sind zweil verschiedene
projektive Punktreihen 8,5 a3z SO zugeordnet, dafl ihr Schnitt-
punkt selbstentsprechend ist, so ist die Zuordnung stets eine
Perspektivitiat. PP 1=“1#Dem’*Verkiirzv\mgssa’cz 1.7 1ist richtig,
d.he Ba, A7 R,, kann als Produkt von hochstens zwel Per-
spektivitdten beschrieben werden: % ae‘fay Wir unterscheiden:
Fall 1: 84185,83 sind kopunktal: nach Beweisschritt I zum
Verkiirzungssatz (vgl.1.7,Folg.3) kann man das Mittelglied as,
weglassen, also gilt: 2,k 8z, wie behauptet.

Fall 2: aq,ag,a3 sind nicht kopunktal, wobel der Schnittpunkt
S:xa,la3 bel dem Produkt der beiden Perspektivitidten a,l'x' as% az
festbleibt. Damit liegen genau die Vorausselzungen von 1.7,Folg.2
vor und in einer PP-Ebene ist dieses Produkt von zwel Perspek-
tivitdten eine Perspektivitat, ®
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Bemerkungen: (a) Wir schreiben i.f. daher Tpp statt Mpg.

(b) Die Aussage FS =PP gehOrt zum klassischen
Bestand der projektiven Geometrie, Die Umkehrung PP =FS wurde
um die Jahrhundertwende zuerst von N. WIENER vermubtet und dann
von F. SCHUR bewiesen.

5) In jeder Top gilt: PGL(xPP) ist scharf viereckstransitiv,
d.h. es gibt genau eine projektive Kollineation, die ein ge-
gebenes Ur- in ein gegebenes Bildviereck iuberfihrt.

Bew.: A, und AL (j=0,..3) seien die gegebenen Vierecke,

S E5PP'AS De = Satz 1.8 gilt: Es existiert mindestens ein

x€ PGL(x) mit Ayes= At (§=0,..3).

{(a) Ist spezlell AJ_As (3=0,.43), S0 J*A:=A ot .A2A3 und es

gllt Av= A, denn dle Geraden AO 1 und A2A3 bleiben dann unter

2% einzeln fest =ﬁenypﬂﬂ‘1st nach Satz 1.8 eine Projektivitét

und diese besitzt drei verschiedene Fixpunkte, ndmlich AO,Aq,A
IQAA =i, Dann ist ® nach Definition eine perspekitive

Kollineatlon, welche aufBerhalb der Achse die béiden verschiede~

nen Fixpunkte A2,A5 besitzt, also nach 1.4,Folg.2 (da in Tpp auch

De gilt) die Identitdt.

{b) Sind &1,&-!e PGL(x P) zwel proaektlve Kollineationen mit

A2 _Ajﬁg L (3=0,.¢3), so 1H8% x,&z die Punkte A JA ,A2,A3

J1
einzeln fest und ist daher nach (a) die Identitdt. Dann folgt

aber aefa’;a. Q

Bemerkung: Aus obigem Beweis folgt: LABY eine projekbtive Kolli-
neation *®:x,, — ¥, dle Punkte eines Vierecks elnzeln fest, so
ist sie notwendlg die Identitét.

6) Jede projektive nicht perspektive Aubtokollineation einer
PP-Ebene besitzt entweder drei nicht kollineare Fixpunkte oder
zwel verschiedene Fixpunkte oder einen Fixpunkt oder keinen
Fixpunkt. Kollineationen vom ersten Typ existieren in jeder Top
der Ordnung gréBer drei, Kollineatlonen vom zweiten Typ in Jeder
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JrPP der Ordnung grdBer zwel, Kollineationen vom dritten Typ in
jeder Tops

Bew.: (1) % ¢ PGL(%,.). ® 4L == es existiert kein Viereck von
Fixpunkten. Weiters kann nach Voraussetzung auf der Verbindungs-
geraden von zwei verschiedenen Fixpunkten kein dritter Fix-
punkt liegen, da sonst nach dem ¥FS diese Verbindungsgerade
punktweise festbleibt und ® eine perspektive Kollipeation ist.
Es existieren also hdchstens drei nicht kollineare Fixpunkte.
(2) Voraussetzung: ﬁPP von der Ordnung N>3%,
Fo’Fﬂ'F2 nicht kollinear; wegen N>2 existieren
Punkte X, X' mit F, ¥ 4, X' pw. verschieden
und kollinear, sowie Punkte Y,I' mit
FyoFo,¥,Y" pw. verschieden und kollinear.
Wegen N>3 kann XY'.X'Y I F,F, vorausge~ i \
setzt werden.

“]* Homologie «#i mit Zentrum F, Achse F F, und X~ X =X';
3* Homologie B +L mit Zentrum F2, Achse FOF’S und Y= Y3 =7°,
« iy =2 ¢ PGL( Tpp) Wit FJ.-Q =Fj (j=0,1,2) nach Konstruktions
24U, da XoB =X"4X;2 besitzt daher sicher keinen weiteren
Fixpunkt, der mit FO,F,],,Fz zusammen ein Viereck bestimmbt, Auch
auf F.Fk(j % k) liegt kein weiterer Fixpunkt, da sonst se{}Q;jc‘:L
nach FS: dies ist fiir FO F’l und F,l F2 nach Konstruktion nicht
der Fall und stimmt auch fir F F, nicht, da sonst Yo3 =Y°
gelten miiBte; wegen XY'.X'Y £ F,] F, ist aber Y'« + ¥ und damit
Y'o * YA =Y', Die projektive Kollineation = besitzt also genau
die Fixpunkte Fj (3=0,1,2).

(3) Vorausgetzung: Tep der Ordnung N>2.

Fo & F,‘. Wegen N>2 existieren Punkte X, X' mit FO,F,] LXK

pw. verschieden und kollinear; sei febj mit Fo I fAL % Fqu‘
_{* Homologie a4l mit Zentrum F , Achse f
und X +— Xo=X"',

J* Elation 4. mit Zentrum F,, Achse B F,
und Y+—~Y@ =Y' mit F ,Y,X'[+AF ,Y,¥'|I £.
oy =:® € PGL( KPP) mit que aF (j=0,1)
und ae‘FoF,] $L, da X« B =X' 4 X gilt; auf

Fo F,l liegt also kein weiterer Fixpunkt. Ebenso liegt auf f nur
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der Fixpunkt F , da bei [ auf f nur F, festbleibt.
Fir einen Punkt P Z F F,, P Z f ist stets P # Po.und P,Pa , By
kollinear sowie Px 4 Po® und Px, Paf , F_ kollinear; fiir
P=Pe  piiBten P,F,,F, kollinear sein im Gegensatz zur Vor-
sussetzung fir P. Die projektive Kollineation & besitzt also
genau die Fixpunkte ¥ ,F,. FR
(4) Voraussetzung: Tpp-
F,A,B nicht kollinear und fe(ﬂ mit A B/Z £
;] X:=f.AB. In [, existiert nach Satz 1.2 /.
sicher ein Punkt X' %/X F. 5 a
:} Elation ®#{ mit Zentrum F, Achse FA. und X»«-Xx X,
:3‘ Elation B4t mit Zentrum X, Achse f und A+—AB = B,
xfB =:2 ¢ PGL(npp) mit F2 =F, Da f bei B Punktfixgerade ist
und bei x nur den Fixpunkt F tragt, bleibt bel x auBer F kein Punkt
von I fest; analoges gilt flir die Punktreihe FA., Ist P [ £,
P I FA, so ist P # Px und P,Pa, F kollinear sowie Pu & Pxf
und Px, PaB, X kollinear; fiir P = Px® miBten P,F,X kollinear
sein im Gegensatz zur Voraussetzung fir P. Die projektive
Kollineation ® besitzt also gensu den Fixpunkt F.
(5) Ein Beispiel fir eine projektive Kollineation ohne Fix-
punkt im Minimalmodell liefert die Permutation 3
123456 7}
456 2 3 741/ 3 man prift leicht nach, da8
dabei kollineare Lage erhalten bleibt. {}

7 5 2

Bemerkungen: (a) Eine projektive Kollineation ohne Fixpunkt
ist nicht in jeder PP-Ebene mbglich (siehe spiter).

(b) In einer PP-Ebene der Ordnung zwel ist Jede
projektive Kollineation, die zwel verschiedene Fixpunkte be-
sitzt, notwendig perspektiv, da der einzige weitere Punkt auf
der Verbindungsgeraden der beiden Fixpunkte notwendig ebenfalls
Fixpunkt ist.In einer PP-Ebene der Ordnung zwel ist jede projektive
Kollineation, die drei nicht kollineare Fixpunkte besitzt,
notwendig die Identitdt, da der einzige weitere Punkt, der
mit den r*‘1:><puml<cten ein Vlereck bildet, notwendig ebenfalls
ein Fixpunkt ist. In einer PP-Ebene der Ordnung drei ist Jjeds
projektive Kollineation mit drei nicht kollinearen Fixpunkten
perspektiv, da in der Bezeichnung des obigen Beweisschrittes (2)
stets Y'x =Y und damit Y'«x (3 =Y', also &Jyzﬁﬁi=n gilst.
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SATZ 1.9: Die projektiven Ebenen, in denen der Fundamentalsatz

gilt, sind genau die Pappusebenern. In einer Pappus-~
ebene ist die projektive Gruppe eines Grundgebildes scharf
dreifach~-transitiv und die projektive Gruppe der Ebene scharf
viereckstransitiv.

Bemerkung: Wie wir spiter sehen werden ist PAE eine PP-Ebene,
daher gilt nach oben in PAE auch FS,

7) Eigenschaften von Projektivitdten in PP-Ebenen.

(I)Wir wollen eine Methode angeben, wie in 7., eine nicht
perspektive Projektivitdt o : Ry — £, (a % b) unter Be-
nitzung einer "Projektivititsachse" vervollstBndigt werden kenn,

Die "kreuzwelsen" Verbindungsgeraden X,Yax und X«.¥ mit X,chﬁa,
X % Y treffen einander auf einer Achse (Projektivitdtsachse).

Bew,: Wegen PP =#FS ist « durch A= Ao (# S:=a.b), B+==Ba ,
Cr—Cu eindeutig bestimmbt, Wir
halten A fest, wdhrend X in Ha
variiert: QAO(?: ﬁd%}lbf‘u;’-a:ﬂ(ﬁ,,‘w()j“.
Der Blischelstrahl AAs« ist in dieser
Projektivitit selbstentsprechend =

= ([ X Uy =2 4 eine Perspektivitits-
achse p ¢ ¢J , auf der einmander Ur- und
Bildstrahl stets treffen. Sei Ye¢ Ra
mit A,X,Y pw. verschieden; Y« kann bei bekanntem p unter Be-

achtung von AYe ,Ax Y I p konstruiert werden.
Aus dem PP-Schema [A X X } folgt:

A Koo Y
Ao JAxX, AYo  AocX, X¥oc ,XxY sind kollinear
Y > =XYoo XY Ip,
Ip Ip §
~N L 4

—
Bemerkungen: (a) Wdhlt man speziell X=3, so e‘\sﬁﬁ
liefert die Konstruktion von So gemdfB obiger
Kette: Sot =p.b. Ebenso erkennt man durch umnge-
kehrtes Durchlaufen der Kette: T:i=p.g== Ix=3, 5
p ist also die Verbindungsgerade des Bild-

und Urpunktes des Schnittpunktes der beilden Geraden {Ist e« keine
Perspektivitdt, so ist T € 124 stets verschieden von So ¢ Ly )
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{b) Dual: Zu zwel verschiedenen projektiven nicht
perspektiven Geradenblischeln (Ja w~ Jja existiert
ein "Projektivitdtszentrum P" und es gilt:
¥.¥y® , v.x% und P liegen kollinear. P ist der A
Schonittpunkt des Bild- und Urstrahles des
gemeinsamen Strahles der belden Blischel.

(IDWir wollen die projektiven Selbstabbildungen
eines Grundgebildes in einer Jrpe geénauer unter-
suchen, PP = F3=% eine nichttriviale projektive Selbstabbildung
oo (# L ) eines Grundgebildes hat hdchstens zwei verschiedene
Fixelemente.

DEF.1.9 b: Eine projektive Selbstabbildung eines Grundgebildes
in einer Pappusebene heifit

“hyperbolisch", wenn sie genau zwei Fixelemente besitzt;

“parabolisch", wenn sie genau ein Fixelement besitz?b;

"elliptisch", wenn sie kein Fixelement besitzt.

Ist von einer projektiven Selbstabbildung o+ L einer Punktreihe’
in Tpp gin Fixpunkt F bekannt, s0 kann ein zweiter Fixpunkt

konstruiert werden, der jedoch nicht notwendig von F verschieden
S

ist.

Bew.: &: .= #,. ist nach Satz 1.9 durch
FeePlsF, A-eAi' B—B' (mit F,A,B bzw. F',A',
B' paarweise verschieden)eindeutig festge~
legt; o0.B.d.A. sei A 3 A'. Jgel nit ¢
Flgags= r,}S,S*]epg mit 8,8%, F /
paarwelse verschieden.

Wir projizieren r» (¥,...) aus S bzw.
r(¥',...) aus 3% und erhalten (vgl.
Figur): S(f,a,b...)% r (F,A,B...) %
r(FY A BL.)KS*(£',8,b ... )= S(f,a,b...) % Vo
5*(f*,a',b'...). Der gemeinsame Strahl f=f'=g der beiden Blischel
ist selbstentsprechend =>35(f,8,0..¢ )% S*(f‘,a‘,b'..J wegen

Folg.? => JPerspektivititsachse p, auf der sich a,a' und b,b'
treffen; wegen A ¢ A' ist p # r. Man kann also « so beschreiben:
r(F,A,B...) % S(f,a,b...) &k S*(f',a',b'...) ® r(F',A",B'...).
Der Punkt G:=p.r ist der weitere Fixpunkt von &, wie man durch
Durchlaufen der neuen Kette flir o¢ erkennt.

4



Bemerkung Dual kann in R(f,a,b...)x R(f’'=f,a',b’ ...) der
weitere Fixstrahl konstrulert werden.

(IDExistenz von hyperbolischen, parabolischen und elliptischen
Projektivitaten.

(a) Hyperbolische Projektivititen existieren in jeder Pappus-
ebene der Ordnung groBer zwel.

Bew.: Nach Satz 1.9 ist PGL(f+) scharf dreifach transitiv. Durch
Fr=F'=F, Gr=G'=G, Ar—A"(+ A) (F,G,A bzw. F*,G’,A" pw, ver-
schieden) ist eine Projektivitdt o+ L eindeutig festgelegt. Diese
hat hfchstens zwel Fixpunkte, die nach Angabe in F und G liegen
=g ist hyperbolisch. Q

(b) Parabolische Projektivititen existieren in jeder projektiven
Ebene.

Bew.: Wir kehren die Konstruktion des zweiten Fixpunktes in (II)

um und wahlen drei pw. verschiedene Geraden r,f,p durch einen

gemeinsamen Punkt F. 98,5*|efy mit

F,3,8* pw. verschieden., Die Abbildung

B: Ry = Rr mit RLT Ys ® Rp& Gso® RX")

ist eine Projektivitidt mit ¥ als Fixpunkt.

F igt der einzige Fixpunkt, da fur einen

Fixpunkt G=G' nach Konstruktion G I p gilt
o® und wegen p # r dann G=F folgt.

A hat also genau den Fixpunkt P, d.h. 3 ist parabolisch.

A 4

Bemerkungen: (a) Uber die Existenz von elliptischen Projektivititen
kénnen wir jetzt noch keine Aussage machen. Wir werden spdter
sehen, dall es Pappusebenen gibt, in denen elliptische Projektivi-
tédten existieren, und solche, in denen keine elliptischen
Projektivitdten existieren.

(b) In gewissen projektiven Ebenen, die nicht
pappussch sind, gibt es nichttriviale Projektivitdten, die
sogar unendlich viele Fixpunkte besitzen.
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1.10. Fanoebenen, harmonische Lage, harmonische Homologien
und projrktive Involutionen

Sei 1,2,%,4efl ein Viereck (vg.1.1). Nach i, sind die folgenden
Geraden eindeutig bestimmb:

p:=12, q:=13%, ri=14

Pi=34, qi=24, T:=23 ("Seiten des Vier-
ecks"j.

(a) Die Viereckseiten sind paarweise
verschieden (ind.: 0.B.d.A. p=P bzw.
p=q; im ersten Fall sind 1,2,3,4 ‘
kollinear, im zweiten Fall 1,2,%: Wider-
spruch ).

Ein Paar von Seiten heiBt "Gegenseitenpaar", wenn diese beiden
Seiten gemeinsam alle Vierecksecken tragen. Nach i, ist der Schnitt«
unkt von Je zwei Gegenseiten eindeutig bestimmt: X:i=p.P,

t=q.q, Z:=r.r; diese Punkte heiBen "Diagonalpunkte des Vier-
ecks".

gb) Die Diagonalpunkte sind von den Vierecksecken verschieden
ind.:0.B.deAe X21=» 1I D= 3,4, 1 sind kollinear: Wider-
spruch).

§C) Die Diagonalpunkte sind paarweise verschieden
ind.:0.B.d.A, X=sY=Y=X I|p,p,q,q=>X=p.q=1: Widerspruch zu (b) ).

Wir geben der konstrulerten Figur einen Namen:

DEF.1.,10 a: Ein vollsténdiges Viereck besteht aus den vier
Punkten eines Vierecks, den sechs Seiten und den
dreil Diagonalpunkten.

(d) Die Verbindung zweier Diagonalpunkte heiBt eine "Diagonale~
geite". Es gilt: Eine Diagonalseite ist von allen Vierecks-

seiten verschieden (ind.:0.B.d.A, X¥=p==Y I p. Wegen Y I q=> Yul,
da nach(a) gilt p#q: Widerspruch zu (b). 0«B.d.h. XY=r=14, Wegen
(b)=>4 I 1X=12: Widerspruch).

(e) Keine Vierecksseite liegt auf einer Diagonalseite (ind,:
0«BedeAe 1IXY. Da 1IpaXIpap=XY=1=X: Widerspruch zu (b)Y de

Aus den Inzidenzaxiomen kann man nicht erschliefen, ob X,Y,2
kollinear oder nicht kollinear sind.

DEF. 1.10 b: Eine projektive Ebene heifit Fanoebene, wenn die

drei Diagonalpunkte jedes vollstdndigen Vierecks
nicht kollinear sind. Eine fanosche Pappusebene heiBt eine
klassische projektive Ebene Ig.
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Bemerkungen:(a) Es gibt nicht fanosche projektive
Ebenen, z.B. das Minimalmodell. Das Viereck
1,2,3,4 hat die kollinearen Diagonalpunkte

X=5, ¥=7, 7=6.

(v) In einer Desarguesebene gilt: Sind in eipem
Viereck die Diagonalpunkte nicht kollinear, so ist die Ebene
eine Fanoebene (Sind in einem Viereck die Diagonalpunkte
kollinear, so in jedem).

Bew.: PGL(7.) ist nach Satz 1.8 viereckstransitiv. Da eine
projektive Kollineation nicht kollineare bzw. kollineare Lage
der Diagonalpunkte nicht zerstort, sind fir alle Vierecke die
Diagonalpunkte nicht kollinear bzw. kollinear,

{¢) PAE ist eine Fanoebene. In PAE sind z.B., die
Diagonalpunkte des Einheitsquadrates zwei Fernpunkte und der
eigentliche Mittelpunkt, also drei nicht kollineare Z
Punkte. Da PAE nach 1.12 eine De-Ebene ist, ist > &

PAE nach(b) eine Fanoebene. x
!

]
Nach Satz 1.2 existieren in Jeder Punktreihe mindestens drei
paarweise verschiedene Punkte. Wir wollen eine Konstruktion
angeben, welche jedem Tripel paarweise verschiedener Punkte
einer Punktreihe einen vierten Punkt dieser Punktreihe zuweist.

DEF.1.10 c¢: Sind A,B,C drei paarweise verschiedene Punkte einer
Punktreihe g, so heiflt ein Punkt De%ig vierter

harmonischer Punkt zu A,B,C, wenn es ein vollstandiges Vier-

eck so gibt, daB A und B zwei Diagonalpunkte sind und C bzw.

D mit je einer der beiden Gegenseiten des Vierecks inzidieren,

welche durch den dritten Riagonalpunkt gehen.

Gibt es iiberhaupt Vierecke, welche die gestellten Forderungen
erfiillen ? Vgl. die Figur auf S.57 : Sind A,B zwei Diagonal-
punkte eines Vierecks, dann ist AB=g eine Dia§onalseite; durch G
geht eine Seite g' des Vierecks, welche nach {d) von g ver—
schieden ist., Auf g' liegen notwendig zwel Vierecksecken,

2.B. 1 und 4 mit 1 X gad L g (wegen (e) )JA1 # 4. Durch 4
gehen zwei Gepenseiten des Vierecks, ebenso durch B, Daher

sind 1A.4B=:2 und 1B.4A=:% die weiteren Ecken des Vierecks,
welches nach Wahl von g' (# gAC I g') und 1,4 (I g'Aad gal % 4)
eindeutig bestimmt ist. Nach Wahl der Hilfselemente g',1,4

ist diese Konstruktion gemdB Definition 1.10 ¢ zwingend; der
Punkt D:=g.23 ist ein vierter harmonischer Punkt zu 4,B,C,

denn 1,2,5,4 erfillt die Forderungen der Definition 1.10 c.

Bemerkungen: (a) Da die Diagonalpunkte X=A und Y=B stets ver-
schieden sind, muB notwendig A + B angenommen werden; aus C=4



- 57

wirde folgen: 1 I 2 == 1,3,4 kollinear: Widerspruch. Wenn
ein Viereck hineinpassen soll, muf man notwendig 4,B,C
paarweise verschieden voraussetzen (vgl.Def.1.10 05.

(b) Ist D ein vierter harmonischer Punkt zu 4,B,C,
50 schreiben wir: H(A,ByC,D) (H ist eine vierstellige Relation in 4.
Nach Definition sind A,B gleichwertig, also gilt: :
H(A,B;C,D)=>H (B,4;C,D)
und ebenso sind C und D gleichwertig:
H(4,B;C,D)==H (A,B;D,C).
Man darf also innerhalb der Paare vertauschen und es ist
sinnvoll zu sagen: "Das Paar (C,D) liegt harmonisch zum
Paar (A,B)".

Folgerungen:

1) In einer Desarguesebene ist der vierte harmonische Punkt
eindeutipg bestimmt (er ist also von der zuléssigen Wahl der
Hilfselemente g',1,4 unabhingig).

Bew.: Wir fiihren die nach Definition 1.10 ¢ angegebene
Konstruktionsvorschrift flir die Punkte A,B,C zweimal durch

und beniitzen dabei verschiedene Hilfselemente g',1,4 bzw.

E',1,4, welche auf Vierecke 1,2,3,4 bzw. 1,2,5,4 und die

Punkte D bzw. D fiihren. Damit lautet die Behauptung D=D.

Die Dreiecke 1,3,4 und 1,3,4
liegen g-perspektiv. Da eine
De-Ibene vorliegt, existiert

ein Zentrum Z, sodaB gilt: 1;W,Z;
%,%,%2; 4,4,% sind kollinear
(vgl.1.5,F.1). Die Dreiecke 1,2,4
und 7,5,3 liegen g-perspektiv ==
Fz.eR mit: 1,7,2,; 2,2,2 44,7
sind kollinear.

Wir betrachten zuerst den allgemei-
\ nen Fall g'+E' (= 147,445, 17444);

in diesem Fall folgt: 2 = Zq. Man kann also sagen, die Vierecke

13 1% 1

1,2,3,4 und 7}5,3,5 sind Z-perspektiv; somit sind auch die
Dreiecke 1,2,% und 1,2,3 Z-perspektiv = eine Achse g mit
12.12=A A13.93=B liegen auf g=>§ = g = 2% und 23 treffen
einander auf g= D=D.

Ist die obige allgemeine Lage nicht gegeben, so wird durch
Dazwischenschalten eines Vierecks ?,...K mit 1 ¢ 1A 4 +4 /\.i;i/\
E & 5a17 # 45 A77 # 44 dieser Fall auf die zweinmalige An-
wendung des obigen SchluBes zurlickgefiihrt. Dieses
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Zwischenviereck f\',..,z mit den geforderten Eigenschaften
existiert, da durch C eine Gerade g' #|g,g'=g' existiert, welche
neben C noch mindestens die beiden verschiedenen Punkte 41 und &

trégt.
®

2) Harmonische Lage bleibt ungedndert bei Ausiiben einer be-
liebigen Kollineation » : ', d.h. H(A,B;C,D)=» H(A=, Bz;C=,De),
In einer Desarguesebene bleibt harmonische Lage ungeindert

gegeniiber jeder Projektivitat o : ng’ 'P‘h’

Bew.: (a) Die Xonstruktion des vierten harmonischen Punktes be=
ruht nur auf Inzidenzen und solche werden beim Isomorphismus
(22 ,®*) nicht veréndert.

() In Tpe kann « nach 1.8,Folg.3 zu einer (projektiven)
Kollineation fortgesetzt werden, womit die Behauptung sofort
aus (a) folgt. 0
3) Gilt H(4,B;C,D), so sind nach Definition A,B,C paarweise

verschieden, A=D oder B=D ist unmdglich (Z,B,‘I A=D=2AT1] 23,34,
da 2% 4 34== A =3: Widerspruch zu b). Ist C =D mdéglich ? )

Aus H(A,B:C,D) folgt in einer Fanoebene € #D upnd in einer nicht-

fanoschen Degarguegebene C=D.

Bew.: (1) Voraussetzung: x ist
fanosch=2 %2X XY =AB =g;
ZIA2 Tg=14+g 14, 23, g sind
12502 1g=225+p 7 ein Dreiseit,
Nach (a) gilt: 14 % 23 da Z=14.2% ¥ g.
Die Ecken des zugehdrigen Dreiecks, ndmlich
Z,C,D sind daher paarweise verschieden, also gilt: C & D.

(2) Voraussetzung: *pe ist nichtfanosch. Da in #p, nach
1) der Punkt D eindeutig durch A,B,C bestimmt ist und in einer
nichtfanoschen Desarguesebene jedes Viereck kollineare Diagonal-
punkte besitzt, ist in der obigen Inzidenztabelle Z I XY =g und

daher C=D,
L 4

Bemerkung: Nach Satz 1.2 enthidlt jede Punktreihe mindestens

drei pw. verschiedene Punkte A,B,C. In einer Fanoebene gilt fiir
D mit H(A,B;C,D) sogar: A,B,C,D pw. verschieden. In eigzer
Fanoebene gibt es in jeder Punktreihe mindestens vier Punkte

und daher in jedem Geradenbilischel mindestens vier Geraden (N=23),

A=) g Ci8=Y D
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4) Durch Dualisieren von Def.1.10 a erhdlt man ein vollstdndiges
Vierseit, das aus einem Vierseit, den sechs Ecken und den drei
Diagonalseiten besteht, wobel filir diese Elemente die dualen
Inzidenzaussagen wie iber das vollstdndige Viereck gelten. Aus
den Axiomen einer projektiven Ebene folgt nicht, daf die drei
paarweise verschiedenen Diagonalseiten ein Dreiseit bilden. Der
Schnittpunkt zweler Diagonalseiten hellt eine Diagonalecke. Dual
zu Def.1.10c definieren wir:
DEF.1.104d : Sind a,b,c drel paarweise verschiedene Geraden eines
Geradenbiischels qG s, 80 heiBRt eine Gerade deC%a
vierte harmonische Gerade 2zu a,b,c, wenn es ein vollstdndiges
Vierseit so gibt, daB a und b zwei Diagonalseiten sind und ¢
bzw. d mit Je einer der beiden Gegenecken des Vierseits inzidieren,

welche auf der dritten Diagonalseite liegen.

Wir schreiben H(a,b;c¢,d), wobei es nach Definition 1.104 nur

auf die Paare (a,b) und (c,d) ankommt. Die Konstruktion von d
erfolgt in dualer Weise zur Konstruktion
nach Def. 1. 10 ¢ unter Benlitzung wvon

G' T oaG' # Gy 1%,4%( nit 1%.4% 4 c.

5) In einer Desarguesebene gilt fiir die
vier Geraden a,b,c,d eines Geradenbilischels

genau dann H(a,bjc,d), wenn diese vier
Geraden eine beliebige Gerade picht durch das Blischelzentrum
in vier Punkten A,B,C,D schneiden mit H(A,B;C,D).

Bew.: (a) Es gelte H(a,bijc,d). Wir schneiden die vier Geraden
speziell mit der Geraden 3* in obiger Figur und setzen a.3*=:4,
b.3*=:B, ¢.3%3%=:C, Nach den Voraussetzungen sind diese drei
Purkte paarweise verschieden. Die obige Figur enth8lt das Vier-
eck G=:1, G'=:4, 1*.,b=:2, 4*.a=:3 (1,2,3,4 ist ein Viereck nach
den Voraussetzungen iiber die Wahl wvon G',ﬂ*,Q*), nach welchem
H(A,B;C,D) gilt mit D:=d.3*,

Da eine Desarguesebene vorliegt, ist harmonische Lage von vier
Punkten invariant gegen Projektivitdten, also insbesondere
invariant bei Ubergang zu einer beliebigen Punktreihe {2, (G Zh),
welche durch (56 aul Q3+ perspektiv bezogen ist.
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(v) Ist umgekehrt H(A,B;C,D) fir die vier Schnittpunkte von @.b,
c,d wit einer Testgeraden nicht durch das Biischelzentrum G, so
kann D mitv Hilfe eines Vierecks eindeutig konstruiert werden,
indem G als Hilfspunkt 41 fungiert. Die hier entstehende Figur
liefert ein Vierseit 1%,2%,3*,4*, nach welchen H(a,bj;c,d) gilt.

Bemerkungen: (a) In einer fanoschen Desarguesebene folgt aus
H(A,B;C;D) nach 3): C % D, Nach 5) gilt mit H{a,b;c,d) in einer
fanoschen Desarguesebene ¢ # d und daher gind in einer solchen
Ebene die Diagonalseiten eines vollstédndigen Vierseits nicht
kopunktal. (In der obigen Figur sind fiir das Vierseit 1%,...4"
die Geraden a,b,G'D die Diagonalseiten)

(v) In einer fanoschen Desarguesebene bilden die
Diagonalpunkte X,Y,7 eines Vierecks 1,2,3,4 ein Dreieck und die
Gegenseiten c3=23 und d:=471 des Vier- 49
ecks und die beiden Diagonalseiten ZX=:a,
ZY¥=:b schneiden die dritte Diagonal=-
gseite X¥=:g in den vier harmonischen
Punkten A,B,C,D. Daraus und aus der
dualen Uberlegung folgt:

In einer fanoschen Desarguesebene
ist das Paar der Seiten durch einen

Diagonalpunkt eines vollstdndigen —£ N
Vierecks (bzw. das Paar der Ecken auf einer Diagonalseite B=y
eines vollsténdigen Vierseits) harmonisch zum Paar der Diagonal~-
seiten durch diesen Punkt (bzw. zum Paar der Diagonalecken auf
dieser Geraden).

6) In jeder fanoschen Desarguesebene gilt:
H(A,B:;C,D) = H(C,D;A,R)

{i.n. die beiden Paare sind gleichberechtigt). Das zweite Symbol
ist sinnvoll, da in einer Fanoebene aus H%A,B;C,D) folgt C % D
(Folg.3).

Bew.: Wir konstruieren aug A,B,C den Punkt D {ber dasg Viereck
1,2,3,4., Wir projizieren PAB aus 1 auf
@25:1&!«‘3% QQB. Nach Folg.2 bleibt da-~
bei harmonische Lage in The erhalten,
also gilt: EEA,B;C,D):@ H(2,3%;2Z,D),
Anal()g:ﬁl25 x 1185; dabei gilt:
H(2,3%;2,D)=>»H(1,3;2",B) (mit 2':=AZ.B3).
Analog:fl g % Mg dsbei gilt: H(1,3;2',B)=>H(C,D;A,B) , woraus
die Behauptung folgt.

4
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Zwischenbemerkung:

Sei ¢: M-I mit ¢+1 eine Bijektion.y -heiBt eine "Involution}
2 .

wenn @@ =: ¢~ =L gilt

(Rurz: Die Iteration einer Involution ist die Identit#t).

DEF.41.10 e: Eine Homologie «w€PGL(Z,a|Z X a) in einer Desargues-
ebene heiflit harmonische Homologie , wenn fiir ein
Punktepaar gilt: H(Z,PPx.a;P,Pa).

Bemerkung: Wir schreiben kurz: H(Z,3;P,Px).

7) Eigenschaften harmonischer Homologien:

(I) In jeder fanoschen Desarguesebene gilt: Jede harmonische
Homologie ist involutorisch.

(IT) In jeder fanoschen Desarguesebene gilt: Die harmonischen
Homologien sind die einzigen involutorischen perspektiven
Kollineationen.

(III) In jeder klassischen projektiven Ebene gilt:Die harmonischen

-

Homologien sind die einzigen involutorischen projektiven
Kollineationen.

Bew.: Zu (I): (1) Gilt einmal H(Z,8;P,Px), so gilt fir alle X€R
mit X $ Z2AX X a: H(Z,8;X,X), da:

o ist durch die Angabe P—=Px in The
eindeutig bestimmt,und man kann zu X
den Punkt X« konstruleren.

Fall 1: X Y ZP. Die Punktreihen auf
ZP und ZX werden durch das Biischel

§ 4(A:=XP.a) perspektiv bezogen ==
H(Z,a;X X&) :

Fall 2: X I ZP. Wir konstruleren X«
{iver ein Hilfspunktepaar Q,Qx mit Q@ 7 ZP und wenden dann den
SchluB von Fall 1 an.

(2) « ist involutorisch, da:
(x) Fir Xef mit X#ZAXZa gilt nach oben: H(Z,a8;X,X«) (*);
gleiches gilt fiir X, also H(Z,a;Xec,Xxo) (X).
Da wan innerhalb der Paare vertauschen darf, folgt H(Z,a;Xe,X)

aus (*).Zusammen mit (%) zieht dies Xaw=X nach sich, denn in einer
Desarguesebene ist nach Folg.1 der vierte harmonische Punkt ein-
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deutig bestimmt,

(A) X=Z v X I a==Kx=X = (X«)x=h-x.

Also gllt V Xe@: (Xedw=X ==, &
Bemerkung: In einer nichtfanoschen Desarguesebene folgt aus
H(Z,a;X,Xx) nach Folg.3 dann X=X« und daher ist jede harmonische
Homologie die Identitat.

Zu (II): Sei « eine involutorische perspektive Kollineation
(a2=‘.,aﬁ#c)in einer fanoschen Desarguesebene.

Fall 1: « ist eine involutorische Homologié. In 75, ist xePGL(Z,a)
durch Pr=Px eindeutig bestimmt. Wir konstruieren
zu XeR mit X ¥ a Ao XX ZP auf bekannte Weise X«
und zu X« den Bildpunkt (Xo)x. Da (Xa)a = X

nach Voraussetzung ist, entsteht ein Viereck 1,...4
(vgl.Inzidenztabelle), fiir welches X und X«
Diagonalpunkte sind, wdhrend 2 und ZX.a auf den
Gegenseiten durch den Diagonalpunkt 14.23% liegen ==
i‘___——f—i_%;"‘ H(X,X«;Z,8)225 H(Z,8;X,X«) = » ist harmonische Homologie.
Ungekehrt ist jede harmonische Homologie nach (I) involutorisch.
Fall 2: o« ist eine involutorische Elation. Wir gehen wie in

Xa‘ X‘Fall 41 vor und betrachten das Viereck 1,...4. Dieses
x]234 besitzt kollineare Diagonalpunkte im Vlderspruch

ozu Fano.
P=2 @

Zu (III):el = eine involutorische projektive Kollineation (st =y,
#+L) in einer Xy '
Rl => JAeqQ nit Ae# A,

AR=:B, B= (A)xe < AL=A
(AB)%*=Ax.Bx =BA = AB, d.h.%|Q, ist
eine projektive Selbstabbildung.
dCeR A C¢R,p mit G+ C

(ind:V CeR mit C4Ryp gilt Ce= C=
D ICAmit DR, AD#C mit Da=D,
und dsher

CaCa

D=Da
A-Ba D™
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ist (CD)x"=CD. Piir A=AB.CD ergibt sich Ax =(AxDBx). (C&Dx&:BA.CD:A
im Widerspruch zu A®R+ A). C ¥ AB=» C= 1 AB.

Fir C und D:=Ca® gilt wie oben: (CD)®*=CD. Weiters bilden A,B,C,D
notwendig ein Viereck(A,C,D bazw.. B,C,D kollinear fiihrt wie oben
zum Widerspruch Ax=A bzw. Bax =B; CZ AB; DX AB, da CZ Ax"Bx"=BA).
Die Diagonalecken F,G,H dieses Vierecks sind paarweise ver-
schieden und es gilt: F:=AB.CD=9 Fx =AxBx,CxDz=BA.DC=F,

G:=AD.CB=> GR=BC.DA=G, H:=AC,BD=> He=BD,AC=H, d.h.F,G,H sind Fixpunk-
te. -4*L:=GH.AB und es gilt L # | G,H (ind. zB.:L=G=>4,B,D
kollinear: Widerspruch). L®=GxHx,AxBx=GH,BA=L,

x} Rew 1ist eine projektive Selbstabbildung mit den drei paar-
weise verschiedenen Fixpunkten G,H,L; also gilt nach FS: aelﬁlm‘at,
d.h. ® ist eine perspektive Kollineation, die nach Voraussetzung
involutorisch ist% S ist eine harmonische Homologie. @ 0

DEF,1.10 f£: In einer klassischen projektiven Ebene heiBt eine
involutorische Projektivitdt einer Punktreihe R4
auf sich eine projektive Invelution von P‘g .

8) Eigenschaften projektiver Involutionen in Tpyt

(I) Eine projektive Selbstabbildung a.:fzg~*-¥1g ist genau

dann involutorisch, wenn ein Paar verschiedener Punkte
"vertauschbar zugeordnet" ist:Aow =BABox =AAA & B.

(II) Eine projektive Involution ist entweder hyperbolisch oder
elliptisch. .

(III) Die hyperbolischen projektiven Involutionen sind genau
jene Abbildungen Pg-*’ﬁg, welche zwei verschiedene Punkte fest-
lassen und die anderen Punkte so zuordnen, daB jedes Paar zuge-
ordneter Punkte zu den Fixpunkten harmonisch liegt.

(IV) Eine projektive Involution ist durch zwei verschiedene
Urpunkte A,B und zwei verschiedene Bildpunkte A',B' mit AsB'A
A' 4 B eindeutig bestimmt.

4.9
Bemerkung: Xy, ¥ PP AFano, PP FS5, PP=> De.
De A Fano ¥23' der vierte harmonische Punkt D bzgl. ABC ist
eindeutig bestimmt und es gilt: C+ D,



- Gl -

Bew.: Zu (I)k: (a)Sei o eine projektive Involution (o=t A x #1 )
= TJA mit Ax # A. Wir setzen Ac =:B=s Bo =(A o ) = A = AL =A,
d.h. A und B sind vertauschbar zugeordnet.

(b)® ist eine projektive Selbstabbildung A J A,Ble R, mit

A+ BAAx = BABu= A, Wegen Ax ¢ A=« 3 ,

Weiters gilt: A= Ax =B, B+>Bua =A, Cr— Cx =D

(Ce Rg\{A,B} und i.f. fest). Wenden wir darauf nochmals « an,
so gilt: (Ac)e V=$A, (B ) 2 B, (Cx )x =Da . Die Behauptung
lautet umformuliert: C=Da, da ndmlich mit C=Dx die Projektivitidt
o drei pw. verschiedene Fixpunkte A,B,C besitzt = o*=t.

. Ist speziell D=C,also Cw =C=> (Ca)at = Cx =CA (Ca)x = Dx == C=Dx,
Wir setzen 1i.f. D#C voraus. Da A,B,C pw. verschieden sgind ey
Ax =B, Bx =A, Cx'=D pw. verschieden. Da auBlerdem C # D ist ==
A,B,C,D pw. verschieden.

Wir definieren eine Projektivitat R : 128'-* /P'g durch:

drep mit PZ ga Je'edN\{gl APZg' =
= J*g":=PC A J*B':=g".PB,

AZlg', & A B! 1 | g",g. Dann definieren
wir B: 19. ’Q K’(l ..K’Q

Demnach lelstet 15 (vgl }‘s‘wur)
A—~At—Pr+B, also AD =B(=Ax) .
B--B'=A"-=A, also BA =A(=Ba) [ = *=B
Cr=C'=C'=D, also CNA=D(=Ca)

Dr=D+~C+-C, also DA =C

= Da=DB =C. i @

ZuI) (ind.): Sei o : 1'.'2. — ﬂg eine projektive Involution

(o=t A ac*L ) mit genau elnem Fixpunkt F=2>Y X ¢ @g\{Fk:) Xx ¢+ X A
AXa*F, In 7, 3 Gepg mit H(X,Xa;¥,G) (sinnvoll, denn

X,Xa ,F pw. verschieden ; wegen Fano == F % G). WNach 1.10,

Folg.2 ist die harmonische Lage invariant beziiglich Projektivi-
tdten, also auch unter «, daher gilt:

H(X«, Kooy Fe, Ge). Nach Bem. zu Def.1.10 ¢ darf man in den
Paaren vértagchen:

H(X,Xa ; F,G ); zusammen mit H(X,Xx ;F,G)=> G=Ge¢ . Somit hat

o« die beiden verschiedenen Fixpunkte F und G im Widerspruch

zur Voraussetzung. :
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Zu (III):(a) Sei « eine hyperbolische projektive Involution

71g e Qg (e2=L A o+ L ) mit den beiden verschiedenen Fix-
punkten F und G. Dann wird behauptet:V)(EQé\{F,GS gilt not-
wendig H(F,G;X,Xu).

Ind.::anﬂg\\{F,Gi mit (Y,Y«) ist picht harmonisch zu (¥,G).
Dann existiert genau ein Punkt G mit H(Y,Ya;F,G); wie in (II) zeigt
man G=0x«. Da in 7, der Satz von Fano gilt, ist nach 1.10,Folg.3:
F # G; auBerdem gilt G # G nach Voraussetzung des indirekten
Beweises. Somit besitzt ® drei paarweise verschiedene Fixpunkte
F,G,G und ist nach FS die Identitit im Widerspruch zu a#i.

(b) Sei umgekehrt g eine Selbstabbildung ’Hg'm*‘gg definiert
durch:

(1) X=F =Xy :=F

(2) X=G=* Xy :=G (mit F+G)

(3) yx EQK\\{F,Gg :Xy ist .der zu X beziiglich (F,G) harmonische
Punkt: H(F,G;X,X4 ). Ein Vergleich mit (a) zeigt, daB g auf ?%
dasselbe leistet wie a = x=¢ , d.h. ¢ ist eine projektive
hyperbolische Involution. <§>

Bemerkung:a)In jeder w, existieren harmonische Homologien, welche
nach Folg. 7) involutorische perspektive Kollineationen sind.

Die Einschrinkung einer harmonischen Homologle auf einen Kollinea-
tionsstrahl ist eine hyperbolische projektive Involution, deren
Fixpunkte das Zentrum und der Schnittpunkt des Kollineationsstrahe-
les mit der Achse sind. In Jjeder w,, existieren daher hyperbolische
projektive Involutionen; Jjede solche ist durch die beiden ver-
schiedenen Fixpunkte eindeutig bestimmt. Wie sich spater zeigt,
existieren Jjedoch elliptische projektive Involutionen nicht in
Jeder mye .

b) Ist speziell m. endlich von der Ordnung N, so wer-
den bel einer hyperbolischen projektiven Involution einer Punkt-
reihe abgesehen von den beiden verschiedenen Fixpunkten die an-
deren Punkte paarweise vertauscht. N+ 1 ist daher immer eine
gerade Zahl: Die Ordnung einer endlichen T ist stets ungerade.

Za (IV):A,B,A',B'| ¢ @g mit A # BaA' #+ B'AA # B'AA' %+ B, Falls
es eine projektive Involution & mit A' = Ax und B'= Bw gibt

und zusdtzlich A = A'AB = B' gilt, so ist durch disse beiden
verschiedenen Fixpunkte o eindeutig bestimmt. Setzen wir daher
z.B. A % A' voraus, so gilt wegen &'=. notwendig Aot=A's =4,
Durch A==A', A'—A, B+—B' ist aber wegen A,A',B und A', 4 B

pw. verschieden nach dem FS genau eine Projektivitidt bestimmt,
welche A und A' vertauschbar zuordnet und daher nach (I) eine
projektive Involution ist. Q
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Bemerkung:Projektive Involutionen einer Punktreihe wurden nur in
T, definiert und n, ist Desarguesebene. Wir konnen daher nach
Folg.5 alle obigen Aussagen lber projektive Involutionen auf Punkt-
reihen durch Projektion aus einem Zentrum in ein Geradenblischel
ibertragen. Bs gelten also obige Aussagen fiir Grundgebilde in m, .

SATZ 1.410: In einer Desarguesebene ist das zu drei verschiedenen
Elementen eines Grundgebildes vierte harmonische
Element eindeutig bestimmt. In einer Fanoebene sgind vier
harmonische Punkte paarweise verschieden; in einer solchen
Ebene enthdlt jedes Grundgebilde mindestens vier verschiedene Ele-
mente., In elner fanoschen Desarguesebene sind die involutorischen
perspektiven Kollineationen genau die harmonischen Homologien.
In einer klassischen projektiven Ebene sind die involutorischen
projektiven Kollineationen genau die harmonischen Homologien;
eine projektive Involution eines Grundgebildes ist entweder
elliptisch oder hyperbolisch und ordnet im letzten Fall abge-
sehen von den beiden Fixelementen Jene Elemente vertauschbar
einander zu, welche zu den beiden Fixelementen harmonisch liegen,
Jede endliche klassische projektive Ebene hat ungerade Ordnung.

1.11. Korrelationen, Polaritdten

3r={:¢1,q3 und F'= {@f,@? seien projektive Ebenen. Wir wollen
spezielle Abbildungen 12"*'%’ definieren.

DEF.1.11 a: Fine Abbildung &: 1~ (}' (d.h.aus der Punktmenge einer
projektiven Ebene in die Geradenmenge einer projekbtiven
Ebene) heiBt eine Korrelation, wenn sie (I) bijektiv ist und
(II) xollineare Punkte in kopunktale Geraden {iberfiihrt.
o
Bemerkung: Sei Xefl und gilt

T I X4 (Y'e'), so sagen wir: X
"Y' ist zu X konjugiert”.

Folgerungen:

1) In 1.1 wurde der Begriff duale Ebene erklirt. Wir gehen zur
dualen Ebene or'* von o' iber; es gilt: &' *=(, g":p}, I'*=1I",
Durch diese Uminterpretation ist 4: @R — g’=§l" eine bijektive
Abbildung R R'*, welche kollineare Punkte in ¥ in kollineare
Punkte in w'* {berfihrt. GemiB Def.1.3 b ist also § eine
Kollineation., Eine Korrelation ist also eine Kollineation in
die Dualebene von n'.
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Wir konnen damit Aussagen Uber Kollineationen umformulieren.
Nach 1.3, Folg.2 bestimmt die Kollineation & : 42 —= R'* eine
Abbildung d*: ¢ —= Q} '* so, daB} das Paar ( d,8*) ein Isomor-
phismus von n auf n'* ist, wobei d* wie folgt erklért ist:
Fir ge( mit g=PQ (P,Qlefl, P+ Q) ist gd *:=Pd .Qd e ('*.
Wir interpretieren diese Definition wieder in der ur~
springlichen Ebene &': P4 # Q4 sind Geraden in '

und g d* ist der Schnittpunkt dieser beiden Geraden. o"}/
Das Paar (§,8*) ist ein Isomorphismus x —>x'*, d. h.

es gilt (vgl. Def. 1.3 a):

YPefay ge(f mit P I g= %I'&* und . Qd’ gJ x
e e(ﬁ“

ypt= ef'*AY gt e (,g‘* mit P'* I' gi*=p P'*% I g'*J*“q.
Wir schreiben dies in der urspriinglichen Bedeutung in ' an:
YPeqa a Veey mit P I g=vpPd, I* wf und

R
\jg'eﬁg‘ A YPlep mit g' I P' = gid™" I prdT,

Rurz:d fihrt Inzidentes in Inzidéntes bzw. Nichtinzidentes
in Nichtinzidentes {ber.

Bemerkungen: (a) Die obigen Beziehungen enthalten einen formalen
Schonheitsfehler. Wir haben bisher das Paar A I a nur erklidrst,
wenn an der ersten Stelle ein Punkt und an der zweiten Stelle eine
Gerade steht. Es ist zweckmdBig zu fordern: a I A+==2A I a.

. M oist (b) Sil gtCQ \él&d gllt h' I gd’*(h'e({y'), 80 sagen
Wir: 1st zu g konjugiert’.

(c) Speziell: =o'y also d: R —= (baw. I*: § —41 ).
(&,6*) ist ein Isomorphismus & —~ x*. Eine Ebene ist genau dann
1somorph zu ihrer dualen Ebene, wenn sie eine Korrelation ge-
stattet.

(4) Wir haben eine Korrelation mit J bezeichnet, weil
in der Literatur gelegentlich eine Korrelation auch "Dualitat"
heiflt. Im Gegensatz dazu ist bei uns die Dualitdt ein logisches
Prinzip, wdhrend eine Korrelation eine Abbildung ist.

Der Begriff projektive Kollineation nach Def.1.8 kann nicht durch
Dualisierung in einen Begriff "projektive Korrelation" iber-
tragen werden., Wir benlitzen eine Eigenschaft der projektiven
Kollineationen zur folgenden

DEF.1.44 b: Eine Korrelation §:f = (] einer projektiven Ebene
auf sich heiflt projektiv, wenn ihre Beschrinkung
auf eine Punktreihe eine Projektivitédt ist.
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2) Bei einer projektiven Korrelation ¢ ist die Beschrinkung auf
jede Punktreihe eine Projektivitat.

Bew.: Zur projektiven Korrelation Z g
-@lﬂ*q existiert nach Definition a___ Ke 7% \

ein ged , sodaB JHQ eine
Projektivitidt ist. Sel ael] be-
liebig mit a % g (=D ad* # V(f*
denn d* ist bijektiv). 3 7 6
mit Z Xlg, a. Ist «: /Qg;x Qa, S0
gilt X,Xw, Z kollinear (V X e/ﬂg)
Da § bijektiv und inzidenzentreu ist und kollineare Punkte in
kopunktale Geraden iiberfiihrt, folgt: Die Gerade Zd geht nicht
durch die verschiedenen Punkte gd * und ad * und es gilt: Xd
(XeQd , 724 sind kopunktal (Y XdJ e qu). Die Geraden XJ und
(X«)s der Geradenbilschel (fgyr und (fos- treffen einander also stets
auf der Geraden 2d : Uqse (Xd ,...) ¥ Uso»(Xad,y...). Damit gilt
insgesamt:

Z vs z.d
Ro(Xotyao) ® g(Xyaee) R Ugor (Xd,000) 7 Uagr (Xad ...) =
Rall,...) x qud»(YJ,.,n), also ist ¢ |Ra (Vaed ) eine
Projektivitdt.

Bemerkung: Da eine Korrelation auch bei dualer Interpreta-

tion von n' keine Selbstabbildung einer ienge ist, multen
projektive Korrelationen anders als projektive Kollineati-

onen definiert werden, und auch der Satz 1.8 ilver die Vier=-
eckstransitivitat der PGL(WD ) kano niecht auf projextive
Korrelationen ibertragen wePden. H. KNESHER bewles 1925 viel-
mehr, daB es Desarguesebenen gibt, die zu ihrer Dualebene

nicht isomorph sind; fur eine solche Desarguesebene existieren
daher liberhaupt keine Korrelationen auf sich., Wir werden spiter
beweisen, daB jedewx, projektive Korrelatiornen gestattet und da-
her zu ihrer Dualebene isomorph ist.

Zur Korrelation J: 4 — ¢ gehdrt d*: () —R qu man kann da-
her die beiden Aobllauﬂgen zusammensetzen:
§S* 2 QR(~0)— 4 . Es kann spezi 811 58 *=
gelten. Neben solchen Abbildungen wollen wir
§° in der folgenden Definition noch andere Ab-
/// bildungen A: Q0] definieren, welche global
Zd” sein sollen und fur welche die Konjugiertheit

eine symmetrische Relation ist, d,h.: X I Tx==
IAIY VX, ¥Ylep .
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DEF.1.11 c: Eine Korrelation d: R — (U} einer projektiven Ebene
auf sich heiBt selbstadjungiert, wenn 4d *=. gilt.
Eine globale Abbildung A: -—*OA einer projektiven Ebene auf
sich heiBt eine Polaritiat, wenn die Konjugiertheit eine symmetrische
Relation ist.

3) Die Polsritédten sind genau die selbstadjunglerten Korrelabionen.

Bew.: (a) Ist 4 eine selbstadjungierte Korrelation (dd* =.), so
ist 6 als Bijektion sicher global. Da 4 Inz:uienzen erhdlt, gilt:
X IY6=sXdI (Y8)d* = Y =Y, also ist 6 eine Polaritit.

(b) Sei A eine Polaritit R — ()é Dann gilt:

o] &
(1) x ist eine Bijektion, da: e
(x)A ist nach Definition global. Ly
(AIA ist injektiv: (ind.) P & QA Pr =QA . A PA=RA

FAen mit A X PQ. Da X global ist, existiert AX . Unabhidngig
davon, ob A X =PA oder AX # PL gilt, existiert sicher ein Punkt
Bef mit B I PAa B I AX. Da A eine Polaritit ist, gilt:
BIPA=BAIP

BIQA=BAI Q= P,Q,A inzidieren mit der Geraden BA, die
BIAN=BATIA wegen (x) existiert: Wlderspruch zZu
A,P,Q nicht kollinear.

($)% ist surjektiv: Sei ac( beliedig Satz 123 p ol mit P # QA
P, I a = Pas+ Qr = J* A:=PA.QX. Da A eine Polaritét ist,
gilt:

AIPA = AMI P}l‘:.——'\_g*a AN =PQ=a: also tritt jede Gerade als
AT QN =2 AXNIT Q Bild auf.

{(ii)% ist eine Korrelation. A fiilhrt n8mlich kollineare Punkte in
kopunktale Geraden liber, da: . Q

Seien P # Q und gelte R I PQ "y opa s QA=¢ s
*3:=PA.QX. Da A eine Polaritit ist, gilt:dp

S IPA== SAI P}___’)Sk -pq.
S I QA== SAIQ P Pn gy ‘@A
R ISA=PQ:8 RAI S; also gilt: PA, QX, RA|I S, 4.h. die
Bilder der kollinearen Punkte P,Q,R sind kopunktal.

(iii)X ist selbstadjungiert, da:

Sei Yefl fest. VX mit X I YA gilt XA I Y (*), denn X\ ist nach
Voraussetzung eine Polaritit, und XA I (YA)A* (;), denn A ist
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nach (i) und (ii) eine Korrelation.

Da {XA} wegen (i) und (ii) ein Geradenbiischel ist, dessen
Strahlen nach (*) alle mit ¥ und nach (%) alle mit Y AR* in-
zidieren, folgt: Y=YAX*. Da Y beliebig in @ wihlbar ist, folgt:

ANE =, Q

SATZ 1.11: ZEine projektive Ebene ist genau dann zu ihrer dualen
Ebene isomorph, wenn sie eine Korrelation gestattet.
Die Polarititen sind genau die selbstadjunglerten Korrelationen.

Bemerkungen: (a) Manchmal sagt man statt selbstadjungierte
Korrelation auch involutorische Korrelation. Dapn muB man aller~
dings den Begriff Korrelation so fassen, daB eine Korrelation
eine Selbstabbildung der Menge Rx{} 1st Bei uns ist eine
Korrelation d: 4@ — ¥ keine Selbstabbildung und kann daher

nie 1nvolutorlsch sein,

(b) Ist A:s f— % eine Polarltat g0 gilt fir
A*: (g 2 wegen AA * =i damn A* = AT

1.12. Algebraisierung der Desarguesebenen

Sei {2, eine beliebige Punktreihe in T De und O,E,U]ﬁp‘ und paar-
weilse verschieden (solche Punkte existieren pach Satz 1.2).
o N\{u} =:’£2ﬁ heiBt "punktierte projektive

Gerade'". Sei u G‘Oju \{Xi . Dann existiert 6

zu jedem Xéf) nach Satz 1.4 genau eine Q ET X " v

Elation T, € PGL{U,u), welche leistet: - 1
# H

0T, =X; umgekehrt bestimmt jede Elation
Ty € PGL(U,u) genau einen Punkt OTy=: Ye@x .Die Abbildung T : @x-«-
—»PGL(U,u) mit X—=Xr=:7, ist daher eine Bijekbtion. Vermige der
Bijektion vt PGL(U,u) ~ éx konnen wir die Gruppenstruktur von
PGL(U,u) iibertragen in die zundchst amorphe Punktmenge ’éx, indem
wir verlangen, daB 77" (und damit T ) ein Isomorphismus sein

soll.

Zwischenbemerkung:

Zwel Gruppen iGsog und {_H,*i heiBen isomorph, wenn eine Bijektion
p: G —>H existiert mit (aeb)p = ausbu Ya,ple€a,
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Wir definieren daher in ﬁ&x eine Operation + gemidB:
A+B:=0(T, T ) = (07, )Te = A7Ts. :

A+B ist also jener Punkt, in den O unter 7,7, Ubergeht. {’éx,«‘}
ist vermdge Tt isomorph zu PGL{U,u) und daher ebenso wie PGL(U,u)
eine kommutative Gruppe in ¥ (vgl.Satz 4.4 und Satg 1.5).

Bemerkung: Speziell flir X=0 gilt fiir To dann 0Ty =0= Ty=1L .
Damit ist O infolge des Isomorphismus das neutrale Element der
kommutativen Gruppe {f, +i .

Analog konnen wir eine Bijektion 6: fix N {0}—=PGL(O,u) erkléren:
Jedem Punkt X € ’{ix\{o} wird jene Homologie Gx¢ PGL(O,u) zuge-
ordnet, welche leistet: EGy =X, Vermdge der Bijektion 6"1:PGL(O,u)—-
— /ﬁx\{o} kbnnen wir die Gruppenstruktur von PGL(O,u) iber-
tragen in die Punktmenge fizx\{o}, indem wir verlangen, daB @™*
(und damit 6) ein Isomorphismus sein soll.

Wir definieren daher in f2x\{0|eine Operation « gemiR:
ABisE(6,05) = (EG)6, =AT,.

A.B ist also jener Punkt, in den E unter 0,63 tbergeht.{ £,\{0},"]
ist vermdge 0 isomorph zu PGL(O,u) und daher eine Gruppe (vgl.
Satz 1.4). Genmau wenn PP gilt (vgl.Satz 1.6), ist mit PGL(O,u)
auch {’fix\iO},'} kommutativ.

Bemerkung: Speziell fiir X=E gilt fur Ggz dann E 0¢ =E = Gg=L . Da~
mit ist E infolge des Isomorphismus das neutrale Element der
Gruppe {f«\{ol, } -

Wir fassen zusammen und erweiteren die zweistellige Operation =
auf ganz ‘@lx:

o
Def,41.12: Addition in fx : A+B:=A”CB

Multiplikation in @\ {0] : A.Bi=A Gyt V A,Ble R4+
Zusatz: A.0=0,A=0

Konstruktive Durchfiihrung:
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Wir konstruieren A+B bzw. A.3, indem wir zu einem beliebigen
Hilfspunkt Pé Ry AP 7 u den Punkt Pra bzw. PGz genil 1.5,

Folg.3 konstruieren und damit ATs Dbzw. A0 ermitteln. Nach

Wahl von P sind diese Konstruktionen zwingend und reine Inzidenz-
tabellen,Da vy bzw, 03 durch O+~=38B bzw.E= B vollstidndig bestimmt
ist,mul A+B bzw.A.B von der Wahl des Hilfspunkbtes P unabhingig sein.

Unser Ziel ist zu zeigen, daB {ﬁx, + o, ,} ein Korper ist.

Zwischenbemerkung:

Unter einem KOrper versteht man eine mindestens zweielementige
Menge X, in welcher zweil zwelstellige Operationen + und . erklirst
sind, wobei gilt:

(1) {K, +} ist eine kommutative Gruppe.

Bemerkung: In {K, +} existiert genau ein neutrales Element o
("Nullelement") mit o+a=a+o=a VYa e K,

(ID) {K \\&o},.} ist Gruppe.

Bemerkung: In {K‘\{o} N .} existiert genau ein neutrales
Element e ("Einselement”) mit e.a=a.e=a Va ¢ K,

(II1) Es gelten beide Distribubtivgesetze:
(a+b).c=a.c+b.c v a,b,c ]éK.
c.(a+b)=c.a+c.b
Bemerkung: Ays den beiden Distributivgesetzen folgt a.o=o0.a=0
wegen a.(b»o =8 ,0%0, 0=2,D050 DZW. b-b3,a=o.a=b,a— L8=0 , -
Ist in{II)speziell {K N{o}, -1 eine kommutative Gruppe,

so heifllt der Korper kommutativ,

Bemerkung: Wir verwenden i.f. die von BOURBAKI beniitzten Be-
zeichnungen: Im allgemeinen Fall sprechen wir von eirem "Edrper'-

1o

gelegentlich wird dieser auch "Schiefkorper” genannt - und

im Sonderfall von einem "kommutativen Xdrper”, der gelegentlich
auch "Korper" genannt wird.

Beispiele: Die reellen Zahlen, die komplexen Zahlen und die
rationalen Zahlen bilden mit der iliblichen Addition und
Multiplikation die kommutabtiven Kdrper B bzw. £ bzw. {.

Folgerungen:

1)‘ﬁx wird durch Definition 1.12 ein Kdrper mit dem Punkt O

als Nullelement und dem Punkt E als Einselement. Dieser Kbrper
ist genau dann kommutativ, wenn die Desarguesebene pappussch ist.

Bew.: (I) und (II) sind erfiillt, da + und , durch Struktur-
iilbertragungen aus PGL(U,u) bzw. PGL(O,u) gewonnen wurden; da=-
mit ist auch die zweite Aussage bewiesen. Es ist also nur noch
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(I1I) (Distributivgesetze) zu iiberpriifen.

1. Hilfsiberlegung: To0 g = 6y Ty o VB,0le Rx.

Bew.: GC‘ATB 0c ist als Produkt von perspektiven Kollineationen
sicher eine projektive Kollineation. G{"ta 6. 1ist sogar eine
perspektive Kollineation mit der Achse u und dem Zentrum U:

Ge, 0" € PGLO,u) = 6¢|Ru =t A 67| Ry =t ;TgePGL(U,u)=
= TBI'Q“: Ly :

(6718 0c NRu= (67" Rudo (Tl R (G | RL) =toroL =1,

also ist u Achse von GC"4T5 G¢ « Um U als Zentrum zu erkennen,
genligt es zu zeigen, daBl Jjeder Strahl y des Biischels L{}U als

Ganzes fest bleibt. Es gilt: (y GC*"’)TE': =y O‘g" , denn y G -4

ist Kollineationsstrahl fiir Ty == (y 65"’)T; 6r = . ye."t 4
=(yo N6 =y. Damit gilt: Y
Gt Ta6c € PGL(TU,u).

Um 2zu zeigen, dall 567 GC_4TBGC gilt, geniigt es gemifB Satz 1.4.
und Satz 1.5 wegen Ty o€ PGL(U,u) zu zeigen, daB beide Ab-
bildungen fiir einen einzigen Punkt (4 U, X u) dasselbe leisten.
Z.,B. fir O gilt:

"T G, = T,0 = = = -4 T
06c Tgc5 0T =805 B.C70Tg ¢ = 05'T360="Ty ¢ =
0 ist Zentrum  Def.1.12 ,
von ra‘c“ = TB%: O‘C B.C @

2, Hilfsiiberlegung: Sei a eine beliebige Gerade mit a € UoN\{xl.
Wir erkliren analog wie oben eine Abbildung o : 152,( \ {0}~ PGL(U,a),
welche jedem Punkt X e ’fix\{o} die Homologie
oy € PGL(U,2) mit Eogy °=X zuordnet. Dann gilt:
0, 6y= Oy oy Y X,Y|e RyN{0].

Bewein J4 Gy &y € PGL{x) ist sogar eine per=-

spektive Kollineation mit der Achse u und
dem Zentrum O:

VRef, gilt: Rx}'Iu, denn u ist Kollineations- I

strahl fiir ;' = (Ra,;")6y =Rax;", denn u ist Achse fiir 6, ==
(Ray )Gy xy=Ro oy =R VReRu , duhe (x'0y ay)|Ry=1t.
Vrelo gilt: I‘()L;"4 I 0, denn O bleibt als Punkt der Achse von
oyt fest = (raf oy = rafy”?, denn raf™t ist Kollineations-
strahl fir 6y = rol 0y ay=ra oy =r Yrely.

Um zu zeigen, daB Gy¢PGL(O,u) und «;%6y &, ¢ PGL(O,u) iiberein-
stimmen, geniigt es zu zeigen, daB sie flr einen einzigen Punkt
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(# 0, Z u) dasselbe leisten, z.B. fiir A I and # OQ:
-4
Aoy Gy Oy , a AGy Oy ; ATy
a ist Achse von (x;("‘ denn AGy lieght auf der Achse a von &x,
weil a Kollineationsstrahl von Gy ist.

&

3. Hilfsiiberlegung: A.B=Ba, VAe RxN\{0} A VpeRx.
Bew.1Fall 4: B=0: A.Oﬂ: 0a Ooaﬂi O

Zusatz in denn O liegt auf der Achse a von &,
Def.1.2
Fall 2: B % 0: A.B=AC} 3 Eo, 0y 3 EGpo, = BocA
Def.1.12| Def. von} 2. Hllva- Erklérung von By
Uberlegung }

4, Hilfsliberlemung: T, = KcTeg ¥ B efdy A v C e~ {o 1.
Bew,: occ"‘ Ty e € PGL(X) ist sogar eine perspektive Kollineation

mit der Achse u und dem Zentrum U:

YRefly gilt: Ra' T u, denn u ist Kollineationsstrahl fiir ag'=
(Ra) Ty = Rocgy denn u ist Achse fiir Ty=9 Roeg ' Ty teg= Roc;occx
R Y Refu = (it e )Ry =13

Vyeldy gilt: (yeZ™tiad = y0ia’ = 764 = 7, }:?a;"raa;PGL(U,u}
denn y ist flir «f' und T, und &, Kollineationsstrahl

Un die Ubereinstimmung mit T, ¢ PGL(U,u) zu zeigen, berechnen

wir
- » o
0oty ocifo»cgoc{::\mc “CB = 0Tc, = o TeXe = Tcp =
O liegt auf der|| Def. Def. . - T
Achse a von alt |} 1. ’125uberle» 1 1.121} ba e c c.a®
gung

Uberpriifung des ersten Distributivgesetzes (A+B).C=A.C+B.C 3
Fall 1 : C = O:

A .0 = H A.O B.0 = O 0 =20

(A+B) Y 0 + / + .

Zusatz in Zusatz Def,1.12 denn O ist neutrales
Def.1.12 Element fir +

Fall 2 : C % O:
(A+B).C= (A+B)Gr = ATyl F AG: Ty 3 2.0 1y, = A,C+B.C
Def.1.12 || Def.1.12 | 1.Hilfsliber-| Def.1.12 || Def.1.12
legung

Uberpriifung des zweiten Distributivgesetzes C.(4+B) = C.A+C.B:
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Fall 1: C = O:

0.(A+B) = 0y 0.A + 0.B = 040 =‘\O
Zusatz in Def.1.12 Zusatz in |} denn O ist neutrales
Def.1.12 f Element fir +

Fall 2: C % O:
C.(A+R) ; (A+B)ote = ATgx =\A<xc Tes 5 C-ATc.p =\C.A+C.B

3, Hilfs- | Def.1.12 || 4.Hilfs~ || 3.Hilfs~ '] Def.1.12
Uberlegung iberlegung || iberlegung

4

2) Bei der Konstruktion des Korpers K:={4., ,.} waren die Ele-
mente Xey und O,E,UlefR, (pw.verschieden) und 1 € ¢y \{x} willkiirlich.

Der konstruierte Korper ist bis auf Isomorphie von der Auswahl
der obigen Elemente unabhingig; er hingt nur von & ab und
heiBlt daher Kdrper der Desarguesebene (symbolisch: X, (K) ).

Bew.: Zu den Elementen x,...u konstruleren wir {’sz sty }
¢
bzw. zu X',...u' konstruieren wir { /sz‘ s Ty } .

Wir wihlen U 2|6'Qu beliebig mit U,‘,U U paarweise verschieden

2’
und U,; U’[ ’Qu' mit U,; é, U' pw. verschieden, In T ist
PGL(x) viereckstransitiv (vgl.Satz 1.8), also existiert mindestens

ein ® € PGL(5) mit:

O= =0', Ex=E', U =U;, U,® =U5. Damit gilt Uz =U | x & =x{yxf=ul
() Wir unterwerfen alle Punkte und Geraden, die zur Konstruktion
von A.B bzw. A+B verwendet wurden, der projektiven Kollineation
und erhalten (A.B)® bzw. (A4+B)= .

(A) In der "gestrichenen" Figur konstruieren wir zu den Punkten
Ax und Bx den Punkt Ax /Bx bzw. Ax + Bae und ziehen dazu als
Hilfspunkt P® heran.

() Weil (®,%*) ein Isomorphismus o —=x ist, stimmen die in (o)
erhaltenen Linien mit den in (A) verwendeten Linien iiberein ==
(A.B)® =A% !Bz bzw. (4+B)xe = Ax +Bae :’&lpxlst Isomorphismus

der Kdrper '{’{SZ,, ,.} R {@x«s* w'} °

é
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Wie wirkt sich dile Giltigkeit des Satzes von Fano auf den
Kérper K einer Desarguesebene aus ?

Zwischenbemerkune :

Sei K ein KSrper mit dem Nullelement o und dem Einselement e.
Gibt es eine natiirliche Zahl n, sodal gilt: gtet...+e=0,

. n-mal
s0 sagt man: K hat die Charakteristik n, wenn n die kleinste
natiirliche Zahl mit dieser Eigenschaft ist {symbolisch:Char E=n);
existiert kein solches n, s0 sagt man: X hat die Charakteristik
Null.

Jeder Oberkdrper des rationalen ZahlkOrpers § hat natilirlich die
Charakteristik Null, z.B. R und C.

K= {0,191} mit den zweistelligen Operationen + und-, die durch
die Tabellen .

s 1o 1
o]0 1 ¢ 0 0 definiert sind, ist ein KSrper
“ 1 o] 4 0] 1 der Charakteristik zwel.

B) Eine Desarguesebene ist genau dann fanosch, wenn der Kérper der
Desarguesebene eine Charakteristik ungleich zwei hat.

Bew.: (a) Char E = 2 =% E+E=0 =% E4E=ET,,denn Tg¢ 1st jene

1324 o Flation aus PGL(U,u), welche O+ E
' leistet, Wir haben E nun T, zu unter-
werfen (vgl. nebenstehende Inzidenz-
tabelle). Bei dieser Konstruktion
entsteht das Viereck 1,...%4, dessen
Diagonalpunkte O,PTTE, 13.24 sind.

0 1=£ E3F =2
E+E=QO =% 0,Prty, 13.24 sind kollinear =% es existiert ein
Viereck mit kollinearen Diagonalpunkten =» & ist nichtfanosch,

(b) Char K # 2 => E+E 3 0 =% O,PTEg 13.24 sind nicht kollinear =
es existiert ein Viereck mit nicht kollinearen Diagonalpunkten

4,40, Bem, b}
=Y

T De igt fanocsch. @

4) PAE ist eine klassgische projektive Ebene, deren Efrper
isomorph zum K8rper der reellen Zahlen ist.
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Bemerkung: Der Beweis ist erst mSglich, wenn die Struktur von
PAE durch zwel zusdtzliche Forderungen prédzisiert wird.

Bew.: (1) 1.Forderung: Die Anschauungsebene ist in einem An-
schauungsraum enthalten.

Un den Anschauungsraum so zu erweitern, daB er auch PAE enthdlt,
fihren wir folgende Sprechweisen ein: Zweil parallele verschie-
dene Geraden des Anschauungsraumes haben einen "Fernpunkt" ge-
meinsam; zwel parallele verschiedene Ebenen des Anschauungs-
raumes haben eine "Ferngerade" gemeinsanm.

Wir zeigen zundchst: In PAE gilt der Satz von Desargues:

In der Ebene & seien die beiden Z-perspektiven Dreiecke Pj und

Q. gegeben. Es existiert sicher eine (eigentliche) Gerade z durch
Z, die nicht in & liegt, und auf ihr existieren Punkte O,Z 30,
dafB Z,Z,O paarweise verschieden sind. Die beiden Geraden QJO

und P.Z (3j=1,2,%) liegen in einer Ebene und haben daher einen
eindeutig bestimmten Schnittpunkt Q. (eventuell ein Fernpunkt).
Die Punkte QS sind nicht kollinear, da ihre Bilder QJ bel
Projektion aug O auf x nicht kollinear sind. Durch geeignete
Wanhl von O auf z kann erreicht werden, dall Q* keine Fernpunkte sind.
Die Punkte Ef bestimmen dann eindeutig eine &erbindungsebene T

Die Geraden Qé in ¥ und P,P, in ¥ liegen in einer Ebene und
besitzen daher einen Schnittpunkt A5 mit A3Iarﬁ:=:a. Analog liegen

A,]:anQ}.PzP5 und A2:=Q_1Q5.P1P3 auf der Spur a von ¥ in & .



Wir projizieren aus 0O auf ¥ :

Pj e P‘ {(wegen P, in % 1

Q. J (Konstruktion von Q Y Qi I A A QﬂQBI AEAQ2Q LAy
A, = A, (wegen A, in o )

Da die Punkbe A, kollinear sind, gilt der Satz von Desargues.

Bemerkung: Wir zeigen in 3.3, dall dieses Konstruktionsprinzip fir
beliebige projektive Ebenen gilt, die in einem projektiven Raum
liegen. Eine solche projektive Ebene ist stets eine Desarguesebene.

(2) Da PAE Desarguesebene ist, kann man PAEX algebraisieren. Dabei
diirfen x,0,E,U, u nach Folg. 2 beliebig gewdhlt werden und es
stellt sich als Ergebnis stets derselbe Kdrper (bis auf Isomorphie)
ein., Wir widhlen 0.B.d.A. x als eigentliche Gerade, U als ibren
Fernpunkt und u als Ferngerade von PAE.

Wir konstruieren zu A,Bié’ﬁx die Punkte A+B und A.B {(vgl.
Konstruktion nach Def.1.12). Aus dem Elementarunterricht ist
bekannt: Jeder (eigentliche) Punkt X einer (eigentlichen) Punkte
reihe in PAE kann nach Auszeichnung eines Ursprungs O upd eines
Einheitspunktes E durch den orientierten Abstand x(gemessen in
der Einheit OE) beschrieben werden, Also gilt: ara—
x=TV(X,E,0) mit twi = %%‘ und ﬂign x=1 fiir *75 E X

X0 gleichsinnig EO, sign x=-1 fir XO gegensinnig EO und x=o{=Null)
fir O=X, Man bezeichnet: x=TV(X,E,0) als "Teilverhiltnis der Punkte
X,E,0"(mit B#0).Dadurch wird eine Abbildung p,réx~ﬂ-ﬂ durch

X +—=Xup =x erkldrt. Bei dieser gilt: BEr—= Eu=1, 0 = Ou =o(=Null),
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2.Forderung: 4 ist bijektiv (Stetigkeitsaxiom fiir die Anschau-
ungsebene ). . v

Wir zeigen, daB p dann sogar ein Isomorphismus{{éx,+,.} —= R iat.
Gelte A r=Au=ae R, B —= Ba = be R. Fiir + ist aus den Parallelo-
grammen, die bei der obigen Konstruktion des Punktes A+B ent- |
stehen zu erkennen: A+B—= (A+B)m =a+b=Apu .Bp .

Fir . folgt fiir A,B|+0 aus der Ahnlichkeit der Dreiecke E,A,P und
B,A.B,P5, dann a:1= (A.B)u : D=>(A.B)u =8.b=Au.Bu; welters gilt
QA.O)P.aOﬂ =0=8,0=A4.Op. und analog (O-Azﬁ =0p oAp

Damit ist der KOrper von PAE isomorph zu R.

(3) Da R kommutativ ist (a.b=b.a),ist nach Folgerung 2 die PAE
pappussch; da Char R # 2 gilt, folgt aus Folgerung 3, dall PAE

é

SATZ 1.12: Zu jeder Desarguesebene gehdrt ein (bis auf Isomorphie)
eindeutig bestimmter Kbrper, der genau filir Pappuse
ebenen kommutativ ist. Eine Desarguesebene ist genau dann fanosch,
wenn die Charakteristik ihres Kdrpers ungleich zwei ist. Die
projektiv abgeschlossene Anschauungsebene ist eine klassische
projektive Ebene, deren Kdrper isomorph zum reellen ZahlkOrper ist.

fanosch ist. Also ist PAE eine klassische projektive Ebene.

Bemerkung: SpAter werden wir zeigen, dal umgekehrt zu jedem
Korper eine Desarguesebene existiert. Damit kann man die ILiicke

aus 1.6 schlieBen: Die Frage nach nichtpappusschen Desarguesg-
ebenen lautet algebraisch formuliert: Gibt es nicht kommutative
Ksrper © Ja (vgl. Algebra). Damit gilt im allgemeinen: De = PP
(sonst miiBte jeder Korper kommutativ sein). Es gilt jedoch: Jeder
endliche Kdrper ist kommutativ (Satz von M.WEDDERBURN). Dieser
Satz pedeutet geometrisch wegen Satz 1.12: Jede endliche Desargues=
ebene ist pappussch. Wegen Satz 1.12 und der oben erwahnten
Umkehrung kénnen geometrische Sachverhalte in algebraische ume
formuliert werden und umgekehrt. Man nennt daher die in 1.12
durchgefiihrte Konstruktion "Algebraisierung einer Desarguesebene”,

§ 2. Kegelschnitte in Pappusebenen

2:1.Definition, FEicenschaften und die Sidtze von PASCAL und
ERIANCHON

DEF.2.1 a: Eine Punktmenge in einer PP-Ebene heift ein "Punkt-
kegelschnitt", wenn sie die Menge der Schnittpunkte

zugeordneter Geraden zweier verschiedener projektiver, nicht

perspektiver Geradenblischel ist. Eine Geradenmenge in einer

DU Fhawna haifld+ ain "lonsAdantroral anhnissl wann aia Aie Manca
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der Verbindungsgeraden zugeordneter Punkte zweier verschiedener
projektiver, nicht perspektiver Punktreihen ist.

Punktkegelschnitt: Geradenkegelschnit
kr={Xe | Xoxox mit k*:= {xel| x=X.Xa mit
xE@SAmﬁﬁs“ngA Xsp,Aq:ﬁ5~*ﬁﬁA
& nicht perspektive o nicht perspektive
Projektivitit A S + T} Projektivititas # t}
¢
Xt \ec
~ P $

Bemerkungen: (a) Man kann Punkte eines Punktkegelschnitts durch
Vervollstindigung der Projektivitit o mit einer Projektivitits-~
achse konstruleren (bzw. dual). J.STEINER verwendete zuerst
diese Kegelschnittdefinition im Sonderfall der PAE fir einen
Punktkegelschnitt. Wir bezeichnen daher obige Definition als
"Steinersche Kegelschnittdefinition".

(b) Jeder Punktkegelschnitt k geht durch die
"Grundpunkte™ S und T. Jeder Geradenkegelschnitt k* enthilt
die "Grundgeraden's und t.

Bew.: Is genligt hier und i.f. die Beweise z.B, fir Punktkegel-
schnitte zu fihren.

ST=:t; bx e+, o nicht perspektiv == fost (vgl.t.7,Bem.d) ==
== DT=t.te =3 Tek, Fir =" erhdlt man ebenso S ¢ k.

Folgerungen:
1) Durch jeden Grundpunkt S eines Punktkegelschnitts k

existiert genau eine Gerade s, die auBer S keinen Punkt von k
enthdlt; Jjede von s verschiedene Gerade durch S enthilt genau
einen von S verschiedenen Punkt von k. Jeder Punktkegelschnitt

ist gleichmichtig einer Punktreihe.

Bew.: (1) S8ind 8,T die Grundpunkte von k und wird k bestimmt
durch die Projektivitdt o : (fq —= (Jp, so liegt auf gs:=(T8)a""
kein von S verschiedener Punkt von k, weil s die Gerade s« genau
in 8 schneidet und x bijektiv ist. Flir Jede von s verschiedene
Gerade xe(lg gilt xo # TS=sx , so daB X=x.xx €k mit X ¢ S

1

gilt. Auf x kann kein ven S und X verschiedener Pupnkt von k



- 81 -

liegen, da x« und damit X eindeutig bestimmt sind.

{2) Die Punktmenge k ist nach (1) und Def.2.1 a bijektiv

zZu @S’ und dieses Geradenbiischel ist nach Satz 1.2 gleich-
machtig einer Punktreihe. v @

Bemerkungen: a) Drei verschiedene Punkte eines Punktkegel-
schnitts %k sind nie kollinear. Nach Folgerung 1 gehdren
nimlich drei verschiedene Punkte von k nie einer Geraden durch
einen Grundpunkt an; wiren dreil verschiedene Punkte von k
dagegen inzident mit einer Geraden durch keinen Grundpunkt,

so ware o g — Y+ wegen des FS eine Perspektivitidt im
Widerspruch zur Def.2.1 a.

b) Fir Geradenkegelschnitte gelten die zu
Folgerung 1 und Bemerkung (a) dualen Aussagen.
2) Jede (nicht notwendig projektive) Kollineation = bzw. =*
fihrt einen Punktkegelschnitt in einen Punktkegelschnitt bzw.
einen Geradenkegelschnitt in einen Geradenkegelschnitt iiber.

Bew.: Z.B. flr einen Geradenkegelschnitt k*:

ot ps — /Pt erzeuge k*={ xl x=X.Xx] . Es ist zu zeigen, daB
{xae'} ein Geradenkegelschnitt ist. X Y
Fiir die Abbildung B : R v~ Ry, die er= T Semkxieh®
kldrt wird durch X (esx*)r— (X, gilt: s ~—
6} =5 llﬂsa&*omoael'ﬁt. Da nach Voraussetzung (o, 2%) .
PP gilt, ist auch De richtig, und man darf S X xw™ ta®
Satz 1.8 anwenden: 4 X € PGL(#op) mit &l@s= o, S

Die Abbildung B:= e

®%® ist nach Satz 1.8 eine projektive
Kollineation und es gilt nach Definition von B: B8] 'fzs’ae*:ﬁ;

nach Satz 1.8 ist B als Beschrinkung einer projektiven
Kollineation eine Projektivitdt und A erzeugt {x«*}. Weiters ist B
nicht perspektiv, denn aus s.t=:T %+ Tea folgt T oe s+ T ase =(Ta)f3

mit Ta® =sx*.t®*, was nach 1.7, Bem.d die Nichtperspektivitét

von 3 erweist. @

%) Wir bizeichnen mit N die Ordnung einer projektiven Ebene
vele1.2)e

Die Punktkegelschnitte sind flir N=2 genau die Dreiecke, fiir N=3
genau die Vierecke und fur N=4 eindeutig bestimmt durch die
beiden Grundpunkte und drei weitere Punkte, wenn nie drei dieser
finf Punkte kollinear sind.



Bew.: (1) N=2: Wegen Folgerung 1 ist Jjeder Punktkegelschnitt

notwendig eine dreipunktige Menge,und diese Punkte sind nach

Bemerkung (é} nicht kollinear.

Umgekehrt kann jedes Dreieck S,1,X durch jene (nicht perspektive)

Projektivitiat « erzeugt werden, die SX r—TX und 5T =% =1’

leistet (b' ist der dritte Strahl in Cgrp neben TS und

TX);oc ist wegen N=2 dadurch eindeutig festgelegt.

(2) N=%: Wegen Folgerung 1 ist jeder Punktkegel-

schnitt k notwendig eine vierpunktige lenge, wobei nach Be-

merkung (a) nie drei der vier Punkte kollinear sind,

Umgekehrt kann jedes Viereck S,T,X,Y durch jene (nicht perspektive)

Projektivitadt « erzeugt werden, die durch SX—=TX, SY 7Y,

ST+=%' (%' ist 'der vierte Strahl in (; neben P

78,TX,TY) wegen N=3 eindeutig bestimmt ist. s

(3) N24: Geg.: S,1,%X,Y,%Z (nie drei kollinear). i

Durch SX+=TX, SY+—=TY, 8Z+—=17 ist eine Projektivivat w«:

qg ”"%T wegen FS eindeutig bestimmt,welche elnenPunktxegelschnitt

durch die flinf gegebenen Punkte erzeugt. Dabel ist o« X\C(

nicht perspektiv,da X,Y,Z2 nicht kollinear sind. i
S

4) Sei nun N5, Durch die Grundpunkte S=1, T=3 und 2,4,5|¢ @,
wobeil nie drei der finf Punkte kollinear sind, ist eindeutig ein
Punktkegelschnitt k bestimmt.Wann gehdrt ein weiterer Punkt 6 zum
Punktkegelschnitt k7 Wir bezeichnen: 12.45=:P, 23.56=:5, 34.61=:R,

y o/

Der Punkt 6 gehdrt genau dann zum Punktkegelschnitt, wenn P,Q,R

kollinear sind.

Bew.: (a) VS.: 6¢k. Beh.: P,Q,R kollinear.
45 =3 a, 56=: b, A:=a.16, B:=b.34,
S=1, T=3,

Der Punktkegelschnitt k ist durch die
Projektivitit o« : (g -—*Oj,l, be-
stimmt, Wir nennen die durch die
Kette /{la ® QJS % OJT = /Flb
erzeugte Projektivitat o, wobei
gilt: Ax'=6 (A SA % T6+—-g),
4o’ =B, Po'=Q, So'=5, Da der Schnittpunkt a.b=5 selbstentsprechend
ist und PP gilt, ist &' nach 1.9; Folg. 2 eine Perspektivitit;

es existiert daher ein Perspektivitdtszentrum Z mit:
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A,6,2 kollinear} 7 = AG.B4 =
4,B,% kollinear =16.34 =R } = P,Q,R kollinear.

P,Q,2 kollinear

(b) VS.: P,Q,R kollinear. Beh.: 6 € k.

Die durch (gsx 12&7\' UJRW pb = UI}T dargestellte Projektivitit &
leistet: .

(82)& = T2 ps & stimmt mit der Projektivitidt o« {iberein,
(84)X = T4 = die den Punktkegelschnitt k festlegt: k= K.
(85)% = T5

(S6)X = T6 =3 (86)x =T6 == 6 € k.h 0

5) Bisher waren die Grundpunkte S und T des Punktkegelschnitts k
ausgezeichnet. Es gilt: Je zweil Punkte eines Punktkegelschnitts
konnen als Grundpunkte benlitzt werden. Oder anders formuliert:
Alle Punkte eines Punktkegelschnitts werden aus zwel ver-
schiedenen seiner Punkte durch projektive, nicht perspektive
Geradenbiischel projiziert ("Steinereigenschaft").

Dual: Alle Geraden eines Geradenkegelschnitts schneiden aus

zwel verschiedenen seiner Geraden projektive, nicht perspektive
Punkt reihen.

Bew.: (a) Fir N=2,3 sind nach Folgerung 3% die Punktkegelschnitte
genau die Drei- bzw. Vierecke und wie aus dem dortigen Beweis
zu erkennen ist, kann jede Ecke als Grundpunkt herangezogen
werden.

(b) N24: Der Punktkegelschnitt k¥ tridgt also mindestens
fiinf verschiedene Punkte. Seien 1,3 seine Grundpunkte und 2,4,5
drei weitere seiner Punkte. Durch diese Punkte ist k eindeutig
festgelegt; wir schreiben: k(1,%;2,4,5). Da die erzeugende
Projektivitat « bijektiv ist, sind die Grundpunkte 1 und 3
gleichberechtigt: k(1,3;2,4,5) = k(3,1;2,4,5).
Analog gilt flir den Punktkegelschnitt X mit den Grundpunkten 3,5
und den weiteren Punkten 4,2,1: k(5,3;4,2,1) = k(3,5:4,2,1).
Es gilt: '
Xek & 12,45, 23.5%, 34.%1 kollinear,
X ek & 54,21, 43.1X, 32.X5 kollinear.
Diese Bedingungen sind identisch, also gilt: Xek &> Xek und
somit:
k(1,3;2,4,5) = k(5,3;4,2,1).
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Ersetzt man daher den ersten Grundpunkt durch einen beliebigen
Punkt des Punktkegelschnitts verschieden vom zweiten Grund-
punkt, so erhdlt man denselben Punktkegelschnitt, Da die Grund-
punkte gleichberechtigt sind, darf auch der zweite CGrundpunkt

4

Anwendungen: (a) Man kann in allen bisher bewiesenen Aussagen

frei gewdhlt werden.

statt der beiden Grundpunkte zweil beliebige verschiedene Punkte
eines Punktkegelschnitts einsetzen. 2.B. lautet Folgerung 3
Jetzt: Ein Punktkegelschnitt ist flir N24 eindeutig durch fiinf
seiner Punkte festgelegt, wenn nie drei der Punkte kollinear
liegen.

(b) Folgerung 4 lautet jetzt: Flir N25 gehdrt ein Sechseck genau
dann einem Punktkegelschnitt an, wenn die drei Schnittpunkie
der Gegenseitenpaare {(im Sinne der Numerierung) kollinear sind
(Satz von PASCAL), Die Trigergerade der Schunitipunkte der
Gegenseltenpaare heiBt "Pascalachse” (aP).

{c) Dual zu (b): Plir ¥25 gehdrt ein Sechsseit genzu dann einenm
Geradenkegelschnitt an, wenn die drei Verbvindungsgeraden der
Gegeneckenpaare {(im Sinne der Numerierung) kopunktal sind

(Satz von BRIANCHON). Der Tridgerpunkt der Verbindungsgeraden

der Gegeneckenpaare heifit "Brianchonpunkt" (PB).

DEF.2.1 b: Eine Gerade p durch den Punkt P eines Punktkegel-

1

schnitts k heilt Tangente von k in P, wenn sie auBer
P keinen Punkt wvon k enthilt. Ein Punkt P auf einer Geraden p
eines Geradenkegelschnitts k* heillt Berlhrungspunkt von k* auf p,

wenn durch P keine weitere Gerade von k* geht.

Beispiel:k={1,2,%} ist ein Punkitkegelschnitt des
Minimalmodells (W=2); die Gerade 15 ist die
einzige Tangente von k in 4, die Gerade 26
bzw. %7 ist die einzige Tangenbe von k in 2
bzw. 3. Man erkennt: Die drei Tangenten
eines Punktkegelschnitts im Minimalmodell
sind kopunktal.

§

Aus Folgerung 1 zusammen mit Folgerung 5 ergibt sich:

Durch jeden Punkt P eines Punktkegelschnitts gIlbt es genau
eine Tangente von k. Jede von der Tangente verschiedene Gerade
durch P trigt noch genau einen von P verschiedenen Punkt von kj
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eine solche Gerade heiBe "BSehne von k".

Dual: Auf jeder Geraden p eines Geradenkegelschnitts k* gibt

es genau einen Berihrungspunkt von k*. Durch jeden vom Berlihrungs-
punkt verschiedenen Punkt von p gibt es noch genau eine von p
verschiedene Gerade von k¥.

Bemerkungen: .

(a) Die Tangente eines Punktkegelschnitts Xk in Pe k ist nach

Folgerung 1 das Bild der Verbindungsgeraden SF(Se¢k,5 % P) in der
durch den Punktkegelschnitt festgelegten Projektivitat @5 “*'gp.

(b) Konstruktive Anwendung des Satzes von PASCAL bzw.
BRIANCHON (N 25). v .

Der Punktkepgelschnitt k ist durch die
fiinf Punkte 1...5, von denen nie drei
kollinear sind, eindeutig gegeben.

Man konstruiere den weiteren Punkt 6
von k, der auf einer Geraden g durch den
Punkt 5 liegt.

Die Pascalgerade ap flir das noch unbe=-
kannte Sechseck 1,...6 148% sich als
Verbindung der Punkte 12.45 und 23.56
konstruieren, denn 56 ist wegen der
Forderung 6 I g notwendig die gegebene Gerade g. Nun kann 34.61
mit Hilfe von 34.a ermittelt werden und daraus der Punkt 6.

Dual: Der Geradenkegelschnitt k* ist durch die finf Geraden 1*..
«+.5%, von denen nle drei kopunktal sind,
eindeutig gegeben. lMan konstruiere die
weitere Gerade 6% von k*, die durch einen
Punkt G auf der Geraden 5% geht.

Der Brianchonpunkt Pp fir das noch unbe-
kannte Sechsseit 1%,...6* 1808% sich als
Schnittpunkt der Geraden 1*2*.4%*5* und
2*3*.5*6* konstruieren, denn 5>%6* ist
wegen der Forderung 6* I G notwendig der
gegebene Punkt G. Nun kann 3*4*.6*1* aus
A*4* ,Pp ermittelt werden und daraus die
Gerade 6%.

{¢) Eine Punktreihe 44 hat mit einem Punktkegelschnitt zwel
Punkte, einen Punkt oder keinen Punkt gemeinsamé

Bew.: k werde o0.B.d.A. erzeugt durch die J
Projektivitat « : %ﬁ — Ut mit
S+ TA8,T| X 7A3,T| ¢ k. Die Fix- xe

punkte der durch Y/ ye X
Ror Js £ Oy ® Ry
dargestellten projektiven Selbstab-
bildung © von Mgsaind genau die Schnitt- v X% G x*
punkte von g mit k. Nun ist %L, da 8 X
« keine Porspektivitét ist;nach 1.9,Folg.7 besitzt A in einer
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PP-Evene zwel Pixpunkte oder einen Fixpunkt oder keinen
Fixpunkt.

L 4

Bemerkung: In einer nicht pappusschen Desarguesebene kann eine
Gerade mit einem Punktkegelschnitt (der dort ebenfalls gemidl
Def,2.1 a definiert werden kann) unendlich viele Punkte ge-
meinsam haben.

DEF.2.1° c: PFin Linienelement eines Punktkegelschnitts ist ein

Punkt P des Punktkegelschnitts zusammen mit seiner
Tangente p. Ein Linienelement eines Geradenkegelschnitts ist
eine Gerade p des Geradenkegelschnitts zusammen mit ihrem Be-
rihrungspunkt P.

&) 4dus jedem Linienelement (P,p) eines Punktkegelschmnitts k
wird bei Ausiiben einer Kollineation =e¢P[" L{pp) ein Linien~
element des Bildpunktkegelschnitts. Ebenso gilt die duale
Aussage,

Bew.: (®,%*) ist ein Isomorphismus von w,, und ke := {Xmep|X ek}
ist nach Folgerung 2 ein Punktkegelschnitt. Pek = Preekae .
PIp=> Px I px*. Die Gerade pee* ist keine Sehne von k=®

(ind.) pwe* ist Sehne wvon ko = JQ'e¢ k2 mit Q' I px" a

Q' # Py da ® bijektiv ist existiert Q'»7 7 =: Q eindeutig und

es gilt:

Qe ke == Qeck
Q' Tpe*=>qIp
QY # P = Q % P

= Widerspruch zur Voraussetzung,
dafl p Tangente in P an k.

Damit ist (Px, p®*) ein Linienelement von ke . g@

?) Ein Punktkegelschnitt k ist eindeutig festgelegt durch zwei
Linienelemente (P Py ) (i=1,2) und einen Punkt A, wobei P 2,
A nicht kolllnear slnd und auch die anderen Elemente zulassige
Lage" haben: P, z pys Py Z Py A z ]pq,pé.

Ebenso gilt die duale Aussage. Pa

A 7
Bew.: Die durch P 4A PoA,
P P " Doy Dy P P2 eindeutig 2, A

festgelegte ?rogektlv1tat o Up s
erzeugt einen Kegelschnitt k, der in die Angabe paBt {(vgl.Folg.5
Bem.a).
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Jeder weitere Kegelschnitt 1, der in die Angabe paBt, bestimmt
eine Projektivitdt B8 : (J, — g}'pl und 3 leistet P, A P4,

R 4

P»’PZH Pss P»‘H—‘ P’IPE = x =f = k=1.

Ein Punktkegelschnitt ist eindeutig festgelegt durch drei
Punkte 4,B,C und ein Linienelement (P,p), wobeil

nie drei der Punkte A,B,C,P kollinear sind und P

A,B,C| X p gilt. v 4
P

Bew.: Analog wie oben mit o« : (=0,

festgelegt durch PB = AB, : B

PC == AC, p = AP, ¢

8) (Néh) Der Satz wvon Pascal bleibt richtig, wenn man zwel in
der =zyklischen Reihenfolge aufeinanderfolgende Punkte des Sechs-
ecks zusammenfallen 188t und ihre Verbindungsgerade dabei er-
setzt durch die Tangente in diesem Punkt.

Bew.: (a) VS.: 4..5 sind fiinf pw.verschiedene Punkte eines
Punktkegelschnitts k wund s ist die Tangente in 1=6 an k.
Beh.: P:=12.45, Q:=23.56, R:=54.§1 sind kollinear.

s
45=: a8, 56=:b, A:=a.s, B:=b.34, S=1, T=3, Durch k wird eine .
Projektivitdt « : U — {; bestimmt. Die durch
Ra X s ® UJT T Ry
dargestellte Projektivitit o leistet Aw' =6
(Ar—=sa 280 15~ @), 4u'=B, Pa'=Q, Sx's5.
Da a.b=5 selbstentsprechend ist und PP 2
gilt, ist o' eine Perspektivitit mit

einem Zentrum Z, wobel gilt:

A,6,Z kollinear} 7= A6 Bl=
. =3 y

4,B,Z kollinear “5-54=R.}=¢

P,Q,Z kollinear

=% P,Q,R kollinear.

(b) VS.: Die Punkte 1...5 eines Punktkegelschnitts k und die
Gerade s durch 1 liegen so, daBl die wie oben definierten Punkte
P,QR kollinesar sind.

Beh.:3 ist die Tangente in 1 an k.
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Die dureh (s x Ha = (g % R, x ; dargestellte Projektivitit X
leistet:

(s2)ya =T2) s
(S4) e =T4 == o stimmt mit der den Punktkegelschnitt k er-
(85)% =05 zeugenden Projektivitdt o« iiberein.
— 5
so =T858 =% s =18 Fﬁ:L:“b s ist Tangente in S, 0

Bemerkung: Der obige Beweis bleibt giiltig, wenn z.B. 1=6 und
2=3 mit 1 ¥ 2 oder sogar 1=6 und 2=3 und 4=5 mit 1,2,4 paar-
weise verschieden gilt und die betreffenden Verbindungsgeraden
durch die jeweiligen Tangenten ersetzt werden.

Ronstruktive Anwendungen:

a) N*4: Man konstruiere vom Punktkegel-
schnitt k, der durch die Punkte 1,...5
eindeutig gegeben ist, die Tangente s
in 1. Die Pascalgerade @, zu 1=6,2,...5
ist die Verbindung von 12.45% und 23.56.
Die Tangente 8 ir 1 muBl a, in 34.a,
treffen.

Dual: Man konstruiere vom Geradenkegelschnitt k*,
der durch die Geraden 1*,...5* gegeben ist,
den Beridhrungspunkt 8 auf 1%, Der Brianchon-
punkt Py zu 1%=6%,2%,...5% ist der Schnitt-
punkt von 1*2*.4%5* und 2*3*.5%*6*, Der
Beriihrungspunkt S auf 1* mufB auf der

Geraden 5*47.Py liegen.

75T\
(b) Nx2: Man konsbruiere vom Punktkegelschnitt k, der durch

zwel Linienelemente {S,s) und (T,t) und einen Punkt P eindeutig
gegeben ist (Folg.7) die Tangente in P. Die Pascalgerade a, zu
w 1=2=8, 3=4=T, P=5(=6) ist die Verbindungs-
gerade von 12.4%=s5.45=1 und 34.61=t.51=1V.
Die Tangente p(=56) in P muB a, in 23.a,=C
treffen. Beli dieser Konstruktion entsteht
(nach den Voraussebtzungen iuber 3,s;7,t;P)
T=3=4 das Viereck I,11:=P,II1:=s5t,IV. Setzt man
(st.P).87:=D, so gilt nach Def.1.1Cc:
H{S,T;C,D) und da eine Desarguesebene vor-
liegt, nach 1.10,Folg.5 dann H{PS,PT;p,P.st’
Diese Aussage ermoglicht eine einfache
Tangentenkonstruktion (siehe Figur unten).
Speziell in einer pappusschen Fancebene (also einer mny ) folgt
daraus p # P.st (vgl.1.10,Folg.%,5,) oder in Worten: In T sind
Jje drel Tangenten eines Punktkegelschnitts
nicht kopunktal.

In einer nichtfanoschen PP~Ebene hingegen
gilt stets p = P.st oder in Worten: Die
Tangenten eines Punktkegelschnitts sind
kopunktal (Beispiel: Minimalmodell).

' JH(PS,PT;p,P.st)
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SATZ 2.1: Alle Punkte eines Punktkegelschnitts k werden aus zwei
verschiedenen seiner Punkte durch projektive, nichtb
perspektive Geradenbiischel projiziert. In jedem Punkt von k
existiert genau eine Tangente und jede andere Gerade durch
diesen Punkt ist eine Sehne. k ist durch zwei Linienelemente
und einen Punkt allgemeiner Lage eindeutig bestimmb, fiir N23
durch ein Linienelement und drei weitere Punkte allgemeiner
Lage, und flir N24& durch fiinf Punkte allgemeiner Lage. Flir N25
liegen sechs Punkte genau dann in einem Punktkegelschnitt,
wenn fir sie der Satz von PASCAL gilt. Eine Kollineation
von Tpp fihrt einen Punktkegelschnitt linienelementweise in
einen Punktkegelschnitt {ber. Die dualen Aussagen gelten fur
einen Geradenkegelschnitt, wobei der Satz von PASCAL durch den
Satz von BRIANCHON zu ersetzen ist.

2.2.Projektive Abbildunsen eines Pupktkegelschnitis auf einen
Punktkeselschnitt

DEF.2.2: Sind k= { X} und 1= {¥] zwei Punktkegelschnitte, so

heiBBt eine Abbildung &« :k —= 1 eine Projekbivitiat,
wenn fiir zwel beliebige Punkte Pek und Qe 1l die Abbildung
PX = X (Y X ¢ k) eine Projektivitdt (qp — () ist, wobel
fir P=X bzw. Q=Y die Verbindung PX bzw. QY zu ersetzen ist
durch die Tangente in P an kX bzw. in Q an 1. Auf duale Weise
wird eine Projektivitd8t « :k* —= 1* definiert.

Bemerkungen:(a) Die Projektivitdt k —1 wird auf eine Projektivitit
zwischen Geradenblischel zuriickgefiihrt. Diese Definition ist
unabhangig von der Wahl der Punkte Pe k und Q€ 1 und daher
sinnvoll; nach 2.1,Folg.5 werden ndmlich alle Punkte eines
Punktkegelschnitts aus irgend zwei seiner Punkte durch projektive
Geradenbilischel projiziert.

b) Fir die Abbildung Xek~=PX mit Pek schreiben
wir k(X)X %,EPX), wobel fiir P=X anstelle PX die Tangente in P
an k zu nehmen ist. Die Projektivitdt k —=1 ist denn nach Def.2.2
ein Produkt von Perspekbtivitéten.

Folgerungen:
1) Man kann Eigenschaften von projektiven Geradenbilischeln suf

Punktkegelschnitte ibertragen (und dual):
x 1k —1 ist bijektiv, denn %p bzw.()éQ ist nach 2.1,Folg.1 bijek-
tiv zu k baw. 1.
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otk —= 1 ist durch A=A, B = B' C +~=C' {mit 4,3,
A',B*.C'lek': paarweise verschieden) eindeutig £

3 % ¥ + ©
denn mit PP gilt IS,

2) Sei nun w:k — k eine projektive Selbstabbildung von k

(o #1 ), Hat x Fixpunkte ? Mir P=Q bestimmt &« eine Projektivitit
B @p ““‘qp, Pixpunkte von « {ihren zu Fixgeraden von O und
umgekehrt. Nach 1.9 kann B(# L ) zwei, eine oder keine Fix~
gerade in einer PP-Ebene besitzen =3

Eine Projektivitdat ccik —~k mit a#L ist hyperbolisch, parabolisch

oder elliptisch.

Vervollstindigung einer projektiven Selbstabbildung «{s 1 )

auf einem Punktkegelschnitt ¥ mit Hilfe einer Projektivitdts~

achse (andere Moglichkeit nach 1,9,Folg.7,Bem.b) fir ¥ a5:

L™ I8¢k mit S +3. Die durch

die Kette //
.

Gsw Ru() & x(xo) X s

dargestellte Projektivitat leistet

8,80 64,5 und ist folglich eine

Perspektivitat. Es existiert daher

eindeutipg eine Perspektivitits—

achse p ,aul der zugeordnete Strah-

len einander treffen. Be-

schriftet man laut Figur Punkte

von k mit 1,...6, so liegen 12.45

und 34.61 auf der zugehdrigen

Pascalachse, welche auf Grund

der Inzidenztabelle p, ist =

=22%,56 I py, d.h. X¥ax.Xo¥ I p,, wobei X,Y zwel beliebige
verschiedene Punkte von k sind. p, heiBt die

"Projektivitédtsachse von o'y auf ihr liegen die Schnittpunkte

der "kreuzwelsen" Verbindungen von in & zugeordneten Punkten.

Genau dann gilt F=Fx, wenn dieser Punkt auf py und k liegt.

Die Fixpunkte einer projektiven Selbstabbildung w(#i) eines
Punktkegelschnitts sind genau die Schnittpunkte der Projektivitits-
achse p  von « mit dem Punktkegelschnitt,
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Bemerkungen: (a) Alle zu den bisherigen Aussagen dualen Aus-
sagen Uber Geradenkepgelschnitte sind richtig. Eine projektive
Selbstabbildung « eines Geradenkegelschnitts k* auf sich kann
mit einem Projektivitdtszentrum Z, vervollstdndigt werden:
xyaoxay I 2, (x ¢ yA x,ylek*).

(b) Ist ein Punktkegelschnitt k gegeben (von jedenm
Punkt der Ebene ist also bekannt, ob er zu k gehdrt oder nicht),
so kann man die Fixelemente Jjeder projektiven Selbstabbildung
eines Grundgebildes oder eines Punkt- oder eines Geradenkegel-
schnitts konstruieren. Dieser gegebene Punktkegelschnitt heiBt
"Steinerkegelschnitt”,

Sei x: fy — f5 eine projektive Selbstabbildung. Wir projizieren
aus einem belilebigen Punkt Seék mit 8 Z g die Punkte XeRy und
Xoo ¢ 24 auf k. Jeder Strahl SX bzw. S5X« besitrt neben S noch
genau einen Restschnittpunkt X* bzw. X*' mit k (flir eine
Targente SX bzw. SXo ist der Restschnittpunkt S). Die Zu-
ordnung X*+—X*"' ist eine Projektivitit &:k—k, denn sie

wird aus S durch projektive Strahlbiischel projiziert. Die
Schnittpunkte ' der Projektivitiatsachse px mit k sind Fixe-
punkte von & und Si.r sind genau die Fixpunkte von o,

Zine projektive Selbstabbildung eines Geradenblischels, eines
Punkt-~ oder eines Geradenkegelschnitts kann stets auf eine
projektive Selbsbabbildung einer Punktreihe zuriickgefilhrt werden.

Speziell: PAE
Ein Kreis in PAE ist ein Punktkegelschnitt
im Sinn von Def.2.1 a. Hach dem Satz von
Thales kann ndmlich der Kreis erzeugt
werden als Menge der Ochnittopunkte xxwa
mit xlxw« (vpl.Figur); daher sind die
Geradenbiischel um die Durchmesserend-
punkte kongruent, also projektiv, wie

ir den Ubungen gezeict wurde. Der

Kreis ist daher das Lrzeugnis der
Projektivitit «. Damit ist in PAE ein
Kreis als Steinerkegelschnitt benlitz-

bar. Die nebenstehende Figur zeigt A%
die oben beschriebene Konstruktion

der Fixelemente der durch Ar—=A', .
B+=B', C+=C' eindeutip festge-

TR 0

Tepten Projektivitat o: Ry —= g AL
mit Hilfe eines Steinerkreises k
und der Projektivitdtsachse py .

3 - O Qe ey

A F=Ft ¢ & A' G=G' B ('

%) Die Einschrdnkung einer projektiven Kollineation = auf einen
Punktkegelschnitt k ist eine Projektivitit.
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Bew.: k® := iXaaéﬁjxé k} ist nach 2.1,Folgerung 2 ein Punki-
kemelschnitt., S ek bel., fest.Xek:
{OUH )™= DxXe =2 U ¢ geht unter ®=* in
Usp iber.#*Us ist nach 1.7 eine

rojektivitit, was zusammen mit Def.2.2
nach sich zieht:®|k ist eine Projektivi-

tat.
\ g

SN 0@ oS

4) Je zwel Punktkegelschnitte sind projektiv kollinear,

Wir beweisen die schirfere DBehauptung: Es gibt genau eine
projektive Kollineation a & PGL(Tep), welche einen Punktkegele
schnitt k so in einem Punktkegelschnitt 1 iberfihrt, daB ein
gegebenes Dreieck A, B,C aus k {lbergeht in ein gegebenes Drei-
eck A',B'",C' aus 1.

Bew.: ® mull wegen Satz 2.1 linienelementwelse k in 1 iUberfilhren;
die Tangenten a bzw. b in A bzw. B an k
gehen daher unter »* notwendig in die
Tangenten a' bzw. b’ in A® bzw. B’ an 1

iiber =

Di=a,b = D':=Dx =a'.b'.
A,B,C,D ist ein Viereck (da

8 o
!

u eirnen

eines Punktkepelschnitts gen
schnittpunkt trigt sind A,C,D bzw., B,C,D niemals kollinear);
ebenso ist A',B',C',D' ein Viereck. PGL{%.p) ist wegen PP
scharf viereckstransitiv (vgl.latz 1.9) =2 % % 2 PGL(w,, )
mit A—A",...D—D'. Fir diese projektive Kollineation ==

gilt k® =1: da ndmlich (A,a), (B,b), C Linienelemante bzw,

ein Punkt von k sind, so sind (A =A', ax*=a’'}{Bx =B', bx*=b'),
C= =C*' Linienelemente bzw. ein Punkt von k#® nach Satz 2.1

da nach 2.1 durch zwel Linienelemente und einen Punkt genau ein

Punktkegelschnitt bestimmt ist, folgt kz =1. {D

Bemerkungen: (a) Speziell in PAE gilt daher: Jeder Punktkegel-
schnitt ist projektiv kollinear zu einem Kreis.

gb% Dual ist eine projektive Kollineation a*
mit k*®*=1*% (k*,1* Geradenkegelschnitt) durch zugeordnete
Dreigeite aus k* bzw. 1* eindeutig festgelegt.
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5) Jede projektive Selbstabbildung «ik ——k eines Punktkegel-
schnitts k 188t sich eindeutig zu einer projektiven Xollineation
x verlingern.

Bew.: Im Beweis von Folg.? geht k %1 nicht ein. Q

Eine projektive Kollineation, die einen Punktkegelschnitt
2ls Ganzes festléfBt, heiBt eine "automorphe projektive
Eollineation von k". Die Beschrinkung einer automorphen
projektiven Kollineation von k auf k ist nach Folg.> eine
projektive Selbstabbildung von k. )

Die Menge aller automorphen projektiven Kollineationen eines
Punktkegelschnitts k bildet beziiglich des Hintereinanderaus-
fithrens eine Gruppe PGL(k), welche zu PGL(fs) isomorph ist.

Bew.: Sei IM die Menge aller projektiven Selbstabbildungen « des
Punktkegelschnitts k.Durch Projektion aus Sc¢k auf g mit SXg
kann man jedem el ein &ePGL(ﬁLg) zuordnen;diege Zuordnung ist
bijektiv und vertriglich mit dem Hintereinanderausfiihren ==
{M,°o] = PGL(Rs). Nach obigen Uberlegungen ist die durch

m.=&\ k erklérte Zuordnung «¢)M zu & ¢ PGL(k) bijektiv wund

wegen (Z°0 )|k =k efi|k gilt PGL(k) = {1M,o} und damit PGL(k) &
PGL(Rq). Q

Damit ist PGL(k) wegen Satz 1.9 scharf dreifach transitiv auf
der Punktmenge k.

€) I.f. ist & eine klassische projektive Ebene F(=> N23), Ist in
Def.2.2 speziell die projektive Abbildung xik —k involutorisch,
g0 liegt eine projektive Involution eineg Punktkegelschnitts

auf sich vor (vgl. auch 1.10, Folg.8). Es gilt:

(I) Eine projektive Involution o:k —= k 1#B% sich zu einer
automorphen harmonischen Homologie (Z, a) von k fortsetzen.

Bemerkung: Nach Folgerung 5 ist die Fortsetzung eindeutig.

(II) Z ¢ X% und die (unter Umstdnden existierenden) Fixpunkte
von o liegen auf Jenen Tangenten von k, die durch Z gehen.



- 9L -

(III) Punktepaare auf k sind genau dann in einer projektiven
Invelution auf k zugeordnet, wenn sie auf Geraden durch ein
Zentrum Z ¢ k liegen ("Involubionszentrum").

Bew.: Zu (I): Die projektive Involubtion o« : k — k ist nach
1.10, Folg.8,(IV)durch A~—A', B =~ B mit A = B A A'4B" A
A$B' A A'#B gindeubig festgelegt. Gilt zusBtzlich A%A° und
B+B' (was nur im Sonderfall «
hyperbolisgch und U=3 nicht zu
erreichen ist), so ist mit A'=:C,
A=Col:=C' die mach Folgerung

2 zu « gehdrende Projektivititg—
achse p, als Verbindung von
AB',A'B mit BC'.B'C festgelegt.
Zu jedem Punkt X ¢k kann mit o
Hilfe von p, der Bildpunkt %
o =:%" unter Beniltzung ’3 S
von 2:=XKA' . X'A I p, und
%:=XC0'.X'C I p, gefunden werden. Da
aullerdemn XB'.X'BIp, gillt, liegen die Dreiselte der Drelecke
XA'B' und X'AB somit p, —perspektiv, und daher sind X, X

und AA',BB'=:1Z (I p,) kollinear fiir alle X e¢k. Die harmonische
Homologie 67 (Z,py) fihrt ¥ in Xe liber, da H(X,Xs;7,p,) (und damit
H(7Z,p,;%,Xe) ) gilt, wie man aus dem Viereck 1:=A4,2,5, 4:=A"
erkennt. Wegen 61k =« ist ¢ die nach Folgerung 4 einzige
automorphe projektive Kollineation von k, zu der sich «
fortgetzen 1HBt.

Ist dagegen o hyperbolisch und N=3, so sind von den suf k
vorhandenen vier Pupkbten genau zwel verschiedene Punkte
Fixpunkte, z.B. A=A7 A B=B':; die beiden restlichen Punkte

X,Y auf k miissen dann in « vertauschbar zugeordnet sein:

Zoe =¥ A T =¥, Auf XY liegen genau vier verschiedene Punktie,
ndmlich X,¥, XY.AB, Z und durch 7 miissen dsher die

Tangenten an k in A und in B gehen. Setzt man AB=p,, s0

gilt filr die harmonische Homologle & (Z,p.) dann A=AG ,

B=By und ¥Y=X6 , da H{X,Y; Z,p. J gilt; der zu X,Y,2 vierte
harmonische Punkt ist von X,Y,Z verschieden und muB daher

der einzige verbleibende Punkt XY.AB auf XX sein.

Bemerkung: Die Achss a der harmonischen Homologile ¢ mi% @
olk=pn 18t also die Projektivititsachse der projekviven Invo-
lution oce
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Zu (IT): Zék: (ind.) Zek, Da Z T AA' = Z=Av Z=A', demn k

hat mit einer Geraden hochstens zwei Punkte gemeinsam.

Analog: 2 I BB'=Z=B v Z=B'. Damit kOnnen nur die Fille

A=BvA=B'v A'=B v A'=B' eintreten, welche alle den Voraus-

setzungen widersprechen.

Die (u.U. existierenden) Fixpunkte von x liegen auf den

Tangenten von k durch Z: Ist Xek eln Punkt, dessen Tangente :

durch Z geht, so ist ¥=Xwx , well auf dem Kollineationsstrahl

ZX nur der Punkt X aus k liegt. Umgekehrt ist fiir X=Xw der Kolli=-

neatlonsstrahl 2X Tangente an k in X, da sonst der zweite Schnitt-

punkt von ZX mit k ebenfalls Fixpunkt wire und P #2X gllte. q>
V4

Bemerkung: Wenn es Fixpunkte gibt, so sind diese — 2 ’/p %
nach Folgerung 2 die Schnittpunkte von p. mit k / i
und Z ist nach obigem der Schnittpunkt dexr 4% '
Tangenten in den Schnitbtpunkten von p, mit k. a Sk

Zu (III): Z¢k. Wir definieren eine Abbildung f#:k — %k durch:Ilst
Zek und X7 Sehne von k, so soll X8 ¢ X Jener Punkt von k

sein, der auf X7 liegt; ist XZ Tangente von k, so soll

B =X gelten,

Die durch A+-—A'=Al und B~—B'=BA
bestimmte projektive Involution «
leigtet fiir alle Punkte von k
dasselbe wie H = «x= 0 .

Bemerkungen: (a) Mir eine projektive Involution « auf einem
Punktkegelschnitt k ist somit kennzeichnend, daB Ur- und
Bildpunkt auf einer Geraden durch das Involutlonszentrum 7, ¢ k
liegen.

(b) Dual existiert fir eine projektive
Involution «:k*-—~k* eines Geradenkegelschnitts Xy fof
eine Involutionsachse z, . Auf z, treffen < [% &
einander in « zugeordnete Geraden, und
die Fixgeraden von « haben Beriihrungs-
punkte, die auf z, liegen. Ze

SBATZ 2,2: Sind X, X« und Y,Yx zwei Paare zugeordneber Punkte

einer Projektivitit « auf einem Punktkegelschnitt k,
go liegen die Punkte X¥x.Xw« Y auf der Projektivitétsachse p, ,
welche genau Jjene Punkbe von k enth#lt, die Fixpunkte von o«
sind, Jede projektive Selbstabbildung eines Punktkegelschnitts
188t sich eindeutig zu einer automorphen projektiven Kollineation
von k fortsetzen, und die Gruppe der automorphen projektiven Kol-
lineationen von k ist isomorph zur projektiven Gruppe
einer Punktreihe. Speziell in einer klassischen projektiven
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Ebene sind die projektiven Involutionen won k genau die
Beschrinkungen der automorphen harmonischen Homologien von k
auf k. Duales gilt fir Geradenkegelschnitte.

Bemerkung: In x, kann (vgl.1.10,Folg.8, II)

eine projektive Involution «:k —k i

hyperbolisch oder elliptisch sein. Die ki

Fixpunkte von o« sind genau die Schnitte- e

punkte von p« mit k, und die Tangenbten o “,

an k in den Fixpunkten pgehen durch das s Zo

Involutionszenbtrum Zy » Demnach *®

kbnnen fiir Punkte Z,¢ fA\k zwel Tt

Fdlle eintreten:

Durch Z gehen genau zweil Tangenten von k oder durch Z geht

keine Tangente von k.

Der Punktkegelschnitt k gidbt alsc Anlafl zu einer Klassen-

einteilung von R 3

1, Klasse: X ek {"Punkt von k"),

2. Klagse: X 4k und es gibt zwel verschiedsne Tangenten von k
durch X ("AuBenpunkt von k'),

3, Klasses X4k und es gibt keine Tangente von k durch X ("Innsne
punkt von k). .

AuBenpunkte existieren stets. Ob dis lMenge der Innenpunkbte eines

Punktkegelpchnitts leer lst,hingt vom Edrper der CGeometrie ab,

wie wir spiter sehen werden.

In einer nichtfanoschen Pappusebene ist oblge Einteilung sinn-

log, denn dort sind alle Tangenten eines Punktkegelschnitts

kopunktal {vgl. 2.1,Folg.8).

2.3, Kepelgchnitte und Polarsysteme in klassischen projekblven
Ebenen

Wir setzen im folgenden eine klassische projektive Ebene I 4
VOraus.

Nach 2.2 kann man zu Jedem Punkt Pefl, der nicht einem Punkb-
kegelschnitt k angehdrt, eine projektive Involution o auf k

erkliren,und diese bestimmt gensu eine sutomorphs harmonische
Homologie o, von k mit P als Zentrum; durch P ist die Achse p
der Homologie 0, eindeutig fesigelegt.

Bew.: Fir P ¢k ist zu unterscheiden:

(a) P ist ein AuBenpunkt: Durch P gehen dann
genau zwel Tangenten von k und die Verbindungs-
gerade p Jjener beiden Punkte von k, deren
Tangenten durch P gehsn, ist zls Projektivitdtsachse von o die
eindeutig festgelegte Achse von 0, mit 0, |k= .
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(b) P ist Innenpunkt von k: JA,B| %, €k, A,B,P nicht
kollinear. Die Geraden AP und BP sind keine
Tangenten von k und tragen daher nach 2.4
noch genau einen weiteren Punkt A' 3 B

bzw. B'# A von k mit A' # BY, denn o ist
eine Bijektion. Die projektive

Involubtion & leistet: Af=:C+ Ca=:C' = A,
Durch die beiden Punkbte AB'.A'B und BC!.B'C ist die
Projektivititsachse p von « und damit die Achse von G

mit Gp | k= . eindeutig festgelegt. &

Clz 4 o

Bemerkung: Gewisse Punkte von p haben die Eigengchafb:
B(X,X5;P,p) mit Xek. Sprechweise:
"Punkte von p liegen zum Zentrum P
bezliglich k harmonisch".

Die eindeutige Existenz der Achse p
bel gegebernem Zentrum P ¢ RNk legt
die Definition einer Abbildung nahe:

DEF.2.%: Die Abbildung AR} erklért durch
(1) P¢ ks PA, ist die Achse der asutomorphen
harmonischen Homologie von k mit Zentrum P,
(2) Pek: Px, ist die Tangente in P an k
heifBlt Polarsystem des Punktkegelschnitts k.

Folgerungen:
1), ist eine projektive Polaritit (vgl.Def.1.11 ¢l

Bew.: (1) A, ist eine globale Abbildung: Fiir Pe Rk wurde dies
oben gezeiglb; zu Jedem Punkt Pek gibbt es nach 2.1 genau
eine Tangente an k.

(2) Es ist mit PA,=:p und Qi =:g zu zeigen:
PIg=3QIpV P,QeR.Wir unterscheiden:
Fall 1: P,Q e AP I q. Nach Def.2.3 ist p bzw. g die
Tengente in P bzw. Q an k. Aus P I gAPek folgt P=Q, da auf
jeder Tangente eines Punktkegelschnitts genau ein Kegel-
schnittpunkt liegt. Mit P=Q gilt p=q und P I q=3Q I p.
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Fall 2: Pek A QikaP I g. Dann ist p Tangente
in P und g ist keine Tangenbe; q trégt daher
neben P noch genau einen Kegelschnittpunkt
Sek {8 % P). @ ist der Schnittpunkt von p
mit der Tangente s in S=2Q I p.

Fall 33 QekaFPékaP I g. Dann ist g Tangen-
te in @ und p igt keine Tangente von k.
Durch Pék gibt es neben ¢ noch genau eine welberse Tangezxt;e -

s von k,die zum Punkt 5 gehdrt. p verbindet
die Punkbe @ und 8, in welchen g und g Tan-
genten dés Punktkegelschnitts k sind = QIp.
Fall 4: P4 kAQék. Weder p noch g sind
dann Tangenten von k. Wir unterscheiden die Unterfille:

(a) P ist AuBenpuvkt. Durch P gibt es genau zwel
Tangenten s,t von k,die zu den Punkten 5,T]é¢ k gehtren und es
gilt p=ST. Zu Q gehdrt die harmonische
Homologie ¢, mit k §, =k. Nach Voraussetzung
gilt P I =2 P6,=P, Nach Satz 2.1 188t 04
den Punktkegelschritt k linienelementweise
fest, also gilt: (86,,86,*) mub ein
Linienelement von k sein. P I s AP =P =
P I s6f . Daner sind nur folgende zwei Fille miglich:

(i) 80,*=8 =986, =5=38 I qv S = Q (vgl.Batz 1.4).
8=Q widerspricht Q¢ k und 8 I g isb auch unmdglich, denn
aus 8 I gaP I g folgt g=s wegen S4P: Widerspruch, denn g

ist keine Tangente von k.
{(ii) s6p*=t =280, =T =»Q T ST=p, denn zuge@:cdxzei:e Punkse
liegen mit dem Zentrum @ kollinear.
{b) Q ist AuBenpunkt. Durch Q gehen
die Tangenten s und v in den Punkten
8,71e¢k mit ST=gq. Die zu P gehlrende

harmonische Homologie 6p mit k 6=k
lelstet wegen P Iq notwendig 56,=T,
da S und T nicht beide Fixpunkte von &, sein kinnen,
und damit 8 @p *=t nach Satz 2.1. Da zugeordnete Geraden
einander auf der Achse p von 0§, treffen, gilt: LA
st=Q I p. .
{c) P und Q sind Inneppunkte. Mit Aek
ist AP bzw. AQ Sehne von k,und es gibbt neben™
A noch genawu einen Punkt B bzw. C aus k
guf AP bzw. AQ mit BiA bzw. C4A; mon kann & 50
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wihlen, daB B % C gilt. Dann gilt: AG,=Ba AG;=C. Die Gerade

BQ ist Sehne von k, denn Q ist Innenpunkt von k und dsher
existiert neben B noch genau ein weiterer Punkt D aus k

auf BQmit 4,8,C,D paarweise verséhieden und B6y=D. Aus der
Voraussetzung P I q folgt PG =P. Weiters ist (4B)0*=A0, .BGq=CD.
Da zugeordnete Geraden einander auf der Achse g von Og

treffen, folgt aus AB.q=P damit CD I P=(C6p=D. Wegen (AC)a =
=A6, C6p=BD =% AC,BD=QIp.

(3) Ay ist eine projektive Polaritit (vgl.Def.1.11 b)s Wir
zelgen Ak[’pg igt eine Projektivitét, wobel g o0.B.d.A. eine
Sehne von k ist. Da die Polaritdt A, bijektiv ist
(vgl.Satz 1.11), existiert gensu ein Gef g,
mit GA, =g, und zwar ist G der Schnitt-
punkt der Tangenbten an k in den gemeln-
samen Punkbten S,T von k und g. Da X,
als Polaritit eine Korrelation ist
(vgl.1.11}, gilt:

PIg=PrIGaG. P
GLg=P 4 G=Pr % g= 3*1’,}:=g.P,\k s
Nach der Bemerkung zu Beginn von 2.3 gilt:

H(S,T32,P,) ¥V Pep\ {8, T} S P—P, ist eine projektive
Involution ¢ mit den Fixpunkten S,T, Damit ist die durch

Ry(P) & Rg(By) ® Jo(PX) dargestellte Abbildung A,] 12

eine Projektivitit. @

2) Nach 1.11 ist die Beschrinkung der projektiven Polaritiét A,
auf jede Purktreihe projektiv, /
Wir wenden dles speziell auf die Tangente s
o Teman

¢ P A PxA.
Naoh 2.2 ﬁllt. }r* k(X) 7 2 (Py),
A (BAJT k(X)
d.h. die Punkte X eines Punktkegele~
schnitts sind projektiv bezogen auf die
Reihe der Schnittpunkte der Tangenten
x in X mit einer festen Tangente.

In jeder 7y bilden die Tangenten eines Punktkegelschnitts k
einen Geradenkegelschnitt k*.

Dual: In Jeder Ay bilden die Berithrungspunkte eines Geraden-
kegelgchnitts k* einen Punktkegelschnitt k.

Bezeichnung: kv k* nennen wir i.f. einen‘Kegelschuitt!
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Bew.: Seien S,T| %, ¢k und s,t die Tangenten
in S,T an k. Dann gilt:

k(X)) xR (Py)
KCO) @i{Q};)}:ﬁ@S(PX) L S

Die Schnitbtpunkte PX bzw. QX der Tangenbe x
in X an k mit s bzw. t sind also projektiv
zugeordnet, Da fiir Py=S speziell S« Il s a “G,
Sl t algso B=s.t # 8 gilt, ist « nicht
perspektiv. Damit ist die Tangentenmenge

von k Teilmenge des durch o bestimmten Geradenkegelschnitts k*.
Ungekehrt ist jede Gerade von k¥, welche nach Definition 2.1 a
in o« zugeordnete Punkte in fsund {2, verbindet, eine Tangente
von k, da die Projektivitit QS{PX)K k (X} eine Bijektion ist.
Zum Beweis der dualen Aussage muB alles dualisiert und ingbse
sondere Az 0 —=f dual zu Def.2.3 definiert werden. &

Bemerkungen: {(a) Ist k ein Punktkegelschnitt und k* der von
den Tangenten an k gebildete Geradenkegelschnitt, so ist dis
Menge der Berihrungspunkbte von k* der gegebene Punktkegel-
gehnitt k. Durch jeden Punk®t einer solchen Tangente, der nicht
in k liegt, geht némlich eine zweite Tangente an k, die
ebenfalls k* angehdrt, so dall alle diese Purkte nicht als
Beriihrungspunkte der Tangenten in Frage kommen., Der Begriff
Kegelschnitt kvk* ist alsc selbstdual.,

In nichtfanoschen PP-Ebenen dagegen ist die Tangentenmenge

eines Punktkegelschnitts kein Geradenkegelschnitt, sondern ein
Geradenbiischel (vgl.2.1), und dual ist die Menge der Berihrungs-
punkte eines Geradenkegelschnitis eine Punkireihe.

(b) In jeder m, gibt es im Sinne von PGL{m,) genan
einen Kegelschnitt kuk® nach 2.2,Folg.> sind ndmlich je zwel
Punkt-bzw. Geradenkegelschnitte projektiv kollinear. Speziell in
PAE ist daher Jeder Kegelschnitt projektiv kollinear zu einsnm
Krels,

%) Auf jeder Geraden g, die keine Tangente eines Kegelschnitis k
ist, bilden die im Polarsysbem A, konjuglerten Punkte eine
projektive Involution ("Involution konjugierter Punkte auf g").

Dual: Durch jeden Punkt G, der kein Beriihrungspunkt eines Kegel-
schnltts k* ist,bilden die in A, . konjugierien Geraden eline

projektive Involution {“Involution konjugierter Geraden
durch G"),

Bew.: g ¢ k* == %G mit GA=g+ G I g,
denn A, ist bijekbtiv und {G,g) bestimmen
eine (harmonische) Homologie, Da A, eine
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projektive Polaritit ist, gilt: QE(X) Al o(x) mit xi=X 2.

Da der zu X konjugierte Punkt X,¥ der Schnittpunkt X X, .g ist,
gilt weiter: G(x) xR (X,l).

Wir haben somit: p (= '}Q (X J. Diese Projektivitht o ist
eine Involutiont

X 4, denn X~X gilt genau dann, wemn X I XA ,also Xek gilt;
g trigt hochstens zwel Punkte von k, also 1st i.a. X#X,: nach
1.10,Folg.8,1 geniigt es zu zelgen, dal « ein Punktepaar X % XX,
vertauschbar zuordnet. X,IzzYe @g’ YA =17, anyg. Da A nach
Satz 1.11 eine selbsbadjungierte Korrelation ist, gilt:

A A= L= AXsALY also gilt gh¥ =gA[" =G baw. xX\i=xA'=X
und somite

¥ Ig =2 Yis=y I gAk=C

Y Ix = Yas=y I xA%=X

=% y=GX {(nach Voraussetzung sind G und X verschieden)== XExr-sX

Bemerkungs Die in Folg. 1,(3%) bewiesens Aussage fiir eine
Sehne von k gilt alsco fir jede beliebige Nichttangente von k.

4} Jede Zy ist isomorph zu Igt.

Bew.: In m, existiert ein Kegelschnitt k und sein Polarsysten
A, ist eine Polaritit, also nach Satz 1.11 (2.Teil) eine

Korrelation. m, gestattet also eine Korrelation und ist daher
nach Satz 1.11 (1.Teil) zu n isomorph.

5) Sei in n,, der Punktkegelschnitt k und sein

Polarsystem A, gegeben. Mit ®»ePlL(m,) ist
=tk nach 2.1,Folg.2 ein Punktkegelschnitt

in m,, zu dem ein Polarsysten A, gehdrt.

Es gilt: ¥ A, %" =3, oder L x¥=® Ay .

Kurz: Polare Lage geht bel Kollimneationen in

polare Lage iiber.

Bew.: Wir unterscheident
(a) Xeks X} ist die Tangente an k und nach Sabz 2.1 fihrt (s,e*)
den Punktkegelschnitt k linlenelementwelse in k' {iber.

(b} X¢k AX Aulenpunkt: XX, ist die Beriihrsehne der beiden
Tangenten aus X an k und diese Zuordnung daher nach Satz 2.1
invariant gegen (®Ry2*).



{(e¢) X4k A X Innenpunkt: Wir legen XA, wie in der Einleltung
von 2.% als Projektivit8tsachse einer Involuticn
o k=% fest, die X als Involubicnszenbrum

begitzt (vel. die nebenstehende Inzidenztabelle).
Da dabei nur Inzidenzen beniltzt werden, ist
die Invarianz gegen Kellineatiomen trivial,

k;

Bemerkungs Nach Beweisschritt (b} gils, daB = AuBenpunkte von
k in AuBenpunkte von k' Uberfihrt.

SATZ 2,3: Jede klassische projekbtive Ebene ist zu ihrer dualen

Ibene isomorph, und die Tangenten (Berihrungspunkte)
Jedes Punktkegelschnitts (Geradenkegelschnitts) bilden einen
Geradenkegelschnitt (Punktkegelschnitt). Das Polargystem eines
Kegelschnitts ist eine projektive Polaritédt und gegen Kollineatio-
nen lavariant mit dem Kegelschnitt verbunden. Auf jeder Nicht=
tangente (durch jeden Wichtberiihrungspunkt) existiert eine
projektive Imvolubion konjugierter Punkte (konjugierter Geraden),
deren Fixelemente dem Kegelschnitt angehfiren.

2.4, Staudtsche Kegelgchnitte

In 2.3 wurde gezeigt, daB jedes Polarsystem eine projektive
Polaritat ist. Wir wollen jene projektiven Polarititen kenpe~
zeichnen, welche Polarsysteme von Kegelschnitben smind.

In Ergénzung zu 1.717 zelgen wir zuniichst:

Eine projektive Korrelabion {: Tu, — 7 ist eindeutig fest-
gelegt durch sein Viereck von Urpunkiten und ein Vierselt von
Bildgeraden,

Bew.: {(a)} Existenz: Ist A ein Viereck und &y ein Vierseit, so
ist eine projektive Korreldtlon 4 mit A mai(inO,,,.B} gesuchi.
In &y existiert ein Punktkegelschnitt k und damit dessen
Polarsystem A,, das nach 2.3 und 1.1 eine selbstadjungierte
Korrelation ist = a, A *= °K“ ist ein Viereck. Nach Satz

1.9 gilt: J* e ¢ PGL(IN) mlt A mA (i=0...3), Die zusammenge»
gsetzte Abbildung &(Rf} =3d lelstet Ay d =A; Be(h”) =A. {A »y

=a; (1=0,...3) und J3 R a7 37 ¢/ 1st eﬁne projeﬁtlve
Korrelation, denn es gilbs® und (hf}w sind bijektiv, also auch 4



w 10% =
. . A
kollineare Punkte 2> kollineare Pumkte kopunktale Geraden,
demit ist 6 eine Korrelation. ®|Rg ist éine ProjektivitBt und
(A7) “[Rge-ist eine Projektivitdt, also ist =(A)"|Rq
projektiv und deher d eine projekbive Korrelation.

Bemerkung: AutR — 0 , Af:0] —R . Da A, eine selbstadjungierte
RKorrelabion ist, gilt A Af=v =y Af= A=) =2, und
somit d =2,

(b) Eindeutigkeit: Seien {,,6, projektive Korrelationen mit

Aio"j =ay (i=0...3; §=1,2) = A;=a 67" (1=0,...3). 4o dy"

ist eine projekf:glve Kollineation, denn es gilt: da 8y

p L g B @4 sind vigektiv, also auch didy™ j
xollineare Punkte -~ kopunktale Geraden —* kollineare Punkbe;
& und §, sind projektiv, alsc auch d,d,"".

Wir haben also eine projektive Kollineation d.dy ' e PGL(7,)
mit A, & 7! aaid“{*uAi (i=0...3). Da PGL(r,) scharf viervecks-
trensitiv ist (vgl.1.9) folgt daraus &,8, ' =1 = I =d,.

DER.2.,4: Ein Punkt X heillt selbstkonjugiert beziiglich einer

Polaritdt A , wenn gilt: X I XA. Eine Gerade x heiBt
selbstkonjugiert beziiglich A, wenn gilt: x I xA*. Eine
Polaritit heilt hyperbolisch, wenn sie (mindestens) einen
selbstkonjugierten Punkt besitzt, und sonst elliptisch. Die
Menge aller selbstkonjugierten Punkte einer projektiven
hyperbolischen Polaritédt in 7, heifBlt ein STAUDTscher Kegel-
schnitt.

Bemerkungen: (&) Bezliglich Jeder hyperbolischen Polaritét
existiert eine selbstkonjugierte Gerade, denn die Polare eines
selbstkonjugierten Punktes ist eine selbstkonjugierte Gerade.

Def 2.4

Bew.: A hyperbolische Polaritit == = = Xef mit XA=:x I X.
Nach Satz 4.11 ist A selbstadjungierte Korrelation, also
2 ¥= A7, und somit gilt: x I X = xA*=x\" =X, slso x I x A%,

(b) Auf jeder selbstkonjugierten Geraden bezliglich
giner Polaritit A existiert genau ein selbstkonjuglerter Punkt.
Durch jeden selbstkonjugierten Punkt existiert genau eine
saelbstkonjugierte Gerade.
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Bew.: x ¢ sgelbstkonjugiert:x I xA*=:X. Wach (a) ist X ein
selbstkonjugierter Punkt auf x und er ist der einzige:
(ind. ) Y e R (X} mit ¥ I YA =17, Xa¥ K mice
Da A eine Korrelation ist, gilt: Y I x ==y I X } = JmAl=xs
Widerspruch, denn A ist injektiv. 9

{¢) Da auf jeder selbstkonjugierten Geraden De-
zliglich einer Polarit8t nach (b) genau ein selbstkonjugierter
“Punkt existiert, sind sicher nicht alle Punkte von ¥ selbst-
konjugiert und somit ist insbesondere ein Staudischer Kegel-
schnitt (A hyperbolisch) eine echte Teilmenge von R.

Folperungzens

1) Jeder Punktkegelschnitt k (im Sinne von Def,2.1 a, alsc ein
"Steinerkegelschnitt") in X, ist ein Staudtscher Kegelschnits,

Bew.: Zu k gehdrt das Polarsystem A,, das nach 2.3 einse
projektive Polaritdt ist. Sel s die lMenge aller szelbsgt-
konjugierten Punkte bezliglich A,

Xek = XA, ist Tangente an k und geht durch X=X ¢g, d.h. k¢ 38
(gomit ist s nicht leer, A, hyperbolisch und s der durch A be-
stimmbe Staudtsche Kegelschnitt);

K¢k = X0 Z X (denn (X,XA,) sind nach 2.3 Zentrum und Achse
einer hermonischen Homologie) = X ¢ s, 4.h. sck. &lso gilt

k=g, 0

Unser Ziel isb zu zeilgen, dafBl auch umgekehrt jeder Staudische
Kegelschnitt ein Steinerscher Kegelschuitt ist. Dazu bee-
notigen wir zunBchst einige Eigenschaften, welche projektive
Polarititen mit Polarsystemen gemeinsam haben,

2) Fir eine projektive Polaritit A in &y, gilt: Auf jeder nicht
gelbstkonjugierten Geraden bilden die konjugierten Punkte

eine projektive Involution. Dual: Um jeden nicht selbst-
konjugierten Punkt bilden die konjugierten Geraden eine
projekbive Involution.

Bew.: g nicht selbstkonjugiert =2 gi  =:G 1 g.
Da A eine Korrelation ist, gilt fiir Xefly:
XTI g=y XA =3x1G,

ZaG= x4g=2 E*Xq:nxg. Pir die Punkt-
reihe @8(.&1) der zu X konjugierten Punkte gilt:

Ry (1) ?i‘? Q‘jé(x) LX)
(A ist nech Vs.projektiv) (nach Konstruktion)
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Die Zuordnung X+~X, ist die Projektivitit g (X) K'p3<xﬁ)'
X&u:Y, IA =y, y.g:-.’:{,I und es gilb:

YIx=y3IX
YIg=3yIG
vertauschbares Paar (X,Xﬁ) mit X + Xﬂ, so folgt nach 1.10,Folg.8,I,
daB o eine projektive Involution ist.

Es ist also poch zu zeigen, dafi «x*t gilt.
(ind.) a=t = YXef)y gilt: XA =x=XG, d.h.
alle Punkte von fig sind selbstkonjugiert.
Durch den selbstkonjugierten Punkt X geht
nach Bemerkung (b) genau eine selbst-
konjugierte Gerade, ndmlich x, daher
existiert eine nicht selbstkonjugierte Gerade helf,™\ { x,g& .
Nach dem ersten Beweisteil bestimmt A auf der nicht selbst-
konjugierten Geraden h Paare konjugierter Punkte, die in

einer Projektivitat B zugeordnet sind,und B ist entweder

eine projektive Involution oder die Identitdt. In beiden
Fillen existiert neben dem selbstkonjugierten Punkt X ¢ Ry
noch ein weiterer selbstkonjugierter Punkt He 42\ {X]

(nach 1.10, Polg.8, II gibt es in 7, keine parabolischen
projektiven Involubionen)., HeQ,=> H + G = J*GH (+ g) =
J¥GH.g=Y. Aus der indirekten Beweisvoraussetzung o« =i folgtt:
Y=Y, und YA =:y=6Y =¥ I y. Nun ist y Aty Nt wY =y I yAt =y
ist selbstkonjuglert und trigt zweil verschiedene selbst-
konjugierte Punkte, némlich Y und H: Widerspruch zu Bem.(bJ.

¢

Bemerkung:Zusammen nit 1.10,Folg.8,I1 gilt: Trigt eine nicht
selbstkonjugierte Gerade einen selbstkonjugilerten Punkt,

so trigt sie noch genau einen weiteren (vom ersten ver-
schiedenen) selbstkonjugierten Punkt.

}X’&% yeX6 = ¥ =X YXeR . Bxistiert sin

3) Ein Dreieck 4, B;C in einer projektiven Ebene & heiBt "Poldrei=
eck Dbeziglich einer Polaritdt A", wenn jede Seite die Polare
der Gegenecke ist, d.h. AX =BC (=:8), BA =AC (=:b), CA =AB (=:c).

Bemerkung: Da A eine selbstadjungierte Korrelation ist, gilt
auch: aA *=4, DPA*=B, cA*=C,

Jede projektive Polaritdt A in x,besitzt Poldreiecke.
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Bew.: (a)A ist elliptisch = Y XefR gilt X 1 XA .

AeQ = AX =:a I A, Auf Y, existiert ein Punkt B({+A) und es
gilt: BA=:b Z By B I a=b I A(A ist eine Korrelation). AsB ==
azb: F*C:=ab.,

A,B,0 ist ein Poldreieck in A :

CIa=0CAI A} S5 O\ =AB.

CIb=CAILB

{b) " ist hyperbolisch== JPef mit P I PA =:p; p ist also
selbatkonjugiert. Nach Bem., (b) ist P der einzige selbst-
konjugierte Purkt auf p.Fir Xeﬁp\{}i gilt daher X 7 XA =1x%.
EIpaP # X=2x I Pap ¢ x.

Auf der nicht selbstkonjugierten Geraden x bee
stinmt A eine projektive Involutbtion konjugierter
Punkte, welche P als Fixpunkt hat; diese
Involubion hat noch genau einen zwelten
Fixpunkt. Also existiert ein Punkt Aefd,
der nicht selbstkonjugiert ist: A I AX =:a,
AT xaAd +#P=alXara % p.
AIx=dA % X=a 4 x== J* Yi=ax.
AX,Y ist Poldreieck beziiglich A 3

YIamYAIA}:) TX =AX,

YIx=YAILX

Bemerkung: In einer @ mit N> 3 (= W25, da nach 1.10 die
Ordnung einer o, stets ungerade ist) kann men sogar ein Pol-
dreieck konstruieren, das "allgemein" zulP,p) liegt, d.h. P
liegt auf keiner Seite wund p geht durch xeine Icke des
Poldreiecks. Wir gehen dazu wie oben vor, nehmen aber anstelle
von Y einen Punkt Be M UX, Y}, der nicht selbstkonjugiert
ist; da a nicht selbstkonjugiert ist, gibt es nach Folg.Z
auf a hBchstens zwei selbstkonjugierte Punkte und wegen N=235
ist die Existenz eines solchen Punkites B gesichert.
BIlaarB*A=>b IAab + a=> 4% Ci=ab,
é,]%,c iStC%t}ldXeieCk bezliglich A ¢

a == I
S I8 S0at 8= onsiB.
Wegen B # ¥ gilt: B Z x = b £ X = C$X; slso geht p durch
keine Ecke von A,B,C.

4) Ein Dreieck 4,B,C heiBt "Poldreieck beziiglich einer
Korrelation ¢ ¥, wenn gmilt:
Ad = BC{=:a)Aa ad?® 24, Bd=CA(=:b)Abd*=8, Cd» AB(=:ic)n cd*=C,

Bine projektive Korrelation d in nxl,‘bezﬁglich der ein Poldreisck
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A,B,C existiert, ist notwendig eine (projektive) Polaritit.

Bew.: (I)d bestizmt auf jeder Seite des Poldrei-
ecks eine projektive Involubtion konjugierter
Punkte.

XTa=>Xd=txTad*A=x+a=> J* X,,::xa."‘
Die Zuordnung XX, ist eine Projekbivitit o :
Ra(O % §u(Xd=x) x Ra(Xy).

« leistet: Bx =C ~Cwx =B (wegen: B I ¢=*Bd=b I ¢d *=C =¢B,]=C);
B # C ist also in « vertauschbar zugeordnet; daher ist « nach
1.10,F0lg.8,1 eine projektive Involution.

(IT) X e Rq, XS =:1x; X =X,.

X, Ta = %4 ITad*=A }:
X, Ix=Xd IX (da die Zuordnung X *+- X, vertauschbar ist)
X,‘J =:x,1=AX.

x=AX, = xd*=Ad X S =ax, =X, Setzen wir x=Xd ein, so cntsteht:
Xdd*=X YV XeRa, d.he (dd*) | Ra =t .
Analog findet men: (d6*)|Rp =t A (dF¥) ¢
(III) X e PN Rav fRpv R

4 bestimmt nach (I) auf . bzw. R, baw.

e die projektiven Involutionen « bzw. B
bzw. ¢ konjugierter Punkte.

XA.a=:X"', XB.b=:X",

Nach (II) gilt: X'd =AXj A Xid =AX,... Xi B TN e
Wegen X=X!d .X,']’ff = Xd =X,{ cfd".Xl{dd" = X,".Xl\' =! X. X{

X J‘:X,{d” .X,‘\'cf =AZ.BX=X. Setzen wir x=Xd ein, so entsteht:
Xdd*=X V ¢ A\favRevRec.

(II) A (III) = Xd6*=X YXeR = SS*=

Pel AMC s igt selbstadjungiert; nach Satz 1.11 ist & eine

Polaritat. .

5) Eine projektive Polaritdt in 7, ist eindeutig festgelegt
durch ein Poldreieck und einmal Pol-Polare, wenn Pol-Polare
allgenein zum Poldreieck liegen.

Bew.: Sei A,B,C das gegebene Poldreieck mit den Seiten a,b,c
und P,p das Paar Pol-Polare; laut Angabe ist {4,B,C,P} ein
Viereck und {a,b,c,p} ein Vierseit. Nach der Aussage zu
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Beginn von 2.4 existiert genau‘eine projektive Korrelation 4
mit Ad =a, Bd =b, Cd =¢, Pd =p und nach Folg.4 ist J eine
Polaritst, denn d enthdlt ein Poldreieck A,B,C. <>

6) Jeder Staudtsche Kegelschnitt in o, ist ein Punktkegelschnitt.

Bew.: (a) N>3: Nach Definition 2.4 wird ein Staudtscher Kegel-
schnitt durch eine projektive hyperbolische Polaritdt A festge-
legt. A ist hyperbolisch =2JPefR mit PA=:p I P. Nach Folg.3,
Bem. existiert fiir N> 3 ein Poldreieck A,B,C bzgl. A, das zu
(P,p) allgemeine Lage hat. \‘A
Wir legen einen Punktkegelschnitt k
durch die folgenden vier Forderungen
fest:
(1) Pek.
(2) p ist die Tangente von k in P.
(3) Die harmonische Homologie ¢, (A,a)
leistet:s »
PG,=:P, wobei gilt H(A,1;P,P) mit
1i=a.AP (P+P); pGy=:p mit p=P.ap(=:5.2) (p=p).

b

Wir verlangen: P ek und $ ist Tangente von k in PB.

(#) Die harmonische Homologie GL(B,b) leistet: N
P6,=:P, wobei gilt H(B,3;P,P) mit 3:=b.BP (P +P);
wn?vmiammn:ﬁek.
Nach Satz 2.1 ist dadurch k eindeutig festgelegt, falls gezeligt
ist, daB der Punkt P und die beiden Linienelemente (p,p);(®,p)
allgemeine Lage haben.

P P P nicht kollineap: _ - = —
(ind.) ? P P kollinear = P I PPa A I PPA B I PP=PP =¢A,B,P|I PP =
A,B,P kolllnear, Widerspruch zur Voraussetzung.

P Z B: wegen P#P und p X AA pxa.

PZp: (ind.) PIpaP IP=Psp.p I a =P I a:Widerspruch.
Analog: P L p
P Z $: (ind. P I g Setze wir Q:=A2.PP, so gilt:

H(PPA1)==> H(PPQ H(P 1 B,Q).

Progektlon aus 2 guf BP ﬂvgl 1.10

Zugsammen mit H(P,P;B,3) und De folgt: Q=3 =» 2=C-a p IC:
Widerspruch.

Der somit eindeutig existierende Kegelschnitt k besitzt ein

Polarsysten A, , welches folgendes leistet:

Ax =a (P,P ist eine Sehne von k durch A; nach 2.3 ist AXx,
zu A bezliglich k harmonisch, also gilt AX, I 4; 2 ist
der Pol von PP: 2\ =FPP; A I PP=2), = AN I 2, Also gilt
AX, =12=a).
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Bls=b (B I Ah,=a—= BA,I A; P,P ist Sehne von k durch A und da 3
zZu P,? beziiglich B harmonisch liegt, gilt BA, I 3. Also
gilt B, =A3=Db).

CAa=c (C I aanC Ib=>Cr=AB=c).

Px,=p (nach Def.2.3).

A4,B,C ist also ein Poldreieck von A.. Die gegebene projektive Pola-

ritat A und das Polarsystem A, haben das Poldreieck 4,B,C und das

Paar Pol-Polare P,p gemeinsam; nach Folgerung 5 folgt:

A =i, = die Menpe der selbstkonjugierten Punkte von 2

(d.1i. der Staudtsche Kegelschnitt) ist identisch mit der Menge

der selbstkonjugierten Punkte von A, , dies ist aber nach

Folgerung 1 der Punktkegelschnitt k.

(v) N=3: Ist A eine hyperbolische projektive Polaritdt mit

dem selbstkonjugierten Punkt P (Ph=:p I P), so gehen durch P

noch genau drei weitere verschiedene Geraden x,y,z| # p, die

nach Bemerkung (b) nicht selbstkonjugiert sind. Jede dieser

Geraden trdgt den selbstkonjugierten Punkt P und daher nach

Folgerung 2 noch genau einen weiteren: Q I x, R I y, 5 I z.

Die drei verschiedenen Punkte Q,R,S sind nicht kollinear, da

auf einer Geraden nach Bemerkung (b) und Folg. 2 niemals dredi

verschiedene selbstkonjugierte Punkte liegen. Der Staudtsche

Kegelschnitt zu A ist also flir =% ein Viereck, und dieses is?t

nach 2.1, Folg.2 ein Punktkegelschnitt. 0

SATZ 2.4: In einer klassischen projektiven Ebene sind die

Punktkegelschnitte genau die Staudtschen Kegelschnitte
und die projektiven Polaritdten sind gensu jene projektiven
Xorrelationen, die ein Poldreieck besitzen. Durch ein Viereck
und das Bildvierseit ist eine projektive Korrelation ein-
deutis festpelepgt. Insbesondere wird durch ein Poldreieck und
einmal Pol und Polare in allgemeiner Lage zum Poldreieck genau
eine projektive Polaritit bestimmt.

Bemerkung: In x,ist die Existenz von projektiven hyperbolischen
Polarititen gesichert, denn sie sind identisch mit den Polar-
systemen von Xegelschnitten und in agexistieren Kegelschnitte.
Wir werden spdter einsehen, daB die Existenz von projektiven
elliptischen Polaritdten vom Kdrper der mx,abhingt, z.B.
existieren in der PAE projektive elliptische Polaritdten. Eine
notwendige Bedingung fiir elliptische Polarititen kann schon
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etzt eingeschen werden: Auf jeder Seite eines Poldreiecks
%solche existicren nach Folp.l4 sicher) bestimmt cine
elliptische Polaritidt elliptische projektive Involutionen
konjugierter Punkbte. Die Fixpunkte der Involutionen konju~
glerter Punkte sind ndmlich selbstkonjugiert. Umgekehrt ist
diese Bedingung nicht hinreichend, wie man in eilrer projektiven
Ebene der Ordnung drel erkennt,wo ein Kegelschnitt k ein Vier-
eck ist und das Diagonaldreieck dieses Vierecks ein Poldrei-
eck von k darstellt mit elliptischen projekitiven Involutionen
konjugierter Punkte auf allen drei Seiten.

Anwendungen:

Da die Zuordnung Kegelschnitt k= Polarsystem A, und hyper-
bolische projektive Polaritit »= Kegelschnitt eindeutip ist,
kOnnen auch Ilemente des Polarsystems zur konstruktiven Fegt=
legung eines Kepelschnitts verwendet werden. Die Kenntnis von
Pol P und Polare p mit PIp verdoppelt die anderen
Angabeelemente bei Anwendung der harmonischen Homologie 6,(P,p)
(Fiir P I p ist(P,p) ein Linienelement von k und es kann Satz 2.1
angewendet werden; wir setzen i.f. daher PIp voraus):

(a) Durch Pol-Polare P,p und drei Punkte A,B,C (dual: drei
Tangenten) "allgemeiner Lage' ist ein Kegelschnitt eindeutig
bestimmt.

Bew.: Existiert ein Kegelschnitt k, der in die Angabe palt,
50 gilt k0p =k. A,Ble k ==

A®s, BG,|ek; A6, ist der durch H(P,p; A4,A6p) eindeutig festge-
legte Punkt; analog: B6, . "Allgemeine Lage” soll heifBlen: Von

den Punkbten A,A6,, B,BG,, C sind nie drei P
kollinear =% k ist durch diese finf Punkte /

eindeutig bestimmbt. Der so festgelegte A8
Kegelschnitt k hat P,p als Pol-Polare, denn
im k eingeschreibenen Viereck A,B,AG, ,BG,
ist P eine Diagonalecke und p die gegeniber-
liegende Seite des Disgonaldreiecks. Im Sonderfall A I p ist AP
die Tangente in A an k.

| t 4

Ebenso wird in den Ubungen gezeigt:

(b) Durch zweimal Pol~Polare und einen Punkt (bzw. eine Tangente)
"allgemeiner Lage" ist ein Kegelsgchnitt eindeutig festgelegt.

(¢) Durch dreimal Pol-Polare ist i.a. ein Kegelschnitt iiber-
bestinmt.
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(d) Durch ein Poldreieck und gwei Punkte (bzw. zwei Tangenten)
fallpemeiner Lage" ist ein Kegelschnitt .eindeutig festpelegt.

(e) Durch ein Poldreieck P; und einmal Pol R
X und Polare x allgemeiner Lage ist genau
eine projektive Polarit8t A bestimmt
(vgl.Satz 2.4). Ist auf mindestens einer
Poldreieckseite,z.B.POPq,
Invelution x, konjugierter Punkte hyperbolisch, so ist A
hyperbolisch (die Fixpunkte von «, sind néml%ch selbstkonjugiert)
und es existiert genau ein Lisungskegelschnitt mit 2.= A .

die projektive R,

Unter dieser Zusatzvoraussetzung kénnen wir den Staudtschen
Kegelschnitt k festlegen. Die projektive Involution o, konju-
gierter Punkte auf P0P1=:p2 (p2 ist wegen p, s P, nicht
selbstkonjugiert) ist durch Pow---‘P1 A G~*~-G1 eindeutig fest-
gelegt, wobel gesetzt wurde: G:= Xpy A Gq:= XPz.pg.

Die Fixpunkte A,B von o.. 8ind selbstkonjuglert, also Punkte von
X, AA:AP2=:a bav. BA.=BP2=:b sind die Tangenten in A,B an k.
Der dem Punkt A in der harmonischen Homologie 6y (X,x) zugeord-
nete Punkt AGy gehSrt auch zu k. Durch die beiden Linienelemente
(A,8) und (B,b) und AGy ist k nach Satz 2.1 eindeutig festgelegt.

2.5 Kepelschnittblischel, Kepelschnitbscharen und Desarguesgscher

Involutionssatz in klagsischen projektiven Ebenen

e =% J Viereck: Durch die Ecken eines Vierecks gehen i.a.
nehrere Kegelschnitte.

DEF.2.5 a: Die Menge aller Eegelschnitte in or,,  durch die

Punkte ("Grundpunkte") Geraden ("Grundgeraden™)
eines Vierecks heiBt ein Blischel eines Vierseits heiBt eine
1. Art Schar 4. Art

von Kegelschnitten.

Bemerkung: Nach Satz 2.1 ist ein Kegelschnitt durch ein Linien-
element und drei Punkte allgemeiner Lage eindeutig festgelegt.
Im Blischel liegen also ebensoviele Kegelschnitte wie es

Geraden durch einen Grundpunkt gibt, die nicht durch einen der
anderen drei Grundpunkte gehen, also in einer endlichen
projektiven Ebene N+4~3=N-2 Kegelschnitte. Speziell fir N=3
enthélt ein Blischel 1.Art einen Kegelschnitt.
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Folgerungen:

1a) "Desarguesscher Involutionssatz fiir Biischel 1.Art": Auf

jeder Geraden g, die keinen Grundpunkt enthdlt, schneiden jene
Kegelschnitte eines Biischels 1.Art, filir welche g eine Sehne ist,
Punktepaare einer projektiven Involution aus, der auch die Schnits
punkte von g mit den Gegenseltenpaaren des Grundvierecks angehd-
ren. Es gibt hichstens zwel Kegelschnitte des Biischels, welche g
bertihren; die Berihrungspunkte sind genau Jene Fixpunkte dieser
projektiven Involutlion, die nicht Disgonalecken des Grundvier-
ecks sind.

Bew,: Die Grundpunkte 1,...4 bilden
ein Viereck, dessen Diagonalpunkte
nach dem Satz von Fano nicht
kollinear liegen; die Gerade g

geht also hochstens durch ~_ _ ?
zweli Diagonalpunkte. Man L E
darf daher o.B.d.A. voraus= ; ) ¢

setzen R+#R' mit Ri:=g.12 A R':=
=g 3,

Wir bezeichnen weiters:
Pi=g,13A Pl=g.24; Q:i=g.23 A
Q':i=g.14. Dann gilt:
P£Q A P'+Q", denn g geht

durch keinen Grundpunkt.

(1) Sei k ein Kegelschnitt des durch 1,...4 festgelegten Biischels,
der g als Sehne hat, und seien X,X’|+ seine Schnittpunkte mit g,
dann gilt X #|P,@ A X'#|P',Q', da nie drei Punkte eines
Fegelschnitts kollinear sind. Wir definieren eine Projektivitdt
@3~*~Qw die nach 1.9 durch PP, Qr+Q°', X—X' eindeutig
festgelegt wird. Um zu zeigen, daB « eine projektive Inveolution
ist, geniligt es nachzuweigen, daB X'sx =X gilt. Gem#B Definition
von o gilt:

g(P,Q,X,X') " g(P',Q",X',X'x ) (*), wobei X'« noch unbekannt
ist. Die durch die Kette '

8(P,Q,X,X )% k(1,2,X,X") 71{‘ g(Q",P',X,X")

dargestellte Projektivitit fq — {5 heiBe A . Wir definieren eine
projektive Involution y: PR, durch P'r Q' X =X' {wegen

P #X' A Q'#X ist y dadurch nach 1.10,Folg.8, IV eindeutig festge~
legt). Die Projektivitét By leistet:
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P»—@-.Q‘ .. Pt

QP A Q FS _
R S
Cxnh X e X

= X'y =X=3X'e =X =% x ist eine projektive Involution.

x ist also bereits durch P——P'Aa Q—Q' eindeutig festgelegt

und hingt daher nicht vom heéerausgegriffenen Kegelschnitt des
Blischels ab, der g als Sehne besitzt; das Schnittpunktepaar X,X!
ist also immer in « zugeordnet.

(2) Es ist R =R' zu zeigen.

Nach den Voraussetzungen sind P,Q,R baw.PLQYR' pw.verschieden.Laut
FS 3* Projektivitit & : Rq— Ry mit PX =P', Q®=Q', RX =R',

Wir wollen zeigen, daB ® eine projektive Involution ist. Die

durch die Kette

z(?,Q,R,R") % Ra(1,2,R,3R"12) * z(Q',P',R,R') dargestellte
Projektivitdt heiBe f . Wir definieren eine projektive Involu=~
tion y:fe— {2 durch:P'==Q' ,R+=R' (existiert eindeutig wegen
P'$R'A Q'#R, vgl.1.10,Folg.8). Die Projektivitdt Ry leistet:
R‘f—ﬂ»R‘ He R wso,r.¢ Bpist eine projektive Involution,
R AR deR' N ™ da RR' gilt.

orker JLIS pax

Lt Qr

ist eine projektive Involution.

Die beiden projektiven Involutionen « (aus Beweisschritt (1) )
und % leisten: P——=P'a Q —~Q'%Y « = X. Nach Definition leistet &
R&x =R' = Rx =R', :

R#R' =2 « #L (gilt stets, auch wenn kein Eegelschnitt des
Blischels existiert, fiir welchen g Sehne ist).
(3) Sei k ein Kegelschnitt des Biischels,

der g in X berihrt =2

=¥ *|P,Q,R,P',Q',R' (denn nie drei
Punkte eines Kegelschnitts sind /4~
kollinear).

Es ist X« =X zu zcigen.
(Ind.) XeXx (=:Y)
X+|P,Q,R =4 Y«|P',Q',R".

2 £ W
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Da o eine projektive Involution ist, gilt Y« =X«’=X, Wir
definieren eine projektive Involution ¥ :Rs—=4, durch: P'~—Q%a
T—Y« =X und betrachten die Kette: B

0y (31,32,3%,31) ® g(P,Q,%,Y) ¥ g(P',Q',1,0) K g(Q,P',X, 1) %
(fjg(uﬂ,az,ax,w).

Die 8cheitel 3,4 der dadurch dargestellten Projektivitit u:l, U,
liegen auf k,weiters gchneiden einander die ersien dreil

der angeschriebenen Geraden in Punkten von k, n#mlich in 4,2
und X =2 4 erzeugt genau k, denn durch 1,...4,X ist k ein-
deubig bestimmt = die Geraden 3Y und 4Y schneiden einander

in einem Purkt von k = Yek, Damit gilt Y,X|ek nfqa Xa¥=> g
ist Sehne von k im Widerspruch zur Voraussetzung; also gilt
X=X ot ,

Wegen a#L berilhiren hfchstens zwei Kegelschnitte des Blischels

die Gerade g, denn eine projektive Involution in 7, hat nach

1.10 hochstens zwel Fixelemente,

Ist umgekehrt X ein Pixpunkt von x, der keine Diagonalecke des
Grundvierecks ist, so liegen von den finf Punkten 1,2,3,4,%

nie drei kollinear und bestimmen genau einen Kegelschnitt k, der
dem Biischel angeh®rt und Xe1lg enthdlt. Wdre g Sehue von k, 80
miBte Xo der zweite Schunitipunkt von g wmit k sein; wegen X=Xo
ist g keine Sehne. Da g den Punkt X von k enthdlt, ist g Tan~-
gente von k in X. Enthdlt dagegen g eine Diagonalecke des Grund-
vierecks, z.,B. 13.24=P=Px=P’', so 1st P Fixpunkt von o« und kein
Biischelkegelschnitt berlihrt g in P, da die drei Punkte 1,3,P
kollinear sind. @

Bemerkung: Der zum Desarguesschen Involutionssatz duale Satz in
g ist ebenfalls richtig: Um Jjeden Punkt G, der auf keiner Grund-
geraden liegt, bestimmen die Tangenten an jene Kegelschnitte
einer Schar 1.Art, fir welche G ein Aullenpunkt ist, Geraden-
paare einer projektiven Involution, der auch die
Verbindungsgeraden von G mit den Gegeneckenpsaaren

des Grundvierseits angehOren, BEs gibt hdchstens

zwel Kegelschnitte der Schar, welche G enhal~ 2’

ten; dle Tangenten an dle durch G gehenden
Kegelschnitte sind Fixstrahlen dieser projek-
tiven Involution.

Anwendung 3 x 24
Von einem Kegelschnitt einer &, kennt man vier Punkte 1,...4,
die ein Viereck bilden,und eine Tangente r, die durch keinen
der gegebenen Punkbe gohb.

T ahiart ein ThAcumnmeabamal astiand bk Te —a oL@t - a3 n
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1yseo4 festgelegten Blschel 1. Art an. Dieses bestimmt eine
Desarguesinvolution « :f, —= Rry die durch 12.r 34,1 und
23.r = q4,r eindeutip festgelegt ist. Der Beriihrungspunkt von k
mit r ist notwendip Fixpunkt von «. Ist die projektive Ine
volution « elliptisch, so gibt es keinen Ldsungskegelschnitt k.
Falls « hyperbolisch ist, hingt die Anzahl der Ldsungskegel=-
schnitte davon ab, ob der Fixpunkt eine Diagonalecke von 1,...%
is% oder nicht; nach 1a) ist jede Diagonalecke auf r Fixpunkt
von e« und jeder Fixpunkt von X, der keine Diagonalecke ist, fiihrt
auf einen Idsungskegelschnitt.

Ist x hyperbolisch,so gibt es zwel bzwe. einen bzw. keinen
Lisungskegelschnitt, Jje nachdem r mit keiner bzw. einer bzw.
zwel Diagonalecken von “...4 inzidiert.

Dual 16st man: Von einem Kegelschnitt kennt men vier Tangenten,
die ein Vierseit bilden,und einen Punkt, der auf keiner der
gegebenen Tangenten liegb.

Bemerkung: Wir leiten aus Folg.la
fiir PAE eine Konstruktion der
Fixelemente einer hyperbolischen
Involution o : Re —~124(5 eigent-
lich) ab.x ist durch™P —PT,
QrQ' eindeutic festrelept (P+Q'A
P'+Q,alle eigentlich).Wir legen
durch ein zugeordnetes Punktepaar
einen Hilfskreis k so, daB g

ein Durchnesser ist und die beiden
zu g normalen Geraden durch die bei- ]
den anderen zugeordneten Punkte den Hilfskreis k iwn vier
Punkten 41,...4 schneiden (Dies ist stets mdglich, da wir
spdter sehen werden: Eine projcktive Involution in PAE ist
genau dann hyperbolisch, wenn die Paare (P,P'), (Q,Q') einander
nicht trenneyg

14ses4 bestimmen ein Kegelschnittbiischel 4. Art, dem der
Hilfskreis k anpehdrt und dessen Desarguesinvolution auf {4 da-
her die gegebene Involution a« ist. Da 1,2 zu 3,4 bezliglich g
symmetrisch liegen, tr8gt g zwei Diagonalecken von 1,...4 und
diese sind die gesuchten Fixpunkte von o .

2a) Seien k und 1 zwei verschiedene Kegelschnitte eines Bilschels
1. Art mit den Grundpunkten 1,...4 (pur in ¥, mit N=3 existieren
nicht zwei verschiedene Kegelschnitte in einem Biischel 1.Art)
und A, bzw. Ay ihre Polarsysteme. Gesucht ist die lMenge der
Punkte X mit XA =X, .

Die Diagonalecken A,B,C des Grundvierecks 1,...4 haben diese
T mammahadee A1 AY RO TY =R2Y A0 A W3 AR
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Zum Beispiel A ist nimlich Involutions-
zenbrum fir jene Involution auf k, die
durch 1+—3%, 24 eindeutig festgelegt
AXx, = BC 1isv die zugehdrige Projektivitits-—
achse; also BC; analog fiir die anderen
Ecken. Also gilt: Das Diagonaldreieck
eines Vierecks, dessen Ecken einem /;
Kegelschnitt angehdren, ist ein Poldrei-

eck bezliglich des Polarsystems dieses Kegelschnitts. Wegen
Tyesellek a1, 0.4 |1 folgt, daB A,B,C beziiglich A, und A Pol~-
dreieck ist.

A,B,C sind die einzigen Punkte, fir welche die A -~ und die
A, ~Polaren iibereinstimmen.

Bew.: (ind.) Angenommen es existiert X¢@\{A,B,C} mit XA =X),
(=:%).

Fall 1: X I x=>XekaXel=¥=1 (0.B.d.A), da knl={1,2,3,4]
wegen Satz 2.7 und k#l.Dann ist x die Tangente in 1 an k und 1=k
und 1 haben das Linienelement (1,x) und drel Punkte 2,3,4 ge=
meingsam= k=1: Widerspruch.

Fall 2: X L x = X¢ ka X¢ 1, Nach 2.4 bestimmen X,x eine
harmonische Homologie Gy mit k0O, =k A 16 =1l==>%k6,n 16, =knl=
={1,2,3,4] = {16,26:,36,46] .

Flir 6y |k n 1 kommen also alle involutorischen Permutationen und die
identische Permutation von i1,2,5,4} in Fraoge. ur die folgenden
drei Fdlle sind (bis auf Umbeschriftung) wesentlich:

(I) =alle vier Punkte fest: Wegen 1.9 =56, =t : Widerspruch.

(II) zweli Punkte fest und die beiden anderen Punkte vertauschb:

o.B.d.A(;} g 2 151-].

Nach den Gesetzen einer Homologie folgt x=12 {(denn 4 bzw. 2 ist
stets vom Zentrum X verschieden); X(Z x) ist also der Schnitt-
punkt der Tangenten an k und 1 in 1 bzw. 2 = X1 ist Tangente
in 1 an k und 1 2 oy Widerspruch.,

(III) kein Punkt fest: o0,B.d.A.

(237 3)

Nach den Gesetzen einer Homologie folgt: X I 124X I 34 =
X=B: Widerspruch.

4
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SATZ 2.5 a: Ist p eine Gerade durch keinen Grundpunkt eines

Blischels 1. Art, so liegen die Schnittpunkte von g
mit den Gegenseitenpaaren des Grundvierecks in einer projektiven
Involution (Desarguesinvolution), der die Schnittpunkte jener
Kegelschnitte des Blischels 1. Art angehdren, flir welche g Sehne
ist: es gibt hochstens zweil g berihrende Blschelkegelschnitte
und deren Berihrungspunkte mit g sind Fixpunkte der Desargues-
involution auf g. Alle Kegelschnitte eines Blschels 1. Adrt be-
sitzen genau ein gemeinsames Poldreieck, ndmlich das Diagonal-
dreieck des Grundvierecks. Die dualen Aussagen gelten fir Scharen
1. Art.

DEF.2,5 b: Die Menge aller Kegelschnitte in 7, durch ein Linien-

o

element ("Grundlinienelement") und

cwei weitere Punkte ('Grund- zwei weitere Geraden ("Grund-
punkte"), die mit dem Punkt geraden"), die mit der Geraden
des Linienelements nicht . des Linienelements nicht ko
kollinear sind und von punktal sind und von denen
denen keiner auf der Geraden keine durch den Punkt des

des Linienelements liegt, Linienelements geht, heliBt
heillt ein Blischel 2. Art eine Schar 2. Art

von Kegelschnitten.

Bemerkung: Nach Satz 2.1 ist ein Kegelschnitt durch zwel Linden-
elenente und einen Punkt allgemeiner Lage festgelegt. Jede Gerade
durch einen Grundpunkt, die nicht durch den anderen Grundpunkt
und nicht durch den Punkt des Grundlinienelements geht, legt
genau einen Dlischelkegelschnitt fest,und zu verschiedeunen
Tangenten gehtren verschiedene Blischelkegelschnittey umgekehrt
besitzt jeder Blischelkegelschnitt in diesem Grundpunkt eine
eindeutige Tangente, d.h. ein Blischel 2. Art enthdlt N+1-2=N-1
Kegelschnitte. Speziell in 7, mit N=3 enthilt ein Biischel

2. Art zwel Kegelschnitte.

Folrerunpen:
1b) "Desarpuesscher Involutionssatz fiir Bischel 2. Art": Auf

Jeder Geraden g, die keinen Grundpunkt enth#lt, schneiden jene
Kegelschnitte eines Biischels 2. Art, flr welche g eine Sehne
ist, Punktepaare einer projekiiven Involution aus, der auch die
Schnittpunkte von g mit jenen beiden Seiten des Grunddreiecks,
die durch den Punkt des Linienelements gehen, und die Schnitt-
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punkte von g mit der Geraden des Linienelements und der nicht
durch den Punkt des Linienelements gehenden Seite des Grund-
dreiecks angehdren. Es gibt hchstens zwel Kegelschnitte des
Blischels zwelter Art, welche g beriihrenj;die Beriihrungspunkte sind
genau jene Fixpunkbe dieser projektiven Involution,die verschie-
den vom Schnittpunkt der Grundtangente mit der nicht durch den
Punkt des Linienelements gehenden Seite des Grunddreiecks sind,

Bew.: Analog zu “1a, wobeil die Ver- M////
bindung 23 durch die Tangente in 2 PrR QINESR a g
zu ersetzen ist; der Bewelsschritt
(2) f811t weg.

Bemerkung: Auch die duale Aussage ist wahr. ////

Anwendung:
Von einem Kegelschnitt k einer &, kemnnt man die beiden Purkte
1,4, das Linienelement (2(=3),t), wobei 1,2,4 ein Dreieck

bilden und t keine Seite von diesem ist, und eine Tanpente Ty
die durch keinen der gegebenen Punkte geht. \vﬁ 2
Die Losung ist analog zu Jener in der Anwen-

dung 1a,nur ist die Gerade 23 durch die Tan-

g/-

gente t zu ersetzen. Es sind zwel,eine

oder keine Losungen mdglich.

Dual: Kegelschnitt aus zwel Tangenten 1*,4%, einem Linienelement
(2%(=3*),T) und einem Punkt R.

2b) Seien k und 1 zwei verschiedene Kegelschnitte eines Biischels
2. Art mit den Grundelementen 1,(2=3,%),4 und A, bzw. A, ihre
Polarsysteme., Gesucht ist die Menge aller Punkte X mit XA, =X2.

2%, =23, =t

£ sei die durch H(21,24:%,%) eindeutig be~
stimmte Gerade e qz.

tAF=bA =4 t=:T (wegen © I 2 =T I 43

T schneldet die Sehne ‘14 von k und 1 in
dem zu T harmonischen Punkt).

2,T sind die einzigen Punkte, fiir welche die A~ und die A,~
Polaren ibereinstimmen.

Bew.: (ind.) Angenommen es existiert X ¢@\{2,T] mit XA =XA (=:x).
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Fall 4: X I x=>XekaXel und x ist Tangente an k und 1 in
X=+ZX=2, da k und 1 wegen Satz 2.1 und k%l kein Linienelement
auBer (2,%) gemeinsam haben: Widerspruch.

Fall 2: X X x =2 X¢ kaX4¢1l (Insbesondere pilt X2 und x+t).
Nach 2.4 bestimmen X,x eine harmonische Homologie 0, mit k& =k A
16, =1l. Wegen Satz 2.1 und k#l haben k und 1 keinen Punkt auBer
1,2,4 gemeinsam = k& A 16 =kn 1={1,2=3,4] . Da k und 1 auBer
(2,t) kein Linienelement gemeinsam haben = 26’=2At6* =t, Da=
raus folgt nach den Gesetzen einer Homologle. 2 I X/\X It, da
T#2 und x+t gilt.

Nur die folgenden beiden Fille sind mogllch.

(I) 46y=4: denn gilt X I 14, also X=t.14=T: Widerspruch.

(II) 46, =1: wegen X¢1 = 42=x. Nach 2.3 ist wegen X I t dann 41X
Tangente an k und 1 in 41 und hat wegen X % | 2,T auch allgemeine
Lage zu 1,(2,t),4%5 k=1: Widerspruch. 0

SATZ 2.5 b: Ist g eine Gerade durch keinen Grundpunkt eines
Blischels 2. Art, so bestimmen die beiden Schnitbt-
punkte von g mit den beiden Seiten des Grunddreiecks durch
den Grundberihrungspunkt und die Schnittpunkte von g mit der
dritten Seite des Grunddreiecks und der Grundtangente eine
projcktive Involution (Desarguesinvolution), der die Schnitte
punkte Jjener Kegelschnitte des Blischels 2. Art angehdren, fiir
welche g Sehne ist; es gibt hidchstens zwel g berthrende Blischel=
kegelschnitte und deren Berithrungspunkte mit g sind Fixpunkte
der Desarpguesinvolution auf g. Alle Xegelschnitte eines Blischels
2. Art besitzen pgenaun zweimal Pol-Polare gemeinsam, ndmlich
das Grundlinienelement und das Paar bestehend aus dem Schnitt—
punkt der Grundtangente mit der den Grundberiihrungspunkt nicht
enthaltenden Seite des Grunddreiecks und der zur Grundtangente
harmonischen Geraden bezliglich den durch den Grundberihrungspunkt
gehenden Seiten des Grunddreiecks. Die dualen Aussagen gelten
fir Scharen 2.Art.

DEF, 2.5 c¢: Die lenge aller Kegelschnitte in J,, durch zwei

Linienelemente ("Grundlinienelemente"), wobei jeder
Punkt mit genau einer Geraden inzidiert, heiBt ein Biischel
(eine Schar) 3. Art von Kegelschnitten.



Bemerkungen: (a) Da diese Begriffsbilduns selbsidunl ist, sprickt
man auch von einer "Biischelschar" ("Beriihrbiscnel™).

(b) Hach Satz 2.1 ist ein Yerelschnitt durch zwei
Linienelemente und einen Punkt allgemeiner Lage eindeutis fest-
gelepgt. Sei a eine beliebipe Gerade durch den Schnittpunkt st
der beiden Tangenten mit S,T|Z a. Durch jeden Punkt von fa\{st,
a.5T} wird genau ein Kegelschnitt des Biischels 3. Art festzew
legt, der a als Schne besitzt, da nie drel Tangenten eines
Kegelschnitts kopunktal liegen. Damit enthilt ein Berihrdischel
mindestens 4 (N+1-2)= + (N-1) Kegelschnitte (nach Satz 1.10
15t N in einer endlichen Ty ungerade ). In 7, lber gewissen
Korpern existieren zusitzliche Kegelschnitte des Berlhrbiischels,
welche a nicht zur Sehne haben.

Folgeruncen s

1¢) "Desarpguesscher Involutionssatz fiir Blischel 3. Art": Auf
Jeder Geraden g, die keinen Grundpunkt enthdlt, schneiden jene
Kegelachnitte eines Buschels %. Art, flir welche g Sehne ist,
Punktepaare einer projektiven Involution aus, welche durch die
Schnittpunkte von g mit den beiden Tangenten und den Schnitt-
punkt vor. g mit der Beriihrsehne als Fixpunkt bestimmt ist, Es
gibt hichstens einen Kegelschnitt des Blischels 3. Art, der g
berihrt; der Berlhrpunki istv der zwelte Fixpunkt der projektiven
Involution,falls g nicht durch den Schunittpunks
der Grundtangenten geht.

Bew.: Analog zu 1a, wobei die Geraden 14 bzw.

2% durch die Tangenten s bzw. t zu ersetzen
sind. Beweisschritt (2) fillt weg. Geht g
nicht durch st, so gibt es einen Kegel~
gchnitt des Blischels der g berihrt; da
nach 2.1 der Beriihrungspunkt harmonisch zu

Q,Q' beziliglich P=P*! liegt, ist dieser der zweite Fixpunkt. Geht
dagegen g durch 8%, so sind st und g.S3T die Fixpunkte der
Involution auf g. 9

Bemerkung: Auch die dualen Aussagen sind wahr.

Anwendungen:
(a) Von einem Kegelschnitt einer *, kennt man zwei Linien-
elemente (S=:1,s8), (T=:2,t) mit 8 Z t AT X s und eine Tapgente r,
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die nicht durch S oder T geht. Die Ldsung ist analog zu jener
der Anwvendung zu -a,nur ist die Gerade 44 bzw. 23 durch die
Tangente s bzw. t zu ersetzen. Da 12.r = 34.r gilt, ist dieser
Punkt stets Fixpunkt der Degarguesinvolubtion und diese somit
immer hyperbolisch; falls r nicht durch st geht, existiert genau
ein Losungskegelschnitt, falls r durch st geht, existiert kein
Losungskegelschnitt. Der Losungskegelschnitt als Geradenkegel-
schnitt wird gemdB 2.1,Folg.? festgelegt.

Dual: Kegelschnitf aus zwei Linienelementen und einem Punkt.

(b) Von einem Kegelschnitt einer a,, kennt man drei nicht
kollineare Punkte A,B,C und zwei Tangenten s,t, die durch
keinen Angabepunkt gehen.

Existiert ein Lisungskegelschnitt k,
5o Dberiihrt k die beiden Tangenten s,%
in Punkten § und T. Durch die
beiden Linienelemente (S,s) und (T,t)
wird eine Bischelschar % i‘estge—;
legt, welche den Lisungskegel=
schnitt k enthBlt. R bestimnmt
auf der Geraden AB bzw. AC die

E=fy

Desarguesinvolubion & baw. Ay
o« ist festgelegt durch: A—B A
X:=AB.s = X'":=4B.t, und R ist
festgelegt durch: A=C A Y:=AC.s " Y':=AC.t. Die Verbindungs-
gerade ST trifft AB bzw. AC in einem Fixpunkt von « bzw. 3 .
Daher ist ST notwendig Verbindungsgerade eines Fixpunktes E von «
und eines Fixpunktes F von A. Sind « und 8 hyperbolisch, so exi-
stieren solche Punkte E und ¥ und dann gilt:S=IF.s und T=EF.t.
Falls EF nicht durch st geht, bestimmen die beiden Linienelemente
(8ys) und (T,t)und der Punkt A genau einen Kegelschnitt k, denn A
liegt nicht auf 3T=EF, und k pafBt in diec Angabe. k geht ndmlich
auch durch B: Das durch (S,s)und (T,t) festpelegte Beriihrbiischel &
bestimmt auf AB eine Desarguesinvolution # , welche durch
Er—EAX —X! festgelegt ist; dies leistet auch x =¥ X = =

Ad =Ax =B = Bek; analog C¢k. Die Desarguesinvolution g auf BC
hat somit automatisch den Punkt BC.EF als Fixpunkt. Sind also
zwei der projektiven Involutionen «, /b s hyperbolisch, so

auch die dritte.
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Die Aufgabe hat also hochstens vier Ldsungen; genau vier dann,
wenn o und B hyperbolisch sind und von den vier Verbindungs-
geraden ihrer Fixpunkte keine durch den Schnittpunkt st geht.
Sind zwel der Desarguesinvolutionen «, A,y elliptisch, so

gibt es keine Lisung.

Bemerkung : Dual: Kegelschnitt aus drei Tangenten und zwel Punkbten.

(¢) Von einem Kegelschnitt in @, Xkennt man drei nicht kollineare
Punkte A4,B,C und einen doppelt beriihrenden Kegelschnitt 1.
Existiert ein Losungskegelschnitt k, so
haben k und 1 zwei Linienelemente (S,s)
und (T,t) gemeinsam. (S,s) und (T,%)
legen eine Biischelschar B fest, welche
den Angabenkegelschnitt 1 und den  E=£!
Lisungskegelschnitt k enthilt, Der
weitere LBsungsweg ist analog zu

jenem von (b), wobei X bzw. ¥

und X' bzw. Y' die Schnittpunkte

von AB bzw. AC mit 1 bedeuten,

Diese Festlegung von « bzw. B .
ist nur mbglich, falls auf AB \“x\_,,¢f
bzw. AC Punkte von 1 liegen, S und T gind die Schnittpurkte wvon
EF mit 13 es muB also EF eine Sehne von 1 sein. Die Aufgabe hat

hochstens vier Lisungen.

Bemerkung: Dual: Kegelschnitt durch drei Tangenten und einen
doppelt beriihrenden Kegelschnitt.

2¢) Seien k und 1 zwei verschiedene Kegelschnitte eines Biischels
3. Art mitv den Grundelementen (T,%t), (S,s), (die Existenz zweier
solcher Kegelschnitte ist filr N> 3 gesichert);A, und A, seien
ihre Polarsysteme. Gesucht ist die Menge aller Punkte X mit XA =X,
Ai=st, AN =Ax, =8T=:a (nach 2.4).

YV Yep, pilt: YA, =YA, (fir S und D trivial; A

fir ¥ #/8,T gilt ¥ I a=» YA, =Y1, I A und

YA, baw. YA, gehen durch den zu Y

harmonischen Punkt ¥, beziglich §,T =

YX, =YA, =AY,) . Die Punkte A,Ye R,\{S,T} ¢

und ¥, (#¥Y) bilden stets ein gemeinsames

Poldreieck von k und 1. k und 1 haben
also % (N+1-2) gemeinsame Poldreiecke.



Die Punkte der Menge {AJufl, sind die einzigen, fiir welche
die A ~und A ~-Polare Ubereinstimmen.

Bew.: (ind.) Angenommen es existiert Xe R\ ({Ajufla) mit

XA =XA,(=:x).
Fall 1: X Ix=XekaXel= X=Sv X=T (da knl= {S,T] wegen

Satz 2.1 und k¢l): Widerspruch.

Fall 2: X Z x=>X4¢kaX¢1l. (Insbesondere gilt X #|5,7 und x

ist weder Tangente an k noch an 1). Nach 2.4 bestimmen X,x

eine hormonische Homologie G, mit k6, =k 16y =1. Nur die folgenden
beiden Fille sind mbglich: ‘

(I) 6y 18Bt die Grundlinienelemente einzeln fest: S6; =S, T6;=Tyees
Da 5,7 von Kollineationszentrum X verschieden sind, folgt:

5,71 I x (Kollineationsachse)= x=5T = x A *=x A¥=X=s.t=A:
Widerspruch.

{(II) 6, vertauscht die Grundlinienelemente: 56, =1, Tb=S... =

X I ST=a: Widerspruch. .

SATZ 2.5 ¢: Ist g eine Gerade durch keinen Grundpunkt eines

Biischels 3. Art, so bestimmen die beiden Schnitt~
punkte von g nmit den Grundtangenten und der Schnittpunkt von g
mit der Verbindungsgeraden der Grundpunkte als Fixpunkt eine
projektive Involution (Desarpuesinvolution), der die Schnitt-
punkte jener Kepelschnitte des Blischels 3. Art angehdren, fiir
welche g Sehne ist; es sibt hichstens einen g beriihrenden
Bischelkegelschnitt und sein Berlthrungspunkt nit g ist der
zweite Fixpunkt der Desarguesinvolution auf g. Alle Kegel-
gchnitte eines Bischels 3. Art besitzen genau fiir den Schnitb-
punkt der Grundtangenten und die Punkte der Verbindungsgeraden
der Grundpunkte ibereinstimmende Polaren.

2.6. Oskulationsbischel und Hyperoskulationsbiischel in klassischen
projektiven Ebenen

Sel i.f. eine 7, vorausgesetazt.

DEF, 2.6 a: Haben zwel verschiedens Kegelschnitte k und 1 ein
gemeinsames Linienelement (P,p), so beriihren sie
einander im Punkt P (dual: in der Tangente p).
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Bemerkung: Dieser Begriff ist symmetrisch und selbstdual.

Folgerungens:

1) Berithren einander zwei verschiedene Kegelschnitt k und 1 in
(P,p), so existiert genau eine perspektive Kollineation mit dem
Zentrum P, welche k in 1 {liberfithrt.

Bew.: (a) &= N 2 3 =k enthdlt mindestens vier Punkte =
H4,B,0lek ~ { P} und ABC bilden ein Dreieck,
Gibt eg eine perspektive
Kollineation # mit Zentrum P
und k®x =1, so ist PA ein
Kollineationsstrahl und A
liegt notwendig auf PA und 1. ~.
Wegen A+P =2 PA+ p =
Ax =:A' igt der eindeutig
bestimmbe Schnittpunkt der
Sehne PA mit 1 und A' ist
von P verschieden. Ebenso
sind B' und C' zu ~. B
konstruleren. Sicher gilt nicht A=A'a B=B'A C=C', da k und 1
noch das Linienelement (P,p) gemeinsam haben und k+l ist i.f.
seil A$#A', Die beiden Dreiecke ABC und A'B'C' sind nach
Konstruktion P-perspektiv, also existiert eine Desarguesachse a,
welche durch die Punkte AB.A'B'A AC,A'C'A BC,B'C' geht. Durch
das Zentrum P, die Achse a und A~—A4' ist die perspektive
Kollineation = bereits eindeutig bestimmt und es gilt Bz =B',
C= =C' nach der Vervollstédndigung von =.
Die Kegelschnitte k® und 1 haben die Punkte A',B',C' und das
Linienelement (P,p) gemeinsam, da Px =P und px*=p gilt = k= =1,
Damit ist die Ixistenz einer perspektiven Kollineation der ge~-
winschten Art erwiesen.
(v) Eindeutigkeit: Jede perspektive Kollineation mit Zentrum
P und k% =1 leistet notwendig A~ A' (A#A' 0.B.d4.4), B—B',
C+C'; damit ist a eindeutig bestimmt. Durch Zentrum P, Achse a
und A== A' ist 2 bereits eindeutig festgelegt.

L 4
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Bemerkungen: (a) Die dusle Aussage lautet: Haben zwei ver-
schiedene Kegelschnitte k und 1 edin gemeinsames Linienelement
(P,p), so existiert genau eine perspektive Kollineation mit
der Achse p, welche k in 1 iiberfithrt (vegl. 1.4,Folg.1,Bem.).

(b) Die unter Umstinden existierenden Schnittpunkte
von a nit k bleiben unter = fest; sie miissen also auch auf 1
liegen.

Die Achse a kann zu k folgende Lagen haben:

(1) a ist Sehne von kAP X a:

k und 1 haben dann ein Linienelement und
zwel Punkte gemeinsam. Nach 2.5 b liegen k und 1 in einem
Kegelschnittblischel 2. Art.

(2) a ist Tongente von kAP L a:

Der Bertihrpunkt A von a mit k bleibt unter »
fest, und daher haben k und 1 neben (P,p)
auch das Linienelement (4,a) gemeinsam. k
und 1 liegen in einem Kegelschnittbiischel 3. Art. 4 .
(%) a hat mit k keinen Punkt gemeinsam.

(4) a ist Sehne von kAP T a,

(5) a = p. ‘

In den beiden letzten Fillen ist ® eine Elation.

a -~

DEF. 2.6 b: Berithren einander zweil verschiedene Kegelschnitte

¥ undl in P und ist die eindeutig bestimmbe per—
spektive Kollineation mit dem Zentrum P, welche k in 1 Uber-
fihrt, eine Elation, so oskulieren einander k und 1 im Oskulations—
punkt P. Ist speziell die Achse dieser Elation die Tangente D
in P, so hyperoskulieren einander k und 1 im Hyperoskulations-
punkt P.

Bemericung: Ist in PAE der Kegelschnitt 1 ein Kreis und oskulieren
k und 1 einander im Sinne von Def. 2.6 b, s0 heifit 1 "Krimmungs-
kreis von k". OSpeziell bei Hyperoskulation heillt der zugehOrige
Berithrungspunkt "Scheitel” und 1 "Scheitelkrimmungskreis"

(Die Existenz von Krimmungskreis und Scheitel sowie die Uber-
einstimmung mit den gleichnamigen differentialgeometrischen
Begriffon ist noch offen).

2) (1) Oskulieren einander zwei verschiedenc Kegelachnitte k und 1
in P, ohne einander in P zu hyperoskulieren, so haben k und 1
noch gerau cinen gemeinsamen Punkt Q (#P), ohne einander in Q

zu beriihren.
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Bew.: k oskuliert aber hyperoskuliert nicht 1 in P = J*

Flation # mit k= =1, Zentrum P und Achse a mit a # p (p..Tangente
in P an k und 1) = a hot mit k¥ noch genau einen Punkt Q(+P) ge~
meinsam. Q T a=> Qe l, Q ist der einzige weltere gemeinsame
Punkt:

(ind.) Angenommen es existiert Rekn 1A R % | P,Q. Der Punkt Rz
liegt im Schnittpunkt des Kollineationsstrahles PR
mit L. Wegen PRn 1= |P,R}a R+P =»Re =R. Da auf
a nur die Pupnkte P und Q von knl liegen =

R XL a; R ist also ein Fixpunkt der Elation =, ‘\,L/‘ Ve
der nicht auf der Achse a liegt=> » =t =3 k=1: Qb\ Ak
Widerspruch. a

Ist in Q=Q= die Tangente an k gleich der Tangente an 1, so ist
diege eine Fixgerade von x* verschieden a, die nicht durch das
Zentrum P geht "' w*s\ = k=1:Widerspruch. &
(I1) (Umkehrung) Haben zwel einander in P beriihrende verschiedene
Kegelschnitlte genau einen gemeinsamen Punkt Q(#P), ohne einander
in Q zu berithren, so oskulieren k und 1 einander in P, ohne

einander in P zu hyperoskulieren. ~—-~=———o§--~£
Bew.: Da k und 1 nach Voraussetzung das Y \5.:
Linienelement (P,p) gemeinsam haben, dQ Sk
zibt es nach TFolg.q genau eine perspekbtive i‘ e

Kollineation »(+ 1) mit k= =1 und

Zentrum P, Der Purnkt Qe knl ist notwendig Fixpurkt von 3.
Da nach 1.4 eine perspektive Kollineation = (¢ ) genau das
Zentrum und die Punktreihe auf a zur Fixpunktmenge hat, geht
die Achse a von = durch Q. Fir a sind folgende Lagern zu k
denkbar:

a igt Sehne von k (#¥PQ): Der Restschnittpunkt R (#]Q,P) von a
mit k ist dann im Widerspruch zur Veraussetzung ein gemeinsamer
Punkt von k und 1.

a ist Tangente von k in Q: Da x den Kegelschnitt k linien-
elementweise transformiert, ist a auch Tangentbe an 1 in Q:
Widerspruch zur Voraussetzung.

Es bleibt also nur a=PQ iibrig = » ist Elation mit asp = k
oskuliert 1 in P ohne 1 dort zu hyperoskulieren.

L 4
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(III) Hyperoskulieren einander zwei verschiedene Kegelschnitte k
und 1 in P, so haben k und 1 abgesehen von P keinen gemeinsamen
Punkt, ﬁrafij\
P TN
Bew.: (ind.) Bxisticrt ein Punkt Qe kal mit ik by
Q#P, so ist fir die Elation ¢ e PGL(P,p) mit M
k® =1 notwendig Q ein Fixpunkt =» ==L = k=1: Widerspruch.

4

Bemerkung: Es gilt jedoch nicht umgekehrt, daB aus der Berithrung
der beiden Kegelschnitte k,l (#) in (P,p) und der Nichtexistenz
eines weiteren gemeinsamen Punktes die Hyperoskulation von k
und 1 in P folgt (Man betrachte den Fall, daB a an k vorbei-
geht)..Wir werden jedoch spiter sehen, daB in klassischen

- projektiven LEbenen {iber gewissen Korpern auch die Umkehrung
gilt.

3) Wir definieren nun dual zu Def,2.6 b:

Beriihren einander zwei verschiedene Kegelschnitte k und 1

in p und ist die eindeutig bestimmbe perspektive Kollineation
mit der Achse p, welche k in 1 {berfilhrt, eine Elation, so
oskulieren k und 1 einander in der Oskulationstangente p. Ist
speziell das Zentrum dieser Elation der Berithrpunkt P von p,
so hyperoskulieren einander k und 1 in der Hyperoskulations-
tangente p. Nun gilt:

(a) Ist p eine Hyperoskulatiodstangente, so ist der zugehdrige
Beriihrungspunkt ein Hyperoskulationspunkt und umgekehrt,

(b) Ist p eine Oskulationstangente, so ist der zugehdrige Be-
rilhrungspunkt ein Oskulationspunkt und umgekehrt.

Kurz: Oskulation und Hyperoskulation sind selbstduale Begriffe.

Bew.: Die Umkehrungen der beiden Aussagen ergeben sich durch
Dualisieren, es genligt daher eine Richtung zu beweisen.

(a) p ist Hyperoskulationstangente: Aus der zu Def. 2.6 b dualen
Definition folgt, daB eine Flation = mit Achse p und Zentrum P
existiert mit ka =l. Nach Def.2.6 b bedeutet dies, daB k und 1
einander in P hyperoskulieren. ' P
(b) p ist Oskulationstangente und keine
Hyperoskulationstangente 2 es e
existiert eine Elation B mit kB =1,
(k+1), Achse p und Zentrum Z(#P). Da
k und 1 das Linienelement (P,p) ge—
meinsam haben, existiert nach ;
Folgerung 1 genau eine perspektive 4 T

T e



Kollineabion « mit dem Zentrum P, die k in 1 iberfihrt. Wir
haben zu zeigen, daBl « eine Flation ist, Die Achse a von w

igt sicher verschieden von p, denn p ist keine Hyperoskulations-
tangente. a#p = J* S:=ap; es ist S=P nachzuweisen.

(ind.) S4P: Da S ein Punkt der Tangente p an k bzw. 1 ist,
existiert nach 2.1 noch genau eine zweite Tangente q (#p) an k
bzw. »(#p) an 1 mit dem Beriihrpunkt Q bzw.'R. Die Elation A
leistet‘q*-r, denn es gilt kA =1 und q und r schneiden einander
auf der Achse p von A = die Berilhrpunkte Q und R sind in A
zugeordnet. Daraus folgt Q+#R, da sonst B einen Fixpunkt nicht
auf der Achse p hﬁtte,gg 5 =t = k=1: Widerspruch.

QB =R = Q,R,Z kollinear (*).« leistet gq~—r (wie bei A zu
begriinden) und damit Qu« =R =» Q,R,P kollinear (%). (*) A (%) =»
Q,R|I2ZP= p : Widerspruch. &

Bemerkung: Nun kdnnen auch die Aussagen der Folg.2 dualisiert
werden:

EI) Haben k und 1 (#) die Oskulationstangente p gemeinsam

ohne dafl p Hyperoskulationstangente is§§, 80 haben k und 1 noch
genau ecine Tangente q (#p) gemeinsam.

Zusammenfassend: Oskulierende (nicht hyperoskulierende Kegel—
schnitte) haben neben Oskulationspunkt und Oskulationstangente
noch genau einen Punkt mit verschiedenen Tangenten und genaun
eine Tanpgente mit verschiedenen Berithrungspunkbten gemeinsam.
Ebenso ist (II) zu dualisieren.

(IXI) Hyperoskulierende Kegelschnitte haben neben dem Hyper-
oskulationspunkt und dexr Hyperoskulationstangente keine weiteren
gemeinsamen Punkte und Tangenten.

Anwendungen:

Sei 1 ein Kegelschnitt und (P,p) ein Linienelement von 1. Man
kongtruiere einen Kegelschnitt k, der 1 1n (P,p) ouPulleru.
Statt dieser TForderuns sagen wir kurz P,p,1 8 ist ein"Linien-
element zweiter Ordnung wvon k". Verlangcn wir sogar Hyper-
oskulation, so nennen wir (P,p,l) ein"Linienelement dritter
Ordnung von k.

(a) Ein Kegelschnitt k ist eindeutig festgelegt durch ein
Linienelement zweiter Ordnung (P,p,1) und zwei Punkte A,B
mit A,B,P nicht kollinear, A,B|Z p und nicht A und B Punkte
von 1.

Existiert ein LoOsungskegelschnitt k,

so existiert gemdB Def.2.6 b genau eine
Flation 2 mit Zentrum P und kx =1, Der
Punkt A€ k geht unter = {iber in den
Restschnittpunkt A' des Kollinecations-
strohles AP mit 1; ebenso Bm=B', Die
Achse a von = geht notwendig durch P
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und durch den Schnittpunkt AB.A'B'. Die durch P,a,A-—A"
(A#A' 0.B.d.A.) festpeleste Elation = ist also die einzig
méliche mit den gewlinschten Bigenschaften. Der Kegelschnitt

-4

lae pelt in die Angabe und ist die einzige Lbsung.

Dual: Ein Kegelschnitt k ist eindeutig festgelegt durch ein
Linienclement zweiter Ordnung (P,p,1l) und zwel Tangenten a,b
mit a,b,p nicht kopunktal, a,b|Z P und nicht a und b Tangenten
von 1.

Durch analoge Uberlegungen wird in den Ubungen gezeigt:
Ein Kegelschnitt k ist eindeutipg festgelegt durch
(b) ein Linieneclement 2.0. und ein Linienelement allgemeiner Lage.
(¢) ein Linienelement 3.0. und einen Punkt (bzw. eine Tangente)
allgemeiner Lage.
SAT? 2.6 a: Haben 2zweil verschiedene Kegelschnitbte k,1 ein Linien-
element (P,p)gemeinsam, so existiert genau eine
perspektive Kollineation mit Zentrum P (mit Achse p), die k in 1
Uberfihrt. Cskulation und Hyperoskulation sind selbstduale
Begriffe. Oskulierende, nicht hyperoskulierende Kegelschnitte
sind dadurch gekennzeichnet, dafll sie auler dem gemeinsamen
Oskulationselement noch genau einen gemeinsamen Punkt mit vere
schiedenen Tangenten bzw. genau eine gemeinsame Tangente mit
verschiedenen Berithrpunkten besitzen. Hyperoskulierende Kepgel-
gchnitte besitzen keinen gemeinsamen Restpunkt und keine ge-
neinsanme Resttangente.

DER. 2.6 ¢: Die Menge aller Kegelschnitte durch ein Linienelement
zveiter Ordnunsg, welche

eincn Punkt nicht auf der eine Tangente nicht durch
Tangente des Oskulations-— den Punkt des Oskulationgs-
elemenbes gemeinsam haben, elementes gemeinsam haben,
heillt ein Blischel 4,Axt heiBt eine Schar 4.Art
{Oskulationsbiischel) (Ockulstionsschar)

von Kegelschnitten.
Dic Menge aller Kegelschnitte, die ein Linienelement dritter
Ordnung gpemeinsam haben, heifit ein Biischel 5. Art (Hyper-
oskulationsbiischel) von Kegelschnitten.
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Bemerlungen: (a) Do der Benriff Hyperoskulation selbstdual ist,
gilt dies auch fur den Beprilf Linienclement dritter Ordrnurcg und
wegen Folg.2,(III) und Folg.%Bem.ouch filr den Begriff Hyper—
oskulationsbiischel (man sagt doher auch "Hyperoskulations-—
biischelschar™).

{(v) Da nach Anwendung (2) ein Kegelschnitt durch ein
Linienelement 2.0, und zwei Punkte eindeutig festgelegt ist,
kann ein Kegelschnitt eines DBlschels 4. Art durch die Angabe
eines weiteren Punktes bestimmt werden. Ist g (4p) eine be=-
liebige Gerade durch den Oskulationspurnkt P, die nicht durch
den weiteren Grundpunkt Q geht, so existiert zu jedem Punkb
aus flg N\ 1P} genau ein Blschelkegelschnitt,und umgekehrt
trifft jeder Blschelkegelschnitt R¢N\{P| in zenau einem Punkdb.
Ein Bilischel 4. Art enthdlt demnach mensu N Xegelschnitte.

Nach Anwendung (c) stimmbt die Anzahl der Flemente eines Blischels
5. Art mit der Zahl der Punkte auf @QS\{P} iberein, ist also
ebenfalls N.

4) "Desarguesscher Involutionssatz flir Blischel 4, und 5.Art":
Auf jeder Geraden g, die keinen Grundpunkt enthBld, schneiden
Jene Kegelschnitte eines Blischels 4. oder 5.Art, fiir welche

g Sehne ist, Punkbtepanre einer projektiven Involution aus, der im
Falle des Oskulationsbiischels die Bchnittpunkte von g mit der
Oskulationstangente und mit der gemeinsamsn Sehne bzw. im Falle
deg Hyperoskulationsbiischels der Schrittpunkt von g mit der
Hyperoskulationstangente als Fixpunkt angehdren. Gidbt es g
berihrende Blischelkegelschnitte, so sind die Berihrpunkte genau
Jene Fixpunkte dieser projektiven Involution, die im Falle des
Hyperoskulationsbiischels nicht auf der Hyperoskulationstangente
liegen.

Bew.:a) Ein Bilischel 4.Art ist durch ein \ ﬁ/"" N
Iinienelement 2.0rdnung (P,p) und ' i:/" é
einen Punkt Q festgelegt. Sei g eine . 1
Sehne des Blischelkegelschnitts k mit
den Schnittpunkten X,X'. Sel 1 ein
welterer Buschelkegelschnitt, der g
zur Sehne hat, mit den Schnittpunkten
T,Y'. Wir setzen g.PQ=:S, g.p=:T, ~F 3 7
GemdB Def.2.6b gilt l=kea. , wobel x eine Elation mit dem Zentrum P
und der Achse PQ ist. Yo bzw, Y 1ist der Restschnittpunks

Y* bzw. Y'* von YP bzw. Y'P mit k, und Y*Y'* trifft ¥YY' im Punkt

S auf der Achse PQ der Elation &,

Da g durch keinen Grundpunkt geht und nie drel Punkte eines
Kegelschnitts kollinear sind, gilt S¢k. Der Punkt S i1st daher
Inveolutionszentrum einer projektiven Involution B:k~—=k und ﬁ’,~a"
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istebt: X=X, Q+->P, Y*r>Y'*, Durch Projektion der In-
volution A aus P auf g erh8lt mon eine Involution /g:'ﬁa-*'ﬂg,
lche durch X+—X', S+—=T Destimmt ist und Y+~—~T1' leistet.
Damit ist die Behauptung gezeigt, wenn man k festhilt und 1
alle Bischelkegelschnitte durchlaufen 1884, welche g zur Sehne
aben.
Dafl der Beriihrpunkt eines g berlihrenden Biischelkegelschnitts
ein Fixpunkt von [ ist, kann ebenso wie in 2,5,Folg.1a gezeigt
werden; man bezeichne dabei P=:3, Q=:4. Jeder Fixpunkt, der im
Fallie der Hyperoskulation nicht auf p liegt, filhrt auf einen g
berihrenden Biischelkegelschnitt, wie analog -zu 2.5,Folg.%a folgt.
b) Fir Biischel 5.Art beweist man das Auftreten einer Desargues-
involution wie oben, nur gilt jetzt S=T=S7A .
Sei 1 ein Fegelschnitt des Blischels 5. Art,
der g in L berithrt. Die Desarguesinvolution
B :gy—~ R, ist durch X+~ X' und S+~ S ein-
deutig festgelegt. Wir projizieren A aus P
auf 1 und erhalten eine'projektive Ine--
volution B : 1 —1 nit X*-2-X'¥ A P:2-P,
Das Involutionszentrum von B igt der
Purkt S: die Gerade X*X'* trifft p
ndnlich in 8, denn 1 entsteht durch eine Elation « aus k, welche
P zum Zentrum und p zur Achse hat. Der zweite Fixpunkt von A

neben P ist der Berihrpunkt der aus © an 1 legbaren Tangente;

dies ist aber nach Voraussetzung g und g berihrt 1 in L, also
gilt LA =L. Durch Riickprojektion aus P auffpafolgt daraus LB =L.

Bemerkungen: (a) L ist lbrigens der zu X,X' beziliglich S barme-
nische Punkt, denn in einer hyperbolischen projektiven Involution
liegen die Fixpunkte zu den Paaren zugeordneber Punkte harmonisch
(vgl. 1.10,F0lg.8,(III) und 1.10,Folg.6).

(b) Folgerung 4 kann dualisiert werden.

Anwendung: » .
Von einem Kepgelschnitt einer m, kennt man ein Linienelement 2.0.
(P,p,1), einer Punkt G und eine Tangente r, Gibt es einen
Lisungskegelschnitt k, so

pehdrt er dem durch (P,p,Ll)

urd G festgelegten Oskulations-
bilischel # an. % besbtimmt eine
Desarguesinvolution wo: r — Ky
und der Berihrpunkt von k mit r
ist notwendig Fixpunkt von o .
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In der Desargucsinvolution « sind zuccordret p.r—FG.r. Ein
weiteres Paar von in o« zugecordncten Punkten findet man so:

Jeder Punkt X auf r bestimmt zusammen mit G und (?,p,1) genau
einen Kegelschnitt 1 (nach Folg.3, Anwendung aj 1 erhilt man
aus 1 durch eine gewisse FElation M, deren Achse e durch P geht).
Neben X hat 1 mit r den Punkt Xx als Restschnitt. Ist o« elliptisch,
s0 gibt es keinen Lisungskegelschnitt k. Ist o hyperbolisch, so
gibt es stets zwel LOsungen: Durch einen Fixpunkt E von «, den
Punkt G und das Dinienelement 2.0. (P,p,1) ist genau ein Kegel~-
schanitt k bestimmﬁ,und k beriihrt auch r, weil sonst der Rest-
schnittpunkt von k mit r dem Punkt E in o zugeordnet ist, was
E=Ex widerspricht., Im Gegensatz zu den Biischeln 1. und 2.Art,
bei denen Fixpunkbte von « auch Diagonalecken der Grundelenment-
figur sein k&nnen, fithrt fiir Oskulationsblischel jeder Fixpunkt
von o zu einem r beriihrenden Blischelkegelschnitt.

5) (a) Seien k und 1 zwei verschiedene Kegelschnitte eines
Biischels 4. Art, das durch das Linienelement 2.0, (P,p) und
den Punkt G festgelegt ist, und A, bzw.A, ihre Polarsysteme.
Gesucht ist die lMenge aller Punkte X mit XA, =XA, .

P ist der einzige Punkt mit PX, =PA,.

Bew.: (ind.) Angenommen es existiert XeR\{P} mit XA, =XX,
(=:x). '

~~~~~~ /»/"-".-“\
Fall 1: X I x=2XekaXel und x ist \/" \‘.

in X Tangente an k und 1 = X=P(wegen
Satz 2.6a und Folg.3,Bem.(b) und N\
k+1 ) :Widerspruch. A
Fall 2: ¥ L x = XékaXd4l 0y ,
(Insbesondere X+P und x ist weder d ﬁ;ﬁ‘
Tangente an k noch an 1). Nach 2.4 bestimmen X,x eine harmonische
Homologie 6; mit k6yx=kA 16y =1. Da k und 1 genau das Linienelement
(P,p) und den Restschnittpunkt G besitzen = P6y =P A pG¥ =p,

Goy=G, Da p unter 6* fest bleibt und p von der Achse x von 6,
verschieden ist, mufl p Kollineationsstrahl sein. Da P von
Kollineationszentrum X verschieden ist, muB P auf der Achse x
von Gy liegen und ebensgo der Fixpunkt G=» x=PG. Da k und 1 in G
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verschiedene Tangenten haven, gilt aber x?Mf#x?k;: Widerspruch.
(b) Seier k und 1 zwei verschiedene Kegelschnitte eines DBiischels
5. Art, das durch das Linienclement 3.0. (P,p) festgelegt

ist und A, bzw.?A, ihre Polarsysteme.

Mir die Punkbte Aefp gilt AA, =AA,. Es gibt -
némtich genau eire Elation « mit Achse p
und Zentrun P mit ka =1, Aus dem o0 =Fixe
punkt A(+P; fir A=P ist die Bechaupbung
trivial) gibt es an k bzw. sn 1 eine
von P verschiedene Tangente x bzw. x!'
und es gilt xx *=x', Fir die Berihr-
punkte X bzw. X' von x mit k bzw.

von ' mit 1 gilt: X« =X', Die A } AN
A, ~Polare von A ist daher PX, die A -Polare ist PX' und es
gilt PX=PX', denn X,X' sind in x zugeordnet,

Die Punkte der Menge fl, sind die einzigen, fiir welche die A, -und
A, ~Polaren iibereinstimmen,

Bew.: (ind.) Angenommen es existiert XeQR\f, mit XA=XA,(=:x).

Fall 1: X I x = XekaXel = X=P (da knl= {P}): Widerspruch.
Fall 2: X Z x = X¢kaX4l (= X+P) und x ist keine Tangente
an k oder 1 (= x#p). Die harmonische Homologie 6, leistet not-
wendig: PGy =PA pf,*=p, da knl= {P} und k*al*=p gilt. Wegen
p#x ist daher p Kollineationsstrahl von 6y, also liegt das
Zentrum X auf p: Widerspruch. 0

SATZ 2.6 b: Ist 5 eine Gerade durch keinen Grundpunkt eines
Bischels 4. oder 5. Art, so gehdren die Schnitt-
punkte von g mit jenen Kegelsohnitten des Blischels, welche g
als Schne besitzen,einer projektiven Involution an. Gibt es g
berithrende Biischelkegelschnitte, so sind die Beriihrungspunkte
Fixpunkte dieser Desarguesinvolution. Bei einem Biischel 4.Art
ist der Schnittpunkt von g mit der gemeinsamen Sehne dem Schnitt-
punkt mit der Oskulationstangente zugeordnet, beim Hyper-
oskulationsbilischel ist der Schnittpunkt von g mit der Hyper—.
oskulationstangente Fixpunkt der Desarguesinvolution. Alle
Kegelschnitte eines Bischels 4.Art besitzen genau einmal Pol-
Polare gemeinsam, und zwar besteht dieses Paar aus Oskulations-
punkt und -tangente; flir alle Kegelschnitte eines Biischels
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5.Art haben genau die Purkte der Reihe auf der Hypercskulations-
tangente libereinstimmende Polaren.

2.7, Tixelementficuren projektiver Kollineationen in

Pappusebenen -

Wir setzen i.f. eine Pappusebene voraus und a¢ € PGL(Tee).

DEF.2.7: Fefd heiflt Fixpunkt von ®, wenn gilt Fx =F,

fegj heiBt Pixgerade von ®, wenn gilt fa*=f,

Te( heift Fixpunktgerade von ®, wenn gilt *|p=t
(¢ igt dapn perspektiv).or heiBt Fixpunktebene (Fixgeraden-
ebene), wenn gilt =t «

Wir wollen die Fixelementfiguren von % bestimmen.

Folperungens:

1) Die Fixelementfigur erfiillt i,, i, und non e ("Negation
: 1 2
des Existenzaxioms"), wenn ®#L gilt.

.3 o = s D * £ s S
Bew.: i, F,I*Ife/\FJ.ae, ‘Fj (i=1,2)= 3 £:=F,F, und f ist Fix

gerade wegen: fae*:F,lst FE?Q, =F,|F2=i‘=:Die Verbindungsgerade von
zwel verschiedenen Flxpunkten ist eine Fixgerade.

iyt #f A fa.ae_"‘=fj(j=1,2)=>3* F:=f,f, und F ist Fixpunkt
wegen Fx:f,ige,*feae_Mf,]fZ:F:)Der Schnittpunkt von zwei verschie-
denen Filxgeraden ist ein Fixpunkt. ’

non e: Es gibt kein Viereck von Fixpunkten; nach Satz 1.9 wlirde
gonst &=L gelten. . ‘

Bemerkungen: (a) Die Fixpunktfigur{ urd die Fixgeradenfipur {*
wurde filir perspektive Kollineationen bereits in 1.4 angegeben,
Nach 1.9, Folg.6 besitzt eine projckbive nicht perspektive
Autokollineation einer PP-Fbene entweder drei nicht kollineare
Fixpunkte oder zwel verschicdene fixpunkte oder einen Fixe-
punkt oder keinen Fixpunkt,und es sird wegen des IS nie dreil
Fixpunkte kollinear bzw. drei Fixgeraden kopunktal.

“(b) In jeder projecktiven nicht perspektiven
Kollinecation existiert ein Nichtfixpunkt, durch den keine
Pixgerade geht.® besitzt nHmlich nach(a) hichstens drei Fix-
punkte, und da nie drei Fixgeraden kopunktal sind und der
Schnittpunkt von je zwei Fixgeraden ein Fixpunkt ist, auch
hochstens drel Fixgeraden, zu denen die Verbindungsgeraden von
Je zwel verschiedenen Fixpunkten gehdren.



2) Konstruktion der Fixpurkte:

In mp kann die Bestimmung der Fixpurlte einer projektiven nicht
perspektiven Kollincation = zuriickpefihrt werden auf die Be-
stimmung der Restschnittpunkte von zwel verschiedenen Punkt-
kepelschnitten wit einem gemeinsamen Punkt A', die einander

in A' nicht berihren.

Bew.: Es sci A ein Punkt mid
(1) A=hAx=:h',

(2) durch A geht keine Fixgerade: Nach Bemerkung(b) existiert
ein solcher Punkt, ds 2 nicht perspektiv ist.

ALY = Awe st (=:4").

AGAT A" bilden ein Dreieck:
(ind.) A" I ALY = (AA)®*= ko
sAmA'e=A'A"=AN,A,.h. AA' ist !
im Widerspruch wu (2) fix.

Die Projektivitis ae*]% =100 =(§}A"0)~
ist nicht perspektiv wegen

(AL ) =A'AM (#AAY).

. erceurst also einen Punkt-

kegelschnitt k, der durch yex'
A und A' geht und in A' die
Gerade A'A" Derihrt.

Die Projektivitat ae*l&ﬁ,(.:: 3 :(Q,r‘ Jas ist nicht perspektiv wegen
(AR =A"A'(#A'A). D erzeougt also ecinen Punktkegelschnitt 1, der
durch A' und A" geht und in A' die Gerade AA' berlhrt.

Wir haben zu zeigen, dall jeder von A' verschledene Punkt

von k ~nl ein Fixpunkt von ® ist,und daB umgekehrt jeder Fix-
punkt vonz zu kal\{A'} gehdrt.

(a) VS: PeknlaPsi', Beh.: Tw =F,

Wir wollen zuerst Tir einen beliebigen Punkt X ek N{A,A'] den
Bildpunkt X% konstruleren. AX=:x, A'Xs:y; X=xy =% X':i=Xx =xx*yx*=:
x'y'. Da x="|fa =« den Punktkegelschnitt k erzeugt und Xek gilt,
Tolgt x'=XA'=y, yelju=2 y=*=yB =y'. Da f den Punktkegelschnitt 1
erzeugb,treffen einander y und y' auf 1l,und zwar im Restschnitt-
punkt von y mit 1= X'=x'y'=yy'e l.
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VXek ™\ {A,A’] folgt also: Xxel und mit A%, A'=| € 1 hat man
insgesamt: k =1.,AuBerdem haben wir gefunden:V Xek N\ {4,4'}

sind X,X',A" kollinear.

Diese Konstruktionsvorschrift liefert speziell fiir Fe ka1~ {4"}

die Behauptung von (a). iA

(b) VS: Fae=F, Boho: FeknlaF #A', s

Wegen Ashx und A'#A'se gilt F4lA,A°, A’

x1=AF = xp*=AeFr =A'F=1y = x Kay

xo =xEF=y=>F¢e k., ®
v’ VA

yi=A'F = yar=A'wFe =A"F=:y = I
=Fa
yhayxt =yt = Fel, /[

Bemerkungens (a) Wir haben mitbewiesen: Ist A ein beliebipger
Nichtfixpunkt, durch den keine Fixpgerade geht, so enthdlt der
durch 2*{0j4 erzeugbe Kegelschnitt k alle Fixpunikte vonzund
die Menge der Fiwpunkte ist knlse \ {A=},

(b) Ist F ein Pixpunkt,  eine Fixgperade mit ¥ I £,
wobel auf f kein von ¥ verschiedener Fiwpunkt liegt, so gilt:
kX und 1 haben das Linienelement (¥,f) gemeinsam; durch F gehen
somit nie zwel solche Fixgeraden, dall ¥ auf jeder der einzige
Fixpunkt ist.

Bew.: {(ind.) f ist Sehne von k =2 auf f liegt
ein Punkt Xe k mit X+F; es gilt X34, denn
FA ist unter ®* nicht fix. Da fa*=f gilt,
liegt Xee auf £ und auf 1 und ist demnach
der Restschnittpunkt von 1 und f. Is gilt
also: X,X=, F kollinear; andererseits sind
nach obigem Bewels X,X®, A' kollinear =»
Xe=XF,XA "= X=» =X: Widersoruch zur Voraus—
setzung, dal ¥ der einwige Fixpunkt suf £ ist,
Domit ist gezeigt, daB (¥,f) ein Linienelement von k ist,
Wegen F=Fwe gilt Fek nl ; da 2 den Punktkegelschnitt k
linienelementweise in l=kw= iberfihrt, ist f=f=* auch Tangente

an la 4’

(¢) Die Konstruktion der Fixpurkte kann dualisiert
werden und man erhidlt eine Eonstruktion fir die Fixgerazden von 2%
Man wdhlt azax*=:a’ so, dafB a mit keipem Fixpunkt inzidiexrt.
%P, und =R erzeugen die Geradenkegelschnitte k* und 1*=k* x*,
die die Gerade a' gemeinsam haben, jedoch auf a'® verschiedene
Berthrpunkte haben. Genau die von a' verschiedenen genmeinsamen
Geraden von k* und 1* sind fix.

(d) Dual zu Bemerkung (b): Es ist unmdglich, dalB
auf einer Fixgeraden f zwei solche Fixpunkte liegen, dall f durch
Jeden die einzige Fixgerade is%t,

(e) Sind k¥ und 1 zwel verschiedene Punktkegelschnitte,

Al

die einen Punkt A' gemeinsam haben, ohne einander in A} zu be~-
rihren, so 188t sich die Besbtimmung der Restschnittpunkte von k
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und 1 in die Bestimmung der Fixpunkte einer projektiven
Kollineation iberfihren. Die beiden Aufgeben sind also
dquivalent.

Bew.: Wir haben eine projektive Kollineation % zu ermitteln,
deren Fixpunkte F; mit den Restschnittpunkten von k und 1 zu-
sammenfallen. Die Tangente a in A' an 1 trifft k in einem von

A' verschiedenen Punkt A, denn a

ist nicht Tangente an k {vg;l.?.’.’t).
Analog schneidet die Tangente &' in
A' an k den Kegelschnitt 1 in einem
Punkt A" mit AY"+A°'. Wegen s$a’ und
A'${A A" gilt: A A',A" sind nicht
kollinear. Fir N2 3 existieren Punkte
P,Qlek so, daB A,A",P,Q ein Viereck
bilden; der Sonderfall N=2 wird im
AnschluBl erledigt.

pi=AP, qi=AQ; D¥q, pta. P'i=A'P, q'i=A'Q
pi#g’, piFa’.

p' ist wegen P#A und P € k keine
Tangente von 1, also p'da und p'
schneidet 1 daher nach 2.1 in einem.
Punkt P#|A',A", Analog gilt: q'+a und
3 3 ", 1 1y, "’Pq'_l’\l="{A'aQ} I?lt Q#lﬁ"Ax:"P. aher
existieren A"P=:p", A"Q=:g" mit p's g lfa und p+q". .

k wird durch‘ bﬁ,\‘(a, 3Qees r‘(ﬂ,\:‘(a”,p q's..) erzeugt, 1 wird
durch Ju(a,p',q'e..) n Gur(a’,p",q ...S.erzeugt. Wir definieren
eine_projektive Kollineation x eindeutig durchs A —A'  A'+r—AY,
P—DP, Q++Q, denn die beteiligten Punkte 1ieg?n aué Kegelgghnitten
k bzw. 1 und bilden daher Jjeweils ein Viereck (vgl.Satz 1.9).
Die k erzeugende ProjektivitBt ist ="|(,, die 1 erzeugende ist
&‘IC%A'. Fir einen beliebigen Punkt X ek gilt daher: (XA)x*= XA'=:ix'
(xa ae*::xg, ‘X?bEI. b dx}){rch A”v g;ht und x' in I(\%}lnemFPunktBVOIL 1
treffen muli. Also gilt e el ek =Xkw=1l. Nach Folg.
stimmen die Fixpunkte von ® mit den Restschrittpunkten von k
und 1 iberein.

Sonderfall: N=2=k und 1 sind Dreiecke. Im Minimalmodell gilt,
daf eine projektive Kollineation durch zugeordnete Dreiecke
eindeutig festgelegt ist; wegen der Bijektivitdt ist ndmlich
dann fir jeden Punkt auf den Dreiecksseiten die Zuordnung be=-
stimmt und demit auch flir den siebenten Punkt wegen der
Eigenschaft, daB kollineare Punkte in ebensolche iibergehen. Fir
N=2 ist also im obigen Beweils nur der Punkt Q wegzulassen.

3) Hat eine projektive Kollineation % eine Fixgerade, so hat
gie auch einen Fixpunkt (und dusl).

Bew.t 26 PGL(Tpp) A Af mit fr*=f.
Sei A I £ mit A#4s =:A' (sonst
fertig) =2 A'e=:A"$A'A A" T f, Die

1
Projextivitat w:=a*|(a: (fs — f 4 st "/ i \ B
R ! b
perspektiv, denn es gilt: (AL')x = ¢

= fx =fx* =f=AA'=% e3 existiert eine Perspektivititsachse & mit
A Ta. A T a.
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Evensor A= w0, : 0,0, ist perspektiv wegen ff =fax*=f =

es existiert eine PerspektivitBtsachse b mit A' Z b, A" 1 b.

Es exisbiert mindestens ein Punkt F mit F I a A ¥ I b, Bezeichnen
wir FhA=:x, FA'=:x', FA"=:x" und beachten, daB a bzw. b Achse
von « bzw. B igt,80 gilt: xo =x® bzw. %' =x", also Fx =xz™x'x*=

§ a1t
= xx xR =x'x" =R, ‘

4) Wir sind nun unter Beachtung der Bemerkungen nach Folg.1 in der
Lage, die miglichen Fixpunktfiguren f bzw. Fixgeradenfiguren ?‘
einer proJjekbtiven Xollineation in einer Pappusebene anzugeben:
=i faR, o =y
Nach Satz 1.2 gilt: [{|= [{7].
@x#., Homologie: {=Rauv{Z] , 4= (gzu{ai (a Achse, 7 Zentrunm).
Es gilt gemdB Satz 1.2: [{| = [{7].
@®==t, Flation: { =Ra , {"=(,,8ls0 =141,
(=2 besitzt ein Fixpunktdreieck FooF g Py
F;}Fl«: gind Fixgeraden, und zwar die einzlgen,
da nie drei Fixgeraden kopunktal sind und nach / Fo
Folg. 1 der Schnittpunkt von zwel Fixgeraden ein Fixpunki 1s%.
{ ist also ein Dreieck und {" ein Dreiseit = [{l=[{"].
Nach 1.9,Folg.6 existieren fir N> 3 stets projektive Kollineationen

E

K

fa

dieser Art. Bel der Konstruktion der Fixpunkte nach £ & .
Folg.2 ergibt sich knl={A',F ,F,,Fo}, d.h, kund 1 4
gehdren einem Blschel 1. Art an. £

(5= besitzt genau die Fixpunkte Fo, Fqi % ., F,
Nach Folg.2,Bem.d existiert durch mindestens einen

der beiden Fixpunkte, o0.B.d.A. durch F_, eine von (5

F0F1 verschiedens Fixgerade fo. Neben fo und
F quai‘,i gibt es nach Folg.? keine Fixgerade. -
Wegon {={F_, E,j uwnd {*= {1 , FE} ist [{1=1{"). /6 1 &
Nach 1.9, Folg.6 existieren fiir N2 3 stets projektive Kol-
lineationen dieses Typs. k und 1 haben F_, F,! und A' gemeinsam
und bherilhren einander in (Fo,fo); k¥ und 1 gehOren einen
Blischel 2.4Ar% an.
(B)= besitzt genau einen Fixpunkt F. Al
Nach Tolg.3 existiert dann sine Fixgerade f.
Wir unterscheidens:

(a) F I £. /F/
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Es existiert keine weitere Fixgerade g, denn & mifte nach
Folg.t notwendig durch F gehen und ebenso wie f keinen Fix-
punkt auBer F tragen, was nach Folg. 2,Bem.b unmdglich ist.
Nach 1.9, Folg.6 existiert in jeder Pappusebene eine projektive
Kollineation dieser Art.

k¥ und 1 haben genau F,f und A' gemeinsam chne einander
in A' zu berihren; nach Satz 2.6 a oskuliert dann 1
den Kegelschnitt k¥ in F, und k¥ und 1 gehdren einem
Oskulationsgblischel an.

(b) F X ¢

Eine solche projektive Kollineation existiert nur in gewissen

projektiven Ebenen.

Beispiel: PAE und ®»(#.) ist eine Drebung um einen Winkel # 180°%.
Bei # bleibt nur das Drehzentrum fest; die Ferngerade bleibt
als Ganzes fest.

knl={A",F],und k und 1 haben in F keipe ge=
meinsame Tangente. k und 1 gehdren im Sinne

unserer {(bisherigen) Bezeichnungen keinem Blischel an.
In 6a und 6b gilt [$1=[{"].

G@&hat keinen Fixpunkt.

Nach Folg.3 existiert dann keine Fixgerade == ¥ = #a{= {.
Die Existenz von solchen projektiven Kollineationen ist ebenso

wie im Fall 6b vom Kdrper der a,abhiéngig. Im Minimalmodell
existieren projektive Kollineationen ohne Fixpunkt, wie in
1.9, Folg.6 gezeigt wurde. k und 1 haben dasnn nur A' gemeinsan,
ohne einander in A' zu berlihren. ‘3
Im Minimalmodell haben z.B. die Kegelschnitte
k= {1,4,5] und 1= {4,2,3] den Punkt A'=4 , 5
gemeinsanm und in A' verschiedene Tangenten,
namlich 24 bzw. 14,

i 5 2

In einer fest gegebenen Pappusebene gibt es also hichstens acht
Typen, wovon zwel nicht immer mOglich sind, und mindestens sechs
Pypen fir H> 3. Fir N=3 ist @ nach 1.9,Folg.6 unmiglich, fir
N=2 sind @ und (& nach 1.9, Folg.6 unmdglich.

Bemerkung: In allen Féllen ist die Figur f* dual zur
Figur ¢ und [{|=[¥7].
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SATZ 2,7: In jeder Pappusebene ist die Menge der Fixpunkte einer

projektiven Kollineation # gleichmichtig der Menge ihrer
Fixgeraden und es existieren fir N> 3 mindestens sechs und
héchstens acht Typen von Fixelementfiguren, Ist 2 nicht perspek-
tiv und A ein beliebiger Nichtfixpunkt, der mit keiner Fixgeraden
inzidiert, so schneidet der durch =*|(J, bestimmte Punktkegel-
schnitt seinen Bildpunktkegelschnitt auBer in A= genau in den
Fixpunkten von %,

§ 3 Projektive Riume

5.4 Axiomatik

Wie in 1,ﬂ gehen wir von einer Inzidenzstrukiur %ﬁ,@ ,I} aus mit
I¢AQ = () und schreiben fiir (A,a)e I im folgenden wieder: 4 I a
("der Punkt A inzidiert mit der Geraden a').

Biir die Inzidenzstrukbur {2, , Ijseien folgende drei Axiome
erfiillt:

Iﬁz Zu zwei verschiedenen Punkbten existiert stets genau eine
Gerade, die mit beiden Punkten inzidiert,
A,Bl#,ef2 :J*a€¢l mit A I aaB I a. (kurz: a=AB)
("Existenz der eindeutigen Verbindungsgeraden™)

12: Zu drei nicht kollinearen Punkbten A,B,C und einem Punkt P,
der mit AC inzidiert und einem Punkt Q, der mit BC inzidiert,
existiert stets ein mit P und Q kollinearer Punkt R, der
mit AB ingzidiert.
4,B,C,P,Ql¢R Ao A,B,C nicht kollinear AP I ACAQ I BC=yJRep
nit R,P,Q kollinearA R I AB.

("Planarititsaxiomn™)

E: Mit Jeder Geraden inzidieren mindestens drei paarweise ver-
schiedens Punkte.
("Existenz- oder Reichhaltigkeitsaxiom")

DEF.%.1 a: Erfiillt eine Inzidenzstruktur{P, U, I} die Axiome
11,12 und E, so hellt sie ein projektiver Raum.
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Bemerkungen: (a) Wir schreiben dafir symboliseh: I (R, ,I;

I,,I.,E), wobei Ii=i,(vgl.1.1).

(b) Einfache Beispicle fir projektive REume:
=01 =0, I=f..."leerer projektiver Raum ¥ . - )
ﬁ=iPl,3{:®, I=@..."einpunktiger projektiver Raum!@”‘(l.f,kurz Pj.
Qbel. Menge mit mindestens drei Elementen, J = {g} miv g= R ,
I= g4, also I=c¢..."projektive Gerade Ty'. p AC

(¢) Gilt im Axiom I, speziell P=Av P=C, dann
ist I, trivialerweise erfiillt; ebemnso fir Q=Bv Q=C; A R
insbesondere ist I, fir P=Q(=C) trivial. L85t man diese 5

srivialen Félle weg, so kann I, auch wie folgt konstruliert
werden: Heben in einem Viereck A,P,3,Q die Gegenseiten AP und BQ
einen Punkt gemcinsam, so auch die Gegenseiten AB und PQ.

(d) Aus I, folgt: Zwel verschiedene Geraden haben
hochstens einen gemeinsamen Punkt. Demnach kénnen wir unbter-
scheiden:

Zwel verschiedene Geraden haben genau einen Punkt gemeinsam: Die
Geraden "schneiden einander”.

Zwel verschiedene Geraden haben keinen Punkt gemeinsam: Die
Geraden "sind windschief'.

(e) Givt es_eine Gerade, so kann sie nach E als
Punktmenge ("Punktreihe") aufgefalit werden. Man kann alsc ebense
wie in 1.2 die Geraden als Menge ihrer Punkte interpretbieren
und gelangt so zun "projektiven Punktraum"

{0 , Systen von Teilmengen R,cR, I=e; LisIssE te
Jeder projektive Raum kann als projektiver Punktraum aufgefalt
werden.

Polperungens

1) Jede projektive Ebene ist ein projektiver Raum.

Bew.: Sei x{R,4,I; iq,ie,e) eine projektive Ebene. (F,/,I) ist
dann eine Inzidenzstruktuﬁ und I,I ist wegen I,{:i,1 erfiillt.

Iys Fir P=Q trivial; P+Q = 3% PQ. Gilt PQ=AB, dann ist 12 z.8,
fiir A=R erfiillt. PQ#AB =% 1% AB.,PQ=:R und dieser Punkt erfiillt I2,
E: Nach Satz 1.2 existieren in einer projektiven Ebene suf einer

Geraden mindestens drei Punkte. 6&

2) Der Anschauungsraum ist kein projektiver Raum: WEh1t man
P,Q so, daB AB#PQ und ADB parallel PQ gilt, so ist I2 verletzt.

Wir erweitern daher zum "projektiv abgeschlossenen Anschauungse-
raum” PAR, indem wir durch die folgenden vier TFestsebtzungen
zusitzliche Punkte, Geraden und Inzidenzen einfiihren:

(I) Jede Gerade inzidiert mit genau einem Fernpunkt; Jje zwel
verschiedene parallele Geraden haben genau einen Fernmpunkt
geneinsamy verschiedene nicht parallele Geraden haben keinen ge-
méinsamen Fernpunkt.



- 82 -

Die Ausnahmerclle verschiedener paralleler Ebenen, die keine
gemeinsamen Punkte im Anschauungsraum besitzen, beseitigen wir
durch:

(II) Alle gemeinsamen Punkte von zwei verschiedenen parallelen
Ebenen liegen auf genau einer Ferngeraden; verschiedene nicht
parallele Ebenen haben keine gemeinsame Ferngerade.

Bis hlerher wurden zusitzliche Punkte und Geraden eingefihrt so-
wie die Inzidenz eines Fernpunktes mit einer Nichtferngeraden er-
kldrt,. Wir erweitern nun den Inzidenzvegriff auf die beiden feh~
lenden Falles

(IIT)Ein Fernpunkt inzidiert genau dann mit einer Ferngeraden,
wenn eine mit diesem Pernpunkt inzidente Nichtferngerade parallel
ist zu einer die Ferngerade enthaltenden Ebene, Kein eigentlicher
Punkt inzidiert mit einer Ferngeraden.

Die Definition ist wegen (I) und (II) sinnvoll und mit (III) wird
die Menge der Fernelemenbte eine Inzidenzstruktur ("Ferninzidenz-—
struktur”). Da im Anschauungsraum alle zu zwei nicht parallelen
Geraden glelchzeitig parallelen Ebenen zuelnander parallel sind,
zwel nlcht parallele Ebenen genau eine Schnittgerade besitzen und
quadratische Pyramiden existieren, folgt aus (I),(II) und (III):

{IV) Die Ferninzidenzstruktur ist eine projektive Ebene.

PAR ist ein projektiver Raum.

Bew.: E ist klar. A 8
I,4: A+B. Wir unterscheiden: .

Fall 1: A,B eigentlich; elementar klar.

Fall 2: A,B Ferppunkte; I, ist gemdB IV erfiillt.

Fall 3: A eigentlich, B Fernpunkt; das elementare

Parallelenaxiom besagt, daB durch jeden Punkt A

genau eine Gerade existiert, die zu einer gegebenen Geraden
parallel ist. Plir I, sind auf Bhnliche Weise alle Fdlle durchzu=-
diskutieren. @

DEF.3.1 b: Eime Teilmenge #,¢ { von T heiBt ein Unterraum, wenn
gilt: Zu Je zwel verschiedenen Punkten P,Qlc¢ . ist
die Punktreihe [, 2 ganz in 2, enthalten (ReeC Fa).

Bemerkung: GemdfB der Definition 3.1 b ist ein Unterraum eine
Teilmenge von fi mit einer bestimmten Eigenschaft. Wir wollen
zeigen, daB diese Teilmenge selbst ein projektiver Raum ist,

und miissen daher dieser Teilmenge 2, noch eipne Inzidenzstruktur
sufprégen. Dies kann auf kanonische (=natiirliche) Weise geschehen.
Wir verlangen: Jede Gerade aus {, deren Punkte in f2,1liegen, heiBt
eine Gerade des Unterraumes; die lMenge dieser Geraden nennen
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wir ¢f,. Wir erkldren die Inzidenzrelation ILina¢ f+x ¢, so: Fir
Elemente, welche dem Unterraum angehdren, stimmt die Inzidenz I
mit der Inzidenz I in 2x¢ iberein.{ L2 ,034, Ti.at heiBt die
"induzierte Inzidenzstruktur"., Symbolisch: R.<R , tj.:={gcl}|g
enthilt zwel verschiedene Punkte von .} (dies ist wegen Def.3.1Db
sinnvoll), ILjg=InR.xY.

Bezelchnung: Wir werden i.f. statt Pefls auch PeT, schreiben.

3) Jeder Unterraum ist beziiglich der induzierten Inzidenze-
gtruktur ein projektiver Raum.

Bew.: I,: 4,B| #,6 0, => ABc(), upd AB ist in R und demit in R«
eindeutig bestimmtb,

I,: P#Q (0.Bedeho)e In T gilt: 339&(? AReR gemdB I,.Es ist Ref,
zu zeigen: P#QAP,QleR, , ReP,, =3 R ef,.

E: Ist s+ und g¢., s0 gilt Pgcf2,, und RgcQ enthdlt
mindestens drei Punkte. i &

Bemerkung: Jedew proaektive Raun T besitzt die trivialen Untere
riume To und T . Fir f+ & ist fiir alle P¢f der einpunktige
projektive Raum T, ein Unterraum. Fiir (¢ # ist fir alle gey dis
Inzidenzstruktur {»1%9 s {0s}s €} ein Unterraum, nimlich eine
projektive Gerade Tj.

DEP.3.1 c¢: Der Schnittraum T,nT, zweier Unterriume F}v(p}-) eines
projektiven Raumes T ist die Punktmenge 4+, . Dz

Verbindungsraum 1.V T, zweier Unterriume Tj;(@}) eines projektiven

Raumes 1| ist die Punkbtmenge:

(I) Q. fir T=T,,

(I1) R, fiir T=T,,

(I11) {P} riir W= T=T,(PeR); kurz: P=PV P,

(IV) Qoo tiir Ty=To A T=TuaP,Q) #,642 5 kurz: Ppp=PVQ,

vy X, VX, sonst.

X4 R,
X2 2

Bemerkungen: (a) Der Schnittraum ist als mengentheoretischer
Durchschnitt erklért, und daher ist die Bildung kommutativ und
assoziativ,

(b) Die Operation \/ ist kommutativ (sofort aus der
Definition zu sehen). Spiater werden wir zeigen: V ist assoziativ,

(¢) Punkt (V) der obigen Definition besagt, daB
alle moglichen Verbindungsgeraden zu bilden sind, wenn X, in 4,
und X, in 4, laufen.Bs gilt daher klarerweise: R.ufl, ¢, VT,

Beispiel in PAR: T,,7; sind zwei windschiefe ,
Geraden,T,\/T. ist der ganze Raum, denn durch

jeden Punkt existiert eine Treffgerade an T, %
und Tp . Die Menge T,uT, besteht dagegen nur

aug den beiden Punktreihen. yd
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4) Der Schnittraum bzw, der Verbindungsraum zweier Unterriume
eines projektiven Raumes ist bezliglich der induzierten Inzidenz-
struktur ein projektiver Raum.

Bew.s (a) Bir Tin Ty = Hind,cT ist gemdB Def.3.1 b zu iiber-
priifen, ob mit P,Q | #,¢ R0 By gilt: fog © Rin 2y,

dus P,Qlefy (§=1,2) folgt nach Def.3.1 b: fegc Ry (J=1,2), d.h,
Rea € Ryn o

{(b) Ebenso ist fir P,Q| %, e T,\/T die Def.3.1 b zu Uberpriifen;
in den Fillen I,.,.IV ist sie trivialerweise erfiillt.

Es liege Fall (V) wvor:

TWVTL = U XN\ Xy =t @41
X,
Xa2¢ R
Wir unterscheiden die folgenden drei Falle:

(1) P,Ql=#, ¢ Aav P2 2

(i) PepanQen 2" PvQ =p,. Dag, ein Unterraum ist,
gilt M, e = Reg cRu Ry c TV = Raas
Ebensgo flir PefRon Q.

(ii) PeaaQef,. Nach (V) und PV Q =p, gilt p,,acxuix,]v =R,

%

(2) Peflyr QeRuN\fauRat

:73 Q,,EAQ‘;A Q;_é/px mit QeQw QuAQ+[Q 50,
Wir unterscheiden:

(i) P=
P+Q i%%*m
QQ, = :}]*QQ,‘} = PeQmQy-

Roa= a0, und R0, =0y V @ ist gemdB (V) in R, enthalten: Prafu
(ii) PyQ,:
P,Q,Q bilden ein Dreieck (ind.P,Q,,x,Q kollinear = Q I PQ, A
P oefa Q’l e Ra= oy, CR,= Qe R, Widerspruch).
X cfos e Eg ist XePu zu zeigen. Fir P,Q gilt
nach Voraugsetzung P,Qle P2 ; wir diirfen daher
0,B.d.A, X#|P,Q und wegen H.v Racf, auch G
LeRaufy voraussetzen.
Qefain X 4= X#ngﬁ*ztgmzia §:=PQ,.XQ,. Es gilt: Xesv%s
=R, mit S<Ru A Qs XePu VEeRy = Rog Roaze
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(% PtQt*s ¢ Ral Rav Ra-

Papumg}"jeﬁi mit Pe P,V Py,

Qe Ru=23Q ey it Q€ QY Qpe

Nach Voraussetzung gilt: P s IP,],PEA Q#] QqsQpe

ey ¢+ Bs ist X e Pu zu zeigen.0.B.d.A. diirfen wir wieder

X#|P,QA%¢ R.u 2, voraussetzen.

Wir unterscheiden:

(1) Q T PP, =9 PQ=P,P=P, P, = Ropq = Ppp j Lir f,, silt jedoch

nach Def.3.1 ¢ (V) ,.c R, , also hat man Xef2pq = {5, Rz -

(ii) @ £ PP, = P,P,,Q bilden ein Dreieck.

P,! A QefRN RiuR, erfilllen die Voraussetzungen von Be-

weisschritt (2), also gilt wie dort: RegC Rae

P,P1,Q Dreieck A P21 PP,‘A X 1IPrg ~—¥=3 3 S:nXPe,P,‘Q und flir S gilt:

SeRog RS ecRun- . ,

Pyefen 8e LaNR, v 2, erfiillen deher die

Voraussetzungen von Beweisschritt (2), also

gilt wie dort: Rse, ¢ R4y . ' -
4

Danit hat man: XeRep (240 VEXE€ Rog=>
“*“—‘?/XQpQC @42. .

Bemerkung: Nach Beweisschritt (a) bzw. (b) folgh: Der Schnitte
raum von beliebig vielen bzw. der Verbindungsraum von end-
lich vielen Unterrdumen eines projektiven Raumes ist beziiglich
der induzierten Inzidenzstruktur ein projektiver Raum.

5) T,VT, dist der Durchschnitt aller Unterréume von T,
die ﬂ'q utncﬂ&'2 enthalten. Die Bildung des Verbindungsraumes
endlich vieler Unterridume ist assoziativ, d.h. es gilt:

(T, VTV TTB =T,V (v wITE) (T, ,1]'2,173 Unterrdume von T ).

Bemerkung: Nach Folg.4 ist T,V T, ein Unterraum und dsher
(T1,VT )V T3 nsch Def.3.1c edklafs

e
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Bew,: (&) Zur Menge aller Unterrdume, die 'Wq und T, enthal-
ten gehdrt nach Folg.4 der Unbterraum W%X/Wa, und die lMenge

ist daher nicht leer. Sei T, der Durchschnitt aller Unter-
riume von T die Tq und Wa enthalten; Wn 18t nach Folg.4,
Bemerkung ein Unterraum und es gilt T, C’WA\/Fé. Anderseits
enthdlt nach Def.3.1¢ Jjeder Unterraum von T, der T,! und T2
enthilt, sicher auch ’Tqv F2 wegen der Unterraumdefinition
Def.3.1b. Dann ist aber Y!',]V'\Tetﬂ?n und damit T,}\/T\_zz The

(b) Mit TT1V?T2=: WHB ist ﬂ}Z\JWB der Durchschnitt aller
Unterrdume von ¥ , die qug und K’a enthalten. Die Unterrdume
durch Trqz sind aber nach (a) genau Jjene Unterriume von 1,
die 7(1 und Trg enthalten, Damit ist (T,‘VJ{”g)\/T5 der Durch-
schnitt aller Unterrdume von I , die T, und T , und TT5
enthalten. Da die Durchschnittsblldung assoziativ ist folgt

(V1VW2>VV5”W1\/(H2VW—§)~ 0

Bemerkung: Man kann den ersten Tell von Folg,5 zur Definition
von TV T verwenden, doch setzt die Bestimmung von W.v¥. dann
die Kenntnis aller Unterrdume voraus, wihrend Def.3,1 ¢ eine
Konstruktion von W.vT, enth8lt, die nur die Punktmengen von

T, und W. benltzt. Unter Verwendung von Folg.5 kann auch der
Verbindungsraum beliebig vieler Unberriume definiert werden.

Zwischenbemerkung:

Unter einer "Halbgruppe” versteht man eine nichtleere Menge H,
in welcher eine bin#re Verkniipfung o: E x H-— H erkliért ist,
wobel o global auf H x H und assoziativ ist. Die Halbgruppe

{H, o% beift kommutativ, wenn o kommutativ ist. Eine Halbgruppe
besitzt hdchstens ein neutrales Element. Unter einem "Verband"
versteht man eine nichtleere Menge L, in welcher zwei zwei-
stellige Verkniipfungen v und n erklirt sipnd, wobei gil®:

(1) {1,v} ist eine kommutative Halbgruppe.

Bemerkung: Existiert in {L,v} ein neutrales Element, so heift
es8 Nullelement von L.
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(I1) {L,n} ist eine kommutative Halbgruppe.

Bemerkung: Existiert in {L, n} ein neutrales Element, so heilt
es Einselement von L.

(III) Es gelten die beiden Verschmelzungsgesebze:
au(anb) = a

an{(aub) = a Vasb,e] € Lo

Ein Verband {L,u ,n} heiBt "modular", wenn fiir beliebige
8’1’a2’83’€L gilt:
Aus a,c az folgt a,u (agnaﬁ) = (a,}u ae)n 8.

¢ 3 4 = =
(¢ ist in L erklidrt durch a,c 834:‘)&,1\) 85 =8z A 8,0 85 =8, Ve

6) Die Menge ull aller Unterrdume eines nichtleeren projektiven
Raumes T ist begzliglich des Verbindens und Schneidens als Ver=
kniipfungen v und n ein Verband mit dem leeren Unterraum W.cT
als Mullelement und T als Einselement.

Bew.: (I) und (II) ist bereits bewiesen.

Zu (III): Vegen T.VTW,=T, (nach Def.3.1¢c) und TinT=Ty (folgt
aus Wa cT) ist V. das Nullelement und ¥ das Einselement in
ull .

Falls T4V (Tin ¥2)-], gilt, muB nach Definition 3.1 ¢ T =TinTy=To
sein, also W (T, nTY=T4.

Sei mun TW,V(T.nT.) # T, ¢ Dann existiert Pe T, V(TW.nTa) mit
Pe X,l\/ X, und X,€Tin Xpe T4 T2 (nach Definition 3.1 ¢), also
gilt X,‘,Xeiéﬂ =% PeT,; ist umgekehrt PeT, , so folgt PeT.V
V(T .n T2) nach Def.3.1 ¢, also gilt insgesamt TW(T.nTo) = T4,
Gilt T,=To , so ist das zweite Verschmelzungsgesetz wegen Ulon
AlTe VT,) =TonTo=To erfillt.

Ist T, #T, und PeTy=> PeTiVi, = PeTin (Th V To); ist umge-
kehrt PeTun (T4 v T2) =P e, » Damit gilt Tin (WA V T2) = 4o

\ 4

7) ul 1ist ein modularer Verband.
Es ist also zu zeigen: Sind T. (j=1,243) Unterrdume von T , so
folgt aus T, CT5 stets T,V (Tan'lf3) = (T, Vh'g)nTt'3 .

Bemerkung: Aus T,VT,=T3AaTinT:=T4 folgt nimlich TeW; und umge-
kehrt.
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Bew.: In den Sonderfdllen T, =T , ¥ rﬂT5.T V(E2nT ) =T,
MV =T, und (T,yT, )nTT -"!!' ist der Beweis leicht iiber

Def. 3.1 ¢ zu erbringen.

Es seien 1.f., dlese Sonderfdlle ausgeschlossen.

¥YXeT 2V (T5aT5) folgt:

3)( e*rrq,\ x2§ev nTy mit Xe VY x25, Xpe Tyn X6 T o= X, VX,

cT V=2 XeT \,/Tra.

= Xe{(T, VT T

T, cT, =% €T v (T4VT2da Ty

T3 S xex, v X T
X g'ﬂ‘ a 23 3
2% U3

Somit gilt: T,V (T2“T53 € (T LV HE}AH‘B (*).
Umgekehrt: X e (T ,‘\/Kt"a)n'ﬁ 3-:"—9 XGTBAE Lye Ty Xzfi’e mit
XeX,]v Xse
Fir XsX,’z}' XETY,V‘-:) Xs'\\',;\/ (T2AT3),
Fir X#X,] folgt Xge X, VX
XeTl’ ::>X G:T }m) X2ETS’

3

XeT }«—@ X,V XeT

Also gilt Xe X, VX, nit X, 6W A X ET20\\5, d.hs Xe quv { E’znﬂ'5).

Somit gilt: (T 1\/T|'2)rﬂ‘5c TV (T 5T 3) ().
(DAY= TV (TynTg) = (T VT 0T, ®
SATZ %.,41: Jede projektive Ebene ist ein projektiver Raum, Der
Schnittraum und der Verbindungsraum zweier Unterriume
eines projektiven Raumes sind beziliglich der induzierten Inzidenz-
gtruktur projektive Rdume. Der Verbindungsraum von Unterriumen
aus T ist der Durchschniltt aller Unterrdume aus T , welche die
gegebenen Unberrdume enthalten.Dle Menge der Unterrdume eines nichi
leeren projektiven Raumes T ist bezliglich des Verbindens und
Schneidens ein modularer Verband mit dem Nullelement T, und dem
Einselement T.

Bemerkung: Ist T.¢T ein Unterraum, so lassen wir i1.f. stets
den Zusatz "bezliglich der induzierten Inzidenzstruktur” weg.
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2.2. Ebenen und Hyperebenczn in einem projektiven Raum

DEF.3.2: Ist T (R) ein projektiver Raum und sind 4,B,C drei nicht
kollineare Punkte von ¥ , so heiBt der Verbindungsraum

AVBVC eine Ebene in T . Zwei Unterrdume eines projektiven

Reaumes heiflen komplementdr, wenn ihr Durchschnittsraum leer

und ihr Verbindungsraum T ist. Ein zu einem Punkt komplemene

tédrer Unterraum heifBt eine Hyperebene.

Bemerkungen: (2) Sei T der PAR und T, eine Gerade. Fir irgend-
eine zu 7y windschiefe Gerade T, gilt TinTe =Tound TVTL =T
(vgl. Bem. nach Def. 3.1 ¢);T+ und T. sind also komplementire
Unterrdume. 1o igt durch die Vorgabe vonT, nicht eindeutig bee
stimmt. In einem beliebigen projektiven Raum ist die Existensz
eines zu einem gegebenen Unterraum komplementdren Unterraumes
noch offen.

(b) Ein Unterraum K< ist eine Hyperebene,
wenn ein Punkt P ¢ R existiert mift Tualp=@ (d.he P4 Tx) und
Tvie=1 . ‘ _

(¢) Jede projektive Ebene x (4L ) ist eine Ebene
im Sinn von Def. 3.2, also Verbindungsraum von drei nicht kol-
linearen Punkten.

Bew.: e =% J Dreieck A,B,C. Da o ein projektiver Raum ist
(vel.3.1, Folg.1) gilt elnerselts. AV BV Ccx, Andererseits gilt
VXeR =» XeAv BVC; dies 1st flir X=A trivial und fir Zgd
folgt wegen i4 : 3* AX'AAX#BC £ 3 %S:=AX,BC und es gilt XeAVS,
woraus wegen Se BV G folgt: Xe AVBVC.

Folperuneen:

4) Existiert in T eine Ebene AV BV C =:T, und sind P,Q,R drei
nicht kollineare Punkte des Unterraumes 1,, so gilt: AVBVC =
=PV QV R.

Bew.: Es ist unmdglich, daB der Punkt P auf allen Seiten des
Dreiecks 4,B,C liegt; gelte o0.B.d.A. P¢ BVC.

PeAV(BVG) = T 8e¢BVO mit PeAVS (A4SAP#S) =+ AePVS,
worsus wegen Se BV Q folgt: Ae¢PY BVC.
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Aus A,B,Cle PVBVYOC folgt: AVBVCcPVBYVC, da PVYRBVC ein
Unterraum ist.

Ebengo: P,B,0 ¢ AVBVC = PYBVUOCcAVBVC,

Man bhat somit: AVBVC = PVBVC (*).

Unter der Voraussebzung 44 BVC und P4 BV C konnten wir

den Punkt A durch den Punkt P sustauschen.

Wir gehen nun ebengo mit dem Punkt Q vor. Ez ist unmbglich, daB
Q I PCAQ I PB gilt (P,B,C nicht kollinear = PC4#FB =% P=Q: Wider-
spruch zu P,Q,R nicht kollinear), also diirfen wir o.B.d.A.

Q X PB voraussetzen; wegen P4 BV C gilt auBerdem C Z PB. Der
Punkt Q liegt also zum Dreieck C,P,B genauso wie im ersten
Beweistell der Punkt P zum Dreieck A,B,C; somit folgt wie dori:
CVPVB = QVPYE (%),

Wegen P,Q,R nicht kollinear gilt R Z PQ und aus Q £ PB ==

B Z PQ., Der Punkt R liegt also zum Dreieck B,P,Q genauso wie

im ersten Beweistell der Punkt P zum Dreisck 4,B,C=BV PV Q =
RVPVQ (%),

Wir beachten die Kommutativitdét von YV und sammeln:
pyovr ) Bvrvg ¥ cveyvs Y oavave. &

Bemerkung: Enthidlt ein projektiver Raum zwel verschiedene Ebenen,
dann ist der Durchschnittsrasum dieser beiden FEbenen lser, ein-
punktig oder eine projektive Gerade. Nach Folg.1 haben die veidem
verschiedenen Fbenen ndmlich sicher nicht drei nicht kollineare
Punkte gemeinsam.

2) Jede Ebene T,(f2,) in einem projektiven Raum T 1ist eine
projektive Ebene. (Umkehrung zu Bem. (¢) )

Bew. 3 i,!: Wegen i’l=1’1 exigtiert in 7 eipe eindeutige Verbindungge

gerade und diese liegt, da T, Unterraum ist, ganz in W, .
50 8, bl elfy Bty P o % T
E= JP,Q| #,eflgn J Req2y, . Wegen I, haben Rqund
hichstens einen gemeinsamen Punkt. Wir zeigen, daB {2q NK
P

und §2, mindestens einen Punkt gemeinsam haben. Sind
P,Q,R nicht kollinear (sonst wire R schon der zu erschlieBende

Schnittpunkt), so gilt T,=PVQVR. c
E=JXe¢ANR|= XeT,=PvQVR =
J8ePvQ mit X ¢ RV S = 0
SePVQ =RgrB e RV X =fl,d.h. SefgnPue
a1 I, =AY BV 0 8

/A 57



- 151 -

E=+S8¢ AVEB mit S #]4,B a ~
C Z AB = C+S =5 J* 5C = IDeSVC mit D 4/S,0. {4,B,0,D} ist nach
Konstruktion ein Viereck in T,. 0

Bemerkungen: (a) Alle Punkte und Geraden, die einer festen Ebene
eines projektiven Raumes angehlren, bezeichmen wir i.f. als
"komplanar'.

(b) 8ind g und h zweil verschiedene, einander
schneidende Geraden eines projektiven Raumes T, so ist ﬂ‘% \./’l\’l,t
eine Ebene.

Bew.: Nach Voraussetzung existiert ein Punkt A mit Ae{2gn ’\Qh
und nach Axiom E existieren B eRo\{A} und Ce¢fRn\{Al. g+h =»

AyB,C bilden ein Dreileck, daher ist AVBVC eine Ebene.

Es genigt TaVR=AVBVC zu zeigen. XeRgqVR=4IA e =AV B AIX {2, =AVC
mit Xe X,vX,, woraus wegen X, AVB und X AVC 'folgt XéAVx%VA\/C,
was wegen AVA =A (vgl. Def.3.1c,(III) ),

der Assoziativitat und Kommutativitat 8 g
von V bedeuteb: Xe AVBVC.

FMan hat damit:

TavTn ¢ AVBYC ("), . . A
XeAVBVC=(AVB)V C=> X4 ¢ AVB =g mit ¢

Xe X,vC , Daraus folgt wegen Ce4d, 80~ h
fort XeligV .. Also gilt: AVBVCcTqvTn (5),

(") A (R)=TyVT, ist die Ebene AVBVC.
(c) Enth#lt ein projektiver Raum zwei windschiefe
Geraden g,h,so enthdlt er zwei verschiedene Ebenen.

Bew.: E=>3G,, G,|#,¢Rqa3H ,H,l+,c R G,V G,V H, und H,VHV G
sind zwei Ebeden.<Sie sind vegécgieé’ten, defin gﬁg iflrer GLdicK- 2

helt wiirde folgen: g,h liegen in einer Ebene =" g und h haben
éinen gemeinsamen Punkt: Widerspruch zu windschief. ‘

(4) In einem projektiven Raum sind je zwei Punkbte
reihen gleichmichtig: {4l = |R.I-

Bew.: 0.B.d.4. g ¢ h. Wir unterscheiden:

Fall 4: g schneidet h =%™ g und h liegen in einer Ebene und
diese ilat gemiB Folg.2 eine projektive Ebene; alsc gilt nach
Satz 1.2:{Rql=1Rnl.

Fall 2: g windschief h.Nach Axiom E=»JGe/R A JHeRQ, AG+H. Die nach
I, existierende Gerade 1l:=GH schneidet g, dlsc gilt nach Fall 4
gl =[] , und 1 schneidet h, also gilt If2] = IR.] .

&
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Zwischenbemerkung :
Sei & eine Menge und M eine Familie von Teilmengen von . Die
Teilmenge m € M heiBt "meximales Element" in M, wenn in M kein

von m verschiedenes FElement existiert, das m enthdlst.

Unter einer "Kette" von Elementen aus M versteht man eine
Familie wvon Elementen aus M derart, daB von Je zwei Elementen
der Kette das eine Element das andere Element enthilt.

Wir verwenden i.f., den "MaximalitBtssatz von HAUSDORFF':

Ist Myf eine Familie von Teilmengen einer Menge R derart, daB
die Vereinigung jeder Kette sus IM in M liegh, so existiert in M
ein maximales Element.

Bemerkung: Der lMaximalitdtssatz, das Auswahlaxiom und das
Zornsche Lemma gind logisch dguivalent, Zum Beweis miissen
transfinite Methoden herangezogen werden. Wir miissen einen
solchen Satz hier verwenden, da der projektive Raum ¥ im Sinne
einer spiteren Definition w.U.unendliche Dimension besitzt.

4) Ist T(R) ein projektiver Raum und sind T,(R.),T,(R:) Unterriume
mit TynT, =f, dann existiert ein zu T, komplemsntéirer Unterraum T,,
der T, enthélt.

Bew.: Wir bezeichnen mit M die Menge aller Unterriume von ¥, die
(4)T, enthalten und

(2) deren Durchschnitt mit T, leer ist.

Wir wollen auf M den MaximalitBtssatz anwenden und {iberpriifen
daher, ob M dessen Voraussetzungen erfiillt: Wegen V.¢ M ist I
picht leer. Weiters ist zu zeigen, daB die Vereinigung jeder
Kette aug M in M liegb. Sei also eine Kette in M vorgegeben und U
die Vereinigung aller Unterrdume, die der Kette angehiren; zu
zeigen igt UelM,

U ist Unterraum: P,Ql+,¢ U; von der in T existierenden Geraden
RN ist Regc U zu zeigen. 8ind P,Q aus demselben Unterraum T,
der Kette, so ist dies trivial:f2,.ci,cU. Stammen P,Q aus ver-
schiedenen Unterrdumen der Kette, z.B. PeT, A Q¢T,,, 80 gilt

nach Definition einer Kette 0.B.d.A, TyutTe = Q ¢ T, , also liegt
gtets der triviale erste Fall vor. Jedes Element einer Kette

aus M umfaBt wegen (1) den Unterraum 7., deher umfaBt die Verw
einigung U aller Kettenelemente ebenfalls T, .

UnTy=f: (ind.) 3XcUnTa=XeU=3T,,, ¢ M mit X eT,,.,
Widerspruch zu Punkt 2 der Definition von M.

Somit gilt UsM, denn (1) und (2) sind fiir den Unterraum U erfiillt.
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Nach dem Maximalit8tssatz existiert ein maximsles Element -ﬁ

in M. ¥, ist daher Unterraum, der T, enthdlt und fiir den T,i,=0
gilt, denn diese Eigenschaften sind fiir alle Elemente von M

nach Koustruktion erfillt.

Um TTQ als Komplement von T, zu erweisen, fehlt noch der Bewels

von T4V—IT4 =1 3 .

(ind.)JPeR mit P¢T VT, = P¢T, = VP T, =2NLVP>T, .

Wegen T,eT, gilt erst recht “ﬁv P >7T, . Der Unterraum rﬂ\/P 8r=
fillt also (1). Wir zeigen, daB er auch (2) erfiillt: (T, V P)aT,=g.
(ind.)JY mit YeTa A YeT VP, Wegen Ye VP = IYeT, nit
YePvY (Pe¢Mvi,=PeT,=> P+Y), d.h, PY=YY (Y&Y wegen T, T, =0)=2
=PeYVY mit Yel, und YeT, , dies bedeutet: Pe T,V T, : Wider-
gpruch.

Der Unterraum TV P erfiillt also (1) und (2), d.h. es gilt 0,V Pel
und T,vP umfaBt T,, was jedoch ein Widerspruch zur Msximalitétg-
eigenschaft von TT4 in M ist.

Es gibt alsoc keinen Punkt Pe4l , der nicht zu T,VT, gehdrt, d.h.
T VT,= T . ' @

Bemerkungen: (a) Wenn {2 mindestens zwei verschiedene Punkte entw
h#lt, so existieren (nicht leere) Hyperebenen.,

Bew.: X, ¥|#,¢R; X=:Ta Yr=lund es gilt Tun T, =@f. GemdB Folg.4
existiert sin Unterraum T, mit T,=Yc T, und T,V T, =T und T«aT.=g.
T, #T, ist also ein zum Punkt X=Y, komplementirer Unterraum,

nach Def.3.2 eine Hyperebene. Q

Bezeichnung: Wir verwenden i.f. fiir Hyperebenen griechische
Indizes, also T, (RJ.

(b) Jeder echte Unterraum T, eines projektiven
Raumes T ist Teilraum einer Hyperebene.

Bew.: Nach Voraussetzung Z{Pc{% mit P¢T,, d.he TenTy =g, _
Nach Folg.4 existiert ein zu W, komplementiérer Unterraum T, (also
eine Hyperebene) mit T, >T4.

(¢) Eine Hyperebene T, ist komplementérer Unter-
raum zu Jedem Punkt P mit P¢ T, .

Bew.: Gem#B Def.3.2 existiert ein Punkt Q mit T, n Q=% und
T V Q= T, Gelte 0.B3.4.4. P#Q.

Nach Folgerung 4 existiert zu P ein komplementérer Unterraum
T, mit TeoT., denn PrT, =@, Es geniigt Te=T, zu zeigen:
(ind.) T XeTp mit X4, = I X, e, mit Xe X,vQ (X, *+X).
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X,y€eTa CTFPAXE T, = e, © ey was zusammen mit Qefl,, be-

deutet Q e T,.
Ty = Tp A QeT = T V Q= Te Ty : Widerspruch zu P ¢ ”Sf

Zwigchenbemerkung: @
Ein Verband {L,u,n} mit Nullelement O und Einselement 4 heiBit
"komplementiert™, wenn zu Jedem a ¢ L ein komplementires Ele-—
ment & €I existlert, flir welches gilt:

ava =1 A ana = 0,

Damit gilt: ull ist ein komplementierter Verband.

5) Jede Gerade gel] , die nicht ganz in der Hyperebene [RE-Fy
liegt (p%d R« ), hat mit T, genau einen gemeingamen Punkt.

"Bew.: flgf Ra=dP ef), mit P¢ P« . Aus Axiom E==
=3 X 0o\ {P} . Da T, Hyperebene ist und P¢T,
gilt nach Folgerung 4, Bem. (c): PV Tu=T. g
ZePVT oTes J8eRa mit XePVES =5 gehdrt zu Ron Hu.
Ein zweiter Schnitbtpunkt kamn wegen g ¢ . nicht existieren.

4

SATZ 3,2: Jede Fbene in einem projektiven Raum ist eine projektive

Ebene. Je zwel verschiedene Ebenen in einen @rogek‘i;ivem

Raum haben nie dreil nicht kollineare Punkte gemeinsam. Jede
Gerade trifft jede Hyperebene, in der sie nicht liegt, in genau
einem Punkt. Je zwel Punktreihen eines projektiven Raumes sind
gleichmdchtig. Der Verband der Unterriume eines nichtleeren
projektiven Raumes ist komplementiert.

Bemerkungen: (a) Die Hyperebenen einer projektiven Ebene = sind
genau ihre Geraden.

Bew. : (a) Sei T. eine Hyperebene in x , also komplementirer Unter-
raum eines Punktes C ¢ T. . T, ist sicher nicht einpunktig, sonst
wiire » eine Menge von kollinearen Punkten im Wlderspmch Zu €.
T.enthdlt also mindestens zwel verschiedene Punkte P,Q und daw
nit gilb 4, < Tw . Es gilt sogar ew= Ta: Wirde nimlich Ty alnen
Punkt X en‘cghalten, der nicht auf PQ liegt, so wire PV QV X =y <,
im Widerspruch zu C4¢ Vu .

{v) Sei g eine Gerade < T PeR mit P4 Ry und JA,Bls,
AyBleRy mit T=PVAVB=PVQ,, also ist R, komplementérer Unter-
:caum eines Punktes und somt Hyperebene.

L 4
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(v) Folgerung 5 lautet speziell fiir projektive
Ebenen: Zwel verschiedene Geraden haben genau einen Punkt
gemeinsam (das ist i,). Im Gegensatz zur Axiomatik in § 1 ist
i, flir projektive Ebenen im Sinne der Axiomatik in § 3 ein
beweisbarer Satz.

3.3, Der Satz von Desargues in projektiven Riéumen

Dieses Kapitel entspricht dem Kapitel 1.5. Die Begriffe Z-
perspektiv und a-perspektiv sind wie in 4.5 zu fassen.

SATZ 2.%: In jedem projektiven Raum, in dem zwei windschiefe
Geraden existieren, gilt der Satz von Desargues.

Bew.: Seien P, und Q; (i=1,2,3) zwei Z-perspektive Dreiecke.
qu TI:"2\/P5 und Q,]V QQVQ,3 sind Ebenen, und wir unterscheiden die
beiden Fdlle:
(a) Py 1>2V}?3 * QY QQ\/Q5 (dieser Fall ist nach 3.2, Folg.3,
Bem. (c) mdglich).
Wir zeigen zundchst, daB ein Punkt ABE’P mit AaéP,‘VPeA A56 Q,1VQ2
exigtiert; dazu unterscheiden wir: Q.
(1) Py=2; der Punkt Q=A; hat die gewinschten R=Z Ps—o""
Eigenschaften.
(i1) 2 I|P,Py, 2+ | P4, Py der Punkt Qy=A; hat \M&OQLL
die gewiinschten Eigenschaften. r4
I, .
(1) P,,P,,Z bilden ein Dreieck =3 3 A mit

AEI Pqu und A5’ Qs Q@ kollinear. —_—

Wir vertauschen nun die Indizes 1,2,% zyklisch und zerhalten:
34, mit A e P,V Pan by e QoY Qp A
3A2 mit AEEPBVP,IAAZC QBVQ1.
Demnach gilts A,‘, As, A3|e P’IV Pyv P5 und

A, A2, ABIeQ,‘VQQVQB.
A,‘, Ay, A3 sind daher Punkte des Durchschnitts der beiden ver~
schiedenen Ebenen P,Iv P2V PB und Q,\\/ QQ\/ Q3' Nach 3.2,Folg.1,
Bem. ist dieser Durchschnitt leer, einpunktig oder eine Gerade
und dsher sind A’l' A2, A5 kollinear. Es existiert also eine
Achse a, sodall die zu Pi und Q,l gehdrigen Dreiseite a~-perspektiv
sind.
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(b)P VP, VP QV]V QQVQ, =37 » Nach 1.5 geniigt es, in der
projektlven E’bene % (pach 3.1, Folg.1) mur nichttriviale
Desa:guesflguren zu untersuchen.

Nach Voraussetzung gibt es auBerhaldb von # sicher eine Gerade
und nach E gibt es daher einen Punkt O¢@ mit 0¢ 7 ., Nach I’i
existiert die Verbindungsgerade 0Z =:2z eindeutig und nach Axiom E
existiert ein Punkt Z € O V Z mit 2 +]0,Z (=2 ¢ %, da sonst
mit Ro¢x folgt Oew).

Pys 7 ist ein Dreieck (wegen Z+P, A Tex)= = fQ*q nit
Q,‘ I ZPyn 0,9, Q,’ kollinear., Es gilt Q_1¢7“ {wegen Z4x und B, *
# Qq) Analog sind Q,2 und Q3 zu konstruieren.
Q’l > Q bilden ein Dreieck.
(111(1)335()3 mit Qj Ig:ﬁpoq c MV 0 fiir J=1,2,3 =2
Qje"ﬁg VO fir j=1,2,3. T VO karm eine Gerade oder eine Ebene
sein: Der srste Fall ist uvnnéglich, denn in einer Geraden kann
das Dreieck Q. nicht enthalten sein; also ist T,V0 eine Ebene,
die das Dreieck QJ enthédlt: dann gilt nach 3.2, Folg.1
TgV o =Q,V Qv Qin x = 0e¢n: Widerspruch zu Od¢mn ,
Die Ebenen W °nQ,,1v QQ\/ Q5 und © gind verschieden wegen Q1 47,
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Die Dreiecke Pj und és liegen Z—perspektiv und gehdren ver-
schiedenen Ebenen an; nach Beweisschritt (a) liegen sie dann
auch perspektiv beziiglich einer Achse a. Wir wissen bereits:
Der Punkt Az mit Az I P Pyn AsT % liegt auf dieser Achse a.
AuBerdem ist A3 der einzigi Punkt von gﬂQQ’ der in & liegt,
denn sonst wirde gelten Q4Q2c~z, also Qﬂe«x ¢ Widerspruch.
Wegen O0¢ und Q4¢Q2 ist O,Q,‘,Q2 ein Dreieck; nachwﬁxéym 12
existiert daher ein Punkt R mit R I Q€ und Raqﬁ’Qg
kollinear. Da A3 der einzige Punkt auf~Q1Q2 ist, der in =
liegt, folgt RuAB. Es gilt also QqQQ, QqQQ und P4P2 treffen
einander in A3'

Analoges gilt fur A2 und Aq; da A,I,AQ,A5 kollinear sind,

ist damit die Existenz einer Desarguesachse fir Pd und Qj
erwiesen,

4

Bemerkung: Beweisschritt (b) kommt bereits in 1.42 VOI'y WO g6= -
zelgt wurde, def die PAE desarguessch ist. Dort wurde gefordert,
dal PAE in einem PAR liegt. Wegen der Forderung der Existenz
zweiler windschiefer Geraden liegt x als echter Unterraum in
einem projektiven Raum. Der Beweisschritt (b) kann also unm-
formuliert werden zu:

Ist eine projektive Ebene echbter Unterraum eines projektiven
Raumes, so ist sie desarguessch. Ist eine projektive Ebene nicht
desarguessch, so 1#Bt sie sich sicher nicht in einen projektiven
Raum als echter Unterraum einbetten.

Wir werden spdter auch die Umkehrung beweisen: Ist eine projektive
Ebene desarguessch, so 188t sie sich in einen projektiven Raum
als echter Unterraum einbetten (vgl. §5).

3.4, Kollineationen in projektiven Rsumen

Aus 1.3 ist bereits der Begriff des Isomorphismus zweier Inzidenz-
strukturen bekannt und aullerdem die Tatsache,dal die Menge aller
Automorphismen einer Inzidenzstruktur beziliglich des Hinterw
einanderausfiilhrens eine Gruppe bildet.

Neu zu fassen ist hingegen der Begriff Kollineation (vgl.Def.1.3b),
wobel wir Kollineationen nur fir projektive Réume definieren
wollen, die geniligend Struktur tragen, d.h. die nicht leer, nicht
einpunktig und keine projektiven Geraden sind.
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DEF. 3.4 a3 Sind T{R) und T'(R) zwei projektive Riume, in denen
-je drei nicht kollineare Punkte existiersn, so heift
eine Abbildung 23 /RR' eine Kollineation, wenn gilt:
(1) s ist bijektiv
(IT) kollimeare Punkte gehen in kollineare Punkte iiber
(ITI) nicht kollineare Punkte gehen in nicht kollinesre Punkte
{iber.

Bemerkungen: (a) Die Forderung (III) ist eine Folge von {I)

und (II), wenn | eine projekbive Ebene ist.

Bew.: Vgl.1.3, Folg.2: Im Beweis wurde an dieser Stelle nicht be-
niitzt, dal T' eine projektive Ebene ist, sondern nur, daB esin

Dreieck in T' existiert. Dies war dort eine Folge der Axiome
und ist Jebtzt gemdB Def.3.4 a erfillt. 19

{(b) Wir werden in 3.7 weiters Fille kemmenlernen,
wo (III) eine Folge von (I) und (II) ist.,

Polgerunsens

1) Ist QWJQ%) ein Isomorphismus T —T'wobei T und W' projektive
RHume sind, die Je ein Dreieck enthalten, dann ist 9p sine
Kollineation.

Bew.: Fiir (I) und (II) ist der Beweis identisch mit jenem zu 1.3
Polg.1. Die Glltigkeit von (III) folgt sofort aus Def.1.3 a,(lllaﬁ

4

2) In 1.3,Folg.2 wurde gezeigts Jede Kollineation =3 L — R
bestimmbt einen Isomorphismus, Wir setzten =2y, und konstruiersn

¥y dazu wie in 4.3 durchs

ge ] AP,Ql#,6R mit P,Q I8.Es seigy,:=PrQ=., Wie in 1.3 ist

zu zeigen, daB diese Definition sinnvoll und (®,%4) ein Isomorphis-
mus ist. Dazu muBte dort auch bewlesen werden, dafl nichi

kollineare Punkte in nicht kollinsare Punkte ilibergehen, dies

ist jedoch Jetzt vorausgesetzt; alles andere bleibt gleich.

Bemerkungen: {a) In 1.3 wurde die zu %=y, erginzte Abbildung

Yyt Y —~0' mit =* bezeichnet. Wir bezeichnen jetzt yymit % , da

wir des Zeichen "*" fiir eine andere Abbildung bendtigen, dis

im Falle einer projektiven Ebene mit %* zusammenfillt (vgl.3.8),
(b) In 1.3 wurde zu =*: (] —= (' , wobei =* bijektiv

war und kopunktale Geraden in ebensolche ﬁber%ﬁhrte,eine
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Abbildung ® konstruiert, sodaB (»,»*) ein Isomorphismus war.
Dies kdnnen wir Jetzt nicht mehr nachahmen, denn es steht
im projektiven Raum noch kein Dualitétsprinzip zur Verfigung;
aulerdem sind nach Einflhrung eines solchen Prinzips die
Punkt— und die Geradenmenge i.a. nicht dual (vgl.3.8).

(¢) Wie in 1.3 erkennt man, daB die Menge aller
Autokollineationen eines projektiven Raumes bezliglich des
Hintereinanderausfiilhrens eine Gruppe bildet. Sie heifit PPL (my.

3) Mit jeder Kollineation 2: R—~R' ist é\ezdj—’(g' verknlipft,
gsodaB (= ,3'3,) ein Isomorphismus ist. Wir verkniipfen mit jedenm
Isomorphismus nun eine Abbildung &:uT —= ul'sE ordnet also
jedem Unterraum 11’4(*}21, 19Llneul einen Unterraum von W zu. Wir
definierent

TR = { R 02, I, 1
Sicher giltt Tk =Te, TR =1 .

VPep gilt: Tri=T, (aus T {{P}, 4,0} folgt:
Ti={{Ps, & 0§ =T;). Es gilt daher z=x|fa, wobel die Elemente
von fL als Unterrdume aufzufassen sind.

y g‘% 116:T, % =T,y (aus T={Rq,igl, €} folgt wegen (II) und
(111 :gfﬂi={1iizg,{g£?, € }a%ggﬁ ks g:’Ll’c daher % = ®[(j , wobei
die Elemente von (] als Unterrdume aufzufassen sind.

Wir behaupten:

(1)% ist Bijektion ul—uT.

(2) (LVTT = T,E VTR,

GY (AT )B=T,E AT .

{4)% fiihrt Hyperebenen in Hyperebenen iiber.

Bew.: T, ¢ ul's P', Q']%,6M,% und R' kollinear mit P',Q'. Da =
vijektiv ist, existieren P,Q | #,eT, mit Px =P' A Qx =Q', und
es existiert Re¢l mit R= =R'; wegen (III) ist R mit P,Q|eT,
kollinear und, da T, Unterraum ist, folgt: ReT,=> Rie LR =
= T;% € ul',
Zu (1): X ist global: da = global ist, wird jeder Unterraum von T
bei £ abgebildet.

%z ist injektiv: TixT, = R, » 2,7(0.B.d.A.) J PR,
mit PéQR, = PreRxmit Ped RN R+l,2 .

% ist surjektiv: Sei T,(R:)e ull'. Da ® injektiv ist
existiert x"; wir haben zu zeigen, dafl piae“=:121 ein Unterraum
von T ist. P,Q| #,¢R, und Ref kollinear zu P,Q=> Pz, Qz|+ ,cfR
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und R® ist wegen (II) kollinear mit P»,Qe;da T, Unterraum in T'
ist und Pz, Qr|e¢fs, folgt RecfRd => ReRa = Ty (p) ist Unter~
raum von T[.
Somit ist & eine Bijektion.
Zu (2)s In den Péllen T=T oder W=T oder T=T,ist die Behauptung
trivial. Fe liegen also o0.B.d.,A. die Voraussetzungen zu Def.3.1c,
(V) vor:
\Y = U X, VX,.
TL T‘.l K«‘};hq 2
Xv€ ’f-l,_

(a) X'e{TyV T, )% 2y T X € T4VT, mit X'=Xe= X T, (3=1,2)
mit Xe X,’V XQ, d.h. X,X1 ,X2 kollinear. Da = global ist, existieren
Xze Tz , Xy e und wegen Def.3.4a,(II) sind X',X 2,X %=
kollinear, d.h, X'e Tz VI, %.
(o) X'e MEVILE= JXIT & mit X'e YV XY, d.b. X', Xf, X
kollinear, Da » bijektiv ist existieren XJE’K'j nit xjaa -Xj
und Xefl,und wegen (III) sind X'X’l +%X5 kollinear, d.h. Xex,]v X,=»
XeMVT, =2 X e (T, vT,)%.
Zu (3)3 (’pqnﬁl)aeﬂ ”Pwe n Ry, da 2 bijektiv ist.Es gilt nimlich:

Zwischenbemerkung?

Fiir eine beliebige Abbildung ¢: A-—3B gilt trivialerweise (MnHN)y<c
Myn N¢ , wobel M,N Teilmengen von A sind.

Ist ¢ bijektiv, so gilt sogar:

(MAN)g = Mygn Ny.

Bew.,: Yelygn Ng¢ = ye Mg ye Ng= 3 y¢~ wegen y surjektiv und
zwar eindeutig wegen ¢ injektiv und es gilt:

yy'le Mayg e N=y¢ e Mall= y € (MaN)y. &

Zu (4): Ist T, eine Hyperebene von ul, dann existiert Pefn mit

P4 T, und PV, =T, Der Punkt Pe liegt dann wegen Definition

von T,® nicht im Unterraum T 2 ,und es gilt:

PeVi,a® (PV T.)E =Tz =T, also ist % Komplement des Punktes Pz,
d.h. T% ist Hyperebene. & @

Bemerk : Die Kollineation s —4' "bestimmt” also die allge-
meinere Abbildung ®: ufl— uT'. Eine globale Abbildung zwischen
zwei Verbinden, die bi;}ektiv ist und (2) und (3) erfiillt, heiBt
"Verbandsisomorphismus”. Jede Kollineation =3 R-—=R' bestimmt alseo
einen Verbandisomorphismus 23 {ull ,V, n} —{uT',v,n}.
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DEF.3.4 b: Eine Autokollineation %342~ (1 eines projektiven
Raumes, der ein Dreieck enthdlt, heiBt perspektive
Kollineation, wenn eine Hyperebene punktweise festbleibi.

Bemerkungen: (a) Wir bezeichnen die Fixpunkthyperebene i.f. als
"Achse" T(RJe Bs_gilt *[{le= L.

(v) Flir projektive Ebenen deckt sich Def.3.4 b
mit Def.1.4 a, denn die Geraden sind die Hyperebenen der
projektiven Ebenen (vgl.Bem.(a) nach Satz 3.2).

4) Jede perspektive Kollineation besitzt ein Zentrum.

Der Beweis ist bis auf folgende Anderung gleich jenem zu 1.4,
Folge.1: In (a) wird die Existenz von A=XF.a aus i, erschlossen;
dies ist nun durch 3.2,Folg.5 zu ersetzen: Jede Gerade ¢T. hat
nimlich mit der Hyperebene T, genau einen Punkt
gemeinsam. Ebenso ist in Beweisschritt (b) die
Existenz von Z und A aus %3.2,F0lg.5 zu ere
schlieBen. Die Gerade PX in Beweisschritt (b),
Fall 4 schneidet nach 3.2, Folg.5 die Fixpunkt-
ebene T, in einem Punkt B mit Bz =B,und da ¢
kollineare Lage erhdlt, sind Ps=, Ba =B und X= kollinear. Die
Existenz des Punktes S kann nun aus I, erschlossen werden, wenn
wir 12 auf dag Dreieck P,P=», B und die Gerade XXx snwenden.

5) Die Punktreihen durch Z bleiben bel der perspektiven
Kollineation = als Ganzes fest (XKollineationsstrahlen). Wir
behaupten ferner: Ist W(pdeul mit ZeR, und enthdlt R« ein
Dreieck, so ist =|{d:+ eine perspektive Kollineation in Ts e

Bew.: ® {0, ist eine Selbstabbildung von @4:

Xefun X=l = Xa=2 ef),.
X e@in X42 = X,Xz, 7 kollinear; X,Z]ef A T, (R,) ist Unterraum=
= Xee Qe

Mit ® ist auch x|fR4 global und injektiv.

x|y 18t surjektiv: X',y da ® surjekiiv ist, exlstiert ein X
aus 4 mit X= =X' und es gilt X,X',Z kollinear und X',ZleR=XcR,.
®|12, ist also Bijektion und erfiilllt ebenso wie x auch (11)

und (III) in Def. 3.4a,
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Wir haben noch zu zeigen, daf ®|R; eine perspektive Kollineation
ist, Gilt speziell T.c Wk, so ist =[f2s»= v und die Behauptung ist
trivialerweise erfillt. Fir T,4V, sind slle Punkte von T, Ty
unter 2 fix und es ist nur noch zu zeigen, daB T.nTy eine
Hyperebene von T ist. T4 ¢Tu=>"JPef, mit P4 Tx . Aus dem modularen
Gesetz fiir den Verband ull folgt mit PV T, =T nach 3.1,Folg.7
dann P VY.(T, rﬂrq) = (PVTu)n T, = "{Tn"l\’1 n’ﬂ",l. Da P¢ TxnW, ist so-
mit Ty AT, Hyperebene von T ,.

&

Bemerkung: Nach dem letzten Beweisschritt gilt: Eine Hyperebsne
schnsidet einen nicht in ihr enthaltenen Unterraum nach einer
Hyperebene dieses Unbterraumes.

Wie in Def, 1.4 b kbnnen Homologien und Elationen in T definiert
worden.

6) Wortlich gleich mit 1.4, Folg.2 ist zu zeigen: Besitzt eine
perspektive Kollineation = einen vom Zenbtrum verschiedenen Fixe
punkt, der nicht der Achse N« angehdrt, so ist = notwendig die
Tdentitdt.

Wortliech gleich mit 1.4,Folg.3 ist zu zeigen: Die llenge aller
perspektiven Kollineationen mit festem Zentrum Z und fester
Achse T, bildet bvesziiglich des Hintereinanderausfilhrens eine
Gruppe; diese heiBt PGL(ZT.) und ist Untergruppe von PTL(T ).

7) Ebenso wie in 4.4, Folg.4 ist zu zeigen:

Sind gegeben: Zentrum %, Achse T, (Hyperebene) urd P,P'le L mit
"P,PY ¢ Run PP, 7 paarweise verschieden A kollinear,

80 existiert hichstens eine perspektive Kollineabtion & mit

Zentrum Z, Achse T, und Pz =P,

SATZ 3,43 Zwel projektive Riume, von denen Jeder mindestens ein
T Dreieck enth#lt, sind genau denn isomorph, wenn sins
Kollineation zwischen ihren Punktmengen existiert. Bei einex
Xollineation gehen Unterriume in Unterrdume und Durchschnitts—
bzw. Verbindungsriume in Durchschpitis— bzw. Verbindungsriume
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iiber, speziell Hyperebenen in Hyperebenen. Die Menge aller
Autokollineationen bildet beziliglich des Hintereinanderausfithrens
die Kollineationsgruppe PIr L{T ). Jede perspektive Kollineation,
welche nicht trivial ist, besitzt genau ein Zentrum, und jeder
Unterraum, der das Zentrum enthdlt, bleibt als Ganzes feste.

% 5 Desargues—, Pappus- und Fanorfume und ihre Algebraisierung

Nach 3.% ist es sinnvoll zu definleren:

DEF.3.5 as Ein projektiver Raum heiBt Desarguesraum, wenn er
entweder eine projektive Desarguesebene ist oder zwedl
windschiefe Geraden enthdlt.

Folgerungens

41} In einem Desarguesraun T, existiert "jede mSgliche" perspektive
Kollineation, d.h. zur Angabe {Zentrum Z, Achse T.und P,P'leR mit
P,PiéH, AP,P!, 2 paarweise verschieden A P,P' 7 kollinear }
exigtiert eine perspektive Kollineation # mit Px =P,

Bew.: Dieser Bewels ist grifitenteils mit dem in 1.5, Folg.3

geflibhrten identisch, Wir definieren wie dort eine Abbildung
%: R so, daB alle Eigenschaften einer perspektiven
Eollineabtion berlicksichtigt werden. Die Teile (), (R) und (y)
der Definition in 1.5 bleiben wirtlich gleich. Im Teil (J)

gehen wir so vor:

X omit Xe¢{urX#Z24A X X PP

Nach I,l exisbieren die Geraden XZ und XP ein- //// j///f
deutig und nach Satz 3.2 existiert A:=T, n XP

eindeutig, denn XP ist eine Gerade, die nicht

in der Hyperebene T, liegt. Eg gilt A«P' wegen P'e¢fl. und da_

her existiert die Gerade AP'. Um die Existenz von X% :=ZX. AP®
einzusehen, wende man 12 auf das Dreieck APP' und die Gerade

7X an. Der Teil (&) bleibt wbrtlich gleich.

Im nichsten Beweisschritt ist zu zeigen, daB ¥ eine perspekbtive
Bollineation ist, welche in die Angsbe palt. Man kenn dabel die
Bijektivitdt und das Erhalten kollinesrer Lage in den Sonder-
f8llen ebenso wie in 1.5, Folg.? elnsehen.
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Sei nun ged mit Ry ¢Rar2ZgnaP I gy wir haben zu zeigen,
daB alle Punkte von g unter % in kollineare Punkte iibergeben.
Wegen %Z I g ist Ty V Z=:%, eine Ebene. 7, ist nach 3.3 eine
Desarguesebene, Damit erfiillt #, dieselben Voraussetzungen wie o
in 1.5, Folg.? und es kann wie dort weitergeschlossen werden.

% ist also bijektiv und erh#lt kollineare Lage. Wihrend man da-
mit in einer projektiven Fbene fertig ist, hat man im projektiven
Raum noch (III) zu iiberprifen: Zu ® existiert ® und % ° erbilt
kollineare Lage, was man genauso wie fiir # eingieht; wirde nun
% nicht kollineare Punkte in kollineare Punkte iiberfiihren, so
miBte #° kollinearse Punkte in nicht kollinsare iiberfilhren:
Widerspruch. Also ist auch (III) erfiillt.

Bemerkung: Zusammen mit 3,4, Folg,8 folgt, daB ¥ sogar die
einzige perspektive Kollineation ist, welche in die Angabe pabt.

2) Sind P,P'le @, + und ist T, (R < T (R) ein Unterraum mit
P,P'¢ Py, dann existiert eine perspektive Kollineation = mit
P =P? und X=X VX 4.

Bew.: Es geniight eine Hyperebene T, mit T.> T, und P,P'l¢ fl. anzu-
geben; nach Folgerung 1 existiert dann nimlich eine perspekiive
Kollineation ® mit P=x =P?' zu jedem Zentrum Z auf PV P! nmit
P,P',7 pw. verschieden (Z existiert wegen Axiom E).

Der Unterraum {PVP!')aT, karnn wegen P,P'|é R, leer oder ein-
punkbig sein. Wir unterscheiden daher:

Pall 1: (PVP)aT, =T mit 8 efa.

Die Unterrdume T, und T, erfiillen T,nT,= &

wegen P4, gemdB 3.2, Folg.4 existiert dasher e
ein zu T, komplementdrer Unterraum Tus der T, /5
unfalt. Als Komplement des Punktes P ist T,

eine Hyperebene und es gilt: T,V P=T und Pnl; =@, dobh. P £y
Die Hyperebene T, erfiillt auch dis Forderung P'¢/,, denn die
nicht in der Hyperebene T, lisgende Gerade P VP’ hat gemdl

3.2, Polg.5 mit T, genau den Punkt S | P,P° gemeinsam.

Fall 2: (PVRP"IAT, = & (*). T,

Nach E exisbiert ein Punkt Q auf PVDP! mit

Q4|P,P', Es gilt P§QV T, \qu
Fiir T=T, ist dies wegen QP trivial. i

n
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Fir T+ W, 1liefert dagegen die indirekte Beweisannshme P € Q V7T, =
= 31X €L, mit PeQVE; da P#Q ist = X e PV Q=PV P'A X ¢ A
Wideraspruch zu (*). Die Unterriume T, und Q VT, erfiillen also

die Voraussetzung T,n(QVT,)=¢ von 3.2, Folg.4; es existiert
daher ein zu [ komplementérer Unterraum?[xa also eine Hyper=
ebene - mit NP2 QVT, « T, erfillt P¢T, und T,cT,. Es ist nur

noch P'4 T, zu zeigen: Die Gerade PV P! hat gemdB 3.2, Folg.5
genau den Punkt Q| #P,P' mit der Hyperebene T, gemeinsam.

4

Anwendungens .

{a) Sind T, undT, zwei verschiedene Hyperebenen, so existiert
eine perspektive Kollineation ¥ mit T, % =T, (Daraus folgt
inshesondere: Je zwel Hyperebenen eines projektiven Raumes
sind isomorphl.

Bew.t Tunl,=: . ist eine Hyperebene von T, und T, , weil nach 3.4,
Polg.5, Bem. eine Hyperebene einen nicht in ihr enthaltenen
Unterraum nach 2iner Hyperebene dieses Unterraumes schneidetb.
T, is‘g deher inT, Komplement eines Punktes Pefl, mit Pef, und
Tee =P VT, .

Anzlog fUir T, ¢ AP'ef, mit PP 4R, und T, =PV, .

Pe PunP’ el AP, Pléf=Pun g = PP,

P,P! und T, erfiillen die Voraussetzungen von Folg.2, daher
exigtiert eine perspektive Kollineabtion = mit Pe =Pt urd
#|R=t, d.h.TaR =T, Hach 3.4, Folg.3 folghs

T 5 = (PVT)Z =Pe VT, =PIV, =T, «

L 4

{(b) 5ind T, und T, zwei verschiedene Ebenen eines projektiven
Raumes T , 50 existiert eine Kollineation x mit Tiz =T,

{Daraus folgt insbesondere: Je zwei Ebenen eines projekbtiven
Raumes sind isomorph;® |fl, ist nBmlich dann eine ebene Kollineation
Ty~ T, , und diese bestimmt nach 4.5 einen Isomorphismus).

Bew.: Wir konstruieren ® als Produkt von hichstens drei per-
spektiven Kollineationen. Dabei gelte T,=AV BV (C bzw. T, =AVBW(?
mit A,B,C baw., AY B .C! nicht kollinear.

Schritt 4 Mir A$A' erfillen die Punkte A A' und der Unberraum T,
die Voraussetzung von Folg.2, daher existiert eine perspektive
Eollineation &, mit A's =4,

Ist speziell A=A’ | so setzen wir ®.2= L.

Schritt 23 Fir B#B'x, =:B" erfiillen die Punkte B,B" und T, die
Voraussetzungen von Folg.2 (es gilt ndmlich B¢ aB"¢n,, da AB
vergchieden sind und wegen A’.;B'?,,C’ nicht kollinear auch A=Afw,
und B"=B'x verschieden sind). Is existiert daher eine perspektive
Kollineation ®,mit B'a, =B urd #,|f1, = ¢, d.he Az, = A,

Fir B=B" setzen wir == .,

Sehritt 3: Fir C#C'x.x,=:0" erfilllen C,C™ und AV B die Voraus=
setzunﬁan vou Folg.2 (A,B,C sind nicht kollinear und

wegen A%, B! 0F nicht kollinear und (III) sind auch Ate,=A,
Bla=B", Cla, «C" nicht kollinear und demit Az,=A, Bz, =B, ("a,=C"W



nicht kollinear)., Daher exlstiert eine perspektive Kollineation
#; mit C"'e®;=C und R, =t; d.h. insbesondere Am,=4 und Bue,=3B.

Fir ¢ =C" setzen wir Ryi=le B
Die Kollineation R:=®3'ei'®i"leistet das Gewilinschte:

TR =(AVBVO)2R 7 ARV BRVCR 5A'V BV C' =

% Verbandsisomorphismus | nach obigen Schritten {b
(¢) Ist T, eine Hyperebene eines Desarguesraumes | ,in dem zwel
windschiefe Geraden existieren, und oo eine perspektive Kollineati-
on T, T,, so existiert eine perspektive Kollineation 21T =1
mit =T, = e,

Bew.: l,enthdlt sicher ein Drelecx, sadaa nach Def.3.4Db der Be-
grlff peropektlve Kollineation T, T., sinnvoll ist., Die Achse
T, von o« ist eine Hyperebense in T, und o durch das Zenbtrum Ze¥,,
sowie ein Punktepaar Pr—Px = P' gemdl Folg.?1 eindeubig bestimmt,
Nach Folg.2 existiert eine perspektive Kollineation =¥ —T nit
Pe=P', ®[T =Ly, und Zentrum Z. Nach 3.4,Folg.5 ist ={T. eine
perspektive Kollineatlon, die mit d.das Zentrum Z und dle Achse
T, gemeinsam hat sowle P#=P' leistet; nach 3.4,Felg.?7 gilt so-
mit o o= 22|, Q

3)In einer Desarguesebene 7, ist die Gruppe aller Elationen

mit fesbem Zentrum und fester Achse kommutativ (vgl. Satz 1.4
zugammen mit Satz 1.5) und die Gruppe aller FElationen mit fester
Achse 1st ebenfalls kommutativ,

Diese belden Aussagen gelten auch 1in einem Desarguesraum,.

Bew,s: Die in 1.4,Folg.5 geforderte Zusatzvoraussebzung ist nach
Folg.1 in einen Desarguesraum erfiillt. Die Beweise von 1.4,Folg.5,6
und 7 kinnen wirtliich Uberpommen werden, wenn man statt a nun T
schreibt und im Bewels der "Parallelogrammregel” folgende Ande-
rung vornimmb: Ist o bzw. A dile Elation mit Zentrum Z, bzw.Zp(4Z4)
und der Achse T,, dann folgt nun die Existenz won
iéza X 2p X aus Axiom I,, welches auf das Drei-
eck Z,,XA,X und die Gerade XxZ, angewendet wird.
Alle anderen Beweisteile bleiben wortlich gleich.

DEF,.3.5 b: Ein projektiver Raum T heiBt ein Pappusreum (kurz:
PP-Raum), wenn er drei nicht kollineare Punkie ente
h81lt und gine Evens in T eine PP-Ebene ist., Ein projektiver Raum
heiflt ein Fanoresum, wenn er drei nicht kollinears Punkte enb-
h#lt und eine Ebene in T eine Fanoebene ist. Ein projektiver
Raum, der PP-Rsaum und Fanoraum ist, heift eln klassischer pro-
jektiver Raum. ‘

Bemerkungens: (a) Da mnach Foleg.2, Anwendung (b) Je zweil Ebenen
eines projektiven Baumes isomeorph sind, ist in einem PP~ bzwW.
Fanoraum jede Ebsne pappussch bzw. fanosch.

{v) Jeder FP-Raum ist Desarguesraum.
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~Bew.:T,, enthdlt nach Def. eine Ebene. Ist T, eine Ebene, so

gilt nach dem Satz von Hessenberg (vgl.1.6), daB T, desarguessch
ist. IstT. keine Ebene, so existieren vier Mte 4A,B,C,D so,
daB A,B,C nicht kollinear sind und D¢AVBVC gilt. Die Geraden

AvE und CVD sind damn notwendig windschief¥ ist damit gemilB
Lef.3.5 a ein Desarguesraum. ‘ 0

4) (a) In einem PappusraunT, ist die Gruppe PGL(Z,T, |Z ¢ T,) von
Homologien mit festem Zentrum und fester Achse kommubabiv.

Bew.: Wir gehen wie in 1.6, Folg.3 vor und ersetzen a durch T,;
Satz 1.4 durch 3.4, Folg.7; Folg.2 durch Bemerkung (b); 1.5,
Folg.3 durch 3.4, Folg.7 zusammen mit 3.5, Folg.l1. Wir legen die
Homologien & und 3 wie in 4.6 fest. ZVYPV Q=:7%, ist eine Ebene.
Nach 3.4, Folg.5 sind «|7, sowie B|x, Homologien: x, <, mit
Zentrum Z und Achse xun T, 4, welche eine Gerade in &, isbt. o ist
eine PP-Ebene, also gilt «B|i,=8ux]7%y.«h und Ax leisten also

in x, dasselbe. Da nach 3.4, Folg.?7 und 3.5, Folg.1 eine
Homologie aus PGL{Z, T, ) durch ein zugeordnetes Punktepaar
festgelegt ist,und da xf wund Ax flir alle Punkte von I, dasselbe
leisten, folgt: «xf = Bax , 0

(v) Umkehrung: Ist in einem Desarguesraum T, jede Gruppe
PGL(Z,T.| 2 ¢ T ) kommutativ, so ist T, ein Pappusraum.

Bew.t Wir gehen gleich zu 1.6, Folg.4 vor und nehmen nur statt

oe PGL(Z,a|Z X a) eine perspektive Kollineation oc¢ PGL(Z,T. |2 ¢ T ),
wobei W, eine Hyperebene ist, welche die in 1.6, Folg.4# kon-
struierte Gerade a enthilt (ein solches « existiert nach Folg.2).

Ebenso fir A. Der Rest bleibt gleich.

.
5) In einem projektiven Raum T kann man harmonische Lage von
vier Punkten wdrtlich gleich wie in Def.1.10 ¢ definieren, wobei
man unter einem Viereck 1,2,%,4 ein System von vier komplanaren
Punkten zu verstehen hat, von denen nie drei kollinear liegen.
T mufB also, damit harmonische Punkte definiert werden konnen,
mindestens drei nicht kollineare Punkte enthalten; dann kann Je-
doch derselbe Existenzbeweis wie in 1.10 beniitzt werden, die
Konstruktion des vierten harmonischen Punktes verlduft &ann
ganz in der Ebene TI'SVTFQ,(vgl.'\.'lO, Folgel).

In einem Desarguesrsum T, ist der vierte barmonische Punki ein-
deutig bestimmb,
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Bew,: Wir wdhlen zur Konstrultion des vierten
harmonischen Punktes zu C bezliglich A und B die Punk-
te A,B,Cle, und A,B}C pw. verschieden einmal die Hilfselemente
g',1,4 und eimmal g',1,4 (vgl.1.10,Folg.1). TyV Ty und TyV g sind
Ebenen. FallsTEVié.=<WgVT@( " gilt, folgt gemdB 1,10,Folg.”
dann D=D, demn TyVT, ist Desarguesebene. Ist TqVTg * Tyv Ty ,
so sind die Punkte 41 und 1 verschieden
und es gilt: 1,14 Ty . Daher existiert
nach Folg.2 eine perspektive Kollineation
2 mit le =1 und ®|Ry = L.
Aus TyV Ty =TgV 1 und TgV g =T,V
folgt (da % ein Verbandsisomorphismus;?st): 9
(TyvTg )® = (Tqv4 )B =Tg@Viz= Ty V1 =T ,vT;, .
®|Tgv T, dist eine Kollineation Tyvi, — TyvTy, und diese fiihrt
das Viereck 1,...%4 in ein Viereck 1x,...4= Uber, das bei der
Konstruktion des vierten harmonischen Punktes zu C bzgl. A,B wegen
% {2 =\ den Punkt D=De liefert. Die Vierecke 7,...% und 1z,...4=
liegen in der Desarguesebene TyqV Ty, daher gilt nach 1.10,Folg.1:
D=D = (=D).

L 4

In einem Fanoraum gilt stets: H(A,B;C,D) => C+D (vgl.41.10,Folg.3).
Unter der Ordnung N eines endlichen projektiven Raumes T, der
mindestens drei nicht kollineare Punkte enthdlt, versteht man

die um eins verminderte Anzahl der Punkte auf einer Geraden.Wegen
Axiom E gilt stets N2 2; in einem Fanoraum dagegen gilt stets

Nz 3.

6) DEF.: Eine Homologie w<¢ PGL(Z,T |Z¢ T.) eines Desarguesraumes
heiBt harmonische Homologie, wenn fiir ein Punktepaar

gilt:

H( %,PPenTy;P , P ) (vgl.Def.1.10 e).

Wir schreiben kurz: H( 2,7 ;P,Pw).

Es gilt:

(I) In fanoschen DesarguesrBumen ist Jede harmonische Homologie

involutorisch (Beweis widrtlich gleich mit dem Beweis in 1.10,

Folg.7).

(II) In fanoschen Desarguesrdumen sind die harmonischen

Homologien die einzigen inwolutorischen perspektiven Kollineationen

(Bowels wirtlich gleich mit dem Beweis in 1.10, Folg.7).
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Bemerkung: Die Aussage (III) von 1.10, Folg.7, die in einer
klassischen projektiven Ebene gilt, lut in projektiven Riumen i1.a.
falsch (dazu miiBte allerdings erst der Begriff projektive
Kollineation im Raum definiert werden, vgl.3.6).

?7) Algebraisierung eines Desarguesraumes Tyt
Wir gehen analog zu 1.12 vor. In T, existiert sicher eine Punkt-
reihe fl, und wegen Axiom E enthilt diese mindestens drei paar-
weise verschiedene Punkte E,0,U. Wir setzen ’éx t= 2,0 {U] . Durch
U existiert eine Hyperebene Wy, die f, nicht enthdlt (nach 3.2,
- Folg.4 existiert zu O wegen 0T, iﬁf ein KomplementT, mit T, > T, J.
" Da nach 3.5, Folg.1 zu jedem Xef2, genau eine Elation T, e
PGL(U,T,) mit 01, =X existiert, konnen wir wieder die algebraische
Struktur von PGL(U,T.) auf '{2,‘ Ubertragen. Analog existiert zu
jedem X € Q{0 genau eine Homologie 6x ¢ PGL(0,T,) mit EG =X,
Wirtlich gleich zu Def.1.12 wird definiert:

Addition in f,: A+Bi=AT,

Multiplikation in R\{0}:A.B=AGg

Zusatz: A.0=0.A=0 VAe £, .
Durch die isgmorphen Ubertragungen werden{{&, +} eine kommutative
Gruppe und {\{0},} eine Gruppe. :

{1’5“ ,+,.} ist ein Kdrper ¥ mit O als Null- und E als Einselement.
Dieser Korper ist genau dann kommutativ, wenn PP gilt.

Bew.: Der Beweis bleibt wOrtlich gleich mit dem in 1.12 gefiihrten,
wenn folgende Ersebzungen gemacht werden: u durch T,; Blischel (JJU,
¢jo durch die Menge aller Geraden durch U bzw. O; Satz 1.441.5
durch 3.4, Folg.7A 3.5, Folg.1. In der 2. Hilfsiiberlegung ist
statt der Geraden a durch O eine Hyperebene¥, mit OeT, und R,4T,
zu nehmen (T, existiert nach 3.2,Folg.4) und PGL(U,T,) zu ver-
wenden,
Bei der 4. Hilfsﬁbeflegung wurde beniitzt, daB der Kollineationg-
strahl u bei einer perspektiven Kollineation festbleibt. Nun
haben wir 3.4,Folg.5 zu verwenden, wonach jeder Unterraum durch
das Zentrum als Ganzes festbleibt. Alles andere bleibt ungeéndert.,
4
Der Kirper K ist bis auf Isomorphie eindsutig durch T, bestimmt
(symbolischwk(K) Je
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Bew.: Belm analogen Beweis in 1.12 haben wir die Konstruktion
von A+B bzw. A.B iiber Inzidenzfiguren herangezogen, Dies geht
auch in T, 3

Wir beniitzen einen Hilfspunkt P

wmit P4R A Pe¢ R, . Ein solcher
Punkt P existiert, da durch O

eine Gerade #% x existiert, die T,
in genau einem Puukt G, trifft; so-
mit existiert auf dieser Geraden
nach Axiom E ein Punkt P mit den
gewilinschten Eigenschaften.

G,‘VB trifft PvU, wie die Anwendung
des Axioms I, auf das Dreieck OPU
und die Gerade BG,] beweist; der
Schnittpunkt ist Pv,. Analog
existiert (PVA)aT, =:G6,(3.2, Folg.5)
und A+B (Dreieck PAU und Gerade
PTaGe)' Nach Wahl von P sind diese Konstruktionen zwingend und wer-
den durch obige Inzidenztabelle beschrieben (Alle Konstruktions-
linien und -punkte liegen iibrigens in der Ebene T, VP).

Bei der Konstruktion von i/ﬂx,h.} waren folgende Elemente w:Lll-
kiirlichs x e ; 0,E,UleRy undT, durch U, Gelingt es, eine zu-
léssige Angabe O,E,T, durch eine Kollineation ® in eine zul#ssige
Angabe O',E',T,, iiberzufilhren, so folgt wie in 1.12, Folg.2. der
Isomorphismus des KGrpers {/@x ,+,.-f und {'é,,,«v', .'} .

Im Raum Whmﬁssen wir im Gegensatz zu 1.12 die Kollineation 2
direkt konstruieren:

4. Schritt: Gelte T _* T3 nach Folg.2, Anwendung (a) existiert
eine perspektive Kollineation ®, mit T,%,=T, . Fir T=T,setzen

wir: ®,i= L. ’

2. Schritts Gelte U'z, :=U0"4U (analoge Beschriftung der ®,~-Bilder
der anderen Elemente;R,4T, wegen R,¢T,). Nach

3.5, Folg.2 existiert eine perspektive Kollineation
%, mit U'z,=U (als x,-invarianten Unterraum kann
men etwa einen von U und U" verschiedenen Pumkt %
vorschreiben). Das Zentrum Z, von 2, liegt auf

UV U" und wegen U,U"|eT,, gilt Zae T, s woraus nach 3.4, Folg.5
folgtsW &, =T, . Fir U"=U setzen wirs ®,i= L ,




- 177 e

3, Schritt: Gelte x"#,=: x"Msx (analoge Beschriftung fiir die
snderen ®,-Bilder); wir wollen xsx'™ erreichen., . r-~—~—ir
Es existiert ein Zentrum Z3 mit 25 AR = Q““i:zj:zz::,m(hum
ZE#UQ Man kann nun pach 3.5, Folg.q =,¢ /wﬂab\\ﬂ“
PGL(ZB’YTw} wit O™z, =:0" #0"wihlen. °z,

Ein solches 0"existiert wegen Axiom E auf Z5Y0™ Es gilt

x"2, six M+ x" und T,%,=T,, genauer =,/R,~l. Fir x+x" setzen
wir &=L .

4, Schritts Da nun sicher x#x" gilt existieren

O 0 und EVYE eindeutig und nach Axiom 12

existiert 242=O"O LEYE (Dreieck COVU und

Gerade EEY), Nach 3.5,Folg.1 existiert genau u=ur

eine perspektive Kollineation =, € PGL(Z,,T.)

mit 0%z, =0, Die perspektive Kollineation =,

leistet auch EV+E. i::%fi\bz‘

Die Kollineation = =%y %)%, leistet 0+ 0', Er=Bf T ,— T . .
Bemerkungen: (a) Ts. ist genau dann fanosch, wenn Char K42 gilt.

Der Bewels ist v6llig gleich mit 14.12,Folg.?, da alle Konstruke
tionslinien fiir A+B in der Ebene T, v P liegen.

(b) PAR ist ein Desarguesraum, da zwel windschiefe
Geraden existieren (damit ist der 4. Beweisschritt von 1.12,
Folg.4 erledigt). Wir slgebraisieren nun analog zu 1.12,Folg.h,
Bew,.(2) und wahlen x als eigentliche Gerade, U als ihren Fern-
punkt und T, als Ferncbene. Wir verwenden wieder das elementare
Teilverhiltnis TV(XEO)=:x, erhalten eine Abbildung st 4, f= R
erkl8rt durch X+ Xu =x und missen nmun die 2.Forderung in 1.12
stellen: p ist bijelktiv, Dann folgt: Der Kdrper von FAR ist iso-
morph R« Aus R kommubativ und Char R&2 folgt, dal PAR ein fano-
scher PP-Raum, alsoc ein klassischer projektiver Raum ist.

SATZ 3,5: In einem Desarguesraun existiert jede mbgliche per—
gpektive Kollineation und die Menge aller Ilaticnen
mit fester Achse bildet eine kommutative Gruppe. Gennu in einem
Pappusraum ist jede Gruppe von Homologien mit festem Zentrum
und fester Achse kommutativ. In fanoschen Desarguesriumen sind
die hermonischen Homologien die einzigen involutorischen per-
gpektiven Kollinestionen. Zu jedem Desarguesraum gehdrt ein
bis auf Isomorphie eindeutig bestimmbter Kdrper, der genau fir
PP~Riume kommubtativ ist und dessen Charskteristik genau fiir



Fanordume ungleich zwei ist. Der projektiv abgeschlossene Ane
gchauungsraum 1st ein klassischer projektiver Raum, dessen
KSrper isomorph zum Korper der rellen Zahlen ist,

Bemerkung: Bs gehdrt alsc asuch zu Jedem unendlich dimensionalen
{vgl.3.7) projektiven Raum ein Kdrper. Es ist sogar moglich, daB
ein projektiver Raum unendliche Dimension hat und in Jeder
Punktreihe nur endlich viele Punkte liegen.

3.6. Pergpekbtivititen und Projekbtivititen in projektiven Riumen

Wir setzen i.f. stebts veraus, daB der projektive Raum T drei
nicht kollineare Punkte enthilt.

DET,%.6 a: BEine Bijektion zwischen zwel verschiedenen gchneidenden

Punktreihen heifit eine Perspektivitdt, wenn Ur- und
Bildpunkt stets mit einer Geraden eines Blschels inzidieren. Eine
Bijektion zwischen zwel Punktreihen heifit eime Projektivités,
wenn sie Produkt von endlich vielen Perspektivititen ist.

Bemerkung: Der einzige Unbterschied zu Def.1.7 ist das Wort
schneidend, PFlr windschiefe Geraden ist der Begriff Perspektivie
t8% nicht erkldrt. Zwei verschiedene einander schneidende
Geraden a,b bestimmen nach 3.2, Folg.2,3em. (b) als
Verbindungsraum T, V T, =:T, eine IEbene; alles spielt
algo wie in 1.7 in einer Ebense.

Folgerunzent

1) Die Menge aller projekbiven Selbstabbildungen einer Punkt-
reihe fq bildet beziiglich des Hintereinanderausfihrens eine Gruppes
Projektive Gruppe PGL{R.) der Punktreihe R.. (Bew. gleich zu
1.7, Folg.1)

2) Zu drei paarweise verschiedenen Urpunkten 4,B,Cle42, und

drei paarweise verschisdenen Bildpunkten A®,B?,CflefR, mit

a¥b existiert mindestens eive Projektivitidt, die in dise Angabe
palt.
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1.1.7, Folg.2. Gelte o.B.d.A, AsAt =2 %ALY,

¢ AA7 wit PoALAT paarwelse verschieden. e
’ o . P . A / “’\\
sine Ebene mit PAC I, A AteT, . "C\\a \
°t eine CGerade g mit 2,cT, A gD, 4 Y/}g,fff?
I, eine Ebene und wir sebtzen §f// v
o N . . E e
Fort wie in 1.7,F0lg.2. x\;@/

=0 erreicht man durch eine Trennprojekbion obige
igt also dreifach transitiv.

JaVii, < By, desarguessch ist; fliir diese gilt dexr
vgl.t.7,F0lg.3). Sind a,b windschief, so wihlen

;i in Folgerung 2 und es gilt mit den Be-

N

dort W% T, . Schaltet man eine Hilfsperspektivie
r, 8o erreicht man fir {,und f, die Situation

4

rénkung einer Kollineation = auf eine Punkt-
projektiv, sc ist die Beschrinkung von ® auf jede
: ektiv  (Der Beweis ist wdrtlich gleich dem Be-
Folg.2, wobel statt =* jetzt £ zuschreiben ist).

er Kollineationen, deren Begchrinkung auf irgendeine
rojeztiv igt, bildet natirlich eine Untergruppe von
wir bezeichnen diese Unbergruppe mit PGL'{T).

Gine Autokollineation w=: R - 1 helBt projektiv,
wonn ® das Produkt von endlich vielen perspekbiven
nentlenen ist (wirtlich gleich mit Def.1.8).
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5) Die Menge aller projektiven Kollineationmen bildet beziiglich
des Hintereinanderausfilhrens eine. Gruppe:'Projektive Gruppe
PGL{T) von T", Die Gruppe PGL(T) ist Normalteiler von PPL(T).
(Beweig wdrtlich gleich zu 1.8,Folg.1)

Bs gilt: PGL(T) ¢ PGL' () < PrL(T).

Bew.,: Eg ist noch zu zeigen: Die Einschrinkung einer projektiven
Kollineation ® auf jede Punkbtreihe ist projektiv. Da ® Produkt
von endlich vielen perspektiven Kollineationen ist, geniigt es,
dies fir eine perspekbtive Kollineation # zu zeigen; nach Folg.#%
genligt es zu zeigen, daB die Beschrinkung von ¥ auf eine Punkie=
reihe projektiv ist., Plir Punktreihen, die in der Achse T.von =«
lisgen, 1st die Beschrinkung aber die Identitit und diese ist
projektiv. Ubrigens exisbieren in T, Punktreihen, denn T enth#lt

drei nicht kollineare Punkte. @
Bemerkung: Nach 1.8, Folg.4 gilt in einer Desarguesebene T3

Ist bei einer Kollineation ® die Beschrinkung auf eine einzige
Punktreihe prejektiv, dann ist 2¢ eine projektive Kollineation.
Anders ausgedrickt: fDCL(JTm =PGL (). In Desarguesrdumen gilt
diese Aussage i.a, nicht ! Wir werden in 3.7 zeigen: Die Gleich-
heit ddieser Gruppen gilt fur Desarguesraume endlicher Dimension.

6) In einem Desarguesraum 188t sich jede Projekbtivitit oc:’pg"’ R
zu einer projektiven Kollineation =:R —= f fortsetzen (d.h,

® MQS - ),

Der Bewels von 1.8, Folg.? 1Bt sich mit den bisher angegebenen
Methoden und SBtzen zwanglos in den Raum lbertragen.

73 Ein projektiver Reum T , der drei nichtkollineare Punkte
enthdlt, heiBt ein FS-Raum T, wenn ihn ihm eine ¥FS-Ebene
existiert (vgl.1.9). GemdB 3.5, Folg.2,Anw.(b) ist dann jede
Ebene von T, eine FS~Ebene.

Da PP in einer Ebene und FS auf einer Punktreihe spielen, braucht
man in den Beweisen von 4.9 nur Ebenen in T, bzw. Te zu be=
trachten und man bat sowmits ¥, & Top a

Bemerkung: Aus 1.9, Folg,1 ergibt sichs In einem Ty {und damit
in sinsnm TY ist %GL(qu goharf dreifach transgitive. .
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SATZ 3.6: In einem projektiven Raum mit drei nicht kollinearen
Punkten gibt es mindestens eine Projektivitit zwischen
zwel Punktreihen, welche drei gegebene verschiedene Punkbte der
ersten Reihe auf drel gegebene verschiedene Punkbte der zweiten
Reihe abbildet; die Gruppe der Projektivitédten einer Punktreihe
ist dreifach transitiv. Ist die Beschrinkung einer Keollineation
auf eine Punkitreihe projektiv, so auf Jjede,und die Gruppe aller
Kollineationen mit dieser Eigenschaft enthdlt die projektive
Gruppe. In einem Desarguesraum gilt der Verkiirzungssatz,und
Jede Projektivitdt 14Bt sich zu einer projektiven Kollineation
fortsetzen. Projektive Riume mit drei nicht kollinearen Punkten,
in denen der Fundamentalsabtz gilt, sind genau die Pappusréume;
in ihnen ist die projektive Gruppe einer Punktreihe scharf
dreifach transitive.

5.7, Der Dimensionsbegriff

DEF,3.7 a: Eine geordnete endliche lMenge von k+1 Punkten
PiyeeeP }CR mit k2 0 heiBt ein k-Simplex S

{Po’
in T, wenn gilts Py ¢ PV P,V ...V P, fiir alle 1=1,...k.

Ein k-Simplex in T heiBt Basissimplex von T , wenn PVeeoVP = T
gilt.

Bemerkungen: (a) InT, existiert kein Simplex. Ist T+ T, , so ist
Jeder Punkt Poe R ein Nullsimplex S°.

(b) Die Simplexeigenschaft ist unabhingig von der
Reihenfolge.

Bew.: Es genligt zu zeigen, daB man im Simplex {P s ProooP Y =35
zwel benachbarte Punkte vertauschen darf (Jede ﬁermﬁtati n ist
nimlich Produkt von Transpositionen). Wir {iberpriifen, daB
{PoyPayeeePioa § Py Proay Puos w..Py} ein Simplex ist (1 fest):
P; ¢ PVP,Veeo VPioy  ist fir g=1,...1<2 klar.
P4PVP Voo VP, =s T2 .
(ind.: P, eT'* = P e T'"*V P s Widerspruch zu S ein
Simplex.)
?L_1¢POVP1V...V Pi-2 VPV A .
(iod. :"P_, ¢ T2 VP 53Xe T7mit Po.a € XVP ;s P ., #X wegen
X eT AP, ¢ T'> =P € XVP,.,= P& T"VP _, 1
Widerspruch zu 5" ein Simplex.)Da V kommutativ ist, gilt:
qur ‘ngP1v...VPL—1 v PL VPL-»-;VPL +4 v cwa vPLa re-4 "Po VPA‘ V ...\/
P VP VP, V...VP,, ., fiir alle r=l, oo kl.

L 4
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. k .
(c) Die Punktmenge S°= {P_, P,,...R } ist genau
dann ein Simplex, wenn fiir alle Punkte Pm mit m=0,,..% gilt:
Pt PVE Vel VE VR LV L VR

m o
Bew.: (a) sk ein Simplex Pyt {p, 09 Fresool m-1 3 Prsa gee0yPy
P,} ist ein Sim uplex TP P APV esaVPo sV P jeea VP,
(b) Sei 8% =. {P,,, Piy oo k} eine Punktmenge mit der Eigen-

gschaft Pt PV ooP, VP V..o VP flir alle m=0,...k,
Eg gild also fiir:
m=l: Py ¢ PV B,V ...P°, =P, 4:? d.h. Pyt T
m=2: Py¢ P.v P, v:Pa...\/Pk:mg LV P
m-—:}zP&PVPV VPV.,»VP\‘:)P3¢POVP4VPQ o8 a UBW,
n=k: P ¢ P,VP, \/...,V:Pk 43 8lso erfiillt S* die Simplexeigenschaft,

Folpgerungen: ’

1) Ist 8% {P PyyeoPy | ein Basissimplex von T und AefR, so ist
nach geelgneter Unnumerierung {A,P,l,...P 1 ain Basissimplex
von T o

Bew.: Gelte 0.B.d.A. A+P_, also A ¢ T, .

A€P V Pp... VP =T = es existiert ein Index m mit O fmé n-g, fir

welchen gilt:
mn . gy A
A‘%POV P,i\/...VPmm.T A ACPGV P,]".VPmVPmHa:D N

Ael™V Pm+,l==> AXeT™ mit Ae XV Poyqs wegen A¢T™ gilt A+X, also
Prq€XVA =P ¢ T™V A, Insgesamt gilt:
PoyesePpy m+1‘€P Vieeo VELVA = PV ,ooVE <P V..VP VA,

Andererseits gilt:
P,...Pm,AIe PQV...VP = PV...\/P VACP Veao VP

o] 1w+ 0 n+]°
Es gilt somit TY"‘\/PKH_,I:: TV A,
Die Punktmenge {PO, By eoe Poy By Boioy ees P} bestimmt dieselbe
Folge wvon Unterrdumen C

e ey

Tm
- Y
"h'rnw{

wie die Ausgangsmenge, also ist auch die ¢bige Punkimenge ein

Basigsimplex. Da es nach Bem.(c¢) bel den Purkten eines Simplex
nicht auf die Reihenfolge ankommt, kann men die Indizierung wie
behauptet wihlen. Q
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2) "Austeuschsatz": Existiert im projektiven Raum T ein

s n . }o .
Basissimplex S'= {Po, ces Pn} und ist %= {AG,...,Ak} ein
Simplex in T, so gilt:
k4o

(2) nach geeigneter Umnumerierung ist {AO,...Ak, Pigqs oos Pn}
ein Basissimplex von T .

Bemerkung: Wir sagen kurz: Wenn in einem projektiven Rsum T ein
Basissimplex existiert, dann ist kein Simplex lBnger als dieser,
und jeder Simplex la.Bt gich zu einem Basissimplex von T erginzen.

Bew.: Wir fihren ihn durch vollsbtindige Induktion nach k. Fir
k=0 ist S%= {Ao} ein Punkt; da in T ein Basissimplex existiert,
gilt T =T, und n= 0; also gilt Xk “n. Die Aussage(2) ist fir
k=0 gerade die Folgerung 1.
Induktionsannahme: Die Aussagen sind richtig fiir k-4, d.h.
k-1 én und {Ao”"Ak-'{’ Pyy eeo P} ist nach geeigneter Unm-
numerieruny ein Basissimplex von T .
Induktionssehluf mach k: %= {4 , ..., 4, ] ist der gegebene
Simplex. 2u{4) genmiigt es k=14 n (= k % n) zu zeigen:
(ind.) k~1=n, d.h. {Ao, coe Ay 1} ist nach Induktionsannshmue
ein Basigsimplex von T == hoeh Voo VA, _q* Widerspruch zu
{1‘0,... ,Ak} ist ein k-Simplex. :
Zu(2): Es giltbe A‘l«:éon“’v‘Ak-’l }—‘—:)
A e T = A 1 ‘“VAk ,‘\/P \% ...VP (nach Induktionsannahme)
es emsulert ein Index m mit k-1 S m#é nw, fiir welchen gilt:
Ad AV LoV A4V P eas VP =: T™ (fiir m=k-1 soll das bedeutens
. m44

AkfiA \/...\Ak,t Akéon°"vAk~1VPk”'VPmVPm1“ T
=T v‘m+’1 e
Demnach existiert ein Punkt X ¢ T™ mit Ay e X\/Pmﬂ.

T =" ™ R
Wegen X ¢ AAkée gilt Akz#X also Pm+’| € XVAk = PmM e \/Ak
Nach Definition von 1™ liegen in T™V Ay auch die Punkte
Ao""Ak—’I’ Prs eee Pm. Insgesant gilt: .

m 11} m
Aoy e B gy By con Py Bpgle TOVA = TN e TV A,
Andererseits gilt:
o m*&
Boy eoe B gy Py oee Py Ak|e1rm:4 =T VAchF
™ v e

Insgessmt gilt daher: T A= T =AY oo VAL, k"‘VPm-'IVAk'
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Wir haben also ebenso wie in Folg. 1 den Punkt Pmm gegen A’k
getauscht und wie in Folg.1 ist einzusehen, dal

{Ao, cen By g9 Pry eee Pry by oo oeae Pn} ein Basissimplex
von T ist. Da man nach Bem. (c) die Reihenfolge beliebig Endern
darf, kann man die Indizierung so wiblen, dal

{Ao”"Ak-M Ay Pyqs +e» P} ein Basissimplex von T ist.

3) Existiert im projektiven Raum T ein Basissimplex Sn={Po,...?n}
und ist S%= {AO, soe Am} ein weiterer Basissimplex, Bo gilt n=m.
Ist umgekehrt in T ein Simplex St= {8,,¢00,4;] gegeben mit l=n,
go ist st ein Bamissimplex.

Bew.: (a) S% ist Basissimplex und S® ist ein beliebiger Simplex
in T, also gilt nach Folg.2: m% n. Umgekehrt ist S™ Basissimplex
und S® ein beliebiger Simplex in T : ném. Somit gilt n=m.

(b) (ind.) JPeT mit P44,V ...V A = {44 P}
igt Simplex in T der Linge n+1: Widerspruch zu Folgerung 2. Q
DEF.3.7 b: Unter Dimension verstehen wir eine globale Abbildung

dim: Menge aller projektiven Baume —{-1,0,7,2.... )¢ oo},

die folgendermalen erkldrt ist: ‘
din T = &= T=To
dim T =n mit n®* 0«2 inT existiert ein n-Basissimplex.
dim T=woo ¢ T %7, und T enthi#lt keinen Basissimplex.
Bemerkungen: (a) dim ist eine Abbildung, denn jedem projektiven

Raum wird nach Folg.3,(a) eine eindeutlg bestimmbe Zahl oder das
Symbol oo zugeordnet.

(p) dim Ty mw] & T=T..
dim T =0 &> T besitzt einen O-Basissimplex {PJ}
&> T ist einpunktig.
dim T =1 ¢= T besitzt einen {-Bisissimplex {P_,P,}

= T =P,VP,¢ T ist eine projektive GBrade.
dim T =2 ¢= T besitzt einen 2-Basissimplex {PO,P‘?,

P
e T ,@} VP,V P, & T ist eine projek-
tive Lbene.
dim T >2 & T=P,V P,V.,,VP_, wobei {Po ,ee.P.}
oin n-Basissimplex mit n 23 ist =>die Geradenn@o v P, und f’g_v P,
gind windschief (sonst wiirde P, ¢ P,VP,VP, gelten) =T ist
desarguessch.
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(¢) Tir dim T 4o schreiben wir dim T < o= wund
sagen I ist "endlichdimensional. Fir . oder einen projektiven
Raum ¥ pit dim7 =n <oco schreiben wir i.f. T (~14n ¢ o),

(a) Die projektiven Riume mit dim T =oo kann man in
Klagsen unterteilen. Man braucht dazu allerdings eine erweiterte
Simplexdefinition und den Begriff der Michtigkeit, der es ge=
stattet, verschiedene Typen von unendlichen Mengen zu unter-
scheiden.

4) Ist T ein endlichdimensionaler projektiver Raum und T, ein
Unterraum, so ist T, endlich dimensional und es gilt dinT,£dinm T
speziell £ilt diml= @im T & T, =T .

Bew.: Fir T=T7, trivial; gelte i.f. T &T, und daher dim T =n =0,
Gilt T=To = dim Ty ==1& n,

Gilt s To & JAeR, s um liber dim T, etwas aussagen zu kbnnen,
brauchen wvir einen Basissimplex von W, . Wir erhalten einen
solchen durch folgende Konstrukbion:

AO:.-.A; Bilt Ty = T, , so ist man fertig. In jedem anderen Fall
JaeR, mit Aj#A; gilt A VA =Ty, so ist man fertig. In jedem an-
deren Fall HA5efs mit As¢ A VA, ; gilt ANV ALV Ao=T, 4800 usw.
Dieges Verfahren bricht spdtestens bel einem Punkt An ab, da
sonst {Ao‘A",“‘AnM} ein Simplex von T wire, dessen Linge grdBer
als n+] ist: Widerspruch zu Folg.2. Alsc existiert ein Index m
mit mén und S%= {4 Ayy eee Am} ist ein Basissimplex von T, =%
dim T, =m&n,

Gilt insbesondere m=n, so ist nach Folg.3 s™ auch ein Basis-
simplex von T =2 T, =AV eee VAmrs T.

(o R

4

5) "Dimensionssatz": Sind T, und T, zwei Unterriume des endlich -
dimensionalen projektiven Raumes T , so gilts
dim Ty+ dimTy= dim (A T,) + dim (T T, ).

Bemerxung: Es treten nach Folg.4 hierin nur Zehlen aus {-—’1,0,4 52 e}
auf, also ist die Addition sinnvoll.

Bew.: Fall 1:TnT, % T,y nach Folg.4 gilt dann Aim(T,AT,) =32 0
und T, ~T, besitzt einen Basissimplex S%= {Do,...Dd} .

Nach Folg.2 kann man s, ein Simplex in T, = zu einem Basis-
simplex von |, erginzen: gd+s, {DO,...Dd,A,}.,.AsX = dim T, = d+s.
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Epenso ist 54 ein Simplex in T, und kenn zu eirem Basissimplex
4

von T, erginzt werden: g+t {Do’”'Dd’ By ess Bt} =2 dim T, =d+t,
Wir wollen zeigen, daB die Punktmenge
{ DyyessDys Aqg,.,As,Bq,...Bt}ein Bagissimplex von T,V T, ist.
Da V assoziativ und kommutativ ist und PV P=P gemilB Def,3.1c
gilt, folgt: DV ...DaV A,V ... “sv B, V...V B, =
w(DO\/ “eo V DdVA’i Voo VAS) 1% (DOV ces Vde B1V sse ¥ Bt) =T, VT,
{die in den Klammerausdriicken stehenden Punkte sind Basissimplices
von T, bzw. T, J. :
{DgreveaDgrhqsenshy,Byy...B ] ist ein Simplex:
TMir die Punlkte D1 bis A, ist kiar, daB sie nicht im Verbindungs=
raum der Vorgdnger liegen, denn {D_,...Dg,A;5...A}ist ein
Simplex. Zu zeigen ist noch

. , . o
Bﬁ?J°”V%V%“JAdﬁﬁh”V%ﬂfwlﬂ”“t@wlﬂ

v ~ kommt kein B, rechts
=T, =T J
vor)a
(ind,) B e T,V F=>3xem A JreT miv B e xvY; es gilt B, 47,
denn B, ist nicht in T enthalten, da sF in Simplex und T ein

Unterraum deg Verbindungsraumes der Vorginger von Bl im Simplex
s™Y ist. Damit gilt: X<TVB = Xe T VB c T,
XﬂﬂAXéWiz?Xequﬁi ﬂ%v,,,inw
B, € E}'VY\C’;CWMTT;)V T =D V...VDyVB,V s VB 4t

e VT, &l
Widerspruch dazu, daB {D_...Dg, By...B.} ein Simplex ist.
Damit ist Sd'i's"’"tm{DOg,a..13<19A1 yeeeh ,By,..2B.} ein Basissimplex
von T4V T, und deher gilt dim {T,VT,) = des+t.
Wir fassen zusammen:
dim My + dim ™, ={d+s) + (d+t) = d+(d+s+t) = din(f.aT, D+din(T. VT, ).

Fall 2: T, nWl =T, . Wir wiederholen den obigen Beweis fir d=-1:
igti kein F + D.,
nun existiert kein Punkt 5 @

Anwendungen: {(2) In einem endlichdimensionalen projektiven Raum T%
gilt flr zweli zusinsnder komplementire Unterrdume Tq und Tq:
dim T, + dim T, = n=1.

Bew.: PFiir komplementire Unterriume gilt:TanT,sfa T, VT, =T ==
dim {WanTy)==1 und dim (T, v T, J=n. Dies eingesetzt in den
Dimensionssatz ergibt die Behaupbung,

4
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{b) Die Hyperebenen eines n~dimensionalen projektiven
Raumes zind genau die Unterrdume der Dimension n-1.

Bew.: (2) Ist Tx eine Hyperebene, so ist sie Komplement eines
Punktes & und mit dim Ta =0 folgt dim Ty = n~1 sus dem Dimensionse
satz,

(b) Ist Tx Unberraum mit dim T =n-1, s0 existiert in T, ein
Basissimplex {P;4e..Pn-1}, der zu einem Basissimplex {Pg,e.. s
Pe-ayPo} von T verlingert werden kann. Damit gilt T,V P, =T
und Ty Ty = @, sodaB T, eine Hyperebene ist. &

(¢) In einem n-dimensionalen projektiven Raum T °
{(Zé&n4o0 ) pilt flir den Durchschnitt wvon 1 HyperebenenT;(241én)s
dim (MinTheeendl )2 nal.
Speziell fiir n=1 folgt daraus: Je n Hyperebenen in einem 1" heben
aindestens einen gemeinsamen Punkt,
Bew.: (Induktion nach der Anzahl der Hyperebenen):
Zundchst filir 1=2¢
Hn(T AW )=ainl +dinl, ~@in(TV T, ):n-1+n-1-n = n=-2.
n-1 n=-1 n oder n-1

‘ nach(b)l nach(b) ’
Induktionsannzhme: Fir j (j<i) gilt: dim (mn...ﬂrj)a neJ.o
‘nduktionsschluBs dim (TineeeaTinTjea) =
Hnll, ~ .. -1 )+dimﬂ‘3.« ~dim{ (TN coen T )V'Y‘QH 1% n-j+n=1-n=n-(j+1).

] N v

2 n0~j n-1 n oder n-1
nach Ind.ann.{nach(b)

5) Seien T und T' projektive Riume mit 24 dim T< o und ws R—=R
:ine Kollineation (vgl.Def.3.4). GemiB 24y Tolged gehBrt zu ® eine
‘bbildung &: ull —uT' die ein Verbandsisomorphismus ist.

o
i

ist dimensionstreu: dim T, = dim T,® Vv T,e uT.

lew.: Speziell fiir W, =T. gilt W® =0, nach 3.4, Folg.3, also ist fiir
jr- und Bildreaum die Dimension -1; gelte i.f. T#T, . Gemd8 Folg.4
st T, endlichdimensional und besitzt einen Basissimplex {Po,“.}?k};
1so W= PV ...VP . Da® Verbandsisomorphismus ist, gilt:

TR =T = (BV L VEIR PRV L.V P,

roraus dim 14 %k folgt. T ist also endlichdimensional und in T
xistiert ein Basissimplex {Q ... Q!§ mit k'¢ k. Wiederholen
Ar obigen SchluB fiir 2% so ergibt sich: dim T, & k°'.

nsgesamt gilt: dim T, =dimT,, @

lemerkungen: (&) Speziell fiir T=T folgts dimT =diml', da ® bijelsiv
st und daber Tz = T' gilt.
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{(b) In Def.3.4 wurde eine Kollimeation @: R ™R
durch (I), (II) und (III) definiert. Wir zeigen nun: Fir
dim T =dim T <Zew gilt: (I) A (IT) = (III).

Bew.: (ind.) Angenommen zu den nicht kollineaven Punkben A,B,Clef2
sind die paarweise verschiedenen Bildpunkte Az, B, Calep'
kollinear, also C=eAxVBx (*). Der 2-3implex {4,B,C} in T

kann nach Folg.2 zu einem Basissimplex {4,B,0,P; ...P,} in T
verlingert werden, also gilt: T = AVBYOVE v...Vv P, . Daraus

folghs %)
T2 =T =AzVBaVCalV/PixV.,.VP% =2 AxVBeVExY...VP,= =
dim T'& ne1: Widerspruch zur Voraussebzung, @

Speziell filir Selbstabbildungen eines endlichdimensionalen
projektiven Raumes peniigh es somit (I) und (II) zu Uoerprifen,
um zu zeigen, daB eine Kollineation vorliegt.

7) Nach 3.6, Folg.5 gilt: PGL(T,)c PGL(T, ). Wir zeigen nun:

Igt T, endlichdimensional so gilt: PGL(3) = PGL'(W, ) oder anders
formuliert: In endlichdimensionalen Desarguesriumen ist eine
Kollineation genou dann projektiv, wenn ihre Begchrinkung auf
eine Punktreihe projektiv ist.

Bew.: Es genligt PGL'(T) dc PGL(]TJ&) zu zeigen. Ist 2e e PGL'(V),
so ist zu zeilgen, dafB x eine projektive Kollineation ist.

2e PGL'(T) )= Jg el mit =|Ry ist Projektivitit. Wir spannen Rs
durch zwei Punkte aufs R, =PV P,g, Fach 3.7, Folg.2 kann der
1=-Simplex {PO, Pﬁg zu einem Basissimplex {PO,?,i .,,.,,_Png von H;c
erginzt werden. Wir bezeichnen: PV AT \/PJ.=: TI(1e34n).
Nach 3.6, Folg.5 existiert eine projektive Kollineation ¥ €
PGL(T), ) mit aelpﬁuﬂ‘{%, also :agf‘f'w: Ly - Be existiert also eine
projektive Kollineation A, (=y") mit d [['=1.
Induktionsannahme: Es existlert eine projektive Kollineation
AjpR R mit aekélfgu tyi o (Gén1).

Behauptung: 3’\'1”6 POL(N7) mit ® Ay, T w tgpiea s
InduktionsschlufB: Falls aa/‘\j{i'ljM mlpi gllt,setzen wir Kj.;‘?ti F
sonst existiert ein Purkt X ¢ T4" mit XX «:X' +X

(=X4¢Th A X'¢ T ).

Schritt 13 Gelte X'4T/"", Nach 3.5,Folg.2 existiert eine per=
spektive Kollineation n : R—=R mit n] T# = tpj und X' ~t= X,
= A 1T ist eine Autokollineation von T4 7':

XeTi = {Po,e.,P3'3X} ist ein Simplex von T4™" mit der Linge
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J+1 T {PO...PJ, X} ist ein Basissimplex von Tit=Tivy =T
Nun ist TI'RX7 - ’\rléa‘eﬂﬁ V Xeljq = Tivy =T,
Fiir X' ¢ T3""  setzen wir n:=iy.
Schritt 2: Falls =Ajq | T i1 =Ly pilt, setzen wir Aj. =
= Ajn 3 sonst existiert ein Punkt YeT#' mit Y ‘Ayn = MY
(= YeTi A YgTIAYreTd"),
88_7\1‘Q| T ist slso eine perspektive Kollineation mit der Achse
TH{da aekmlﬁ’ =lpi gilt und Ti Hyperebene in T et wegen
Py, dImit Pt T Py v T =Tt )5 das Zentrum 2 von 2Ay[TH
Tiegt auf YY" mit Z % [ Y,Y"; Ze T4*"1 . .
Nach 3.5,Folg.2 existiert eine perspektive Kollineation {u:/ﬂ —-=R
mit Zentrum Z und Y" =Y und a|TY = iypi . Bs gilt:
A IT e PGL(Z,Ti) (nach 3.4, Tolg.5 und wegen Z e T i )} N
2Mql T8 e PGL(2,T7)
=>=Ajnu|T1% PGL(2,Ti). AuBerden leistet 2Ama T4 noch: .
Y 2 oyr Ee y(¢ Ti o, # 2). Nach 3.4, Folg.6 ist xdjqulTH”
notwendig die Identitidt, da diese perspektive Kollineation auBer
dem Zentrum Z noch den Fixpunkt Y besitzt, der nicht der Achse
angehdrt. ’\i"' 1 = Aﬁ'l(“'- ’R—v—-w}l ist als Produkt der
projektiven Kollineation A; und der perspektiven Kollineationen N4
eine projektive Kollineation mit aekin]"l”*% tyies o Nach dem
Induktionsbeweis existiert A,e PGL(T, ) mit 2e A T = Ln ==
= 3 = A1 e PGL(T, ). ‘ 0

Bemerkung: Bel dim T =0 flihet der Induktionsbeweis nicht auf ein
Produkt von endlich vielen Faktoren (also nicht auf eine projektive
Kollineation). Fiir unendlichdimensionale projektive Riume ist die
Behauptung falsch (ohne Bew. ).

Wir wollen nun einen zu Satz 1.9 analogen Satz flr endlich-
dimensionale R#éume herleiten. Dazu ist es zunidchst notwendig, den
Begriff Viereck zu verallgemeinern.

DEF.%.7 ¢: Unter einer Fundamentalfigur in einem endlichdimensionalen

projektiven  Raum T(R) (14 dimT=:n < co ) versteht man
eine Menge von n+2 Punkten aus f , von denen je n+1 einen Basise-
simplex von T bpilden.

Bemerkungen: (&) Ist {Aoyeeehy, Aoy} eine Fundamentalfigur
in T, so ist z.Be{Ac,...&, 1 ein Basissimplex

von T und AcVA,V ...V Aney =T, ist wegen A, ¢

¢T AT,y An=T eine Hyperebene von T . Wegen A, ©

A, eV, ist die Gerade (-A-n V A s ) nicht in Fw © Ao Ayes
enthalten, daher ist nach 3.2, Folg.5 der Punkt W acl An
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Asw (An\/ A Jn T, eindeutig bestimmt.,
Die Menge {A_,...A ., A] ist eine Fundamentalfigur in T, .

Bew.: Es ist zu zeigen, daBl je n Punkte der Menge einen Basgise
simplex von T, bilden. LABt man A weg, so ist {A,,...A,.,} nach
Definition von T, ein Basissimplex von T. . Werde nun der Punkt
Ay weggelassen; es ist zu zeigen, daB [Ao,..elq, , Ay yu..h, ., A}
ein Basissimplex von T.ist. Keiner der Punkte A.,..eh (A, ,,0.04
liegt im Verbindungsraum  seiner Vorginger, denn {A_,...
ist ein Basissimplex von f,. Damit fehlt nur noch:

A AN ce VAL VAL VaeadVhn, =2T.

(ind.) AeT =2 AVA,cT vy A,. Wegen der Konstruktion von A
gilts A€ AVA,y und wegen Ac T, A And T, milt Al , sodaB folgt:
Aniae AV AT VYA, N d.0ns -Anv»(er\/coo AV ALY aunaV An.‘\/ An:
Widerspruch dazu, daB mit der Fundementalfigur {A.,...,A,.} dis
Punktmenge {Aoseaudi, » Aios 3 sooh nul ein Simplex sein muB,
Damit 18T {fey woolior 3 Aiod gooohny, Al ein Simplex in T.

der Lénge n~1, also nach 3.7, Folg.3 ein Basissimplex von 7.

¢

{b) Jeder n-dimensionale projektive Raum mit 1én<oe
besitzt eine Fundamentalfigur,

n~1
n-4

. Def 31 b . . . . . .
Bew.: dim T =n = in 1 existiert ein Basissimplex {A.,,... N

Wir bezeichnen: ANVA,V...VA, =37 (1+1¢n)., Auf der Geraden T*
existiert nach Axiom E ein dritter Punkt A #l 4., 4, und {A,,A,,A]
ist eine Fundamentalfigur von T weren AJA:A#A: T,
Induktionsannahme: Im Unterroum 1! existiert ein Punkt X so, daB
{Ao,...Al,X} gine Fundamentalfigur von Tlist.
BY??.:EYE Tl so, daB {A ,e.s,h.,, I} eine Fundamentalfigur von
1 ist.
Induktionsschluf: Da {A....A.} ein Simplex ist, gilt Ay ¢ T "
woraus mit X e T' folgts: A, #X. Auf der nach Aziom I, eindeutis
bestimmten Geraden Ay, ¥V X existiert nach Axiom E noch mindestens
ein dritter Punkt ¥ #{A ., , , X. Wir wollen zeigen, daB {A.,., .4,
¥} eine Fundamentalfigur von TV'ist. LEBY man T weg, S0 180 14,0004
A} ein Basigsimplex von T!'! nach Defiritiop von TWH!+*t . Wir
lassen nun den Punkt Aj weg und zelgen, daB 1Ac,...Bi i, Airdaaa,
Ay, Y} ein Basissimplex von TV ist. Von den Punkten 4 sevss
Ajvy Ajery woe Ay 18t keiner im Verbindungsraum seiner Vor-
ghnger énthalten, denn {fo,...h.} ist ein Simplex in WU%
Demit ist nur moch Y4 Ade.. VA, VA V...V A YA, npachzuweisen.

=T, - ,
- ~ =17 -

(ind.) Yel . A, eT o wemen Xe A, VI=>XeT . AuBerdem gilt
Xewl =3 XeTaT! =(TVAyL, )n T, -

wobei TicT! gilt. Nach Satz 3.4 gilt im Verband uf das modulare
Gesetz:

Tac Ty = (ToVT)a Ty =TV (Te A T3 ). Da A, nT' =T, wegen der
Simplexeigenschaft von {A, ...,At,gilt:

(MVA L) nTh= TV(A, aTY) =TVE, =T, .
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Insgesamt folgt also: Xe Ty =AV . VA VAL V. . VA
Widerspruch, denn nach Induktionsapmahme ist { Agye., &y, X}
eine Fundamentalfigur, womit aber {AOA_.. A}qA Ajeggecehyy X}
i-4 V
]

ein Simplex ist, d.he X¢ A V.. VA iV e e VAL
Damit 18t { AoyeeyBjosy Ajit 4ooyfy )Y} ein Simplex von T der
Lénge 1+1 und deher nach Folg.3 ein Basissimplex von TU% ®

8) Ist Ty ein endlichdimensionaler Desarguesraum (24 n< ee ), so
operiert PGL(H'DL) transitiv auf der Menge der Fundamentalfiguren
des Raumes. Ist Ty ein endlichdimensionaler PP-Raum, so ist Jjede
projektive Kollineation, welche die Punkte einer Fundamentalfigur
einzeln festldBt, notwendig die Identitdt, und PGL(nPP) operiert
scharf transitiv auf der Menge der Fundamentalfiguren.

Bew.: (a) Flir n=2 besteht eine Fundamentalfigur aus vier Punkten,
von denen je drei ein Dreieck (=Basissimplex der projektiven Ebene)
bilden; also ist eine Fundamentalfigur ein Viereck. Nach Satz 1.9
ist PGL(x,,) viereckstransitiv,

Induktionsannahmes Fir dimT])t(=n-’I ist PGL(T,,) transitiv auf der
Menge der Fundamentalfipguren, die in T, aus n+1 Punkten bestehen.
Induktionsschlul von n-1 nach n:

In T,  seien die Fundamentalfiguren {Ao,...Am_,;; und {Aé“"Az'n-ﬂ}
gegeben. Ls ist zu zeigen, daB ein x¢ PGL(Ty) existiert mit Ai?ﬁ-
=AJE (fiir 3=0...n+1).

ALY oee 4 Ao
Nach 3.5, Folg.2,Anw.(2) existiert stets eine perspektive Kolline
ation & Ty, — To mit Tex. = Td.

T i Vo oaeT o i : . "
T, und A1V ..V Al 4=tT. sind Hyperebenen in T3 «

Wir dlirfen daher i.f. T, =0, voraussetzen (wir denken uns ®, bereits
durchrefithrt und kehren zu den alten Beziehungen zuriick). Wegen
der Eigenschaften von ®, sind dann { Aj} und {Aa‘} wieder Funda-
mentalfiguren.

Nach Bemerkung (a) nach Def. 3.7 ¢ ist

%A?’ef?;;"f“” LAY .mit ../\jzﬁn(AI‘lV AI}M )mr:) einie E\%nda(xflint?lfi%ur in
T..; ebensolches gilt fiir {AO, A ee Ml A} mit Ky=(ALV A )0 T
Es gilt din7V¥y, =n=-1, also existiert nach Induktionsvoraussetzung
eine projektive Kollineation 2,¢PGL (T, ) nit A=At (i=0,...
n-1) und Ax,=A', », igt Produkt von endlich vielen perspektiven
Kollineationen dor Ilyporebene T, auf sich. Da nach Voraussetzung
dim ¥ & % gilt, 14Bt sich nach 3.%,Folg.2,Anwendung (¢) Jede per-
spektive Kollineation der Hyperebene W, stets zu einer
perspektiven Kollineation von ¥ fortsetzen, also
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kann man insgesamt auch die projektive Kollineation 2, zu einer
projektiven Kollineation A von T fortsetzen. Wir denken uns
wieder A, ausgefithrt und kehren zur alten Beschrifﬁmg zurick,
godall nun gilt:

Ai=Al (fir i=0,..n~1) und A=A’.

Da A, kollineare Lage erhdlt und bijektiv ist,
gind A, A A pw, verschieden und kollinear

n? “n4l?
und ebenso aind A' Al A= A" pw. verschieden und

3
kollinear. Wir haben g:;ll dieselbe Situation wie in 3.5, Folg,?,
Schritt 3 und 4, wobeld A=A' zu ersetzen ist durch U=U™; An’ Az'l
durch 0,0"; Aiqs Aq durch BB
Es existiert also eine projektive Kollineation anéPGL(WD:}, die T,
punktweise festlB8Bt und An3€3 nAI'l und. An-:»'}a% =Ax!1+1 leistet,

R =RAALR, 15t Produkt von projektiven Kollineationen von T{; »

also eine projektive Kollineation mit AJQQ=A5( = 0,...n+1 ),

(b) Mir n=2 ist gemiB Satz 1.9 eine projektive Kollineation einer
PP-Ebene, welche die Ecken eines Vierecks einzeln festlZBt, not-
wendig die Idenbtitdt,

Induktionsannshme: Die Behauptung gilt fiir T,, mit dim ¥ =n-1.
Induktionsschlull nach n:

{Ao,...An 19 A} ist eine Fundamentalfigur in der Hyperebene
'lwaA V...V, (nach Bemerkung {a) nach Def,3.7 ¢), und =1T,
188% die Punkte AO,Aq,.,.An,_q aber auch A fest:

Tx=ARV . VA & =AV ..V A q=Tw A

Aaau[(An\/A )R = (A= v A ARINToX = (A VA )T, = A,
Fiir [T, gilt also nach Indu.ktlonsazmahme ®|Te = Ly == ist eine
perspektive Kollineation in ¥ mit der Achse I,. Da = zwei Fix-
punkte A s =A und A ® =A nicht in T, besitzt, folgt mach

n+] n+1
3.4, Folg.6 dann ®R=t,

(c¢) Aus (b) folgt die scharfe Transitivitidt von PGL(T) auf der
Menge der Fundamentalfiguren. Selen ,x,¢ PGL{K ) projektive
Kellineationen, die belde eine Fundamentalfigur {A 1 in eine

Fundemental figur {A'} iberfiihren: A=A} fir ,jnO,...,nM und
1=1,2.
Fir %.2;'¢ PCL(T,;) gilt dann Ajaeqae[‘nAjae;"‘ Ajmmasel% L=, =Ry

2
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SATZ 3,7: Ist T ein projektiver Raum endlicher Dimension, so er-

hdlt jede Kollineation die Dimension jedes Unterraumes.
In jedem Desarguesraum endlicher Dimension sind die projektiven
Kollineationen gensu jene Kollineationen, deren Beschrinkung auf
eine Punktreihe projektiv ist, die projektive Gruppe operiert
transitiv auf der Menge der Fundamentalfiguren und scharf
transitiv, wenn PP gilt.

%2:.8. Der duale projektive Raum

Sei i.f, T ein projektiver Raum mit dimT=x 2,

Nach 3.2 ist der Verband ull der Unterrdume eines projektiven
Raumes T ={¥2,@,I;11*IE,E } komplementiert. Jeder zu einem Punkt
komplementdre Unterraum ist eine Hyperebene (Def.3.2). Vir fassen
jede Hyperebene als Grundelement einer neuen Inzidenzstruktur

auf und bezeichnen sie als "Kopunkt"; die Menge aller Kopunkte
heiBe 11*, Jeden zu einer Geraden komplementiren Unterrsum be-
zelchnen wir als "Kogerade", wenn wir ihn als Grundelement der
neuen Inzidenzgtruktur auffassen; die Menge aller Kogeraden

heile O*.

Die neuen Auffassungen dieser Unbterriume bringen wir auch in

der Bezeichnung zum Ausdruck: ‘

Fassen wir eine Hyperebene als Unbterraum von W, also sls Punkt=-
menge auf, so schreiben wir fx, betrachten wir sie als Grund-

e
element, so schreiben wirix(klelne riechische Buchstaben).
Foenso bei den Kogeraden:Tz oder Z {groBe griechische Buchstaben).

Es fehlt noch die Definition der (Ko-)Inzidenz I*c/pfx{é*. Es
gelte:

(e, Z Ye T*(kury oo I* 2 )& T2 Iy

I* ist also mit Hilfe des projekbtiven Punktresumes T (R) erklért.
{*,00*, 1*} ist noch 1.1 eine Inzidenzstrukbur; sie heifit "die
zu | duale Inzidenzstruktur'.

Bemerkungen: (a) Kopunkte sind als Punktmenge aufgefaft genau
die Hyperebenen. Sebzen wir 2 ¢ din¥ =n<=e voraus, dann gilts
Pin Unterraun T,¢ ul ist genau dann Hyperebene, wenn gilt:
dinT, =n~1 (vgl.3.7, Folg.5, Bem.b) ).

(b) 2%3qimTW =n< oo ¢ Die Kogeraden sind aufgefaBt
als Punktmengen genau die Unterrdume der Dimension n-2. Jeder
Schnittreunm zweier verschiedener Hyperebenen hat die Dimension
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n-2; ist ungekehrt Ty ein Unterraum der Dimension n-2, so existieren
zwel verschiedene Hyperebenen T, ,Tp mit T,=T,.n T,

Bew.: (1) Fine Kogerade aufgefafit als Purnktmenge ¥z ist Xomplement
einer Geraden T, ; fiir diese komplementiren Unterraume gili(nach 3.
Folg.5,Anw.a) dimT; +aim Wy =n~1, woraus mit dim Ty =1 folgt

dim Ty S T2 . — Dtl_;‘:;'?h
(2) T; sei ein Unterraum nit dim J; =n-2 in Ty existiert ein
Basigsimplex {Po,.0.Pn-2} und dieser 188t sich nach 3.7, Folg.2

zu einem Basissimplex von T erginzen: {Po,s.ePn} = PadP,-4, also
igt PaV P,y eine Gerade., ¥ ist eine Kogerade, da T; komplementirer
Unterraum zu Pn V P,.q isgbs

]T);\/ Pn—4\/Pn§ = (Po VesoPn-z )V (Pn"i v P") =T 3

Trn(PaVPy)=f, da nach dem Dimensionssatz gilts:

dim Ty A (Pa-gVP,) = dim Ty + dim (Po4V Pn) = dinl[ TV (P, .,V P, )] =
=Nm + 1 —nm -,

(3) Sind T,,Ta verschiedenc Hyperebenen, so gilt T.VTp =T und
daher nach dem Dimensionssatz:

dim (TunTs) = din T+ din e = dim (T« VTp) = =1 +n=t=n=n= 2.
(4)Ty sei ein Unterraum mit dimTy sn-2; wir gehen wie in Be-
welsschritt 2 vor und bezeichnen:

Pov..e\/Pn-1=: n.{x, PQVDQQVP(\"Z VPn =3 WQ«-

Da es im Basissimplex {Po,...Pn} nicht auf die Reihenfolge ankommt,
sind Tx und T, Unterrdume der Dimension n-1, also nach Bem.(a) Hyper~
ebenen, Wegen der Simplexeigenschaft gilt

Pad PoV woeoa VPr-1=llw A Ppne Tp = Tu* Ta.

Aug Ty =P,V o0V Py folghs T CTu A Tee Ta= TeecT, n Ta-

Nach Beweilsschritt 3 gilt: dim {T.n Ta ) =0~2 und nach Vorausg-
setzung dim Ty=n-2 3L’ Tp= T n Ta- &

7,

DEF,%.8a: Die Kopunkte bzw. Kogeraden eines projekbtiven Raumes T ,

der ein Dreleck entbdlt,sind die zu einem Punkt bzw. einer
Geraden komplementiren Unterriume aufgefaft sls Grundelementes. Die
Inzidenzstruktur T*={R% % I'} bestehend aus den Kopunkten und
den Kogeraden von T, wobei ein EKopunmkt « genau dann mit einex
Kogeraden 2 inzidiert, wemn die Hyperebene T, den Unberraunm Ty
enthdlt, heiBit die zu T duale Inzidenzstruktur.

Bemerkungen:%a) Ist I elne projektive Lbene, so ist jede Hyperesbene
eine Gerade (vgl.Bem.{a) nach Satz 3.2}; es gilt alsoc 12*»-(?3
Komplement einer Geraden ist ein Punkt, also ist U*=R ., g I* P
bedeutets Die Punkireibe Ty enthdlt den Punkt P, zlse P I g. Die
in 1.1 definierte duale Inzidenzsbtruktur zu einer projektiven
Ebene gliedert sich damit in Def.3.8 ein.

(b) Da die Bildung des zu einem projektiven Raum T
dualen projektiven Raumes nur dann von groBerem Interesse ist,
wenn dimT<eo gilt, sei 1.f. T endlichdimensional vorausgesetzt.
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Folgerungen (fir 24 dimT4o0):

1) In T* gilt I,t Zu zwei verschiedenen Kopunkten b, e 2 *
exigtiért genau eine Kogerade X , die mit diesen Kopunkten inzie

diert.

Bew.: Existenz: Nach Bem. (b) ist Trt=TynTy ein Unterraum der
Dimension n-2 und X eine Kogerade und es gilb:

TeeTee a I*5, Ty Ty BIME.

Eindeutigkeits J Z,Me¢ U* mit Ty= TanTaan Tp e T A Tpc Ty =
= T T ATp=Tsg = TrcT;;

ds ¥ und " Kogeraden sind gilt auBerdem dim 1y =dim Ty =n~2, was
mit TFPCT,._ nach 3.7, Folg.3 T, =T; nach sich zieht, @

Bemerkung: Fiir die durch «,b|cR*, # eindeutig bestimmte Kogerade
schreiben wir i.f. «f .

2) InT* gilt E: Mit jeder Kogeraden inzidieren mindestens drei
vergchiedene Kopunkte.

Bew.: Die Kogerade 2 ist nach Definition ein zu einer Geraden s eﬁd
komplementdrer Unterraum: Ty o lg =g A Tz VTo=T.

Da in T das Axiom E gilt, existieren auf s drei paarweise vere
schiedene Purkte 4,B,C (¢ Ty ).

Ty VhseT, ,TsV B=:T,, Tz V C=: Ty sind Hyperebenen, da z.B.
mit Tnly =T, gilt dinT =din T+ dimT,= dim (T, Ty )=n=2+0~(~1)=01.
Es gllt T, Ty Wylo Ty, dche o3 oy | I*¥Z . Weiters sind T[Ty, Ty
paarweise verschieden:

(ind.) 2.B.T, =Ty =2 TgVA=T;VB =Be Ty VA =9 IS¢T; mit BeSVA.
Wegen A4B folgt S€c AVB=8¢Ts A Se Ty & Widerspruch zu T;Ts=£.

¢

Bemerkungen: (a) Da wegen E jede Kogerade mit Kopunkten inzidiert,
kann man in T* von "Kopunktreihen" sprechen; die Menge aller Ko-*
punkte, die mit der Kogeraden ¥ inzidieren, bezeichnen wir mit f¢
Im Sinne der im Ausgsngsreum T geltenden éprache ("Hyperebenene
sprache”) ist dies die Menge sller Hyperebenen, welche einen festen
{n~2)~dimensionslen Unterraum T; umfassen; geméfi dieser Auffassung
bezeichnen wir diese Hyperebenenmenge sls "Hyperebenenbilischel®.
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{(b) In T* kann man von "kollinearen Kopunkten'
sprechen: drei Kopunkte «,f ,y heiBen kollinear, wenn ¢ine Ko=
gerade Z existiert, welche mit den drei Kopunkten inzidiert., In
der "Hyperebenensprache”: Es existiert ein (n-2)-dimensionaler
Unterraum Tr, der in den drei Hyperebenen ., Th,l,;enthalten ist.
Tis T, Ty gehOren also dem durch 1; bestimumben Hyperebenenblischel

Drei nicht kollinsare Kopunkte x, ,+ sind paarweise verschieden.
(vel.1.1)

I

Bew.sx =B A X #p= q*Z =uye * mit «,fb ,4 | I* £ : Widerspruch.

o =fb=ayz Ist DeT,, so isb die zu I komplementire Hyperebens T,
+Tx wegen D¢Typ . Damit existiert ein Kopunkt d#« upnd fir die
Kogerade ad gilt «, 0 44| I%«xd 3 Widerspruch. 'y

(¢) Zwei verschiedene Kogeraden haben hiichstens einen
Kopunkt gemeinsam (sonst Widerspruch zu I,).

3) In T* gilt I,: Sind «,B ,4 [€R* drei nicht kollineare Kopunkte
und sind 6,T|¢R* weitere Kopunkte mit o'I%xy A v I*R g , 80
existlert ein Kopunkt ¢ mit ¢ I*xR und ¢,6 ,v kollinear.

Bow. Wegen Bem,(b) sind «, A ,» paarweise verschieden. Wir be-
trachten zuerst zwel Sonderfdlle:

(M) =v20I*cy A TI*By = 0 =T ist der nach Bem.c) ein-
deutig bestimmbte Schnittkopunkt 4~ der verschiedene Kogeraden oy~
und Ay => ¢ =T=q, Fir den Kopunkt a=:¢ gilt ¢,07,T | I* g,
also sind 9,6 ,V kollinear und ¢I%*ocB .

(Do=x (=0 1) Fir ¢i=oc gilt ¢,06,v | I*¢ctv , also sind
¢,06,T kollinear und ¢ I* A . (Analog G =y oder T=H oder t=g )
Gelte nuns O TAG# oy, q A TR,y 3 aie Kogeraden 0v und «0B

gind eindeubtig bestimmb. aug 67v = xf} =

TI*D A 0 I* g (VS) } Wegen o, ¥ nicht kollinear

o THeBh A oL I* oy sind die Kogeraden &« und «f ver-
schieden und sie haben nach obiger Bemerkung hichstens einen
Schnittpunkt = o #G im Widerspruch zur Voraussebzung. Es ist
also 0T # o, '

Die Kogeraden 6T und ofy gind fiir die auf den Ausgangsraum | ge=
stlitzte Betrachtung (n-2)-dimensionsle Unterréume Ty und T,.n. Es
genligh zu zeigen, dall ihr Verbindungsraum Tgi= Tgr V Top

eine Hyperebene ist; fir g gilt dann nimlich T2 Terale?Tlea,

was ¢I*6 T A ¢I*xB Dbedeutet.
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Te ist Hyperebene:
dim To = din (Tl M) = Ain T + dinTug - dim (Ter n Top )
\....-—v.—__._/ \_...._Y__.__/

n-2 n-2
Tgr Tdh; (Ten Tdn(Txn Tg);‘ (TanaTdn (TeraTe)n (TraTa)=(%),
Vele.Folg.t ~n ist idempotent, assoziativ und kommubtativ
TenTy =Typn Tx (wegen « %0 bestimmen nach I, die Kopunkte «

und 6 eine eindeutige Kogerade; fir die Kogerade «y gilt o I¥*xy
und nach Voraussetzung O0L*x 4 =day= xG )3 .
Ebensot Tt AnTa=TypnTa (D11 A BI¥ByA TI*AIVS] = Ar=Dy).
()= (TunTe)n(Ty nvu)n(TYnTrs)= T n WanTy .

dim (T nTor) = dim (TunTyaly) =

dim (Tunly) + dinTy - dim [(Ta A Ty VT4 ] = (n~2)+(n~1)=n=n~3
(Da x,/ ,4 nicht kollinear sind gilt § Z*aB,d.h. Tan ¢ Ty =
=X eTunTs mit X 6Ty BXVTp =T = Ta VT =T,

und daher ist dim [ (Ta nTa) V ¥¢d = n),

Wir haben insgesamb:

ainT =(n-2)+(n=2)~dim (TunnTpr ) = 20 = 4= (n-3) = n-1 e

¢ ist eine Hyperebene. ' &

Damit haben wir gezeigt, daB T* ein projektiver Raum ist.

4) Entsprechend Def. 3.1 b versteht man unter einem Unterraum

von [* eine lMenge von Kopunkten, wobei mit je zwei verschiedanen
Eopunkten die ganze durch sie bestimmte Kopunktreihe dieser Menge
angehdrt (In der "Hyperebenensprache": eine Menge von Hyperebenen,
wobel mit Je zwei verschiedenen Hyperebenen das ganze durch sie
bestimmte Hyperebenenbiischel dieser Menge angehdrt).

(2) Ist T*c T * ein Unterraum von T*, so ist der Durchschnitt aller
Hyperebenen aus 1,* ein Unterraum von T .

Bew.: In 3.1 haben wir gezeigt, daB8 der Schnitt zweier Unterrdume
ein Unterraum ist und in einer Bemerkung zum Beweis angegeben,
dafB der Schnitt beliebig vieler Unterrdume eines projektiven
Raumes ein Unterraum ist. .

{(b) Ist T,¢T ein Unterraum von T , so ist die Menge M aller
Hyperebenen von T , welche T, umfassen, ein Unterrsum von T *.
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Bew.: Seien T,Ty zwei verschiedene Hyperebenen, welche T, um-

fassen, d.h, Tis Wl € M. Es ist zu zeigen, daB jede Hyperebene Ty
mit § I*«h , d.h. TT%: Ta nTny zu M gehSrt, Dies ist Xlar wegen
T4CWKK\TAC“—§- .

(c) Durch (b) wird somit eine globale Abbildung gl ~—~uT* er-
Klirt:

Tyig 2= {x e R*Ty 3W1}. Nach (b) ist dies sinnvoll, denn es gilt
Tfﬁgeu'fl' * (Offen ist moch, ob sich Jeder Unterraum von T* so
gewinnen 1é8%, ob also y surjektiv ist ).

(d) Einige einfache Eigenschaften von ¥ 3
Speziells My=To = Tog=T *, denn jede Hyperebene vonT umfaBt den
leeren Unterraum.

Ti=Te = oy ist die Menge aller durch P gehenden
Hyperebenen...lpq= [Lgeﬁ"‘ | TTE) > iﬂ,g 3 wir nennen diese Menge
"Hyperebenenbiindel".

T,=T; mit dim Ty =n-2 =Tg= { g R*|T¢>T;}; diese Menge
nannten wir "Hyperebenenbiischel”. Sie besteht aus allen Kopurkten,
welche mit der Kogeraden 2 inzidieren, ist also eine Fopunktriihe.

T,=T, mit dim T, =sn~1=Tg={«}, denn die einzige T«
umfassende Hyperebene ist W, . Daher ist Twy ein Kopunkt,

T,=T = Ty =Wo*, denn der ganze Raum 1 wird von keiner
Hyperebene umfaBt. Die Abbildung Ts—= T nennen wir den “"Ubergang
zur dualen Deutung".

(e) Die Abbildung v kehrt Inklusion wie auch Nichtinklusion um.
4

TieTo = Tag2lhg Y T, Tole uT.
Tﬂ ¢TL = U'l“?‘?‘wlle ’

ef . . . — et
Bewot (1) e Tog bt T 2 L_Vi T, = Ta>¥, LN
(2) TU Q]S—L=>3X€T\-4 mit X¢ Tz H nach 3.2, Folg.Z existiert Qixla
zu X komplementdre Hyperebene Tl}l mit ToT, =54 Ly rgeTp=>TgtTay.

0&6?«\.?.

5) Bevor wir die Abbildung Q weiter untersuchen, beweisen wir
folgenden Hilfssatz:
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(a) Sind «j; e R* (j=0,...n) Kopunkte, so kann man gemsiB Def.3.1c
auch im projektiven Raum T * die Operation V durchfithren. Wir
zeigent )

Ein Kopunkt « liegt genau dann in ouVee. Vam , wenn Te®Tuoneeen Tuy,
gilt.

Bewe: (1) Voot xexVoooV xXm

Speziell fir m=1: « € XoVox4= 3T T, nach Definition der Ko-
geraden und Bem.(b) vor Def.3.8a,

Induktionsannahme: ce Xo VAV . . VAm=4=F Tad lug et eee 0 Nomesq o
InduktionsschluR: oL € Xo VXa V... VK 4 AReXoV oo Vnai

mit ae BVam = Tu>Ton Ty, nit TwaTyn...nT nach Induktions-
annzhme ==?W,<3Tp<gf\-..n’\ro<m_4n“—dm. mt

(2) Vset TyoTuon.,.n Ty,
Speziell fiir m=1: Vx> T, n Tu, xeoVu, nach Definition der
Kogeraden und Folg.2,Bem.(a).
Induktionsannahmes Tu 2 W, aTu, A ot o T, = &€ 0o VaaVio Votmaae
InduktionsschluBs TudT  n ... Mgy N Tt »

S
Gilt insbesondere > ll,, so folgt nach Induktionsamnahme cedd, o «Ve(m.1g
woraus nach Def. 3.1 ¢ folgt xexoV oo Vam.1YX,. » Gelte also
0oBedohs T 3T = W, d Wy (*) (dnder Tuo? T, == Lo TinT,= T, ¢
Widerspruch). Wegen T.$ T, gilt T,= T, . Da der Gesamtraum T endliche
dimensional vorausgesetzt wurde, gilt somit: O 4¢dimT, =t 1 <co =
dim W,aT, = r-1, denn die Hyperebene Ty, schneidet nach 3.4,Folg.5,
Bem. den nicht in ihr enthaltenen Unterraum T, nach einer Hyper-
ebene diese Unterraumes. Die beiden Hyperebenen 1, und T, diirfen
0.B.d.A, als verschieden vorausgesetzt werden,denn aus T, =T,
wirde sofort me «oV...Vxy folgen. T, :=TunTy, , ist daher nach Bem.(b)
vor Def.3?.8aein Unterraum mit dimT,=n-2,falls dim =n gesetzt wird.
Da Taal, =T, nTanT, = Tinlx, Wegen W‘,QDTL,\T[%N gilt, folgt
nach 3.7 Folg.5:
dim T, VT, =dimT,+ dim¥, - dim (T, AT, ) =1+ (0-2) - (r=1) = n-1;
T VT, =¢tT, ist also eine Hyperebene und es gilt:
T 20y =i neeceenT, ., » woraus nach Induktionsannshme Be€ otoV...Vtqpa
folgt.
Wp 2T, = TunTup=Pex Vn , Da R o, ist (ind. B "o«m@whnv_(jm:
Widerspruch zu (*))folgt & eAVo me
Aus xeBVam AbexY.. .V TOlgE X ¢ o View Vit «

\ 4
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(b) Es gilt dim T* ¢ dim T (<~);damit ist auch T* endlichdimensional.

Bew.: 24 dimT =tn <o= = inT existiert ein Bagigsimplex
{PgsPys.0 P}

P1V Pav seasV Pn—1 \/Pnuz Tuo
POV P2\/ "'VPD.-1 VPn“: T«

aa

PoV B4V PV .eu VR, =:T, sind Hyperebenen mit ‘
T.. (\TI:“/\ vos f\.ﬁ—““~4f\ M= T, (T, o"\ﬁ;c,, 3P2 Voeas VPnAwegen POE} Toe. A Poé T‘*
sind T, und T, verschieden und haben einen (n-2)-dimensionalen
Schnittraum; dieser ist aber notwendig P,V ...V P, . Man schlieBt
analog weiter und erh#lt schlieBlich (W AT o eronTiu, ) = {Pn} 3
wegen der Simplexeigenschaft gilt P, ¢ Ty = Tos My aae Ty, = To)o
Fir alle Hyperebenen T von T giltz i,> T, = lio N ooe n Tk, o
Nach (a) folgt hieraus =«¢ XoVarVese Yorn Yk € R™ , also ist T*
Verbindungsraum von hfchstens n Kopunkten = dim T*4 n.

4

{c) Die Abbildung q: ul =™ uf * ist eine Bijektion.

Bew.: (1)y -ist nach Definition global.

(2)yq ist injektiv:

T, 3T, = JXe¢R mit XeTy A X4 T, ; nach 3.2,Folg.4 existiert

zum Punkt X eine komplementére Eyperebene TS mit Tg >T, A T\% X,
also Tﬂg T, Felage () Tsg < Tag A U})\Q ¢ Tag-

T\‘N ist die Menge aller Hyperebenen, die T\gs umfassen und somit die
einelementige Menge {Ts},also der Kopunkt § . Es existiert daher
ein Kopunkt §, mit §eTog A §4¢Tp = g+ Ta@.

(3) ¢ ist surjektiv: Sei T,*e¢ uT™* ein beliebiger Unterraum von T*
("Kounterraum"), Gilt T= T¥ = T,* ist ¢-Bild von I, denn keine
Hyperebene von T umfaBt den ganzen Raum T(Folg.4,(d)).T+% : Nach
(b) ist T* endlichdimensional = T,* ist endlichdimensional =»

Ta*s o VaxaVaaaV oy (k &n).

Nach (a) besteht T,* genau aus jenen EKopunkten 7, fiir deren zuge=
hérige Hyperebenen T, gilts

T2 Tionese N T P(Tuon oo s A Tl’.,(k)\g =T ¥ also 18t T nesen T
Jener Unterraum von T, der T* zum p -Bild hat. ’

Bemerkungen: (a)Die Kounterrdume sind also genau Jene Kopunkbtmengen,
zu deren Kopunkten Hyperebemen gehdren, die durch einen festem
Unterraum von T gehen,

(b)Fir dimT=ee ist T* auch ein projektiver Raum un-
endlicher Dimension, jedoch ist ¢ nicht surjektiv und daher (a)
falsch(o.Bew.),
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&) (a) (U4AV1>Q=T4\Q\/7LQ (e) (1o \/H;_)LQ =0 9§ T P 4
(b} (U}\/Wl)ke*‘*\f«q‘)r\'h‘ug (a) (W‘ATI)\Q =T) 4\/Tr gt

Bemerkungt Nach Folg.5 (c¢) existiert @

Bew.: zu {a): Mir '}Mn"\l’c’“ folgt §=T und dewit

(T4 n "ITL)‘{) =TL\Q = T«QVWL&I\) =T ™V Tz_ue =Tege

FiirT«g,‘%TLLQI* TE, ¢ ull ¥ gilt, da T* nach Polg.5(b) endlich-
dimensional ist:

quxov...\/mm ATy =BV v, .

Rach Folg.5 (&) besteht dsher T gemau aus jenem Kopunkten 1 ,
die zu Hyperebenen T‘L gehéren mit TF > Mg M ows T 5 dehie
Tag={ne R Tys Tuenon.n T 3 (® )

Dag ¢=-Bild des Unterraumes | Tieneso n Ty € ull ist nach Definition
von 4t

(Taneee N T 3@ = { e R T2 Tue v vve 0 T T ().

dus (*) und (I) folgt, da v nach Folg.5 (¢) injektiv ist:

TioTo N eeen Tum o Ebensos Uy = Ty noeeanls, .

Men hat somit folgende Kette von logischen Aguivalenzen, welche
die Behauptung erweist:

£e TagV Tag & Fe oV, VXV BeVe, LV 0y

n,\q 5{a)

T\};D o eee A lgm A Tpeneeen Ty = Tyn ng;( § ¢ (TanTdg. @
Bew.: zu (b) (T,VT.)Q ... Menge aller Hyperebenen, die TV, ume
fassen;
Ty ATL«Q ... Menge sller Hyperebenen, die sowohl T
als auch T, umfassen,
Ist T; eine Hyperebene mit W, > T, Vv TTL , 80 gilt wegen Tic T4V T,
auch Wg > T, und analog 'Wéamy%}? ie_n‘“;e AfeTog = e Teg o Taye
Ist ungekehrt Iy eine Hyperebeme mit Ty > T, wnd Ty T, s0
folgt T? 2 TuVT, (denn X ¢ T ,VT,.= BX;‘LGW{CT‘ wit X € X,VX,
X1,12!€T§=*X&W§ Js also gilt ge(”&ﬂv’ﬁ; SLQ. <b>

Bew. zu (c): Dazu setzen wir T{’* ‘{’M =T (§=1,2) (Tje ull e
(Tialdy = g Tag Visg = * v T,.* ; wenden wir darauf LQ“‘ an,
g0 ergibt sich TanT, = (Ih VT, gt = TR a T g = (T VLA G

©



Bew, zu (d): Mit derselben Bezeichnungsweise wie in {c¢) gilt:

(0 - -
(Tav Ty = Taygn Tog = % a T," 5 davauf ¢ engewendet er-
gidt (T* a TP ™ = TV, = T, gt vTL" g%,

DEF. 3.8 b: Unber der Kodimension eines Unterraumes T.e ul¥ ver-
steht man die Dimemsion von Tige ul* in T %
codim T, t= dim T,¢.

7) Es gilt: dim T, + codin T, »n-1.

Bew.: Ist T,+7,, so existiert ein Basissimplex {PQWMP}:{} von T,
(=>din T, =k}, der nach 3.7, Folg.2 zu einem Basissimplex von T
erginzt werden kann: {Po””}”}k’ PKM,MOZPH% 3 dim Falle T, =T,
geniigt &3 drgendeinen Basissimplex von T heranzuziehen. Aus dem
Bagissimplex von T kann man mun folgende n-k Hyperebenen bildens
| 3 “A / E E g
Tage= oy Prap V PryzV eeePy gV Py
s /P
’}1‘514 TVPy 4V PrizV s’MPI:M v P

T\ﬂ;ﬁ.f“ VP gV Prio V PrizV oo Py

Te; > Ty {§=1,0.0,0-k) = die zugehdrigen Kopunkte . =10 goaay
o= T @ liegen in T.g . Es geniigt zu zeigen, daB {oagoeempt
ein Basissimplex von Ty ist, d.h. e8 ist zu zeigens

Kt Ly Ve, Vo oo Vot Flie 1s2,.0.0-k und Tag= o Voo Votoop o

Diese beiden Behaupbungen folgen sofort aus

W-KL?TMA"RW A e ey {13 und

Ty = TuinTuu 0 ooon U, (2), wenn hierauf ¢ angewendet wird
und Folg.5e sowlie Folg.4e beachtet wird.

Die Giilbigkeit von (1) erkennt man aus

Pk»@«lg T};"L A Pké-}.,e?\umﬂ Ty D eee Al
Wir zeigen noch (2)3
hus Txy 2 Ty (§oha..00-k) folgh  Tuyn --- 0l 20, Bs gilt (2),

wenn jeder Punkt aus Tia...nTa..auch in Ty ldegt: (ind.) J4€ Tinenan
N Twoa mit 44T, = A¢PV...vP AA<PV ..,VP ; hieraus
folgt {vgl.3.7, Folg.q, 1.Bewsisschritt): Es existiert ein Index
me{ken-T] mit A¢ PV VB ade RV ... VP, und nan
derf & mustauschen gegen im,} und{ P yeeePyyoealy 3 AP o Pt
ist ein Basissimplex von T , worasus mnech Def.%.7a, Bem.c folgh:

/ . T / \ ] i
A PG‘J‘,”\!PK\/H@VBE VP oV VB T

oAtk
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A T neeenT, " seen Tx,., & Widerspruch.

Da mun {olyeeey & nop ein Basissimplex von Tag¢ ist gilt
dimT«Yacodim T4 =nek=1, woraus zusammen mit dimT, =k folgt

dim T, +codim T4 =n-i. &

Speziell fir T, =T, liefert dies:

dim T, +codimT, =n-1; wegen dimT, ==f folgt daraus codinmT, =n .Nun ist
To&e =T *(Folg.4 4) ==

codim T, =dim ey =dim T *=n,

Ist T ein endlichdimensionaler projektiver Raum, so ist T *

von derselben Dimension.

B8) Wir gehen mun sus vom n-dimensionalen projektiven Raum T*

und fassen seine Hyperebenen ("Eohyperebenen'") als Grundgebilde
einer neuen Inzidenzstruktur T**¥ auf und bezeichnen sie dann
als"Kokopunkte” ; analog zur Einleitung von 3.8 sind"Kokogeraden"
und I** zu erkliren und nach Folg.1,2,3 ist T ** ein projektivef
Raum und nach Folg.7 gilt dim T **=n. Analog zu Folg.4c definieren
wir eine Abbildung ¢ *: uT* —= uT ** durch

T*g*={a ¢ 2% To* > T*} und ¢* ist nach Folg.Sc,4e und 6 eine
Bijektion,die V ,n vertauscht und Inklusionen umdreht. Wie in
Folg.? kann man definieren:

codim T4 *=dimT* ¢ * und es gilt:

4im T, *+ codinm T F=n-1i,

Die Abbildung @ : ul —= uT* ist surjektiv, dsher ist Ta* dag

@ -Bild eines Unterraumes T4 von T : Ty= T *. Gilt dimT, =d, so
folgt nach Folg.7 dim Tf =n-1-4d und ebenfalls nach Folg.?7

dim T @* + dim [ *=n~1 =3 dinTF ¢ * =d.

Es gilt somit dimTi=dim Ta ¢ Q* YT.eul.,

Gebt men also speziell von einem einpunkbigen Unterraum Tpe ul
aus, so gilt

dimT, =0 = din T, g =n-1 = din T, @ ¢ *=0.

Die Beschrinkung von Q*:ull = ull** auf die O-dimensionalen
Unterréiume von ufist alsc eine Abbildung € : R —= 42 **;¢ und Y*
sind bijektiv, also ist auch @@ * und € bijektiv.¢ ist sogar
eine Kollineation; wegen dimT =(dim T *=) din T **=n <o geniigt es,
wenn wir (II) in Def.3.4a lberprifen:

Sind P,X,Y drei (o0.B.d.A. paarweise verschiedene) kollineare Punkte
= dim (T, VT, V Ty)=1j wir wenden gQ* an auf T, 2 Tys T, sowdle
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T, VT, VT, iT,und erhalten die Kokopumkte Tewq®, Ty g Q
T(Y \‘?\%‘é e es gl.}t“ 3 e Soal vl Folg bag™ & k4 &
{(TaV Tx V ”y ;%gﬂfiwbbihqugu Q”EyQPW*n% Trge VgV T ™
AuBerdenm iet J=dim (T, v T, v T, J=din [(T, v T, v T, Jg9*]=
mdim { Neoww™ v “;Txg{\g* VT, g™ 7= die EKokopunkte ?‘?Pngx{s\*s
x%& und Ty e * sind kellinear. Damit ist gezeigt, dad T
und T *% isomorph sind. Die Kollineation £ legt nahe, den Pupkd T,
und den Kokopunkt T, wy* zu identifizieren. In andersn Worten
ausgedriickt: Ist P e beliebig, so ist T.¢ gendB Folg.7 eine
Eohyperebene und T, Q-Q$ ist eben diese EKohypersbene aufgefalt
als Kokopunkt: P ist der Durchschnitt aller Hyperebenen sus Egﬁ
(vgl.Bew. zu Folg.7 und Folg.5 a). Umgekehrt gehBrt zu jedem
Eokopunkt a ¢ %% eine Kohyperebene 11.* und, da ¢ surjektiv ist,
exigtiert zu T.* ein Unterraum Toe u¥ mit T,o=T; T, ist nach
Folg.? notwendig ein O-dimensionaler Unterraum, da i, in T% {(n=1)-
dimsnsionsl ist. T, ist also jener Punkt von {2, der sich als
Durchschnitt aller Hyperebenen von T.* ergibt ("Trigerpunkt des
Hypersbenenbiindels"), Jeder Punkt Pe 2 legt also genau einen
Kokopunkt {4ﬁ Hyperebenenbilndel) fest und umgekehrt kann jeder
Eokopunkt eindeutig durch den TrEgerpunkt des zu ibm gehirigen
Hyperebenenblindsels festgelegt werden. Wir identifizieren also
jedes Hyperebenenbindel aufgefalBt als Xokopunkt mit seinenm Triger—
punkt., Da diese Identifikation auf natiirliche Weise geschieht,
gprechen wir von der “kanonischen Idsunbifikation” von 2 mit 4%%.

Bemerkung: Durch deg Ubergang zum Dualraum wird auf der M nge ¥
aller projektiven Riume T"(2 £ n<oe) eine bindre Relation {c M=x¥)
bestimnt,welche nach der kanonischen Identifikstion symzetriseh ist.

93 Wir wollen nun das’Dualititsprinzip” fiir einen endlichdimensiounalex
projekbiven Raun T (2& dinT sn < ; n fest) formulieren. Wir epr=
weitern dazu den Begriff Inzidenzaussage zum Begriff "Aussage
iiber den Verband der UnberrHume”; eine solche ist sine Aussage &
iiber UnterrBums, in der dis Begriffe "Enthaltensein (< ,& )7, -~
"Terbinden (V3" und "Schuneiden (n)" vorkommen.

Ist aine Auassags 4 {ber den Verband der Unterrviume in allen
projektiven RBumen fester Dimension n wahr, so sntsbeht aus &
sine nene wabre Aussage A® {ber den Verband der Unberriums, wenn
man jeden Unbterraum der Dimension 4 durch sinen Unberraum der
Dimexnsion n~i~d ersetzt, dis Enthaltenseinsrelation umdrehd

uwnd Verbinden und Bchneiden vertauscht.
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Bew.: (Vgl.1s1, Folg.6) Nach Voraussetzung ist die Aussage A

iiber den Verband der Unterr8ume in allen projektiven Riumen

der Dimension n richtig; da mit T auch die duale Inzidenz-
struktur T * ein projektiver Raum der Dimension n ist, gilt A
such in T*.GemdB Folg.4e ,6 und 7 ist die Aussage A in T* identisch
mit der Aussage 4% in T . &

Bemerkung: Das Dualitdtsprinzip fiir die projektive Ebene (vglede1)
iast spezieller als das Duslit&tsprinzip im Sinne von Folg.9 fir
n=2, da die Unterrdume x und T, in 4.1 nicht vorkommen. Punkte

sin& O-~dimensionale Unterrdume, sie gehen alsc in 1-dimensionale
Unterrdume ( Geraden) iiber und umgekehrt. Das Erhaltenbleiben

der Inzidenzen kann suf das Vertauschen von n und V gurickgespielb
werden.

40) Ist T einm endlichdimensionaler Desarguesraum, so ist T * ein

Desarguesraun derselben Dimension.

Bew.: T und T* haben nach Folg.7 die gleiche endliche Dimension n.
Fall 413 n=2, Nach 1.5 igt dann mit T auch T* desarguessch.

Fall 2t n>2=4in T *> 2; hieraus folgt nach Bem.b nach Def.3.7b,
daB T* desarguessch isb. &

Izt T ein endlichdimensionaler PP-Raum, so ist T* ein PP-Raum
derselben Dimension.

Bemerkung: Damit gilt das Dualitd@tsprinzip asuch in der Menge der
PP-Riume fester endlicher Dimension.

Bew,: Die Dimensionsgleichheit gilt nach Folg.7. Wir unterscheiden:
Fall 1: dim T,, =2 =5 T * ist PP~Ebene.

Fall 2: 2< dinl,=n < e : Wir zeigen, daB jede Ebene T,* von T*
("Koebene") eine PP-Ebene ist; dazu geniigt es zu zeigen, daB8 T, (0
kollinear ( =% isomorph) zu einer PP-Ebene ist.

Wir konstruleren nun eine solche Kollineation n . Die Koebene Tq*
besteht bei dualer Betrachtung aus allen Hyperebenen von T ,
welche einen (n-3)-dimensionalen Unterraum T3 ynfassen. GemdB
3.2 existiert in 1 ein zu Tn"5 komplementirer Unterraum Tn—}
und es gilt mnach 3.7,Folg.5, Anwendung a:

gim T2 4 din T2 = n-1=din T3 =2, d.h. Toda: 2

ist eine Ebene, und zwer eine FP-Ebene, demn T ist PP-Raum.
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Nach Fall 4 ist damit auch die im Sinne des ebenen Dualititge
prinzips duale Ebene o * eine PP-Ebene.
Ist « e W,*, so gilt fiir die Hyperebeme T, , daB T, n7 eine Ge-
rade vongrist, da dim (T n )= dinl + din % - dim (T, Vx ) =
= (n-) +2-n=1,
(TuVx =T, daT, das Komplement T35 yon = umfaft).
Wir definieren nun eine Abbildung n :T,* —x* durch cc(cR*)T A%
und zeigen, daf n eine Kollineation ist.
Da T,* eine projektive Ebene ist, ist wegen Bem.(a) nach Def,3.4a
die Abbildung n als Kollineation erwiesen, wenn (I) und {IT)
in Def. 3.4a erfillt sind,
Zu (I):M ist global, demn Jede Hyperebeme Iy mit « e 4R,*
schneidet x nach einer Geraden.
iet injektiv: (ind.) «,Rlec R,*, + mit mq-i%q =

TuonX=TanX = (Tunz) VI = (Fanxd)v 7773,
Wegen IT(,RTI'H"'5 konnen wir das modulare Gesetz anwenden und erhalten
(Tr,((\Jt)VTl"n-B’— PR VTL'D'B)-'WAAT-L; sbenso gilt (Tpnm IJVI™LT,.
Damit folgt T =T,p=>a=/ : Widerspruch. :

n ist surjektiv: Ist g eine beliebige Gerade aus x, 80
gilt Tyn T"7 =g und daher
Aim( Ty VIR™3) = din T+ dim T P72 - dim(TgaTR™2) = 1+ (0=3) = (~1) = n-1.
Tq V T""* ist daher eine Hyperebenme Ty . Nun gilt T, 1 =8, da
wegen Mgcox aus (TgV T n—B)ﬂ s unter Anwendung des modularen
Gesetzes entsteht Fav(ﬁn"an 3) ﬂl"ijTO = Tﬁ .
Damit ist n eine Bijektion.
Zu (II): n filihrt kollineare Kopunkte von f,* in kollineare Punkte
von X *, d.h. in kopunktale Geraden iiber.
d,B,XblU{Q’: und «,B,4 kollinear = Jein (n-2)~dimensionaler Unter—
raum Ty (2T n“é) mit T,T,0 1> Tg o
Die Geraden an= lun & ,Ay=Tynx und gn=T,ax gehen alle durch
Ty nt upd dies ist wegen dim (Wyn x )= dim@; + dimx =dim (T; V x)=
= (0=2)+2-n=0 ein Punkt ( T; VX =T, dennl;y unfaBt das Komplement

T2 3 vona). P

Bemerkung: Die Konstruktion der Kollineation n geht in jedem be~
liebigen projektiven Raum T mit 24dim ¥ < oo , Wir haben also
schirfer gezeigt: Die Koebenen eines endlichdimensionalen
projektiven Raumes T der Dimension grofler zwei sind isomorph

zu den Dualebenen der Ebenen von T .
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Ist T ein endlichdimensionaler klassischer projektiver Raum, so
ist T* ein Xlassischer projektiver Raum derselben Dimension.
Bew.: T klassisch 7" %28 ™ 4916 Ebenen x von T sind
klassisch 7 £3% % alle im Sinne des ebenen Dualitdtsprinzipes
dualen Ebenen o * von x sind klagsisch. Damit ist der Fall n=2
fertig. Fir n> 2 folgt aus cobiger Bemerkung: Alle Koebenen von T

sind klassisch “2°" T* ist klassisch. @
Bemerkungs Demit gilt das Dualit8@tsprinzip such in der Menge der
klassischen projektiven Riums fesber endlicher Dimension.

41) Eine Kollineation 2 : R =R erfiillt (I),(II),(III) (vel.3.4).
Flir dimT<eo gilt nach 3.7 dim T=dimT'.Wir ordnen nun # eine Ab=-
bildung ®®s R* —R'* zu, In 3.4 wurde zu = eine Abbildung % sul-—uT
erklédrt, die eine Bijektion ist und Hyperebenen in Hyperebenen
iibzrfﬁbrzt,*also Kopunltte in Kopunkbe; wir definieren daher:

®’ = [T,

2* ist eine Kollineation R*+R"; sie heiBt "die zu = duale
Ksllineation®.

Bew.:Zu (I):41s Eingchrinkung der Bijektion % ist =* bijektiv.

Zu (II):Seien =,/ 4| ¢ Q* kollineare Kopunkte, d.h. die Hypere
ebensn T, 1,7, umfassen denselben (n-2)-dimensionalen Unter—
raum; es gilt daher dim (T, A T, A Ty ) =n~2. Nach 3.4 folgt
(Tun Tanigp)T = TR Alax ~T,% ; da nach 3.7 % dimensions-
treu ist gilt dim (T,® n Ty% A Ty R ) =0-2 =» die Hyperebenen T &%,
T,2,l,% unfassen denselben (n-2)-dimensionalen Unterraum, also

szind dle Kopunkbte x2*,An*, 4x* kollinear.

7 (III) :Hach 3.7, Polg.6,Bem(b) ist wegen dimT=dimTi=n wnd

4inT¥= dimT'¥=n die Forderung (III) eine Folge aus (I} wnd (II).

&

DEF.3.8 o3 Die Einschrinkung des durch eine Eollineation = R —= &'
bestinmten Verbandsisomorphismug £: ull — uT' auf
die Menge der Kopunkte f* heifit die zu = dusle Kellineation =%,
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Bemerkungen: (a) Ist T=x speziell ein projektive Ebene, so ist
2™ jene Abbildung der Kopunkte, also der Geraden von Jr, die
mit = gekogpelt ist (vgl.1.3). In eimer projektiven Ebene gilt
also ® = 2¥ (vgl. Bem. (a) nach 3.4, Folg.2).

(b) Die Zuordmung = ~~2* igt eine globale Abbildung
der Menge der Kollineationen R ~/R'in die Menge der Kollineationen
R* —= R'¥, Diese Zuordnung ist sogar injektiv, d.h. zu ver-
schiedenen Kollineationen gehfren verschiedene duale EKollineationen.

Bew.: 2.3 .= JPeQ mit Px,+ Px,=> 3* g'c(' mit g'=Px,Px,. Zu
Tgexistiert ein in T' komplementdrer Unterraum v,, und als
Komplement einer Geraden ist Tq eine Kogerade: dim Ty, =n-2.

Es gilt Ty vy =Tl= T, VP2,V Px, = M.

Wegen Pz, ¢ Ty ist TuVPxs=:T, eine Hyperebene =»Px,¢T,.

Weiters 1st T, %=~ =:T,e ull eine Hyperebene in T .
Pe,eT)=2Pel, = Px.eT,2, Aus Px,¢ I,2,=T,' 2 Pxac T %, =
=T, 3T, %8, = 2, = 2,7, ’

(¢) Fir T=T' ist daher die Zuordnmung ® +~x* eine
Injektion der Menge P! L(T) in die Menge P L{¥*).
Diese Zuordnung ist sogax bijektiv.

Bew.: Es geniigt nach (b) zu zeigen, daB sie surjektiv ist.

Sei »*< PIL(T*); wir haben eine Kollineation m: R —=# anzu-

geben mit 4l R* ==*., Zur Kollineation »*: R* — N existiert der
Verbandgisomorphismis X*: ul *— uT* und wir setzen u=3*|{12*%=
=®* 12, Dann ist a gemdB Folg.11 eine Kollineation R -—f . Zur
Kollineation s gehOrt gemiB 3.4 ein Verbandsisomorphismus iuT—uf,
der insbesondere Hyperebenen in Hyperebenen iberfithrt. Es ist

noch zu zeigen, daB & fiir eine beliebige Hyperebene T. (Kopunkt x )
dasselbe leistet wie 2* fir w(x=*e¢f*, also it Tuxw» eine
Hyperebene)s Tuf = Tuer. Sei X ein beliebiger Punkt voni,; X ist
fiir die auf T* gegriindete duale Auffassung ein {n~1)~dimensionaler
Unterraum W) von T* und » ist ein Kopunkt mit « ¢ T,7. Wir

kSnnen also auf X aufgefaft als T,* die Abbildung R*|fl = 4 an-
wenden, und da £* die Enthaltenseinrelation o«e 1,* erhBlt,
gilt xxe*e T,)F %™, Dies bedeutet filir dle Betrachtung in T: T,"="
ist wegen dexr Definition von u der Punkt X u und o2e® ist die
Hyperebene T, wen, also gilt Xu e T . VX eT = T K = Tin*.

Bemerkung: Die Gruppen PP L{T) und P L(T*) sind jedoch i.a. nicht
. isomorph. (vgl.}.‘)% ®

SATZ 3.8: Die zu einem projektiven Raum endlicher Dimension (22)
duale Inzidenzstrukbtur ist ein projektiver Raum gleicher

Dimension, dessen dualer projektiver Raum mit T kanonisch identi-

fiziert werden kann., In der Menge aller projektiven Riume gleicher

endlicher Dimension gilt ein Dualitétsprinzip, ebenso in dexr

Menge aller Desarguesrdume bzw. aller Pappusriume bzw. aller
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klassischen projektiven RAume gleicher endlicher Dimension. Mit

jeder Kollineation ist eindeutig eine duale Kollineabion der
Eopunktréume verkniipft.

. Korrelatione Polaritédten

Seien T(R,0 ,I) wnd T(R',Y',I') zwei projektive Réume mit
26dimTeoo und 2¢dimT'< oo . Zu beiden existieren die Dual-
rEUme H‘(/}Q"iq‘s I*) und "T'*(/ﬁl*’()é lt’Itt).

DEF.3.9 a3 Eine Abbildung ¢ : QR —f'* heilt Korrelation, wenn
(I) & bijektiv ist
(II) kollineare Punkte in kollineare Kopunkte iibergehen
(III) nicht kollineare Punkte in nicht kollineare
Kopunkte lbergehen.

Bemerkungen: (&) Fine ZXorrelation ist also eine Kollineation in
den Dualraum zum Bildraum.

(b) Es ist zweckm#Big neben I und I* noch eine Inzidenz

relation:f ¢ L x 42 * zy definieren.

(P, JeI e Pe T (kurz P I x). Ein Punkt inzidiert mit einem
Kopunkt, wenn er in der zugehdrigen Hyperebene lieght. Zusataz:

w L P& P le o

(c) Sei X e R ; der Bildkopunkt ist Xde R'", Gilt
fiir den Punkt YeR' gpeziell ¥ L' Xd, d.h, Y'e Wi, (Y Liegt
in der zum Kopurkt XdJ geh®rigen Hyperebene), dann soll Y!
konjugiert zum Urpunkt X" heiBen!

Folgarunpens

4} Bei dualer Deubung von T' ist 'z R > ML '™ eine Kollineation;
zu dieser gehdrt eine duale Kollineation J *("dusle Korrelation'):
BF e 00 yelche jedem Kopunkt (Hyperebene) des Urraumes T
einen t des Bildraumes zuordnet:x (ef*) — o d * (e ' ),
Um auf die Hyperebene T« die Abbildung J* anzuwenden, bildet man
Pd (e © '$) VPeT, ; diese Hyperebenenmenge von ' ist wegen
dim T.=n-i ein Hyperebenenbiindel. Bei Ubergang zur dualen Deutung
ist dieses Hyperebenenbiindel mit dem TrBgerpunkt zu identifiziereng
dieser ist also der Durchschnitt aller Hyperebenen {des Blindels,
algo: oad *s NP = ad*elop, dhy PEI'ad™®* v P Iox d.h.:

Bei Anwendung einer Korrelation bleibt somit Inzidenz zwischen
Punkt und Kopunkt erhslten: ’

P To = PET' xd*
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Bei Anwendung einer Korrelation bleiben auch Nichtinzidenzen von
Punkt und Xopunkt erhaltens
Y XTx= Y&l ad*,

Bew.: (ind,) Yd I'wd *

Wir betrachten nun Punkte Z ¢ und unterscheiden:

Fall 1: Ze¥ => 24 I'ad* (ind. Bewsisvoraussetzung)

Fall 23 2 T = Z6I'«d* (denn § erhdlt Inzidenzen).

Fall 3: Z4YAZ Ta = 3* Y2 A 3* X1a¥Z n T, und X,Y,% pw.verschie-
den und kollinear. d fihrt die kollinearen Punkte X,Y,Z in die
kollinearen Kopunkte X4, YJ, Zd liber, d.h, Wy, > Wi n T, .

Der Punkt od * liegt wegen Y& I xd* A XJ I «d* in Ty n Tiss

also folgt ad*e Th, , dh. 24 I «xd*,

VZef folght stetss Zd T xd* = die zum Punkt «& * komplementdre
Hyperebene in T' fungiert nicht als J -Bild: Widerspruch zu d
gurjektiv. 0

Bemerkungen: (a) Auch in 1.1 wurde fiir eine Korrelation d einsr
projektiven Ebene eine meue Abbildung %3 L% — gl' konatruisrh
gemafB: g+ PS QS nit P,Q {¢ 4y, *. Diess Abbil ordnet sich
dem Begriff duale Korrelation unter: gd *= () 1d , denn der
Biischeltréiger g Jd* ist bereits durch zwei Geraden des Biischels
eindeutig festgelegth. i

(b) Die Hyperebene B' ¢ 42'" heiBt "konjugiers
zur Byperebene « ¢/* beziiglich der Korxrrelation J'®, wenn gilt
ad* T'p' (xd* ist ein Punkt).

Gil speziell T =T', so haben wir: J:R—=R* A " RI—=R""=1.

2) Ein projektiver Raum T mit 24 dimT <ee ist genau dann
isomorph zu seinem Dualraum, wenn er eine Korrelation gestattet.

Bew.: Nach Satz 3.4 sind zwei projektive Riume T ,T' genau dann
isomorph, wenn eine Kollineation d: 7T — T' existiert. T uni T*
8ind also genau dann isomorph, wenn eine Kollineation = :T —=T%,
also nach Def,.3.9a eine Korrelation existiert. 0

" Bemerkungens: (a) Nach 3.8,Folg.10 ist mit T, (endlichdimensional)
auch T* endlichdimensional und desarguessch., Man kann also W ?
algebraisieren und erhdlt einen Kdrper K¥*,

Falls in T, eine Korrelation existiert, siod K und K* isomorph.
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Bew.: Um in 3.5, Folg.42 zu zeigen, daf K unabhingig von der
Auswahl der Konstruktionselemente i1st, beniitzten wir eine
Eollineation, welche die Angabeelemente ineinander {iberfiihrt.
Jetzt existiert nach Voraussetzung eine Korrelation, welche die
Angabeelemente von T in Angabeelemente von T * Uberfiihrt, also
sind X und K* isomorph. 0

(b) Ist T wund damit W* ein endlichdimensionaler
Desarguesraum und sind K und K* isomorph, dann existiert eine
Korrelation in T, .

Wir werden diesen Satz in § 5 als Folgerung des 1. Hauptsatzes
der projextiven Geometrie beweisen. Dort wird gezeigt: Ein
Degarguesraun erdlicher Dimension gestattet gernau dann eine
Kollineation auf einen Desarguesraum gleicher Dimension, wenn
die KOrper der beiden Desarguesriume isomorph sind,

(¢) Nach Bem. (c) nach Def.3.8 ¢ sind P L(W) und
PP L(T*) bijektiv. Falls in T,, eine Korrelation existiert, dann
sipd P L{Y) und P{" L(T*) isomorph.

Dieser Satz wird in § 5 als Folgerung des 2. Hauptsatzes der
projektiven Geometrie bewiesen. Dort wird gezeigt: Zwei Desargues-
rdume gleicher endlicher Dimension mit isomorphen Kérpern be-
sitzen isomorphe Kollineationsgruppen.

(4) Fiir den zu einem unendlichdimensionalen projek-
tiven Raum T dualen projektiven Raum T * gilt, dal T¥* nicht
jsomorph T ist (o.Bew.). ¥ und T* sind auch bei endlicher Dimen-
sion night immer isomorph, da K nicht immer isomorph K* ist
(0.BeW. ).

DEF.3.9 b (vgl.Def.1.41 c¢): Eine Korrelation 6t 2 — R * eines
epdlichdimensionalen projektiven Raumes auf sich heiBt

selbstadjungiert,wenn d¢d*s Lp gilt. Eine globale Abbildung

At — R* heiBt Polaritit, wenn die Konjugiertheit eine

symmetrische Relation ist.

Bemerkung: Fiir eine Polaritdt A gilt also: X I YA = Y I XA VX,Y|R.
%) Die Polaritéten sind genau die selbstadjungierten Korrelationen.

Bew.: (Vgl.1.44,Folg.3) (a) Ist § eine selbstadjungierte Korrela-
tion, so ist 4 eine Polaritét (wdrtlich gleich zu 1.11, Folg.3,
Beweisschritt (ad ). '

(b) A ist eine Polaritiét. Zu zeigen ist, daB A eine selbst=
adjungierte Korrelation ist.
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(i) ) ist eine Bijektion R—R*:

(x) A ist nach Definitiom global,

(YA ist injektiv: (ind.) P4Q mit PA =Q2A.
GemdB 3.7, Folg.3 kann P,Q zu einem Basissimplex von T erginzt
werden: {P,Q,Pe,..'.Pn} . PA=QA, Pd?\ (j=2...n) sind n Hyperebenen;
nach 3.7, Folg.5,Anw. (b) haben diese mindestens einen gemeinsamen
Punkt B:
BT P?\ =Q7\ A BIP \(JnZ...n) Da A eine Polarit8t ist, folgh:
BAIPABAI QABAL Pa(j=2...n) Die Punkte P,Q,P5...P, des
Basissimplex llegen alle in der festen Hyperebene BA : Widerspruch.

(+) A ist surjektiv: x¢f2* sei ein beliebiger Kopunkt. In
der gugehdrigen Hyperebene . existiert ein Basissimplex :
{PO,...Pn__,]} s die n Kopunkte (Hyverebenen) P, A (j=0,...,n~1)
haben einen Schnittraum, der nach 3,7, Folg.S,Anw.(b) mindestens
einen Punkt A enthélt: A I PjA (§=0,...n-1). Da A eine Polaritit
ist, folgt daraus: AX I P, (J=0,...n~1)., Die Hyperebene ‘TAK
umfaBt also alle Punkte eines Basissimplex von W = Te€ Tar 35 T =Tanr
. Damit ist ein Punkt A gefunden mit AA = x

(ii) A filhrt kollineare Purkte in kollineare Kopunkte iiber:
P,Qle R, #, PQ=:g. Da) bijektiv ist, gilt PA #QA . Diese beiden
Kopunkte bestimmen die Kogerade X :=PA.QA ; wegen dim Ty =n-2 und
24dim T < oo enthslt Ty sicher einen Punkt S. Fiir diesen gilt
S TPaASTQry dar eine Polaritit ist,folgt daraus SAI P A
sai Q. Die Hyperebene SA enthdlt also die beiden verschiedenen.
Punkte P,Q und damit auch ihre Verbindungsgerade: Tsy 2 /IQP& Rqe
Sind X,P,Q kollinear, so gilt X € Rq => X I SA ~ ="' 3a1s,
Die Uberleg;ung gilt VSely , d.h, die Hyperebenen XX ent-
h#lt alle Punkte von Ty ¢ XA 2 Wy =T,y n Toa => die Kopunkte
X\, PA, QX inzidieren alle mit der Kogeradem I , sind also
kollinear.

Damit ist A als Korrelation erwiesen, denn die Uberpriifung von
(I1I) kenn wegen dim T = dim T* <0 nach 3,7 unterbleiben,

(iii) DaB A selbstadjungiert ist, kann wortlich gleich mit

1.11,Folg.3, Schritt (iii) gezeigt werden. 7'\

SATZ 3,9: Ein projektiver Raum endlicher Dimension grdBer gleich

zwel ist genau dann zu seinem Duslraum isomorph, wenn exr
eine Korrelation gestattet., Ein Desarguesraum endlicher Dimension
geatattet genau dann eine Korrelation, wenn sein Kidrper isomorph
gum Kdrper seines Dualraumes ist. Die Polaritéten sind genau die
gelbstadjungierten Korrelationen.











