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§ 1. Projektive Ebenen 

1. ~ . Axiomatik 

SeieD f(A, cl ... ) und (i(a, b ••• ) zwei nicht leere lfonc;en; die 

El e;;iente von p rieißen "Punkte", die Elemente von ~ heißen 
11 G:::radenn,,; 

In der ersten Axior.nt:),: der Elementarc;eometrie von EUKLID 
( ce & v „ Chr"' ) vmrcle der Versuch c;er.1ach t zu de finiereD,, was 
ein i[Jt: !!Ein P:Jnkt ist, 1,Jas keine 1reile hat n"' Bei uns 
tleib der I;1hc,lt dieser Grundbe[~riffe offen& Diese Idee 
vt_:rde zuerst '1899 l:on~-:;c ·von D„HILBE::-r1: verfolct „ Die 
Gr1..1ndclcnc:nte der GL'Oti.e sind nicht cxr,J.izit definiert~ 

Pc~rner sei z1v·ischen PurL~ten und Geraden eine bintire Relation I 
„ n1r1zidenz 11 c~enanr1t„ Sind 1"1 und N zwei MeLtjen, so 

!lt jede 'Peilmenc;e des kartesischen Produktes MxN eine 
binire Rel2tion zwischen den Elementen von Mund den 
Elt:<:icnten von. r~ .. 
Speziell das knrtesische Produkt pxq ist clie Men(~e o.ller 

p;c\ordnc·t.c·:: PnnrP v~Jn E1eDt:n:~en rn1s~und LJ: (A,n)t Jx~ 

E:1 r~i ll nli;o: Tc ')2xüJ, cL~1. m1u1 weill, für welche AE')2 und at~ 

:~ilt: (1\,:1)f, l. i<'i:,, (A,:\)~ T c1c)1rcibcn wi.t' auch AI a und 

llrtGen: "lJ,,r hinkt A :in7.iliicrt mit der' Gernctcn :1 11
, im anderen 

l<'nl l schreiben wir A J_ :i.. 

Zur Veransch~ulicht1nc zeichnen wir in der Anschauungsebene 
der Eleme:lturgeometrie, welche zunächst unkritisch aus der 
Schule übernommen wird. Später muß ihre genaue c;eometrische 
St.:'.'uktur c;e\üärt werden. Dann gilt: "Punkt A" 0 A 
"Gerade :i.'~ "A :inzidiert mit a" (A liegt auf a) ~ 



- 2 -

Das Tripel { p , CJ , I} nennen wir eine "Inzidenzstruktur". 
Eine Inzidenzstruktur heißt "projektive Ebene" Ji.(')Q ,(.,J, I ), 
wenn die Relation I die folc;end en drei Axiome erfüllt: 

i 1 : "Existenz der eindeutigen Verbindunr,sc;erclden": Zu zwei 
verschiedenen Punkten soll stets 6enau eine Gerade 
existieren, die mit beiden Pur~ten inzidiert. 
Oder formal: A,Bl4',E')J :]*atg mit AI a/\B I a. \.lir 
schreiben a=AB (auch a=A.B). 

i 2 : "Existenz des eindeutigen Schnittpunktes": Zu zwei 
verschiedenen Geraden soll stets genau ein Punkt 
existieren, der mit beiden Geraden inzidiert. 
Oder formal: a,bl t,t~:]* A,p mit AI aAA I b. Wir 
schreiben A~ab (auch A=a.b). 

e "Existenz- oder Reichhal tigkei tsaxiom": Es soll 
mindestens vier verschiedene PunJ.::te r;eben, von denen 
niemals drei gleichzeitig mit einer Geraden inzidieren. 

DEF .1 .1: Das Tripel { 11, (.Jj , I} heißt eine Inzidenzstruktur; 
erfüllt eine Inzidenzstruktur die Axiome 11 , 12 und e, 

so heißt s·ie eine projektive Ebene 1r. 

Bemerkungen: (a) Drei Punkte A,B,Cl~,P, heißen genau dann 
"kollinear", wenn eine Gerade a existiert mit: 
AI a AB I a AC I a. Sonst heißen die Punkte nicht kollinear und 
bilden ein "Dreieck". 

(b) Ein "Viereck" ist eine Menge von vier Punkten, 
von denen nie drei kollinear sind. Dann lautete: Es gibt ein 
Viereck, denn es gilt: 
Sind drei Punkte A,B,C nicht kollinear, so sind sie paarweise 
verschieden. Ist nämlich A=B und C,j,A ~ 3 * a=AC; es gilt also 
A I aA B I a AC I a im Wid'?rspruch zur Voraussetzung.Ist 
dac;egen A=B=C~JDl,t A,B,C~]* a=AD;es gilt also 
A I a" B I a AC I a im Widerspruch zur Voraussetzung. 

Fole;erunr;en: 
1) Die Anscha1.1un5sebene ist keine projektive Ebene, denn 
i 2 ist nicht erfüllt: Zwei verschiedene parallele Geraden 
haben keinen Schnittpunkt. 

Wir erweitern die Anschauungsebene zur "projektiv abge
schlossenen Anschauungsebene", indem wir zu den Pu~kten 
und Geraden neue Punkte und Geraden hinzufügen, und das an
schauliche Inzidieren erweitern durch die beiden Festsetzungen: 
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( I) Es gibt gE-nau einen Fernpunkt, der mit einer Geraden inzi
diert; je zwei verschiedene, parallele Geraden haben genau 
einen Fernpunkt gemeinsam; verschiedene,nicht parallele Geraden 
haben keinen gemeinsamen Fernpunkt. 
(II) Alle Fernpunkte inzidieren mit genau einer Ferngeraden; 
kein Nichtfernpunkt inzidiert mit der Ferngeraden. 

Es ist sofort einzusehen, daß die projektiv abgeschlossene An
schauungsebene 11 , 12 und e erfüllt, also eine projektive Ebene 
ist. Wir wollen sie im folgenden mit PAE be~eichnen. 

Die Festsetzungen (I) und (II) können wie folgt motiviert werden: 

g' 

Der historische Ausgangs
punkt ist die Zentralpro
jektion einer Ebene~ aus 
einem Auge O nicht in~ 
auf eine zu~ nicht para]le
le Bildebene 11: nicht durch 
O. Dabei wird jedem Punkt P 
aus oc der Schnittpunkt des 
Sehstrahls OP mit der Bild
ebenen als Bild pc und je
der Geraden g aus oc die 
Schnittgerade der Sehebene 
Og mit der Bildebene rr als 
Bild gc zugewiesen. Aus 
P I g folgt dabei pc I gc, aus 
P 1. g folgt pc 1. gc. Die Ab
bildung ordnet jedoch nicht 
allen Punkten und Geraden 
aus a ein Bild zu: Nicht 
erklärt sind im Anschauungs
raum das Bild eines "Ver
schwindungspunktes" V auf 
der Schnittgeraden av von oc 
mit der zu n parallelen 

"Verschwindungsebene" 1tv durch O und das Bild dieser "Verschwin
dungsgeraden" av• Um die Abbildung or. -n ausnahmslos punkttreu, 
geradentreu und inzidenztreu zu machen, muß man der Ebene lt als 
Bild von av eine "Ferngerade" alj und als Bilder der Verschwin
dungspu.nkte V "Fernpunkte" vc hinzufügen., die alle mit alt inzi
dieren. Da av nur Verschwindungspunkte trägt, inzidiert kein 
Nichtfernpunkt aus lt mit der Ferngeraden alt· Somit ist (II) mo
tiviert. Jede von av verschiedene Gerade besitzt genau einen 
Verschwindungspunkt; zwei verschiedene Nichtverschwindungsgera
den g,h aus~ besitzen genau dann parallele Bildgeraden gc,hc 9 

wenn sie denselben Verschwindungspunkt V gemeinsam haben. Damit 
ist (I) motiviert. 

Im Anschauungsraum heißt die Menge aller Geraden durch einen 
Punkt 11Geradenbilnd&l 11 , die Menge aller Ebenen durch einen 

testen Punkt "Ebenenbilndel". Sei Oder Bündelscheitel. Die Ge
raden durch O 1ollen11Punkte"hd.ßEillt die Ebenen durch O sollen 
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"Geraden" heißen. Das Inzidieren I sei das elewentargeometrische 
Enthaltensein, 

Das Bündel ist mit diesen Festsetzungen eine projektive Ebene. 

Bew.: i 1 ist erfüllt, denn es gilt: Zu je zwei verschiedenen 
Bi.indelgen.1den ("Punkten")e;ibt es e;en:1u eine Bündelebene 
("Gerade"), die gleichzeitig beide Bündelr;eraden enthält. 
i 2 ist erfüllt, denn je zwei verschiedene Bündelebenen 
haben genau eine Bündelgerade gemeinsam. Von den Kanten 
einer quadratischen Pyramide mit der Spitze O liegen nie 
drei in einer Bündelebene, also ist auch e erfüllt. + 
3) Die Axiome i 1 , i 2 , e charakterisieren jedoch die PAE 
bei weitem noch nicht. Es gibt davon "wesentlich verschiedene" 
projektive Ebenen, z.B. das folgende "Minimalmodell", für 
welches p bzw. q möglichst wenig Punkte bzw. Gerc1den enthä:.t. 
e :::::::,. Jein Viereck 1,2,3,4. Wir wählen etwa die Ecken und den 

3 Mittelpunkt eines gleichseitigen Drei-
ecks zur Veranschaulichung. Nach i 1 
müssen noch mindestens (!)=6 Geraden 
existieren, nämlich die Verbindungs
geraden von je zweien der Punkte 1,2,3.,LJ.. 
Wir zeichnen diese als (eleffientare) 
Geraden ein und überprüfen i 2 : 12 und 34 

-&:::.:....-..::::::.-0,..,.::;...--..;:q:-- sind sicher verschieden, da sonst die 

Punkte 1,2,3,4 kollinear wären. 
12 t 34 ~]•Schnittpunkt und, da keiner der bisherigen 
Punkte in Frage kommt, fügen wir noch einen weiteren Punkt 
5 = 12.34 hinzu. Dieses Verfahren ist zyklisch fortz,Jsetzen 
und man erhält die Punkte 6 = 23.14 und 7 = 31.24 • Run 
fehlen die nach i 1 existierenden Verbindungsgerader: 56 und 
57 und 67. Sprechen wir den Inkreis, der durch 5 ur.d 6 und 7 
geht, als neue Gerade an, so ist i 1 für alle Punktepaare 
erfüllt und man überprüft leicht die Gül tir;keit von i 2 • Da
mit ist das Minimalmodell einer projektiven Inzidenzebene 
konstruiert; es enthält sieben Punkte und sieben Geraden. rät 
jeder Geraden inzidieren drei paarweise verschiedene Punkte 
und durch jeden Punkt gehen drei paarweise verschiedene Geraden. 

Man interpretiere die obige .Figur „ wie auch Figuren im 
folcenden - zweckmlißig als Inzidenztabelle. Sie gibt in 
überoichtlicher Yeise-an, welche Punkte mit welchen Geraden 

.inzidieren. 
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?::-;--, . ._..'~..::·.~~ 0 ~: c~) n~i~· l~ini::-~:i:r:c/i:""~"!.!. ~:.:.t c-i.r; 
11 

e !"-.~~ l . .::. ( :':. -;::::. 
11 

p·:,o ~:: ~.-.\\~ ~.\. : ·:: ~ !·~l"· c riF? , ,J „ h „ 

0:.::l=_i~l:-::; .. '-~ ;"J:'O~jt;kt:i_,,;e :~i:-1 
d?Y: F..":.l:: :.cti ·:cr:::;chiedcn„ 

,....r-: 07 einer ;;.J-0

r1c~Le i 
c3 t 1.:..l so von 

(b) Durch dis Existenz <1cs t''.lni::n.lmodells ist 
d~e \Ji~~rs~ru~tsf~·~ih0it 11~sercs Axio~ensystcms tewiesen. 

(c) Drei Geraden a, b, c I e ~ heißen genau dann 
"kopunktal", wenn ein Punkt A existiert mit: AI a" AI b A AI c. 
Sonst heißen die Geraden nicht kopunktal und bilden ein "Dreiseit" 
Wie oben folgt: Sind drei Geraden nicht kopunktal, so sind sie 
paarweise verschieden. 

(d) Ein "Vierseit" ist eine Menge von vier Geraden, 
von denen nie drei kopunktal sind. 

4) In jeder projektiven Ebene existiert ein Vierseit. 

Bew.: e ==>.]Viereck 1,2,3,4. i 1 ~ _312,23,34,41. Diese vier 

JC':-alen sind :paarweise verschieden: (ind.) 12~23 ~ 1,2,3 I I 12. 
= 1,2,3 kollinear im Widerspruch zur Vierecksdefinition. 

Wsitei's sind nie drei der Geraden 12,23 1 311,41 kopunktal: 

(ir::!.) 12,23,31+ sind kopun.ktal. Da 12 4' 23 folcst nach i 2 
die Eir:de;itie:kcit des Schnittpur:ktes 12.23, und dieser ist 

not1,en,~ic 2; also muß auch 31} durch 2 gehen =::,2,3,4 sind 

kollir:eor i~ Widerspruch zur Vierecksdefinition. 

5) Wir geben eine Methode an, die jeder projektiven Ebene 

{ ~ , l-) , I i 11 , i 2 , e} eine andere Inzidenzstruktur 
' ' z:1'.'::'dr:et; diese soll "duale Inzidenzstruktur" heißen und 

wi.::',: nit {~·.~ *, I*] be7eir:hnet. wir definieren die Zu

ordr:.u::g durch: 

p * = vJ, UJ•~f2 und I* Cf* X Cf r.üt (a,A) € I* ~ (A,a) € I. 

• 

Unter ein.er "Inzio.enznussae;e ".,(. versteht man eine Aussage über 

Pu::kte, Geraden und Inzidenzen. Man kann cd. eine "duale 

I:1::::.de1:::,1usscice" v<l. • zuordnen, indem man die I3ec;riffe Punkt 

und Gecd.e unter Beibehaltung der Inzidenzen vertauscht. 

Beis?iele: i
1

• lautet: Zu zwei verschiedenen Geraden existiert 
cen!:l~;ein Puukt, der mit b8iden inzidiert, d,h. i,{' =ii.. 
E.Oer.s0 t;ilt ia • = i-1. 
e• lautet: Es gibt ein Vierseit, denn dual zu einem Viereck 
ist eine Menge von vier Geraden, von denen nie drei mit einem 
}',J.n.kt inddieren. 
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Di,' ;:;u ej n<:r projektiven E::;ene JC du·Jle Ir;;:;ider:z::;~:',i'-:ti;r 

ist auch eine projektive Ebene ("duale projektive Ebens" .Jt*). 

Be1-1.: i 1 •, i 2 •, e* bedeuten die in Jrrichtic;en Aussac;en i 2 , 

i 1 und Folgerung 4. + 

6) Wenn eine Inzidelizaussae;e j, für alle projektiven 

Ebenen wahr ist, so ist auch die du,:ile Aussac;e c.J• für alle 

projektiven Ebenen wahr ("Dualitätsprinzip" projektiver 
Ebenen). 

Bew.: Die Aussage c<i* in der projektiven Ebene JC ist identisch 

mit der Aussage J in vt*. Da vA in allen projektiven Ebenen 

gilt und Je* nach 5) eine projektive Ebene ist, gilt ..d. in .x* 
und damit J• in JC • .. 
SATZ 1.1: Die projektiv abgeschlossene Anschauungsebene ist 

eine projektive Ebene. Das Minimalmodell einer 

projektiven Ebene enthält c;enau sieben Punkte und sieben 

Geraden. Die duale Aussage zu einer für alle projektiven 

Ebenen wahren Inzidenzaussage ist ebenfalls wahr. 

1.2. Projektive ~1nktebenen und projektive Geradenebenen 

Sei .n:( ')Q, ~, I) eine projektive Ebene. Die Menc:;e aller Punkte, 

die mit einer Geraden a inzidieren, nennt JJe.n die "Pun};:t-

reihe Pa"· Pa:={P,}LIP I a}, 
Die Mence aller Geraden, die mit einen Punkt A inzidieren, 

nennt man das "Geradenbiischel (JA "~ qA: = { a „q I AI a} • 

Punktreihen und GeradenbUschel sollen als "Grundgebilde" in Jt 

bezeichnet werden; die Geradenbüschel sind dual zu den Punktreihen. 

Im Minimalmodell c;il t: Jede Punktreihe und jedes Geraden

bUsch,11 besteht aus c;enau drei Elementen. 

Z1-lischenbemerkunr:: 

Seien M (t0) und N zwei Menc;en. Eine Abb i 1 dun g ~ 

rn Mill N ist eine Vorschrift, die gewissen Elementen von M 

i11 eindcutir;cr Weise je ein Element von N zuweist. 



.., 
' 

1') heißt "Defir.itioi,smen~:e der A'bbi:.duns ½'", N h8.L'.3t "Ziel

mer.c;e der A'bbil(Jun~; ½'". D('-1') sei jene Te.ilmer,ce vo:1 T1, für 

deren Ele:r.er.te die Abbild uns ~ erklärt ist ( "Defini tionsbe

reich" ). 

V x f D('-1') e;ilt: xi--x~ d{. Gilt speziell D(lf') = M , 

sc heißt <f eine e;lobale Abbildung von M; wir sagen auch: 

'f ist eine Abbildung 22.!l M in N. 

Unter dem "Bildbereich im Cf (imac;e) von <f" verstehen ,;ir 

die Menge aller Bildelemente von ~- Gilt speziell im~ = N, 

so heißt 'feine "surjektive Abbildung"; wir.saßen auch:~ ist eine 
A::,bildunr:; am; l'1 auf N. 

Eine Abbildunc Cf: tI-N heißt "injektiv", wenn c_;ilt: 

'yx1 , x2 t.D(<f) mit x1 t x 2 = x1'f t x 2(f. Zu jeder injektiven 

Abbildunc existiert eine inverse Abbildung (f-1: N - l'-1 mit 

D( (f- 1) = im~; 

YY€ im<f ~ ] *yCf-
1

E. D(~) mit (y~-
1
)~ =-y. 

Es Gilt:'f-\\'=L. (t,,.,,) ••• Id.entität auf D(~)), 
Dt~l "•f 

Eine Abbildung q,: M-N heißt "bijektiv", 

wenn sie 

(I) global, (II) surjektiv, (III) injektiv ist. 

Für eine Bijektion Cf gilt: 

(a) Zu ,jeJ.4:::c x d-'l existiert ,rerniu ein Bild x~ioN. 

"e;lobal" "Abbildune;" 

(b) Jedes y E. N ist Bild von r:enau einem x €- M. 
--.- i "surjektiv" "injektiv" 

DE?.: Z1-1ei Mencen !1,N heißen e;e:r.su dann "e;leicr..mächtig" (\Ml=-\N \), 

wc.:m es eine Bijektion 'f: M-N e;ibt. 

Diese Degriffsbildung ist eine Äquivalenzrelation $ST-Relation), 

d.h. sie ist reflexiv (IMl=IMI), s;y1n.metrisch (IMl=INl=-INi=IMI) 

u;-:d tr::.r:sitiv IM!= INIAINl=IRl==!>IT1l~IRI. 

SA'l'Z 1.2: Je zwei Grundc;ebilde einer projektiven Ebene sind 

gleichmächtig. Jedes Grundgebilde enthält mindestens 

drei Eler:iente. Die Punkt- und die Geradenmenge einer projekti
ven Ebene sind gleichmächtig. 
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Be ,1 • : ( -1 ) A E tJ, , :.i E ~ r~ i t A J :-1 • 

\./ir ,Jcfinieren eine Ab1J5.1dunc; ß: f:, - ~A 

durch die Vorschrift: P ß = AP \if p E, ~o.· 
g 

a 
Die Gerade AP ist wesen i 1 eindeutic be
stimmt, den:1 aus der Voraussetzung A Ja 
fole;t P t A; ß ist also eine Abbildunß 
und nach Definition clobal. P G 
ß ist surjektiv: Für jede Gerade gd}JA Gilt g t a ,1egen At.a; 
nach i 2 Gibt es daher genau einen Schnittpunkt G:=ag, wobei 
G~ =c eilt. 
ß ist injektiv: Seien P,Qlt,f:F, mit Pß=p,Qß= q. 
(ind.) p=q~A,P,Q sind kolline8:r und wee;en Pt Q folgt 
AI PQ = a : ~Jiderspruch. 

( 2) A E F A a E ~ mit A I a. o2 

ß ist also eine Bijektion und daher gilt I Pal= 10AI unter den 

Voraussetzungen (1). X 
e =]Viereck 1,2,3,4. Da nie drei dieser 

Punkte kollinear sind inzidieren mindestens, 
1 zwei dieser Punkte nicht mit a, z.B.1,2 

=:> A t- 1 /\ A t 2. Mindestens eine der Viereckssei ten 13, 14 

inzidiert nicht mit A (z.B. At 13), da wee;en 13 ,4, 1'+ nach i 2 
genau 1 der eindeutige Schnittpunkt 13,14 ist und daher aus 

AI 13/\ AI 14 folGt 1=A im Widerspruch zu A + 1 • 
Wir können.nun die Aussage von Beweisschritt (1) mehrmals 

anwenden: 

1-Pal t IOJz. 1 
(11 " 2 ,l a. 

1 1 ,µ1~ 1 f I OJ A 1 • 
(1L,2t1~ ('1)AA1·-B 

1 'Pa 1 = 1 qA \ \/ A" ,P , V a €. UJ • Nach (1) und (2) gilt 

(3) a,blt,d)J. 

c~j1Ef,2. Dann gilt nach (1) und (2):1Fal=lq1 \=lftl~l12al=lf.2 0 l. 
( 1+) A , B \ f , E, -/2 • 

e===:, ]12 e: OJ; n::ich (1) und (2) gilt: lq Al =1~121 =lg 5 1 =:> lgAl~lqBI. 

(5) Da nach (1) - (L1) alle Grundcebilde cleichnächtig 

sind, c;cnile;t es für ein einziccs Grunde;ebilde zu zci:_;en, daß 

es mindestens drei verschiedene Elemente 

enthii.lt. Auf 12 liect in stets vorhandenen 

Viereck 1,2,3,4 wegen i 2 noch der Punkt 

5:~12.34, der von 1,2 verschieden ist. 

4 

3 

5 

(6) e = Jein Dreieck A1 ,A2 ,A3. Wir definieren eine 

2 

Abbildung ),': f2 - q mit 

(I) xt.Aik (j,j,k): Xt:-(A1X.A2A3).(A2X.A1A3)=:>Astxs (s 2 1,2,3) 

(II) XIAik"X•IAj,Ak: Xg,:-A1X (j,k,l pw.~)=* Xt-tA8 At (s,j,t) 

(III) X•Aj: Xt:•AkAl (j,k,l pw.+) 

Man erkennt leicht, daß'/; eine Bijektion ist, daher giltlr,:i.1·1~1. 

• 
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Bemerk~nfen : Ca) Eine projektive Ehene heißt endlich, wenn 
eine Punktreihe er.dlich viele Punkte enthält; ist die Anzahl 
dieser Punkte N+1, so heißt N die "Ordnung der endlichen pro
jektiven Ebene". Eine solche .Ebene enthält Nz.+N+1 Punkte bzw. 
Geraden., wie in den Ubungen p;ezeigt wird. Nach Satz 1,2. gilt N;i..2. 
Wir benutzen i. f. die Sprechweise : Gilt eine Aussage für pro
jektive Ebenen mit N~N0 , so soll dies heißen, daß sie auch für 
nicht endliche projektive Ebenen richtig ist. . 

(b)XL;i::.e I'_:'.'J.trcihe ist leer, d.h. wit jeder Geraden 
inzidieren r-1rJ:te. 7-s ksnn also jede Gerade als die llenge 
der mit ihr inzider.ten Purkte interpretiert werden. Eben-
so e;il t: Jeder Pur.::t kann als Träe;er eines Büschels aufge
faßt \·;erden. 'Jir :t.a::ien damit zwei neue zueinr.cinder duale 
Auffassunc;en einer projektiven Ebene: 

Gewisse Teilce:ric;en von F sind 

als Punktreihen auscezeichnet: 

AI a ~ A e. fa. 
Vian nennt 

{ 'l:/ 0 t m ·] J(= ,- , ~·YS em ·.ron kei .l'lcngen 

~ac'f2, I=c.; i 1 , i 2 , e} 
eine "projektiv; Pi_:nktebene". 

Jede projektive boene kann als 

Gewisse 'l'eilmenc5en von g sind 

als Geradenbüschel aus5e

zeichnet: AI a <:=> a "' ~ A. 
Man nennt 

Jt*= { g, System von 'l'eilmengen 

o;AcüJ, I=E; i1*, i2*• e•} 
eine "projektive Gcradenebene ". 

projektive Punktebene und als 

proja,tive Geradcnebene aufgefaßt werden. 

DEF.1.?: Eine projektive Punktebene ist eine Menc;e von Punkten, 

in der ein System von Teilnengen, Punktreihen 6 e

nannt, aus6ezeichnet ist und die Axiome i 1 , i 2 und e erfüllt 

sind, wo::iei die Inzidenz das Enthaltensein eines Punktes 

in einer Pur:ktreir..e bede.utet. Die dazu duale projektive 

Geradenebene ist eine I1enr;e von Geraden, in der ein ?Ystem 

von Teilmenger., G,:r,.denbüschel c;enannt, ausc;ezeichnet ist. 

1.3. Isomorphe Inzidenzstrukturen, Kollineationen 

Hi:r wollen Pi.ne Y.l8sscneinteilunc; der· projektiven Ebenen 

c;e1-1imi,c"r. Dazu definieren 11ir allgemeiner für zwei 

Inzidenzstrukturor, {~,(,1, r} und {f',~ 1,I'}: 

D,cr'.1.°" ::i: Ein I\w.r von Abbildunc;en (~fl.'~'1) mit 'fiQ:f-p' und 

~ : U]- 0' heißt ein "Isomorphismus" der Inzidenz

struktur [~,~. r} ac1f die Inzidcnzstruktur {f, ~1
, r•1, 

Wl?lcll 0 :i.l t: 

(I) 4'fl und <fi sind Bijektionen, 

(II) VPi:.fJ. /\\Ja~~ mit PI a folgt : P~t<-I' 8.<fl.lJ, 

(III) \f P'cf' I\ \;j a'ct~ 1 mit P' I'a' folgt : P'~~1 I a'..q~1 , 
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Demcrkun[;en: (n) 1~~0~orl)r.. bei G~.: nic!1t •,,1?ce1;-t1i,~h \~cr:~~~---..~~ .. en. 
Jer1e wahre b~w. fc.1.lsc~1r.1 Tn7_i_1ler1:r:lu00·1cc in 11c:r f·rf:J:,0~·J .1.L~:J..dcnz
strnktur bleibt nsch il,:1u 1:Ldunr; -..1~:::j Jso::1orrhiG~1~r-. -.-.-c~hr 1)7·,.,. 

falsch. . , 
. (b) Falls F='P',Gl" Cl, I=I' eilt, so heißt d2s 

Paar ('fl'l-, (fUl? '.': in "A,, toir,orphi s~1,1 s". Das Fa:n ( ~1a , lq) 
( 1,, ••• Identitut) heißt der tr.1.viale Automor:;:,hismus; er 
existiert für jede Inzidcnzstruktur. 

(c) Obiccr Isomorphicbegriff ist ei"e hquivalenz
relation (HST-l\clation) in der llcnce aller Inzidenz
strukturen. Eine RST-Relntion definiert eine Klassen0in
teilunrf; dabei besteht eine Klasse aus allen zueinander 
isomorphen Elementen der Mene;e. Es c;enüct, von jeder Klasse 
einen Repräsentanten zu kennen. 

Zwischcnbemerkur.r;: 

Unter einer "Gruppe" versteht man eine nicht leere Menge G und eine 
Abbildung o: G xG-G, d.h. (a,b) (1cGxG) t-- (a,b)• =:c(€G) 
(wir schreiben kurz: c•a•b), wobeioe;lobal auf GxG ist und 
die folc;enden GruppcnaxioI!le c;elten: 
(I)o ist assoziativ, d.h.\J a,b,cjcG c;ilt: (3.ob)oc=ao(boc), 
(II) In G existiert ein "neutrnles Elenent" i nit ioa=a \/ afG, 

-1 -1 ( III)Zu jedem aGG existiert ein "inverses Element" a , G mit a o a •i. 

Zusatz: Die Gruppe {G, 0 } heißt speziell kommutativ (abelsch), 
wenn gilt:'a0 b•b0 a Va,blt G. 

Bemerkung: Wir werden die Operation• i.f. meist Produkt nennen. 

Die Menge aller Automorphismen einer Inzidenzstruktur ist 
eine Gruppe bezüglich des Hintereinanderausführens als 
Gruppenoperntion mit dem trivalen Automorphismus als neutralem 
Element ( "Automorphismencruppe von { f2. , ~, I} "). 

Bew.: (1) ('f~,~~) und (4'~ ,~~) seien zwei Automorphismen der 
Inzidenzstruktur. 

öfol,; .. 'f,µ,o l\l,r;i. A 6'~1:• i~o't'~ 

(6'~, uq) ist ein Automorphismus (trivial). 
(2) Das Hintereinander:rnsführen ist assoziativ; es gilt 
nämlich sognr allgemeiner: Das Hintereinanderausführen von 
Bijektionen Cf, 'I', "l: f1- M ist assoziativ. 

x,, ,x2,x3,X1,ltM mit x„lf =:x2, X2'l' =: X3, X31l, =: X4• 
x1 ',''t' = x2 '!1 = X3 ~ x1 (<f't' )11, = X 7'l'J, = x1,. 

x„ c.p = X2 ~ X1'fC'I' 'l) = X2\\'"1. = X3'l'\_ = X4• 
x1 (~'1')'l = xlf x1"1('<'1.); dies r;ilt yx1 €. M :=;;,(<f'1')1l, "<f(4''1!.). 
(3) (L~,L~) ist das neutrale Element (trivial). 
(4) Zu (4'14 , 'fl!J) ist der Automorphismus ('f;\ Cf~") invers, 

• 
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Seien Jt bzw.Je' zwei projektive Ebenen mit den Punktmengen 'jQ, 
b:-.w. ,V.'. 

DEF .1. ~ b: Eine AbbildunG ~: p. - f' heißt eine Kollineation, 

wenn gilt: 

(I) ae ist bijektiv, 

(II) kollineare Punkte gehen in kollineare Punkte über. 

1) Ist (~f'~~) ein Isomorphismus der projektiven Ebene J[ 

a·1f die projektive Ebene JC
1

, dann ist ~\L eine Kollineation. 

Bew.: ~~ ist nach Definition 1 .3.a eine Bijektion. Sind die 

Pur,.kte J,.,B,Ci.:jl kollincnr, d.h. A,B,C I I g (c;E~), so c;ilt nach 

Def.:.3 a: A~I<' l3'J'fc, Cu;f- jr• G~f d.h. die Bildpunkte sind 
kollinear. • 

2) Dmketrunc;: Jede Kollineation~: t-r "bestimmt" einen 

Isomori:;hisrms JC - Jt'. 

Wir definierer: eine Abbildunc; ce,*:Oj-~' durch: 

c E ~ A c = PQ r::i t P, Q 1 4', € -p. : ca?.•:= P ~ • Q .z. • 

1 
'Jir m'lssen zunöch:;t zcir;en, daß ae.• eine Abbildunc; OJ-(J ist. 
D3. «>. ir.jektiv is~,, folr;t aus P t Q stets P~ t Q;-e ; also ist 
ga?. • wec;en i 1 einJcuti('; bestirruat. c~ • ist außerdem unabhängig 
·rnn der 1,hJü der Punkte P,Q auf G: Seien P1, Q1 1 FJ':j:1 mit P1 Ig 
/\ Q1 I g,so sind mit P 1 , P,Q auch P1 a?., P.-2, Qae.kollinear 

und eher.so mit. Q~, P,Q c.uch Q,~, Pae, Q;e ==:> ~;e I' Fa:c Qae A 
Q 1 ~ I' P~ ·Q ae ~ P1 ae 0111ae = Pae Q~ • 
Damit ist c;ezeic;t, daß die Defb.ition von J?.* sinnvoll ist. 

(;ie, ~·) ist ein Isomorphismus .x- Jt'. 

Bew.: (1 );e_ ist eine Bijektion. Außerdem ist (II) in Def .1.3.a 

nach (II) in Def.1.3.b erfüllt. 

(2) Zu drei kollineciren Punkten P', Q', R' lf.'t2-' existieren, 
die Urbilder P:=P';)(l.- 1

, Q:=Q'ae-\ R:=R'ae.- 4 in'f2, da ae eine 

Bijektion ist. (III) in Def.1.3.a verlanct, daB P,Q,R 

kollinear sind. Es cen'lct, <1_ie folc;ende loc;isch r;leichwertige 

Behauptunc zu zeigen: 

Sind P,Q,Rl"tl nicht kollinear, so sind auch P~, Q.1!., R:ie..jE-p.' 
nicht kollinear. 
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(ind.) hn3cnommen Pz, Q~, Rz sind kollineJr. hus F,Q,R 
nicht kollirienr ==;> r,Q,R J!nGrwcise ver2~~~-j:: ... ls;,. :1r/!_ 3t1-ch 

d
P:ie,,,,Q~, 'Rka1.t~in~ pou:wei::;e vc~schi_edon, /S~ 

a "" lDJr:. iv ist. 1,c\ch e e:nstiert Q 

ein Punkt A' E.~
1 r.üt A' ,l' P:,e,;-4 ;ie_ p R 

=> A't J P~,Q;;e A A'ae.- 1 =:A F j P,Q. A' 

rfach i 1 sind die Geraden AP und Q,._11 ~ 
eindeutic; bestimmt und verschieden, P,11. C/,ilil R'J/1. 

denn P,Q,R sind nicht kollinear. Es 

existiert also c;enau ein Schnittpunkt S:=AP.Qn. A,P,S bzw. 

Q,R,S sind kollinear; daraus folc;t nach (II) in Def.1.3 b: 

A' ,P~, Sdl bzw. Q~, Rae, ~:a: sind kollinear~ Sa: 11 A'P;:e r._ 

S<1c, I' QJ1.R.e. Da wec;en A' .i'Pa? Q,;i;: die Gernden A'P2;> und Q,a:R.it 

verschieden sind, muß nGch ein eindeutic;cr Schnittp,-1nkt 

existieren; dieser ist einerseits P~ und ar.dererseits S;e, 

also Pile=SJI.. Dies 1-1iderspricht der In~ek':;ivität vo,I ac, i·ieil 

weu;en S I QR "P J__ QR eilt: S 4 P. 

Damit c;ilt (III) in Def.1.3 a. 

(3) ::e * ist eine Bijektion q- LJ' : 
~* ist global, denn auf jeder Geraden gE.LJ liegen nach Satz 1.2 

mindestens drei Punkte, also existieren sicher zwei Punkte 

P,Q!4',Ef<- mit PI gAQ I g, sodaß mit ihnen g;e_• definiert 

werden kann. 
~· ist surjektiv, denn nach Satz 1.2 gibt es zu jeder Geraden 

g'e. OJ' sicher zwei Punkte P',Q'l,i,, Ef,Z.' mit P' I'g'AQ.' I'g' 

und zu diesen existieren P';ie-1 , Q.' ;ie-
1 J,;.')2 mit p•:;;c.-1 + Q'ae. 

die eindeutig bestimmte Gerade g:=P'a:. - 1 .Q·~ - 1 
hat nach 

Definition von~· die Gerade g' als Bild: 

g~* = (P'a:-1 )~.(Q'a?.-1)cR. = P'Q' = g' • 

~· ist injektiv: a,bl4',d] mit a = PQ und b ~ PR~P, 

sind nicht kollinear. 
(ind.) a;e* = ba>,*= PaeQa11.=Pae.Rall~ P;;,12 ,Qae ,R.e sind 

kollinear: Widerspruch zu Beweisschritt (2). Damit ist auch 

die Bijektivität von~· erwiesen. • 
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Bemerkunßen: (a) Ausgehend von einer Kollineation ilc: '):2. - t-z' 
ist es möclich, eine bestinm1te Abbildune; ;ie*: lJ-lJ' so zu 
definieren, daß ( :i: ,J?. *) ein Isomorphismus ist. Gilt fl = jQ- 1 

und LJ = CJ ', so ist ,~ , a<. *) ein Automorphismus. Die Menge 
aller Automorphismen ist eine Gruppe bezüglich des Hinter
ei!1anderausführens. Da ein Automorphismus bereits durch eine 
Kollineation bestimmt ist und dem Produkt zweier Auto
morphismen als Kollineation gemäßFolg.1 das Produkt der 
Kollineationen zugeordnet ist, bildet auch die Menge aller 
Kollineationen ac : ,;:-. F bezüglich des Hintereinanderaus
führens eine Gruppe, die man mit PrL (Je) bezeichnet und 
"Kollineationsgrupp~" von ;;c nennt. 

(b) Bei der Definition einer Kollineation~ 
haben wir die Punktmenge~ ausgezeichnet und im Beweis 
haben wir die Abbildung~ der Punlrtebenen durch eine 
Abbildung~· der Geradenebenen ergänzt. Man kann auch dual 
vorgehen: 
Eine Abbildung a:.•: ~- ~· heißt Kollineation der Geradenebene ve 
auf die Geradenebene :c', wenn sie (I) bijektiv ist und (II) 
kopunktale Geraden in kopunktale Geraden überführt. 
Dual zu oben kann man zu~· eine Abbildung 
konstruieren: 
G-.p" G=pq mit p,ql4',E.q : Gac. := p~*.q;e* 

~:-p.-- f' 

Durch Dualisieren des obigen Beweises erkennt man, daß(~ ,;e•) 
ein Isomorphismus ist. 

Wir werden im folgenden unter Kollineation meist eine Ab
bildung der Punktebenen gemäß Def.1.3.b verstehen. 

SATZ 1.3: Zwei projektive Ebenen sind genau dann isomorph, 
wenn ihre Punktebenen (ihre Geraden-

ebenen) kollinear sind. Die Menge aller Autokollineationen 
einer projektiven Ebene JC bildet bezüglich des Hintereinander
ausführens die Kollineationsgruppe Pr L (,71.) von .:it • 

1.4.Perspektive Kollineationen 

In einer projektiven Ebene sind die Autokollineationen von 
besonderem Interesse; wir fragen, ob es außer der Identität 
noch weitere Autokollineationen gibt. Dazu untersuchen wir 
zunächst einen speziellen Typ von Autokollineationen: 

DEF .1 .4 a: Eine Autokollineation a:: ,P.-f heißt perspektive 
Kollineation, wenn eine Punktreihe elementweise 

festbleibt. 



Bemerkung: Ist a?. eine Selbstclbbildung einer PunJdmenge, so 
heißt ein Punkt b' mit F~= F ein "Fixpunkt" von ;:,e. In der 
Definition wird also die Existenz einer "Fixpunktgeraden" 
("Achse") a gefordert, d.n.\lA mit AI a gilt A~=A. 
Wir sagen kurz: "Eine Autokollineation heißt perspektiv, 
wenn eine Achse existiert". 
Die Identität ist eine perspektive Kollineation. Gibt es 
auch nicht triviale perspektive Kollineationen? 

Folgerungen (diese ziehen wir zunächst ohne Rücksicht auf die 
Existenz): 
1) Jede perspektive Kollineation besitzt ein "Zentrum" Z(JZ, 
d.h. es existiert ein Punkt Z mit der Eigenschaft: \:j X~ j,l 
sind x,x~,z kollinear. (Kurz: Existiert eine Achse, so auch ein 
Zentrum; jede perspektive Kollineation ist eine "Zentralkollinea
tion") 

Bew.: Für ~=l ist jeder Punkt Zentrum; wir dürfen also 
im folgenden~+~ voraussetzen. Wir unterscheiden zwei Fälle: 
(a) Vor.: Es existiert ein Fixpunkt F = F~ mit F Ja. 

Dann gilt: 
(1) X= F: X= b. = X,X~, F sind kollinear. 
(2) XI a: X=Xcl?. ::::> x,x~, F sind kollinear. 
(3) X+ FA X Ja: wegen i 1 ist XF eindeutig 

a bestillllllt und wegen X J a gilt XF + a; · 
also ist nach i 2 auch A:=XF.a ein
deutig bestimmt,und es gilt A~=A, da 

AI a. Nach Konstruktion sind F,X,A kollinear; da~ eine 
Kollineation ist folgt: F~ =F, X~ , A~ =A sind kollinear. \.legen 
F i a gilt F ~ A, also ist FA eindeutig bestimmt,und es 
gilt: F I FA/\ X I FAAX-..e I FA~ F ,x,x~ sind "kollinear. 
Der Fixpunkt Fist also ein Zentrum. 
(b) Vor,: Es existieren keine Fixpunkte außerhalb der Achse a. 

-------~o--...___ 1 P€f"PJa::::e;,-P.J1.+P. 
p ~- ~- i 1 =;, ~• PP~ mit PP;J;! ~ a; i 2 => ]• Z:=PP~.a • 

_ <>--- __ o-- A -.___ Dann g1.l t: 
X Xae =A~ 

(1) X:P:X;lt =Pa1<. und X,X:ie., Z sind nach Konstruktion kollinear. 
(2) XI a: X• X~I\X,X;c, Z sind kollinear. 
(3) X I PZ" X + PA X J a: mit P,X,Z sind auch P~, b, Z.l!. .,z 

kollinear; d.h. x~ I P;Jt.!.Z = PZ. Man hat damit: 
X I PZA X.e I PZ~X,X;ie., Z sind kollinear. 
(4) X ;t PZ11.X J a: X 10 X~=,-]• XX~ mit XX~ + a. (lnd.): Z ;t XX.e 
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]• XX:1?.a=:A mit A * Z und A'.lc = A. Nach Voraussetzung gilt 
X:X:e ,!, PZ ~ ]• S:=X:X~.PZ mit S '/. a (sonst müßte Z=S=A im 
Widerspruch zur indirekten Beweisannahme gelten). 
s I PZ ~ Sac I Pd'!. Z;iz = PZ und s I XA => S7R, I x~ Are= XA. 
Da PZ * XA gilt, folgt S~ = S mit S '/. a, was der Annahme 
im Fall (b) widerspricht. Die indirekte Beweisannahme Z 1- XX~ 
ist also falsch,und daher sind X,X~, Z kollinear. 
Der Punkt Z I a ist also ein Zentrum. • 
Bemerkung: Geraden durch das Zentrum heißen "Kollineations
strahlen". Die zu einer perspektiven Kollineation~ nach 1.3. 
gehörende Kollineation ac*: ()J -llJ läßt das Geradenbüschel Of 
elementweise fest; perspektive lfullineation ist also ein s&:ft>st
dualer Begriff. 

2) Ist ze (~ L) eine perspektive Kollineation, so existiert 
nach Definition mindestens eine Achse a und nach Folgerung 1 
existiert mindestens ein Zentrum Z. Wir wollen nun zeigen, 
daß genau eine Achse und genau ein Zentrum Z existieren. 
Nach Folgerung 1 Beweisschritt (a) ist jeder Fixpunkt von ~, 
der nicht auf a liegt, notwendig Zentrum von ~ ; falls ce. 
keinen Fixpunkt außerhalb a besitzt, gibt es nach Folgerung 1 
Beweisschritt (b) genau ein Zentrum auf a; es genügt daher 
zu zeigen, daß eine nicht triviale perspektive Kollineation 
niemals zwei verschiedene Fixpunkte außerhalb von abesitzt, 
oder anders formuliert: 

Besitzt eine perspektive Kollineation~ einen vom Zentrum Z 
verschiedenen Fixpunkt, der nicht auf der Achse a liegt, so 
ist~ notwendig die Identität L. 

Bew.: Ist F + z, F 1. a ein Fixpunkt von ~, d.h. Fee= F, so 
ist F nach Folgerung 1 Beweisschritt (a) ein Zentrum. 
(1) X=Z=>X~ =X; X=F=}X3e=X. 
(2) VX mit X'/. ZF gilt, da Z,F Zentren 
sind: 

X,Xct: ,z sind kollinear =;,X~ I XZ 1:;,X=X~, 
X,Xa: ,F sind kollinear =;:,X«: I XF J 
denn wegen X'/. ZF gilt XZ ,!, XF. 
( 3) X I ZF /\ X ½, 1 Z, F: 

Wir benützen einen Punkt Y '/. ZF, welcher nach (2) Fixpunkt. 
von ae. ist, anstelle von F in (2). Da Z und Y Zentren sind 
und X1.ZY gilt, folgt nach (2) dann X12=X. 

(1),(2) und(;) zeigen zusammengefaßt: X.e.aX V xe:p.,d.h.ill'-•l.• 

• 
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Eine nicht triviale perspektive Kollineation besitzt also 
genau eine Achse und genau ein Zentrum; wir können somit 
unterscheiden: 

DEF.1,4,b: Inzidiert bei einer nicht trivialen perspektiven 
Kollineation .ie das Zentrum mit der Achse bzw. nicht 

mit der" Achse, so heißt J?. eine Elation bzw. eine Homologie. 
Die Identität ist eine Homologie und eine Elation für 

Zentrum und beliebige Achse. 

Bemerkung: Die Menge aller perspektiven Kollineationen mit 
dem festen Zentrum Z und der festen Achse a bezeichnen wir 
mit PGL(Z,a). Soll noch angedeutet werden, ob es sich um eine 
Menge von Homologien bzw. Elationen handelt, so schreiben 
wir PGL(Z,aiZ l a) bzw. PGL(Z,alZ I a). Die Identität 
nach Definition jeder solchen Menge an. 

Zwischenbemerkung: 
Eine Teilmenge einer Gruppe ist bezüglich der gleichen 
Operation wieder eine Gruppe("Untergruppe"), wenn 
(I) das Produkt von je zwei Elementen der Teilmenge wieder 

ein Element der Teilmenge ist und 
(II) mit jedem Element der Teilmenge das inverse Element auch 

der Teilmenge angehört. 
Kurz: Die Teilmenge muß gegenüber der Gruppenoperation und der 
Inversenbildung abgeschlossen sein. 

3) PGL(Z,a) cPrL(vr) ist bezüglich des Hintereinanderausführens 
eine Gruppe. 

Bew.: Z,a fest; cc ,ß IE: PGL(Z,a). 
Zu ( I): V A mit A I a gilt: Arx = 

A0"' 

Nach Satz 1.3 gilt: o:13 E 

~}==;,Aocß=AßcA ~ 

~ß ist perspektive Kollineation mit der Achse a. Da Yß,Z 
kollinear sind, sind mit YaXOC auch X:()( , Xoc ß , Z 
kollinear, was zusammen mit X,X(l(, ,Z kollinear ergibt, daß 
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X, Xi:u3, Z kollinear sind. Damit ist Z auch Zentrum von cx:13 
und daher cxß € PGL(Z,a). 

Zu (II): (XE: PGL(Z,a) :=;,_] o<:-
1cPi'L(vt). \j A mit AI a gilt: 

Acx. .,A = A oL -
1 =A =;,, cx:- 1 ist perspektive Kollineation 

mit der Achse a. X,Xcx, Z sind kollinear und mit Xoc =: Y 

heißt das: Yoc-
1

, Y ,z sind kollinear~ Z ist Zentrum auch 

von oc- 1 = oc-1 €PGL(Z,a). • 

4) Festlegung einer perspektiven Kollineation 

Gegeben: Zentrum z, Achse a und P,P'l€f2 mit' 

P,P' \ + Zr-P,P' \ J. aAP f P'"'P,P',Z kollinear. 

Es existiert höchstens eine perspektive Kollineation~ mit 

Zentrum Z, Achse a und P'=Pa:. 

Bew.: Seien ac,;e \cPGL(Z,a) mit P<t =P' bzw. P~=P':=;, i-\,PGL(Z,.a) 

A P'i€,- 1 =P=:> (P~ )"~- 1 „p·~- 1 „p, d.h. P ist Fixpunkt von 

~;i -
1 

€. PrL(vt). Nach Folgerung 3 ist jedoch PGL(Z,a) eine 

Gruppe, also gilt: ~ä!- 1 
E: PGL(Z,a). Damit besitzt die per

spektive Kollineation ~~- 1 einen von Z verschiedenen Fixpunkt, 

nämlich P, der nicht auf der Achse a liegt; daher gilt 
- -1 

nach Folgerung 2: de.~ = t., ~ ~ = ~ • + 

5) Wir wollen in Folgerung 6 zeigen, daß die Gruppe PGL(Z,al Z I a) 
aller Elationen mit festem Zentrum Z und fester Achse a unter 
einer Zusatzvoraussetzung kommutativ ist. 

Zusatzvoraussetzung: Es existieren zwei nicht triviale 

Elationen zur Achse a mit verschiedenen Zentren. 

Für zwei solche Elationen 0( E. PGL(Z"' ,a I Zoe.I a) und ß „PGL(Z 0 ,a 1 

ZllI a) mit z,* Z0 und °',ß 1 ,i,t, gilt: ocß = ßcx: • Weiters ist 

ocß E PGL(Z"'r, ,alz"' 0 I a) mit Zocr, ,j.lz ... , Zr.,• 

Bew. : ( 1) V X mit XI a gilt : 

Xo:. 0 X/\Xß=X = X c< ,'?i = X =X ßcx • 

V XE. P, mit X J. a gilt : 

X ist kein Fixpunkt von oc bzw. ß ~ 

Xo.: + XAXo:.)'. a,-._Xß * Xr-Xßt. a. 

( xzß) o:. " .. Xoc Zr., oc • Xoc Zr., ( wegen 

z
8 

I a). 
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(XZ"-)ß• = XßZ"'ß = XßZ" (wegen. Z.,_ I a). 

Der Schnittpunkt X : = Xt3Z"' .XxZ/l exististiert wegen Z.._"' und 

Xß,XocJ;l Z"-Z,,; = a eindeutig. Es gilt: 

XOl,Xc<ß,Z8 kollinear 9 X<XßIXC(_Zi;} ~ x„X,x&. 

Xo<.I XZot. ~ Xtxß I (XZ"_)t3* • XßZ"' 

Außerdem gilt: 

Xß,X/JC(,Zo:. kollinear ==t Xß<X.I XßZ"'] 

Xf-> I XZ,,; ==l> Xß"' I (XZ,, )oc• • X<XZ,3 => X „ Xßc<. 

Damit hat man: 

V x € p gilt: x ex. 0 = Xß<X = cxß z (3oc , 

(2) ~ß ist eine perspektive Kollineation mit Achse a, denn 

alle Punkte von a sind unter cx/3 fix. cx:.ß ist eine Elation, 

wenn außerhalb von a keine Fixpunkte existieren: 

( ind.) F J. a mit Fex /?i = F = :F = F * F oc -" F ai< F ß • 

Fe<, F = F cx. ß = F, z„ kollinear=;:, z3 I FocF -" Z13 I a 

F, Fee. , Z"' kollinear:::> Z"' I FcxF /\ Z„ I a 

Z~ = z,,: Widerspruch. 

Das Zentrum z",, von cx.ß muß so auf a liegen, daß 

kollinear sind. Es gilt Z°'o, * / Zo:, Zl'l: 

(ind.) Zoc;, = Z"' => X I XZ"" = X = Xß: Widerspruch. 

Bemerkung: Die Kommutativität cx.ß =G<Y. nennt 
man "Parallelogramm regel". Ist nämlich a im 
Sonderfall der PAE aie Ferngerade -cx,13 _ 
sind dann Translationen-, so ist X,Xoc,Xß,X 
ein Parallelogramm. 0<ß = l?icx. bedeutet, daß 
sich das Parallelogramm schließt: Man 
gelangt unabhängig von der Reihenfolge 
durch die beiden Translationen stets in die 
Ecke X. 

6) PGL(Z,a/z I a) ist eine kommutative Gruppe, falls die 

Zusatzvoraussetzung für die Achse a erfüllt ist. 

Bew.: <X,ß 1 € PGL(Z,a). Nach Folgerung 3 ist PGL(Z,a) eine 

Gruppe. Nach Voraussetzung existiert eine Elation tC+ L) 

mit der Achse a und dem Zentrum Zr (+ Z) =] yi- 1
€. PGL(Zt, A 

t - 1 ,!,, L • Nun gH t : 
(1) ex y, • y ex: (für cx:.H nach Folgerung 5, für 01, .. t, trivialerweise) 

Aus denselben Gründen gilt: 
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Nach Folgerung 5 ist ,x t' = t"- eine Elation mit der Achse a, 
deren Zentrum Zoct von Z und Z~ verschieden ist. Nach 
Folgerung 5 kommutieren daher g,oc und ß : 
(3) ( l oc ) ß = ß ( y ex) • Es gilt: 
0<.,0 = oqy-- 1B (~) 'f°'Y,- 1ß (~J ;rcxßt- 1 (3) _,, (1/ -1 

= ßt0<.'t ' = ßo<tt = ßoc • 
7) Die Menge M aller Elationen mit fester Achse a und beliebigem 
Zentrum Z mit Z I a bildet bezüglich des Hintereinanderaus
führens eine kommutative Gruppe, falls die .Zusatzvoraussetzung 
für die Achse a erfüllt ist. 

Bew.: Mc Pr L (Jt) muß gegenüber Produkt- und Inversenbildung 
abgeschlossen sein. lX, ß 1 € M: 
Fall 1: öl ,r.. haben das gleiche Zentrum Z, d.h. ex. ,ß jE.FGL(Z,a)c M 
====> o,. ß ,ex-' 1 E: PGL(Z,a) (nach Folgerung 3). 
Fall 2: Haben~ und ß verschiedene Zentren, so ist nach 
Folgerung 5 a:ß eine Elation mit der Achse a, d.h. ocß E: M. 

o< E PGL(Z,a)c!'l S cx,-
1 E:PGL(Z,a)cM. Damit ist Meine 

Gruppe. 
Es ist noch zu zeigen, daß die Gruppe M kommutativ ist: 
Zu Fall 1: 0<.,ß \i::PGL(Z,a); nach Folgerung 6 ist °'ß = ßoc • 

Zu Fall 2: Nach Folgerung 5 gilt oc/3 = ßo:. • 

SATZ 1.4: Jede perspektive Kollineation ist eine Zentral-
kollineation und besitzt, falls sie nicht trivial 

ist, außer dem Zentrum Z und den Punkten der Achse a keinen 
Fixpunkt. Nach Angabe des Zentrums Z und der Achse a existiert 
höchstens eine perspektive Kollineation, die einen Nicht
fixpunkt Pin einen mit P und Z kollinearen Nichtfixpunkt P' 
überführt. Alle (Z,a)-Kollineationen bilden eine Gruppe. Gilt 
speziell Z I a und existieren zwei nicht triviale Elationen 
mit der Achse a und verschiedenen Zentren, so ist die Gruppe 
PGL(Z,alz I a) kommutativ; in diesem Fall ist die Menge aller 
Elationen mit der Achse a ebenfalls eine kommutative Gruppe. 
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1.5. Existenz nicht trivialer perspektiver Kollineationen, 
Desarguesebenen 

Zunächst einice ßeznichnungen 

(a) Drei nicht kollineare Punkte ( = paarweise ver
schieden) P,i,P2.,P3 heißen ein"Dreieck"(vgl.1.1). 
Drei nicht kopunktale Geraden(=> paarweise verschieden) 
p 1 ,p2 ,p3 heißen ein "Dreiseit"(vgl.1.1). 
Nach i 1 gehört zu jedem Dreieck P~,P2,P3 das Dreiseit P1 P4 a:p

3
, 

P1 P 3=:p2 , P:,.P3 =<:p„ und nach i2 zu jedem Dreiseit ein Dreieck. 

(b) Pj bzw. Q5 (j=1,2,3) z 
seien zwei Dreiecke; Z '- p. • 

1 Wenn Z,Pj ,Qj für j=1,2,3 '\ 
kollinear sind, so heißen '. 
die beiden Dreiecke w P __ 
"Z-perspekti v". Die Träger- p \ l 
geraden der kollinearen 1 , 

~nkt~tZ,Pj(?Qj b
2

ez
3

e)ichnen Q ~1 I p_2 \ .. , wir mi Zj J = , , , • , 
Bemerkung: Die beteiligten l / \ Q 
Punkte müssen nicht paarweise 3 

verschieden sein. z ' \ zl 
1 /Q 

:z 1 2. 
2 Az A 

A1 

(c) Die zu (b) duale Begriffsbildung: 
Pi, qj(j=1,2,3) seien z~ei Dreiseite; 
a ( UJ • Wenn a,p;, qj fur j=1,2,3 
kopunktal sind, so heißen die beiden 
Dreiseite "a-perspektiv". Die Träger
punkte der kopunktalen Geraden a,pj,qj 
bezeichnen wir mit Aj(j=1,2,3). 

DEF .1. 5: Eine projektive Ebene heißt eine "DESARGTJES-E'oene" .,~, 
wenn gilt: Zu je zwei Dreiecken, die Z-perspektiv 

bezüglich eines ~unktes Z liecen, existiert eine Gerade 

a so, daß die zugehörigen Dreiseite a-perspektiv liegen. 

Bemerkungen: (a) Folgt für zwei Z-perspektive Dreiecke die 
a-Perspektivität, so sagt man kurz: Für die beiden Dreiecke 
gilt der Satz von Desargues. Def.1.5 lautet damit kurz: 
In rc:lle _gilt der ~atz von ~esar~ues "überall". Diese Aussage wird 
i.f. mit De bezeichnet. Die Existenz von Desarguesebenen ist 
zunächst offen. 

(b) Die Z-Perspektivität von zwei Dreiecken zieht 
die a-Perspektivität der zugehörigen Dreiseite stets nach sich, 
wenn die sieben Punkte P.,P4 ,P3 ;Q.,Q 4 ,Q,;Z oder die drei Ge
raden z 1 ,z~,z 3 nicht paarweise verschieden sind. 

Bew.:(1) Mindestens einmal stimmen zwei Punk-
te mit gleichem Index überein, z.B. P1 „ Q4 • z Q1. 
P1 IP1 P;i.AP~ IQ/4Q2., P1 IP~P$AP/4IQ 1 Q3 • 
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Setzt man P1 = A„ s A~, so existiert stets eine Gerade a mit 
A,t A2=A~IIa. 
(2J Gilt Pi* Qj (j = 1,2,3) und stimmen z.B. z 1 und Z2. überein, 
so kann als A 3 jeder Punkt von P1 P2 = Q1 Q2 = z 1 = z? gewählt werden, 
und es existiert stets eine Gerade a mit Aj I a ,j "''l,2,3), 
(3) Gilt PJ ,i, Qi und z,;'*zk (j,k=1,2,3/\ 
Aj 4' k) und stimmt Z J;jit einem Dreiecks
punkt überein, z.B. Z = P4 ,so gilt 
A, = P,P2. .Q;1_Q.2..· Q1., A2. = P, P3 .Q,Q3 x Q:,. 
We~en A1 I "i,,2.Q, ist a = Q„Q,,. 
(4) Gilt P,i-'FQ:i,,Zj'fZk,Z'flPj,Q1 
(j,k='l,2,~Aj*k) und stimmen zwei 
nicht zugeordnete Dreieckspunkte über
ein, z.B. P1 = Q2 , so folgt wegen P1 I z 1 , 

Q2.I za., z 1 ,i. z2 dann P1 = Q:i.= z1 z2 = Z 
im Widerspruch zur Voraussetzung. Za. 

(c) Gilt der Satz von Desargues.für je zwei Dr~i
ecke, bei denen die Punkte A1 ,A3 ,z nicht kollinear s~nd,so ~ilt 
er auch für je zwei Dreiecke, bei denen A1 ,A3 ,Z kollinear sind 
(vgl.Übungen). 

(d) Da für N = 2 keine nicht triviale Desarguesfigur 
existiert, ist diese projektive Ebene eine Desarguesebene. 

(e) Die Dualisierung des Satzes von Desargues 
bzw. von Def.1.5 lautet: Sind zwei Dreiseite a-perspektiv, so 
existiert ein Punkt Z so, daß die zugehörigen Dreiecke 
Z-perspektiv sind. Die Dualisierung des Satzes von Desargues (De*) 
ist also die Umkehrung des Satzes. 
In den zu (b) dualen Sonderfällen ist die Umkehrung des 
Satzes von Desargues trivial. Wir setzen daher i.f. voraus: 
Pj,q¾,a paarweise verschieden A Ar*Ak (j,k=1,2,3;;. j ,tk). 

Folgerungen (ohne Rücksicht auf die Existenz von Desarguesebenen): 
1) In einer Desarguesebene n»~gil t die Umkehrung des Satzes 
von Desargues. 

Bemerkung: Die Umkehrung ist der duale Satz, dessen Gültigkeit 
aber nicht trivial ist ! Nur Inzidenzaussagen, die in allen 
projektiven Ebenen gültig sind, bleiben nach Dualisierung 
wahr (vgl.1.1); nicht jede projektive Ebene ist aber eine 
Desarguesebene (vgl. Folgerung 4 ) • 

Bew.: Die und qj seien a-perspektiv. Wir setzen 
voraus, daß ein nichttrivialer 

Fall vorliegt :p j,, q ,i,, a pw. + , Ai + Ak. 

Wegen Aj+Ak gilt Pj+ Qj und 
wegen Pj * qj=J•Z:=P1~.P2Q2 • 
Die Behauptung lautet also: 
Z,P3 ,Q3 sind kollinear, was für 
Z=P3 oder Z=Q3 trivial ist. In 
jedem anderen Fall existiert ein 

A, ::'nkt P mit P I P2 p3 /\ P I ZQ3 AP+P.2,=9 
_,.;:,..,;;;:;_.;.;JJ-.---...;a.----- P,P~,P~ sind nicht kollinear. 
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Die Dreiecke P1 , P2 , P ~nd Q.,,Q2 ,Q3 sind Z-perspektiv nach 
Konstruktion von Z und P. Da nach Voraussetzung eine 
Desarguesebene vorliegt, existiert eine Gerade ä mit: 

a, P1P2, Q.,Q2 kopunktal ~ A3 I a = a = ä (A1 + A3 nach vs.). 
ä, P P2 , Q2Q3 kopunktal =? A1 I ä 
ä, Pi , Q., Q3 kopunktal. 
Da Q.,Q

3 
die Gerade a in A2 schneidet, muß A2 IP)? wegen 12 

gelten. 

Für P gilt somit : 

A2 , P1 ,_Pkollinear=:>_P Ip2 }=> 
P2 , P3,P kollinear=;, PI p1 
Also sind auch P3, Q3,z kollinear und die Dreiecke Pj und 
Qj daher Z-perspektiv. • 

Bemerkung: (a) Eine Inzidenzaussage, in der 
Schließen" einer bestimmten Figur behauptet 
Schließungssatz. Der Satz von Desargues ist 
satz. 

das "Sich
wird, heißt ein 
ein Schließungs-

(b) Ist eine Inzidenzaussage in jeder Desargues
ebene richtig,so ist auch die duale Aussage in jeder 
Desarguesebene richtig. In der Menge der Desarguesebenen 
gilt das Dualitätsprinzip. 

Bew.: Gelten in einer lnzidenzstruktur die Axior.e 
i1, iL, e und De, so gilt auch De*. In der zur Desarguesschen 
Ebene dualen projektiven Ebene gilt also De, d.h.: Zu einer 
Desarguesebene ist auch die duale Inzidenzstruktur eine 
Desarguesebene. Der weitere Beweis ist wörtlich gleich mit 
jenem von 1.1, Folg.6, nur ist statt "projektive Ebene Jr. 
bzw.JL*" nun "DesarguesebeneJl bzw.;;r,•" zu sagen. 

JI,. De • 
2) Existiert in einer projektiven Ebenen "jede 
mögliche" perspektive Kollineation, so ist~ eine Desargues
ebene. 
"Jede mögliche': .. soll heißen: Zu jeder Angabe Z,a,P,P' mit 
P;P'l*Z, J. aAP 4,, P'A P,P',Z kollinear gibt es eine perspektive 
Kollineation~ mit Z als Zentrum, a als Achse und P~ =P'. 
Wegen 1.4,Folgerung 4 ist a? automatisch eindeutig festgelegt. 
Bew.: Es genügt nicht triviale Z-perspektive Lage zu be
trachten. Für die gesuchte Gerade a gilt: P1P2 .Q.,Q2=:A

3
Ia /\ 

A1 "--. A/'-,.Pa PP •Q.,Q =:A I a. Die Be-
--Qt -·--- ~-~.- ~~: .·~ /~Z h~u~tung

3 
des 

2 
Satzes von 

:>,. ------ · Al 1 1 Desargues lautet: 
Gt ~- -'-<.( · P2P3.'½Q3•:A1Ia. 

'-. a 

' 
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Nach Voraussetzung existiert in x genau eine perspektive 
Kollineation mit Zentrum Z, Achse a und_P1 ~ =Q,· Wir 
wollen P2~ und P3~ konstruieren. Es müssen Z,P2 ,P2 ~ 
kollinear sein; da P1 ,P2 ,A3 kollinear sind,müssen auch 
P1~ =Q,, P2:l1., A3d(.:A3 kollinear sein= P2 :ce =Q2• Analog folgert 
man P3~ =Q.3• 
Für die perspektive Kollineation~ gilt also Pj ~ =Qj (j=1,2,3), 
und daher gilt für die Dreiseite: pjce.*=qj (j=1,2,3). Ins
besondere ist (P2P

3
);e "'=P2~.P

3
.e =Q2Q

3
, also P2P

3
.Q2Q

3
=A1 Ia, 

da die perspektive Kollineation~ die Achse a besitzt. • 
Bemerkung: Wegen 1,5, Bem.(c) gilt sogar: Existiert in einer 
projektiven Ebene TI jede mögliche Homologie, so ist n eine Des
arguesebene. 

3) In einer Desarguesebene existiert "jede mögliche" per
spektive Kollineation (Umkehrung von 2) ). 

Bew.: (1) Gegeben Z,a,P,P' (mit den Voraussetzungen von~). 
Wir definieren eine Abbildung i: ,µ - '):l so, 

Nach den Gesetzen einer perspektiven Kollineation gilt 
nämlich notwendig z,x,x~ kollinear,und aus A:=PX.a,P,X kollinear 
folgt notwendig Ai =A, P~ =P', X:i: kollinear. 

(i) Y mit Y X a A Y * Z A Y I ZP: 
Sei Q ein fester Punkt, der die Voraussetzungen von(&) er
füllt, so ist Qa;': erklärt. Wir definieren nun Yi so wie 
in ( o ) Xi , indem wir P bzw. P' durch Q bzw. Q~ ersetzen 
(Für alle Y auf ZP wählen wir denselben Punkt Q). 
Die so erklärte Abbildung i: ,µ - )2 ist global. ~ ist 
bijektiv: Y X'( j,l gilt: J * X(~ mit X~ =X'; man kann nämlich 
die obigen Konstruktionsvorschriften umkehren,und sie 
führen in eindeutiger Weise auf den Urpunkt X. 
i erhält kollineare Lage, d.h.\i gcq ist {xi IX I g} eine 
Punktreihe. Für g=a und g I Z ist dies nach Definition von ~ 
trivial. 
g mit g I p,,.._g J. Z (z.B.für PX): X~I[(PX.a).P'] 
T1A<'.h DAf'ir,i+.inn _ 
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g mit g 4' a A Z J. g /1 P J. g : 
z 

P' ::Pä! 

I.a. erhält 1 kollineare Lage 
von Punkten auf solchen Geraden 
nicht. Gilt jedoch der Satz von 
Desargues, so erhält i auch für 
Punkte von solchen Geraden 
kollineare Lage: 
Ist G I g AG J_ ZP (o.B.d.A.) und 

XI g, so lautet die Behauptung: 
\/ X mit X I g gilt: Gi' x:e ,g.a 
sind kollinear. 
G,P,X und G't, Pi, Xi sind 
Z-perspektive Dreiecke. Da nach 

Voraussetzung der Satz von Desargues gilt, sind die zuge-
hörigen Dreiseite ä-perspektiv: 

PG.Pi Gi I ä} 
PX.Pi Xi I ä =;, ä=a (da die beiden Punkte auf a nach 

Voraussetzungen verschieden sind 
= GX.Gi Xfi I a ~ Gx, Xi, g.a sind kollinear. 
Damit ist i eine bijektive Abbildung f,2-F, , welche kollineare 
Lage erhält und fa elementweise festläßt.i ist also eine 
perspektive Kollineation und paßt nach Konstruktion in die Angebe. 

Bemerkungen: (a) ~ ist nach Satz 1.4 die 
Kollineation, die in die Angabe pa3t, d.h. ~ 
unabhängig von der Auswahl von Q im Fall (E). 

(b) Nach den Folgerungen 2 und 3 ist der Satz von 
Desargues ein Kennzeichen dafür, daß "jede mögliche" perspektive 
Kollineation existiert. 

(c) Nach Folg.2,Bem. und Folg.3 gilt: Existiert in 
einer projektiven Ebene jede mögliche Homologie, so existiert 
jede mögliche Elation. Umgekehrt folgt aus der Existenz jeder mög 
liehen Elation nicht die Existenz jeder möglichen Homologie. Pro
jektive Ebenen, in denen jede mögliche Elation existiert, heißen 
MOUFANG-Ebenen. 

4) Der Satz von Desargues ist keine Folge der Inzidenzaxiome 
11 ,i2 ,e. Es existieren nichtdesarguessche projektive Ebenen. 
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Die Menge '.n sei die Vereinigung der folgenden Mengen: 
~ •••• Menge der elementaren GP.raden normal zur x-Achse: 

x=c (Anstieg k = oo ), 
"Jz_ • •• Menge der elementaren Geraden mit y=kx + d mit k'O; 

darunter kommen insbesondere die zur x-Achse parallelen 
Geraden y=d (k=O) vor. 

l}
3 
••• für k.::::. 0 werden die elementaren Geraden wie folgt 

geknickt: 
y=kx + d in ll(y~ 0 •• ,"Untere Halbebene") 
y 0 ½._x +d/0 in CY (y> 0 •• "Obere Halbebene"); 
k heiße der ''Anstieg der (geknickten) Moul ton-Geraden". 

~*••• Q~={u} ••• u ist die Ferngerade der PAE. 
Wir setzen nun: 
l,1 = <;.J (.,1. 
& Vi ll 

p. sei Vereinigung von 
F,··· Menge der Punkte der elementaren Anschauungsebene 
fr··· Menge der Fernpunkte der PAE. 

Die binäre Relation PI g werde wie folgt erklärt: 
Für PE p, I\ güj,vGhul:J,: PI g-der Punkt P liegt im elementaren 

Sinn auf der (ev.geknickten) Geraden; 
für P „ f.1-," g = u: kein eigentlicher Punkt inzidiert mit der 

Ferngeraden; 
für P;; '121. /\ g.:Ll),ul]l : PI g_,, g hat die durch den Fernpunkt be-

stimmte Richtung. ~ t t 
B~m. : Parallele Gera~en aus ~1 v ~2. haben genau • 
einen Fernpunkt gemeinsam. "- x 
Für PE: f.'i_ /\ g <Z l)3 : PI g ~ der untere Teil von g 

hat die durch den Fernpunkt bestimmte 
Richtung. 

Bem.: Der elementare Fernpunkt des oberen Teiles 
von g inzidiert im Sinne der Moultonebene nicht 
mit g. . 
Für PE}Z,1.A g = u: Pig \iPef;zJ..; d.h. jeder Fern
punkt inzidiert mit der Ferngeraden. 

__d·:-· .... 
·~ 

Bern.: Jede Moul tongerade aus ~ 1 v \h v g? hat also genau einen 
Fernpunkt. 

(2) Die Moultonebene ist eine projektive Ebene. 
(a) Die Gültigkeit von ein der Moultonebene ist eine 

triviale Folge der Gültigkeit von ein der elementaren An
schauungsebene. 

(b) Der Nachweis von i2. erfordert eine elementare 
Diskussion der verschiedenen Fälle. 

(c) Um i 1 einzusehen, genügt es zu zeigen: Zwei ver
schiedene Punkte besitzen mindestens eine Verbindungsgerade; 
wegen i 2 muß dann nämlich die Verbindungsgerade eindeutig 
sein. 

Dnmit ist gezeigt, daß die Moultonebene eine projektive 
.Ebene ist. 



- 26 -

(3) Die Figur zeigt, daß die 
Moultonebene keine Desargues
ebene ist; Pi , Q1 sind 
Z-perspekti v', während die 
Aj nicht kollinear sind. 

z 

A-,. 
A1 

Bemerkung: Die projektiven Inzidenzebenen zerfallen in zwei 
Klassen: Nichtdesarguesebenen(z.B.Moultonebene) und Desargues
ebenen. Beispiele für Desarguesebenen sind die PAE, wie 
in 1.12 gezeigt wird, und das Minimalmodell in 1.1. In der FAE 
existiert daher jede mögliche perspektive Kollineation.Überigens 
gilt: Jede endliche projektive Ebene der Ordnung N „ 8 ist desar
guessch. Es existiert eine nichtdesarguessche projektive Ebene 
der Ordnung N"' 9. 
SATZ 1.5: In einer projektiven Ebene existiert jede mögliche 

perspektive Kollineation genau dann, wenn die Ebene 
desarguessch ist. In der Menge der Desarguesebenen gilt 
das Dualitätsprinzip. Es gibt desarguessche und nicht
desarguessche projektive Ebenen. 

1.6. Pappus - Ebenen 

Nach Satz 1.4 ist PGL(Z,al Z I a) bei einer gewissen Zusatz
voraussetzung immer kommutativ. Wir stellen die analoGe 
Frage für PGL(Z,alZ l a): Unter welchen Bedingungen ist diese 
Gruppe kommutativ? Dies hängt von der Gültigkeit eines weiteren 
Schließungssatzes ab. 

Zunächst einir~e [,ezeiclmuncen : 
(a) Ein n-Eck (n~3) ist eine Menge von n numerierten, paar
weise verschiedenen Punkten 1,2 ••• n, von denen nie drei zyklisch 
aufeinander folgende Punkte 1,2,3 bzw. 2,3,4 bzw •••• n,1,2 
kollinear sind. Speziell für n=3 und n=4 sind dann nie 
drei Punkte kollinear. In jeder projektiven Ebene mit N~3 existier 
ein Sechseck, dessen Ecken speziell im Sinne der Numerierung 
abwechselnd auf zwei verschiedenen Geraden g 1 , g~ liegen. 

Wir bilden im Sin11e der liu:nerierung 
91 "Paare von Gegenseiten", nämlich 12 

und 45, 23 und 56, 34 und 61. Je 
zwei Gegenseiten eines Paares sind 
nach Voraussetzung verschieden, da
her existieren die folgenden Schnitt
punkte eindeutig: 
12.45, 23.56, 34.61. Falls diese drei 
Schnittpunkte kollinear sind, wollen 
wir sagen, daß für dieses Sechseck 
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der Schließunsssatz von PAPPUS-PASCAL gilt. 

(b) Uir bilden das Schema: 
( 1 3 5) 
l 4 6 2 

Aus dieser Matrix kann man die Schnittpunkte ablesen, indem 
man alle möglichen (2,2) -Matrizen herausgreift: 

(l>~) ll ~) li ~) und 
ihre "Determinanten" berechnet. Dieses Schema nennt man 
"Pappus-Schema". 

DEF .1. 6: Eine projektive Ebene heißt eine "Pappusebene" Ji:,P• 

wenn gilt: Zu jedem Sechseck, dessen Ecken ab
wechselnd auf zwei verschiedenen Geraden liegen, existiert 
eine Gerade p so, daß die drei Schnittpunkte der drei Gegen
seitenpaare mit p inzidieren. 

Bemerkungen: (a) In npp gilt also der Satz von 
PAPPUS-PASCAL "überall". Diese Aussage wird i.f. 
mit PP bezeichnet. Die Existenz von Pappus
ebenen ist zunächst offen, 

(b) Für N m 2 gibt es kein 6 g.t 
Sechseck im Sinne der Def. 1.6 und eine solche 
projektive Ebene ist daher in trivialer Weise eine Pappusebene, 

(c) Wenn ein Sechseckpunkt im Schnittpunkt der 
beiden Trägergeraden liegt, so existiert eine Gerade p ("Pappus
Pascal - oder kurz PP-Achse") in jeder projektiven Ebene mit 
N ;i,. 3 trivialerweise. Von den drei Schnittpunkten der Gegen
seitenpaare sti=en nämlich sicher zwei überein. 

(d) Der zum Satz von Pappus-Pascal duale Satz PP* 
heißt "Satz von Pappus-Brianchon": Zu einem Sechsseit, 
dessen Seiten abwechselnd durch zwei verschiedene Punkte 
gehen, existiert ein Punkt P so 1 daß die drei Verbindungs
geraden der Gegeneckenpaare mit P inzidieren. 

Folgerungen (ohne Rücksicht auf die Existenz von Pappusebenen)1 

1) In einer Pappusebene ,rpp gilt der Satz von Pappus
Brianchon. 
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Bemerkung: Dieser Satz kann nicht durch Dualisieren bewiesen 
werden. Das Dualitätsprinzip darf nämlich nur auf Inzidenz
aussagen angewendet werden, die in allen projektiven Ebenen 
gelten (vgl.1.1); nicht jede projektive Ebene ist eine 
Pappusebene (vgl.Folgerung 5) ). 4* 3• 

Bew.: In der nebenstehenden 
Figur (Inzidenztabelle) gehen 

die Geraden 1*, ••• 6*kL1 eines 
Sechsseita abwechselnd durch 
die Trägerpunkte P1 ,P2 • Die 

Geraden 1*2*.4*5*=:g1 und 2*3*.5*6*=:g2 
sind nach Voraussetzung ver
schieden: g1g2=:P. 

Die Punkte 1, ••• 6 k12, (vgl.Figur) 
bilden ein Sechseck, dessen 

Ecken im Sinne der Numerierung 
abwechselnd auf zwei verschiedenen 
Geraden 5* bzw. 2* liegen. Da nach Voraussetzung eine Pappus
ebene vorliegt, sind die Punkte 

12.45, 23.56, 34.61 
.__,.._,.....,..., ._,,_, '--v--' ...........,,_. 

4* 3* 6* 1* P kollinear, sodaß auch 
3*4*.6*1* durch P geht und der Satz von Pappus-Brianchon für das 
gegebene Sechsseit gilt, • 

Bemerkung: Ist eine Inzidenzaussage in jeder Pappusebene 
richtig, so ist auch die duale Aussage in jeder Pappusebene 
richtig. In der Menge der Pappusebenen gilt das Dualitäts
prinzip. 

Bew.: Gelten in einer Inzidenzstrul:tur ciie Axiome 
i 1 ,ii,e und PP, so gilt auch PP*. In der zur Pappusebene 
dualen projektiven Ebene gilt also PP ,d.h.: Zu einer 
PP-Ebene ist auch die duale Inzidenzstruktur eine PP-Ebene. 
Der weitere Beweis ist wörtlich gleich mit jenem von 1.1, 
Folgerung 6, nur ist statt "projektive Ebene Jt. bzw • .::t*" nun 
"Pappusebene JCPP bzw.""~" zu sagen. 

2) Satz von HESSENBERG: In jeder Pappusebene gilt der Satz 

von Desargues (kurz: PP=:>De), Der Beweis folgt in 1.7, Folg. 3, 

Bemerkungen: (a) Die Umkehrung des Satzes von Hessenberg ist 
falsch: Aus De folgt nicht PP. In endlichen projektiven Ebenen 
gilt jedoch auch die Umkehrung ( siehe 1.12). 
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(b) Aus Satz 1,5 und dem Satz von Hessenberg folgt, 
daß auch in jeder Pappusebene "jede mögliche" perspektive 
Kollineation existiert. Jede Gruppe PGL(Z,a IZ 1 a) besteht 
daher in jeder Pappusebene, deren Punktreihen mehr als drei 
Elemente enthalten, nicht nur aus der Identität. 

3) In jeder Pappusebene ist PGL(Z,al Z t a) kommutativ. 

Bev1,:oc,l~l€I'GL(Z,a!Z "/. a) s«t:r.i.1 ;~,---- Q 
' -/).ß, ß,de-PGL( Z,a I Z J. a). ' 

PP Fol 9 1 De H,Fv\:'l·k bzw. ß ist ',, 1 

eindeutig bestimmt durch: z,a, 
P-P'=Poc bzw. Z,a,Q-Q"=Qß. 

'-,\ 

p ,\',, 

\p, 
\ 

Wir lwnstruieren ( nach 1. 5, Folg. 3) 
Pc,.ß= P'ß und Qßoc= Q'lx.. Aus dem Pappus-

\ 
1 
\ 

Schema ( Q Qßcx. Qp',' J und der Pi>-.,'3 p 

Gültigkeit von PP folgt: QP.Qß~P~ß, 
QP' .P<X.ßQ" (I a), QßocP' .PQ 11 (I a) sind 
kollinear==? a ist die PP-Achse. und 
es gilt: QP.QßocP<X.ß I a. ~ß ist durch p,_..pocß eindeutig fest
relegt; konstruieren wir damit nach 1. 5, Folgerung 3 den Punkt 
Q"-ß, so erlcennt man: Q0cß = Qßo1,,. 

0cß ist durch Z,a,Q-Qo;ß und ßrx. ist durch z, a, Q,-.-Qßoc= Qo;:ß 
eindeutig festgelegt==9 cx..ß =ßoc. • 

4) Ist in einer Desarguesebene ,r-De jede Gruppe PGL(Z,alZ t a) 
kommutativ, so ist xP.eine Pappusebene (Umkehrung von 3) ). 

Bew.: Das Sechseck l, ••• 6IEF liege o.B.d.A. so auf ueiden 
Triißergeraden, daß lcein Punkt im 
Schnittpunkt Z der Trät:;erc;eraden 

z 

lieet (sonst ist PP trivialerweise 
l',i.lltig). Die Verbindungsgerade von 
12.45 mit 23.56 bezeichnen wir 
mit a. Je nach der Lage von Z zu a 
unterscheiden wir: 
Piül 1: Z -,_ a. 

De~ es existiert jede mögliche 
perspektive Kollineation => 
]"ocePGL(Z,a Z t a) mit loc= 5 A 

]*ßEPGL(Z,a Z t a) mit 613= 2. 
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Nach Konstruktion gilt: 

3=5ß (wegen 23.56 I a)} VS.:or.ß=ß 
4=2c,(, (wegen 12.45 I a) ~3=(1 e<..)ßA 4=(6ß)0<. 'l '~=60<.ß. 

Olß leistet also: 1,--3 und 5,_..4_ Da zugeordnete Geraden 16 

und 34 einander auf der Achse schneiden, gilt 16.34 I a; also 
sind 12.45, 23.56 und 16.34 kollinear. 
Fal 1 2 : , Z I a. 
c<. und ß sind jetzt Elationen und <Xß ist auch eine Elation. Da 
in einer Desarguesebene jede mögliche Elation existiert, gibt 
es sicher zwei verschiedene nicht triviale Elationen mit der 
Achse a und verschiedenen Zentren; nach Satz 1.4 ist dann die 
Gruppe PGL(Z,al Z I a) kommutativ. 
Damit kann der obige Schluß auch in diesem Fall durchgeführt 
werden. • Bemerkung: Die logische Äquivalenz von PP und der Kommutativität 
der Homologiegruppen PGL( z, a I Z 1- a.) wurde zuerst von D. HILBERT 
erkannt. 

5) Nicht jede projektive Ebene ist eine Pappusebene. 

Bew.: (ind.) Wäre jede projektive Ebene pappussch, so wäre 
jede projektive Ebene nach dem Satz von Hessenberg desarguessch; 
dies wiederspricht der Existenz der Moultonebene (vgl.1.5,Folg. 

Bemerkung: In 1.12 werden wir zeigen, daß PAE eine Pappusebene 
ist und daß es Desarguesebenen gibt, die nicht pappussch 
Die Menge der Desarguesebenen ist eine echte (nicht leere Teilmenge 
der Menge der projektiven Ebenen; die Pappusebenen bilden eine 
echte (nicht leere) Teilmenge der Desarguesebenen. 

SATZ 1.6: In jeder Pappusebene gilt der Satz von Desargues,und 
jede Homologiegruppe PGL(Z,alZ I a) ist in einer 

Pappusebene kommutativ. Ist in einer Desarguesebene jede 
Homologiegruppe PGL(Z,alZ 1- a) kommutativ, so ist sie eine 
Pappusebene. In der Menge der Pappusebenen gilt das Dualitäts
prinzip. Es gibt pappussche und nicht pappussche projektive 
Ebenen. 
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1,7. Perspektivitäten, Projektivitäten. Verkürzungssatz 

Sei~ eine projektive Ebene. Im Beweis von Satz 1.2 haben 
wir spezielle Bijektionen zwischen Grundgebilden definiert; 
diese Abbildungen sollen "Perspektivitäten" heißen: 

DEF.1.7: Eine Bijektion zwischen zwei ungleichartigen 
Grundgebilden heißt eine Perspektivität, wenn Ur

und Bildelement stets inzidieren; eine Bijektion zwischen 
zwei verschiedenen gleichartigen Grundgebilden heißt eine 
Perspektivität, wenn Ur- und Bildelement jeweils mit einem 
Element eines dritten Grundgebildes inzidieren. Eine Bi
jektion zwischen zwei Grundgebilden heißt eine Projektivität 1 

wenn sie Produkt von endlich vielen Perspektivitäten ist. 

Bemerkungen: (a) Eine Perspektivität oc einer 
auf ein Geradenbüschel /JA ordnet jedem 
X • P-• die Gerade AX e 0A zu. Da ex, eine 
Bijektion ist, gilt notwendig: At a. 
Wir schreiben auch r;iaX0}, (oder a 7i A). 
Ebenso ist ex.-•: qA-Pa eine Per
spektivität. 

(b) Bei einer Perspektivität a einer Punktreihe 
Pa auf eine Punktreihe p. mit a * b bilden die Verbindungs
geraden zugeordneter Punkte ein Geraden
büschel IJ,z ; ex. ist Zusammensetzung 
zweier Perspektivi täten vom Typ (a): 
1la 7": 'jz und O)z 7i' Po • Da ex wegen 
Definition eine Bijektion ist, gilt 
notwendig Z Jla,b. Z heißt das 
"Perspekti vi tätszentrum". Wir schreiben S•S_a:--1--\.-ö---'...--
auch ,p. 0 ~ -p.(oder a ~ b). - b 

(c) Dual zu (b): Bei einer Perspektivität ~ eines 
Geradenbüschels (Ja auf ein Geraden-
büschel .,s mit A * B bilden die ~ 
SchniPuttpnkunkt~hzugpeordnehte~ßtGedr~den ..._____, 
eine . trei e · • • z ei ie ~ 
"Perspektivitätsachse~ ~ir schreiben 
auch uJA * (h (oder A ~ B). A s-soc I B 

(d) Bei einer Perspektivität zwischen zwei 
verschiedenen gleichartigen Grundgebilden ist das gemeinsame 
Element der beiden Grundgebilde sich selbst zugeordnet. 

(e) Sind <Xi (i=1,2 ••• n) Perspektivitäten, so ist 
0(., °'-1 ••• cxn eine Projektivität. Wir schreiben in den sechs 
möglichen Fällen: 
P • 7t ? b , 1-<- a 1' -p.., , 0 A 'i Ch , CJ A 71: (JA , f:l a 7' (1 A , <-!) A 11" 'fl.a 
(oder a :i<: b usw.). · 
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Speziell die Identität l eines Grundgebildes 
(z.B. l: f-la -,p.,1) ist eine Projektivität: 
3 Z • 'Ft mit · Z 1 a, und fü:r die eindeutig be
stimmten Perspektivitäten oc: ,Pa ?t qjz und 
ß: ~z !'f,P.a gilt: o<.ß• L. 

Folgerungen: 

1) Ist das Produkt zweier Perspekti vi täten IX.12 : z1 - z2 , 

z 

oc 23 : z2 - z3 zwischen paarweise verschiedenen kopunktalen Ge
raden z1 ,z2 ,z3 stets eine Perspektivität, so ist die Ebene 
eine Desarguesebene. 

Bew.: Wegen 1.5, Bem.(b) genügt es, 
zwei Z-perspektive Dreiecke Pj,Qj 
(j • 1,2,3) zu betrachten, wobei 
P1 ,P2 ,P3 ;Q1 ,Q2 ,Q3 ,z und die Geraden 
z1 ,z2 ,z3 paarweise verschieden sind. 
Mit A3 :=P1P2 .Q1Q2 und A1 :=P2P3 .Q2Q3 
sind zwei Perspektivitäten definiert: 

A, ~ 

°'12'"'z17't z2 und ()(_23""z2'1 Z3• 
Wegen 1,5, Bem.(c) kann o,B.d.A. 
angenommen werden, daß ·A1 ,A3 ,z 
nicht kollinear sind, Nach 

Voraussetzung ist o<12 ex. 23 eine Per-
spekti vi tä t IX. mit P 1 ._... P3 und Q1 ,..._ Q3 • Q,_ 

Das Zentrum von~ ist somit A2 :xP1P
3

.~Q3 • Wendet man oc auf 
X: =z 1 .A1A3 an, so folgt wegen X+Z dann Xa: + X und A2 I XXoc. -A1A3 , 
sodaß A1 ,A2 ,A3 kollinear sind. • 

2) Sind in einer Pappusebene a1 ,a2 ,a3 nicht kopunktale Gera-
Zu. Z.1.~ 

den, und oc12 : a1 Ä a2 , ot.23 : a2 Ji a3 zwei Perspekti vi täten so, daß 

cx.:=~ 2 o<. 23 :a1- a3 den Punkt S:=a1a3 festläßt, so ist oc eine 
Perspektivität. 

Bew.: Da für z12 • z23 die Behauptung 
nach Def.1,7 trivial ist, sei z12+z23 • 
Weiters gilt z12 1 1 a1 , a2 und z23 1 1 a2 , a3 
~ z12 ,z23 ,s sind pw. verschieden. 
Wegen Soc „ S gilt: SI z12z23•:g und 
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g + la1 ,a
3 
~ z12ts23 :=a2a

3 
und z23 +s.12 :=a1a2 • Die Geraden 

z12s23 und z23s12 sind verschieden, da diese vier Punkte 

wegen gta2 nicht kollinear sind. Der Punkt Z:=Z12s23 .z23s12 tl 
a 1 , a

3 
(z.B. Z I a 1 ·=7 z23 I a 1 =* g=a1 :Widerspruch) und bestimmt 

daher eine Perspektivität ß :a1 ~ a
3

• Auf Grund der Inzidenz

tabelle ist s~ •S/3;,. s12 o<." s12 ß/\ T0<.• Tß mit T:=a1 .z12s23 • 

Ist Xe,P,a
1 

mit XtlS,T,s12 (was nur für N>2 möglich ist), 

so folgt nach PP aus dem Pappusschema 

[ 
S12 S23 Xot-12.] : 
z12 Z23 S 

s12z23 .s23z12=Z, s12s.z12Xi:x,,,_•X, s23s.z23:x.x,,.=XO\. sind kollinear, 

sodaß 0<. mit der Perspektivität 6 übereinstimmt. Für N=2 ist 

nach Konstruktion IX „ ß. 

3) In jeder Pappusebene gilt der Satz von Desargues (vgl, 
1.6,Folg.2). 

Bew.: Nach Folg.1 und 1,5,Bem.(c) 

genügt es zu zeigen:Sind in einer 

Pappusebene a 1 ,a2 ,a3 paarweise ver- _ __:zi~=-~~1 -
schiedene kopunktale Geraden und 

z.'\.l zl-? 
c<.12 : a 1 ~ a 2 , ex. 23 : a 2 ~ a 3 

Perspektivi-

täten mit z12 ,z23 ,Z:=a1a
3 

nicht 

kollinear, so ist ex.:• « 12DC 23 :a1-a3 02, 

eine Perspektivität. 

Die Gerade g=Z 12z23 ist wegen Z J, g 

von a 1 verschieden. Wir wählen eine 

• 

Gerade a2 t I a 1 ,g mit S:=ga1 I a 2, Wegen z
23 

J, a2 gilt: 
Z,u l11, t ~ 

oc.=a17'{ a 2 ?i:a2•?ta
3

• Da a 1 ,a2 ,a2• nicht kopunktal sind und Ssa1a2• Zu. Z1\ 
beim Produkt der Perspektivitäten a1Je a 2 , a 2 ~ a2 festbleibt, 

ist wegen PP nach Folg.2 dieses Produkt eine Perspektivität 
Z' z.t 'Z l 

P:i : a 1 ~ a2 mit einem Zentrum Z' • Für .:x. gilt dann: "'-"'a17i a2 ?{ a3, 
wobei a 1 ,a2,a3 nicht kopunktal sind und a 1a3-z bei diesem 

Produkt von zwei Perspekti vi täten festbleibt, da z~ • Z gilt; 

nach Folg.2 ist daher~ eine Perspektivität. 

• 
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4) Die Menge aller Frojektivitäten eines Grundgebildes au.f 

sich ist bezüglich des Hintereinanderausfüh.rens eine Gruppe. 

Sie heißt projektive Gruppe der Punktreihe ·P-a bzw. des 

Geradenbüschels OJA und wird mit PGL( "fla) bzw. PGL( qJA) be

zeichnet. 

Bew,: Alle projektiven Selbstabbildungen von --Fa sind bijektiv 

und daher ist PGL( f-2.a) eine Teilmenge der Menge aller Bi

jektionen von fa• welche bezüglich des Hintereinanderaus

führens das Assoziativgesetz erfüllen (vgl.1,3), 

1\. ,ßl € PGL( 1Za)9 0(. •n:1 ••• 1tn A ß =7tn+ 1 ••• nn+m (1tj sind Per

spektivitäten); da C( und ß Selbstabbildungen von P-a sind, 

ist auch cx.ß eine Selbstabbildung von 'Pa und wegen 

O(,ß • n: 1n2 ., .n:n+m Produkt von endlich vielen Perspektivitäten, 

also eine Projektivität. Die Identität t:,P.a-fla ist we

gen L"'- •<X- (V.x € PGL(f-2a)) das neutrale Element aus PGL(12a>• 
-1 -1 -1 Mit ex.. ist auch D( • n:n ••• n1 eine projektive Selbstabbil-

dung von f- a mit o(~<X.. 1, ( 17',x G PGL( ,Pa)). 

Für PGL( üJ A) ist der Beweis analog. 

5) Seien ,Pu. und ,Ph zwei verschiedene Punkt
reihen. Eine Perspektivität -flo - ,Pb ist 
eindeutig bestimmt, wenn zwei verschiedene 
Urpunkte A,BI E tla und ihre verschiedenen 
Bildpunkte A' ,B'IE ,Pb mit A,B,A' ,B' 1 • C ~ ab 
gegeben sind; der Schnittpunkt C ist not
wendig in jeder Perspektivität -P<> - -Pb 
selbstzugeordnet. Durch wie viele Paare 
aus Urpunkt und Bildpunkt ist eine Pro
jektivität festgelegt? 

q. z 
•', . ' . ' . ' 

\ ', b . ', 

Sind drei paarweise verschiedene Punkte A,B,C lc 1,/b und drei 

paarweise verschieden Punkte A',B',C'IEflb(a;b) gegeben, so 

existiert mindestens eine Projektivität E: ,Pa- ,p0 mit 

A' •AE., B' •BE ,C' •CE.. 

Bew.: A,B,Cle,P.,pw. verschieden; A',B',C'l'-Fb,pw. verschieden. 



- 35 -

g 

Uegen a t b kann man o.B.d.A. an
nehmen, daß At A' gilt (sonst Be
zeichnungsänderung). J * AA' e qJ und 
nach Satz 1.2 existiert sicher 
ein Punlrt P mit P il A,A' 11 PG f2AA,, also 
P ;lja,b. oc sei die Perspektivität 

Q 'P.a 7" L\l P • 

Nach Satz 1.2 existiert im Büschel~~· eine Gerade g mit 
g t b11 g t AA'==* P;lg. ß sei die Perspektivität qpi':' fg . 
.xß leistet: At-ooA

1
=A', B....-B

1
=PB,g, c-c

1
=PC,g.Da B'+B111 C'tC1 "* 

:J* Q:=B'B1 .c•c1 mit Q J'.lb,g, 4 sei die Perspektivität Pa"i.JlQ 
und .S die Perspekti vi tät ~ Q 7i" '):2b. 
E = cx.ßtc5 leistet: A-A', B>--B', c-c•. Somit ist eine 
Projektivität konstruiert, welche in die Angabe paßt, und es 

. fJ p,f'.')Q 
gilt ra 'A ·r-9 '?'i' 'tlb• • 
Bemerkungen: (a) Folgerung 5 gilt in analoger Weise für eine 
Projektivität eines Geradenbüschels auf ein anderes Geraden
büscbel, wie man durch Dualisieren jedes Beweisschrittes er
kennt. 

(b) Sind die •rripel A,B,C je,Pa bzw. A' ,B' ,C' l~P• 
von jeweils pw. verschiedenen Pun.1,:ten gegeben, so gibt es 
mindestens eine projektive Selbstabbildung E : 'Fa - ,Pa mit 
A '=A € , B' =B € , C '=C € • Es gibt b oZ 
nämlich sicher einen Punkt Z t a ~A* · 
und eine Gerade b mit b t a" Z ;l b. _:--_ 
Die Perspektivität 11 : ?.. k P.b leistet A A'~ 
A ',__ A *, ... C ',__ C *. Für ,Pa(A, ••• ) und a ~ 0 

-~ 

f.2 6 (A *, ... ) können wir obigen Beweis führen und € = ocßt-J11 
leistet dann das Gewünschte. Analoges gilt für eine rrojektivität 
eines Geradenbüschels auf sich. 

Gibt man ein Urpunkttripel in einer Reihe f.la vor und ein Bild
punkttripel in derselben Reihe ·Pa, dann existiert mindestens 
eine Transformation aus PGL(pd), die in die Angabe paßt, kurz: 
PGL( P.i) operiert dreifach ,:transitiv auf ,Pa • 
Analoges gilt für PGL(0AJ• Man kann übrigens Aufgaben über 
Geradenbüschel durch Schnitt mit einer Punktreihe nicht durch 
den Scheitel (Perspektivität !) in Aufgaben über Punktreihen 
überführen. Damit ist sichergestellt, daß auch bei verschieden
artigen Grundgebilden durch zwei 'rripel pw. verschiedener 
Elemente stets mindestens eine Projektivität bestimmt ist. 

(c) Sei 6" eine Projektivität Pa 'lt 'Po mit a ,+ b. 
Nach Definition gilt: 6':a ~ aa'li' a,'R' ••• il'a., ~b (a 4 :=a, a •• ;i:=<b). 
Man .nennt dies eine "n-gliedrige Kette von Perspektivitaten 
zwischen Punktreihen". Dann gilt: 
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Ist n: eine endliche projektive Ebene der Ordnung zwei oder drei, 
so kann jede Projektivität zwischen verschiedenen Ptmktreihen 
durch eine höchstens zwciglicdrige Kette von Perspektivitäten 
zwischen Punktreihen erzeugt werden. 

Bew.: Ist die Ordnung von 'Jt' gleich zv1ei,so enthält nach Satz 1.2 
jede Punktreihe und jedes Geradenbüschel genau drei Elemente 
und die Konstruktion im Beweis von Folgerung 5 ist daher ein
deutig durchführbar; jede Projektivität ist durch die zuge
ordneten Tripel eindeutig festgelegt. Aus der doPtigen Inzidenz
tabelle erkennt man, daß jede Projektivität 'P-a-,p.,(a t b) 
durch a ~ g ~ b dargestellt werden kann. 
Ist die Ordnung von X dagegen drei,so existiert in r~ noch genau 
ein weiterer Punkt D. cXßlf ,S ist eine Bijektion und daher 
sind A',B',C', Do<.ß,t-cf =: D' paarweise verschieden; D' ist 
notwendig der einzige weitere Punkt aus ,Pb. Die vierten 
Punkte auf 'Pa und ,P1:, werden also automatisch einander zugeordnet. 
Die Projektivität ~a- ,P1:, wird durch A,B,C,D ..--A' ,B' ,c' ,D' 
völlig beschrieben und ist eindeutig durch zugeordnete Tripel 
bestimmt; sie kann nach dem Beweis von Folgerung 5 durch 
a; g ¾ b dargestellt werden. • 
6) Es stellt sich die Frage, ob dies für jede projektiye Ebene 
zutrifft. 

In einer Desarguesebene läßt sich jede durch eine n-gliedrige 
Kette erzeugte Projektivität ~ einer Punktreihe auf eine andere 
Punktreihe durch eine höchstens zweigliedrige Kette von Perspek
tivitäten zwischen Punktreihen erzeugen (Verkürzungssatz). 

Bew.: 
Bezeichnungen: er: f.l.a71"Phmit a t b undO': a~a.1.~a3 ,: ••• ~an?: b 
(a=:a 1 , b=:an.,),Die Perspektivität ak7i: ak. 1 werde i.f. mitor..kk•-1 
und ihr Perspektivitätszentrum mit Zkk•-1 bezeichnet. Es ist 
zu zeigen: Ist 6 keine Perspektivität, so existiert eine Ge
rade f', mit cr- : a ;it g '7ii b • 
Wegen der obigen Bemerkung(c) dürfen wir voraussetzen, daß 
jede Punktreihe mindestens fünf Punkte enthält (*). Wir zerlegen 
die Behauptung in fünf Einzelbehauptungen, die wir getrennt 
beweisen. 

(I) In einer zweigliedrigen Kette a1'ff a 2 !1f a 3 aus drei 
pw. verschiedenen kopunktalen Geraden a1 , a2 , a 3 kann man die 
mittlere Gerade weglassen (Die Behauptung lautet umformuliert: 
oc 12 oc

23
-:cx:

13 
ist eine Perspektivität mit einem Zentrum.z13). 

Bew. von (I): 

Fall 1: z12 • z23 • Setzt man z13 • z12 , so 
die Gültigkeit von (I) trivial. 
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Fall 2: z12 + z23 • Dann]* G1 :=Z12z23 .a1 • 

(*)==*]P1 , x1/eµa,mi,t P1 4'X1 " P1 tlü=a-,-a2 ,G1 " 

" X1 4 1 0, G 1 • 

Die folgenden Punkte sind alle eindeutig 
besti=t und entsprechend der neben
stehenden Inzidenztabelle zu konstruieren; 

p1 °'12=:P2, P2i:x 23=:P3, X1 oc:12=:X2, 
X21X23=:X3. 
~egen der getroffenen Voraussetzungen sind 
P. und X. (j=1,2,3) Dreiecke, die nach 

J J 

la 
/ 

ZuA: 
/ :·. 

/ 

Konstruktion 0-perspektiv liegen. Da in::. nach Voraussetzung 
der Satz von Desargues gilt, existiert eine Achse a, auf der 
die folgenden Punkte liegen: 

P1P2.x1x2 = z12} 1 
P2P3.X2X3 "' Z23 =? a = Z12Z23 wegen Z12•Z23 =*A2Ia. 

P1P3.x1x3 = :A2 
A2 kann durch P1 und P

3 
und a eindeutig festgelegt werden: 

A2=P1P
3
.a. Halten wir P1 fest und lassen x1 in Pa, laufen, so 

gilt: 

\j x1 mit x1 e Fa,"'- {ü,G,j} > · X3 I X1A2, 
für X

1 
= 0 ==} x

3 
0 =? x

3 
I X

1
A

2 
, 

für x
1 

"' G1 => x
3
=a.a3 ~ x3 I X

1
A2 • 

Insgesamt gilt 'v x1 • ,Pa, : x3 I X1A2 , d.h. a.13 ist eine 
Perspektivität mit dem Zentrum A2=z13• 

Be~erkung: Die Aussage (I) ist mit dem Satz von Desargues 
logisch äquivalentl da aus (I) umgekehrt der Satz von Desargues 
folgt (vgl. Folg.1J. 

(II) In einer zweigliedrigen Kette a17i;'a2 '}i'a
3 

mit a1=a
3 

kann 
a2 ersetzt werden durch eine Gerade a2 (4' a 2 ) mit a 2 , a2 ,a3 
kopunktal. aa 

Bew. von (II): 
a1~a2==?a1 + a 2 =* ]* S:=a1a2 • 
z23 1- ia2 ,a3; sei a2 aus 0s" z23 t a2 /\ ata• 
a2 l• a1 ,a2 (a2 existiert wegen(*) ).Wir schieben eine Per
spektivität a 2 ~ a2 mit dem Zentrum z23 dazwischen: a1,_. a 2;:'a2~fa2 ,: 
X a

3
• An der Kette a2 ;i\"'a2 71:'a

3 
sind drei kopunktale Geraden 

beteiligt, daher darf man das mittlere Glied nach (I) weg
lassen....+a2~ a3; gleiches gilt für a-,?\' a2i\ar-•a-,'lf a2. 
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(III) In einer zweigliedrigen Kette a1'i\" a 2~a3 , wobei a1 ,a2 ,a3 
nicht kopunktal sind, kann a2 durch eine Gerade a2 (+ a 2) 
ersetzt werden, welche durch einen gegebenen Punkt PI a

3 
mit 

Pt 813 :=a1a3 geht~ 

Bew. von (III): 
aiak=:8ik (i t k; i,k=1,2,3). Wir unterwerfen 

812 der Kette: s12°'12cx:23=812« 23=812Z23•a3'•:8*. 
Wegen z23 t a 2 gilt 8* ~ 823 • 
Je nach Lage des gegebenen Punktes PI a

3 
unterscheiden wir: 
Fall 1: Pt 8*A Pt 823 : Wir wählen als 
Gerade a2 die Verbindung s 12P und schieben 

z„ 
Q 

wie in Beweisschritt (II) eine Perspektivität a 2~ a2 mit dem 
. z„ 1 Z,a ~' 

Zentrum z23 dazwischen: a1~ a 2 7' a 2 "fi a 2 A a 3.na z23 das Zentrum 

für afx> a2 und das Zentrum für a2 ~ a3 ist, g:U t nach Def. 1. 7 
a2 ",f a3

• An der Kette a1 7f a2 ~ a2 sind drei pw. verschiedene ko

punktale Geraden beteiligt, daher darf das mittlere Glied nach 
(I) weggelassen werden: a1 7"a2• Insgesamt bleibt. a1 7i:a27ia~. 

Fall 2: P = s 23 : Nach ( *) existiert ein Punkt 

Q ef<a, mit Q;, 1 S12,813,S23Z12·a1 ~ 
Qo<. 12 o<, 23 * s 23 • Da nur Bijektionen 
vorliegen, dürfen wir die gegebene Kette 
verkehrt lesen: a 3 A a 2 7'; a1 ; dabei er-
füllt Q in bezug auf a1 jene Voraus-,...c"----«~

1
---<;!::---'<),:---:-"t-

setzungen, die für Pin bezug auf a
3 

in Fall 1 zutreffen. 
Wählen wir als a2 die Gerade s 23Q, so gilt nach Fall 1: 

a
3 

'7i a2 7i a
1

• Wir lesen die Kette wieder in der Urrichtung 
haben damit: a1 Ä a2 ~ a 3 • 
Fall 3: P ~ S*: Hier versagt die Methode von 
Fall 1, weil z23 auf 812P liegt. Wir nehmen 
zunächst wie in Fall 2 einen Punkt Q auf a1 
an und wählen als a2. die Geraden QS23 ; 
nach Fall 2 gilt: a1A" a)p,a

3
• a1 , a2 ,a3 

erfüllen nun die Voraussetzungen von 
Fall 1, denn sie sind pw. verschieden und es 

s13 und p„s• .. s12°"12°' 23* (a„a~)°'12°'23• da 

a, 

und 
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und 0( 12 , Ol 23 injektiv sind. Nach Fall 1 ist daher als a2 
die Gerade Q,P zu wählen und es gilt: a1 X' a2 i\ a3 

mit P I a2 • 
~ 

Bemerkung:Wir benötigen die Behauptung (III) noch schärfer: 
al durch P kann sogar so gewählt werden, daß a!i_ '* a 4 ist, 
wobei gilt a„ e 0 P A a„ 4' a 3 • Es genügt in den Fällen 2 und 3 
zu zeigen, daß Q so gewählt werden kann, daß Q 1 a 4 gilt: 
Die Punkte a 1 .a.,, S,2 lS13 , Si, Z12, .a1 , Q müssen paarweise ver
schieden sein; nach ( ) existiert sicher ein solcher Punkt Q. 
Im Fall 1 wäre für s12 I a4 Fall 2 vorzuschal ten. 

( IV) Jede dreigliedrige Kette a1 7C' a 2 ~ a3 
';\" a4 mit a1 ,t a4 

läßt sich verkürzen. 

Bew. von (IV): 
Ist speziell a 2 = a4,so gibt es für die zweigliedrige Kette 

ii a 2 Ä a
3 

zwei Viöglichkeiten: 
) a1 ,a2 ,a3 sind nicht kopunktal: Dann kann a2 nach Beweis

schritt (III) durch a2('fa2 ) ersetzt werden; man kann also 
o.B.d.A. a2 * a 4 wählen. 
(ß) a1 ,a2 ,a

3 
sind kopunktal 

(ß1) a1 =a3: Nach Beweisschritt (II) kann dann a2 durch a2(ta2) 
ersetzt werden; wir wählen a2 f a4 • 
~2) a1 ,a2 ,a

3 
sind paarweise verschieden: Nach Beweisschritt 

kann man a2 weglassen, womit die Behauptung von (IV) in diesem 
Fall bewiesen ist. 
~~n ist also bei a 2=a4 entweder schon fertig oder man kann 

so ändern, daß a2 f a 4 gilt; dies sei im folgende~ o.B.~.A. 
vorausgesetzt. Liest man die Kette von rechts nach links, so 
kann man analog zeigen, daß o.B.d.A. a 3 * a1 vorausgesetzt 
werden darf. Da benachbarte Glieder stets verschieden sind, 
folgt aus a2 'f a4 und a1 + a3 :a1 ,a2 ,a3,a4 sind paarweise ver
schieden (nach Voraussetzung ist a1 ,t, a4). 
Weiters darf man o.B.d.A. voraussetzen, daß niemals drei auf
einanderfolgende Geraden kopunktal sind; sind nämlich drei 
aufeinanderfolgende Geraden kopunktal und o.B.d.A. pw.ver
schieden, so ist die Kette nach Beweisschritt (I) verkürzbar und 
man ist fertig. 
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Seien nun a1 ,a2 ,a3 ,a4 pw. verschieden und 
nie drei aufeinander folgende Geraden 

kopunktal => ]* ßjk:"'ajak(j ,je kA j,ka1, •• 4). 
s12 f s23 (sonst wären a1 ,a2 ,a3 kopunktal), 
s23 * s34 (sonst wären a2 ,a3 ,a4 kopunktal). 
Der Fall. s13 = s34 bzw. s12 = s24 ist 
möglich; daß beides zusammen eintritt, ist jedoch unmöglich. 
Es gilt nämlich: 

13 34 => 1 3 4 =>a1 ,a2 ,a3 ,a4 ko:punktal,da S "' S } a ,a ,a kopunktal} 
s12 = s24 a1 ,a2 ,a4 kopunktal aj * ak ,j * k) 
=?a1 ,a2 ,a

3 
kopunktal im Widerspruch zur Voraussetzung. 

Wir wählen die Bezeichnung so, daß z.B. s13 * s34 gilt. Die 
Geraden der Kette a1';f a2 Xa

3 
sind nicht kopunktal, daher kann 

nach Beweisschritt (III)die Gerade a2 durch a2 ersetzt 
wobei a2 durch einen beliebigen Punkt PI a 3 mit P * s13 geht; 
wir wählen P=s34 + s13 • Nach der Bemerkung zu kann man 
insbesondere so wählen, daß a2 von einer weiteren Geraden durch 
P verschieden ist; also z.B. a2 * a4 • Nun gilt insgesamt: 
a1 X a2 X a 3 71' a4 • 
Nach obiger Wahl sind a2,a3,a4 paarweise verschieden und 
kopunktal, daher kann nach Beweisschritt(I)die mittlere Gerade 
a

3 
weggelassen werden. Damit wurde die Ausgangskette zu einer 

zweigliedrigen Kette verkürzt: a1 7f a2 'f/; a4 • 

(V) Jede viergliedrige Kette a1 71' a2 ~ a 3 
~ a4 ',: a 5 

läßt sich ver
kürzen, 

Bew,von (V):Gilt a1*a4 , so läßt sich bereits die dreigliedrige 
Anfangskette a1 7{ a2,;, a 3i\ a4 nach (IV) zu einer 
Kette verkürzen. Ist dagegen a1=a4 , so gilt und wir 
unterscheiden für a3';'(' a4 7i a

5 
die Fälle 

(oc) a
3

,a4 ,a
5 

nicht kopunktal: Nach Beweisschritt (III)kann dann 
a4 durch a4 (t a4 ) ersetzt werden. Die Kette a1 'A ~ Ä 

(a1 t a4) ist nun nach (IV)verkürzbar. 
(ß) a

3
,a4 ,a

5 
kopunktal 



- 41 -

(ß1) a
3 

~ a
5

: Nach (II)kann a4 durch a4 ( t a4 ) ersetzt werden, 
und man kar..n die neue Kette nach (IV) verkürzen. 
(ß2.) a

3 
* a

5
: Nach (I)darf man a4 weglassen, und die Kette 

a
1 

X a 2 X a
3 

X a
5 

mit a1 t a
5 

ist nach (IV) verkürzbar. 

Damit ist der Verkürzungssatz bewiesen: Ist die gegebene Kette 
dreigliedrig, so ist a=a1*a4=b und die Kette nach (IV) zu einer 
·zweigliedrigen verkürzbar. Ist n+1> 4, so greift man aus der 
n-gliedrigen Kette viergliedrige Teilketten heraus, die nach (V) 
stets so verkürzt werden können, daß die Randgeraden der Teil
ketten ungeändert bleiben. Nach endlich vielen Schritten gelangt 
man zu einer dreigliedrigen Kette mit den verschiedenen Randge
raden a und b, und diese ist nach (IV) zu einer zweigliedrigen 
Kette aÄ g 7\ b verkürzbar. Falls speziell die drei paarweise ver
schiedenen Geraden a,g,b kopunktal sind, gilt nach (I) sogar a~b • 

• SATZ 1.7: In einer projektiven Ebene gibt es mindestens eine 
Projektivität eines Grundgebildes auf ein Grundge

bilde, welche drei gegebene verschiedene Elemente des ersten 
Grundgebildes auf drei verschiedene gegebene Elemente des 
zweiten Grundgebildes abbildet. Die Gruppe der Projektivitäten 
eines Grundgebildes auf sich ist dreifach transitiv. In einer 
Desarguesebene läßt sich jede Projektivität zwischen zwei ver
schiedenen Punktreihen als Produkt von höchstens zwei Per
spektivitäten zwischen Punktreihen erzeugen. 

Bemerkungen: (a) Durch Dualisierung des obigen Beweises erhält 
man den Verkürzungssatz für zwei verschiedene projektive 
Geradenbiischel. 

(b) Im Falle einer projektiven Selbstabbildung, 
z.B. oi: : P, - Pa, schalten wir eine Gerade b t a dazwischen; 
b t 3. /\ Z J. la, b A 71 : a ,t b. (l(,11 : Pa - ~b ist 
eine Projektivitiit und iX-'f/. kann nach dem Ver- ~Z 
kürzunr,ssatz als Produkt von höchstens zwei b 
Perspektivitiiten ß,t erzeugt werden: «7i 
oc 71 = ß lt =* oc • ß t ii -· • 
Man hat damit: X X« a 

Eine projektive Selbstabbildung eines Grundgebildes in einer 
Desarguesebene ist Produkt von höchstens drei Perspektivitäten. 
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1.8. Pro,jektive Kollineationen 

Wir wollen in der Gruppe aller Autokollineationen PrL(n:) einer 
projektiven Ebene gewisse Kollineationen auszeichnen. 

DEF.1.8: Eine Kollineation .e :p - 12 heißt eine projektive 
· Kollineation, wenn sie Produkt von endlich vielen 

perspektiven Kollineationen ist. 

Bemerkung: Nicht jede Autokollineation ist projektiv; jede 
perspektive Kollineation ist natürlich eine projektive 
Kollineation. 

Folp;erungen: 

Zwischenbemerkung: Ist G eine Gruppe und H c G eine Untergruppe, so 

heißt Hein Normalteiler von G, wenn gilt: '>.;/Ol. E H A'tji!i.'1fr G-;ie1,.~eH. 

1) Die Menge aller projektiven Kollineationen bildet gegenüber 
Hintereinanderausführen eine Gruppe. Diese "projektive Gruppe 
von n:" wird.mit PGL(n:) bezeichnet und ist Normalteiler der 

Kollineationsgruppe PrL(n:) von n;. 

Bew.: (I) PGL(n;)cPrL(n:): Es ist die Abgeschlossenheit von 

PGL(n:) gegenüber der Gruppenoperation und Inversenbildung zu 

zeigen. 

1 
De(. 

(a) Cl ,ß E PGL(n) => Q(, = n1 .... n:k Aß = nk+ 1 ... nn (nj sind 

perspektive Kollineationen)=*Olß = n1 ••• nknk+ 1 •••• nn und daher 

ist Olß Produkt von endlich vielen perspektiven Kollineationen, 
also 0<-ß E PGL(n:), 

(b ) -1 -1 -1 ( -1 . 
Ol = n k ••• n 1 n; j sind perspektive Kollineationen nach 

Satz 1.4) ~ oc-1 c PGL(n). 

(II)o<. E PGL(n) mit i:x = n 1 ••• nn(n:j sind perspektive Kollineationen 

mit den Achsen a.).aee PrL(n:)~<f"'n~€PrL(n).\J' AI a. mit 
J J J 

A'li?. =:A' gilt A'.:e- 4nj <I? = An: j;ie =A<ii!. =A',d.h. aj'ie•,.:aj ist eine 

Fixpunktgerade von ;ie-111:j Je und ;.::-111:jJ: daher eine perapektive 
Kollineation. Wegen .e-'ocae "' .e_., TI 1 , ••• iln ·.;e .. (~-4 n1 ae)(;ie-• 1t

2 
.e ) •• 

(~-
1 nn ae) iat ;ie-Jx,;.e ein endliches Produkt perspektiver 

Kollineationen und daher ce-"a.:.ie e PGL(n). • 
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Zwischenbemerkun5 : 

Abbildunt; lf: I-1-N; D (1)Cl1AD (f) ,i,,Rf; Sei 11
1 

eine Teil

menge von M: M
1

c M. 
Wir definieren für M1 n D (~) t ,R[ eine neue Abbildung 'flM

1 
aus 

M1 in N, welche Beschränkung (Restriktion) von~ auf M
1 

heißt, 

durch folgende Festsetzung: 

\jxEl11 f'ID ('{)) soll gelten: X<fl11
1

:= X\.j) 

(Kurz: Die Beschränkung 1111111 gibt an, wie 1f> die Elemente der 

Teilmenge 1'1
1 

abbildet). 

2) Ist die Beschränkung einer Autokollineation .e von rr auf eine 

Punktreihe ,p.g projektiv, so ist die Beschränkung von ce auf jede 

Punktreihe projektiv. 

Bew.: ~e-PrL(n)und ~l'P,gs:<€,g ist eine Projektivität ~g-,P,g.f."• 

Sei h Euj und h + g, so gibt es nach Satz 1. 7 sicher eine Projek-

ti vitä t <X : 'P.g -- 'flh. Für alle Punkte X' E. ,P. ga:* gilt dann 

X';ie-
1

ix.<€.f,P.h~*' sodaß 3'?.-
1

cx.;ie eine Abbildung ß: ,Pgaz,-;;-,P,h~· be

sti=t. Nach Def.1,7 ist~ Produkt von endlich vielen Perspek

tivitäten nj zwischen Punktreihen; ist fa, die Definitionsmenge 

von rr J., so ist ae-1 
nJ. ae 112 B., • wieder eine P~rspekti vi tä t und damit 

-~ 1 < 1~ 
ß „ ;ie- ex. .e. ,P'Jie•wegen ae- o< ae = Ji 

-1 -1 -1 . /4 
"'JI" n1···1tnze.'" ~ rr1:,e.'32.. n2ae.... / 0i ~ 

-1 p ••• ae nn~ eine Projektivi-

tä t. Für jeden Punkt Y E tlh gilt ! 
-1 -1 -1 ß Jr; somit Y2€.uYtx .ie.:e a.2R_,.yo,_ -ae. , 
-1 ß d.h. ;iel'f2h= o,;.. cl2.g ist als Pro-

dukt von Projektivitäten selbst 

projektiv. • Bemerkung: Durch dualisieren des Beweises erhält man die analoge 
Aussage für a€. l(JA, 

3) In einer Desarguesebene läßt sich jede Projektivität einer 

Punktreihe auf eine Punktreihe zu einer projektiven 

Kollineation der Ebene fortsetzen. 

Bew.: Es genügt zu zeigen, daß eine Perspekti vi tä t lx'. : --j2 a - ,P. b 

mit a + b sich stets zu einer perspekti ven Kollineation fort-
z 

setzen läßt. Ist Z das Zentrum von axb 1 so existiert in rrDe nach 
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Satz 1.5 genau 
und X -xoc(X * 

.:ie 112a = o<. • 

eine Elation '112 mit dem Zentrum Z, der Achse Z.ab 
ab), und es gilt trivialerweise 

z/ 
/ \·, 

Bemerkung: (a) Nach obigem Beweis und 1.7 kann/ 
1 

auch eine projektive Selbstabbildung einer · 
Punktreihe stets zu einer projektiven 
Kollineation fortgesetzt werden. 

b 

)( 

(b) Dual hat jede projektive Abbildung eines 
Geradenbüschels auf ein Geradenbüschel immer Platz in einer 
projektiven Kollineation ;ff': (-iJ Oj • 

4) In einer Desarguesebene ist eine Kollineation genau dann 
projektiv, wenn ihre Beschränkung auf 
Projektivität ist. 

Bew.: (o.B,d.A. für eine Punktreihe) 

eine 

(1) Die Beschränkung einer perspektiven Kollineation auf ihre 
Achse ist die Identität, also eine Perspektivität; nach 2) ist 
daher die Beschränkung einer perspektiven Kollineation auf jede 
Punktreihe projektiv. Da eine projektive Kollineation Produkt 
von endlich vielen perspektiven Kollineationen ist, ist auch 
ihre Beschränkung auf jede Punktreihe projektiv. 

(2) Sei ae: p -p, eine Kollineation und für eine Punktreihe p 9 

sei .eij,19 eine Projektivität ]Ol E PGL(x) mit ocl ~ 
=} ael,P.s, 0C

1 l~9re•~(ce,O(.. - 4 )112 9 = 1.. Die Abbildung 

;)e0(.-
1 läßt also jeden Punkt X auf g fest, d.h. 

~0(.-
4
,.: ß ist eine perspektive Kollineation. 

at "' - ~ = 13 =:> i'R. " /', x mit ot. ,ß 1 ( PGL (X) 
il€=ßoc EPGL(r.). 

5) Die projektive Gruppe PGL(nDe) einer 
viereckstransitiv. 

ist 



- 45 -

"Viereckstransitiv" soll heißen: Zu je zwei gegebenen Vierecken 
Aj und A) (j = O, •• 3) gibt es mindestens eine projektive Kolline
ation ae, PGL(n""')mit AJ?f:. =Aj (j=Ö, .. 3) (I.a. existieren jedoch 
mehrere projektive Kollineationen mit der gewünschten Eigen
schaft). 

Bew.: (1) Setzen wir A
0

A1 .A2A
3

=A und A~A1.A2A3=A', so sind 

A
0

,A1 ,A bzw. A~,A1,A' pw. verschieden, da z.B. A
0

,A2 ,A3 nicht 

kollinear sind. Nach Satz 1.7 existiert in rrDe eine Projekti

vität, welche A
0
'-A~, A1 >-A1, A 1--A' leistet und nach 3) 

läßt sich diese zu einer projektiven Kollineation ü fortset

zen. Wir können also o.B.d.A. A~ "'A
0 

I\ A1 „ A1 I\ A' .. A voraus

setzen und schreiben i.f. für A2 6"" bzw. A3ö wieder ,A2 bzw. A3 • 

(2) Ist A2A3 + A2A3, so 

auch A2 A2 + A
3

A3. Dann existie!'t 

eine perspektive Kollineation ex, 

mit dem Zentrum Z:= A
2

A2.A
3

A3 
und der Achse A

0
A1, die 

A2 ,_.._A2 leistet. 

Wegen der Vervollständigung 

einer perspektiven Kollineation 

gilt auch A
3 

,..._ A3 und daher 

führt die perspektive Kolli

neation o<., das gegebene Ur

viereck in das gegebene Bild

viereck über. 
A-A' 

(3) Ist A2 A3 = A2A3, so wenden wir eine beliebige 

perspektive Kollineation ß an mit der Achse A
0

A
1 

und einem 

Zentrum Z X A2 A3 , Setzen wir dann Ai!i bzw. A
3

ß wieder A2 bzw. 

, so liegen die Voraussetzungen von (2) vor. 

Die Kollineation ae: = 00\'. bzw. oe : = <rßl)(, ist nach Konstruktion pro

jektiv und leistet Ajt-Aj (j•0, •• 3). 

• 



SATZ 1.8: Die projektiven Kollineationen einer projektiven 
Ebene~ bilden die projektive Gruppe PGL(x), welche 

Normalteiler der Kollineationsgruppe PrL(x) von :;r ist. In einer 
Desarguesebene ist eine Kollineation genau dann projektiv, 
wenn ihre Beschränkung auf ein Grundgebilde eine 
ist, und jede Projektivität läßt sich zu einer projektiven 
Kollineation fortsetzen. Die projektive Gruppe einer 
ebene ist viereckstransitiv. 

1.9. Der Fundamentalsatz 

Nach Satz 1.7 ist PGL(,p_aj in jeder beliebigen projektiven 
Ebene dreifach transitiv. Wir wollen ermitteln, unter welchen 
Voraussetzungen genau eine Proj ekti vi tät existiert, di.e vorge
gebene Tripel zuordnet. Nach Satz 1.8 ist PGL(x~,) vierecks
transitiv. Unter welchen Voraussetzungen gibt es zu vorge
gebenen Vierecken g;nau eine projektive Kollineation, die 
die Ecken zuordnet . 

DEF.1.9 a: In einer projektiven Ebene X ist der Fundamentalsatz 
(FS) gültig, falls gilt: Eine projektive Abbildung 

einer Punktreihe auf sich, die drei verschiedene Fixpunkte 
besitzt, ist notwendig die Identität. 

Bemerkung: Wir bezeichnen eine solche Ebene i.f.mit xF~· In 
einer solchen Ebene ist jede projektive Selbstabbildung eines 
Geradenbüschels mit drei verschiedenen Fixgeraden die 
Identität, wie man durch Übergang zu einer perspektiven 
Punktreihe sofort erkennt. 

Folgerunr;en: 

1) In jeder Jr FS gilt: PGL(-P,a) ist scharf dreifach 
d.h. zu A,B,C 1€ P.a (pw.verschieden) und A' ,B' ,C' lep,3 (pw. 
verschieden) existiert genau ein oc E PGL(fla) mit AIX. =A', BOI. mB', 

C Ol =C'. 

Bew.: Seien <X,ß 16 PGL(,P.a)mit Aor. .,Aß "A', BOl'. .. Bß"'B', Ca=ClhC' 

=>0c:ß"i!PGL(,p.,.) (nach 1.7). Außerdem gilt: A01.W1 =A'ß- 4 =A, 
B0<.ß-\,B 1 /3-• -B, C01.W4 =C'ß-.-i =C, d.h.oc/r~ hat drei verschiedene 

FS 
Fixpunkte -t 01.ß-4 „ 1.. ~ oc.., ß • 
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z 2) Ist iX- eine Perspektiv'i.tät:,P.o. * 'Pb (a * b), so 
1st der Schnittpunkt S:= ab nach Definition 
selbstzugeordnet: So<,cS(vgl. 1.7). 

9 b 

Ist oc:,Pc. -- ,p. mit a "b eine Projektivität und 

der Schnittpunkt S = ab in oc selbstzugeordnet, so 

ist /)(. in rcFS notwendig eine Perspektivität. ~-
Bew.: X,Y,Sl•;.j:la. (pw. verschieden)=tX0<., Yc<., SIX,cSjc,Pb 

l. 
(pw. verschieden)=} .3 • Z: .. XXoc. YY oc • Die Perspekti vitä t ß: 'Pa. ~ 'f.2 0 

z leistet: Xß =Xo<,J 
FS · . Yf.> -cYo<. =9 oc =13, d.h. oc ist eine 

Sß =S~ Perspektivität. 

a • 
3) Ist in einer projektiven Ebene X eine Projektivität zwischen 

zwei verschiedenen Punktreihen mit selbstzugeordnetem Schnitt

punkt stets eine Perspektivität, dann gilt FS (Umkehrung von 

Folg, 2) ) • 

Bew,: (pw.verschieden); o-.E PGL(pa) mit Ao-=A, BG'=B, 

Co=C.]bEq),1 mit b + a /\ ]Z•,P. mit Z J.I a,b. 
z 

Die Perspekti vi tät oc: ·R, ,q2. leistet: 

(A~)« =A, (Ila)cx. =Boc, (Ccr)oc =Coc. 

Die Abbildung ß: = Cf/X- : P.a ( - -R,.) - 'j2b ist 

0 
eine Projektivität und besitzt den selbst-

-~--<i-----0:--=-B•BfY Cw(i\ zugeordneten Punkt A; ß ist daher nach Voraus-

setzung eine Perspektivität =,q es= ßOl-• ist Produkt von zwei 

Perspektivitäten. Die Perspektivität oc-
1

hat das Zentrum Z 

(Der.von oc ); das Perspektivitätszentrum Zvon/3 muß mit B undBß 

(=Be,°' =B.x,) bzw. C und Cß(=C0<.) kol1-inear sein=* Z=Z =*oc und ß sind 

Perspektivitäten mit demselben Zentrum=9 ex =ß~C>=ßoc-" = 0(.0(,-
1 = 1... 

Bemerkung:Die Folgerungen 2) und 3) können durch Dualisieren 
der Beweise auf projektive Geradenbüschel übertragen werden • 

4) Jede 7.Fs ist eine Pappusebene und umgekehrt (FS<=;>PP). • 
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Bew.: (a) Voraussetzung:Jrps· 

/ Wir nehmen in :Ti:s ein beliebiges 
6 1 Sechseck 1 ••• 6 an, dessen Ecken die 

Voraussetzungen von PP erfüllen, ohne 
daß PP trivial gilt (vgl.1.6) und 
setzen A:=16.34, B:~12.45, C:=23.56, 
P:=16.45, Q:=34.56. Wir definieren eine 
Proje

1
ktivitä

3
t oc: p 45 - ,p,

56 
durch: 

f-2 \r 7(. ,p ,. ~ f2 n, mit: 4 i- 4 .._...Q, 

Br-2 ..-c, P t--6 ,-...6. Bei 0<. gilt auch 
5,-..._s 1--5, d.h. der Punkt 5 ist 
unter oc selbstzugeordnet; da nach 
Voraussetzung FS gilt, ist 2 

richtig, d.h. oc ist eine Perspektivität. Die Verbindungsgeraden 
von in oc zugeordneten Punkten müssen daher durch ein Zentrum z~ 
gehen: z~ =4Q.P6=A (nach der Inzidenztabelle). Ebenso muß auch BC 
durch Z«"'Agehen, d.h. A,B,C sind kollinear, womit PP bewiesen 
ist. 
(b) Voraussetzung: Xpp• 

Nach Folgerung 3 genügt es zu zeigen: Sind zwei verschiedene 
projektive Punktreihen a1 , a 3 so zugeordnet, daß ihr Schnitt
punkt selbstentsprechend ist, so ist die Zuordnung stets eine 
Perspektivität. PP~De-Verkürzungssatz 1.7 ist richtig, 
d.h. Ra, 7\ P.a

3 
kann als Produkt von höchstens zwei Per

spektivitäten beschrieben werden: a1x a 2 ii"a 3• Wir unterscheiden: 
Fall 1: a1 ,a2 ,a3 sind kopunktal: nach Beweisschritt I zum 
Verkürzungssatz (vgl.1.7,Folg.3) kann man das Mittelglied 

weglassen, also gilt: a1xa~, wie behauptet. 

Fall 2: a1 ,a2 ,a3 sind nicht kopunktal, wobei der Schnittpunkt 
S:-a1a3 bei dem Produkt der beiden Perspektivitäten X 
festbleibt. Damit liegen genau die r.zunuPn von 

vor und in einer PP-Ebene ist dieses Produkt von zwei 
tivitäten eine Perspektivität. 
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Bemerkungen: (a) Wir schreiben i.f. daher xpp statt JrFS. 

(b) Die Aussage FS-=} PP gehört zum klassischen 
Bestand der projektiven Geometrie, Die Umkehrung PP =>FS wurde 
um die ,Te.hrhundertwende zuerst von N. WIENER vermutet und dann 
von F. SCHUR bewiesen. 

5) In jeder xpp gilt: PGL(Xpp) ist scharf viereckstransitiv, 
d.h. es gibt genau eine projektive Kollineation, die ein ge
gebenes Ur- in ein gegebenes Bildviereck überführt. 

Bew.: Aj und Aj (j=0,.,3) seien die gegebenen Vierecke • 
.FS~PP~De=*Satz 1.8 gilt: Es existiert mindestens ein 

;iz€ PGL(x) mit Ai~= Aj (j=0, •• 3), 
(a) Ist speziell Aj=Aj (j=0,.,3), so3*A:=A0A1 .A2A3 und es 
gilt A?e = A, denn die Geraden A0A1 und A2A

3 
bleiben dann unter 

einzeln fest =.i2l,P,A.A, ist nach Satz 1.8 eine Projektivität 
und diese besitzt drei verschiedene Fixpunkte, nämlich A0 ,A1 ,A 

=c, Dann ist~ nach Definition eine perspektive 
Kollineation, welche außerhalb der Achse die beiden verschiede
nen Fixpunkte A2 ,A3 besitzt, also nach 1.4,Folg.2 (da in Xpp auch 
De gilt) die Identität. 
(b) Sind ae1 , :J?. 2 1 € PGL(:irpp) zwei projektive Kollineationen mit 
Aj~1=AJ~2=Aj (j=0,.,3), so läßt ~1~ 1 die Punkte A0 ,A1 ,A2 ,A3 
einzeln fest und ist daher nach (a) die Identität. Dann folgt 

aber <l:'.1=~· • Bemerkung: Aus obigem Beweis folgt: Läßt eine projektive Kolli
neation ~: Jrpp - x,, die Punkte eines Vierecks einzeln fest, so 
ist sie notwendig die Identität. 

6) Jede projektive nicht perspektive Autokollineation einer 
PP-Ebene besitzt entweder drei nicht kollineare Fixpunkte oder 
zwei verschiedene Fixpunkte oder einen Fixpunkt oder keinen 
Fixpunkt. Kollineationen vom ersten Typ existieren in jeder -1rpp 
der Ordnung größer drei, Kollineationen vom zweiten Typ in jeder 
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Jrpp der Ordnung größer zwei, Kollineationen vom dritten Typ in 

jeder Jrpp• 

Bew.: (1},:;e E PGL(:.:rP). Je 'l L = es existiert kein Viereck von 

Fixpunkten. Weiters kann nach Voraussetzung auf der 

geraden von zwei verschiedenen Fixpunkten kein dritter Fix

punkt liegen, da sonst nach dem FS diese Verbindungsgerade 

punktweise festbleibt und~ eine perspektive Kollineation ist. 

Es existieren also höchstens drei nicht kollineare 

(2) Voraussetzung: Ttpp von der Ordnung N > 3 • 

F
0

,F 1 ,F 2 nicht kollinear; wegen N>2 existieren 

Punkte X,X' mit F
0 

,F1 ,X,X' pw. verschieden 

und kollinear, sowie Punkte Y,Y' mit 

F
0

,F 2 ,Y,Y' pw. verschieden und kollinear. 

Wegen N>3 kann XY'.X'Y J. F1 F2 vorausge-

setzt werden. 
X' -----

• Homologie 0(. t L, mit Zentrum F
0 

, Achse F1 und X- Xoc =X 

] * Homologie ß t L mit Zentrum F
2

, Achse F
0 

F
1 

und y ,___ Y ß =Y'. 

cd3 =:ce c: PGL(1tpp) mit Fj':e, =Fj (j=0,1,2) nach 

a:4L, da Xocß =X'4'X;cJ: besitzt daher sicher keinen weiteren 

Fixpunkt, der mit F 
0

,F 1 ,F 2 zusammen ein Viereck bestimmt Auch 

auf FjFk(j + k) liegt kein weiterer Fixpunkt, da sonst ~I 
nach FS: dies ist für F

0 
F1 und F1 F2 nach Konstruktion nicht 

der Fall und stimmt auch für F 
0

F2 nicht, da sonst Y'ac 13 =Y' 
gelten müßte; wegen XY'. X' Y J. F

1 
F2 ist aber Y 'oc t Y und damit 

Y 10(. ß ,+ Yß =Y'. Die projektive Kollineation c12 besitzt also genau 

die Fixpunkte Fj (jm0,1,2). 

(3) Voraussetzung: ITpp der Ordnung N > 2. 
F 

O 
+ F 1' Wegen N > 2 existieren Punkte ' mit F

0 
, F

1 
, 

pw. verschieden und kollinear; sei f,sGJ mit F 
O 

I f A f + 
J * Homologie Ol,J< L mit Zentrum F

1 
, Achse f 

und X,___ Xcx :X'. 

J * Elation /3 tL mit Zentrum F
0

, Achse F
0 

F
1 

und Y ,__ Y i3 "'Y ' mit F , Y , Y ' 1 * /\ F , Y , Y ' 1 I f • 
0 0 

r• 

cx,J!J ..,: ae E: PGL( TCpp) mit F~~ =F/j=o, 1) 

und ~, F 
0

F '1 ,+ l, , da X"'- ß "'X 4 X gilt; auf F',, X ~ 
F
0

F1 liegt also kein weiterer Fixpunkt. Ebenso liegt 

)(' 

auf ! nur 
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der Fixpunkt F
0

, da bei 6 auf f nur F
0 

festbleibt. 
Für einen Punkt P J.. F

0
F1 , P J_ f ist stets P 4' P1>, und P,PC\.: , F1 

kollinear sowie PCI'.. 4' P"-ß und Pc,:,, PC\.ß , F
0 

kollinear; für 
P=Pc, n, müßten P,F

0 
,F1 kollinear sein im Gegensatz zur Vor

aussetzung für P. Die projektive Kollineation~ besitzt also 
genau die Fixpunkte F

0
,F1 • F ', 

',, p 
Voraussetzung: TCpp· ;c.:_ _,,,, 

F,A,B nicht kollinear und fE:('JF mit A,B/t f~ -~ 

] • X:=f .AB. In µf existiert nach Satz 1.2 _ ~J
0
·--~·-.... -~~-

sicher ein Punkt X' *· /x,F. - --= X P°'ß P« 
]• Elation 0cit., mit Zentrum F, Achse FA und x-XD:.=X'. 

] • Elation ßH mit Zentrum X, Achse f und A r--A 13 = B. 
x ,3 =:2€ c PGL(rcpp) mit F~ =F. Da f beiß Punktfixgerade ist 

und bei et nur den Fixpunkt F trägt, bleibt bei a: außer F kein Punkt 
von f fest; analoges gilt für die Punktreihe FA. Ist P J.. f, 

P 'J. FA, so ist P t P.:x. und P,P"-, F kollinear sowie Pcx. ,1, Pod3 
und Px, P,.t/3, X kollinear; für P = P,:x.ß müßten P,F,X kollinear 

sein im Gegensatz zur Voraussetzung für P. Die projektive 
Kollineation ,.e besitzt also genau den Fixpunkt F. 

(5) Ein Beispiel für eine projektive Kollineation ohne Fix

punkt im Minimalmodell liefert die Permutation &3 
2 3 1+ 5 6 7j 
5 6 2 3 7 1 man prüft leicht nach, daß 7 6 

dabei kollineare Lage erhal t,m bleibt. • 
1 5 2 

Bemerkungen: (a) Eine projektive Kollineation ohne Fixpunkt 
ist nicht in jeder PP-Ebene möglich (siehe später). 

(b) In einer PP-Ebene der Ordnune; zwei ist jede 
projektive Kollineation, die zwei verschiedene Fixpunkte be-
sitzt, notwendig persyektiv, da der einzige weitere Punkt auf 
der Verbindune;sgeraden der beiden .l!'ixpunkte notwendig ebenfalls 
Fixpunkt ist. In einer PP-I:,oene der Ordnung zwei ist jede projektive 
Kollineation, die drei nicht kollineare Fixpunkte besitzt, 
notwendig die Identität, da der einzige weitere Punkt, der 
mit den Fixpunkten ein Viereck bildet,notwendig ebenfalls 
ein Fixpunkt ist. In einer PP-Ebene der Ordnung drei ist jede 
projektive Kollineation mit drei nicht kollinearen Fixpunkten 

da in der Bezeichnung des obigen Beweisschrittes (2) 
Y''°" =Y und damit Y'cx.ß =Y', also c12./f2F

0
F,.=l gilt. 
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SATZ 1.9: Die projektiven ~oenen, in denen der Fundamentalsatz 
gilt, sind genau die Pappusebenen. In einer Pappus

ebene ist die projektive Gruppe eines Grundgebildes scharf 
dreifach-transitiv und die projektive Gruppe der Ebene scharf 
viereckstransitiv. 

Bemerkung: Wie wir später sehen werden ist PAE eine PP-Ebene, 
daher gilt nach oben in PAE auch FS. 

?) Eigenschaften von Projektivitäten in PP-Ebenen. 

(I) Wir wollen eine Methode angeben, wie in :ir,, eine nicht 
perspektive Projektivi tät f.( : 'Pa - P.b (a ,+, b) unter Be
nützung einer "Projektivitätsachse" vervollständigt werden kann. 

Die "kreuzweisen" Verbindungsgeraden X. Yor.. und Xoc. Y mit X, YI" 
X* Y treffen einander auf einer Achse (Projektivitätsachse). 

Bew.: Wegen PP ~FS « durch A,._AOI.. (+ S:,,a.b), B -BO(_ 

C >--CO(_ eindeutig besti=t. wir 

halten A fest, während X in ,Pa 
0( 

variiert: ~Aoilf p a 7\ p b 7\' ~ 7\ 

Der Büschelstrahl AA~ ist iu dieser 
Projektivität selbstentsprechend ~ 

~t]AJG]A ~ eine Perspektivitäts
achse p €~,auf der einander Gr- und 
Bildstrahl stets treffen. Sei Y~ 

mit A,X,Y pw. verschieden; Yoc kann bei bekanntem p unter Be
achtung von AYrx .AO(_ Y I p konstruiert werden. 

Aus dem PP-Schema[~- X Y ) folgt: 
;w.. X"'- Y o<. 

~· Ip 

AYrx. .AixY, 
Ip 

XYoc .XIX.Y sind kollinear} 
=xYiX.XP<.Yip. 

-. r 
Bemerkungen: (a) Wählt man speziell X=S, so 
liefert die Konstruktion von Soc gemäß obiger 
Kette: So<. =p. b. Ebenso erkennt man durch umge
kehrtes Durchlaufen der Kette: T: =p. e, ==> Toc =S. 
p ist also die Verbindungsgerade des Bild-
und Urpunktes des Schnittpunktes der beide~ Geraden 
Perspektivität, so ist TE -P.a stets verschieden von 

(Ist "'-
$oc 1= 1,lc. 
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(b) Dual: Zu zwei verschiedenen projektiven nicht 
i ven Geradenbüscheln (~A r- (,~ e, existiert 
ektivitätszentrum P" und es f,';ilt: 

x.yoc, y.x~ und P liegen kollinear. P ist der A 
Schnittpunkt des Bild- und Urstrahles des 

Strahles der beiden Büscl1el. 

( Wir wollen die projektiven Selbstabbildungen 
s Grunde;ebildes in einer :Jrpp genauer unter

suchen. PP=> FS =!> eine nichttriviale projektive Selbstabbildung 
OL (., 1, ) eines Gn.ndgebildes hat höchstens zwei verschiedene 
Fixelemente. 

DEF.1.9 b: Eine projektive Selbstabbildung eines Grundgebildes 

in einer Pappusebene heißt 

"hyperbolisch", wenn sie genau zwei Fixelemente besitzt; 

isch", wenn sie genau ein Fixelement besitzt; 

"elliptisch", wenn sie kein Fixelement besitzt. 

Ist von einer pl'oj ekti ven Selbstabbildung oc • L einer Punktreihe· 

in Fixpunkt F bekannt, sö kann ein zweiter Fixpunkt 

konstruiert werden, der jedoch nicht notwendig von F verschieden 

ist. s 

Bew.: a:: 'j:2,,.- 'Rr ist nach Satz 1.9 durch 

F-F'=F, A-A', B-B' (mit F,A,B bzw.F',A', 

B' paar,;eise verschieden)eindeutig festge-

1 e gt ; o • B. d. A. sei A ,j, A ' • :J g e C;j mit _G_•o«G»"'' -· -o+:-Q-+--:--::--""'.
8
~ 

F I g I\ g * r,] S, S * !E. ')'.)9 mit S, S", F / 
paarwei:3e verschieder,. 

Wir projizieren r (X, ••• ) aus S bzw. 

', ••• ) aus 8* und erhalten (vgl. 

Figur): f,a,b ••• )i\"r (F,A,B ••• )% 
F' ,A', B ' ••• )As• ( f', a', b' ••• ) => S( f, a, b ••• ) 7\ 

s•(f' ,a',b' ••• ). Der gemeinsame Strahl f=f'=g der beiden Büschel 

ist selbsti:rntsprechend=a>S(f,a, b .•• ):ol' S*(f' ,a', b '· •. ) wegen 

Fole;.3=> 3Perspektivitätsachse p, auf der sich a,a' und b,b' 

treffen; wegen A *' A' ist p * r. 1'1an kann also oc so beschreiben: 

F,A,B ••• )~ S(f,a,b ••• )~ S*(f',a',b' ••• )?i" r(F',A',B' ••• ). 

Der Punkt G:~p.r ist der weitere Fixpunkt von Ol I wie man durch 

Durchlaufen der neuen Kette für oc erkennt. 

• 
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Bemerkung: Dual kann in R(f,a,b: •• )~ R(f'=f,a',b' ••• ) der 
weitere Fixstrahl konstruiert werden. 

(III)Existenz von hyperbolischen, parabolischen und elliptischen 
Projektivitäten. 

(a) Hyperbolische Projektivitäten existieren in jeder 
ebene der Ordnung größer zwei. 

Bew.: Nach Satz 1.9 ist PGL(f.<.J scharf dreifach transitiv. Durch 
F-F'=F, G,__G'=G, A>-A'(4' A) (F,G,A bzw. F',G' 'pw. ver
schieden) ist eine Projektivität 0(.4' L eindeutig festgelegt. Diese 
hat höchstens zwei Fixpunkte, die nach Angabe in Fund G liegen 
===;>a:, ist hyperbolisch. 

(b) Parabolische Projektivitäten existieren in jeder projektiven 
Ebene. 

Bew.: Wir kehren die Konstruktion des zweiten Fixpunktes in ( 
um und wählen drei pw. verschiedene Geraden r,f,p durch einen 

r 

-----

s gemeinsamen Punkt F. _3S,S*IE,P.f mit 

f 
F,S,S* pw. verschieden. Die Abbildu~g 

----p ß: 11,,-- - ,P.r mit ,P..(X)'il' ({js ~ ,Pplf (,h•Jf f.2.r(X') 

ist eine Projektivität mit F als Fixpunkt. 
X Fist der einzige Fixpunkt, da für einen 

Fixpunkt G=G' nach Konstruktion GI p gilt 
s• und wegen p * r dann G=F folgt. 

,3 hat also genau den Fixpunkt F, d.h. /3 ist parabolisch. 

Bemerkungen: (a) Über die Existenz von elliptischen Projektivitäten 
können wir jetzt noch keine Aussage machen. Wir werden später 
sehen, daß es Pappusebenen gibt, in denen elliptische Projektivi
täten existieren, und solche, in denen keine elliptischen 
Projektivitäten existieren. 

(b) In gewissen projektiven Ebenen, die nicht 
pappussch sind, gibt es nichttriviale Projektivitäten, die 
sogar unendlich viele Fixpunkte besitzen. 
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1.10. FRnoebenen, harmonische Lap;e.-1 harmonische Homologien 
uMpro,fiilitive Involutionen 

Sei 1,2,3,4- IE,P.. ein Viereck (vg.1.1 ). Nach i 1 sind die folgenden 

X p 

Geraden eindeutig bestimmt: 
p: =12, q: =13, r: =14-
p: = 34 t q:=24, r:=23 ("Seiten 
ecks" ). 

des Vier-

(a) Die Viereckseiten sind paarweise 
verschieden (ind.: o.B.d.A. p=p bzw. 
p=q; im ersten Fall sind 1,2,3,4 
kollinear, im zweiten Fall 1,2,3: Wider
spruch). 

Ein Paar von Seiten heißt "Gegenseitenpaar", wenn diese beiden 
Seiten gemeinsam alle Vierecksecken tragen. Nach i 2 ist der Schnitt
punkt von j~ zwei Gegenseiten eindeutig bestimmt: X:=p.p, 
Y:=q.q, Z:=<r,r; diese Punkte heißen "Diagonalpunkte des Vier
ecks". 

(b) Die Diagonalpunkte sind von den Vierecksecken verschieden 
(ind. :o.B.d.A. x„1 ~ 1 I p .~ 3, 4, 1 sind kollinear: Wider
spruch). 

(c) Die Diagonalpunkte sind paarweise verschieden 
(ind.:o.B.d.A. X=Y~Y-X Ijp,p,q,q""*'X=p.q=1: Widerspruch zu (b) ). 

Wir geben der konstruierten Figur einen Namen: 

DEF.1.10 a: Ein vollständiges Viereck besteht aus den vier 
Punkten eines Vierecks, den sechs Seiten und den 

drei Diagonalpunkten. 

(d) Die Verbind.ung zweier Diagonalpunkte heißt eine "Diagonal
sei te". Es gilt: Eine Diagonalseite ist von allen Vierecks-
sei ten verschieden (ind. :o.B.d.A. XY=ti ==l> Y I p. Wegen Y I q =ll y„1 1 
da nach(a) gilt ptq: Widerspruch zu (b). O.B,d.A. XY=r=14. Wegen 
(b)~ 4- I 1X=12: Widerspruch). 

(e) Keine Vierecksseite liegt auf einer Diagonalseite (ind.: 
o.B.d.A. 1 IXY. Da 1 IpAXIpAp=XY=91=X: Widerspruch zu (b) ). 

Aus den Inzidenzaxiomen kann man nicht erschließen, ob X1 Y1 Z 
kollinear oder nicht kollinear sind. 

DEF, 1.10 b: Eine projektive Ebene heißt Fanoebene, wenn die 
drei Diagonalpunkte jedes vollständigen Vierecks 

nicht kollinear sind. Eine fanosche Pappusebene heißt eine 
klassische projektive Ebene :Jr'KL• 
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Bemerkun@3D:(a) Es gibt nicht fanosche projektive 
Ebenen, z.B. das Minimalmodell. Das Viereck 
1,2,3,4- hat die kollinearen Diagonalpunkte 
X=5, Y=7, Z=6. 4x 

1 5 2 
(b) In einer Desarguesebene gilt: Sind in einem 

Viereck die Diagonalpunkte nicht kollinear, so ist die"°Föene 
eine Fanoebene (Sind in einem Viereck die Diagonalpunkte 
kollinear, so in jedem). 

Bew.: PGL(T:ll,,) ist nach Satz 1.8 viereckstransitiv. Da eine 
projektive Kollineation nicht kollineare bzw. kollineare Lage 
der Diagonalpunkte nicht zerstört, sind für alle Vierecke die 
Diagonal punkte nicht kollinear bzw. kollinear. • 

(c) PAE ist eine Fanoebene. In PAE sind z.B. die 
Diagonalpunkte des Einheitsquadrates zwei Fernpunkte und der 
eigentliche Mittelpunkt, also drei nicht kollinearejb 
Punkte. Da PAE nach 1.12 eine De-Ebene ist, ist ' 
PAE nach(b) eine Fanoebene. 4 x 

1 

Nach Satz 1.2 existieren in jeder Punktreihe mindestens drei 
paarweise verschiedene Punkte. Wir wollen eine Konstruktion 
angeben, welche jedem Tripel paarweise verschiedener Punkte 
einer Punktreihe einen vierten Punkt dieser Punktreihe zuweist. 

DEF.1.10 c: Sind A,B,C drei paarweise verschiedene Punkte einer 
Punktreihe ,P 9 , so heißt ein Punkt DEc'P-, vierter g 

harmonischer Punkt zu A,B,C, wenn es ein vollständiges Vier-
eck so gibt, daß A und B zwei Diagonalpunkte sind und C bzw. 

D mit je einer der beiden Gegenseiten des Vierecks inzidieren, 

welche durch den dritten Iliagonalpunkt gehen. 

Gibt es überhaupt Vierecke, welche die gestellten For1erungen 
erfüllen? Vgl. die Figur auf S.57 : Sind A,B zwei Diagonal
punkte eines Vierecks, dann ist AB=g eine Dia~onalseite; durch C 
geht eine Seite g' des Vierecks, welche nach (d) von g ver
schieden ist. Auf g' liegen notwendig zwei Vierecksecken, 
z.B. 1 und 4- mit 1 J_ gA 4 J_ g (wegen (e) )A 1 ot 4-. Durch A 
gehen zwei Gegenseiten des Vierecks, ebenso durch B. Daher 
sind 1A.4-B=:2 und 1B.4A=:3 die weiteren Ecken des Vierecks, 
welches nach Wahl von g' (t gAC I g') und 1,4 (I g'AJ_ gA1 ~ 4) 
eindeutig bestimmt ist. Nach Wahl der Hilfselemente g' ,1,4 
ist diese Konstruktion gemäß Definition 1.10 c zwingend; der 
Punkt D:=g.23 ist ein vierter harmonischer Punkt zu A,B,C, 
denn 1,2,3,4 erfüllt die Forderungen der Definition 1.10 c. 

Bemerkungen: (a) Da die Diagonalpunkte X=A und Y=B stets ver
schieden sind, muß notwendig A * B angenommen werden; aus C:A 
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würde folGen: 1 I 31- ==> 1,3,4 kollinear: Widerspruch. Wenn 
ein Viereck hineinpassen soll, muß man notwendig A B,C 
paarweise verschieden voraussetzen (vgl.Def.1.10 c). 

(b) Ist Dein vierter harmonischer Punkt zu A,B,C, 
so schreiben wir: H(A, B1C,D) (H ist eine vierstellige Relation in ,pgl. 
Nach Definition sind A,B gleichwertig, also gilt: 

H(A,B;C,D)=7H (B,A;C,D) 
und ebenso sind C und D gleichwertig: 

H(A,B;C,D)~H (A,B;D,C). 
Man darf also innerhalb der Paare vertauschen und es ist 
sinnvoll zu sagen: "Das Paar (C,D) liegt harmonisch zum 
Paar (A,B)". 

Folgerungen: 

1) In einer Desarguesebene ist der vierte harmonische Punkt 
eindeutig bestimmt (er ist also von der zulässigen Wahl der 
Hilfselemente g' ,1,4 unabhängig). 

Bew.: Wir führen die nach Definition 1.10 c angegebene 
Konstruktionsvorschrift für die Punkte A,B,C zweimal durch 
und benützen dabei verschiedene Hilfselemente g',1,4 bzw. 
g',1,4, welche auf Vierecke 1,2,3,4 bzw. 1,2,3,4 und die 
Punkte D bzw. D führen. Damit lautet die Behauptung D=D. 

A 

4 Die Dreiecke 1,3,4 und 1,3,4 

D 
g 

liegen g-perspektiv. Da eine 
De-Ebene vorliegt, existiert 
ein Zentrum Z, sodaß gilt: 1,1,Z; 
3,3,Z; 4,4,Z sind kollinear 
(vgl.1,5,F.l). Die Dreiecke 1,2,4 
und 1,2,4 liegen g-perspektiv-+ 
_3z1,-p. mit: 1,1,Z1 ; 2,2,Z1 ; 4,4,Z1 
sind kollinear. 
Wir betrachten zuerst den allgemei-

f nen Fall g''l'g'(=-* 1>1<1,4,i,4,11;,44); 
in diesem Fall folgt: Z = z1 • Man kann also sagen, die Vierecke 
1,2,3,4 und 1,2,3,4 sind Z-perspektiv; somit sind auch die 
Dreiecke 1,2,3 und 1,2,3 Z-perspektiv~ :]eine Achse g mit 

12.12=AA13.13=B liegen auf g=*g = g ""*' 23 und 23 treffen 
einander auf g ~ D=D. 

Ist die obige allgemeine Lage nicht gegeben, so wird durch 
- Jl!IZ 1/11111/r 311B - ... 

Dazwischenschalten eines Vierecks 1, ••• 4 mit 1 * 11\ 4 =t 4 /\l = 1 A 

4 + 4 A 11 +- 44" 11 'i' 44 dieser Fall auf die zweimalige An
wendung des obiRen Schlußes zurückgeführt. DieReR 
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= = Zwischenviereck 1,, •• L• mit den geforderten Eigenschaften 

existiert, da durch C eine Gerade g' +lg,g'= g1 existiert, welche 
neben C noch mindestens die beiden verschiedenen Punkte 1 und 4 
trägt. • 
2) Harmonische Lage bleibt ungeändert bei Ausüben einer be-

liebigen Kollineation :/f2 : t,L--p.,', d.h. H(A,B; C,D)~ H(Aae.,B~ ~,D~). 
In einer· Desarguesebene bleibt harmonische Lage ungeändert 

gegenüber jeder Projektivität oc : -P,g - ,P.h. 

Bew.: (a) Die Konstruktion des vierten harmonischen Punktes be

ruht nur auf Inzidenzen und solche werden beim Isomorphismus 

(ae, ,.:R.•) nicht verändert. 

(b) In nDe kann~ nach 1.8,Folg.3 zu einer (projektiven) 

Kollineation fortgesetzt werden, womit die Behauptung sofort 

aus (a) folgt. + 
3) Gilt H(A,B;C,D), so sind nach Definition A,B,C paarweise 
verschieden. A • D oder B = D ist unmöglich (z.B.: A = D ~AI 1 23, 34; 
da 23 + 34~ A = 3: Widerspruch zu b). Ist C ~ D möglich? 

Aus H(A,B;C,D) folgt in einer Fanoebene C l'D und in einer nicht

fanoschen Desarguesebene C=D. 

Bew.: (1) Voraussetzung: X ist 
fanosch=;> Z/_ XY = AB =g; 

ZI14AZJ.g~144g] 1423 .d 
9 , g Slll 

Z I 23 I\ Z J_ g ==i> 23 + g =::;> • D · · t ein reisei · 1 
Nach (a) gilt: 11+ 4 23 da Z~14.23 Jg. 
Die Ecken des zugehörigen Dreiecks, nämlich 

Z,C,D sind daher paarweise verschieden, also gilt: C * D. 

(2) Voraussetzung: X-De ist nichtfanosch. Da in X-De nach 
1) der Punkt D eindeutig durch A,B,C bestimmt ist und in einer 

nichtfanoschen Desarguesebene jedes Viereck kolline0re Diagonal

punkte besitzt, ist in der obigen Inzidenztabelle Z I IT= g und 

daher C=D. • 
Bemerkung: Nach Satz 1.2 enthält jede Punktreihe mindestens 
drei pw. verschiedene Punkte A,B,C. In einer Fanoebene gilt für 
D mit H(A,B;C,D) sogar: A,B,C,D pw. verschieden. In einer 
Fanoebene gibt es in jeder Punktreihe mindestens vier Punkte 
und daher in jedem Geradenbüschel mindestens vier Geraden (N ::i 3) .. 
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1+) Durch Dualisieren von Def.1.10 a erhält man ein vollständiges 
Vierseit, das aus einem Vierseit, den sechs Ecken und den drei 
Diaßonalseiten besteht, wobei für diese Elemente die dualen 
Inzidenzaussagen wie über das vollständige Viereck gelten. Aus 
den Axiomen einer projektiven Ebene folgt nicht,daß die drei 
paarweise verschiedenen Diagonalseiten ein Dreiseit bilden. Der 
Schnittpunkt zweier Diagonalseiten heißt eine Diagonalecke, Dual 
zu Def.1 .1Oc definieren wir: 

Sind a,b,c drei paarweise verschiedene Geraden eines 
Geradenbüschels l{jG , so heißt eine Gerade de qje 

vierte harmonische Gerade zu a,b,c, wenn es ein vollstän4iges 
Vierseit so gibt, daß a und b zwei Diagonalseiten sind und c 
bzw. d mit je einer der beiden Gegenecken des Vierseits inzidieren, 
welche auf der dritten Diagonalseite liegen. 

Wir schreiben H(a,b;c,d), wobei es nach Definition 1.10d nur 
auf die Paare (a,b) und (c,d) anko=t. Die Konstruktion von d 

erfolgt in dualer Weise zur Konstruktion 

nach Def. 1. 10 c unter Benützung von 
G' I cAG' ,i, G; 1*,4*E~G' mit 1*,4*j* c. 

5) In einer Desarguesebene gilt für die 
vier Geraden a,b,c,d eines Geradenbüschels 
genau dann H(a,b;c,d), wenn diese vier 
Geraden eine beliebige Gerade nicht durch das Büschelzentrum 
in vier Punkten A,B,C,D schneiden mit H(A,B;C,D). 

Bew.: (a) Es gelte H(a,b;c,d). Wir schneiden die vier Geraden 
speziell mit der Geraden 3• in obiger Figur und setzen a.3*=:A, 
b.3•=:B, c.3•=:C. Nach den Voraussetzungen sind diese drei 

Punkte paarweise verschieden. Die obige Figur enthält das Vier
eck G=:1, G'=:4, 1*.b=:2, 4*.a=:3 (1,2,3,4 ist ein Viereck nach 
den Voraussetzungen über die Wahl von G1 ,1•,4•), nach welchem 
H(A,B;C,D) gilt mit D:=d.3*. 
Da eine Desarguesebene vorliegt, ist harmonische Lage von vier 
Punkten invariant gegen Projektivitäten, also insbesondere 
invariant bei Übergang zu einer beliebigen Punktreihe ,P.,h ( G j_ h), 

welche durch ~G auf f-Z 5- perspektiv bezogen ist. 
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(b) Ist umgekehrt H(A,B;C,D) für die vier Schnittpunkte von a,b, 

c,d mit einer Testgeraden nicht durch das Büschelzentrum G, so 
kann D mit Hilfe eines Vierecks eindeutig konstruiert ~erde~, 
indem G als Hilfspunkt 1 fungiert. Die hier entstehende Figur 

liefert ein Vierseit 1•,2•,3•,4•, nach welchem H(a,b;c,d) gilt • 

• Bemerkungen: (a) In einer fanoschen Desarguesebene folgt aus 
H(A,B;C;D) nach 3): C * D. Nach 5) gilt mit R(a,b;c,d) in einer 
fanoschen Desarguesebene c * d und daher sind in einer solchen 
Ebene die Diagonalseiten eines vollständigen Vierseits nicht 
kopunktal. (In der obigen Figur sind für das Vierseit 1•, ••• 4* 
die Geraden a,b,G'D die Diagonalseiten) 

(b) In einer fanoschen Desarguesebene bilden die 
Diagonalpunkte X~Y,Z eines Vierecks 1,2,3,4 ein Dreieck und die 
Gegenseiten c:=2? und d:=41 des Vier- 4 
ecks und die beiden Diagonalseiten ZX 2 :a, 
ZY~:b schr1eiden die dritte Diagonal
seite XY=:g in den vier harmonischen 
Punkten A,B,C,D. Daraus und aus der 
dualen Überlegung folgt: 

In einer fanoschen Desarguesebene 
ist das Paar der Seiten durch einen 

Diagonalpunkt eines vollständigen 

C 

Vierecks (bzw. das Paar der Ecken auf einer Diagonalseite B•Y 

eines vollständigen Vierseits) harmonisch zum Paar der Diagonal

seiten durch diesen Punkt (bzw. zum Paar der Diagonalecken auf 

dieser Geraden). 

6) In jeder fanoschen Desarguesebene gilt: 
H(A,B;C,D) ~ H(C,D;A,B) 

'1.h. die beiden Paare sind gleichberechtigt). Das zweite Symbol 
ist sinnvoll, da in einer Fanoebene aus R(A,B;C,D) folgt C t D 
(Folg.3). 

Bew.: Wir konstruieren aus A,B,C den Punkt D über das Viereck 

A C D 
z . 

Analog: ,P. B.3 'ii; FAB; dabei 
die Behauptung folgt. 

1,2,3,4. ~ir projizieren ~AB aus 1 auf 

,P.23:,P.AB'li: fl.2y Nach Folg.2 bleibt da
bei harmonische Lage in kDe erhalten, 
also gilt: E(A,B;C,D)=? H(2,3;Z,D) • ... 
Analog: p.23 ~ ,P. B

3
; dabei gilt: 

R(2,3;Z,D)=? H(1,3; Z' ,B) (mit Z' :=AZ.B3). 
gilt: H(1,3;Z' ,B)~ H(C,D;A,B), woraus 

• 
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Zwischenbemerkung: 
Sei 'f: M -11 mit lf* L eine Bijektion. 'f -heißt eine "Involution~ 
wenn ~lf =.: q)

2 
"'L gilt 

(Kurz: Die Iteration einer Involution ist die Identität), 

DEF.1.10 e: Eine Homologie aePGL(Z,alZ 1. a) in einer Desargues
ebene heißt harmonische Homologie , wenn für ein 

Punktepaar gilt: H(Z,PP~.a;P,P~). 

Bemerkung: Wir schreiben kurz: H(Z,a;P,Poc). 

7) Eigenschaften harmonischer Homologien: 

(I) In jeder fanoschen Desarguesebene gilt: Jede harmonische 
Homologie ist involutorisch. 
(II) In jeder fanoschen Desarguesebene gilt: Die harmonischen 
Homologien sind die einzigen involutorischen perspektiven 
Kollineationen. 
(III) In jeder klassischen projektiven Ebene gilt:Die harmonischen 

Homologien sind die einzigen involutorischen projektiven 
Kollineationen. 

Bew.: Zu (I): (1) Gilt einmal H(Z,a;P,Poc), so gilt für alle xe,µ. 
mit X f, Z/\ X J. a: H(Z,a;X,Xoc\da: 
0( ist durch die Angabe p..._.. P!X in :JrDe 
eindeutig bestimmt 1 und man kann zu X 
den Punkt XO( konstruieren. 
Fall 1 : X t ZP • Die Punktreihen auf 
ZP und ZX werden durch das Büschel 
t W ( ) k . F.l ~A A:=XP.a perspe tiv bezogen=* 

H(Z ,a ;X ,Xcx..). 

Fall 2: X I ZP. Wir konstruieren X~ 
über ein Hilfspunktepaar Q,Q~ mit Q t ZP und wenden dann den 
Schluß von Fall 1 an. 

(2) 0( ist involutorisch, da: 
(oc) Für Xe,µ_ mit X* Z /\ X J. a gilt nach oben: H(Z,a;X,Xo<.) (*); 

gleiches gilt für X()(, also H(Z,a;Xoc,X0<ix) (!). 
Da man innerhalb der Paare vertauschen darf, folgt H(Z,a;X.X,X) 
aus (*).Zusammen mit(!) zieht dies x~x nach sich, denn in einer 
Desarguesebene ist nach Folg.1 der vierte harmonische Punkt ein-
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deutig bestimmt, 
(ß) x„z v X I a => Xoc=X ~ (X°').x.=k•X, 
Also gilt 'r;;/ xq:i: (XC()ec:=X=><X.2= l. 

Bemerkung1 In einer nichtfanoschen Desarguesebene folgt aus 
H(Z,a;x

1
xoc) nach Folg,3 dann X=X« und daher ist jede harmonische 

Homologe die Identität. 

Zu (II): Sei~ eine involutorische perspektive Kollineation 
(0(.2 = L, o<-,; L) in einer fanoschen Desarguesebene. 

Fall 1: ex ist eine involut.orische Homologie. In JrDe ist OC.E:PGL(Z,a) 
durch ·p .- PO(, eindeutig bestimmt. Wir konstruieren 
zu XE:~ mit :X: 1. a A X j. ZP auf bekannte Weise x~ 
und zu X((. den Bildpunkt (Xoc:)<X. Da (Xo:)<X- = X 

nach Voraussetzung ist, entsteht ein Viereck 1, ••• 4 
(vgl.Inzidenztabelle), für welches X und X~ 
Diagonalpunkte sind, während Z und ZX.a auf den 
Gegenseiten durch den Diagonalpunkt 14.23 liegen=> 

"[ 
110

i' H (X,X"' ;Z,a)~ H(Z,a;X,X,x)-; IX., ist harmonische Homologie. 
Umgekehrt ist jede harmonische Homologie nach (I) involutorisch. 
Fall 2: oc ist eine involutorische Elation. Wir gehen wie in 

X
· .v Fall 1 vor und betrachten das Viereck 1, ••• 4. Dieses 

0(()(.. •A• . 
•'f2,.J4 besitzt kollineare Diagonalpunkte im Widerspruch 

Bemerkung: Nach Fall 2 gilt: In einer nichtfanoschen 
Desarguesebene ist jede Elation involutorisch. 

Zu (III) :Sei ae eine involutorische projektive Kollineation (~'-·l, 

aet L) in einer :Jr Kl. 

JeH ~ 3Aef.l rait A?Je. ~ A. 
vs 

A*=:B, B~= (A~)ae „ AL=A. 
(AB).e•=A.:R.B;it= BA „ AB, d.h. ~1~.

8
ist 

eine projektive Selbstabbildung. 
Je qi A qµAB mit C~,i, C 
(ind.:\f Ce,µ mit cipAB gilt Cae= C-+ 
3 D I CA mit D • il AB" D + C mit D i1!. = D , 
und daher 

C•C1t 

D•Dat. 
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ist (CD)ae*=CD. Für A=AB.CD ergibt sich A;f!. =(Ax.füe). (GR_.b;f!_)=BA.CD=A 

im \Jiderspruch zu AoQ,I, A). C'J.:AJ3zjC3e J.AB. 

Für C und D:= C;ie gilt wie oben: (CD)ai:*= CD. Weiters bilden A,B,C,D 

notwendig ein Viereck(A,C,D bzw. B,C,D kollinear führt wie oben 

zum Widerspruch A;i;.=A bzw. B;ie.=B;CJ.AB; DJ.AB, da CJ.A.ie-'B~-··BA), 

Die Diagonalecken F,G,H dieses Vierecks sind paarweise ver

schieden und es gilt: F:=AB.CD=9 F~=A?e&.C.Jlill;e=BA.DC=F, 

G:=AD.CB=;) GR.=BC.DA=G, H:=AC.BD~ fü .. =BD.AC=H, d.h.F,G,H sind Fixpunl:.,

te,3•L:=GH.AB und es gilt Lt I G,H (ind. z.B.:L=G=*A,B,D 

kollinear: Widerspruch). LbG,dI:e. A>-'.B-=GH. BA=L. 

~ I !1-GH ist eine projektive Selbstabbildung mit den drei paar

weise verschiedenen Fixpunkten G,H,L; also gilt nach FS: aelp_.6H "'L, 

d.h. <R. ist eine perspektive Kollineation, die nach Voraussetzung 

'"' involutorisch ist ~ ;ie, ist eine harmonische Homologie. 

DEF.1.10 f: In einer klassischen projektiven Ebene heißt eine 

involutorische Projektivität einer Punktreihe ,p 9 
auf sich eine projektive Involution von 'Pg. 

8) Eigenschaften projektiver Involutionen in nK1 : 

(I) Eine projektive Selbstabbildung oc : P-g- ,P.g ist genau 

dann involutorisch, wenn ein Paar verschiedener Punkte 

"vertauschbar zugeordnet" ist :Aoc =B /\ BOl =A /\ A * B • 

(II) Eine projektive Involution ist entweder hyperbolisch oder 

elliptisch. 

(III) Die hyperbolischen projektiven Involutionen sind genau 

jene Abbildungen ~g-fg• welche zwei verschiedene Punkte fest

lassen und die anderen Punkte so zuordnen, daß jedes Paar zuge

ordneter Punkte zu den Fixpunkten harmonisch liegt. 

(IV) Eine projektive Involution ist durch zwei verschiedene 

Urpunkte A,B und zwei verschiedene Bildpunkte A' ,B' mit A'1'B 1 
/\ 

A' * B eindeutig bestimmt. 

,r,9 

Bemerkung: :7t' Kt ~ PP /\ Fano, PP*"* FS, PP =I> De. 

De/\ Fano •·10·'i' der vierte harmonische Punkt D bzgl. ABC ist 

eindeutig bestimmt und es gilt: C ,i: D. 
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Bew.: Zu (I): (a)Sei c<. eine projektive Involution (<X.L=t I\ "'- -4= L ) 

~ 3A mit Acx. * A. Wir setzen Acx.=:B=>B(X=(Aoc)oc.•Aix..2 =A1. •A, 

d.h. A und B sind vertauschbar zugeordnet, 

(b) Ol ist eine projektive Selbstabbildung A 3 A,BIE {l.g mit 

A 4' BA A °' = B II B oc = A. 1Jegen Ao<. t A ==> Q<. ,t, t • 

Weiters gilt: A ,__,. Aoc = B, B 0 -··'" B rx = A, C ,-,. C IX =:D 

(CE Rg'\.{A,BJ und i.f. fest). 1Jenden wir darauf nochmals ,x, an, 

so gilt: (AOL)oc Y;A, (BO(.)o<. '; B, (C0t. )oc =D<X.. Die Behauptung 

lautet umformuliert: C=D((.1 da nämlich mit C=Dx. die Projektivität 

ix,'- drei pw. verschiedene Fixpunkte A,B,C besitzt~ 1x:- - L. 

Ist speziell D=C, also Co<. =C ~ (C0(,)0<. = C<X, =CA (Cix..)o<. = Do<'.. ~ C = Drx.. 

Wir setzen i.f. Df:C voraus. Da A,B,C pw. verschieden sind ~-

AIX. =B, B0<. =A, CIX.. =D pw. verschieden. Da außerdem C + D ist -

A,B,C,D pw. verschieden. 

Wir definieren eine Projektivität ß: f-lg - 'P-g durch: 

]P,;p_ mit P J. g II Jg'EC-1!:o'\{g\ APfg•,..,., 
=9 3 * g": 2 PC A 3•B 1 :=g',PB. 

A 1. jg', g"A B' J_ 1 g",g. Dann definieren 
p ,_ B' 

wir ß : P-g Ji; tl g, ~ f.Z.g „ 7i' f.2g . 
Demnach leistet ß (vgl. ]'igur): 

A-A 1.,_.. p,- B, also Aß -B(-A"'-)} } 
B-B'-A",-A, also Bß :A(:B0<.) ! ix•ß ,,.. 
c-c•,-c•,-D, also Cr.i=D(=Co<.) 

D-D-C>-C, also Dß =C 

=> Di:t= Dß =C. 0 
Zu(rl) (ind.): Sei ~=P.g-f-Z.g eine projektive Involution 

(ex,'-= L" tx. • L ) mit genau einem Fixpunkt F ~ '!:/ XE ,P. "'tF\~ Xcx t X" g 
I\ Xoc+F. In :rKl3• GfP.g mit H(X,XQ;F,G) (sinnvoll, denn 

X,X.x ,F pw. verschieden; wegen Fano => F + G). Nach 1.10, 

Folg.2 ist die harmonische Lage invariant bezüglich Projektivi

täten, also auch unter"• daher gilt: 

H(Xcx., XIX.IX.·, lot, Goc:). Nach Bern. zu Def .1.10 c darf man in den 
'--X~ y 

Paaren vertauschen: 

H(X,XOi:; F,GO!'. ); zusammen mit H(X,Xoc. ;F,G)=> G=G«. Somit hat 

°' die beiden verschiedenen Fixpunkte Fund G im Widerspruch 

zur Voraussetzung. 
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Zu (III): (a) Sei~ eine hyperbolische projektive Involution 

h'.l - n (cJ. = L A ex * L ) mit den beiden verschiedenen Fix-rg 1~g 
punkten F und G. Dann wird behauptet: 't;/ X q;;i >, lF ,G\ gilt notg 
wendig H(F,G;X,Xoc). 

Ind.:3Y~p '\.tF,G3 mit (Y,Yoc) ist nicht harmonisch zu (F,G). 
g - - ) Dann existiert genau ein Punkt G mit H(Y,Yoc;F,G); wie in (II zeigt 

man G=Go:. Da in?i'Klder Satz von Fano gilt, ist nach 1.1O,Folg.3: 

F ~ G; außerdem gilt G * G nach Voraussetzung des indirekten 
Beweises. Somit besitzt~ drei paarweise verschiedene Fixpunkte 
F,G,G und ist nach FS die Identität im Widerspruch zu Dl,J,l. 

(b) Sei umgekehrt lt eine Selbstabbildung i2g - 'P-g definiert 
durch: 
( 1) X=F = Xi," : =F 

(2) X=G=* Xt :=G (mit Ff G) 

(3) VXEfl~""'-lF,G) :Xt ist.der zu X bezüglich(F,G) harmonische 
Punkt: H(F,G;X,X't' ). Ein Vergleich mit (a) zeigt, daß g- auf 'Pg 
dasselbe leistet wie a. =) oc = g-, d.h. t ist eine pro,iektive 
hyperbolische Involution. ~ 

Bemerkung:a)In jeder TI~ existieren harmonische Homologien, welche 
nach Folg. 7) involutorische perspektive Kollineationen sind. 
Die Einschränkung einer harmonischen Homologie auf einen Kollinea
tionsstrahl ist eine hyperbolische projektive Involution, deren 
Fixpunkte das Zentrum und der Schnittpunkt des Kollineationsstrah
les mit der Achse sind, In jeder TIKt existieren daher hyperbolische 
projektive Involutionen; jede solche ist durch die beiden ver
schiedenen Fixpunkte eindeutig bestimmt. Wie sich später zeigt, 
existieren jedoch elliptische projektive Involutionen nicht in 
jeder rr,:i:.. 

b) Ist speziell rr"'- endlich von der Ordnung N, so wer
den bei einer hyperbolischen projektiven Involution einer Punkt
reihe abgesehen von den beiden verschiedenen Fixpunkten die an
deren Punkte paarweise vertauscht. N + 1 ist daher immer eine 
gerade Zahl: Die Ordnung einer endlichen TIKl ist stets ungerade. 

Zu (IV):A,B,A' ,B' 1 E ilg mit A ,i, B II A' ,i, B' A A ,i, B' I\ A' * B. Falls 
es eine projektive Involution oc mit A' = A~ und B'= B~ gibt 

und zusätzlich A" A' AB"' B' gilt, so ist durch diese beiden 

verschiedenen Fixpunkte°' eindeutig bestimmt. Setzen wir daher 
z.B. A * A' voraus, so gilt wegen cx.1 = t. notwendig AO(,'-=A'rx :A. 

Durch A-A', A'-A, B,-B' ist aber wegen A,A',B und A',A,B' 

pw. verschieden nach dem FS genau eine Projektivität bestimmt, 
welche A und A' vertauschbar zuordnet und daher nach (I) eine 
projektive Involution ist. 
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Bemerkung:Projektive Involutionen einer Punktreihe wurden nur in 
rrKt definiert und rr"' ist Desarguesebene. Wir können daher nach 
Folg.5 alle obigen Aussagen über projektive Involutionen auf Punkt
reihen durch Projektion aus einem Zentrum in ein Geradenbüschel 
übertragen. Es gelten also obige Aussagen für Grundgebilde in TI:,q. 

SATZ 1.10: In einer Desarguesebene ist das zu drei verschiedenen 
Elementen eines Grundgebildes vierte harmonische 

Element eindeutig bestimmt. In einer Fanoebene sind vier 

harmonische Punkte paarweise verschieden; in einer solchen 

Ebene enthält jedes Grundgebilde mindestens vier verschiedene Ele

mente. In einer fanoschen Desarguesebene sind die involutorischen 

perspektiven Kollineationen genau die harmonischen 

In einer klassischen projektiven Ebene sind die involutorischen 
projektiven Kollineationen genau die harmonischen Homologien; 

eine projektive Involution eines Grundgebildes ist entweder 
elliptisch oder hyperbolisch und ordnet im letzten Fall 
sehen von den beiden Fixelementen jene Elemente vertauschbar 

einander zu, welche zu den beiden Fixelementen harmonisch 1 

Jede endliche klassische projektive Ebene hat ungerade Ordnung. 

1.11. Korrelationen, Polaritäten 

:Jr = { f-L ,({ll und 7 1= { ,0'] seien projektive Ebenen. Wir wollen· 

spezielle Abbildungen p.- ~· definieren. 

Eine Abbildung 6: t,.2.- q' (d.h. aus der Punktmenge einer 

projektiven Ebene in die Geradenmenge einer projektiven 

Ebene) heißt eine Korrelation, wenn sie (I) bijektiv ist und 
(II) kollineare Punkte in kopunktale Geraden überführt. 

Bemerkung: Sei X "'11 und gilt 
Y' I Xi (Y'1c,P.,'), so sagen wir: 
"Y' ist zu X konjugiert". 

1) In 1.1 wurde der Begriff duale Ebene erklärt. Wir zur 
dualen Ebene :;r•• von :ir' über; es gilt: *=C,', 0' , I'"'=I'. 

Durch diese Uminterpretation ist d: qJ'= ,P.' • eine bijektive 

Abbildung 12,- 'f,<,' •, welche kollineare Punkte in ;;,r in kollineare 

Punkte in ~·· überführt. Gemäß Def.1.3 bist also o eine 
Kollineation. Eine Korrelation ist also eine Kollineation in 

die Dualebene von n'. 
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Wir können damit Aussagen über Kollineationen umformul:i.eren. 

Nach 1.3, Folg.2 bestimmt die Kollineat:i.on ,S : ·p. .- ~' • eine 

Abbildung 6 •: 0J - ~ '• so, daß das Paar ( ,S, J •) ein Isomor
phismus von n auf n'* ist, wobei o• wie folgt erklärt ist: 

Für g E ~ mit g=PQ (P, Q I f P,, P f Q) :i.st g <f •: =P cf • Q o E C{J' ". 

iJir interpretieren d:i.ese Definition wieder in der ur- ~ 
sprünglichen Ebene X': PJ ,/, Qcf sind Geraden in Jr

1 
\ 

und g cf• ist der Schnittpunkt dieser beiden Geraden. (,f,if"J/ Q 

Das Paar (o,cS•) ist ein Isomorphismus ,r- -x••, d.h. / 

es gilt (vgl. Def. 1.3 a): ~ 
i:jP t ?- A V g<O) mit P I g =1 .!:i, I' ß.i* und , ~~ :,r• 

ejl" "~·• 

VP'* icf,2.'"'A\f g'*t qi·· mit p•• I' g'*=;, P'·o-· I g••s•-1 • 

Wir schreiben dies in der ursprünglichen Bedeutung in :,r' an: 

V P ~ ~ " V g e 0 mit P I g _. !'i, I ' e._;L* und 
~UJ' ,p: 

'i/ g't~' A '\IP'EoJ;;l' mit g' IP' =t> g'cl-
1 

IP' 6 •-1 • 

Kurz:6 führt Inzidentes in Inzidentes bzw. Nichtinzidentes 
in Nichtinzidentes über. 

Bemerkungen: (a) Die obigen Beziehungen enthalten einen formalen 
Schönheitsfehler. Wir haben bisher das Paar A I a nur erklärt, 
wenn an der ersten Stelle ein Punkt und an der zweiten Stelle eine 
Gerade steht. Es ist zweckmäßig zu fordern: a I A-A I a. 

(b) Sei g t.C~ und gilt h' I ß cf• (h' "' (;J' ) , so sagen 
wir: "h' ist 2,u g konjußiert". 

(c) Speziell:Jr=Jr'; alsocf:,'J2.-Cj(bzw. 6*:Gj--f.1). 
(cf,J*) ist ein Isomorphismus x -x•. Eine Ebene ist genau dann 
isomorph zu ihrer dualen Ebene, wenn sie eine Korrelation ge
stattet. 

(d) Wir haben eine Korrelation mit J bezeichnet, weil 
in der Literatur gelegentlich eine Korrelation auch "Dualität" 
heißt. Im Gegensatz dazu ist bei uns die Dualität ein logisches 
Prinzip, während eine Korrelation eine Abbildung ist. 

Der Begriff projektive Kollineation nach Def.1.8 kann nicht du.rch 
Dualisierung in einen Begriff "projektive Korrelation" über
tragen werden. ~ir benützen eine Eigenschaft der projektiven 
Kollineationen zur folgenden 

==:::=:::===== Eine Korrelation ef: P- __,. ()1 einer projektiven Ebene 
auf sich heißt projektiv, wenn ihre Beschränkung 

auf Punktreihe eine Projektivität ist. 
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2) Bei einer projektiven Korrelation 6 ist die Beschränkung auf 

jede Punktreihe eine Projektivität. 

Bew.: Zur projektiven Korrelation 

o : ,P. -r1 existiert nach Definition 

ein g" ~ , sodaß J!P. eine g 
Projekti.vität ist. Sei a t6J be-
liebig mit a ,;, g (==;i aJ'• f g J +, 

denn J • ist bijektiv). ] Z 6 ,P, 
'Z 

mit Z J.!ß, a. Ist oc: fg;.; '12a, so 
gilt X,XDl, Z kollinear ( V X E ,p, ). 

g 
Da J bijektiv und inzidenzentreu ist und kollineare Punkte in 

kopunktale Geraden überführt, folgt: Die Gerade Z6 geht nicht 
durch die verschiedenen Punkte g 6 • und a cf• und es gilt: X cf , 

(Xcx.)6 , U sind kopunktal ('r;/ X6 c ~,J' ). Die Geraden Xo und 

(Xc<)Jder Geradenbüschel Glgo' und q0 r treffen einar.der also stets 

auf der Geraden Zd: q9J• (Xo , ••• ) '?/ 1,j, 0 ,(Xcr.<f, ... ). Damit gilt 
insgesamt: 

7.. vs 1.d' 
,Po.(Xl\,,,) 7'; f.)9 (X, ... ) ;,; C1gJ•(X6, ••• ) 7i 

f1o.(Y, ••• ) ;,; ~cu:r•(YJ, ••• ), also ist er /f)o. 

U] 0 J•(XOlcr , ••• )~ 

( \::j a € GJ ) 8 ine 
Projektivität. 

Bemerkung: Da eine Korrelation auch bei dualer Interpreta-
tion von rr' keine Selbstabbildung einer Menge ist, mu3-:;en 
projektive Korrelationen anders als projektive Kollineati-
onen definiert werden, und auch der Satz 1.8 über die Vier
eckstran:3itivi:tät der PGL(n:D) ka!:r, 1;~c~!. auf proje~_tive. _ 
Korrelationen ubertragen weräen. n. K~Eo~R bewies 1935 vie~
mehr, daß es Desarguesebenen gibt, die zu ihrer Dualebene 

• 
nicht isomorph sind; für eine solche DesarF,uesebene existieren 
daher überhaupt keine Korrelationen auf sich. Wir werden sp~ter 
beweisen, daß jede:.,,, projektive Korrelationen cestattet und da
her zu ihrer Dualebene isomorph ist. 

Zur Korrelation ,5: P. - 0 gehört cf•: G) - p und r:ian kann da-
X her die beiden Abbildunf,en zusam:nensetzen: 

0 i--<>-z.·~a-:y J6 •:tp_(-01)- t2 • Es kann speziell rSS *= L 
gelten. Neben solchen Abbildungen wollen wir 
in der folgenden Definition noch andere Ab
bildungen i\:,P-(,(1 definieren, welche global 

0
yJ• sein sollen und für welche die Konjugier~heit 

eine symmetrische Relation ist, d.h.: X I YX=* 
U,IY 'r;/X,Ylt,P,. 
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====== Eine Korrelation 6: ,P -~ einer projektiven Ebene 
auf sich heißt selbstadjungiert, wenn JJ *= 1, gilt. 

Eine globale Abbildung A: ,P. __,. ~ einer projektiven Ebene auf 

sich heißt eine Polarität, wenn die Konjugiertheit eine symmetrische 

Relation ist. 

Die Polaritäten sind genau die selbstadjungierten Korrelationen. 

Bew.: (a) Ist i5 eine selbstadjungierte Korrelation (cfJ* =1.), so 

ist 6 als Bijektion sicher global. Da 6 Inzidenzen erhält, gilt: 
vs 

XI Yu = X6 I (Y,5 )cf" = YL =Y, also ist 6 eine Polarität. 

(b) Sei A eine Polarität 12- ~- Dann gilt/: Q 

O 

t:-
) ),, ist eine Bijektion, da: >-, 

(~),)._ ist nach Definition global. 

),\. ist injektiv: (ind.) P * QAPA =Q,\. A A 

3 A "12 mit A J. PQ. Da :\ global ist, existiert A).. • Unabhängig 

davon, ob A \. ,,,pl\. oder Ai\ * P;\. gilt, existiert sicher ein Punkt 

Be,f.2 mit B IP.>-/\ B I Al. Da i\. eine Polarität ist, gilt: 

BIP!\....,.BAIP} 
B I Q :\ - B ?i. I Q =} P, Q,A inzidieren m~ t c'!-er Ger1:-den B ;._, die 
B I A ,\. =-> B ,\ I A wegen (Cl'..) existiert: Widerspruch zu 

A ,Q nicht kollinear. 

(15):>- ist surjektiv: Se.i atqj beliebig Sa¼ 1 P,QI~~ mit P ,i, Q /\ 
(!',) Li 

P,Q \ I a =} P?. * QA =* 3* A:=P)....Q,)._. Da t\ eine Polarität ist, 

gilt: 

--, AA =PQ=a; also tritt jede ~erade als A I p;\ => AA I P1t~•G 
A I Q;\ =* A\ I Q Bild auf. 

(ii)A ist eine Korrelation.,\_ führt nämlich kollineare Punkte in 

kopunktale Geraden über, da: 
A bij. 

Seien P * Q und gelte R I PQ ==9 P.\ * Qi\. 

•s :=PA.Q,\. Da,\ eine Polarität ist, gilt: R 

S I P /\. ~ S ;,,. I P } ='i S ;,__ =PQ. 
S I Qi\ ==; Si\ I Q p 

R I Si\= PQ R.\ I S; also gilt: PA, Q11., RAII S, 

Bilder der kollinearen Punkte P,Q,R sind kopunktal. 

(iii)A ist selbstadjungiert, da: 

d.h. die 

Sei Y.s,i;I. fest. 'r/X mit XI D. gilt XA I Y ("'), denn Aist nach 

Voraussetzung eine Polarität, und Xi\ I (YA )i\. * ( ! ) , denn 7\ ist 
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nach (i) und (ii) eine Korrelation. 

Da iX11.J wegen (i) und (ii) ein Geradenbüschel ist, dessen 
Strahlen nach(•) alle mit Y und nach(:) alle mit Yi\i\.* in
zidieren, folgt: Y=Yi\.J,•. Da Y beliebig in-µ wählbar ist, folgt: 

i\;\ * = L • • 

SATZ 1.11: Eine projektive Ebene ist genau dann zu ihrer dualen 

Ebene isomorph, wenn sie eine Korrelation gestattet. 
Die Polaritäten sind genau die selbstadjungierten Korrelationen. 

Bemerkungen: (a) rianchmal sagt man statt selbstadjungierte 
Korrelation auch involutorische Korrelation. Dann muß man aller
dings den Begriff Korrelation so fassen, daß eine Korrelation 
eine Selbstabbildung der Menge ,P x qj ist. Bei uns ist eine 
Korrelation J: i2- - ~ keine Selbstabbildung und kann daher 
nie involutorisch sein. 

(b) Ist 1\.; ·j:1. - (], eine Polarität, so gilt für 
A*:0- f-1. wegen i\;\"' "'L daruf i\."' ">,,-~. 

1.12. Algebraisierung der Desarguesebenen 

Sei folx eine beliebige Punktreihe in Jr De und O,E,UjEp, und paar
weise verschieden (solche Punkte existieren nach Satz 1.2). 

12x "-{ U 1 =: ,P,: heißt "punktierte projektive 
Gerade". Se\ u s0Ju~tx~. Dann existiert 6",. 

E,,.-----..,.X U zu jedem XE,Px nach Satz 1.4 genau eine ----o---~--<>----x--
Elation Tx E PGL(U,u), welche leistet: 
Ü't'x =X; umgekehrt bestimmt jede Elation 

"1 
'1'.'y ~ PGL(U, u) genau einen Punkt ÜTy=: Y E -p, .Die Abbildung c : p. x -

-I"GL(U,u) mit X-XT=:Tx ist daher eine Bijektion. Vermöge der 
Bijektion c-~: PGL(U, u)- ~K können wir die Gruppenstruktur von 

PGL(U,u) übertragen in die zunächst amorphe Punktmenge Px, indem 
wir verlangen, daß ,-• (und damit T ) ein Isomorphismus sein 
soll. 

ZwischenbemerkunG: 

Zwei Gruppen \G,o1 und {H,*1 heißen isomorph, wenn eine Bijektion 

1;-: G-H existiert mit (a 0 b)f- = af"b//- v'a,bjfG. 
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Wir definieren daher in 12,x eine Operation+ gemäß: 

A+B:=Ü(TAT1,) = (0-c-,._ )Ts = Ata. 

A+B ist also jener Punkt, in den O unter TATi; übergeht. {,p,,+} 
ist vermöge 't isomorph zu PGL(U,u) und daher ebenso wie PGL(U,u) 

eine kommutative Gruppe in~(vgl.Satz 1.4 und Satz 1.5). 

Bemerkung: Speziell für X=O gilt für 'to dann O'to =0=-J> To= L. 
Damit ist O infolge des Isomorphismus das neutrale Element der 
kommutativen Gruppe l~x• + i 

Analog können wir eine Bijektion 6: fx "--.{O}-PGL(O,u) erklären: 

Jedem Punkt XE ,Px""-{o} wird jene Homologie G'xE PGL(O,u) zuge

ordnet, welche leistet: E6'x =X. Vermöge der Bijektion cr--1:PGL(O,u)

- ~x""-{o} können wir die Gruppenstruktur von PGL(O,u) über-

tragen in die Punktmenge ~x"{o}, indem wir verlangen, daß r,--/4 

(und damit ö) ein Isomorphismus sein soll. 

Wir definieren daher in 12 x "'{o\ eine Operation• gemäß: 

A.B:= E ( (JA Cis) " (E G'"A)oe, =AOi. 
A.B ist also jener Punkt, in den E unter uACJB übergeht. { P,x\ {o1, •} 
ist vermöge u isomorph zu PGL(O,u) und daher eine Gruppe (vgl. 

Satz 1.1,). Genau wenn PP gilt (vgl.Satz 1.6), ist mit PGL(O,u) 

auch { ,Px" lo}, •} kommutativ. 

Bemerkung: Speziell für X=E gilt für 0-e dann E GE =E ~ C>1; = L • Da
mit ist~ infolge des Isomorphismus das neutrale Element der 
Gruppe { '12•"-{o1, •} • 
Wir fassen zusammen und erweiteren die zweistellige Operation • 
auf ganz flx: 

0 

Def.4.12: Addition in ,P,x : A-:;B:=A'tB } 
0 

Multiplikation in 12x\. \ 03 : A.B:=A ö B V A,B I e f.ix • 
Zusatz: A,0=0,A=O 

Konstruktive Durchführung: 

() 
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W~r konstruieren A+B bzw. A.B, indem wir zu einer., beliebigen 
Hilfspunkt P~ 'Rx A. P J u den Punkt P1; 0 bzw. Pc,0 geoä3 "1.5, 
]'olg.3 konstruieren und damit A'La bzw. Aa-6 en:ütteln. l,ach 
Wahl von P sind diese Konstruktionen zwingend und reine Inzidenz
tabellen.Da t 8 bzw. 0 8 durch O -B bzw .E - B vollständig besti=t 
ist,muß A+B bzw.A.B von der Wahl des Hilfspunktes P unabhängig sein. 

Unser Ziel ist zu zeigen, daß{~~, + , .} ein Körper ist. 

Zwischenbemerkung: 

Unter einem Körper versteht man eine mindestens zweielementige 
Menge K, in welcher zwei zweistellige Operationen+ und • erklärt 
sind, wobei gilt: 

(I) { K, +} ist eine kommutative Gruppe. 

Bemerkung: In {K, +} existiert genau ein neutrales Element o 
("Nullelement") mit o+a=a+o=a 'f/a 1c K. 

(II) {K "- lo1,.} ist Gruppe. 
Bemerkung: In { K \,, { oJ , .} existiert genau ein neutrales 
Element e ("Einselement") mit e.a=a.e=a v'a" K. 

(III) Es gelten beide Distributivgesetze: 
(a+b).c=a.c+b.c 

c.(a+b)=c.a+c.b 
V a,b,c \•K. 

Bemerkunr(·: A~s den beiden Distrib~tiv~esetzen folgt a.o=o.a=o 
wegen a. ,b-bJ=a.o=a.b-a.b=o bzw. (.b-b;.a=o.a=b.a-b.a=o. 

Ist in (II) speziell { K \,, { o}, . 1 
so heißt der Körper kommutativ. 

eine kommutative Gruppe, 

Bemerkung: Wir verwenden i.f. die von BOURBAKI benützten Be
zeichnun13;en: Im allgemeinen Fall sprechen wir von einem "Körper"
gelegentlich wird dieser auch "Schiefkörper" genannt - u:::1d 
im Sonderfall von einem "kommutativen Körper", der gelegentlich 
auch "Körper" genannt wird. 
Beispiele: Die reellen Zahlen, die komplexen Zahlen und die 
rationalen Zahlen bilden mit der üblichen Addition und 
Multiplikation die kommutativen Körper R bzw. C bzw. Q. 

Folgerungen: 

1) ,p. x wird durch Definition 1 .12 ein Körper mit dem Punkt 0 
als Nullelement und dem Punkt E als Einselement. Dieser Körper 

ist genau dann kommutativ, wenn die Desarguesebene pappussch ist. 

Bew.: (I) und (II) sind erfüllt, da+ und. durch Struktur

übertragungen aus PGL(U,u) bzw. PGL(O,u) gewonnen wu.."'den; da

mit ist auch die zweite Aussage bewiesen. Es ist also nur noch 



- 73 -

(III) (Distributivcesetze) zu überprüfen. 

1. Hilfsüberlegung: TBuC = 6C TB.C \i'B,CI c P.x • 
Bew.:oc-~"ß vc ist als Produkt von perspektiven Kollineationen 

sicher eine projektive Kollineation. 6c- 1 LB oc ist sor,ar eine 

perspektive Kollineation mit der Achse u und dem Zentrum U: 

Ge, 0-c-"I E"PGL(O,u)~ üclfolu = L" G"c-~112--u. = L ;Te,cPGL(U,u)""'* 

~ TBl,P.u.= l; 

Coc- 1 1:6 O'c )!,P.u= Cuc-~l,Pu )°Cce,l'1'2u) 0 (G'clf-2u.) qoLo L = L, 

also ist u Achse von crc-/4 T 8 CI c • Um U als Zentrum zu erkennen, 

genügt es zu zeigen, daß jeder Strahl y des Büschels 0u als 

Ganzes fest bleibt. Es gilt: (yu/-")t8 =yo-;- 1 , denn yG/-1 

ist Kollineationsstrahl für TB =lt (yö;- 1 )-r:;r,;- w/)' yrs/-4 
u 

= (yr:r/.A.)cr;= y. Damit gilt: Y / 
Cfc--1 T 8 fic E PGL(U,u). 

0
<:f----_.:::,;:,{ 

Um zu zeigen, daß '13.c= <Yc-~TBG"C gilt, cenügt es gemäß Satz 1.4·. 

und Satz 1. 5 wegen 'tB. Ce PGL(U, u) zu zeigen, daß beide Ab

bildungen für einen einzigen Punkt (* U, tu) dasselbe leisten. 

Z.B. für O gilt: 

O ö C
1 

't' B 6' C f O TB cr-C = ~ C t B • C/ 0 't B • C ~ 0 <i1 TB o C = 'L B • C =} 

0 ist Zentrum Def.1.12 
V0'1 i\-1 ==> 'TBG"C = G'CTB.C 0 

2. Hilfsüberl er;ung: Sei a eine beliebige Gerade mit a E ~O "-. {x 1. 
Wir erklGren analog wie oben eine Abbildung (JL: folx'-{o1-PGL(U,a), 

welche jedem Punkt Xe P-x '\. {, O} die Homologie u 
ocxe PGL(U,a) mit E0<.x =X zuordnet. Dann gilt: 

CX.xG'y=Ciyctx l;/X,Y\•11x""-{O}. R 
Bew.:ixx- 1 0'y o:., e PGL(.1r) ist sogar eine per- u 
spektive Kollineation mit der Achse u und ~ .,_, 
dem Zentrum O: -, 

/i(!I 

'vR • 'f2 u. gilt: R0<. x" I u, denn u ist Kollineations- r 
strahl für oc ;• =} (R C( ;~) o y =R oc ;-1, denn u ist Achse für oy =* 
(Ritx- 1 )G'y1Xx=R()(; 4 ctx=R \iR~,P.u. , d.h. (!X./,{G'y °'x)l'1'2u.=L. 
\:;/r c ~o gilt: roc;-1 I O, denn O bleibt als Punkt der Achse von 

°'x- 4 fest =* (rcx.;- 1 ) 5'y = roc\- 1 , denn roc;- 1 ist Kollineations-

strahl für !3y =? rO<'.;-tr'y oc';;=roc·x-1 
DG~ =r '<jrr=i1J 0 , 

Um zu zeigen, daß 0'y• PGL(O,u) und rx.; 1<5y lX. x • PGL(O,u) überein

stimmen, genügt es zu zeigen, daß sie für einen einzigen Punkt 
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Ct 0, J. u) dasselbe leisb"n, z.B. für A I a /\ A *' 0: 
- /4 

Aotx Gy Ol/i. /• AClyCt..x / AG\ 

a ist Achse von rx.~-/4 denn AG'y liegt auf der Achse a von Ocx, 
weil a Kollineationsstrahl von Ciy ist. 

0 
Q " 

3. Hilfsüberlegung: A.B=Bc<,._ 't/A;, 'P-x"-{01 /\VB c,P;.. 
Bew.1Fall 1; B=0: A.0 = 0 A 0oc.A = 0 

I + 
Zusatz in denn 0 liegt auf der Achse a von i)(_A· 

Def .1.2 

Fall 2: B 4' 0: A.BfAu'a 

Def.1.12 /1 

\ EocA u 8 \ Eoe,oi.,._ =~oc,._ 
Def.von II ~.Hilfs- II Erklärung von 68 

cx.,., uberlegung 

0 
VB qL A v Cf Px"- {ol. 4. Hilfsüberlegung: Te,O(c = CX.c'Te,e, 

Bew.: et/~ TB O(c 0 }'GL(.r) ist sogar eine perspektive Kollineation 

mit der Achse u und dem Zentrum U: 

YRfi2t1 [jilt: Rc<c-~ I u, denn u ist Kollineationsstrahl 

(R(X~")-c- 8 = Roct, denn u ist Achse für 1: 8 ~ Roc~'-rB ,x,c= 

=R V n E. 1,2 u. ~ c oc c A 1: ß Ol c ) 112 u. = L ; 

r/ydJJu 
denn y 

Um die 

gilt: (yixt~)1:e•oct = YT~oc*c= yoc~ = Y, }~oct-r-:l'l..•PGL(U,u) 
ist für OCci und "Bund ix.c Kollineationsstrahl ~ c 

Übereinstimmung mit 't'c.e ,: PGL(U,u) zu zeigen, berechnen 

wir 

Oocc-~ts Olc ! 0tsocc\BC(c =,C.B -~ c .e 

0 liegt auf der II Def. il3.·Hilfs-11 Def. jj 
Achse a von oc,' 1.12j

1

uberle- 1.12 
gung 

Überprüfung des ersten Distributive;esetzes (A+B).C=A.G+B.C : 
Fall 1 : C = 0: 

A. 0 + B. 0 /= 0 + 0 ="-0 ( A+ B ) • 0 /= 0 ; 

Zusatz in 
Def .1.12 

Zusatz Def.1.12 denn O ist neutrales 
Element für+ 

Fall 2 : C 4' 0: 

(A+B).C/ (A+B)G'c „ ATi,Üc l Aoc'e.c t P,.CTac 

DeL1.12 II Def!1.12 l, 1.Hilfsüber-11 Def.1.12 11 
legung 

\ A.C+B.C 
Def .1.12 

Überprüfung des zweiten Distributivgesetzes C.(A+B) = C.A+C.B: 
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Fall 1: C = 0: 

O.A + O.B = O+O = 0 
t ' 

O. (A+B) t O; 

Zusatz in Def.1.12 Zusatz in II denn O ist neutrales 
Def.1.12 Element für+ 

Fall 2: C "' 0: 

C.(A+B) / (A+B)o'.c = ATBlX.c \ Arx.c Tc.s "\ C.A-C-c.s 

3. Hilfs- jl Der!1.12 lj 4.Hilfs- · II 3.Hilfs- jl 
Überlegung Überlegung Überlegung 

=, C.A+C.B 

Def.1.12 

2) Bei der Konstruktion des Körpers K:={12x ,+,.} waren die Ele
mente Xe0 und O,E,Ujefl., (pw.verschieden) und ue6Ju'\.{x\willkürlich. 

Der konstruierte Körper ist bis auf Isomorphie von der Auswahl 

der obigen Elemente unabhängig; er hängt nur von X2,. ab und 

heißt daher Körper der Desarguesebene (symbolisch: :71'.?le. (K) ). 

Bew.: Zu den Elementen x, ••• u konstruieren wir { ,p x , + , ·} 

bzw. zu x', ••• u' konstruieren wir { '!2x•, 1-', •'} • _,.) 

~r 
0 u O' U' 

rua 
Wir wählen u1 , u2 Je,Pu beliebig mit u1 ,u2 ,u paarweise verschieden 

und u1, U21"1:2u• mit u1, u2, U' pw. verschieden. In JrDe ist 
PGL(x) viereckstransitiv (vgl.Satz 1.8), also existiert mindestens 

ein ;i,:E PGL(x:') mit: 

O;ie.=0', E;,e=E', u1oe =U_,, u2~=U2• Damit gilt Ua:=U',x~=x~me*=u'. 

) Wir unterwerfen alle Punkte und Geraden, die zur Konstruktion 

von A.B bzw. A+B verwendet wurden, der projektiven Kollineation~ 

und erhalten (A. B ).ie bzw. (A+B );,e • 

(?>)Inder "gestrichenen" Figur konstruieren wir zu den Punkten 

A?i'. und B.e.. den Punkt Ad(. .: Bae. bzw. A;,e, +' B;ie und ziehen dazu als 

Hilfspunkt P at heran. 

Ct) Weil (:ie_,;ie*) ein Isomorphismus :;r - ::rr ist, stimmen die in (tX.) 

erhaltenen Linien mit den in(~) verwendeten Linien überein==> 

(A.B):ie =A<I<. .!B;R bzw. (A+B);;e = A~+Bae ~d(,IPxist Isomorphismus 

der Körper { 12, , + , • } - { ?,,, , +' , • '} • 
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Wie wirkt sich die Gültigkeit des Satzes von Fano auf den 
Körper Keiner Desarguesebene aus? 

Zwischenbemerkung: 
Sei Kein Körper mit dem Nullelement o und dem Einselement e. 
Gibt es eine natürliche Zahl n, sodaß gilt: e+e+ ••• +e=o, ...___,_, 

n-mal 
so sagt man: K hat die Charakteristik n, wenn n die kleinste 

natürliche Zahl mit dieser Eigenschaft ist (symbolisch:Char K=n); 
existiert kein solches n, so sagt man: K hat die Charakteristik 
Null. 
Jeder Oberkörper des rationalen Zahlkörpers Q hat natürlich die 
Charakteristik Null, z.B. Jl und C. 

K= l 0,1} mit den zweistelligen Operationen + und·, die durch 
die Tabellen 

0 
1 

0 
0 
0 

1 
0 definiert sind, ist ein Körper 
1 der Charakteristik zwei. 

3)Eine Desarguesebene ist genau dann fanosch, wenn der Körper der 

Desarguesebene eine Charakteristik ungleich zwei hat. 

Bew.: (a) Char K = 2 ~ E+E=O ~ E+E=ETE,denn 'l.:E ist jene 

u 

0 U•2 

Elation aus PGL(U,u), welche o-E 
leistet. Wir haben E nun --r, zu unter
werfen (vgl. nebenstehende Inzidenz
tabelle). Bei dieser Konstruktion 

entsteht das Viereck 1, ••• 4, dessen 

Diagonalpun.kte O,P't" E' 13.24 sind. 

E+E~O ~ O,P,E, 13.24 sind kollinear ~ es existiert ein 
Viereck mit kollinearen Diagonalpunkten ==; Jr ist nichtfanosch. 
(b) Char K * 2 ~ E+E '!' O =* O,P,E, 13.24 sind nicht kollinear~ 
es existiert ein Viereck mit nicht kollinearen Diagonalpun.kten 

1
·'

0
•~"'· 

61 
:;r De ist fanosch. 

4) PAE ist eine klassische projektive Ebene, deren Körper 
isomorph zum Körper der reellen Zahlen ist. 

• 
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BemerkW1g: Der Beweis ist erst möglich, wenn die Struktur von 
PAE durch zwei zusätzliche Forderungen präzisiert wird. 

Bew.: (1) 1.Forderung: Die Anschauungsebene ist in einem An
schauungsratllll enthalten. 
Um den Anschauungsraum so zu erweitern, daß er auch PAE enthält, 
führen wir folgende Sprechweisen ein: Zwei parallele verschie
dene Geraden des Anschauungsrailllles haben einen "Fernpunkt" ge
meinsam; zwei parallele verschiedene Ebenen des Anschauungs
raumes haben eine "Ferngerade" gemeinsam. 
Wir zeigen zu.nächst: In PAE gilt der Satz von Desargues: 

In der Ebene~ seien die beiden Z-perspektiven Dreiecke Pj und 
Qj gegeben. Es existiert sicher eine (eigentliche) Gerade z durch 
z, die nicht in ~ liegt, und auf ihr existieren Punkte O,Z so, 
daß Z,!,O paarweise verschieden sind. Die beiden Geraden QjO 
und P.Z (j=1,2,3) liegen in einer Ebene und haben daher einen 

J -
eindeutig bestimmten Schnittpunkt Q. (eventuell ein Fernpunkt). 

- J 
Die Punkte Qj sind nicht kollinear, da ihre Bilder Qj bei 
Projektion aus O auf Jr nicht kollinear sind. Durch gee.i.c;nete 

w'ahl von O ::1f z, kann erreicht werden, daß Q ,i keine Fernpunkt::_ sind, 
Die Punkte Qi!,.. bestiID_:::en dann eindeutig eine Verbindungsebene Jr. 

Die Geraden ~<r2 in Jr und P1P2 in~ liegen in einer Ebene und 
besi:z.:_n daher einen S:h::_ittpunkt A3 mit A3r:1rx =:a. Analog liegen 
A1 :=Q2Q

3
.P2P3 und A2 :=Q..,Q3.P1P3 auf der Spur a von Sr in :r.. 
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Wir projizieren aus O auf :Jr: 

~j t---- P. (weF,en P. in Jt" ) j 
Qj ......_ Q~ (Konstru~tion von Qj) ~ ~ ~Q2 I Ay'' Q.,Q3I A2"Q2Q3I A1. 

A. ,_,_ A . ( wegen A. in ::ir ) J 
J J J 

Da die Punk~e A 0 kollinear sind, gilt der Satz von Desargues. 
J 

Bemerkung: Wir zeigen in 3.3, daß dieses Konstruktionsprinzip für 
beliebige projektive .Ebenen gilt, die in einem projektiven Raum 
liegen. Eine solche projektive Ebene ist stets eine Desarguesebene. 

(2) Da PAE Desarguesebene ist, kann man PAE algebraisieren. Dabei 
dürfen x,O,E,U, u nach Folg. 2 beliebig gewählt werden und es 
stellt sich als Ergebnis stets derselbe Körper (bis auf Isomorphie) 
ein. Wir wählen o.B.d.A. x als eigentliche Gerade, U als ihren 
Fernpunkt und u als Ferngerade von PAE. 

A·B 

i------a+b -----i f,o------a·b-------

Wir konstruieren zu A,Il 1 & 'Px die Punkte A+B und A.B (vgl. 

Konstruktion nach Def.1 .12). Aus dem Elementarunterricht ist 
bekannt: Jeder (eißentliche) Punkt X einer (eigentlichen) Punkt
reihe in PAE kann nach Auszeichnung eines Ursprungs O und eines 
Einheitspunktes E durch den orientierten Abstand x(ge:nessen in 
dor E.inheit OE) beschrieben worden. Also gi.lt: 
x='l'V(X,E,O) mit lx 1 "' ~ und sign X"1 für ~ 
- ~ EO -- -

u 

XO gleichsinnig EO, sie;n x~-1 für XO gegensinnig EO und x•o(-Null) 
für o~x. Man bezeichnet: x=TV(X,E,O) als "Teilverhältnis der Punkte 
X,E,O"(mit E+O).Dadurch wird eine Abbildung f, =F~ - R durch 
X ,-.,,.xf-'-~x erklärt. Bei dieser gilt: E- Et'-"1, 0 ,__Of-•o(-?iull). 
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2.Forderung: f ist bijektiv (Stetigkeitsaxiom für die Anschau
ungsebene). 
Wir zeie;en, daß f dann sogar ein Isomorphismus {,Px-+, .} - JR ist. 
Gelte A-Ac1-=aE [1, B ,.._... B('-l = b• ITT. Für+ ist aus den Parallelo
grammen, die bei der obigen Konstruktion des Punktes A+B ent
stehen zu erkennen: A+B- (A+B)fl =8.+b=At-' .Be'. 

Für. folgt für A,Bl*O aus der Ähnlichkeit der Dreiecke E,A,P und 
B,A.B,Pi:r6 dann a:1 = (A.B)p: b~(A.B).f =a.b=At1-.Bf-; weiters gilt 

.o)f- "'Of :o=a,o=Af-.011- und analog (O.A)fl =üt- .At'-. 
Damit ist der Körper von PAE isomorph zu R. 
(3) Da R kommutativ ist (a.b=b,a), ist nach Folgerung 2 die PAE 
pappussch; da Char R * 2 gilt, folgt aus Folgerung 3, daß PAE 
fanosch ist. Also ist PAE eine klassische projektive Ebene. 

Zu jeder Desarguesebene gehört ein (bis auf Isomorphie) 
eindeutig bestimmter Körper, der genau für Pappus

ebenen kommutativ ist. Eine Desarguesebene ist genau dann fanosch, 
wenn die Charakteristik ihres KörpeI'S ungleich zwei ist. Die 
projektiv abgeschlossene Anschauungsebene ist eine klassische 
projektive Ebene, deren Körper isomorph zum reellen Zahlkörper ist. 

Bemerkung: Später werden wir zeigen, daß umgekehrt zu jedem 
Körper eine Desarcuesebene existiert. Damit kann man die Lücke 
aus '1.6 schließen: Die Frage nach nichtpappusschen Desargues
ebenen lautet algebraisch formuliert: Gibt es nicht kommutative 
Körper? Ja (vgl. Al5ebra). Damit gilt im allgemeinen: De=#PP 
(sonst müßte jeder Körper kommutativ sein). Es gilt jedoch: Jeder 
endliche Körper ist kommutativ (Satz von 11. \.JEDDEHBU1-:N). Dieser 
i:iatz bedeutet geometrisch wegen Satz '1.12: Jede endliche Desargues
ebene ist pappussch. Wegen Satz 1.12 und der oben erwähnten 
Umkehrung können geometrische Sachverhalte in algebraische um
formuliert werden und umgekehrt. Man nennt daher die in 1,'12 
durchgeführte Konstruktion "Algebraisierung einer Desarguesebene". 

§ 2. Kegelschnitte in Pappusebenen 

2.1.Definition, Eigenschaften und die Sätze von PASCAL und 
BiUANCHON 

DEF.2.1 a: Eine Punktmenge in einer PP-Ebene heißt ein "Punkt
kegelschnitt", wenn sie die Menge der Schnittpunkte 

zugeordneter Geraden zweier verschiedener p~ojektiver, nicht 
perspektiver Geradenbüschel ist. Eine Geradenmenge in einer 
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der Verbindungs8;eraden zuc;eordneter Punkte zweier ve:::'schiedener 
projektiver, nicht perspektiver Punktreihen ist. 

Punktkec;elschnitt: 

k:={xq:i. 1 X=x.xO( mit 

xd,1sA oc:Ojs-0T/\ 
~ nicht perspektive 

Projektivität/\S * T} 

Geradenkeßelschnitt: 

k*:= {xe(J I x=X.X:x mit 

XEfl 1 1\0C'9i-'f.2tA 

~ nicht perspektive 

Projektivität As * tj 

Bemerkungen: (a) Man kann Punkte eines Punktkegelsch:ütts durch 
Vervollständigung der Projektivität rx. mit einer Projektivitäts
achse konstruieren (bzw. dual). J.STEIIrJ:ill verwendete zuerst 
diese Kegelschnittdefinition im Sonderfall der PAE für einen 
Punktkec;elschnitt. wir bezeichnen daher obige Definition als 
"Steinersche Kegelschnittdefinition". 

(b) Jeder Punktkegelschnitt k geht durch die 
"Grundpunkte" S und T. Jeder Geradenkegelschnitt k* enthält 
die"Grundgeraden"s und t. 

Bew.: Es genügt hier und i.f. die Beweise z.B. 
schnitte zu führen. 
ST= :t; tOl E C!h. rx. nicht perspektiv ==? t0<. * t 
~ T=t. t o<. ~ TE k. Für oc-• erhält man ebenso 

Folgerungen: 

für Punktkegel

(•,gl.1. 7 ,Berr..d) =;; 
s" k. • 

1) Durch jeden Grundpunkt Seines Punktkegelschnitts k 
existiert genau eine Gerades, die außer S keinen Punkt von k 

enthält; jede von s verschiedene Gerade durch S enthält genau 

einen von S verschiedenen Punkt von k. Jeder Punktkegelschnitt 

ist gleichmächtig einer Punktreihe. 

Bew.: (1) Sind S,T die Grundpunkte von kund wird k besti=t 

durch die Projektivität IX: c;Js - ClJT, so liegt auf s:=(TS)G(.-• 

kein von S verschiedener Punkt von k, weil s die Gerades~ genau 

in S schneidet und 0( bijektiv ist. Für jede von s verschiedene 

Gerade x e~S gilt xoc i TS=soc, so daß X=x.xoc E k mit X t S 
gilt. Auf x kann kein von S und X verschiedener Punkt von k 
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liegen, da X<X. und damit X eindeutig bestimmt sind. 
(2) Die Punktmenge k ist nach (1) und Def.2.1 a bijektiv 

zu 0s, und dieses Geradenbüschel ist nach Satz 1.2 gleich
mächtig einer Punktreihe. 

Bemerkungen: a) Drei verschiedene Punkte eines Punktkegel
schnitts k sind nie kollinear. Nach Folgerung 1 gehören 
nämlich drei verschiedene Punkte von knie einer Geraden durch 
einen Grundpunkt an; wären drei verschiedene Punkte von k 
dagegen inzident mit einer Geraden durch keinen Grundpunkt, 
so wäre oc: 0 s _,. Uh wegen des FS eine Perspektivität im 
Viderspruch zur Def.2.1 a. 

b) Für Geradenkegelschnitte gelten die zu 
Folgerune; 1 und Bemerkung (a) dualen Aussagen. 

2) Jede (nicht notwendig projektive) Kollineation ;e bzw. ;ie* 

führt einen Punktkegelschnitt in einen Punktkegelschnitt bzw. 
einen Geradenkegelschnitt in einen Geradenkegelschnitt über. 

Bew.: Z.B. für einen Geradenkegelschnitt k*: 

oc: Ps - 'f-it erzeuge k*={ x I x=X.Xoc} Es ist zu zeigen, daß 
{x ae •} ein Gerader.kegel schnitt ist. 

Für die Abbildung 1':i :')Q .- ft"""'' die er-sae. "'-
klärt wird durch Xd€(Esae..•)i-- (Xcx)ae, e;ilt: 

ß =ae-1 \'f2sae..* 0 oz. 0 -ael,P,t. Da nach Voraussetzung 
PP gilt, ist auch De richtig, und man darf 
Satz '1.8 am1enden: ]ex. e PGL(:irpp) mit cx:J-p = 0(., 

- 1 s 
Die Abbildung 0:= oe- liZ3€ ist nach Satz 1.8 eine pro,jektive 

Kollineation und es gilt nach Definition von ß:ßlf.l.s·-ae-=B; 
nach Satz 1.8 ist ß als Beschränkung einer projektiven 
Kollineation eine Projektivität und ß erzeugt {x~}. Weiters ist ß 

nicht perspektiv, denn aus s.t=:T ,t,T«. folgtTaetTuae=(Tae)ß 
mit Tae =s;ie•.tae.•, was nach 1.7, Bem.d die Nichtperspektivität 
von ß erweist. 

3) Wir bezeichnen mit N die Ordnung einer projektiven Ebene 
(vgl.'1 .2). 

Die Punktkegelschnitte sind für N=2 genau die Dreiecke, für N=3 
genau die Vierecke und für N~4 eindeutig bestimmt durch die 
beiden Grundpunkte und drei weitere Punkte, wenn nie drei dieser 
fünf Punkte kollinear sind. 
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Bew.: (1) N=2: \.legen Folcerung 1 ist jecler Punktkegelschnitt 

notwendig eine dreipunktige Menge, und cliese Punkte sind nach 

Bemerkung (a) nicht kollinear. 

Umc;ekehrt kann jedes Dreieck S,'l',X durch jene (nicht perspektive) 

Pro,1 eldi vität (X erzeuc;t werden, die SX ,-... 'I'X und Sr =t i--t' 

leistet (t' ist der dritte Strahl in OJ,r neben TS und 

TX);oc ist wegen N=2 dadurch eindeutig festgelegt. 

(2) N=3: Wegen Folgerung 1 ist jeder Punktkegel

schnitt k notwendig eine vierpunktige Menge, wobei nach 

merkung (a) nie drei der vier Punkte kollinear sind. 

t' 

Umgekehrt kann jedes Viereck S,T,X,Y durch jene (nicht perspektive) 

Pro,jektivität rx erzeugt werden, die durch SX,-...TX, SY-'I'Y 1 

ST...._..t' ( t• ist ·der vierte Strahl in ~T neben ~ 
TS,TX,TY) wegen N=3 eindeutig bestimmt ist. S Y t' 

(3) N'"L~: Geg.: s_,'l',X,Y,Z ,(nie dr~i kollinear~. . . i„ T/ 
Durch SX>-TX, S1 1-'rY, 0Z-TZ ist eine ProJektivitat cc 

0s - ~T wer,en FS eindeutig bestimmt,welche einen Punktkegelschnitt 

durch die fünf gegebenen Punkte erzeugt. Dabei ist ex.* 
nicht perspektiv,da X,Y,Z nicht kollinear sind, X z 

S T, • 
4) Sei nun w,5. Durch die Grundpunkte 8=1, '1'=3 und 2,4,5 I f ,p., 

wobei nie drei der fünf Punkte kollinear sir::.d, ist eindeutig ein 
Punktkegelschnitt k besti=t .Wann gehört ein weiterer PuIL1i:.t 6 zum 
Punktkegelschnitt k? Wir bezeichnen: 12.45=:P, 23.56=:Q, 34.61=:R. 

Der Punkt 6 gehört genau dann zum Punktkegelschnitt, wenn P,Q,R 

kollinear sind. 

Bew.: (a) VS.: 6 E k. Beh.: P,Q,R ,kollinear. 

45 =: a, 56 =: b, A: =a .16, B: = b. 34, 

8=1, '1'=3. 

Der Punktkegelschnitt k ist durch 

Projekti vi tä t et : 6) S ~ 6j 'l' be

stimmt. Wir nennen die durch die 

Kette ,Pa 7'\' 0s ~ Oh 7i" ,Pb 
erzeur,te Projektivität oc',wobei 

gilt: A0(,'=6 (A,-..... SA~ T6-6), 

4oc' =B, Poc' =Q, 5 oc'=5. Da der Schnittpunkt a. b=5 selbstentsprechend 

ist und PP gilt, ist IX,
1 nach 1.9, Folg. 2 eine Perspektivität; 

es existiert daher ein Perapektivitätszentrum Z mit: 
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A ,6, Z kollinear} => z. A6.B4 „ 
4,B,Z kollinear '"16.34 "'R ] ==? P,Q,R kollinear. 
P,Q,Z kollinear 
(b) VS.: P,Q,R kollinear. Beh.: 6 E k. 

Die durch 0s'i'i fl.a'?f (1R?"/ -Pb;,:: l;JT dargestellte Projektivität 'iii. 

leistet: 
(S2)ix ~ 

(S4) ix 

(S5)ix 
(S6) CX: 

oc stimmt mit der Projektivität ~ überein, 
die den Punktkegelschnitt k festlegt: ix = ex. 

(S6)<X. =T6 =} 6 E k. 

5) Bisher waren die Grundpunkte S und T des Punktkegelschnitts k 

ausgezeichnet. Es gilt: Je zwei Punkte eines Punktkegelschnitts 
können als Grundpunkte benützt werden. Oder anders formuliert: 
Alle Punkte eines Punktkegelschnitts werden aus zwei ver
schiedenen seiner Punkte durch projektive, nicht perspektive 
Geradenbüschel ~rojiziert ("Steinereigenschaft"). 
Dual: Alle Geraden eines Geradenkegelschnitts schneiden aus 
zwei verschiedenen seiner Geraden projektive, nicht perspektive 

Punkt reihen. 

Bew.: (a) Für N=2,3 sind nach Folgerung 3 die Punktkegelschnitte 
genau die Drei- bzw. Vierecke und wie aus dem dortigen Beweis 
zu erkennen ist, kann jede Ecke als Grundpunkt herangezogen 
werden. 

(b) N=4: Der Punktkee;elschnitt k trägt also mindestens 
fünf verschiedene Punkte. Seien 1,3 seine Grundpunkte und 2,4,5 
drei weitere seiner Punkte. Durch diese Punkte ist k eindeutig 
festgelegt; wir schreiben: k(1,3;2,4,5). Da die erzeugende 
Projektivität <X. bijektiv ist, sind die Grundpunkte 1 und 3 
gleichberechtigt: k(1,3;2,4,5) = k(3,1;2,4,5). 
Analog gilt für den Punktkegelschnitt k mit den Grundpunkten 3,5 
und den weiteren Punkten 4,2,1: k(5,3;4,2,1) = k(3,5;4,2,1). 
Es gilt: 

X" k - 12.45, 23.5x, 34.X1 kollinear, 
XE k $"9 54.21, 43.1X, 32.X5 kollinear. 
Diese Bedingungen sind identisch, also gilt: Xe: k ~ X~ k und 
somit: 
k(1,3;2,4,5) = k(5,3;4,2,1). 



Ersetzt man daher den ersten Grundpunkt durch einen beliebigen 
Punkt des Punktkegelschnitts verschieden vom z~eiten Grund-

punkt, so erhält man denselben Punktkegelschnitt. Da die Grund

punkte gleichberechtigt sind, darf auch der zweite Grundpunkt 
frei gewählt werden. • Anwendungen: (a) Man kann in allen bisher bewiesenen Aussagen 

statt der beiden Grundpunkte zwei beliebige verschiedene Punkte 

eines Punktkegelschnitts einsetzen. Z.B. lautet Folgerung 3 
jetzt: Ein Punktkegelschnitt ist für N'-"4 eindeutig durch fünf 

seiner Punkte fes;;gelegt, wenn nie drei der Punkte kollinear 
liegen. 

(b) Folgerung 4 lautet jetzt: Für N"5 fehört ein Sechseck genau 
dann einem Punktkegelschnitt an, wenn die drei Schnittpunkte 

der Gegenseitenpaare (im Sinne der Numerierung) kollinear sind 
(Satz von PASCAL). Die Trägergerade der Schnittpunkte der 

Gegenseitenpaare heißt "Pascalachse" ( ap). 

(c) Dual zu (b): .für Jlf;,5 gehört ein Sechsseit gen3.u dann einem 

Geradenkegelschnitt an, wenn die drei Verbindunr,sGeraden der 

Gegeneckenpaare (im Sinne der Numerierung) kopunktal sind 
(Satz von BRIANCHON). Der Trägerpunkt der Verbindi;:;gsr,eraden 

der Gegeneckenpaare heißt "Brianchonpunkt" (PB). 

DEF.2.1 b: Eine Gerade p durch den Punkt P eines Punkt~egel-

schnitts k heißt TanGente von k in P, wenn sie außer 

P keinen Punkt von k enthält. Ein Punkt P auf einer Geraden p 

eines Geradenkegelschnitts k* heißt Berührungspunkt av.!' p, 

wenn durch P keine weitere Gerade von k• geht. 

Beispiel:k~{1,2,3\ ist ein Punktkegelschnitt 
Minimalmodells (~2); die Gerade 15 ist die 
einzige Tangente von k in 1, die Gerade 26 
bzw. 37 ist die einzige Tangente von k in 2 
bzw. 3. Man erkennt: Die drei Tangenten 
eines Punktkee;elschnitts im Minimalmodell 
sind kopunktal. 

des 

Aus Folgerung 1 zusammen mit Folgerung 5 ergibt sich: 

Durch jeden Punkt P eines Punktkegelschnitta gibt es genau 

eine Tangente von k. Jede von der Tangente verschiedene Gerade 

durch P trägt noch genau einen von P verschiedenen Punkt von k; 
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eine solche Gerade heiße "Sehne von k". 
Dual: Auf jeder Geraden p eines Geradenkegelschnitts k* gibt 
es ßenau einen Berührungspunkt von k*. Durch jeden vom Berührungs

punkt verschiedenen Punkt von p gibt es noch genau eine von p 

verschiedene Gerade von k*. 

Bemerkungen: 
(a) Die Tangente eines Punktkegelschnitts k in PE k ist nach 
Folgerung '1 das Bild der Verbindungsgeraden SP(S" k ,S * P) in der 
durch den Punktkegelschnitt festgelegten Projektivität 0s - 0p• 
(b) Konstruktive Anwendung des Satzes von PASCAL bzw. 
BRIANCHON (N "' 5). 

Forderung 6 I 
mit Hilfe von 

g 

Der Punktkegelschnitt k ist durch die 
fünf Punkte '1 ••• 5, von denen nie drei 
kollinear sind, eindeutig gegeben. 
Man konstruiere den weiteren Punkt 6 
von k, der auf einer Geraden g durch den 
Punkt 5 liegt. 
Die Pascalgerade ap für das noch unbe
kannte Sechseck 1, ••• 6 läßt sich als 
Verbindung der Punkte 12,45 und 23.56 
konstruieren, denn 56 ist wegen der 

g notwendig die gegebene Gerade g. Nun kann 34,6'1 
34. a p ermittelt werden und daraus der Punkt 6. 

Dual: Der Geradenkegelschnitt k* ist durch die fünf Geraden 1• •• 
•.• 5•, von denen nie drei kopunktal sind, 
eindeutig gegeben. Man konstruiere die 
weitere Gerade 6* von k* die durch einen 
Punkt G auf der Geraden • geht. 
Der Brianchonpunkt Pß das noch unbe-
kannte Sechsseit 1•, •.. 6* läßt sich als 
Schnittpunkt der Geraden 1*2*.4*5* und 
2*3*,5*6* konstruieren, denn 5*6* ist 
wegen der Forderung 6* IG notwendig der 

5
:c-.,----v------,---o-- r:;ecebene Punkt G. Nun kann 3*4* .6*1 * aus 

G 3*4*.P8 ermittelt werden und daraus die 
Ger:ide 6*. 

(c) Eine Punktreihe 'f-< 9 hat mit einem Punktkegelschnitt zwei 
Punkte, einen Punkt oder keinen Punkt gemeinsam. 
Bew.: k werde o.B.d.A. erzeur;t durch die S 
Projcktivität C\_ : UJ s - ~T mit 
S '* 1' " S, T 1 ;1. r;" S, 'r I E k. Die Fix
punkte der durch 

~ X lj,, X A P~ 
dar~e lten projuktiv0n Solbstab
bildunr~ von ·µ3 rLind r,,!nau die Schnitt
punkte von J.1 9 mit k. Nun ist 13 + L, da 
C>1 keine Perspektivi tät ist ;nach '1.9, Folg.7 

y 

Y X"ß 9 x• 
besitzt ß in einer 
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PP-Ebene zwei Fixpunkte oder einen Fixpunkt oder keinen 
Fixpunkt. • Bemerkunc: In einer nicht pappusschen Desarguesebene kann eine 
Gerade mit einem Punktke~elschnitt (der dort ebenfalls gemäß 
Def.2.1 a definiert werdfm kann) unendlich viele Punkte ge
meinsam haben. 

DEF.2."1 'c: Ein Linienelement eines Punktkegelschnitts ist ein 

Punkt P des Punktkegelschnit-cs zusa=en mit seiner 

Tangente p. Ein Linienelement eines Geradenkegelschnitts ist 

eine Gerade p des Geradenkegelschnitts zusammen mit ihrem Be

rührunf,spunkt P. 

6) Aus jedem Linienelement (P,p) eines Punktkegelschnitts k 

wird bei Ausüben einer Kollineation "'-•Pr L( Xpp) ein Linien

element des Bildpunktkegelschnitts. Ebenso gilt die duale 

Aussage. 

Bew.: (;i:,,~,+) iS't ein Isomorphismus von xPP und koe := {Xaecp!Xtk} 
ist nach Folgerung 2 ein Punktkegelschnitt. P € k =s> Pc€ e k cl€ • 

P I p ==:> Pae I p;:,e*. Die Gerade p ae • ist keine Sehne von k ;ie 

(ind.) p«• ist Sehne von k;,e ~ 3 Q' ._ k;e mit Q,' I pe11.• A 

Q' * Pci?.; da ;;e bijektiv ist existiert Q'o1c-• =: Q eindeutig und 
es gilt: 

Q'Ekoc ==>Q,Ek} 
Q' Ip2R.$=s>Qip 

Q' * p~ ==) Q 'f p 

Widerspruch zur Voraussetzung, 
daß p Tangente in Pan k. 

Damit ist (P;:c, p~•) ein Linienelement von kce • 

7) Ein Punktkep;elschnitt k ist eindeutig festgelegt durch • zwei 

Linienelemente (Pi ,pi) (i=1,2) und einen Punkt A, wobei P1 ,P2 , 

A nicht kollinear sind und auch die anderen Elemente "zulässige 

Lage" haben: P2 J. p1 , P1 J. p
2

, A J. j P1 ,p2
• 

Ebenso gilt die duale Aussage. 

Bew.: Die durch P
1

A.._... P
2

A, 

P1 P2 ,___ P 2 , p1 ,_._ P1P2 eindeutig P. 

festgelegte Projektivität ()(. : ~P, -qP, 
erzeugt einen Kegelschnitt k, der in die Angabe paßt (vgl.?olg.5 

Bem.a). 
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Jeder weitere Kegelschnitt 
eine Projektivität /3 : 0 r

1 
•s 

1, der in die Angabe paßt, bestimmt 
C!J' ?, und ß leistet P1A ,-..p2A, 

p1p2 1-+ P2, P-, ,._ p1p2 ~ C( =ß ~ k=l. 

Ein Punktkegelschnitt ist eindeutig festgelegt durch drei 
Punkte A,B,C und ein Linienelement (P,p),wobei 
nie drei der Punkte A,B,C,P kollinear sind und 
A,B,C I J. p gilt. 

Bew.: Analog wie oben mit 0< : 0 p -qA 
festgelegt durch PB ,_.. AB, 
PC ~ AC , p .-- AP. 

• 
A 

B 

• 8) (N~4) Der Satz von Pascal bleibt richtig, wenn man zwei in 
der zyklischen Reihenfolge aufeinanderfolgende Punkte des Sechs

ecks zusammenfallen läßt und ihre Verbindungsgerade dabei er
setzt durch die 'l'angente in diesem Punkt. 

Bew.: (a) VS.: 1 •• 5 sind fünf pw.verschiedene Punkte eines 
Punktkegelschnitts k und s ist die Tangente in '1 „ 6 an k. 
Beh.: P:=12.45, Q:=23.56, R:=34.0 sind kollinear. 

s 

45=: a, 56=:b, A:=a.s, B:=b.34, 8='1, T=3. Durch k wird eine 
Projektivität ex.: ~s ~ ~T besti=t. Die durch 

P.u ~ {1 S ~ C;j T K '):Z b 

dargestellte Projektivität IX.
1 leistet Aoc' =6 

O<. F cl g, 5 
(A-SA ',____... TS ,__ 6), 4()('=B, 
Da a.b=5 selbstentsprechend ist und 
gilt, ist oc'eine Perspektivität mit 
einem Zentrum Z, wobei gilt: 

A,6,Z kollinear}==> z-A6.B4=} 
4,B,Z kollinear • s,34 =R =* 
P,Q,Z kollinear 

==} P,Q,R kollinear. 

(b) VS.: Die Punkte 1 ••• 5 eines Punktkegelschnitts kund die 
Gerades durch '1 liegen so, daß die wie oben definierten Punkte 
P,Q,R kollinear sind. 
Beh.:s ist die Tangente in '1 an k, 
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Die durch <~s 71 r,,l a. 7f' 0R II° ro 7<: (!J, dargestellte Projekti7ität Ö( 

leistet: 

PS (82) i>:_ =T2-l 
(S4) <X =TLf ~ ix stirrG1t mit der den Punktkegelschnitt k er-
(85) ix ='1'5 zeucenden Projektivität C<.- übereiL. 

Fol <\ .5 . . six=TS =':> S()( =T8 ~ s ist Tanr;ente in S. • 
Bemerkung: Der obige Beweis bleibt gültig, wenn z.B. 1=6 und 
2=3 mit 1 f 2 oder sogar 1=6 und 2=3 und 4=5 mit 1,2,4 paar
weise verschieden v,ilt und die betreffenden Verbindungsgeraden 
durch die jeweiligen Tangenten ersetzt werden. 

Konstruktive Anwendungen: 

a) N:!,L•: Man konstruiere vom Punktkee;el
schni t t k, der d1lrch die Punkte 1, ••• 5 
eindeutig gegeben ist, die Tan~ente s 
in 1. Die Pascalr;erade ap zu 1=6,2, ••• 5 
ist die Verbindur.g von 12.L•5 und 23.56. 
Die Tangente s ir: 1 muß a P in 34. a P 

treffen. 
Dual: Man konstruiere vom Geradenkegelschnitt 
der durch die Geraden 1•, ... 5• gegeben ist, 
den Berührungspunkt Sauf 1•. Der Brianchon
punkt P8 zu 1•=6·,2•, ••• 5• ist der Schnitt
punkt von 1•2•.1,•5• und ;)•3•.5•6°. Der 
Berührungspunkt Sauf 1• muß auf der 
Geraden 3"L•* .1• 8 liegen. 

k •' a 

' 
5• 

3" 

,•.5• s 
(b) N;, 2: Man konstruiere vom Pu.nktkegelschni tt k, der durch 
zwei Linienelemente (S,s) und (T,t) und einen Fllilkt P eindeutig 
gegeben ist (Folg,7) die Tangente in P. Die Fascalgerade aP zu 
lJll t /s '1=2-S, 3~LJ-=T, P=5(~6) ist die '/erbindungs-

gerade von 12.45=s, 1l-5=I und 34.61 t.51•IV. 
\ / Die Tangente p(=56) in P mu8 a 0 in 23,ap•C 

1 ,;;t•lII. treffen, Bei dieser Konstru.i::tion entsteht 
(nach den Voraussetzungen über S,s;I',t;P) 

r-3-4das Viereck I,II:•P,III:~st,IV. Setzt man 
(st.P).ST:=D, so gilt nach Def.1,10c: 
H(S,T;C,D) und da eine Desarguesebene vor
liegt, nach 1.10,Folg,5 dann H(PS,PT;p,P.st 

,,, - PaS= P Diese Aussage erraöglicht eine einfache 
I ...-- ,, aß ~][ Tangentenkonstruktion ( siehe Figur unten). 
Speziell in einer pappusschen Fanoebene (also einer 11KL) folgt 
daraus p ~P.st (vgl.1.10,Folg.3,5; oder in Worten: In 11K, sind 
je drei Tangenten eines Punktkegelschnitts 
nicht kopunktal. 

In einer nichtfanoschen PP-Ebene hingegen 
gilt stets psP.st oder in Worten: Die J 
Tangenten eines Punktkegelschnitts sind 
kopunktal (Beispiel: Minimalmodell), 

s ------ p 

p 
H(PS,PT;p,P.st) 
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SATZ 2.1: Alle Punkte eines Punktkegelschnitts k werden aus zwei 
verschiedenen seiner Punkte durch projektive, nicht 

perspektive Geradenbüschel projiziert. In jedem Punkt von k 
existiert genau eine 1I'anc;ente und jede andere Gerade durch 
diesen Punkt ist eine Sehne. k ist durch zwei Linienelemente 
und einen Punkt alle;emeiner Lac;e eindeutig bestimmt, für N;:,3 

durch ein Linienelement und drei weitere Punkte allgemeiner 
Lae;e, und für N~ll- durch fünf Punkte allgemeiner Lac;e. Für Nlo5 
liegen sechs Punkte r,enau dann in einem Punktkegelschnitt, 
wenn für sie der Satz von PASCAL gilt. Eine Kollineation 
von Jrpp führt einen Punktkee;elschnitt linienelementweise in 
einen Punktkegelschnitt über. Die dualen Aussagen gelten für 
einen Geradenkegelschnitt, wobei der Satz von PASCAL durch den 
Satz von BRIANCHOH zu ersetzen ist. 

2.2.Prolektive Abbildun~en eines Punktkegelschnitts auf einen 
Punktke~elschnitt 

DEF.2.2: Sind k= 1X} und l= l Yj zwei Punktkegelschnitte, so 
heißt eine Abbildung ex. :k - 1 eine Projektivität, 

wenn für zwei beliebi5e Punkte P e k und Q E 1 die Abbildung 
PX,-.Q,Xoc (\:/ X, k) eine Projektivität C0r - (.;JG) ist, wobei 
für P=X bzw. Q=Y die Verbindung PX bzw. QY zu ersetzen ist 
durch die Tanp;ente in Pan k bzw. in Q an 1. Auf duale Weise 
wird eine Projektivität C( :k* - 1 * definiert. 

Bemerkungen:(a) Die Projektivität k-1 wird auf eine Projektivität 
zwischen Geradenbüschel zurückgeführt. Diese Definition ist 
unabhäne:i5 von der Wahl der Punkte P ~ k und Q E 1 und daher 
sinnvoll; nach 2.1,Folg.5 werden nämlich alle Punkte eines 
Punktkegelschnitts aus irgend zwei seiner Punkte durch projektive 
Geradenbüschel projiziert. 

(b) Für die Abbildung XE k -PX mit Pe k schreiben 
wir k(X):,.; 0J,(PX) 1 wobei für P = X anstelle PX die Tangente in P 
an k zu nehmen ist. Die Projektivität k -1 ist dann nach Def.2.2 
ein Produkt von Perspektivitäten. 

Folg;erungen: 
1) Man kann Eigenschaften von projektiven Geradenbüscheln auf 

Punktkegelschnitte übertragen (und dual): 
oc :k-1 ist bijektiv, denn COP bzw. ll)Q ist nach 2.1,Folg.1 bijek

tiv zu k bzw. l. 
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IX :k-1 ist durch A >---A', B -B', C ----c· (mit A,B,CIE k bzw. 

A 1 ,B',C 1 lfk'9 paarweis8 verschieden) eindeuti5 :estgelect, 

denn mit PP gilt FS. 

2) Sei nun eck - k eine projektive Selbstabbildung von k 
(<X* l ). Ibt cX Fixpunkte ? Für P=Q bestimmt {)(, eine Projektivität 

0: Cjp - 0r. Fixpunkte von (X führen zu Fixgeraden von ß und 

ump;ekehtt. Nach 1.9 kann ß(* L) zwei, eine oder keine Fix

gerade in einer PP-Ebene besitzen=;, 

Eine Projekti.vität eck- k mit Ol*L ist hyperbolisch, parabolisch 

oder elliptisch. 

Vervollständigunp; einer projektiven Selbstabbildung ll::(ci , ) 

auf einem Punktkee;elsclrnitt k mit Hilfe einer Projektivitäts
achse (andere Möglichkeit nach 1.9,Folg.7,Bem,b) für N ;. 5: 
oc 4c L ==:> J SE k mit SIX. *S· Die durch 
die Kette 

G,J Soc 7'. k ( X) ~ k ( X 0<.) A (~ S 

dargestellte Projektivität leistet 

S.S(X •- Sees und ist folr;lich eine 

Perspektivität. Es existiert daher 

eindeutip; eine Perspektivitiits-

achse p ,x 1 auf der zugeordnete Strah- X•S .' 
len einander treffen, Be-

schriftet man laut Figur Punkte 

von k mit 1 , ••• 6, so liegen 12.45 

und 34.61 auf der zur;ehörigen 

Pascalachse, welche auf Grund 

der Inzidenztabelle p~ ist==:> 
=?23,56 I p,,, d.h. XYix.X<X_Y I Poc, wobei X,Y zwei beliebige 

verschiedene Punkte von k sind, Pcc heißt die 
"Projektivitätsachse von oc"; auf ihr liegen die Cchnittpunkte 

der "kreuzweisen" Verbindungen von in oc zugeordneten Punkten. 

Genau dann gilt F=Foc, wenn dieser Punkt auf p~ und k liegt. 

/p" 

Die Fixpunkte einer projektiven Selbstabbildung~(*,) eines 
Punktkegelschnitts sind genau die Schnittpunkte der Projektivitäts

achse _pcx von o,: mit dem Punktkegelschnitt. 
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Bemerkungen: (a) Alle zu den bisherigen Aussagen dualen Aus
sagen über Ger2denk0r,;el schnitte sind richti.g. fü.ne projektive 
Selbstabbildung ex. eines Geradenkegelschnitts k* auf sich kann 
mit einem Projektivitiitszentrum Zot. vervollständigt werden: 
xycx... xccy I Z "'- ( x f y " x, y I Eck• ) • 

(b) Ist ein Punktkegelschnitt k gegeben (von jedem 

Punkt der Foene ist also bekannt, ob er zu k gehört oder nicht), 

so kann man die Fixelemente jeder projektiven Selbstabbildung 

eines Grundgebildes oder eines Punkt- oder eines Geradenkegel

schnitts konstruieren. Dieser gegebene Punktkegelschnitt heißt 

"Steinr;rkecelschnitt". 

Sei ex.: ,P 9 - j:2 9 eine projektive Selbstabbildung. Wir projizieren 
aus einem beliebir;en Puc1kt St k mit S '/. g die Punkte Xej:2 9 und 
X,x,. e ,P 9 auf k. Jeder Strahl SX bzw. SXoc besit:ct neben S noch 
genau einen Ilestschnittounkt x• bzw. x•' mit k (für eine 
Tar::c;ente SX bzw. SXoc ist der Hestschni ttpunkt S). Die Zu
ordnun1s x•-x•• ist eine Projektivitiit Öl:k-k, denn sie 
wird aus S durch orojektive Strahlbüschel projiziert. Die 
Schnittpllnkte F der Pro,jektivitätsachse poi; mit k sind Fix
punkte von C( und Sl<'.1~ sind 1,;enau die Fixpunkte von 0c. 

Eine projektive Selbstabbildung eines Geradenbüschels, eines 
Punkt- oder eir,es Ger,i:lcnkep;elschni tts kann stets auf eine 
projektive Selbstabbildung einer Punktreihe zuriickra;eführt werden. 

Soeziell: PAE 
Ein Kreis in PAE ist ein Punktkegelschnitt 
i:n Sinc1 von Def.2.'1 a. Hach dem Satz von 
Thales kann nämlich der Kreis erzeugt 
werden als Men:';e der ~,chni ttnun;de xxoc 
mit xlxix. (vp;l.Figur); daher sind die 
Geradenbüsc!1el um die Durchmesserend
punkte kongruent, also projektiv, wie 
ir. den Ubunr,en r;ezeir:t wurde. Der 
Kreis ist daher das Erzeugnis der 
Projektivität oc. D:rnit ist in PAE ein 
Kreis als Steinerkegelschnitt benütz
bar. Die nebenstehende Fir;ur zeigt 
die oben beschriebene Konstruktion P« __ 
der Fixelemente der durch A >--A', -
B>--B', C,__bC' eindeutic; festge
ler;ten Projektivi tät cc ,P.9 - ,p, 9 
mit Hilfe eines Steinerkreises k 
und der Proj ekti vi tä tsachse p &'. • 

F•F 1 C 8 

3) Die Einschränkung einer projektiven Kollineation~ 

Punktkegelschnitt k ist eine Projektivität. 

A' G•G' 8' C' 

auf einen 
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ist nach 2.'!,Folcerunc; 2 ei,. P-Jr:..kt

ker;elschnitt. SEk beL fest.X12k: 

(-;X)'€•= S.eXae =? CJ s geht unter ~· in 

0 S;,: ijber. ;;i_*l0s ist nach '1. 7 eine 
Projektivittit, was zusamnen mit Def.2.2 
nach sich zieht:~! k ist eine Projektivi
tiü. • 4) Je zwei Punktkegelschnitte sind projektiv kollinear. 

Wir beweisen die schtirfere Behauptung: Es gibt genau eine 
projektive Kollineation -.e e PGL(Xpp), welche einen Punktkegel

schnitt k so in einem Punktkefa;elschnitt 1 überführt, daß ein 

gegebenes Dreieck A,B,C aus k übergeht in ein gegebenes Drei
eck A',B',C' aus 1. 

Bew.: ae muß wec;en Satz 2.1 linienelementweise k in 1 überführen; .~ 
' k A ~( \A' 

i; 

•••• Q 

c'o. . 
/B 

D 

b 

die Tan~enten a bzw. bin A bzw. Bank 

sehen daher unter x• notwendig in die 
Tangenten a' bzw. b' in A' bzw. B' an 1 

über~ 
D: =a. b ,..'S. D' : =D;ie =a '. b'. 

8' .. . 
~ 

.r:ic' a' 
D' 

A,B,C,D ist ein Vierec~ (da jete Tangente 
eines Punkt}::eF:elschni tts genau eicen Kegel

schnittpunkt trär;t sind A,C,D bzw. B,C,D niemals kollinear); 
ebenso ist A',B',C',D' ein Viereck. PGL(Xpp) ist wegen PP 

sch2rf viereckstransitiv (vfr,l.Uatz 1.9) = 3•"" ePGL(:.-~p) 

mit A,-,.A', ..• D.--D'. li'iir diese projektive Kollineation ae. 

gilt k~ =l: da nämlich (A,a), (B,b), C Linienelemente bzw. 
ein Punkt von k sind, so sind (Aa<1.=A', a~*=a'\(B~=B', b;,e.*=b'), 

C "'- =C' Linienelemente bzw. ein Punkt von k<lc nach Satz 2.1; 

da nach 2.1 durch zwei Linienelemente und einen Punkt genau ein 
Punktkegelschnitt bestimmt ist, folgt k~ =l. • 
Bemerkungen: (a) Speziell in PAE gilt daher: Jeder Punktkegel
schnitt ist projektiv kollinear zu einem Kreis. 

(b) Dual ist eine projektive Kollineation~· 
mit k* ae. *=l * (k* ,1 • Geradenkegelschnitt) durch zugeordnete 
Dreiseite aus k* bzw. l* eindeutig festgelegt. 
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5) Jede projektive Selbstabbildung a.:k-k eines Punktkegel
schnitts k läßt sich eindeutig zu einer projektiven Kollineation 
ii verlängern. 

Bew.: Im Beweis von Folg,3 geht k + 1 nicht ein. 

Eine projektive Kollineation, die einen Punktkegelschnitt 
als Ganzes festläßt, heißt eine "automorphe projektive 
Kollineation von k". Die Beschränkung einer automorphen 
projektiven Kollineation von kauf k ist nach Folg.3 eine 
projektive Selbstabbildung von k. 

Die Menge aller automorphen projektiven Kollineationen eines 
Punktkegelschnitts k bildet bezüglich des Hin-tereinanderaus
führens eine Gruppe PGL(k), welche zu PGL(p 9 ) isomorph ist. 

Bew.: Sei I1 die Menge aller projektiven Selbstabbildungen i< des· 
Punktkegelschnitts k.Durch Projektion aus Sek auf g mit S 1. g 
kann man jedem ,x.."- M ein oc<=PGL( ,P..g) zuordnen ;diese Zuordnung ist 
bijektiv und verträglich mit dem Hintereinanderausführen =* 
{M, 0 1 ~ PGL(F 9). Nach obigen Überlegungen ist die durch 
o<. = c(_ I k erklärte Zuordnung 0c6 M zu ii e PGL(k) bijektiv und 
wegen (oZ. 0 ß)jk =Ö(Jk 0 ßlk gilt PGL(k)~ {M, 0 } und damit PGL(k)=' 
PGL( ,P. 9 ). 

Damit ist PGL(k) wegen Satz 1.9 scharf dreifach transitiv auf 
der Punktmenge k. 

6) I.f. ist x eine klassische projektive Ebene .71<.i.(=} N!e3). Ist in 
Def.2.2 speziell die projektive Abbildung c<.:k -k involutorisch, 
so liegt eine projektive Involution eines Punktkegelschnitts 
auf sich vor (vgl. auch 1.10, Folg.8). Es gilt: 

(I) Eine projektive Involution oc:k -k läßt sich zu einer 
automorphen harmonischen Homologie (Z, a) von k fortsetzen. 

Bemerkung: Nach Folgeru!lß 5 ist die Fortsetzung eindeutig. 

(II) Z ~ k und die (unter Umständen existierenden.) Fixpunkte 
von oc liegen auf jenen Tangenten von k, die durch Z gehen. 
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(III) Punktepaare auf k sind genau dann in einer projektiven 
Involution auf k zugeordnet, wenn sie auf Geraden durch ein 
Zent;um Z f k liegen ("Involutionszentrum"). 

Bew.: Zu (I): Die projektive Involution oc: k - k ist nach 
1.10, Folg.8,(IV)durch A~A', B ,-- B' mi.t A * B /\ A',i,B' A 

A*B' A A'*B eindeutig festgelegt. Gilt zusätzlich A,i,A' und 
B*B' (was nur im Sonderfall c<., 

hyperbolisch und N=3 nicht zu 
erreichen ist), so ist mi. t A' ": C, 

A = C<X.: m C' die nach Folgerung 
2 zu oc gehörende Projektivitäts
achse Po1. als Verbindung von 
AB'.A'B mit BC'.B'C festgelegt. X"-•~: 1 

Zu jedem Punkt X E k kann mi. t -- ,,.,--- /i··· 
Hilfe von p o1, der Bildpunk~ Ps- ---r 
XC(, ,.:X' unter Benützung 1 - _ \, 
von 2:=XA'.X'A I p~ und 
3:=XC 1 .X'C I p"'- gefunden werden. Da 
außerdem XB'.X'Bipo1. gilt, liegen die Dreiseite der Dreiecke 
XA'B' und X'AB somit Poc -perspektiv, und daher sind X,Xoc 
und AA'. BB'": Z (t p"") kollinear für alle X e. k. Die harmonische 
Homologie 6'(Z,pcl) fÜhrt X in Xoc über, da H(X,XO\'.;Z,p"-) (und damit 

H(Z,p~;X,X~) ) gilt, wie man aus dem Viereck 1:=A,2,3,4:=A' 
erkennt. Wegen oik =oc ist~ die nach Folgerung 4 einzige 
automorphe projektive Kollineation von k, zu der sich oc 

fortsetzen läßt. 
Ist dagegen~ hyperbolisch und N=3, so sind von den auf k 
vorhandenen vier Punkten genau zwei verschiedene Punkte 
Fixpunkte, z.B. A=A'" B=B'; die beiden restlichen Punkte 
X,Y auf k müssen dann in<>!. vertauschbar zugeordnet sein: 
X<><. "'y A Y«. "'X. Auf XY liegen genau vier verschiedene Punkte, 
nämlich X,Y, XY.AB, Z und durch Z müssen daher die 
Tangenten an k in A und in B gehen. Setzt man Ailap~, so 
gilt für die harmonische Homologie 0" (Z 1 p"'-) dann A•AtJ" , 
B=& und Y=Xo, da H(X,Y; Z,p"'-) gilt; der zu X,Y,Z vierte 

harmonische Punkt ist von X,Y,Z verschieden und mu.ß daher 
der einzige verbleibende Punkt XY.AB auf XY sein. 

Bemerkung1 Die Achse a der harmonischen Homologie a- mit 
0"/k "'Dl ist also die Projektivitätsachse der projektiven Invo
lution oc. 
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Zu : Z4k: (ind.) Z"-k. Da Z I AA 1 =>Z=Av Z=A', denn k 
hat mit einer Geraden höchstens zwei Punkte gemeinsam. 
Analog: Z I BB 1 => Z=B v Z=B 1 • Damit können nur die Fälle 
A=B v A=B' v A'=B vA'=B 1 eintreten, welche alle den Voraus
setzungen widersprechen. 
Die (u.U. existierenden) Fixpunkte von oc liegen auf den 
Tangenten von k durch Z: Ist Xe k ein Punkt, dessen Tangente · 
durch Z geht, so ist X= Xoe: , weil auf dem Kollineationsstrahl 
ZX nur der Punkt X aus k liegt. Umgekehrt ist für X=Xtx. der Kolli
neationsstrahl ZX Tangente an k in X, da sonst der zweite Schnitt-
punkt von ZX mit k ebenfalls Fixpunkt wäre und p"-+ZX gilt. <$ 

Bemerkung: \Jenn es Fixpunkte gibt, so sind diese -~ //4 
nach Folgerung 2 die Schnittpunkte von p oc mit k / / 
und Z ist nach obigem der Schnittpunkt der /. / 
Tangenten in den Schnittpunkten von p" mit k. 1

/ /L 
• / f'{ / ,_p, 

Zu Z 4 k. Wir definieren eine Abbildung ß:k - k durch1I„t 
X€ k und XZ Sehne von k, so soll Xß + X jener Punkt von k 

der auf XZ liegt; ist XZ Tangente von k, so soll 
X ß cX gelten. 
Die durch A ,-.. A' =Aß und B - B' =Bß 
bestimmte projektive Involution oc 

leistet für alle Punkte von k 
\ 

dasselbe wie ß => C(, = ß • B __ . 

Bemerkungen: (a) Für eine projektive Involution oc auf einem 
Punktkegelschnitt k ist somit kennzeichnend, daß Ur- und 
Bildpunkt auf einer Geraden durch das Involutionszentrum Z~i k 

(b) Dual existiert für eine projektive 
Involution rx. :k* - k* eines Geradenkegelschnitts Xl!I. 

eine Involutionsachse z 0c • Auf Z0c treffen 
einander in~ zugeordnete Geraden, und 
die Fixgeraden von C<. haben Berührungs-
punkte, die auf zo<.. liegen. z~ 

lt 

SATZ 2.2: Sind X,X~ und Y,Yrx. zwei Paare zugeordneter Punkte 
einer Projektivität rx. auf einem Punktkegelschnitt k, 

so .,_.,_cis--.u die Punkte XYD<'...X oc Y au.f der Projekti vi tätsachse po<. , 
welche genau jene Punkte von k enthält, die Fixpunkte von u 

sind. Jede projektive Selbstabbildung eines Punktkegelschnitts 
läßt sich eindeutig zu einer automorphen projektiven Kollineation 
von k und die Gruppe der automorphen projektiven Kol
lineationen von k ist isomorph zur projektiven Gruppe 
einer Punktreihe. Speziell in einer klassischen 
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Ebene sind die projektiven Involutionen von k genau die 
Beschränkungen der automorphen harmonischen Homologien von k 

auf k. Duales gilt für Geradenkegelschnitte. 71--·--, z, 

Bemerkung: In x,i kann (vgl.1.10,Folg.8, II) :/ ; 
eine projektive Involution O(_ :k -k : : 
hyperbolisch oder elliptisch sein. Die k' 
Fixpunkte von oc sind genau die Schnitt- \ __ __, P.: !<.--·- P.. i 
punkte von p"'- mit k, und die Tangenten ··-, 1' 
an k in den Fixpunkten gehen durch das z o ': 
Involutionszentrum Zcx. • Demnach ~ c. ..,,/ 
können für Punkte Z"'-E p '\,k zwei 
Fälle eintreten: 
Durch Z gehen genau zwei Tangenten von k oder durch Z geht 
keine Tangente von k. 
Der Punktkegelschnitt k gibt also Anlaß zu einer Klassen
einteilung von {.l,: 
1. Klasse: X€ k ( "Punkt von k" ). 
2. Klasse: X 4 k und es gibt zwei verschiedene Tangenten von k 

durch X ("Außenpunkt von k"). 
3. Klasse I X 4 k und es gibt keine Tangente von k durch X ("Innen-

punkt von k"). 
Außenpunkte existieren stete. Ob die MeDge der In.nenpUilkte eines 
Punktkegelschnitts leer ist,hängt vom Körper der Geometrie ab, 
wie wir später sehen werden. 
In einer nichtfanoschen Pappuaebene ist obige Einteilllllg sinn
los, denn dort sind alle Tangenten eines Punktkegelschnitts 
kopunktal (vgl. 2.1,Folg.8). 

2.3.Kegelschnitte und Polarsysteme in klassischen projektiven 
Ebenen 

Wir setzen im folgenden eine klassische projektive Ebene x~ 
voraus. 
Nach 2.2 kann man zu jedem Punkt l' E,i:/., der nicht einem Punkt
kegelschnitt k angehört, eine projektive Involution~ auf k 
erklären,und diese bestimmt genau eine automorphe harmonische 
Homologie rrP von k mit P als Zentrum; durch P ist die Achse p 
der Homologie crP eindeutig festgelegt. 

Bew.: Für P ~ k ist zu unterscheiden: 
(a) P ist ein Außenpunkt: Durch P gehen dann 
genau zwei Tangenten von kund die Verbindungs
gerade p jener beiden Punkte von k, deren 
Tangenten durch P gehen, ist als Projektivitätsachse von oc die 
eindeutig festgelegte Achse von~P mit ~pik•~-
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(b) P ist Innenpunkt von k: J A,B 1 *, E k, A,B,P nicht 

kollinear. Die Geraden AP und BP sind .keine 

Tangenten von kund tragen daher nach 2.1 

noch genau einen weiteren Punkt A' ,i, B 

bzw. B' ~ A von k mit A' * B', denn~ ist 

eine Bijektion. Die projektive 

Involution IX leistet: A'=:C,__ CD(.•:C' •A. 

Durch die beiden Punkte AB'.A'B und BO,.B 1C ist die 

Projektivitätsachse p von 0( und damit die Achse von 6" P 

mit ~PI k= rX, eindeutig festgelegt. 

Bemerkung: Gewisse Punkte von p haben die 
H(X,Xcre;P,p) mit X.:k. Sprechweise: 
"Punkte von p liegen zum Zentrum P 
bezüglich k harmonisch". 

Die eindeutige Existenz der Achse p 
bei gegebenem Zentrum P E jQ '-k legt 
die Definition einer Abbildung nahe: 

Eigenschaft: 
p 

Die Abbildung A.: ,P.-G erklärt durch 

( 1) Pt k: PA" ist die Achse der automorphen 

harmonischen Homologie von k mit Zentrum P, 

(2) P e k: P>-, ist die Tangente in P an k 

heißt Polarsystem des Punktkegelschnitts k, 

1);>,.k ist eine projektive Polarität (vgl.Def.1.11 c). 

p 

Bew.: (1)?..,ist eine globale Abbildung: Für PEfl/k wurde dies 

oben gezeigti zu jedem Punkt PE k gibt es nach 2.1 genau 

eine Tangente an k. 

(2) Es ist mit PA~~:p und Q~,~:q zu zeigen: 

P I q 9Q I p 1/ P,Ql,r. .Wir unterscheiden: 

Fall 1: P,Q I e kAP I q. Nach Def.2.3 ist p bzw. q die 

Tangente in P bzw. Q an k. Aus P I q A P e k folgt P"'Q, da auf 

jeder Tangente eines Punktkegelschnitts genau ein Kegel

schnittpunkt liegt. Mit P=-Q gilt p=q und P I q =>Q I p. 
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Fall 2: PE k II Q,ik A P I q. Dann ist p Tangente 

in P und q ist keine Tangente; q trägt daher 

neben P noch gennu einen Kec;elschnittpunkt 

S € k (S *' P). Q ist der Schni ttpunlct von _p 

mit der Tangente s in S ~ Q I p. 

Fall 3 z Qek A P ~ k II P I q. Dann ist q Tangen

te in Q und p ist keine Tangente von k. 
Durch P<tk gibt es neben q noch genau eine weitere 
s von k,die zum Purlkt B gehört. p verbindet ...::::~e::::::-a-H-;-
die Punkte Q und S, in welchen q und a Tan

genten des Punktkegelschnitts k sind ==11 Q I p, 

Fall 4: P ~ k II Q '1' k. Weder p noch q sind 

dann Tanc;enten von k. Wir unterscheiden die Unterfälle: 

(a) P ist Außenpunkt. Durch P gibt es genau zwei 

Tane;enten s,t von k,die zu den Punl:ten S,T! t k gehören und es 

gilt p=>ST. Zu Q gehört die harmonische 

Homologie <r0 mit k 0"1, ::k. Nach Voraussetzung 

gilt PI q~Po,.,,,P. Nach Satz 2.1 läßt G"GI 

den Punktkee;elschr.itt k linienelementweise 

fest, also gilt: (S6a,s oQ•) muß ein 

Linienelement von k sein. P I s J\ Poa=P ~ 

PI s5t. Daher sind nur folgende zwei Fälle möglich: 

(i) sf5/=s==?SoQ =S==l>S I qvS = Q (vgl.Satz 1.4), 

S=Q widerspricht Q, 4 k und S I q ist auch unmöglich, denn 

aus S I q /\ P I q folgt q=s wegen S*P: Widerspruch, denn q 

ist keine 'l'angente von k. 

(ii) s6'/'~t =}SöQ ='l' =;,Q I ST=p, denn zugeordnete Punkte 

liegen mit dem Zentru:m Q kollinear. 

(b) Q ist Außenpunlrt .• Durch Q gehen 

die Tangenten s und t in den Punlcten 

s,~: 1 e k mit ST= q. Die zu P gehörende 

harmonische Homologie up mit k 6p=k 

leistet wegen PI q notwendig Sor"' T,, 

da S und T nicht beide ]'ixpunkte von ö P sein können, 

und damit s 6p *=t nach Satz 2,1. Da zugeordnete Geraden 

einander auf der Achse p von 0p treffen, gilt: 
st=Q I p. 

( c) P und Q sind Innenpunkte. I1i t A 12 k 

ist AP bzw. AQ Sehne von k,und es gibt neben--"?<::---=--11-~ 

A noch genau einen Punkt B bzw. C aus k 
auf .AP bzw. AQ mit B,i..A bzw. C+A; man kann Aso 
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wählen, daß B '1' C gilt. Dann gilt: Aor=BA A6'(l=C. Die Gerade 
BQ ist Sehne von k, denn Q ist Innenpunkt von kund daher 
existiert neben B noch genau ein weiterer Punkt D aus k 
au.f BQ mit A,B,C,D paarweise verschieden und B!Ja =D. Aus der 
Voraussetzung PI q folgt PoQ=P. Weiters ist (AB)oQ*=<Aua.B6"c."'CD. 
Da zugeordnete Geraden einander auf der Achse q von UQ 
treffen, folgt aus AB.q=P damit CD I P~C6p=D. Wegen (AO)o;,*= 
•A6p.C5,, .. BD =c} AC.BD-Q,Ip. 

(3)A. ist eine projektive Polarität (vgl.Def.1.11 b): Wir 
zeigen 71., !-p 9 ist eine Projektivität, wobei g o.B.d.A. eine 
Sehne von k ist. Da die Polarität 71. 4 bijektiv ist 
(vgl.Satz 1.11), existiert genau ein Ge-p 
mit G i\, "'g, und zwar ist G der Schnitt
punkt der Tangenten an k in den gemein
samen Punkten S,T von k und g. Da >-k 
als Polarität eine Korrelation ist 
(vgl.1.11), gilt: 
Pig==>P',l..._IG. 
G 1. g~P '4< G~Pi\.* g=:> 3*P1 :=g.Pi\ •• p 

Nach der Bemerkung zu Beginn von 2.3 gilt: 
H(S,T;P,P

1
) 'r:/ Pff-l 9\.{S, T} sqt~·

10 p..-p
1 

ist eine projektive 
Involution Q mit den Fixpunkten S,T. Damit ist die durch 
,P 9 (P) 7i;" f1 9 (P1 ) it 06 (P A,) dargestellte Abbildung A,/ "µ 9 
eine Projektivität. • 

2) Nach 1.11 ist die Beschränkung der projektiven Polarität Ak 
auf je<ga'. Punktreihe projektiv. 
Wir we en dies speziell auf die Tangente s 
in S, ~ an: 
-f:2.lPx )?1" ~.(Px11..) } ) ( 1 Nach 2.2 gilt: ~ k(X i'i 12s Px„ 
0sCP,?,Jx k(X) . 
d.h. die Punkte X eines Punktkegel
schnitts sind projektiv bezogen auf die 
Reihe der Schnittpunkte der Tangenten 
x in X mit einer festen Tangente. 

In jeder 7~ bilden die Tangenten eines Punktkegelschnitts k 
einen GeradeDkegelschnitt k*. 
Dual: In jeder Xu bilden die Berührungspunkte eines Geraden
kegelschnitts k* einen Punktkegelschnitt k. 
Bezeichnung: kvk* nennen wir i.f. einen'Kegelschnitt! 
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Bew.: Seien S,T 1 4', E k und s, t die Tangenten 
in S,T an k. Dann gilt: 

k(X) 7i fol- (Px)J 
k(X) 7' p,:CQx) ==1 'PsCPx) 7i 'PtCQx)· •• c<.. 

Die Schnittpunkte PX bzw. QX der Tangente 
in X an k mit s bzw. t sind also projektiv 
zugeordnet. Da für Px"'S speziell Sex., I s A 

S IX, I t also S oc =s. t * S gilt, ist 0( nicht 
perspektiv. Damit ist die Tangenten.menge 

,,-;::-----.:~,,,, 

von k Teilmenge des durch oc bestimmten Geradenkegelschnitts k•. 
Umgekehrt ist jede Gerade von k•, welche nach Definition 2.1 a 
in ,x, zugeordnete Punkte in ,P. s und p. t verbindet, eine Tangente 
von k, da die Projektivitiit; 12,(Px) 11 k (X) eine Bijektion ist. 
Zum Beweis der dualen Aussage muß alles dualisiert und insbe

sondere \.: OJ - 12 dual zu Def .2. 3 definiert; werden. • Bemerkungen: (a) Ist kein Punktkegelschnitt und k* der von 
den 'l'angenten an k e;ebildete Geradenkegelschni tt, so ist di.e 
Menge der Berühruncspunlcte von k• der ge5ebene Punktkegel
schnitt k. Durch jeden Punkt einer solchen Tangente, der nicht 
in k liegt, geht nämlich eine zweite Tangente an k, die 
ebenfalls k* angehört, so daß alle diese Punkte r.icht als 
Berührungspunkte der Tanr;enten in Frage ko=en. Der Begriff 
Kegelschnitt k u k" ist also selbstdual. 

In nichtfanoschen PP-Ebenen dagegen ist die Tangentenmenge 
eines Punktkegelschnitts kein Geradenkegelschnitt, sondern ein 
Geradenbüschel (vgl.2.1), und dual ist die Menge der Berührungs
punkte eines Geradenkegelschnitts eine Punktreihe. 

(b) In jeder n:1<, gibt es im Sinne von PGL(ni,:,) genau 
einen Kegelschnitt ku k*; nach 2.2,J?olg.3 sind nämlich je zwei 
Punlct-bzw. Geradenkegelschnitte projektiv kollinear. Speziell in 
PAEi ist daher jeder Kegelschnitt projektiv kollinear zu einem 
Kreis. 

3) Auf jeder Geraden g, die keine Tangente eines Kegelschnitts k 
ist, bilden die im Polarsystem 1'.k konjugierten Punkte e1ne 
projektive Involution ("Involution konjugierter Punkte au! g•). 

Dual: Durch jeden Punkt G, der kein Berührungspunkt einesKegel
schni tts k• ist, bilden die in "-1<* konjugierten Geraden elne 
projektive Involution ("Involution konjugierter Geraden 
durch G"). X 

Bew.: g 4 k* => 3 *G mit G::\.~"'g AG 1- g, 

denn A.ist bijektiv und (Gtg) bestimmen 

eine (harmonische) Homologie. Da "-1. eine 
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projektive Polarität ist, gilt: -Pg(X) 71 C1G(x) mit x:=X Ak. 
Da der zu X konjugierte Punkt x1 der Schnittpunkt XA,.g ist, 

gilt weiter: 0 G(x) ~ Pg(X1 ). 
Wir haben somit:p.g<x)r:.·j2g(X1 ). Diese Projelctivität oc ist 

eine Involution: 

rx * L. 1 denn X=X1 gilt genau dann, wenn XI X\,also XEk gilt; 

g trägt höchstens zwei Punkte von k, also ist i.a. x+x1 ; nach 
1.10,Folg.8,I genügt es zu zeigen, daß o. ein Punktepaar X+ Lx.-X1 
vertauschbar zuordnet. X1=:YEfg 1 Y/\.k=>:y 1 Y1=yg. Da ::\nach 

Satz 1.11 eine selbstadjungierte Korrelatioµ ist, gilt: 

i\i.""•,, L ==> Ai,.*•A~\ also gilt t\':: .. g),; 1 "'G bzw. x?._:=x\:1 „x 
u:nd somit: 
Y I g ~ Y"A.1<""Y I g ;\,• .. G 

Y I x ~ YA" "'Y I x ;\"*,,X 

::::::> y=GX (nach Voraussetzung sind G und X verschieden)=* h „x. 

Bemerkung: Die in Folg. 1 1 (3) bewiesene Aussage für eine 
Sehne von k gilt also für jede beliebige Nichttangente Yon k. 

4) Jede :JrKi ist isomorph zu ~ 14*. 

Bew.: Inn~ existiert ein Kegelschnitt kund sein Polarsystem 

,\k ist eine Polarität, also nach Satz 1.11 (2.Teil) eine 

Korrelation. rrut gestattet also eine Korrelation und ist daher 

nach Satz 1.11 (1.Teil) zu n; isomorph. 

_ri"'~: 
kcJ1c =:k 1 nach 2.1,Ji'olg.2 ein Punktkegelschnitt ~ 
5) Sei in n KA der funktkegelschni tt k und sein 

Polarsystem Ak gegeben. l'li t .e&Pr L(nl<l_) ist 

in n,,., zu dem ein Polarsystem A", gehört. 

Es gilt: ;:;e-;,1."o€.•,,,:1,, oder A,:.ic*-=.e!l.k,. 

Kurz: Polare Lage geht bei Kollineationen in 

polare Lage über. / 

Bew.: \lir unterscheiden: , x~ ~ 1-;,i,~" 

(u) XE k: X\ ist die Tnngente an k und no.ch Satz 2.1 führt (.it.,.t.•) 
den Punlctkegelschni tt k linienelemcntweise in k' über. 

(b) X~ k II X Außenpunkt: X111,. ist die Berührsehne der beiden 

Tangenten aus X an kund diese Zuordnung daher nach Satz 2.1 

invariant gegen (oe, ~ •). 
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( c) X 'F lc II X Innenpunlct: Hir legen X A k wie in der 
von 2.3 als Projektivitä:tsachse einer Involution 
oc :k - k fest, die X als Involutionszentrum 
besitzt (vgl. die nebenstehende Inzidenztabelle). ---
Da dabei nur Inzidenzen benützt werden, ist 
die Invarianz gegen Kollineationen trivial. 

k 

Bemerkung: Nach Beweisschritt (b) gilt, daß~ Außenpunkte 
k in Außenpunkte von k' überführt. 

SATZ 2.3: Jede klassische 
Ebene isomorph, 

jedes Punktkegelschnitt;s 

projektive Ebene ist zu ihrer dualen 
und die Tangenten (Berührungspunkte) 
(Geradenkegelschnitts) bilden einen 

GBradenkegelschnitt (PwDctkegelschnitt). Das Polarsystem eines 
Kegelschnitts ist eine projektive Polarität uni gegen Kollineatio
nen invariant mit dem Kegelschnitt verbunden. Auf jeder Nicht
tangente (durch jeden Nichtberührungspunkt) existiert eine 
projektive Involution konjugierter Punkte (konjugierter Geraden), 
deren Fi:xelemente dem Kegelschnitt angehören. 

2.L~.Staudtsche Kegelschnitte 

In 2.3 wurde gezeißt, daß jedes Polarsystem eine projektive 
Polarität ist. Wir wollen jene projektiven Polaritäten kenn
zeichnen, welche Polarsysteme von Kegelschnitten sind. 
In Ergänzung zu 1.11 zeigen wir zunächst; 

Eine projektive Korrelation S: XKt - Jrkt ist eindeutig fest
gelegt durch ein Viereck von Urpunkten u:nd ein Vierseit von 
Bildgeraden. 

Bew.: (a) Existenz: 
ist eine projektive 
In X~ existiert ein 

Ist A. ein Viereck und a. ein Vierseit, so 
l l. 

Korrelation cf mit Ai.f =ai(ia0, ••• 3) gesucht. 
Punktkegelschnitt kund damit dessen 

Polarsystem Ä., das nach 2.3 und 1.11 eine selbstadjungierte 
Korrelation ist ~ a. 11., • .. :A. ist ein Viereck. Nach Satz 

l. " l. 
1.9 gilt: 3* ;ie" PGL(Xpp) mit A . ..e „J;. (i„Q ••• 3). Die zusrumnenge-

• -A l. ]. _. -'1 - llt ---t 
setzte Abbildung ae(Ä.k) =:o leistet: A.o cA. <iE' (Ai..) :A. CA1o ) ., 

(>. ·i-' l. l. l. 
•ai (i„0, ••• 3) und cfi f,l. ~,p. -' 0 ist eine projektive 
Korrelation, denn es gilt:;,e, um (,1_:y< sind bijektiv, also auch o; 
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C\ •r' 
kollineare Punkte ~ kollineare Punkte ~ kopu.nktale Geraden, 

damit ist o eine Korrelation. aelf 9 ist eine Projektivität und 

(;\:r'l,P9.a•ist eine Projektivität, also ist oe(11tr
1 l,Pg 

projektiv und daher a eine projektive Korrelation. 

Bemerkung: ?t.:')2--0, °t\!:CJl --µ. Da 7\k eine selbstadjungierte 
Korrelation ist, gilt A._A: =• =* 71t= ;,.,k-•=*(11:r' ,. A, und 
somit cf „ .e i\i.• 

(b) Eindeutigkeit: Seien J'.,~ projektive Korrelationen mit 

Ai~-ai (ia0 ..• 3; j=1,2)=9Ai=ai62.-
1 

(i=O, ••• 3). l 1 cf2.-• 
ist eine projektive Kollineation, denn es gilt: cf1 cf2. -•: 
12. · -2!- Uj ~ ,P.; Oj sind bijektiv, also auch cf1cf2._, 

d, J~-· . 
kollineare Punkte - kopu.nktale Geraden - kollineare Punktei 
.f, und Sa. sind projektiv, also auch cf1 cf,. -A • 

Wir haben also eine projektive Kollineation cf, cf,.-A .s PGL(:vKt) 

mit A. cf1 cf2.-• .. a. cf;\,A. (i=O ••• 3). Da PGL(:1rKt) scharf vierecks.,. 
l. l. l. -A 

transitiv ist (vgl.1.9) folgt daraus d'1 c!'2. = L ~ J1 ~ cf2. • • DEF.2.4: Ein Punkt X heißt selbstkonjugiert bezüglich einer 

Polarität A , wenn gilt: X I XA. Eine Gerade x heißt 
selbstkonjugiert bezüglich /\, wenn gilt: x I :x:11.*. Eine 
Polarität heißt hyperbolisch, wenn sie (mindestens) einen 
selbstkonjugierten Punh-t besitzt, und sonst elliptisch. Die 
Henge aller selbstkonjugierten Punkte einer projektiven 
hyperbolischen Polarität in :;rKt heißt ein STAUDTscher Kegel

schnitt. 

Bemerkungen: (a) Bezüglich jeder hyperbolischen Polarität 
eristiert eine selbstkonjugierte Gerade, denn die Polare eines 
selbstkonjugierten Punktes ist eine selbstkonjugierte Gerade. 

Bew.: I\ hyperbolische Polarität ~v, 3 X•-P. mit X7\=:x IX. 
Nach Satz 1.11 ist i\. selbstadjungierte Korrelation, also 
?-. * .. >..- 1

, und somit gilt: x I X =} x11.*=<xX1 =X, also x I xi\* • • (b) Auf jeder selbstkonjugierten Geraden bezüglich 
einer Polarität A existiert genau ein selbstkonjugierter Punkt. 

Durch jeden selbstkonjugierten Punkt eristiert genau eine 

aelbstkonjugierte Gerade. 
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Bew.: xdJJ selbstkonjuc;iert:x I x,\*"':X. Nach (a) ist X ein 
selbst~onjugierter Punkt auf x und er ist der einzige: 
(ind.)_:/Y E 12,, txJ mit Y I y-;,,_ "':y. } X•Y 
Da II eine Korrelation ist, gilt: Y I x ~ y I X =-9 Y"'XY•x; 
Widerspruch, denn,\ ist injektiv. • (c) Da auf jeder selbstkonjugierten Geraden be
zür;lich einer Polari tä-t; nach (b) genau ein sel bstkonjugierter 
Punkt existiert, sind sicher nicht alle Punkte von~ selbst
konjugiert und somit ist insbesondere ein Staudtscher Kegel
schnitt (11 hyperbolisch) eine echte Teilmenge von -p.. 

Folr;er ngen: 

1) Jeder Punktkegelschnitt k (im Sinne von Def.2.1 a, also ein 
"Steinerkegelschnitt") in :11<t ist ein Staudtscher Kegelschnitt. 

Bew.: Zu k gehört das Polarsystem A1,, das nach 2.3 eine 
projektive Polarität ist. Sei s die Menge aller selbst
konjugierten Punkte bezüglich A~: 
X f k = x>-.. ist Tangente an k und geht durch X= X~ a, d.h. k c s 

(somit ist s nicht leer, Ai. hyperbolisch und s der durch .i\kbe
stimmte Staudtsche Kegelschnitt); 
X Oe =* X\"'J_ X (denn (X,Xi\k) sind nach 2.3 Zentrum und Achse. 
einer harmonischen Homologie) -=,, X ,t s, d.h. s c k. Also gilt 

• 
Unser Ziel ist zu ~eigen, daß auch umgekehrt jeder Staudtsche 
Kegelschnitt ein Steinerscher Kegelschnitt ist. Dazu be
nötigen wir zunächst einige Eigenschaften, welche projektive 
Polaritäten mit Polarsystemen gemeinsam haben. 

2) Für eine projektive Polarität:\ in ;;r>it gilt: Auf jeder nicht 
selbstkonjugierten Geraden bilden die konjugierten Punkte 
eine projektive Involution. Dual: Um jeden nicht selbst
konjugierten Punkt bilden die konjugierten Geraden eine 
projektive Involution. 

Bew.: g nicht selbstkonjugiert ~ gA-1.=:G 1. g. 

Da A eine Korrelation ist, gilt für Xe,P 9 : 

X I g =} Xi\ >=:x I G. 

X ,j, G =,, X "' g ~ 3 ·x1: ,,,xg. Für die Punkt
reihe ~ 9 (X

1
) der zu X konjugierten Punkte gilt: 

,P9(X)f ~°'(x) ~~9(X1), 

(~ ist nach Vs.projektiv) (nach Konstruktion) 
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Die Zuordnung z ........ x1 ist die Projektivität oc:,P. 9 (X) 7'(' 'Ps(X1 ). 
.. Y"/\ =:y, y.g=Y1 und es gilt: 

I x "9' y I X} x„r,, 
y I g ""'* y I G ~ Y • XG ~ Y1 „ X VX E'P-g• Existiert ein 

vertauschbares Paar (X 1 X1 ) mit X + x1 , so folgt nach 1.10,Folg.8,I 1 

daß ex. eine projektive Involution ist. 
Es ist also noch zu zeigen, daß 0( * L gilt. 

) ex."' l =9 'l;fXEf.!9 gilt: XA =x=XG 1 d.h. 
alle Punkte von ~ 9 sind selbstkonjugiert. 
Durch den selbstkonjugierten Punkt X geht 
nach Bemerkung (b) genau eine selbst
konjugierte Gerade, nämlich x, daher 
existiert eine nicht sel bstkonjugierte Gerade h E q; x "-.. l x,g} • 
Nach dem ersten Beweisteil bestimmt /\ auf der nicht selbst
konjugierten Geraden h Paare konjugierter Punkte, die in 
einer Pr~jektivität ß zugeordnet sind,und ß ist entweder 
eine projektive Involution oder die Identität. In beiden 
Fällen existiert neben dem selbstkonjugierten Punkt X tf2.n 
noch ein weiterer sel bstkonjugierter Punkt H E f-l h "--- {X\ 

1.10, Folg.8, II gibt es in XKI. keine parabolischen 
projektiven Involutionen). H c,P,h ='} H * G =9 3 *GH g) ==*' 
J *GH. g=Y. Aus der indirekten Beweisvoraussetzung IX.,= l folgt: 

und Y/\ =:y=GY =1Y I y. Nun ist y A*=y/\.- 4 =Y=*Y I yA* ==ty 

ist selbstkonjugiert und trägt zwei verschiedene selbst
konjugierte Punkte, nämlich Y und H: Widerspruch zu- Bem.(b). 

Bemerkung:Zusammen mit 1.10,Folg.8,II gilt: Trägt eine nicht 
selbstkonjugierte Gerade einen selbstkonjugierten Punkt, 
so trägt sie noch genau einen weiteren (vom ersten ver
schiedenen) selbstkonjugierten Punkt. 

3) Ein Dreieck Ai B·,c in einer projektiven Ebene :ir heißt "Poldrei
eck bezüglich einer Polarität /\ 11

1 wenn jede Seite die Polare 
der Gegenecke ist, d.h. A'A =BC (=:a), BA =AC ("':b), CA =AB ( ... : 

Bemerkung: Da A eine selbstadjungierte Korrelation ist, gilt 
auch: a:\ b\.*=B, C/\"=C. 

Jede ektive Polarität A inx~besitzt Poldreiecke. 
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Bew.: (a) /\ ist elliptisch =} v X t ·j:l gilt X/. X 7\ • 

A € ,P. ~ A A =: a t A. Auf ,Pa existiert ein Punkt B(+A) und es 
gilt: B\ "':b J. B; BI a ~ b I A( /\ ist eine Korrelation). A,;B =* 

a'!'b: 3 "'C:=ab. 

A,B,C ist ein Poldreieck in A 

C I a ~Cl\ I A} ~ Cl\ =AB. 
Cib=}C;\IB 

(b) A ist hyperbolisch =4 3 PE,P. mit P IP:\ "':p; p ist also 

selbstkonjuciert. Nach Bem. (b) ist P der einzige selbst
konjugierte Punkt auf p.Für XEfp'\{11 gilt daher X J. XI\ .. :x. 
X I p A p * X ==, X I p A p * x. 
Auf der nicht selbstkonjugierten Geraden x be
stimmt i\ eine projektive Involution konjugierter 
Punkte, welche P als Fixpunkt hat; diese 
Involution hat noch genau einen zweiten 
Fixpunkt. Also existiert ein Punkt A~,P„ 
der nicht sel bstkonjugiert ist: A J. AA = :a.. 

A I x AA * P ==>a IX A a * p. 

A I x ~ A 1' X ==> a 4' x =4 3 * Y: =ax. 
A,X, Y ist Poldreieck bezüglich 'A : 

Y I a =4 Yi\ I A -l =4 YA =:AX. 
Yix""'9Yi\IXJ • 
Bemerkung: In einer T,cmit N> 3 (~ n.:>: 5, da nach 1.10 die 
Ordnung einer Jr.,_ stets unc;erade ist) kann r.mn sogar ein Pol
dreieck konstruieren, das "allc;emoin" zu (P ,p) liec;t, d.h. P 
liegt auf keiner Seite und p geht durch keine Ecke des 
Poldreiecks. Wir gehen dazu wie oben vor, nehmen aber anstelle 
von Y einen Punkt B e 1/,a.',JX, Y 1 , der nicht selbstkonjugiert 
ist; da a nicht selbstkonjue;iert ist, gibt es nach Folg.2 
auf a höchstens zwei sel bstkonjugierte Punkte und weeen 1I ~ 5 
ist die Existenz eines solchen Punktes B gesichert. 
B I a /\ B * A ~ b I A A b * a =1> 3 * C : =ab. 
A,B,C ist Poldreieck bezüglich A: 
C I a ~CA I A} 
CI b ==)CA.I B ~ C71.=AB. 
Wegen B * Y gilt: Bi x ~ b l X~ CvX; also geht p durch 
keine Ecke von A,B,C. 

4) Ein Dreieck A.,B,C heißt "Poldreieck bezüglich einer 
Korrelation J ", wenn eilt: 
AI-BC(-:a)Aaef*,.A, Bcf„CA( .. :b)Ab,P-B, cö„AB( .. ;c)ACC* .. c. 

Eine projektive Korrelation o in ~Kl,bezüglich der ein Poldrei~ek 
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A,B,C existiert, ist notwendig eine (projektive) Polarität. 

Beu.: (I) cf besti.=lt auf jeder Seite des Poldrei

ecks eine projektive Involution konjugierter 

Pun.1<::t e • 

XI a =* Xd =:x I acf*';;_A~x * a~ 3* x_,:=xa.- 8 
Die Zuo,!'d:r..ung x-x1 ist eine Projektivität ex.: 

,p_ c1. (X) ~ OJ A ( X cJ •X) ~ ,µ a ( X-, ) • 

oc leistet: Boc =Cr,Co<. =B (uegen: BI c=*Bc:f=b I cd*=C~B-,=C); 

B ,i, C ist also in !X. vertauschbar zugeordnet; daher ist oc nach 

1.10,Folg.8,I eine projektive Involution. 

(II) XE P.a., Xo =:x; x~ =X-,. 

x1 I a 9 x
1
o I a c * =A 

x
1 

I x ==9X
1

cf I X (da die Zuordnung 

x1 er = :x1 =AX. 

X ,_..... x
1 

vertauschbar ist)} ~ 
x=AX1 ==9 xd*=Acf .x

1
cr =ax1 =X. Setzen wir x=Xd" ein, 

x oo*=X V XE tla, d.h. (cfcf*) 1 ,µ a. .. L • 

Annloi; findet nan: (örf*)j,Pb = L /\ (cfJ*)liJ.c = L. 
(III) Xe ,P\ ,P.a u ,Pb u ,P,, 
J' bestimmt nach (I) auf ,Pa bzw. -p. bzw. 

,Pc d.i.e proj ekti v,m Involutionen cx.. bzw. ß 

bzw. t konjugierter Punkte. 

X,\.e,=:X', XB.b=:X"• 

Nach (II) e;ilt: X'o =AX_, A X_,6' =AX, ••• 

Wegen X=X_,d" .x;,J =* Xcf c:X-,d'cf*.X1cfcf· = X-\.X1 =: x. Xt'd' 

x o*=X_, cf .X1cf =AX.BX=X. Setzen wir x=Xö ein, so entsteht: 

X rf'cf*=X 'r:/ X, f.l'-?a u {.lb u f.lc. 
(II)" (III)~ Xocf*=X "r/X ~,p. ~ ocf*= L 

x,"ä 

De\. ~
11 

c c.f ist selbstadjungiert; nach Satz 1.11 ist o eine 

Polarität. 

5) Eine projektive Polarität in~~ ist eindeutig festgelegt 

durch ein Poldreieck und einmal Pol-Polare, wenn Pol-Polare 

allgeoein zum Poldreieck liegen. 

Bew.: Sei A,B,C das gegebene Poldreieck mit den Seiten a,b 1 c 

und P,p das Paar Pol-Polare; laut Angabe ist lA,B,C,P1 ein 

Viereck und ,a,b,c,p} ein Vierseit. Nach der Aussage zu 

• 

a 
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Bec;inn von 2.4 existiert c;eno.u eine projektive Korrelation o 
mit Aef =a, Bcf =b, Ccf =c, Pcf =p und nach Folg.4 ist rf eine 

Polarität, denn o enthält ein Poldreieck A,B,C. • 
6) Jeder Staudtsche Kegelschnitt in~~ ist ein Punktkegelschnitt. 

Bew.: (a) N > 3: Nach Definition 2.4 wird ein Staudtscher Kegel

schnitt durch eine projektive hyperbolische Polarität A festge

legt.;\ ist hyperbolisch =*3P Efl mit P J\ =:p I P. Nach Folg.3, 

Bern. existiert für N > 3 ein Poldreieck A,B,C bzgl. ;\, das zu 

(P,p) allgemeine Lage hat. 
Wir legen einen Punktkegelschnitt k 

durch die folgenden vier Forderungen 

fest: 

(1)P•k. 

(2) p ist die Tangente von k in P. 

(3) Die harmonische Homologie ~A (A,a) 

leistet: 

PG"'A=::P, wobei gilt H(A,1;P,P) mit 
p 

1:=a.AP (P'l'P); pG"A·=:p mit p=P.ap(=:P.2) (p'l'p). 

Wir verlangen: P e k und p ist Tangente von k in P. 
(4) Die harmonische Homologie G"'6 (B,b) leistet: 

Pö6=:P, wobei e;gt H(B,3;P,J?) mit 3:=b.BP (P .+ P); 

Wir verlangen: P • k. 

Nach Satz 2.1 ist d~duJ:•ch k eindeutig festgelegt, falls gezeigt 

ist, daß der Punkt P und die beiden Linienelemente (P,p);(P,p) 

allgemeine Lage haben. 

P,P~P=nicht kollinear: _ _ = _ _ 
(ind.) P,P,P kollinear ~'.PI PP" AI PPA BI PP=PP ~A,B,Pj I PP=* 
A,B,P kollinear; Wide:i;:spruch zur Voraussetzung. 

;e t p: wec;en P_tP und 32. J. A A p..;ta. 
P l. p: (ind.) PI pAP I p~P"'P•P I a ~PI a:Widerspruch. 

Analog.:. ::i3 J. p. _ = 
_ P J. p: (ind. )...P I ~- Setzen wir Q:=A2.PP, so gilt: 

H(P,P;A11) T H(P,P;Q1 B) =r>H(P,P;B,Q). 
Projektion aus 2 auf B.I:' Uvgl. 1.10 
Zusammen mit H(P,P;B,3) und De folc;t: Q=3 ~ 2=-C ~ p I C: 
Widerspruch. 

Der somit eindeutig existierende Kegelschnitt k besitzt ein 

Polarsystem 11k, welches folgendes leistet: 

AAkaa (P,P ist eine Sehne von k durch A; nach 2.3 ist AA~ 
zu A bezüglich k harmonisch, also gilt Allk I 1; 2 ist 

der Pol von PP: 2).k„PP; AI PP=2;>..k===* A)..I 2. Also gilt 

A A1, .. 4 2„a). 
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BA,=b (BI Ar-.=a=} Bt,,I l•; P,P ist Sehne von k durch A und da 3 
zu P ,P bezüc;lich B harmonisch liegt I gilt Bi\k·I 3. Also 
gilt B:>..._=A3=b). 

Ci\.=c (C I a /\ C I b ~ CÄ.=AB=c), 
Pi\.=p (nach Def.2.3). 
A,B,C ist also ein Poldreieck von\,. Die gegebene projektive Pola
rität A. und das Polarsystem A1< haben das Poldreieck A,B,C und das 
Paar Pol-Polare P,p gemeinsam; nach Folgerung 5 folgt: 
\ "'\, ~ die Ifonce der selbstkonjue;ierten Punkte von /\. 
(d.i. der Staudtsche Kegelschnitt) ist identisch mit der Menge 
der selbstkonjugicrten Punkte von i\k, dies ist aber nach 
Folc;erunc 1 cler Punlctkee;elschnitt k. 

(b) N=3: Ist i\ eine hyperbolische projektive Polarität mit 
dem selbstkonjugierten Punkt P (P \ = :p I P), so gehen durch P 
noch c;enau drei weitere verschiedene Geraden x,y,z 1 * p, die 
nach Bemerkung (b) nicht selbstkonjugiert sind. Jede dieser 
Geraden trägt den selbstkonjugierten Punkt P und daher nach 
Folgerung 2 noch genau einen weiteren: Q I x, R I y, SI z. 
Die drei verschiedenen Punkte Q,R,S sind nicht kollinear, da 
auf einer G:raden nach Bemerkung (b) und Folg. 2 niemals drei 
verschiedene selbstkonjugierte Punkte liegen. Der Staudtsche 
Kegelschnitt zu 7\ ist also für H=3 ein Viereck, und dieses ist 
nach 2.1,Folg.2 ein Punktkegelschnitt. 

In einer klassischen projektiven Ebene sind die 
Punktkegelschnitte ßenau die Staudtschen Kegelschnitte 

und die projektiven Polaritäten sind genau jene projektiven 
Korrelationen, die ein Poldreieck besitzen. Durch ein Viereck 
und das Bildvierscit ist eine projektive Korrelation ein
doutic festcclect. Insbesondere wird durch ein Poldreieck und 
einmal Pol und Polare in allgemeiner Lage zum Poldreieck genau 
eine projektive Polarität bestimmt. 

Bemer}rnnc;: In ;1rKt ist die Existenz von projektiven hyperbolischen 
Polaritäten gesichert, denn sie sind identisch mit den Polar
systemen von Kecelschnitten und in :il'"'-existieren Kegelschnitte. 
Wir werden später einsehen, daß die Existenz von projektiven 
elliptischen Polaritäten vom Körper der~~abhängt, z.B. 
existieren in der PAE projektive elliptische Polaritäten. Eine 
notwendige Bedingung für elliptische Polaritäten kann schon 
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jetzt einceschen werden: Auf jcd.er Seite eines Poldreiecks 
(solche existieren nach Folc;. 1~ sicher) bestir.u:it eine 
elliptische Polo.ri tii t elliptische projektive Involutionen 
konjuc;ierter Punkte. Die .Fixpurlcte der Involutionen konju
c;ierter Punkte sind nämlich selbstkonjue;iert. Umgekehrt ist 
diese BedinGUDß nicht hinreichend, wie man in einer projektiven 
Ebene der Ordnunc; drei erkennt,wo ein Kegelschnitt kein Vier
eck ist und das Diac;onaldreiec};: dieses Vierecks ein Poldrei
eck von k darstellt mit elliptischen projektiven Involutionen 
konjuGierter Punkte auf allen drei Seiten. 

Anwendun[!;en: 
Da die Zuordnunß Kegelschnitt k ,..._ Polarsystem A., und hyper
bolische projektive Polarität,_.. Ke 6elschnitt eindeutig ist, 
können auch Elemente des Polarsystoms zur konstruktiven Fest
legunc; eines Kec;elschnitts verucndet werden. Die Kenntnis von 
Pol P und Polare p mit P J. p verdoppelt die anderen 
Angabeelemente bei Anwendung der harmonischen Homologie 6"p(P,p) 
(Für PI p ist(P,p) ein Linienelement von kund es kann Satz 2.1 
angewendet werden; wir setzen i. f. daher P l- p voraus): 
(a) Durch Pol-Polare P,p und drei Punkte A,B,C (dual: drei 
Tangenten) "allgemeiner Lage" ist ein Kegelschnitt eindeutig 
besti=t. 

Bcw.: Existiert ein Kegelschnitt k, der in die Angabe paßt, 
so c;il t k o p =k. A, B I E k ~ 

Arsp, Bvpl Ek; A6p ist der durch H(P,p; A,Aop) eindeutig festge-· 
lee;te Punkt; analog: Bop • "Allgemeine Lage" soll heißen: Von 
den Punl,ten A,Aop, B,Bop, C sind nie drei 

kollinear ~ k ist duTch diese fünf PurL1cte , / 
"-, 1 eindeutiG bestimmt. Der so festgelegte 

Kegelschnitt k hat P,p als Pol-Polare, 
A6" / 

denn 
im k einc;eschrcibenen Viereck A,B,Aö, ,BS-p 

C 
0 

ist Peine Diagonalecke und p die gegenüber
liegende Seite des Diagonaldreiecks. Im Sonderfall 
die Tangente in A an k. 

A I p ist AP 

• 
Ebenso wird in den tlbungen gezeigt: 
(b) Durch zweimal Pol-Polare und einen Punkt (bzw. eine Tangente) 
"allc;emeineT Lage" ist ein Kegelschnitt eindeutig festgelegt. 
(c) Durch dreimal Pol-Polare ist i.a. ein Kegelschnitt über
bestimmt. 
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(d) Durch ein Poldreieck und zwei Punkte (bzw. zwei Tangenten) 
"allß'er.iciner Lage" ist ein Kegelschnitt .eindeutig festc;elegt. 

(e) Durch ein Poldreieck Pi und einnal Pol 
X und Polare x allgemeiner Lage ist geill'l.u 
eine projektive Polarität A bestimmt -7-y--,.,,t-.~~----1-
(vc;l.Satz 2.4). Ist auf mindestens einer 
Poldreieckseite,z.B.P

0
P1,die projektive P., a 

Involution oc01 konjugierter Punkte hyperbolisch I so ist A 
hyperbolisch (die Fixpunlcte von Ot'.°' sind näml~ch sel bstkonjugiert) 
und es existiert genau ein Lösungskegelschnitt mit A.= /\. 
Unter dieser Zusatzvoraussetzung können wir den Staudtschen 
Kegelschnitt k festlegen. Die projektive Involution Ot'.o,konju
gierter Punkte auf P

0
P1 =:p2 (p2 ist wegen p2 i P2 nicht 

selbstkonjugiert) ist durch P
O 
i- P 1 A G ,__ G1 eindeutig fest

gelegt, wobei gesetzt wurde: G:= xp2 A G1 := XP2 .p2 • 

Die Fixpunkte A1 B von oc •• sind selbstkonjuciert 1 also Punkte von 
k. AA=AP2=:a bzw. BA =BP2=:b sind die Tangenten in A,B an k. 

Der dem Punkt A in der harmonischen Homologie G'~(X 1 x) zugeord
nete Punkt A üx gehört auch zu k. Durch die beiden Linienelemente 
(A,a) und (B,b) und A~x ist k nach Satz 2.1 eindeutig festgelegt. 

2.5.Kccelschnittbüschel, Kecelschnittscharen und Desar~uesscher 
Involutionssatz in klassischen projektiven Ebenen 

e ~ 3 Viereck: Durch die Ecken eines Vierecks gehen i.a. 
mehrere Kegelschnitte. 

,;;;;.;;;;;;,,;;,;;;,;;~;;,,;,. Die Menge aller Kegelschnitte in :7r Kt durch die 
Punkte ("Grundpunkte") Geraden ("Grundgeraden") 

eines Vierecks heißt ein Büschel eines Vierseits heißt eine 
1. Art Schar 1. Art 

von Kegelschnitten. 

Bemerkung: Nach Satz 2.1 ist ein Kegelschnitt durch ein Linien
element und drei Punkte allgemeiner Lage eindeutig festgelegt. 
Im Büschel liegen also ebensoviele Kegelschnitte wie es 
Geraden durch einen Grundpunkt gibt, die nicht durch einen der 
anderen drei Grundpunkte gehen, also in einer endlichen 
projektiven Ebene N+1-3=N-2 Kegelschnitte. Speziell für N=3 
enthält ein Büschel 1.Art einen Kegelschnitt. 
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Folgerunr,;en: 

1a) "Desarguesscher Involutionssatz für Büschel 1.Art": Auf 
jeder Geraden g, die keinen Grundpunkt enthält, schneiden jene 
Kegelschnitte eines Büschels 1.Art, für welche g eine Sehne ist, 
Punktepaare einer projektiven Involution aus, der auch die Schnitt 
punkte von g mit den Gegenseitenpaaren des Grundvierecks angehö, 
ren. Es gibt höchstens zwei Kegelschnitte des Büschels, welche g 

berühren; die Berührungspunkte sind genau jene Fixpunkte.dieser 
projektiven Involution, die nicht Diagonalecken des Grundvier
ecks sind. 

Bew.: Die Grundpunkte 1, ••• 4 bilden 
ein Viereck, dessen Diagonalpunkte 
nach dem Satz von Fano nicht 
kollinear liegen; die Gerade g 
geht also höchstens durch 
zwei Diagonalpunkte. Man 
darf daher o.B.d.A. voraus
setzen RtR' mit R:=g.12 11 R' := 
=g.34. 
Wir bezeichnen weiters: 
P:=g.13/\ P'=g.211-; Q:=g.23 A 
Q' : =g .111-. Dann gilt : 
P,i,Q A P'~Q', denn g geht 
durch keinen Grundpunkt. 

(1) Sei kein Kegelschnitt des durch 1, ••• 4 festgelegten Büschels, 
der g als Sehne hat, und seien X,X'I* seine Schnittpunkte mit g, 

dann gilt X *IP,Q II X'-*IP',Q', da nie drei Punkte eines 
Kegelschnitts kollinear sind. Wir definieren eine Projektivität (1(.: 

'Rs--Ps, die nach 1.9 durch p,-p•, Q>-+Q', x-x· eindeutig 
festr;elegt wird. Um zu zeigen, daß oc eine projektive Involution 
ist, genügt es nachzuweisen, daß X'OL ~x gilt. Gemäß Definition 
von ()(. gilt: 
g(P,Q,X,X') 6 g(P',Q',X',X'o<.) ("'), wobei X'oc noch unbekannt 
ist. Die durch die Kette 
g(P ,Q,X,X' )} k(1,2,x,x 1

) * g(Q' ,P' ,x,x•) 
dargestellte Projektivität -p9 -,p9 heiße ß. \./i.r definieren eine 
projektive Involution t: ,P9 -,P3 durch P' ,...._ Q' ,X-X' (wegen 
P'*X' 11 Q'*X ist t dadurch nach 1.10,Folg.8, IV eindeutig festge
legt). Die Projekti vi tät Bt leistet: 



p ~Q' ,.x:._ P'} 
Q~P' ,_x:_ Q' 

x~x ,J:... x• 
x•iA.x• ...t- x 
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~ X'ß y- =X=* X'D(, =X '9 C<., ist eine projektive Involution. 
ex ist also bereits durch p ........ p, A Q.-Q' eindeutig festgelegt 
und hängt daher nicht vom herausgegriffenen Kegelschnitt des 
Büschels ab, der g als Sehne besitzt; das Schnittpunktepaar X,X' 
ist also immer in~ zugeordnet. 
(2) Es ist RO(, =R' zu zeigen. 

Nach den Voraussetzungen sind P,Q,R bzw.P',Q',R' pw.verschieden.Laut 
FS 3* Projektivität öi.: 'f2 9 - f2:i mit P<X =P', Qo<. =Q', Röi: =R'. 

Wir wollen zeigen, daß~ eine projektive Involution ist. Die 
durch die Kette 
g(P,Q,R,R') ie- fl,,(1,2,R,3R'.12) ii' g(Q',P',R,R') dargestellte 
Projektivität heiße ß. Wir definieren eine projektive Involu-. 
tion 6 : 'F'll-,P" durch:P'i-Q' ,R>--R' (existiert eindeutig wegen 
P'*R' A Q'*R, vgl.1.10,Folg.8). Die Projektivität ß~leistet: 

R'~R'i-!-R },.,o,Fs flliist eine projektive Involution,] 
R ,!_ R J;.. R' } =* da RtR' gilt. 
p .!:... Q' ,!.. p' ~ ßi = ;;:z • ~ 
Q :..,.p, t4Q' 

~ ist eine projektive Involution. 
Die beiden projektiven Involutionen ot (aus Beweisschritt ( 1) ) 
und Ö( leisten: P ........ p, /\ Q -Q'~ ex_=~- Nach Definition leistet ix. 

R ix =R ' ~ R ()(_ =R ' • 
R'i'R' => ex ,i, L (gilt stets, auch wenn kein Kegelschnitt des 
Büschels existiert, für welchen g Sehne ist). 
(3) Sei kein Kegelschnitt des Büschels, 
der g in X berührt ~ 
-=>X t!P,Q,R,P',Q',R' (denn nie drei 
Punkte eines Ker,elschnitts sind 
kollinear). 
Es ist X0<.. .. x zu zoigen. 
( Ind. ) X•Xo<. (., : Y) 

X* IP ,Q,R "~· Y*I P' ,Q' ,R'. 

\_ 
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Da or eine projektive Involution ist, r;ilt Ycx. =XC(4 =X. Wir 
definieren eine projektive Involution Y- : 1). 3 -~f13 durch: P',........Q.'" 

y,-....y~ =X und betrachten die Kette: 
Oj~(31,32,3X,3Y) A' g(P,Q,X,Y) 71' g(P',Q',Y,X)*g(Q',P',X,Y)~ 

UU41,42,4X,4Y). 

Die Scheitel 3,4 der dadurch dargestellten Projektivität p:L_h-0~ 
liegen auf k, weiters schneiden einander die ersten drei 

der angeschriebenen Geraden in Punkten von k, näru.ich in 1,2 
und X=:?;,.. erzeugt genau k, denn durch 1, ••• 4-,X ist k ein
deutig bestimmt=;, die Geraden 3Y und 4-Y schneiden einander 
in einem Punkt von k ==1 YEk. Damit gilt Y,Xlekn')2 9 AX*Y=?g 
ist Sohne von k im Widerspruch zur Voraussetzung; also gilt 
X"'Xo<,. 

Wegen C(* L berühren höchstens zwei Kegelschnitte des Büschels 

die Gerade g, denn eine projektive Involution inxKthat nach 
1.10 höchstens zwei Fixelemente. 

Ist umgekehrt X ein Fixpunkt von~. der keine Diagonalecke des 
Grundvierecks ist, so liegen von den fünf Punkten 1,2,3,4,X 

nie drei kollinear und bestimmen genau einen Kegelschnitt k, der 

dem Büschel angehört und Xfflg enthält. Wäre g Sehne von k, so 
müßte x~ der zweite Schnittpunkt von g mit k sein; wegen x~X,x, 
ist g keine Sehne. Da g den Punkt X von k enthält, ist g Tan
gente von k in X. Enthält dagegen g eine Diagonalecke des Grund
vierecks, z.B. 13.24=P=Hl=P', so ist P Fixpunkt von oc.. und kein 
Büschelkegelschnitt berührt g in P, da die drei Punkte 1,3,P 
kollinear sind. • Bemerkung: Der zum Desarguesschen Involutionssatz duale Satz in 
nKc ist ebenfalls richtig: Um jeden Punkt G, der auf keiner Grund
geraden liegt, bestimmen die Tangenten an jene Kegelschnitte 
einer Schar 1.Art, für welche G ein Außenpunkt ist, Geraden
paare einer projektiven Involution, der auch die 
Verbindungsgeraden von G mit den Gegeneckenpaaren 
des Grundvierseits angehören. Es gibt höchstens 
zwei Kegelschnitte der Schar, welche G enhal-
ten; die Tangenten an die durch G gehenden P' 
Kegelschnitte sind Fixstrahlen dieser projek
tiven Involution. 

Anwendung: 

Von einem Kegelschnitt einer X Kt kennt man vier 1, ••• 4, 
die ein Viereck bilden,und eine Tangente r, die durch keinen 
der gegebenen Punkte geht. 
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1 1 ••• 4 feotrrelegten Bünchel 1. Art a.n. Dieses bestimmt eine 
Desarsuesinvolution C(,: 12, _..,. ,Pr, die durch 12.r ,__34-.r und 
23.r >-14.r eindcntic; festc;oloc;t ist. Der Berührungspunkt von k 
mit r ist notwendic; Fixpunkt von oc. Ist; die projektive In
volution~ elliptisch, so gibt es keinen Lösungskegelschnitt k. 
Falls C<.. hyperbolisch ist, hängt die Anzahl der Lösungskegel
schnitte davon ab, ob der Fixpunkt eine Diagonalecke von 1, ••• 4 

ist oder nicht; nach 1a) ist jede Diagonalecke auf r Fixpunkt 
von~ und jeder Fixpunkt von~, der keine Diagonalecke ist, ftih:rt 
auf einen Lösungskegelschnitt. 

Ist oc hyperbolisch,so gibt es zwei bzw. einen bzw. keinen 
Lösungskegelschnitt, je nachdem r mit keiner bzw. einer bzw. 
zwei Diagonalecken von 1 ••• 4 inzidiert. 

Dual löst man: Von einem Kegelschnitt kennt man vier Tangenten, 
die ein Vierseit bilden,und einen Punkt, der auf keiner der 
gegebenen Tangenten liegt. 

Bemerkunc;: Wir leiten aus Folg,1a 
für PAE eine KonstruJction der k 
Fixelemente einer hyperbolischen 
Involution iX.: ,p~ ---12~(:o; oic;ent
lich) ab. C<. ist Jurch P -P', 
0. -Q I einc.euti['; festr,elec;t (P;,Q 'A -+---'::.C:,.--:-<::!--:::-Q:--1-<!>::-,----~0Ec--
P' •Q, alle eigentlich).Wir legen P 
durch ein zugeordnetes Punktepaar 
einen Hilfskreis k so, daß G 
ein Durclmesser ist ur..d die beiden 
zu g normalen Geraden durch die bei- , 
den anderen zugeordneten Punkte den Hilfskreis k ir.c vier 
Pun.1cten 1, •• • LJ. schneiden (Dies ist stets möglich, da wir 
später sehen werden: Eine projektive Involution in PAE ist 
6enau dann hy_perbolisch, wenn die Paare (P,P 1

), (Q,Q 1
) einander 

nicht trennen). 
1, ••• 4 bestimmen ein Kec;elschnittbüschel 1. Art, dem der 
Hilfskreis k ar.r;ehört und dessen Desarguesinvolution auf 'f2 9 da
her die gegebene Involution C(, ist. Da 1,2 zu 3,4 bezüglich g 
sym;netrisch liegen, trägt e; z,,ei Diagonalecken von 1, ••• 4 und 
diese sind die gesuchten Fixpunkte von 0(,. 

2a) Seien kund 1 zwei verschiedene Kec;elschnitte eines Büschels 
1. Art mit den Grundpunkten 1, ••• 4 (nur inXl<t.mit N=3 1 existieren 
nicht zwei verschiedene Kegelschnitte in einem Büschel 1.Art) 
und Ak bzw. Ai ihre Polarsysteme. Gesucht ist die Menge der 
Punkte X mit X Ak =-X i\.t • 

Die Diagonalecken A,B,C des Grundvierecks 1, ••• 4 haben diese ~~---M~k~~~. A, -A, _u0 n1 _u, _,0 0, _0, -AU 
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Zum Beispiel Aist nämlich Involutions
zentrum für jene Involution auf k, die 
durch 1 ~ 3, 2 ,-..11- eindeutig festgeleßt 
AA.k = BC ist die zuc;ehöric;e Projektivitäts
achse; also BC; analoc; für die anderen 
Ecken. Also gilt: Das Diagonaldreieck 
eines Vierecks, dessen Ecken einem 
Kegelschnitt ane;ehören, ist ein Poldrei
eck bezüglich des Polarsystems dieses Kegelschnitts. Wegen 
1, ••• 4IE,kA1, ••• 41€ 1 folgt, daß A,B,C bezüglich i\, und 71.,Pol
dreieck ist. 

A,B,C sind die einzigen Punkte, für welche die 11.k- und die 
A1-Polaren übereinstimmen. 

Bew.: (ind.) Angenommen es existiert XtP'-[A,B,c] mit X 

(=:x). 
Fall 1: XI x~XekAXEl==>X=1 (o.B.d.A), da knl= l1,2,3 
wec;en Satz 2.1 und ktl.Dann ist x die Tangente in 1 an k u.-rid 

und 1 haben das Linienelement; (1,x) und drei Punkte 2,3 ge
meinsam~ k=l : Widerspruch. 
:&,all 2: X J. x ~ X~ kA X4 l. Nach 2.4 bestimmen X,x eine 
harmonische Homolocie 6"x mit k ox =k /\ 16:_ =l=? kox n lu. ==k n l= 
={1,2,3,4J = { 1ox ,2ox ,3o; ,46J. 
Für G"'x j 1c n l kommen also alle involutorischen Permutationen und die 
identische Permutation von 11,2,3,4} in Frage. Hur die folgenden 
drei· Fälle sind (bis auf Umbeschriftung) wesentlich: 
(I) alle vier Punkte fest: Wegen 1.9=?6"'x = L: Widerspruch. 
(II) zwei Punkte fest und die beiden anderen Punkte vertauscht: 

o.B.d.A (~ 2 
2 

3 4) . 
4 3 

Nach den Gesetzen einer Homologie folgt x=12 (denn 1 bzw. 2 ist 
stets vom Zentrum X verschieden); X(J. x) ist also der Schnitt
punkt der Tangenten an k und l in 1 bzw. 2 ~ X1 ist 
in 1 an k und 1 ;4 k=l: 'Jiderspruch. 
(III) kein Punkt fest: o.B.d.A. 

2 
1 

3 4) 
4 3 

Nach den Gesetzen einer Homologie folgt: X I 1211 X I 34 =) 

X=B: Widerspruch. 

• 
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SATZ 2.S a: Ist g eine Gerade durch keinen Grundpunkt eines 
Büschels 1. Art, so liec;en die Schnittpunkte von g 

mit den Gegenseitenpaaren des Grundvierecks in einer projektiven 
Involution (DesarßUeSinvolution), der die Schnittpunkte jener 
Kegelschnitte des Büschels 1. Art anc;ehören, für welche G Sehne 
ist; es gibt höchstens zwei g berührende Büschelkegelschnitte 
und deren Berühru.nr;spunkte mit g sind Fixpunkte der Desargues
involution auf g. Alle Kegelschnitte eines Büschels 1. Art be
sitzen genau ein gemeinsames Poldreieck, nämlich das Diagonal
dreieck des Grundvierecks. Die dualen Aussagen gelten für Scharen 
1. Art. 

DEF'.2.5 b: Die Menge aller Kegelschnitte in :Xut durch ein Linien
element ("Grundlinienelement") und 

zwei weitere Punkte ( "Grund- zwei weitere Geraden ( "Grund-
punkte"), die mit dem Punkt geraden"), die mit der Geraden 
des Linienelements nicht 
kollinear sind und von 
denen keiner auf der Geraden 
des Linienelements liegt, 
heißt ein Büschel 2. Art 

des Linienelements nicht ko
punktal sind und von denen 
keine durch den Punkt des 
Linienelements geht, heißt 
eine Schar 2. Art 

von Kegelschnitten. 

Bemerkung: IfQch Satz 2.1 ist ein Kegelschnitt durch zwei Linien
elenente ux.d einen I>unkt allgemeiner Lage festgelegt. Jede Gerade 
durch einen Grundpunlct, die nicht durch den anderen Grundpunkt 
und nic~t durch den Punkt des Grundlinienelements geht, legt 
genau einen Büschelkec;elschnitt fest,und zu verschiedenen 
Tangenten gehören verschiedene Büschelker_;elschnitte; umgekehrt 
besitzt jeder Büschelkec;elsehnitt in diesem Grundpunkt eine 
eindeutige Tangente, d.h. ein Büschel 2. Art enthält N+1-2=N-1 
Kegelschnitte. Speziell in ~Kt mit N=3 enthält ein Büschel 
2. Art zwei Kee;elschnitte. 

Folcerunr;en: 
1b) "Desarc;uesscher Involutionssatz für Büschel 2. Art": Auf 
jeder Geraden g, die keinen Grundpunlct enthält, schneiden jene 
Kegelschnitte eines Büschels 2. Art, für welche g eine Sehne 
ist, Punktepaare einer projektiven Involution aus, der auch die 
Schnittpunkte von g mit jenen beiden Seiten des Grunddreiecks, 
die durch den Punkt des Linienelements gehen, und die Schnitt-
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punkte von g mit der Geraden des Linienelements und der nicht 
durch den Punkt des Linienelements gehenden Seite des Grund
dreiecks angehören. Es gibt höchstens zwei Kegelschnitte des 
Büschels zweiter Art, welche g berühren;die Berührungspunkte sind 
genau jene Fixpunkte dieser projektiven Involution,die verschie
den vom Schnittpunkt der Grundtangente mit der nicht durch den 
Punkt des Linienelements gehenden Seite des Grunddreiecks sind. 

Bew.: Analog zu 1a, wobei die Ver
bindung 23 durch die Tangente in 2 
zu ersetzen ist; der Beweisschritt 
(2) fällt weg. 

Bemerkung: Auch die duale Aussage ist wahr. 

Anwendung: 
Von einem Kegelschnitt keiner ~Kl kennt man die beiden Punkte 
1,4, das Linienelement (2(=3),t), -wobei 1,2,4 ein 
bilden und t keine Seite von diesem ist, und eine 
die durch keinen der gegebenen Punkte geht. 
Die Lösung ist analog zu jener in der Anwen
dung 1a,nur ist die Gerade 23 durch die Tan
gente t zu ersetzen. Es sind zwei,eine 
oder keine Lösungen möglich. 

r, 

g 

' Dual: Kegelschnitt aus zwei Tanc;enten 1 * ,4*, einem Linieneleme:nt 
(2*(=3*),T) und einem Punkt R. 

2b) Seien kund 1 zwei verschiedene Kegelschnitte eines Büschels 
2. Art mit den Grundelementen 1,(2=3,t),4 und "x bzw.:;\.• 
Polarsysteme. Gesucht ist die Menge aller Punkte X mit X 

g::\, =2;\, =t . _ 
t sei die durch H(21,24;t,t) eindeutig be-
gti:mm~e Gerade E_(f,.. _ _ 
! t.~*"'t At"=1Lf-.t=:T (wegen t I 2 ~T I 
t schneidet die Sehne 14 von kund 1 in 
dem zu T harmonischen Punkt). 

2,T sind die einzigen Punkte, für welche die).._- und die :,;\. 1-

Polaren übereinstimmen. 

Bew.: (ind.) Angenommen es existiert Xe p\{2 ,TJ mit 
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Fall 1 : X I x =? X c k A X ~ 1 und x ist T@c;ente an k und 1 in 
X=? X=2, da k und 1 wer;en Satz 2.1 und kH kein Linienelement 
außer (2,t) gemeinsam haben: Widerspruch. 
Fall 2: X 1. x =? Xf k A X 4 1 (Insbesondere c;ilt Xt2 und xH). 
Nach 2.1.;. bestimmen X,x eine harmonische Homologie öx mit köx =k A. 

lßx ~1. Wegen Satz 2.1 und ktl haben kund 1 keinen Punkt außer 
1,2,4 gemeinsam=} kG"~ /"\ 115'x =kr, 1={1 1 2=3,4} • Da k und l außer 
(2,t) kein Linienelement gemeinsam haben~ 26x=2AtQ~ =t. Da
raus folgt nach den Gesetzen einer Homologie: 2 I x A X I t I da 
Xt2 und xtt c;ilt. 
Nur die folgenden beiden Fälle sind möglich: 
(I) 1öx=4: dann gilt XI 141 also X=t.147T: Widerspruch. 
(II) 16"x =-1: wegen Xt1 ~ 12~x. Nach 2.3 ist wegen X I t dann 1X 
Ta.n.eente an k und 1 in 1 und hat wegen X t 1 2,T auch allgemeine 
Lac;e zu 1,(2,t),4~ k=l: Widerspruch. 

SATZ 2.5 b: Ist g eine Gerade durch keinen Grundpunkt eines 
Büschels 2. Art, so bestirru:ien die beiden Schnitt

punkte von g mit den beiden Seiten des Grunddreiecks durch 
den Grundberi\hrlJ.llGspunkt und die Schnittpunl:te von g mit der 
Llritten Seite des Grunddreiecks und der Grundtanc;ente eine 
projektive Involution (Desarc;uesinvolution), der die Schnitt
pur.kte jener Kec;elschnitte des Büschels 2. Art anc;ehören, für 
Helche g Sehne ist; es gibt höchstens z1vci c; berührende Büschel
ker:;elschnitte ur..d deren BerühruncspunJ(te mit g sind Fh."}Junkte 
der Dosarc;uesinvolution auf g. Alle Kecelschnitte ei.u.os Büschels 
2. Art besitzen c;enau zweimal Pol-Polare gemeinsam., nämlich 
das Grundlinienelement und das Paar bestehend aus dem Schnitt
punkt der Grundtanc;onte mit der den Grundberührungspunkt nicht 
enthaltenden Seite des Grunddreiecks und der zur Grundtangente 
har~onischen Geraden bezüglich den durch den Grundberührungspunkt 
gehenden Seiten des Grunddreiecks. Die dualen Aussagen gelten 
für Scharen 2.Art. 

DEF. 2.5 c: Die I1enge aller Kegelschnitte in 3iKt durch zwei 
Linienelemente ("Grundlinienelemente"), wobei jeder 

Punkt mit genau einer Geraden inzidiert, heißt ein Büschel 
(eine Schar) 3. Art von Kegelschnitten. 
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Bemerkungen: ( a) Do. di8.se I38c;riff'sbild,11c'.3' sol b::;tcix sJ. ist, spri eh t 
man auch von einer 11 Büsc:\elschar 11 ("Bcrührbüscr:el"). 

(b) Ho.eh Catz 2„1 ist oin Zer:clsc~~ni tt d1i-:-ch z·Hei 
Linienelemente und einen Punkt a.llceneir:.er Lnc;e eir.dec1tic fest
gelegt. Sei a eine bcliebice Gerade durch den SchnittpurJ,:t st 
der beiden Tangenten mit S,Tlt a. Durch jed.en Pu::-0::t von ,PÄ{st, 
a.ST} wird genau ein Kegelschnitt des Büschels 3. Art festge
lec;t, der a als Sehne besitzt, da nie drei Tanc;enten eines 
Kegelschnitts kopu.nktal liegen. Damit enthält ein Ber'J.hrbüschel 
mindestens 4 (N+1-2)"' 1- (N-1) Kegclschni tte (nach Satz 1.10 
ist N in einer endlichen Jl"Kt ungerade). In .i<,e. über gewissen 
Körpern existieren zusätzliche Kegelschnitte des Berührbüschels, 
welche a nicht zur Sehne haben. 

Folr;erunr;:en: 

1c) "Desarguesscher Involutionssatz für Büschel 3. Art": Auf 
jeder Geraden g, die keinen Grundpunkt enthält, schneiden jene 

Kegelschnitte eines Büschels 3. Art, f'ür welche e; Sehne ist, 
Punktepaare einer projektiven Involution aus, welche durch die 
Schnittpunkte von g mit den beiden Tangenten und den Schnitt
punlct von g mit der Berührsehne als Fi:x:punkt bestimmt ist. Es 

gibt höchstens einon Kegelschnitt des Büschels 3. Art, der g 
berührt; der BerührpurJct ist der zweite Fixpunkt der 
Involution,falls g nicht durch den Schnittpunkt 
der Grundtangenten geht. 
Bew.: Analoc; zu 1a, wobei die Geraden 14 bzw. 
23 durch die Tangenten s bzw. t zu ersetzen 
sind. Beweisschritt (2) fü.11 t ,·rer;. Geht g 

nicht durch so gibt es einen Kegel-
schnitt des Büschels der g berührt; da 
nach 2.1 der Berührungspunkt harmonisch zu 
Q,Q' bezüglich P~P' liegt, ist dieser der zweite 
dagegen g durch st, so sind st und g.S'r die 
Involution auf g. 

Bemerkung: Auch die dualen Aussagen sind wahr. 

Anwendungen: 

• Geht 

(a) Von einem Kegelschnitt einer v't"'-- kennt man zwei Linien-
elemente (S=>:1,s), :2 ) mit S J. tAT t. s und eine 
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die nicht durch S oder T geht. Die Lösung ist analog zu jener 

der Amrendung zu 'la, nur ist die Gerade '14 bzw. 23 durch die 

Tangente s bzw. t zu ersetzen. Da '12.r = 34.r e;il t, ist dieser 

Pu.ril<t stets Fixpunkt der Desare;uesinvolution und diese somit 

imner hyperbolisch; falls r nicht durch st geht, existiert genau 

ein Lösungskegelschnitt, falls r durch st geht, existiert kein 

Lösungskegelschnitt. Der Lösungskegelschnitt als Geradenkegel

schnitt wird gemäß 2.1,Folg.7 festgelegt. 
Dual: Kegelschnitt aus zwei Linienelementen und einem Punkt. 

(b) Von einem Kegelschnitt einer xKt. kennt man drei nicht 

kollineare Punkte A,B,C und zwei Tangenten s,t, die durch 

keinen Angabepunkt c;ehen. 

Existiert ein Lösungskec;elschnitt k, 

so berührt k die beiden Tangenten s, t 

in Punkten S und T. Durch die 

beiden Linienelemente (S, s) und (T I t) 
wird eine Büschelschar o,. festge

legt, welche den Lösungskegel

schnitt k enthält. iB besti=t 

auf der Geraden AB bzw. AC die 

Desarguesinvolution C\. bzw. ß; 
et ist festgelegt durch: A---B A 

X:=AB.s ,__ X' :=AB.t, und ß ist 

s 

feste;elegt durch: A,__..C" Y:=AC.s ._... Y' :=AC.t. Die Verbindungs

gerade ST trifft ÄB bzw. AC in einem Fixpunkt von 0( bzw. ß • 

Daher ist ST not1vendig Verbindungsgerade eines Fixpunktes E von oc 
und eines Fi:cpurJctes F von 8. Sind Ci. und ß hyperbolisch, so exi

stieren solche Punkte E und F und dann gilt:S=EF.s und T=El<'.t. 

Falls EF nicht durch st geht, bestimmen die beiden Linienelemente 

(S,s)und(T,t)und der Punkt A r:;enau einen Kegelschnitt k, denn A 

liegt nicht auf GT=El!', und k paßt in diG Anc;abe. k geht nümlich 

auch durch B: Das durch (S, s) und (T I t) festgelee;te Berührbüschel ~ 

bestimmt auf ÄB eine Desarguesinvolution öZ , welche durch 

E-E A X -X' festgeleE;t ist; dies leistet auch 0<. =t o<. = ix =1> 

A'ix =A"'- =-B tj B c k; analoE; Ce k. Die Desarguesinvolution Ir auf BC 

hat somit automatisch den Punkt BC.EF als Fixpunkt. Sind also 

zwei der projektiven Involutionen C(' ß ,t hyperbolisch, so 

auch die dritte. 



- 122 -

Die Aufgabe hat also höchstens vier Lösuneen; genau vier dann, 
wenn oc und ß hyperbolisch sind und von den vier Verbindungs
geraden ihrer Ji'ixpu.nkte keine durch den Schnittpunkt st geht. 
Sind zwei der Desarguesinvolutionen .x, /1, ,t elliptisch, so 
gibt es keine Lösung. 

Bemerku.ng: Dual: Kegelschnitt aus drei Tangenten und zwei Punkten. 

(c) Von einem Kegelschnitt in :ifKJL kennt man drei nicht kollineare 
Punkte A,B,C und einen doppelt berührenden Kegelschnitt 1. 
füdstiert ein Lösungskec;elschnitt k, so 
haben kund 1 zwei Linienelemente (S,s) 
und (T,t) gemeinsam. (S,s) und (T,t) 
legen eine Büschelschar i8- fest, welche 
den Angabenlcec;elschni tt 1 und den 
Lösungskegelschnitt k enthält. Der 
weitere Lösunc;sweg ist analog zu 
jenem von (b), wobei X bzw. Y 
und X' bzw. Y' die Schnittpunkte 
von AB bzw •. AC mit 1 bedeuten. 
Diese Festlegung von~ bzw. ß 
ist nur möglich, falls auf AB 

' ' ' 

bzw. AC Punkte von 1 liegen. S und T sind die Schnittpunkte von 
EF mit l; es mu.ß also EF eine Sehne von 1 sein. Die Aufgabe hat 
höchstens vier Lösungen. 

Bemerkung: Dual: Kegelschnitt durch drei Tangenten und einen 
doppelt berührenden Kegelschnitt. 

2c) Seien kund 1 zwei verschiedene Kegelschnitte eines Büschels 
3. Art mit den Grundelementen (T,t), (S,s), (die Existenz zweier 
solcher Kegelschnitte ist für N > 3 gesichert); A„ und At seien 

ihre Polarsysteme. Gesucht iot die I1onge aller Punkte X ni t 
A:=st, AAa=AA,=ST=:a (nach 2.4). 
V Ycpqgilt: YA~=YA.,(für D und T trivial; 
für Y ,i,J S,T c;ilt Y I u ~ YA.k=Y;\t I A und 
Y\ bzw. Y\ gehen durch den zu Y 
harmonischen Punkt Y1 bezüglich S,T => 
Y::l.,=D..=AYa). Die Punkte A 1Ye 'fla."-{S,TJ 
und Y1 (*Y) bilden stets ein gemeinsames 
Poldreieck von kund 1. kund 1 haben 
also i (N+1-2) geI:1einsame Poldreiecke. 
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Die Punkte der l'lonce [AJ u -120. sind die einzigen, für welche 
die 1.,-und r-cPolare übereinstimmen. 

Bew.: (ind.) Angenommen es existiert XE ,P"-. (tA1uf./u) mit 
X 11,=X 11,( = :x). 

Fall 1: X I x ~ X O k" X€ 1 ==> X=S v X=T ( da k n l= l S, T5 wegen 
Satz 2.1 und kfl): Widerspruch. 
Fall 2: X J. x ~ X 1kIIX41. (Insbesondere gilt X ,i,I S,T und x 
ist weder T,rnc;ente an k noch an 1 ). Nach 2.4- bestimmen X,x 
eine harmonische Homoloc;ie G", mit kox =k" 16'x =l. Nur die folßenden 
beiden F1ille sind möc;lich: 
( I) G'x läßt die Grundlinienelemente einzeln fest: Söx =S, T1,~ =T, ••• 
Da S,T vom Kollineationszentrum X verschieden sind, folgt: 
S,TI I x (Kollineationsachse) =? x=ST =? x;\,t=x 1ti*=X=s.t=A: 
Widerspruch. 
(II) <fx vertauscht die Grundlinienelemente: Sax =T, TG")( =S ••• ~ 
XI ST=a: Widerspruch. • 

SATZ 2.5 c: Ist g eine Gerade durch keinen Grundpunkt eines 
Büschels 3. Art, so bestimmen die beiden Schnitt

punkte von c mit den Grundtancenten und der Schnittpunkt von g 
mit der Verbindur,.gsceraden der Grundpunkte als Fixpunkt eine 
projektive Involution (Desarc;uesinvolution), der die Schnitt
purJ:te jener Kec;elschnitte des Büschels 3. Art anc;ehören, für 
welche c; Sehne ist; es Gibt höchstens eineng berührenden 
Büschelkec;elsclmi tt und sein Berührunc;spunkt mit g ist der 
zweite Fi:i-.,"T)unkt der Deso,rcuesinvolution auf g. Alle Kegel
schnitte eines Büschels 3. Art besitzen genau für den Schnitt
punkt der Grundtanr:enten und die Punkte der Verbindungsgeraden 
der Grundpunkte übereinstimmende Polaren. 

2.6. Oskulationsbüschel und Hyperoskulationsbüschel in klassischen 
pro,jektiven Ebenen 

Sei i.f. eine XKL vorausgesetzt. 

DEF. 2,6 a: Haben zwei verschiedene Kegelschnitte kund l ein 
gemeinsames Linienelement (P,p), so beriihren sie 

einander im Punkt P (dual: in der Tangente p). 
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Bemerkung: Dieser Begriff ist nymmetrisch und selbstdual. 

Folgerunr;eri: 
1) Berühren einander zwei verschiedene Kegelschnitt kund 1 in 
(P,p), so existiert genau eine perspektive Kollineation mit dem 
Zentrum P, welche k in 1 überführt. 

Bew.: (a.) JrKt=? N ~ 3 =9k enthält mindestens vier Punkte=> 
3A,B,CjEk"- tPJ und ABC bilden ein Dreieck. 
Gibt es eine perspektive 
Kollineation~ mit Zentrum P 
und k;it el, so ist PA ein ½,,·_:·::---/' 

............... 

Kollineationsstrahl und A?.e /-::,/ 
liegt notwendig auf PA und 1. .,J:' 
Wegen MP ~ PA• p ~ /~ / 
A ;e =:A I ist der eindeutig /,1 ._ ·-...._ 
bestimmte Schni ttpurikt der A' ,, ·,,_ 1 "-.. __, 

Sehne PA mit 1 und A' ist -- ---~~---------------
von P verschieden. Ebenso - ·-........., 
sind B' und_ C' zu 

a 

--"'\ 
\lt 

'"'-..../ 
,/ C 

konstruieren. Sicher gilt nicht A=A 'A B=B' A C=C', da k und 1 
noch das Linienelement (P,p) gemeinsam haben und k*l is~ i.f. 
sei A~A'. Die beiden Dreiecke ABC und A'B'C' sind nach 
Konstruktion P-perspektiv, also existiert eine Desarguesachse a, 
welche durch die Punkte AB.A'B'A AC.A'C'A BC.B'C' geht. Durch 
das Zentrum P, die Achse a und A ,__ A' ist die perspekti ve 
Kollineation ~ bereits eindeutig bestimmt und es gilt B ae. =B' , 
Cae.=C' nach der Vervollständigung von ;ie,. 

Die Kegelschnitte k~ und l haben die Punkte A',B',C' und das 
Linienelement (P,p) gemeinsam, da P.e =P und p~*=p gilt ==*k.ie.=l. 
Damit ist die Existenzeinerperspektiven Kollineation der ge
wünschten Art erwiesen. 
(b) Eindeutigkeit: Jede perspektive Kollineation mit Zentrum 
P und k~ =l leistet notwendig A- A' (A,i,A' o.B.d.A), B .-3', 
C ,_ C 1 ; damit ist a eindeutig bestimmt. Durch Zentrum P, Achse a 
und A-A' ist ;ie, bereits eindeutig festgelegt. 

• 
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Bemerkunr;en: (a) Die duale Aussage lautet: Haben zwei ver
schiedene Kegelschnitte kund 1 ein gemeinsames Linienelement 
(P,p), so existiert genau eine perspektive Kollineation mit 
der Achse p, welche k in 1 überführt (vgl. 1.4-,Folg.1,Bem.). 

(b) Die unter Umständen existierenden Schnittpunkte 
von a mit k bleiben unter~ fest; sie müssen also auch auf 1 
liegen. 

Die Achse a kann zu k folgende Lagen haben: 

(1) a ist Sehne von kl\ P J_ a: 

kund 1 haben dann ein Linienelement und 

zwei Punkte gemeinsam. Nach 2.5 b liee;en k und 1 in einem 

Kegelschnittbüschel 2. Art. 

(2) a ist Tangente von kAP '/. a: 

Der Berüh.rpunkt A von a mit k bleibt unter ;ie 

fest, und daher haben kund 1 neben (P,p) 

auch das Linienelement (A,a) gemeinsam. k 

und 1 liegen in einem Kegelschnittbüschel 3. Art. 

(3) a hat mit k keinen Punkt gemeinsam. 

(4) a ist Sehne von kAP I a. 

(5) a = p. 
In den beiden letzten Fällen ist .ie eine Elation. 

-

DEF. 2.6 b: Berühren einander zwei verschiedene Kegelschnitte 

k und 1 in P und ist die eindeutig bestimmte per

spekti ve Kollineation mit dem Zentrum P, vrelche k in 1 über-

führt, eine 11.ation, so oskulieren einander k und 1 im Oskulations

punkt P. Ist speziell die Achse dieser Elation die Tangente p 
in P, so hyperoskulieren einander kund 1 im Hyperoskulations

punkt P. 

BeCTer;cur-e: Ist in PAE der Kegelschnitt 1 ein Kreis und oskulieren 
k tmd 1 einander im Sinne von Def. 2.6 b, so heißt 1 "Krümmungs
k.reis von k". Speziell bei HYPeroskulation heißt der zugehörige 
Bcri.L'1run:::;spunkt "Sehei tel" und 1 "Sehei telkrümmungskreis" 
(Die l,;:-:istenz von Krümmnngsl::reis und Sehei tel sowie die Über
einstimmung mit den c;leiclmamic;en differentiale;eometrischen 
Bcc;riffon ist noch offen). 

2) (I) Od-:ulieron cinand.cr Z\-rni verschiedene Kegelschnitte k und l 

in P, ohne einander in P zu hypcroskulieren, so haben kund 1 

noch genau einen gemeinsamen Punkt Q (tP), ohne einander in Q 
zu berühren. 
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Bew.: k oskuliort aber hyperoskuliert nicht 1 in P =? 3* 
Elation ;:e_ mit k;;: =l, Zentrum P und Achse a mit a * p (p ••• Tangente 
in P o.n k und 1) =-i o. ho.t mit k noch cenau einen Punkt Q(,i,P) ge
meinsam. Q I a =-i Q E 1. Q ist der einzic;o weitere gemeinsame 
Punkt: 
(ind.) Angenommen es existiert RE k ri 1 /\ R * 1 P, Q. Der Punkt R;ie 

liegt im Schnittpunkt des Kollineationsstrahles PR~P 

mit 1. Wegen PR,-., l= {P,R111 RJ,P ==>R2e =R. Da auf p· .__ . 

a nur die Punkte P und Q von k n 1 liegen ~ \ -----._\ : 
R J. a; R ist also ein FiJ.,.i;mnkt der Elation :.1, · t _,,.1t. 

\ -- ' 
der nicht auf der Achse a liegt==> ;,e. = L ~ k=l: Q \ /k 
Widerspruch. a 

Ist in Q=Q~ die Tangente an k gleich der Tangente an 1, so ist 
diese eine Fixgeradc von~* verschieden a, die nicht durch das 

~*"'1. =;, k=l:Hiderspruch. • (II) (Umkehrung) }foben zwei einander 
Kegelschnitte genau einen gemeinsamen 
in Q zu berühren, so oskulieren kund 
einander in P zu hyperoskulieren. 

in P berührende verschiedene 
Punkt Q(<tP), ohne einander 
1 einander in P, o:!:J.ne 

~ _,,.- --- p ------. __ _ 

Bew.: Do. k und 1 nach Voraussetz1JJ1['; das 
Linienelement (P,p) gemeinsam haben, 

: ~ .. \ 
\ / 

gibt es nach Folg.1 genau eine perspcktive 
Kollineation ;,,,_(* ,) mit k ~ =l und 

\,,i_Q . ---
d, 

Zentrum P. Der Punkt Q" k ri l ist noh;endig Fixpunkt von :.e • 

Da nnch 1. 4 eine perspekti ve Kollineation .e ( ~ L ) genau das 
Zentrum und die Punktreihe auf a zur Fixpunktmenge hat, ßeht 
die Achse a von~ durch Q. Für a sind folcende Lacen zu k 
denkbar: 
a ist Sehne von k (~PQ): Der Restschnittpunkt R (*IQ,P) von a 
mit k ist dann im Widerspruch zur Voraussetzung ein gemeinsamer 
Pu.rL~t von kund 1. 

a ist Tangente von k in Q: Da ;J(. den Kegelschnitt k linien
elcmentweise transformiert, ist a auch Tangente an 1 in Q: 
Widerspruch zur Voraussetzung. 
Es bleibt also nur a=>PQ übric; =li> ;;e ist Elation mit a,i,p =i, k 
oskuliert 1 in P ohne 1 dort zu h;rperoskulieren. 

• 
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(III) Hyperoskulieren ein2-nder zwei verschiedene Kee;elschnitte k 
und 1 in P, so haben kund 1 abgesehen von P keinen cemeinsamen 

Bew.: (ind.) Existiert ein Punkt QE k" 1 mit 
Q+P, so ist für die Elation x1, PGL(P,p) mit 
k -e.=l notwendig Q ein Fixpunkt ~ ;:e= L =? k=l: Widerspruch • • :i3el".lorlrune;: Es rsil t jedoch nicht umgekehrt, daß aus der Berührung 
der beiden Kegelschnitte k-;r-rr) in (P,p) und der Nichtexistenz 
eines weiteren gemeinsaCTen Pu:nktes die Hyperoskulation von k 
ur.d 1 in P folgt (I1an betrachte den Fall, daß a an k vorbei
e;eht) •. Wir werden jedoch später sehen, daß in klassischen 

· projektiven Ebenen über r;evrissen Körpern auch die Umkehrung 
gilt. 

3) Wir definieren nun dual zu Def,2.6 b: 
Berühren .einander zwei verschiedene Kegelschnitte k und 1 

in p und ist die eindeutig bestimmte perspektive Kollineation 
mit der Achse p, i·rnlche k in 1 überführt, eine filation, so 
osl::ulieren k und 1 einander in der Oskulationstangente p. Ist 
speziell das Zentrum dieser filation der Berührpunkt P von p, 
so hypcrosb.uieren einander kund 1 in der Hyperoskulations
tangente p. nun gilt: 

(a) Ist p eine Hyperoskulationstangente, so ist der zugehörige 
Berührungspunkt ein Hyperoskulationspunkt und umgekehrt. 
(b) Ist p eine Oskulationstangente, so ist der zugehörige Be
rührungspunkt ein Oskulationspunkt und umgekehrt. 
Kurz: Oskulation und Hyperoskuln.tion sind selbstduale Begriffe. 

Be1-r.: Die Umkehrungen der beiden Aussagen ergeben sich durch 
Dua1isieren, es genügt daher eine Richtung zu beweisen. 
(a) p ist Hyperoslmlationstangente: Aus der zu Def. 2.6 b dualen 
Definition folgt, daß eine filation ~ mit Achse p und Zentrum P 
existiert mit k;ie =l. Nach De.f.2.6 b bedeutet dies, daß k und l 
einander in P hyperoskulieren. P 

(b) p ist Oskulationstancente und keine 
te\, 

Hypcroskulationstanc;ente => es 
existiert eine Elation ß mit k ß =l, 
(k11), Achse p und Zentrum z(+P). Da 
kund 1 das Linienelement (P,p) c;e- z 
meinsa.m haben, existiert nach 
Folgerunrs '1 genau eine perspektive 

'~\ 
q 

' ; J 
'·-1. ,' 

_./ --.. __ --····' k 
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Kollineat;ion C( mit deJ:J Z0ntrum P, die k in 1 überführt. Wir 
haben zu zeigen, daß a eine :67.ation ist. Die Achse a von Cl'. 

ist sicher verschieden von p, denn p ist keine Hyperoskulations
tangente. a,i,p ~ ]* S:=ap; es ist S=P nachzuweisen. 
(ind.) S~P: Da Sein Punkt der Tangente p an k bzw. 1 ist, 
existiert nach 2.1. noch genau eine zweite Tangente q (,i,p) an k 
bzw. r(,i,p) an 1 mit dem Berührpunkt Q bzw. R. Die Elation /!, 

leistet g_ ._ r, denn es gilt kß =>l und q und r schneiden einander 
auf der Achse p von ß ~ die Berührpunkte Q und R sind in (3 

zugeordnet. Daraus folgt Q*R, da sonst ß einen Fixpunkt nicht 
auf der Achse p hätte-~ f':, = L => k=l: Widerspruch. 
Qß =R ~ Q,R,Z kollinear (*). o<. leistet q-r (wie bei 8 zu 
begründen) und damit Qo<. =R ~ Q,R,P kollinear (:). (*) /\ (:) => 
Q,RI I ZP= p : Widerspruch. + 
Bemerkung: Nun können auch die Aussagen der Folg.2 dualisiert 
werden: 
(I) Haben kund l (,t,) die Oskulationstanc;ente p gemeinsam 
(ohne daß p Hyperoskulationstangente ist), so haben kund l noch 
genau eine Tangente g_ (tp) gemeinso.m. 
Zusammenfassend: Oskulierende (nicht hyperoskulierende Kegel
schnitte) haben neben Oskulationspunkt und Oskulationstangente 
noch genau einen Punkt mit verschiedenen Tangenten und c;enau 
eine T:mgente mit verschiedenen Berührunc;spunkten gemeinsam. 
Ebenso ist (II) zu dualisieren. 
(III) Hyperoskuliercnde Kegelschnitte haben neben dem Hyper
oskulationspunkt und der Hyperoskulationstangente keine weiteren 
gemeinsamen Punkte und Tangenten. 

Anwendungen: 
Sei 1 ein Kegelschnitt und (P,p) ein Linienelement von 1. Man 
konstruiere einen Kegelschnitt k, der l in (P,:(l) oskuliert. 
Statt dieser Forderung so.gen ,-:ir kurz: (P ,P ,1) ist ein"Linien
elemcnt zweiter Ordnung von k". Verlangen wir sogar I-Iyper
oskulation, so nennen wir (P,p,1) ein"Linienelement dritter 
Ordnung von k". 
(a) Ein Kegelschnitt k ist eindeutig festgelegt durch ein 
Linienelement zweiter Ordnung (P,p,l) und zwei Punkte A,B 
mit A,B,P nicht kollinear, A,Blt p und nicht A und B Punkte 
von 1. 
Existiert ein Lösungskegelschnitt k, 
so exist;iert gemäß Def .2.6 b genau eine 
Elation ~ mit Zentrum P und k.ie. =l. Der 
Punkt A € k eeht unter :a(.. über in den 
Restschnittpunkt A' des Kollineations
stro.hles AP mit l; ebenso B;J2. 0 B'. Die 
Achse a von .e geht notwendig durch P 

~1-
/ I · /// 

: 1 1 / ·' 
l( ,' :(/_./ 
\ A'½.,···· 
---~;- 1 

/ ' 

// \ 
V \a jA 
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und durch den Schnittp,.rnkt A..1'3.A 1B 1
• Die durch P,a,A,__..A' 

(AtA' o.3.d.A.) fcstc;cle3te filation .:e ist also die einzie; 
möc;liche nit den e;ewUnschten Eir;enschaften. Der Ker;elschnitt 
1 ;w._,, po.ßt in die Ango.be und ist die einzie;e Lösun6 • 

Duo.l: Ein K0c;elschnitt k ist eindeutic; festgelee;t durch ein 
Linienclenent zweiter Ordnur..c; (P,p,l) und zwei Tangenten a,b 
mit a,b,p nicht kopunktal, a,b\1 P und nicht a und b Tangenten 
von 1. 

Du.rch analoge Überlegungen wird in den Übungen gezeic;t: 
Ein Kcc;elschIJ.itt k ist eindeutic; feste;elee;t durch 
(b) ein Linienelement 2.0. und ein Linienelement allgemeiner Lage, 
(c) ein Linienelement 3.0. und einen Punkt (bzw. eine Tangente) 
allgemeiner Lage. 

SATZ 2.6 o.: Haben zwei verschiedene Kegelschnitte k,l ein Linien-
el("nent (P ,P )Gemeinsam, so existiert e;enau eine 

perspektive Kollineation nit Zentrum P (mit Achse p), die k in 1 
überfüli.rt. Oskulation und HyiJeroskulation sind sel bstduale 
Be::;riffe. Oskulierende, nicht hyperoskulierende Kegelschnitte 
sind dadurch gekennzeichnet, daß sie außer dem gemeinsamen 
Oskulo.tionseler:1ent noch genau einen gemeinsamen Punkt mit ver
schioclenen Ta:ic;enten bzw. cenau eine gemeinsame Tangente mit 
ve:::-schicdenen B:crührpunkten besitzen. Hyperoskulieronde Kegel
schr.itte besitzen keinen gemeinsamen Restpunkt und keine ge
meinsame Resttangente. 

DE?.2.6 c: Lie l'lence aller Kegelschnitte durch ein Linienelement 
zueiter Ordnu11g, welche 

einen Punkt nicht auf der 
To.ncente des Oskulations
clemcntcs gemeinsam haben, 
heißt ein Büschel 11.Art 
( Oskula tionsbüschol) 

eine '.l'aneente nicht durch 
den Punkt des Oskulations-
elementes gemeinsam haben, 
heißt eine Schar 4.Art 
(Oskulationsschar) 

von Koc;clschnitten. 
Dio l'lence aller KcL~elschnitto, die ein Linienelement dritter 
Ordnune c;cmeinsam haben, heißt ein Büschel 5. Art (Hyper

oskulationsbüschel) von Kegelschnitten. 
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Bemerlrnngen: ( a) Da der Be'.5ri ff Hyr;eros1:ulc1_tion ;,el bstd·1;al ist, 
c;il t dies auch für den Lcr;:::·i. i'f Li:üencleme:::it rlri t t8r Ordn,.uig und 
wegen Folg.2, (III) und Folg.3,Bem.,,uch für den i:lcr;riff Eyper
oslrnlationsbüschel (man sae;t doJ1er auch "Hyperos}::ulations
büschelschar"). 

(b) Da nach Am1cndunc; (a) ein Ker;elschn:i.tt durch ein 
Linicneler:icnt 2.0. und zHci Punkte eindeutie; festgelegt ist, 
kann ein Kec;elschnitt eines Büschels 11-. Art durch die Angabe 
eines weiteren Punktes bestimmt werden. Ist g (tp) eine be
liebic;e Gerade durch den Oskulations;Jun.'-i:t P, die nicht durch 
den weiteren Grund.purJct Q geht, so existiert zu jedem Punkt 
aus f.l- 9 "' l P} genc_u ein füischelkegels:illlitt, 1.illd u::J.Gekehrt 
trifft jeder Büschelkq5elschnitt ,P. 9"- J.Pj ir: :;enau eine:;i Punkt. 
Ein Büschel 1r. Art enthält demnach f;enau I. ri:ee;elsc~ni tte. 
Nach Anwendung (c) stiTill11t die Anzahl der Elemente eines Büschels 
5. Art mit der Zal:l der Pun}::te auf -p 3 \{P} überein, ist also 
ebenfalls N. 

4) "Desarguesscher Involutionssatz für Büachel 4. und 5.Art": 

Auf jeder Geraden g, die keinen Grundpunkt enthält, schneiden 

jene Kegelschnitte eines Büschels 4. oder 5.Art, für welche 

g Sohne ist, Punktepaare einer projektiven Involution aus, der im 
Falle des Oskulationsbüschels die Schnittpunkte von g mit der 

Oskulationstanr;ente und r.lit der rc;emeinsamen Sehne bzw. im Falle 

des Hyperoslculationsbüschels der Schnittpunkt von g mit der 

Hypcroslrnlationsta113ente als Fixpun,.1.ct angehören. Gibt es g 

berührende Büschelkegelschnitte, so sind die Berührpunkte genau 
jene Fixpunkte dieser projektiven Involution, die im Falle des 

Hyperoskulationsbüschels nicht auf der Hyperoskulationsta:ngente 

liegen. 

Bew,:a) Ein Büschel 4.Art ist durch ein 

Linienelement 2,0rdnung (P,p) und 

einen Punkt Q festgelegt, Sei g eine 

Sehne des Büschelkegelschnitts k mit 

den Schnittpunkten X,X'. Seil ein 

weiterer Büschelkegelschnitt, der g ~ 1 

\_ \ 
zur Sehne hat, mit den Schnittpunkten ,,\ 

Y,Y'. Wir setzen g.PQ•:S, g.p•:T. ;P 
Gemäß DeL2,6b gilt l=koi;., wobei <X. eine Elation mit dem Zentrum P 

und der Achse PQ ist. Yrx.. bzw. Y 'oc. ist der Restschnittpunkt 

Y* bzw. Y'* von YP bzw. Y'P mit k, und y•y•• trifft YY' im Punkt 
S auf der Achse PQ der Elation IX. 

Da g durch keinen Grundpunkt geht und nie drei Punkte eines 

Kegelschnitts kollinear sind, gilt S{k. Der Punkt S ist daher 

Involutionszentrum einer projektiven Involution ß:k-k und .B 
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leis-:;et: x-x•, Q•-P, Y* -Y'*. Durch Projektion der Jn-
voh,':ion f; aus P auf c erhält man eine Involution ß: ·p 3 --.... ,p9, 

welo:1e clurch x---x•, S.--T besti=t ist und. y,-..y, leistet. 
DaI:'.it ist die Behauptunr5 cezeic;t, wenn man k festhält und 1 

alle "Büschelkec;elschnitte dUI·chlaufen läßt, welche e; zur Sehne 
haben. 

Daß der Berührpunkt eines f5 berührenden Büschelkegelschnitts 
ei!l .FixpurJ<-t von ß ist, kann ebenso wie in 2;5,Folr;.1a gezeigt 
werden; man bezeichne dabei P=:3, Q=:4. Jeder Fixpunkt, der im 
Falle der Hyperoskulation nicht auf p liegt, führt auf eineng 
berührenden Büschelkegelschnitt, wie analog zu 2.5,Folg.1a folgt. 
b) 1'Ur Büschel 5,Art beueist man das Auftreten 
involution wie oben, nur gilt jetzt S=T=S/3. 
Seil ein Kee;elschnitt des Büschels 5. Art, 
der g in L berührt. Die Desarguesinvolution 
0: f 9 - -p 9 ist durch X- X' und S >-- S ein
deutig festgelec;t. Wir projizieren ß aus P 
a-J.f 1 u.'1.d erhalten eine projektive In
volc1tion ß: 1-1 mit X*~~X'*."-p,-E-p, 

Das Ir.volutionszentrum von ß ist de:n 
Pu)l_l::t S: die Gerade X*X' * trifft p 

einer Desargues-

J/!/rr; 
p\6iß-

4
-Q -~: \ 

11 L: 
I , : 

/ f I • I I 
I , I ' 1 

,' \ .~, .' ' l , _____ . g ' 

f X'*\~ / 
1 . .' 

' ·' \ _ .. · 
k'·-- .. ___ ... - \X' 

nä:::uich in S, denn l entsteht durch eine Elation cx. aus k, welche 
P zun Zentrum und p zur Achse hat. Der zueite Fixpunkt von 8 
neben P ist der Berührpunlct der aus C an 1 lccbaren Tangente; 
dies ist aber nach Voraussetzunc; g und c; berührt 1 in L, also 
c;il t Lß =L. Durch Rückprojektion aus P auf f-25 folgt daraus Lß =L •• 

Bemerkungen: (a) List übrigens der zu X,X' bezüglich S harmo
nische Punkt, denn in einer hyperbolischen projektiven Involution 
liegen die Fixpunkte zu den Paaren zugeordneter Punkte harmonisch 
(vgl. 1.10,Folg.8,(III) und 1.10,Folg.6). 

(b) Folgerung 4 kann dualisiert werden. 

Anuendun,,:;: 
Von einem Kegelschnitt einer xKt kennt man ein I..inienelement 2.0. 
(P,p,l), einen Punlct G und eine Taneente r. Gibt es einen 
Löst:nc;skec;elschni tt k, so 
c;ehört er dem durch (P,p,l) 
und G fostgelec;tcn Oskulations
büschel S an. ~ bestimmt eine 
Desarr;uesinvolution oc: ,Pr - 1),-, 

u..'ld der Bcrührpunlct von k mit r 
ist notwendig Fixpunkt von ex. • 

·-
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In der D8snrcuesinvolution R sind z11~;cordr..ct p.r•-FG.r. Ein 

weiteres P,rnr von in R zu;;cordncten Punkten finclet man so: 

Jeder Punl~t· X auf r bestimmt zuso.mmen mit G und (P,p,1) r;enau 

einen Kegelschnitt 1 (no.ch Folg.3, Amrendung a; 1 erhält man 

aus 1 durch eine ge,-lisse E:Lation 11• deren Achse e durch P geht). 

Neben X ho.t I mit r den Punkt Xoc als Restschnitt. Ist c<.. elliptisch, 

so gibt _es keinen Lösungskegelschnitt k. Ist C(, hyperbolisch, so 

gibt es stets zwei Lösungen: Durch einen Fi:icpul'..kt E von oc, den 

Punkt G und das Linienelement_ 2.0. (P,p,1) ist genau ein Kegel

schnitt k bestimmt,und k berührt auch r, weil sonst der Rest

schnittpunkt von k mit r dem Punkt Ein~ zugeordnet ist, was 

E=Eoc widerspricht. Im Gegensatz zu den Büscheln 1. und 2.Art, 

bei denen Fixpunk!;e von ex. auch Diagonalecken der Grundelement-

figur sein können, führt für 0skulationsbüschel jeder Fixpunkt 

von OI.. zu einem r berührenden Büschelkegelschnitt. 

5) (a) Seien kund 1 zwei verschiedene Kegelschnitte eines 

Büschels 4. Art, das durch das Linienelement 2.0. (P,p) und 

den Punkt G festgelegt ist, und il., bzw.Ai ihre Polarsysteme. 

Gesucht ist die Menge aller Punkte X mit Xt\.k =Xi\,. 

P ist der einzige Punkt mit P;,\k=P:\L' 

Bew.: (ind.) Angenommen es existiert Xia-P,\{Pi mit Xt\k•XAt 
( = :x) • 

Fall 1 : X I x 9 X~ k A X t 1 und x ist 
in X Tangente an k und 1 ~ X=P(wegen 

Satz 2.6a und Folg,3,Bem.(b) und 

k*l):Widerspruch. 

Fall 2 : X J. x =7 X ~ k /\ X { 1 

k :' 
' \ 
\ 

1 

',.... \ , . 
, Xht 

p --~, ,._,,e..;c_ ___ ->o:-
(Insbesondere XtP und x ist weder -.••--"----"'--vp 

Tanc;ente an k noch an l) •. Nach 2.4 bestimmen X,x eine harmonische 

Homologie Öx mit kox=k/\ löx =l. Da kund 1 genau das Linienelement 

(P,p) und den RestschnittpurJtt G besitzen~Po~=PAp6: =p, 

Göx =G. Da. p unter ffx* fest bleibt und p von der Achse x von ox 
verschieden ist, muß p Kollineationsstrahl sein. Da P vom 

Kollineationszentru.m X verschieden ist, muß P auf der Achse x 

von 6"x liegen und ebenso der Fixpunkt G~ x=PG. Da k und 1 in G 
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verschiedene Tangenten ha':>en, ßilt aber x ;>,_i..*'l'x 11.t: Widerspruch • 

• (b) Seien k und 1 zwei verschied.ene Kegelschnitte eines Düschels 
5. llrt, das durch das Linienelement:; 3. o. (P ,p) festgelegt 
ist und A~bzw.Ai ihre Polarsysteme. ~------····---.. \ / 

.. --·· ··x' 
Für die Pu..'1kte h. "- p. i:;il t Jl;>,_k =Ai\i• Es gibt ,/ 
ni:L'.ilic!1 ceno:u eine E:!.ation <X mit Achse p / 
ur..d Zent:c-un P mit k oc =l. Aus dem 0<. -Fix- 1 pun}:t A( 1P; ffr A=? ist die ßchauptung , ' 
trivial) cibt es an k bzu. o.n 1 eine :' / 
von P verschiede~e Tanc;ente x bzw. x' : :'' 
und es t:;ilt xix. *=x 1

• Für clie Be.rühr- ~-~. 
punkte X bzw. X' von x mit k bzw. --·-· .. c......-:'-------+---
von x I mit 1 gilt: X()(. =X 1 • Die P / P 
A, -Polare von Aist daher PX, die Ai-Polare ist PX' und es 
gilt PX=PX', denn X,X' sind in o<. zugeordnet. 

Die Punkte der I--Ienge ,PP sind die einzigen, für welche die Ak -un?
Ai -Polaren übereinstimmen. 

Fall '1: X I x = X~ k "X c 1 ==> X=P (da k r. l= {P1): Widerspruch. 
Fall 2: X l- x = X 4 k A X 4 l ( = X*P) und x ist keine Tangente 
an k oder 1 (- X*p). Die harmonische Homologie öx leistet not
wendie;: Pöx =PApB'/=p, da knl= lP) und k*nl*=p gilt. Wegen 
ptx ist daher p Kollineationsstra..'1.l von öx, also liegt das 
Zentrum X auf p: Widerspruch. • 
SATZ 2.6 b: Ist c; eine Gerade durch keinen Grundpunkt eines 

Büschels 4. oder 5. Art, so gehören die Schnitt
puT1.kte von g mit jenen Kec;elschni tten des Büschels, welche g 
als Sehne besitzen,einer projektiven Involution an. Gibt es g 
beri.illrende Büschelkegelschnitte, so sind die Berü11runc;spunkte 
Fixpunkte dieser DesarElJ.esinvolution. Bei einem Büschel 4,Art 

ist der Schnittpunkt von g mit der gemeinsamen Sehne dem Schnitt
plL.'1.kt mit der Oskulationstangente zuc;eordnet, beim Hyper
oskulationsbüschel ist der Schnittpunkt von g mit der Hyper
oskulationstaneente Fixpunl{t der Desarguesinvolution. Alle 
Kegelschnitte eines Büschels 4.Art besitzen genau einmal Pol
Polare c;emeinsrun, und zwar besteht dieses Paar aus Oskulations
punltt und -tnnr.;onte; für alle Ke~elschnitte eines Büschels 
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5.Art haben e;em.1u die Punkte der Reihe auf der Hyperoskulations

tane;ente übereinstimmende Polaren. 

2.7. l~ixelementfip;uren pro,jektiver Kollineationen in 

Pappusebenen 

Wir setzen i.f. eine Pappusebene voraus und .ie e PGL(7ipp). 

DEF.2.7: Fe,P heißt Fixpunkt von «>, wenn gilt F~ =F. 

fe~ heißt Fixe;erade von ae., wenn gilt f-e*=f. 

fE~ heißt Fixpunktgerade von .e, wenn gilt aeJ,P.f• L 

(~ ist dann perspektiv).:n- heißt Fixpunktebene (FiX13eraden

ebene), wenn gilt ot= L • , 

Wir wollen die Fixelementfiguren von.e. bestimmen. 

1) Die Fixelementfigur erfüllt i 1 , i 2 und non e ("Nee;ation 

des Existenzaxioms"), wenn .JetL gilt. 

Bew.: i
1

: F1 ,i,P2 AFj;,e, =Fj (j=1,2) ~ 3* f:=F1F2 und f ist Fix
gerade wegen: f~*=F

1
~F2-e- =F1F2=f~Die Verbindungsgerade von 

zwei verschiedenen Fixpunkten ist eine Fixgerade. 

i 2 :f1 4'f2 A fj~*=f/j=1,2)~ 3* F:=f1 f 2 und Fist Fixpunkt 

wegen F ;ie.=f,i ;,e, * f 2 .e..*=f1 f 2=F=* Der Schnittpunkt von zwei verschie

denen Fixgeraden ist ein Fixpunkt. 

non e: Es e;ibt kein Viereck von Fixpunkten; nach 89.tz 1.9 würde 

sonst ~=L gelten. • 
Bemerkungen: (a) Die Fi:xpunktfigur f und die Fixgeradenfigur {* 
wurde für perspeJüive Kollineationen bereits in 1.4 ancee;eben. 
Nach 1.9, 11ole;.6 besitzt eine projektive nicht perspektive 
Autokollineation einer PP-Ebene er:t,·:eder drei nicht kollineare 
Fixpunkte oder zi1oi verschiedene Fi-:cpunkte oder einen Fix
punkt oder keinen Fixpunkt,und es sir:d uec;en des FS nie drei 
Fixpunkte kollinear bz,·1. drei Fixseraden kopunktal. 

(b) In jeder projektiven nicht porspektiven 
Kollineation existiert ein Nichtfixpunkt, durch den keine 
]'ixc;orade c;cht.oe besitzt nämlich nach (a) höchstens drei Fix
punkte, und da nie drei Fixceraden kopunktal sind und der 
Schnittpunkt von je zwei Fixgeraden ein Fixpunkt ist, auch 
höchstens drei ]'ixe;eraden, zu denen die Verbindunssgeraden von 
je zwei verochiedenen Fixpunkten gehören. 
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Konstruktion der Fixpurktc: 

In :r"' kann die Besti:m.mu:r-0 d.er Fixpunkte einer projektiven nicht 

perspektiven Kollineo.tion :e zurückc;eführt werden auf die Be

sti=u:r,.,:,; der Rcstschni ttpunkte von zwei verschiedenen Punkt

kecelschni tten mit einem gemeinsamen Punkt A', die einander 

in A' nicht berühren. 

Bew. : Es sei A ein Punkt mit 

) A=A/;/,~:A', 

(2) durch A geht keine Fixgerade: N.ach Bemerkung(b) existiert 

ein solcher Punkt, da ;ie. nicht perspektiv ist. 

A*A' =} A?R_°4'A'ae. (=:A"). 

A,A' ,A" bilden ein Dreieck: 

(incl.) A" I AA' =* (AA' )oe.*= 
ßA-.,.;.A'-.e=A'A"sAA',d.h. AA' ist 

im Widerspruch ,;,;u (2) fix. 

Die Projektivität ae.*\i,~A = :o<.. :0,1 -0A' 
ist nicht perspektiv wegen 

(AA')c<.. "A'A" (tAA'). 
r:x. er:::eu:--;t also einen Pu:nkt

kecelschnitt k, der d·c1.rch 

A und A' geht tL.~d in A' die 

Gerade A'A" berührt. 

/ 

Die Projektivität ~*l'l·=: ß :0A·- ~A' ist nicht perspektiv wegen 
(A'A)()=A"A'(tA'A).0, erzeuc;t also einen Pu...'rJktkec;elschnitt 1, der 

durch A' und A" geht und in A' die Gerade AA' berührt. 

Wir ho.ben zu zeigen, daß jeder von A' verschiedene Punkt 

von k " 1 ein Fixpuruct von ae ist, und daß umgekehrt jeder Fix

punkt von"- zu k n l \ {A '} gehört. 

(a) VS: F E k n 1" FtA'. Deh.: Fae. =l?. 

Wir \·rollen zuerst für einen beliebigen Punkt X t k "'\A,A '} den 

Bildpunkt X.e. konstruieren. AX=:x, A'X=:y; X=x:y =;, X' :=Xae. =xee.*y;,e.*=: 

x 'y'. Da a:•1qA = oc den Punktkegelschnitt k erzeugt und XE k gilt, 

folgt x'=XA'=y. y<SOj..,,=* yae.*=yß =y'. Daß den Punktkegelschnitt 1 

erzeugt,treffen einander' y und y' auf l,und zwar im Restschnitt

punkt von y mit 1 =* X'=x'y'-=YY' E 1. 
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'r;/XE-k "- {A,A'] folc;t also: X2e.-sl und mit A-;;z, A'ael E 1 hat man 
insgesamt: koe =l.Außerdem haben wir gefunden:V X•k"'- iA,A'1 

sind X,X' ,A' kollinear. 

Diese Konstruktionsvorschrift liefert speziell für FE k r, l "- lA '\ 
die Beho.uptung von (a). 

(b) VS : F iR.. =F. Boh. : F E k r. 1 /\ F 'FA 1 • 

Wegen AtAatund A'tA'<l!c gilt FtlA,A'. 

x:=AF ~ XJ/.*"'.A,,-__Fi1€, =A 'F=:y ~ 

Xe<. =X<(,"'=y~F € k. 

y:=A 'E' ~ Yil!.."'=A 'aeF;e =A"F"' :y'= 

y ß =Y ~· "'Y' ~ F e l. 

/( 

'/' 

• Bemerkungen: (a) Wir ho.hon mitbewiesen: Ist A ein beliebiger 
Nichtfixpur.J:t, durch den keine Fixc;erade geht, so enthält der 
durch ce* IOjA erzeugte Kegelschnitt k e.lle Fixpunkte von~ und 
die Menge der Fixpur.J(te ist knkae."{A"'-1• 

(b) Ist Fein Fix;;iunkt, feine Fixgerade mit F I f, 
wobei auf f kein von F verschiedener Fixpunkt liect, so c;ilt: 
kund 1 haben das Linienelement (F,f) gemeinsam; durch F gehen 
somit nie zwei solche Fixc;eraden, daß F auf jeder der einzige 
Fixpunkt ist. 

Bew.: (ind.) f ist Sehne von k ~ auf f liec;t 
ein Punlct XE k mit X,i,F; es c;ilt X'\'A, denn 

liec;t X;,e auf f und auf 1 und ist demnach X ' / 
der Restschnittpunkt von 1 und f. Es c;ilt : X' 

k .. ·~ 

also: X,Xae, 1!' kollinear; andererseits sind \ /_./ 

\ 
jl 
, A" 

FA ist unter ;.e,* nicht fix. Da f.-_*=f gilt, \: _/ 

nach obie;em Be,reis X,X-e, A' kollinear = , _,_,, 
X<('.=XF .XA' ~ Xoe. =X: \-/iders0ruch zur Voraus- ---'-'--<l~'----
setzung, daß F der einzic;e Fixpctnkt e1.1f f ist. F 
Damit ist c;ezeic;t, daß (F,f) ein Linienelement von k ist. 
-Wee;en F=:l!';ie e;il t FE k n 1 ; da ;ie den Punktkegelschnitt k 
linienelementweise in l=k;ie überführt, ist f=f~"' auch Tanc;ente 
an 1. + 

(c) Die Konstruktion der Fixpunkte kann dualisiert 
werden und man erhö.l t eine Konctruktion für die Fixc;eraden vor:. .e•: 
Man wählt acjca;,e,"'=:a' so, daß a mit keinem :l!'ixpunkt inzidiert. 
-.el-Po. und ael-p. 0 , erzeuc;en die Gere.denkec;elschnitte k* und l "=k"" ;;;c.*, 
die die Gerade a' c;emeinsam haben, jedoch auf a' verschiedene 
Berührpunkte haben. Gonau die von a' verschiedenen geneinsamen 
Geraden von k* und l* sind fix. 

(d) Dual zu Bemerkung (b): Es ist um:iöe;lich, daß 
auf einer Fixgeraden f zwei solche Fixpunkte liegen, daß f durch 
jeden die einzige Fixe;erade ist. 

(e) Sind kund 1 zwei verschiedene Punktkegelschnitte, 
die einen Punkt A' gemeinsam haben, ohne einander in A' zu be

rühren, so läßt sich die Bestimmu.ng der Restschnittpunkte von k 
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und 1 in die Bestimmung cler FixpuP.kte einer :rro,jektiven 

Kollineation überführen. Die beiden Aufr;e.ben sind also 

äquivalent. 

Bew.: Wir haben eine projektive Kollineation~ zu ermitteln, 
deren Fixpunkte Fj mit den Restschnittpunkten von kund l zu
sammenfallen. Die Tangente a in A 1 an l trifft k in einem von 

A _____ _ A' verschiedenen Punkt A denn a 
.-· ----. Q ist nicht Tangente an k (vgl.2.1 ). 

-~-/ q 'V Analog schneidet die Tangente a' in 
p a \ A' an k den Kegelschnitt 1 in einem 

,1 Punkt A" mit A"*A'. Wegen a'/'a' und 
./ __ .. --·· 'A' A''4>1A,A" gilt: A,A',A" sind nicht 

I P .'.1 kollinear. Für N ~ 3 existieren Punkte 

1
1 V,,--_, • / P,Q\ E k so, daß A,A' ,P,Q ein Viereck 
. 1 ~ f P/ bilden; der Sonderfall N=>2 wird im 
-.~,.., ~ ·· a' q' Anschluß erledigt. 

p ·-.__ .. -····: p:"'AP, q:=AQ; p,i,q, pcJ,a. p' :=A'P, q 1 :'"A'Q 
" .. ----· : / p ',i,q ' ' P ''4>a ' • 

,;. p I ist wegen P,t,A und P E k keine 
A -. q• Tangente von 1, also p '1=a und p' 

. schneidet l daher nach 2.1 in einem. 
·-.. _____ .. -,

1
0 Punkt P:J=IA'.,_A". An~log gilt: q'*a und 

_ _ ·)'.:2 9,nl= {A' Q] mit Q1=IA 1,A",P. Daher 
existieren A"P=:p", A"Q=:g_" mit p", q~\ cJ,a' und p"*q". 
k wird durch (~A(a,:p,q ••• )r: 0A•(a',p' q' ••• ) erzeugt, l wird 
durch (j,.(a,p',q' ••• )-,; q\A"(a',p",q" ••• ) erzeugt. Wir definieren 
eine_projek:t_ive Kollineation <e eindeutig durch: A,_,,__A', A'>---A", 
P -P, Q ...... Q, denn die beteiligten Punkte liegen auf Kegelschnitten 
k bzw. l und bilden daher jeweils ein Viereck (vgl.Satz 1.9). 
Die k erzeugende Projektivität ist oe*l 0A? die 1 erzeugende ist 
Z<;:"!ClA·· Für einen beliebi13:en Punkt XEk gl.lt daher: (XA)2e"= XA'=:x' 
(XA' ):c-e.*= :x", wobei x" durch A" geht und x' in einem Punkt von l 
treffen muß. Also gilt Xoi: c 1 V XE k ~ kee =l. Nach Folg. 3 
stimr:ien die FixpUJL1cte von ze mit den Restschnittpunkten von k 
und l überein. 
Sonderfall: N=2 =-1> k und 1 sind Dreiecke. Im Minimalmodell gilt, 
daß eine projektive Kollineation durch zugeordnete Dreiecke 
eindeutig festgelegt ist; wegen der Bijektivität ist nämlich 
dann für jeden Punkt auf den Dreiecksseiten die Zuordnung be
stimmt und damit auch für den siebenten Punkt wegen der 
Eigenschaft, daß kollineare Punkte in ebensolche übergehen. Für 
N=2 ist also im obigen Beweis nur der Punkt Q wegzulassen. 

3) Hat eine projektive Kollineation ,e eine 

sie auch einen Fixpunkt (und dual). 

Bew. 1 ;,e „ PGL(Jrpp) 11 3 f mit b."'"'f. 

Sei A I f mit A'!'A'iJI/.. c:A' (sonst 

fertig) ==:},!'ae=:A"*A' /\ A" I f. Die 

Projektivität ')c:=<R-*l(;l11=011 -(1A ist 

perspekti v, denn es gilt: (AA' )°'- = 

A 

so hat 

A" f 

= foc ~r~· =f=AA'~ es existiert eine Perspektivitätsachse a mit 
A fp,_ A 1 T,:i_ 
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Ebenso: ß:,.a?.."'IUJA,:CjA'-~A'ist perapektiv wegen fß=f-..::•.,f~ 

es existiert eine Perspektivitätaachae b mit A' 7 b, A" t. b. 
Es existiert mindestens ein Punkt F mit F I a A F I b. Bezeichnen 
wir FAm:x, FA'~:x', FA".,:x" und beachten, daß a bzw. b Achse 
von 0(, bzw. ß ist,so gilt: XO( mx' bzw. x'ß "'X", also Fae =xJc."'x';ie_*m 

= xocx'/3 „ x'x" ~ F. • 
4) Wir sind nun unter Beachtung der Bemerkungen nach Folg.1 in der 

Lage, die möglichen Fixpunktfiguren f bzw. Fi:xgeradenfiguren ~· 
einer projektiven Kollineation in einer Pappusebene anzugeben: 

G)2""' L : 'f af.2 ' i * ., 0. 
Nach Satz 1. 2 gilt: 1 + 1 „ 1 f • 1 · 

@;ie,,t,L, Homologie: ~=,Pa.u{zJ, i•·~1 v{a! (a Achse, Z Zentru.m). 
Es gilt gemäß Satz 1.2: I{ 1 = I{ ·1. 
@""-•H, Elation: ~ =f.ia., i .. ==01.,also lfl·I 
@;;,z besitzt ein Fixpunktdreieck F 

O
, F 1 , F 2 • 

FjFk sind Fixgeraden, und zwar die einzigen, 
da nie drei Fixgeraden kopunktal sind und nach F„ 

f. ,. 
f„ 

Folg. 1 der Schnittpunkt von zwei Fixgeraden ein Fixpunkt ist, 

f ist also ein Dreieck und f ein Drei seit =? 1 { I = I { ~,. 
Nach 1.9,Folg.6 existieren für N > 3 stets projektive Kollineationen 
dieser Art. Bei der Konstruktion der Fixpunkte nach 
Folg.2 ergibt sich kr,l=fA 1 ,F

0
,F1 ,F2}, d.h. kund 1 

gehören einem Büschel 1. Art an. 
Q)il?.besitzt genau die Fixpunkte F

0
, F1I*. 

Nach Folg.2,Bem.d existiert durch mindestens einen 

;~;~:~;~:;~;~~:;~;:~:;:~;:::::::!;r;: von -- lt,. 
Wegen i={F0 , F11 und f*= l f

0
, F

0
F1} ist I{ I"' lf° 1 · ~ 

Nach 1.9, Folg.6 existieren für N ~ 3 stets projektive Kol

lineationen dieses Typs.kund l haben F
0

, F1 und A' gemeinsam 
und berühren einander in (F

0
,f

0
); kund 1 gehören einem 

Büschel 2.Art an. k 

@;ii. besitzt genau einen Fixpunkt F. 
Nach Folg.3 existiert dann eine Fixgerade !. 

Wir unterscheiden: 
(a) F I !. 
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~s existiert keine weitere Fixgerade g, denn g müßte nach 

Folg.1 notwendig durch F gehen und ebenso wie f keinen Fix
punkt außer F tragen, was nach Folg. 2,Bem.b unmöglich ist. 
Nach 1.9, Folg.6 existiert in jeder Pappusebene eine projektive 
Kollineation dieser Art. 
kund l haben genau F,f und A' gemeinsam ohne einander 

in A' zu berühren; nach Satz 2.6 a oskuliert dann 1 
den Kegelschnitt k in F, und kund l gehören einem 
Oskulationsbüschel an. 

F J.. f 

Eine solche projektive Kollineation existiert nur in gewissen 
projektiven Ebenen. 
Boi spiel: PAE und ;p L) ist eine Drehung u:m einen Winkel * 180°. 

Bei~ bleibt nur das Drehzentrum fest; die bleibt 
als Ganzes fest. 
kn l"' {.A',FJ,und kund 1 haben in F keine ge-
meinaame kund 1 gehören im Sinne 
unserer Bezeichnungen keinem Büschel 
I.n6aund6bgilt lfl=l{*I. 

(iX 
an.~/ 

(])~hat keinen Fixpunkt. 
:Nach Folg. 3 existiert dann keine Fixgerade => { = 0 11 = 0 · 
Die Existenz von solchen projektiven Kollineationen ist ebenso 
wie im I'all 6b vom Körper der :1r1,abhängig. Im fü.nimalmodell 
existieren projektive Kollineationen ohne Fixpunkt, wie in 
1.9, Eolg.6 gezeigt wurde.kund 1 haben dann nur A' gemeinsam, 
ohne einander in .A' zu berühren. 3 

Im lünimalmodell haben z.B. die Kegelschnitte 
k~ { 1,4, und l= t4,2,3} den Punkt A'=4 
gemeinsam und in .A' verschiedene Tangenten, 
nämlich 24 bzw. 14. 

5 2 
In einer fest gegebenen Pappusebene gibt es also höchstens acht 

, wovon zwei nicht i=er möglich sind, und mindestens sechs 
für N > 3. Für N=3 ist ® nach 1.9,Folg.6 unmöglich, fiir 

sind ® und (5) nach 1. 9 1 Folg. 6 unmöglich. 

Bemerkung: In allen Fällen ist die Figur 1* dual zur 
~ und 1 { 1 = 1 { • 1 • 



SATZ 2.7: In jeder Pappusebene ist die Menge der Fixpunkte einer 
projektiven Kollineation J/ gleichmächtig der Menge ihrer 

Fixgeraden und es existieren für N > 3 mindestens sechs und 

höchstens acht Typen von Fixelementfiguren. Ist~ nicht perspek
tiv und A ein beliebiger Nichtfixpunkt, der mit keiner Fixgeraden 
inzidiert, so schneidet der durch '*'. *ISJ.,, bestimmte Punktkegel
schnitt seinen Bildpunktkegelschnitt außer in A~ genau in den 
Fixpunkten von~. 

§ 3 Projektive Räume 

~ .Axiomatik 

Wie in 1.1 gehen wir von einer Inzidenzstruktur {12, c;J ,I} aus mit 
I c 1:1 x 0 und schreiben für (A,a) G I im folgenden wieder: A I a 

("der Punkt A inzidiert mit der Geraden a"). 

Für die Inzidenzstruktur [12, ~ , I] seien folgende drei .Axiome 
erfüllt: 

r1 1 Zu zwei verschiedenen Punkten existiert stets genau eine 
Gerade, die mit beiden Punkten inzidiert. 
A,B/*,E'fi :J*aU{J' mit AI aAB I a. (kurz: a=AB) 

("Existenz der eindeutigen Verbindungsgeraden") 

r2 : Zu drei nicht kollinearen Punkten A,B,C und einem Punkt P, 
der mit AC inzidiert und einem Punkt Q, der mit BC inzidiert, 
existiert stets ein mit P und Q kollinearer Punkt R, der 
mit AB inzidiert. 
A,B,C,P,Qjqi A A,B,C nicht kollinearAP I ACAQ I BC'9]R•,P 

mit R,P,Q kollinear AR I AB. 

("Planaritätsaxiom") 

E: Mit jeder Geraden inzidieren mindestens drei paarweise ver
schiedene Punkte. 
("Existenz- oder Reichhaltigkeitsaxiom") 

DEF.3.1 a: Erfüllt eine Inzidenzstruktur{P, 0J, r} die Axiome 
I,

1 
,r2 und E, so heißt sie ein projektiver Raum. 



Bemerkungen: (a) Wir schreiben dafür symbolisch: lf ( fi, ~ ,I; 
I„I:;.,E), wobei I1=i,(vgl.1.1). . . 

(b) Einfache Beispic]_e für projektive Raume: 
Q =.3 .. i =0, J::=0 ••• "leerer projektiver Ilaum ;o". _ 
'p=dt,::I =~, I=j:i ••• "einpurJctiger pro,jektiver Raum 1/p"_(i.f.kurz P). 
i:c bel. l'lenge ni t nindestens d.rei Elementen, 0 = { g} mit g= /P- , 

I=- i"' . !!, ' also I= E ••• "projektive Gerade lf9
11

• a· C 
d ( c) Gilt im Axiom I 1 speziell P=A v P=C, dann 

ist I 1_ trivialerweise erfüllt; ebenso für Q=B v Q=C; A R 
insbesondere ist I 2 für P=Q(=C) trivial. Läßt man diese 8 
trivialen Fälle weg, so kann 1 2 auch wie folgt konstruiert 
;;crde'.l: Haben in eine:n Viereck A,P,B,Q die Gegenseiten AP und BQ 
ei,wn PunA:t f:;er1einsam, so auch die Gogenseiten AB und PQ. 

(d) Aus 1 1 folgt: Zwei verschiedene Geraden haben 
höchstens einen gemeir.JJamen Punkt0 Demnach können wir unter
scheiclcn: 
Zwei verschiedene Geraden haben genau einen Punkt gemeinsam: Die 
Geraden "schneiden einander". 
Zwei verschiedene Geraden haben keinen Punkt gemeinsam: Die 
Geraden "sind windschief". 

(e) Gibt es eine Gerade, so kann sie nach E als 
Punktmenge ("Punktreihe") aufgefaßt werden. I1an kann also ebensc, 
wie in 1.2 die Geraden als Menge ihrer Punkte interpretieren 
und gelangt so zum "projektiven Punktraum" 
1 R , System von Teilmengen F °' c ,P., I"'t; r1 , r 2 , E ] • 

Jeder projektive Raum kann als projektiver Punktraum aufgefaßt 
werden. 

Folge Jgen: 

1) Jede projektive Ebene ist ein projektiver Raum. 

Bew.: Sei x(,P,GJ,I; i 1 ,i2 ,e) eine projektive Ebene. (P,~,I) ist 
dann eine Inzidenzstruktur und r1 ist wegen I1=i1 erfüllt. 
I 2 : Für P=Q trivial; PtQ~.,;, ]>II PQ. Gilt PQ=AB, dann ist r2 z.B. 
für A"'R erfüllt. PQ'l'AB ~ J * AB.PQ=:R und dieser Punkt erfüllt r2• 
E: Nach Satz 1.2 existieren in einer projektiven Ebene auf einer 

Geraden mindestens drei Punkte. • 
2) Der Anschauungnraum ist kein projektiver Haum: Wählt man 
P,Q so, do.ß ABtPQ und AB parallel PQ p;ilt, so ist I 2 verletzt. 
wi.1:' erweitern daher zum "projektiv abgeschlossenen Anschauungs
raum" PAR, indem wir durch die folgenden vier Festsetzungen 
zusätzliche Punkte, Geraden und Inzidenzen einführen: 

(I) Jede Gerade inzidiert mit genau einem Fernpunkt; je zwei 
verschiedene parallele Geraden haben genau einen Fernpunkt 
gemeinsam; verschiedene nicht parallele Geraden haben keinen ge
meinsamen Fernpunkt. 
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Die Ausnahmerolle verschiedener paralleler Ebenen, die keine 
gemeinsamen Punkte im Anschauungsralliil besitzen, beseitigen wir 
durch: 
(II) Alle gemeinsamen Punkte von zwei verschiedenen parallelen 
Ebenen liegen auf genau einer Fern.geraden; verschiedene nicht 
parallele Ebenen haben keine gemeinsame Ferngerade. 

Bis hierher wurden zusiitzliche Punkte und Geraden eingeführt so
wie die Inzidenz eines Fernpunktes r;ii t einer Nichtfern[;eraden er
klärt. Wir erweitern nun den Inzidenzbegriff auf die beiden feh
lenden Fälle: 

(III)Ein Fernpunkt inzidiert genau dann mit einer Fern6eraden, 
wenn eine mit diesem Fernpunkt inzidente Nichtferngerade parallel 
ist zu einer die Eerngerade enthaltenden Ebene. Kein eigentlicher 
Punkt inzidiert mit einer Ferngeraden. 

Die Definition ist wegen (I) und (II) sinnvoll und mit (III) wird 
die i",enge der Fernelemente eine Inzidenzstruktur ( 11 Ferninzider.z
struktur"). Da im Anschauungsraum alle zu zwei nicht parallelen 
Geraden gleichzeitig parallelen Ebenen zueinander parallel sind, 
zwei nicht parallele Ebenen genau eine Schnittgerade besitzen und 
quadratische Pyramiden existieren, folgt aus (I),(II) und (III): 

(IV) Die Ferninzidenzstrulrtur ist eine projektive Ebene. 

PAR ist ein projektiver Raum. 

Bew.: E ist klar. A / B 
L1 : kj,B. Wir unterscheiden: ~ 
Fall 1: A,B eigentlich; elementar klar. 
Fall 2: A,B E'ernpunkte; I 1 ist gemäß IV erfüllt. 
Fall 3: A eigentlich, B Fernpunkt; das ele~entare 
Parallelenaxiom besagt, daß durch jeden Punkt A 
genau eine Gerade existiert, die zu einer gegebenen Geraden 
parallel ist. Für I 1 sind auf ähnliche Weise alle Fälle durchzu
diskutieren. • 
DID'.3.1 b: Eine Teilmenge,r:\c p. von lT heißt ein Unterraum, wenn 

gilt: Zu je zwei verschiedenen Punkten P,QIE p, ist 

die Punlct;reihe f./ PQ C P ganz in r a enthalten ( fl pa C fL, ) • 

Bemerlrung: Gemäß der Definition 3.1 b ist ein Unterraum eine 
Teilmenge von p. mit einer besti=ten Eigenschaft. Wir wollen 
zeigen, daß diese Teilmenge selbst ein projektiver Raum ist, 
und müssen daher dieser Teilmenge~. noch eine Inzidenzstruktur 
aufprägen. Dies kann auf kanonische (~natürliche) Weise geschehen. 
Wir verlangen: Jede Gerade aus 0, deren Punkte inp,liegen, heißt 
eine GBrade des Unterraumes; die Menge dieser Geraden nennen 
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wir L~,. Wir erklären die Inzidenzrelation I ;nJ c fl-1 x 0 1 so: Für 
Elemente, welche dem Unterrawn angehören, stimmt die Inzidenz I;"cl 
mit der Inzidenz I in pxc~ überein.{ ,p.1 ,03,,, I;.d} heißt die 
"induzierte Inzidenzstruktur". Symbolisch: t::/1 up , iJj a : = {g E ~ 1 g 
enthält zwei verschiedene Punkte von ,P.,} ( dies ist wegen Def. 3. 1 b 
sinnvoll), Iind=r,.,-p,x~,. 

Bezeichnung: \s/ir werden i.f. statt Pej2a auch P0 r; schreiben. 

Jeder Unterraum ist bezüglich der induzierten Inzidenz

struktur ein projektiver Raum. 

Bew.: r1 : A,B 1 *, e ,P., ==* AB€~4 und AB ist in ,P. und damit in 'fl• 
eindeutig bestimmt. 

: hQ (o.B.d.A.). In lf gilt: ]PQe~ A]Rcti gemäß I 2 .Es ist R'°f21 
zu zeigen: P,i,Q/\P,QIE-f?,, Rs,PP, D~ 'R o,P1 • 

E: IstGJ
1
,i,0undg1:6J,, so gilt,p9c,p 1 , und .-p 9c,p enthält 

mindestens drei Punkte. + 
Bemerk.!:mg: Jede:.· projektive Raum 1f besitzt die trivialen Unter„ 
räume lfo und 1T • Für ,P * RJ ist fü.r · alle P e ,p_ der einpunktige 
projektive Raum lfe ein Unterraum. Für C/H f6 ist für alle g EC{/ die 
Inzidenzstruktur { !2 9 , { ,P91, f} ein Unterraum, nämlich eine 
projektive Gerade 19 • 

DEF. 3 .1 c: Der Schnittraum lf1 n 1r2 zweier Unterräume lfi ( f,2 j ) eines 

projektiven Raumes 1T ist die Punli:tmenge 'f:21 n1) 2 • Der 

Verbindungsraum 1r 1 V lf 2 zweier Unterräume 1T ( 1-) 1) eines projektiven 

Raumes 1f ist die Punktmenge: 
1 

,p, für 112.=1!0, 
(II) ,P, fü.r lT1= lfo, 
(III) {P} für lT1 = 02.=lfp(PEfl); kurz: P=PVP, 

PrQ für 1i1 „lfp /\ lT1 =1TQt.P,QI *,Ef.l; kurz: f.lPQ"'PVQ, 

vx1vx2 sonst. 
x,qi, 
X,_< p, 

Bemerkungen: (a) Der Schnittraum ist als mengentheoretischer 
Durchschnitt erklärt, und daher ist die Bildung kommutativ und 
assoziativ. 

(b) Die Operation V ist kommutativ (sofort aus der 
Definition zu sehen). Später werden wir zeigen: V ist assoziativ. 

(c) Punkt (V) der obigen Definition besagt daß 
alle möglichen Verbindungsgeraden zu bilden sind, wenn X, in~. 
und :X: 2 in ,Pi.laufen.Es gilt daher klarerweise: f.L ufl2. c 111 Vlf2.• 

Beispiel in PAR: lf„ tt2 sind zwei windschiefe Ä~ 'Fr,, 
Geraden. lT1 Vlf 2 ist der ganze Raum, denn durch 
jeden Punkt existiert eine Treffgerade an lf1 
und 1f 2.. Die Menge lr, u lf2. besteht dagegen nur 
aus den beiden Punktreihen. 
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4) Der Schnittraum bzw. der Verbindungsraum zweier Unterräume 
eines projektiven Raumes ist bezüglich der induzierten Inzidenz
struktur ein projektiver Raum, 

Bew.: (a) Für lf1n 1f2.., ";2rn,t2.1c1T ist gemäß Def.3.1 b zu über
prüfen, ob mit P,Q l*,•'121n'P-2. gilt: ,P.rQc P1n,P 2 • 

Aus P,QIE,P:i (j=1,2) folgt nach Def.3.1 b: f.)Pc.c,P;i (j„1,2), d.h. 
12 PQ C )~ 1 n ,p. '- • 
(b) Ebenso ist für P,Q 1 *• Elf1 Vlf1 die Def.3.1 b zu überprU!eni 
in den Fällen I, ••• IV ist sie trivialerweise erfüllt. 
Es liege Fall (V) vor: 
lf1Vlf,. = U X,V X2 "': ,P12. 

X,<jl., 
XL' 1:/l 

Wir unterscheiden die folgenden drei Fälle: 

(1) P,QI '*, E ,P1 IJ ,P2. : 
(i) P E ,p 1 A Q E ,µ1 D,i-4c c ,v> PV Q "'f2rQ. Da ,µ, ein Unterraum ist, 

gilt f.l PQ. C 1-11 ="'> ,p PQ C 12 1 u ·P 2 C T 1 V 1T l. = ,p 11 • 

Ebenso für P "/'(2,_ /\ Q e ·12,. 
(ii) Pql,AQsp,. Nach (V) und PVQ =PPQgilt 'PrQcUX1V~•"\212 , 

x,•fli 

(2) PEt',21 /\ QE'\212"-,P,ui:22: 

='i]Q1"'\21AQ2."'P2. mit QEQ,VQ21\Ql"IQ1,Q1• 

Wir unterscheiden: 

(i) P=Q., : 

Pcj,Q ~ 3*PQ} 
QcJ<~~::J*Q~ ===> 

12Pa=PQ,o,undp0 , 0 ,c~ V~ ist gemäß (V) in ,P" enthalten: Fro.c.,P..,• 
(ii) P,i,~: 

P,Q., ,Q bilden ein Dreieck (ind.P,~ ,Q kollinear 9 Q 

P E ')2 1 A Q., ~ '121 =) p PG\, c ,P. 1 = Q € ,p,: 'Widerspruch). 

X €flpa: Es ist xq:11, zu zeigen. Für P,Q gilt 

nach Voraussetzung P,Ql•P12; wir dürfen daher 
o.B.d.A. X'i'IP,Q und wegen ,P, u ,P2.c,P11 auch 
X<t,P,up 1 voraussetzen. S. 

I, I 
Q2E'f21A X ~f.21~ x*'~~::J*XQ2~.3 S:aP~.x~. Es gilt: l:ESV~-

Jk\· 3,1<\V) 1.1 X X) ,tJ /[) 
"''Pso, mit S E'\21 A '½E'P-2. ==, XE ,j2„ v " r-PQ ~ r l'tl. c r-4· 
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(3) P,QI * I E ,P.,L \ f-2, V fl-1. • 
p~-p,,.=3P/'Pi mit PE: P1 VP2 , 
Q" f2,, Qj~f=:j mit Q E Q1 V Q2, 

Nach Voraussetzung gilt: P '!' 1 P1 ,P2 A Q * 1 Q1 ,Q2• 

X" f.2PQ : Es ist X;;. 12"- zu zeigen.O.B.d.A. dürfen wir wieder 

X,i, 1 P I Q I\ X 4 ,P 1 c1 p.,. voraussetzen. 

Wir unterscheiden: 

(i) Q I PP1 =} PQ=P1PaP1P2 =* 12-PG =- i2P,P, ; für ,PP,r, gilt jedoch 

nach Def.3.1 c (V) -Pr,,,c ,P. 1 , 1 also hat man XE,PPQ ""fl-p,p
0
c,p,,.. 

) Q X PP1 =? P,P1 ,Q bilden ein Dreieck. 

A Q E ,p. 12 "-.. -p_ ~ u p. 2 erfüllen die Voraussetzungen von Be

weisschritt ( 2 ) , also gilt wie dort: 12 P,Q c... 12-u • 
,Q Dreieck/\ P2I PP

1 
/\ X I PQ ,4 3 S:=XP2 .P

1
Q und für S gilt: 

S e ?,Q C 1J. u ~ S E 1;2 1t • 

,;-p.,_ I\ S" -p,,."-._ -'j:2 1 u j:2, erfüllen daher die 

Voraussetzungen von Beweisschritt ( 2 ) 1 also 
gilt wie dort: ,P s ?,. c. fl. 1.1. • 

Damit hat man: Xt f2- 5.,,..<--j2 1,._ \f X,:;:. 'ilw .. ==> 
~ 121'Q. c.. i21i. . . 

Bemerkung: Nach Beweisschritt (a) bzw. (b) folgt: Der Schnitt
raum von beliebig vielen bzw. der Verbindungsraum von end
lich vielen Unterräwnen eines projektiven Raumes ist bezüglich 
der induzierten Inzidenzstruktur ein projektiver Raum. 

5) if 1 V lf 2 ist der Durchschnitt aller Unterräume von lr, 
die lf1 und 1 2 enthalten. Die Bildung des Verbindungsraumes 

endlich vieler Unterräume ist assoziativ, d.h. es gilt: 

(Tr1 Vu 2 )V Ti 3 = lf1 V (112 V li 3) ( 111 , 1f 2 ,113 Unterräume von 1f). 

Bemerkung: Nach Folg.4 ist lr1 V!? ein Unterraum und daher 
(1 1 VTt 2 )V lr 3 nach Def. 3, 1c erklärt. 
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Bew.: (a) Zur Menge aller Unterräume, die Ti" 1 und Tt 2 enthal

ten gehört nach Folg,4 der Unterraum lf1 V u2 , und die Menge 

ist; daher nicht leer. Sei lf(\ der Durchschnitt aller Unter

räume von tr die 1r1 und li 2 enthalten; Ti(\ ist nach Folg.4, 

Bemerkung ein Unterraum und es gilt lfA c u1 vT2 • Anderseits 

enthält nach Def. 3, 1 c jeder Unterraum von li , der und 

enthält, sicher auch ·u1y u 2 wegen der Unterraumdefinition 

Def,3,1b, Dann ist aber 11 1 v112 cTln und damit lf1 Vlf2 =Tlr,. 

(b) Mit lf 1 V li 2=: 1112 ist 1112 V lf 
3 

der Durchschnitt aller 

Unterräume von ·1f , die ·v .12 und T 
3 

enthalten. Die Unterräume 

durch 1112 sind aber nach (a) genau jene Unterräume von Ti, 

die Ti 1 und lf 2 enthalten. Damit ist Cf 1 V 1f 2 ) V lf 3 der Durch

schnitt aller Unterräume von 11 , die T 1 und '1i 2 und lf 3 
enthalten, Da die Durchschnittsbildung assoziativ ist folgt 

(1f1V112 )V1f
3

~·ir 1 V(if2 V1f
3
). 

Bemerkung: Man kann den ersten Teil von Folg,5 zur Definition 
von lf-1 V 11.,_ verwenden, doch setzt die Bestimmung von lf,vT„ darm 
die Kenntnis aller Unterräume voraus, während Def,3,1 c eine 
Konstruktion von lf, V lf,. enthält, die nur die Punktmengen von 
lf, und lf„ benützt. Unter Verwendung von Folg,5 kann auch der 
Verbindungsraum beliebig vieler Unterräume definiert werden. 

Zwischenbemerkung: 

Unter einer "Halbgruppe" versteht man eine nichtleere Menge 

in wel eher eine binäre Verknüpfung o: H x H - H erklärt ist, 

wobei o global auf H x Hund assoziativ ist. Die Halbgruppe 

{H, o1 heißt wenn o kommutativ ist. Eine 

besitzt höchstens ein neutrales Element. Unter einem "Verband" 

versteht man eine nichtleere in welcher zwei zwei-
stellige Verknüpfungen u und ,; erklärt sind, wobei 

(I) {L, u} ist eine kommutative Halbgruppe. 

Bemerkung: Existiert in 
es Null0lement von L. 

v} ein neutrales Element, so heißt 
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(II) l L,n J ist eine kommutative Halbgruppe. 

Bemerku.r...g: Existiert in {L,n1 ein neutrales Element, so heißt 
es Einselement von L. · 

(III) Es gelten die beiden Verschmelzungsgesetze: 

au (an b) = a 
an (aub) .. a V a,b,c I E L. 

Ein Verband { L, u , "} heißt "modular", wenn für beliebige 
a 1 ,a2 ,a3icL gilt: 

Aus a1 c a 3 folgt a 1 u (a2 fl a
3

) 0 (a1 u a
2

)n a
3

• 

(c ist in L erklärt durch a1 c a
3

~ a 1 v a
3 

~ a
3 

A a
1 

n a
3 

= a
1 

) • 

6) Die Menge ufl aller Unterräume eines nichtleeren projektiven 

Raumes Tl ist bezüglich des Verbindens und Schneidens als Ver

knüpfungen u und n ein Verband mit dem leeren Unterraum lfo <-lr 
als Nullelement und Ti als Eiuselement. 

Bew.: (I) und (II) ist bereits bewiesen. 

Zu (III): Wegen lf1Vll0 =- 111 (nach Def.3.1c) und 1T1 nT=111 (folgt 

aus Ti~ c: T) ist llo das Nullelement und Tt das Einselement in 

u Ti • 
Falls li1 V (11, n ii" ,_ )01f

0 
gilt, muß nach Definition 3 .1 c l\, "'11,A 112. = lf„ 

sein, also Ti,V(lT,nTIJ=lT,. 
Sei nun TIN( 11, n \12.) * 1f0 : Dann existiert P G ·11, V(li, n Ti2.) mit 

P G x1 V½ und X1 t li' 1 /\ x2 0 1i •" 112. (nach Definition 3.1 c), also 
gilt x

1 
,x2 i <= T, ==;s P ~ lf.; ist umgekehrt PE Tt, , so folgt P 1: 11, v 

V(u 11"\ [,.) nach Def.3.1 c, also gilt insgesamt Tt,V(lf, (\ u,.__) = ir,. 
Gilt Ti,=llo, so ist das zweite Verschmelzungsgesetz wegen llon 

n(l\o Vi2.) "'lion T!L"' Ti O erfüllt. 
Ist lf, ~Tto und p ,nr1 ~ p E Tt,Vl\2. ==} p elf,n cri, V Ui..) j ist umge

kehrt PEll1n (if1 V h) ~ P Ec> li,i • Damit gilt Tl, n ( 11„ V ll2.) = \\~ • 

• 
7) ui ist ein modularer Verband. 

Es ist also zu zeigen: Sind lij (j=1,2,3) Unterräume von lf I so 

folgt auslf1 cü
3 

stets 111 V(T 2 ,...ir 3 )-(l1 Vli2 )nlf
3

• 

Bemerkung: Aus lf, VII?>"'\\;/\ 1T1nll":;=U1 folgt nämlich l'f/:-"\\"3 und umge
kehrt. 
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Bew.: In den Sonderfällen 11'1 -11"
0

, 1f2 1'ilf
3

„lf
0

, lf1 VC!i
2
nu

3
) .. T

0
, 

lf1 V1r 2 „71 
0 

und (lf1 Vlf 2 )n 1f 3 • T
0 

ist der Beweis leicht über 
Def. 3.1 c zu erbringen. 

Es seien i.f. diese Sonderfälle ausgeschlossen. 
V X 1: lf 1 V (lf 2 n li 

3
) folgt: 

3 x1 E 7r 1 A x23 E 71" 2 ('\ 7r 3 mit x E ~ V ½3 ; x1 <= ir 1"' x2 f; 7r 2 => x1 v :x2 c 

c lf 1 Vlf 2 ~ X € lf1 V 1f 2 • } =9 

X !! ( 1f 1 V w 2 ),-. 1r 
3 

• 
lf 1 C 1f 3 9 X1 E ~ 3} ~ 

_ X <: x1 V x23 c lf":, 
X23 " 11 3 

Somit gilt: 11 1V (11 2r.ü3) c (lf 1Vi2 )1"1u 3 ("'). 

Umgekehrt: XE (lf 1vir 2 )r.1( 3=-:t X<=T
3
A3 X1 f:ir 1 r- x2 e-T

2 
mit 

x E x1 v x2 • 

Für x = x1 ~ x e lf 1 ~ x e "T 1 V ( T 2 "Tl 3 ) . 

Für X;, x1 folgt X2E x1 V X } 

x1 e ir 1 ~ x1 " 1 3 l =;> ~ 
X E lf 3 J X1 V X ET 3 

Also gilt Xe x1 V x2 mit X1 c 1f 1 A x2 clf2 n113 , d.h. XE T1 V ( T 2 "'T 
3

). 

Somit gilt: (T 1 V11 2 )n11 3 cu1 V(Ti 2 r-,113 ) (:). 

(*) A(:)=9 li 1v Ctt 2"11 ,) ,. (u 1Vli 2)n11 ,. • SATZ 3.1: Jede projektive Ebene ist ein projektiver Raum. Der 
Schnittraum und der Verbindungsrawn zweier Unterräume 

eines projektiven Raumes sind bezüglich der induzierten Inzidenz

struktur projektive Räume. Der Verbindungsraum von UnterräU!llen 
aus 1f ist der Durchschnitt aller Unterräume aus T , welche die 
gegebenen Unterräume enthalten.Die Menge der Unterräu.,:ie eines nicht, 

leeren projektiven Raumes u ist bezüglich des Verbindens und 
Schneidens ein modularer Verband mit dem Nullelement To und dem 

Einselement T. 

Bemerkung: Ist lf,clf ein Unterraum, so lassen wir i.f. stets 
den Zusatz "bezüglich der induzierten Inzidenzstruktur" weg. 
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3.2. Ebenen und Hy-pereben:m in einem pro,jektiven Raum 

====== Ist l (V) ein projektiver Raum und sind A,B,C drei nicht 
kollineare Punkte von lr , so heißt der Verbindungsraum 

A VB V C eine Ebene in 7f • Zwei Unterräume eines projektiven 

Raumes heißen komplementär, wenn ihr Durchschnittsraum leer 

und ihr Verbindungsraum 11 ist. Ein zu einem Punkt komplemen

tärer Unterraum heißt eine Hyperebene. 

Bemerkungen: (a) Sei lf der PAR und li1 eine Gerade. Für irgend
eine zu 111 windschiefe Gerade T„ gilt ttv1 11 ,_ = Üo und Tl,V-!11- = \\ 
(vgl. Bem. nach Def. 3.1 c);lL, und Ti,_ sind also komplementäre 
Unterräume. II~ ist durch die Vorgabe von 71, nicht eindeutig be
sti=t. In einem beliebigen projektiven Raum ist die Existenz 
eines zu einem gegebenen Unterraum komplementären Unterraumes 
noch offen. 

(b) Ein Unterraum lf""<-u ist eine Hyperebene, 
wenn ein Punkt P '",P, existiert mit 1fo(f\l\p"' 0 (d.h, P ~· lT"'-) und 
if"Vitr= f, 

(c) Jede projektive Ebene Jt-(1Z,) ist eine Ebene 

im Sinn von Def. 3.2, also Verbindungsraum von drei nicht kol

linearen Punkten. 

Bew.: e ~ 3 Dreieck A,B,C. Da Jr" ein projektiver Raum ist 
(vgl.3.4, Folg.1) gilt einerseits: AVBVCn·. Andererseits gilt 
\;/ :Xtf1 =;, XE AV BVC; dies ist für :X=A trivial und für X,i,A 
folgt wegen i,1 : 3* AXAAX'FBC ~ 3*S:=AX.BC und es gilt X6AVS, 
woraus wegen SEBVC folgt: XEAVBVO. 

Fole;erunr.;en: 

1) Existiert in 1 eine Ebene AV BV C =:7T1 und sind P,Q,R drei 

nicht kollineare Punkte des Unterraumes 711 , so gilt: A VB V O „ 
.. p V Q V R. 

Bew.: Es ist unmöglich, daß der Punkt P auf allen Seiten des 

Dreiecks A,B liegt; gelte o.B.d.A. P4 BVG. 

Pc:AV(BVO) ~ 3Se.BVC mit PcAVS (MSI\P+S)=> AEl?VS, 

woraus wegen S 6 B V C folgt: A 6 PV B VC. 



- 150 -

Aus A,B,CIE PVBVC folgt: AVBVCcPVBVC, da PVBVC ein 
Unterraum ist. 
Ebenso: P,B,C I E AVBVC =* PVBVCc.AVBVC. 
Man hat somit : A V B V C = P V B V C ( *). 

Unter der Voraussetzung A 4 B V C und P 4 B V C konnten wir 
den Punkt A durch den Punkt P austauschen. 
Wir gehen nun ebenso mit dem Punkt Q vor. Es ist unmöglich, daß 

Q I PCAQ I PB gilt (P,B,C :nicht kollinear ==*PC*PB ~ P=Q: Wider
spruch zu P,Q,R :nicht kollinear), also dürfen wir o.B.d • .A. 
Q 1. PB voraussetzen; wegen P 4 B V C gilt außerdem C t PB. Der 
Punkt Q liegt also zum Dreieck C,P,B genauso wie im ersten 
Beweisbeil der Punkt P zum Dreieck A,B,C; somit folgt wie dort: 
CVPVB C QVPVB (:). 
Wegen P,Q,R nicht kollinear gilt R J. PQ und aus Q J. PB ~ 
B 1 PQ. Der Punkt R liegt also zum Dreieck B,P,Q genauso wie 
im ersten Beweisteil der Punkt P zum Dreieck A,B,C"*BVPVQ „ 
RVPVQ (!*). 

Wir beachten die Kommutativität von V und sammeln: 
PVQVR (t,"l BVPVQ (Jl CVPVB (:) AVBVC. • 
Bemerkung: Enthält ein projektiver Raum zwei verschiedene E1?enen, 
dann ist der Durchschnittsraum dieser beiden Ebenen leer, ein
punktig oder eine projektive Gerade. Nach Fol~.1 haben die beiden 
verschiedenen Ebenen nämlich sicher :nicht drei nicht kollineare 
Punkte gemeinsam. 

2) Jede Ebene ~1 (,r.,,) in einem projektiven Raum Y ist eine 
projektive Ebene. (Umkehrung zu Bem. (c) ) 

Bew.: i 1 : Wegen i 1=I1 existiert in i eine eindeutige Verbindungs
gerade und diese liegt I da 711 Unterraum ist, ganz in Tl 4 • 

i 2 : g, hl 'l=,EC,;\ 4 mit f2~, f\ c 12~. ~ 
E ~ 3 P I Q 1 *, E p.;J /\ 3 R € ,p_" • Wegen I 1 haben f2 9 und p, 
höchstens einen gemeinsamen Punkt. Wir zeigen, daß f2 9 ~ 

P a 
undµ, mindestens einen Punkt gemeinsam haben. Sind 

9 
P,Q,R nicht kollinear (sonst wäre R schon der zu erschließende 
Schnittpunkt), so gilt 7f1 mPVQVR, C 

E ~3 XE 1Z,0\R1 ~ X€T1 •PVQVR ="> 
]SEPVQ mit Xf RV S ~ 

si;PVQ -fl~"s"nvx -P~,d.h. sq:;,~"?h· 
e : 1f1 „J;. V B V C; 

s 
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E==*3S1c AVB mit S ~IA,B" 

C J. AB~ C:\=S ~ 3* SC~ :]DeSVC mit D +J S,C. { A,B,C,D} ist nach 

Konstruktion ein Viereck in~ •• • 
Bemerkungen: (a) Alle Punkte und Geraden, die einer festen Ebene 
eines projektiven Raumes angehören, bezeichnen wir i.f. als 
"komplanar". 

(b) Sind g und h zwei verschiedene, einander 

schneidende Geraden eines projektiven Raumes 1f I so ist lf';i V lf
11 

eine Ebene. 

Bew.: Nach Voraussetzung existiert ein Punkt A mit A"' f.2 "l n f-L „ 
und nach Axiom E existieren B eF'J\{A} und C« p., \ {A1. g * h ~ 
A,B,C bild~n ein Dreieck, daher ist AVBVC eine Ebene. 
E~ genügt u5Vf.,=AVBVC zu zeigen. XE"8 9Y'f2h-=*3X1ef.29 =AVBA]Xi'f2h"'AVC 
mit X-sX,VX 11 woraus wegen X,GAVB und X{'AVC folgt XEAVtlVAVC 1 
was wegenAVA=A (vgl. Def.3.1c,(III) ) 1 
der Assoziativität und Kommutativität 8 9 
von V bedeutet: Xe AV BV C. 
1,;an hat damit : 
11"'.'lvrh C. AVBVC (*). 
X<-AVBVC=(AVB)VC=>:::JX~"-AVBl-., mit 
XE X1 V C • Daraus folgt wegen CE h so
fort Xe11~v1r.,. Also gilt: AvBV cusVTt.., 
(") /\ (!)~T5 VT„ ist die Ebene AVBVC. 

• 
(c) Enthält ein projektiver Raum zwei windschiefe 

Geraden g,h,so enthält er zwei verschiedene Ebenen. 

B~w.: E~3G1 , G2 1~,q~qA]H1 ,H.?!'l',Ecr,• G1 V G::,VJ:1 'J.nd H1 ~H2 VG2 
sind zwei Ebenen. Sie sind verscnieden, denn aus i.nrer Gleicn
heit würde folgen: g,h liegen in einer Ebene·~· g und h haben 
einen gemeinsamen Punkt: Widerspruch zu windschief. • (d) In einem projektiven Raum sind je zwei Punkt

reihen gleichmächtig: 1 r';\1 "' 1-p„1. 

Bew.: o.B.d.A. g * h. Wir unterscheiden: 
Fall 1: g schneidet h ~ '" g und h liegen in einer Ebene und 
diese ist gemäß Folg.2 eine projektive Ebene; also gilt nach 
Satz 1.2:\µ.,l=IP"I. 
Fall 2: g windschief h.Nach Axiom E =t'3Geµ'iLA3HG~hAG,j<fl. Die nach 
I~ existierende Gerade l:=GH schneidet g, also gilt nach Fall 1 
l'\2„1 „ lpd , und l schneidet h, also gilt lfi.i = l,P,k 1 • 

• 
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Zwischenbemerkung: 
Sei )2 eine Menge und M eine Familie von Teilmengen von f:. Die 
Teilmenge m E l"l heißt "maximales Element" in .M, wenn in M kein 
von m verschiedenes Element existiert, das m enthält. 
Unter einer "Kette" von Elementen aus M versteht man eine 
Familie von Elementen aus M derart, daß von je zwei Elementen 
der Kette das eine Element das andere Element enthält. 
Wir verwenden i.f. den "Marimalitätssatz von RAUSDORFF": 
Ist M•~ eine Familie von Teilmengen einer Mengeµ derart, daß 

die Vereinigung jeder Kette aus Min M liegt, so existiert in M 
ein maximales Element. 

Bemerkung1 Der Maximalitätssatz 1 das Auswahlaxiom und das 
Zorn.sehe Lemma sind logisch äquivalent. Zum Beweis müssen 
transfinite Methoden herangezogen werden. Wir müssen einen 
solchen Satz hier verwenden, da der projektive Raum~ im Sinne 
einer späteren Definition u.U.unendliche Dimension besitzt. 

4-) Ist 11(,p.) ein projektiver Raum und sind T,(p,), Ti._(j2,) Unterräume 
mit lr1nll2 „_0, dann existiert ein zu 111 komplementärer Unterraum ~. 
der 11"2 enthält. 

Bew.: Wir bezeichnen mit M die Menge aller Unterräume von T • die 
( 1) iT1. enthalten und 
(2) deren Durchschnitt mit~ leer ist. 
Wir wollen auf I1 den Maximalitätssatz anwenden und überprüfen 
daher, ob I1 dessen Voraussetzungen erfüllt: \Jegen :.,_~ M ist 11 

nicht leer. Weiters ist zu zeigen, daß die Vereinigung jeder 
Kette aus I1 in I1 liegt. Sei also eine Kette in I1 vorgegeben und U 
die Vereinigung aller Unterräume, die der Kette angehören; zu 
zeigen ist U EM. 

U ist Unterraum: P, Q 1 '*, • U; von der in 1r existierenden Geraden 
?-rc, c,µ ist ,P.Pa c U zu zeigen. Sind P, Q aus demselben Unterraum Y-. 
der Kette, so ist dies trivial:-p""cTi,c U. Stammen P,Q aus ver
schiedenen Unterräumen der Kette• z.B. P "11 ¼ A Q • Y.,. • so gilt 
nach Definition einer Kette o.B.d.A. 11"..,.clf .. ~ Q e u. , also liegt 
stets der triviale erste Fall vor. Jedes Element einer Kette 
aus M umfaßt wegen ( 1) den Unterralllll 111, daher umfaßt die Ver

einigung U aller Kettenelemente ebenfalls 11,_. 
Unlf1„x?J: (incl.) ]X€Unll1~XeU=i:]1T,u" Hmit XET'~.,,., 
Yiderspruch zu Punkt 2 der Definition von M. 
Somit gilt U•M, denn (1) und (2) sind für den Unterraum U erfüllt. 
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Nach dem Maximalitätssatz existiert ein maximales Element ~ 
in 11. f, ist daher Unterraum, der 111. enthält und für den Tl,,i11\ =fl) 

gilt, denn diese Eigenschaften sind für alle Elemente von M 

nach Konstruktion erfüllt. 

Um ii\ als Komplement von lf, zu erweisen, fehlt noch der Beweis 
von Ti1 vlf1 „ lf : 

(ind.)_3Pe,P. mit P{1f1 Vlf 1 =? P4Ti, ~Tt1Vh11, ~lf,VP:>lf1 • 

ll2.LTi1 gilt erst rechtll\V P:, if,.. Der Unterraum T\1 VP er-

füllt also (1). Wir zeigen, daß er auch (2) erfüllt: (Tt\ V P)nlf1 =,kL 

)3 Y mit Y Eil1 A Ye 11, V P. Wegen Y E. fi,VP ~ 3Y E111 mit 

Y 0 PV Y (P<llT,vir,=>P~ 1f'1 =}P,j,Y!), d.h. PY=YY wegen 1t1 ,.,lf1 =.0)=-"'i' 

-==} P " Y V Y mit Y ,ir1 und Y E Tf1 , dies bedeutet: P" 111 V 'if,, : Wider

spruch. 
Der Unterraum V P erfüllt also (1) und (2), d.h. es gilt li1VPEM 

und 1f 1 V P umfaßt lf 1 , was jedoch ein Widerspruch zur Maximali täts

eigenschaft von fi1 in Mist. 

Es gibt also keinen Punkt PE -,;i. , der nicht zu lr1 v'if1 gehört, d.h. 

1T„V „lf. 

Bemerkungen: (a) Wenn f2 mindestens zwei verschiedene Punkte ent• 
hält, so existieren (nicht leere) Hyperebenen. 

Bew.: X,YI"' P.; X=:lf-,, :f:_:=1T1 und es gilt il1 r,li2. =fif. Gemäß Folg.4 
existiert Unterraum 1f1 mitlf2=Yc::1i\ und ir„v Tt, =lf und lf1nif1=.0'. 
Tt,*lTo ist also ein zum Punkt X=l\"1 komplementärer Unterraum, 
nach Def.3.2 eine Hyperebene. 

Bezeichnung: Wir verwenden i.f. für Hyperebenen griechische 
Indizes, also (gJ. 

(b) Jeder echte Unterraum iT1 eines projektiven 

Raumes lf ist Teilraum einer Hyperebene. 

Bew.: Nach Voraussetzung ]Pct2, mit P~lt,, d.h. lip0li1 "'~• 
Nach Folg.4 existiert ein zu 11. komplementärer Unterraum 1f P (also 
eine Hyperebene) mit 7f P =>Ti"-,. 

(c) Eine Hyperebene JM ist komplementärer Unter

raum zu jedem Punkt P mit P 4 lf,,,,. 

Bew.: Gemäß Def.3.2 existiert ein Punkt Q mit li~ n Q=0 und 

lT"' V Q• lT. Gelte o.B.d.A. P;,Q. 

~ach Fo].gerung 4 existiert zu Pein k~mplementärer Unterraum 
11,mit ir,~ir~ denn PnlT., =/3. Es genügt lfp="ff„ zu zeigen: 
(ind.)3X•lTp mit XH" ~ 3 X1 "11""' mit X-= X1 VQ (X1 '1<X). 
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X-1 "lT"' c if P "X ,,-7f P ==> Fxx, c ifP, was zusammen mit Q c pAA
1 

be
deut_(;)_t Q E i'.ti,. 
lf« c 1f P II Q € lf P = 7T« v Q"' 11" c lf 9 : Widerspruch zu P ~ 11"". 

Zwischenbemerkung: • 
Ein Verband { L,u ,11} mit Nullelement O und Ei:nselement 1 heißt 

"komplementiert", wenn zu jedem a E L ein komplementäres Ele

ment ä e: L existiert, für welches gilt: 

a v ä "' 1 11 an a • O. 

Damit gilt: u~ ist ein komplementierter Verband. 

5) Jede Gerade g "lJl , die nicht ganz in der Hyperebene T"'-( ,p."'") 
liegt ( ,P':l 4 ,P"'), hat mit lf"' genau einen gemeinsamen Punkt. 

---~ 
Bew.: f.2 9 </ f!."- =f]P ep3 mit P ~ f-l"'. Aus Axiom E~ 

=i> 3 X 1: ,P,3 '-dP3 . Da 1C, Hyperebene ist und P ~ :i"" 
gilt nach Folgerung 4 1 Bern. ( c): P V lfoe = -ir. 

Xf P V Ti"'- "'lr ~ .3 SE ,p."' mit X " P V S =-1 S gehört zu 

Ein zweiter Schnittpunkt kann wegen ,P':I <j; ,P« :nicht existieren • 

• SATZ 3.2: Jede Ebene in einem projektiven Raum ist eine projektive 
Ebene. Je zwei verschiedene Ebenen in einem projektiven 

Raum haben nie drei nicht kollineare Punkte gemeinsam. Jede 

Gerade trifft jede Hyperebene, in der sie nicht liegt, in genau 

einem Punkt. Je zwei Punktreihen eines projektiven Raumes sind 

gleich.mächtig. Der Verband der Unterräwne eines nichtleeren 

projektiven Raumes ist komplementiert. 

Bemerkungen: (a) Die Hyperebenen einer projektiven Ebene x sind 
genau ihre Geraden. 

Bew.: (a) Sei 11:,,_ eine Hyperebene in x , also komplementärer Unter
raum eines Punktes C • 11,._ • Toe ist sicher nicht einpunktig, sonst 
wären eine Menge von kollinearen Punkten im Widerspruch zu e. 
1„ enthält also mindestens zwei verschiedene Punkte P, Q u.>ld da
mit gilt 'Re c lT"" • Es gilt sogar 12 r(."' Ti .. : 1Jürde nämlich 7T« einen 
Punkt X ent"hal ten, der nicht auf PQ liegt, so wäre P V Q V X =,;:-elf. 
im Widers:pruch zu C 4 1r « • ., 

(b) Sei g eine Gerade =* 3 P•j:2 mit P ( \:2 9 und J A,BI•, 
A,Blep~ mitT=PVAYBmPVf!;:i, also ist fl 9 komplementärer Unter
raum eines Punktes und somit Hyperebene. 

• 
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(b) Folgerung 5 lautet speziell für projektive 
Ebenen: Zwei verschiedene Geraden haben genau einen Punkt 
gemeinsam (das ist i 2 ). Im Gegensatz zur Axiomatik in§ 1 ist 
i 2 für projektive Ebenen im Sinne der Axiomatik in§ 3 ein 
beweisbarer Satz. 

3.3.Der Satz von Desargues in projektiven Räumen 

Dieses Kapitel entspricht dem Kapitel 1.5. Die Begriffe Z
perspektiv und a-perspektiv sind wie in 1.5 zu fassen. 

SATZ 3.3: In jedem projektiven Raum, in dem zwei windschiefe 
Geraden existieren, gilt der Satz von Desargues. 

Bew.: Seien Pi und Qi (i=1,2,3) zwei Z-perspektive Dreiecke. 
P1vP2vP

3 
und ~V'½VQ3 sind Ebenen, und wir unterscheiden die 

beiden Fälle: 

(a) P1v P2vP3 * ~V '½VQ3 (dieser Fall ist nach 3.2, Folg.3, 
Bem.(c) möglich). 
'wir zeigen zunächst, daß ein Punkt A

3
"-,P mit A

3
"'P1VP2 A A3c~VQ2 

existiert; dazu unterscheiden wir: a~ 
(i) P1 =Z; der Punkt '½~A3 hat die gewünschten ~P,:!,_f,~ 
Eigenschaften. 

(ii) z IjP1P21 Z* 1 P1 , P2 ; der Punkt '½=A3 hat~~ 

die gewünschten Eigenschaften. ~ 

(lli) P1 ,P2 ,z bilden ein Dreieck ~ 3 A,mit)~ 
A3I P1P2 und A3, ~, Q2 kollinear. -~-. --.~...__A3 

Q, O.a 
Wir vertauschen nun die Indizes 1,2,3 zyklisch und erhalten: 
:J A1 mit A1 E P 2 V P 

3 
/\ A1 c Q2 V Q

3 
.t\ 

A2 mit A2 € P 3 V P 1 /\ A2 e. Q
3 

V ~ • 
Demnach gilt: A1 , A2 , A3 I E P1 V P2 V P3 und 

A1 , A2 , A3 1 " ~ V '½ V Q3• 
A1 , A2 , A

3 
sind daher Punkte des Durchsch:n:i.tts der beiden ver

schiedenen Ebenen P1v P2 V P3 und ~V '½V Q3• Nach 3.2,Folg.1, 
Bem. ist dieser Durchschnitt leer, einpunktig oder eine Gerade 
und daher sind A1 , A2 , A3 kollinear. Es existiert also eine 
Achse a, sodaß die zu Pi und~ gehörigen Dreiseite a-perspektiv 
sind. 



(b) P1 V P2 V P3 "' ~V'½ V Q3 .. :__;r. Nach 1.5 genügt es, in der 
projektiven Ebene X (nach 3.1, Folg.1) nur nichttriviale 
Desarguesfiguren zu untersuchen. 

Nach Voraussetzung gibt es außerhalb von r- sicher eine Gerade 
und nach E gibt es daher einen Punkt QE p. mit O <t Tc • Nach r

1 
existiert die Verbindungsgerade OZ=:z eindeutig und nach Axiom E 
existiert ein Punkt Z E O V Z mit Z "' j O,Z ( =* Z ~ ;;-:: , da sonst 
mit 'Poz. c x folgt O EX). 

Z,P1 , Z ist ein Dreieck (wegen Z*P1 A Z ~ Jr) ~ 3 ~ mit 
~ I ZP1 /\ o,~,~ kollinear. Es gilt Q,LTt (wegen Z4x und P1 • 
! ~ ~- A~log sind '½ und Q3 zu konstruieren. 
~' Q2 , Q3 bilden :in Dreieck. 
(ind.) 3g"C{) mit Qj I g ~ '\2oQi c lf9V O für j=-1,2,3 =* 
Qj elf 9 VO für j=1,2,3. li3 VO kann eine Gerade oder eine Ebene 
sein: Der erste Fall ist unmöglich, denn in einer Geraden kann 

das Dreieck Qj nicht enthalten sein; also ist T~YO eine Ebene, 
die das Dreieck Qj enthält; dann gilt nach 3.2, Folg.1 

1T9 Vo ""~ v '½ v Q:f' x ~ o ~ 11:: Widerspruch zu O 4 ii: • 

Die Ebenen ff : .. ~ v '½ V Q3 und lt sind verschieden wegen Q., 4 lt • 
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Die Dreiecke Pj und Qj liegen Z-perspektiv und gehören ver
schiedenen Ebenen an; nach Beweisschritt (a) liegen sie dann 
auch perspektiv bezüglich einer Achse a. Wir wissen bereits: 

Der Punkt A3 mit A3 I P1P2 A A3r ~'½ l~e~t auf dieser Achse a. 
Außerdem ist A3 der einz~g:_ Punkt von ~ ~, der in :Je liegt, 
denn sonst würde gelten ~ C½ c JT, also ~ " x : Widerspruch. 
Wegen O pr und ~*~ ist O,~ ,~ ein Dreieck; nach Axiom r2 
existiert daher ein Punkt R mit R I ~Q2 cJr und R,~ 1Q2 
kollinear. Da A3 der einzige Punkt auf_~~ ist, der in x 

liegt, folgt R0 A3• Es gilt also~~, ~Q2 und P1P2 treffen 
einander in A3• 
Analoges gilt für A2 und A

1
; da A1 ,A2 ,A3 kollinear sind, 

ist damit die Existenz einer Desarguesachse für Pj und Qj 
erwiesen. • 
Bemerkung: Beweisschritt (b) kommt bereits in 1.12 vor, woge
zeigt wurde, d&ß die PAE desarguessch ist. Dort wurde gefordert~ 
daß PAE in einem PAR liegt. Wegen der Forderung der Existenz 
zweier windschiefer Geraden liegt x als echter Unterraum in 
einem projektiven Raum. Der Beweisschritt (b) kann also um
formuliert werden zu: 

Ist eine projektive Ebene echter Unterraum eines projektiven 
Raumes, so ist sie desarguessch. Ist eine projektive Ebene nicht 
desarguessch, so läßt sie sich sicher nicht in einen projektiven 
Raum als echter Unterraum einbetten. 

Wir werden später auch die Umkehrung beweisen: Ist etne projektive 
Ebene desarguessch, so läßt sie sich in einen projektiven Raum 
als echter Unterraum einbetten (vgl.§5). 

3.4. Kollineationen in nro,jektiven Räumen 

Aus 1.3 ist bereits der Begriff des Isomorphismus zweier Inzidenz
strukturen be,rnnnt und außerdem die Tatsache ,daß die Ment;e aller 
Automorphismen einer Inzidenzstruktur bezüglich des Hinter
einanderausführens eine Gruppe bildet. 
Neu zu fassen ist hingegen der Begriff Kollineation (vgl.Def.1.3b), 
wobei wir Kollineationen nur für projektive Räume definieren 
wollen, die genügend Struktur tragen, d.h. die nicht leer, nicht 
einpunktig und keine projektiven Geraden sind. 
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DEF.3.4- a: Sind 1f (F) und. 1f'(p,') zwei projektive Räume, in denen 
je drei nicht kollineare Punkte existieren, so heißt 

eine Abbildung ;.l1,,p.-~,p,' eine Kollineation, wenn gilt: 
.e. ist bijektiv 
kollineare Punkte gehen in kollineare Punkte über 

(I) 
(II) 

(III) nicht kollineare Punkte gehen in nicht kollineare Punkte 
über. 

Bemerkungen: (a) Die Forderung (III) ist eine Folge von (I) 
und (II), wenn lf eine projektive Ebene ist. 
Bew.: Vgl.1.3, Folg.2: Im Beweis wurde an dieser Stelle nicht be
nützt, daß l' eine projektive Ebene ist, sondern nur, daß ein 
Dreieck in lr' existiert. Dies war dort eine Folge der Axiome 
und ist jetzt gemäß Def.3.4- a erfüllt. • (b) Wir werden in 3.7 weitere Fälle keDnenlernen, 
wo (III) eine Folge von (I) uni (II) ist. 

Folge wie;en: 

1) Ist (ff'•lf'l) ei'n Isomorphismus 11' -1f' ,wobei 7r und lf' projektive 
Räume sind, die je ein Dreieck enthalten, dann ist t~ eine 
Kollineation. 

Bew.: Für (I) und (II) ist der Beweis identisch mit jenem zu 1.3 
Folg.1. Die Gültigkeit von (III) folgt sofort aus Def.1.3 a,fIII) • 

• 
2) In 1.3,Folg.2 wurde gezeigt: Jede Kollineation ce: ,µ.- ft' 
bestimmt einen Isomorphismus. Wir setzten ~a:1~ und konstruieren 
4't1 dazu wie in 1.3 durch: 
gE~/\P,Q.l'l',q2 mit P,Q Ig.Es seigCf,,:=PoR.Qae.. Wie in1.3 ist 
zu zeigen, daß diese Definition sinnvoll und (;11_, '\,i) ein Isomorphis
mus ist. Dazu mußte dort auch bewiesen werden, daß nicht 
kollineare Punkte in nicht kollineare Punkte übergehen, dies 
ist jedoch jetzt vorausgesetzt; alles andere bleibt gleich. 

Bemerkungen: (a) In 1. 3 wurde die zu ~ .. '1'1< ergänzte Abbildung 
'!".!: l;I-~· mit ae• bezeichnet. Wir bezeichnen jetzt 'h mit it. 1 da 
wir das Zeichen"*" für eine andere Abbildung benötigen, die 
im Falle einer ~rojektiven Ebene mit -.R..• zusammenfällt (vgl.3.8). 

(b) In 1.3 wurde zu ac•: ~ - L1' wobei ~· bijektiv 
war und kopunktale Geraden in ebensolche üoerführw, eine 
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Abbildung ~ konstruiert 7 sodaß (.)<,.-,_,_*) ein Isomorphismus war. 
Dies können wir jetzt nicht mehr nachahmen, denn es steht 
im projektiven Raum noch kein Dualitätsprinzip zur Verfügung; 
außerdem sind nach Einführung eines solchen Prinzips die 
Punkt- und die Geradenmerige i.a. nicht dual (vgl.3.8). 

(c) Wie in 1.3 erkennt man, daß die Menge aller 
Autokollineationen eines projektiven Raumes bezüglich des 
Hinterein.anderausführens eine Grup~e bildet. Sie heißt Pr1 (rr). 

3) Mit jeder Kollineation~: ,P, ..... "B- 1 
ist i:Üj- ~· verknüpft, 

sodaß ( ae ,~) ein Isomorphismus ist. Wir verknüpfen mit jedem 

Isomorphismus nun eine .Abbildung ä2:.: u lf - ull\:i ordnet also 

jedem Unterraum 1i/ ,p1 ,~ 1 ,I;,) 0 u.Tr einen Unterrawn von lr' zu. Wir 

definieren: 

111 ~ :m { ,P.,ae.,(11~, 1 lnd} • 

'r/ P€f gilt: lfl'Z„l\~--e(aus Tr { {P1, fei,03 fo]-gt: 
lr~ .. t {Px\, 0, .0J „ 11;,"). Es gilt daher ;};."'a<1.lf1-, wobei die Elemente 
von ,P. als Unterräume aufzufassen sind. 

\/g•C.'\ g_ilt:7S.i. .. 11~$- (aus1~c{'f2'.l.1.{g1 1 E} folgt wegen (II) und 
(IIIJ: 1:~=hi,ac.{g;i,,1, e: 3"' 1~~ • .t;s gilt daher~= >R-lüj, wobei 
die Elemente von~ als Unterräwne aufzufassen sind. 

Wir behaupten: 

( 1) :i ist Bijektion u lf - u lf~ 
(2) (1f1 VlT2 )~ .. lr, ~ V lf~~. 

(3) 011'1 iT,.)~ "'1\1:'ii: n 11„j:1_. 

(4)x führt H;yperebenen in Hyperebenen über. 

Bew.:iT,:>2-~ ul': P 1 , Q'l+,Eiii,"i. und R' kollinear mit P',Q'. Da .e. 

bijektiv ist, existieren P,Q 1 :1s,E1f1 mit P& =1? 1 
/\ Q""- =Q 1

, und 

es existiert RElT mit R.e =R'; wegen (III) ist R mit P,QI el\1 

kollinear und, da lf1 Unterraum ist, folgt: R"Tl1 => R 1 Ett,~ => 
=9 lf1 ~ E U 71', 

Zu (1): ~ ist global1 da ill?. global. ist, wird jeder Unterraum von lf 
bei :ie abgebildet. 

~ ist injektiv: lf1'l'll2.=>,P1 •f22.'*(o.B.d.A.)3 PEt' 1 

mit P4,µ,. ~ P~"'j21;,e,mit Pae.4'\Q-,.ae~111 ~,i,Ti,.~. 
ae. ist surjektiv: Sei 1i1'(,p.~)E ulf'. Da ~ injektiv ist 

existiert ;ie-
1; wir haben zu zeigen, daß ,p~;,,('.,: 'P1 ein Unterraum 

von 1f ist. P,Q 1 •,G-\21 und R.:p. kollinear zu P,Q=* PJc, Q"'-!+ ,cf211 
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und Rae ist wegen (II) kollinear mit Pa,:i ,Q,-i.;da li1' Unterraum in 1T1 

ist und Pae., Q,:€.I"~, folgt Rce"t,' ~ RE,P., =* 1f1 (µ,) ist Unter
raum von 7f. 
Somit ist~ eine Bijektion. 0 
Zu (2): In den Fällen 1i1111 f,, oder l,1"' ii0 oder lr 11

2 
ist die Behauptung 

trivial. Es liegen also o.B.d.A. die Voraussetzungen zu Def.3.1c, 
(V) vor: 

111 V 11"2 = U X1 V x2 , 
X, •'f/1 
X...e ,:<, 

(a) X1t(\\1 V ü,_ )~ ~"' 3 XE li1VT2. mit x1„xdl?,.~3xj"lrj (j-1,2) 
mit Xe x1 V Xi, d.h. x,x1 ,Xi kollinear. Da~ global ist, existieren 
x1ae.G 11,äi!. , x2aeG lh;i und wegen Def.3.4a,(II) sind X' ,x1 ~,x2 ~ 
kollinear, d.h. X'E Tr1:ie VlT„'äe. 

(b) X1 ElL,i.Vlf1 ~~3Xj,Tt ~ mit X'E:X:.,V~, d.h. X', X.,,~ 
kollinear. Da ,11. bijektiv jist existieren Xj"1f j mit Zj.:l!. •Xj 
und X t ft, und wegen (III) sind X,X1 ,½ kollinear, d.h. Xe X., V 12 ~ 
X;;lf1 Vli:1. => X'"' (1f1 VlT_,_);ie. ~ 

Zu (3): ('p 4 nf.2,)c:;e „ ,p 1 ;ie ",p.,.:ie., da. ;ie bijektiv ist.Es gilt näml.ich: 

Zwischenbemerkung: 

Für eine beliebige Abbildung 4'' A-B gilt trivialerweise (H"' N)~ c 
M'f" N'\', wobei M,N Teilmengen von A sind. 

Ist ~ bijektiv, so gilt sogar: 

(I1nN)tp= Mf"N'l'. 
Bew.: ye l:'l~n N'\' => yE M~ A Y"' N~~ 3 y,( wegen lfl surjektiv und 

zwar eindeutig wegen~ injektiv und es gilt: 
ycf € l'iA ycf1

" N =:> y,f' Ec M"N==:> y E (Mf"\N)cp. 

Zu (4): Ist lf"' eine Hyperebene von ul, dann existiert P<-11 mit 

P4 li"" und PVTro<. "'". Der Punkt Pa:: liegt dann wegen Definition 
von lfce~ nicht im Unterraum lfo1.~, und es gilt: 
PoeViJ"':i;,;> (P V 1foe )i- .,1f,i, = li' , also istTi ... ;R. Komplement des 

d.h. lToe~ ist Hyperebene. 

Bemerkung: Die Kollineation ~ 12--f<,' "bestimmt" also die allgei
meinere Abbildung~= ulf- uT'. Eine globale Abbildung zwischen 
zwei Verbänden, die bi~ektiv ist und (2) und (3) erfüllt 7 heiiBt 
"Verbandsisomorphismus'. Jede Kollineation ;;e: ~-,P.' bestl.lllllt also 
einen Verbandisomorphismus ~: { u 1i , V, r. 1 - l u lf', V , " j • 
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DEF.3.4 b: Eine Autokollineation ~:,y~-p. eines projektiven 
Raumes, d.er ein Dreieck enthält, heißt perspektive 

Kollineation, wenn eine Hyperebene punktweise festbleibt. 

Bemer~en: (a) Wir bezeichnen die Fixpunktb.yperebene i.f. als 
"Achse" 11 (1<--). Es gilt zelp. .. = L. 

~ (b) Für projektive Ebenen deckt sich Def.3.4 b 
mit Def.1.4 a, denn die Geraden sind die Hyperebenen der 
projektiven Ebenen (vgl.Bem.(a) nach Satz 3.2). 

4) Jede perspektive Kollineation besitzt ein Zentrum. 

Der Beweis ist bis auf folgende Änderung gleich jenem zu 1.4, 
Folg.1: In (a) wird die Existenz von A=XF.a aus i 2 erschlossen; 
dies ist nun durch 3.2,Folg.5 zu ersetzen: Jede Gerade ff"" hat 
nämlich mit der Hyperebene li"" genau einen Punkt 
gemeinsam. Ebenso ist in Beweisschritt (b) die \ 
Existenz von Z und A aus 3.2,Folg.5 zu er
schließen. Die Gerade PX in Beweisschritt (b), 
Fall 4 schneidet nach 3.2, Folg.5 die Fixpunkt
ebene lf,,_ in einem Punkt B mit B3?. =B,und da ~ 
kollineare Lage erhält, sind P ,;,e. , Bc12, =B und Xce. kollinear. Die 
Existenz des Punktes S kann nun aus I 2 erschlossen werden, wenn 
wir I 2 auf das Dreieck P,P~, Bund die Gerade XX~ anwenden. 

5) Die Punktreihen durch Z bleiben bei der perspektiven 
Kollineation~ als Ganzes fest (Kollineationsstrahleu). Wir 
behaupten ferner: Ist 11,(µ,) e u l\ mit Z c ,p.1 und enthält ,P., ein 
Dreieck, so ist ce! fl, eine perspektive Kollineation in lr1 • 

Bew.: ~ 11} 1 ist eine Selbstabbil.dung von ,P.-1: 
X e P,1" x„z =} X a?. .,z "'12,. 

· X cp.1 " X*Z =} X,ü, Z kollinear; X,Z I E ,P., /\ lf1 ( 'f.).,} ist Unterraum=+ 
~ Xae t (-2,. 

llit :~ ist auch ,,,11-'.l.1 global und in._7ektiv. 
ä<cltl, ist surjektiv: X'c)'.2,1 da. ·ili: surjektiv ist, existiert ein X 

aus f.l mit X.e •X' und es gilt X,X' ,z kollinear und X' ,Zlt!'f.l,""X '"fl,• 
.ie..Jf.2 1 ist also Bijektion und erfüllt ebenso wie ae auch (II) 

und (III) in Def. 3.Li-a. 
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Wir haben noch zu zeigen, daß ~IB-1 eine perspektive Kollineation 
ist. Gilt speziell lf, c ""'• so ist ae\-p, .. ~ und die Behauptung ist 
trivialerweise erfüllt. Fürl\1 4"\\"<l( sind alle Punkte von lf1 f'\11°' 

unter « fix und es ist nur noch zu zeigen, daß 11"1 ('\1\"' eine 
Hyperebene von lf, ist. lf1 ,nr .. ~ 3 PE'f2, mit P -t ""' • Aus dem modularen 
Gesetz für den Verband ulr folgt mit PVlf.,c1r nach 3.1,Folg.7 
dann PV(1fo(f'\lf1)=(PV1fc1)nlf 1 =1fnlf1 "'111 .Da P~ Tto</'\T1 ist so
mit lf o1 r, lf 1 Hyperebene von 1f 1 • 

Bemerkung: Nach dem letzten Beweisschritt gilt: Eine 
schneidet einen nicht in ihr enthaltenen Unterraum 
Hy::perebene dieses Unterraumes. 

• 
Wie in Def. 1.4 b können Homologien und Elationen in 1 definiert 
werden. 

6) Wörtlich gleich mit 1 ist zu zeigen: Besitzt eine 
perspektive Kollineation~ einen vom Zent:rum verschiedenen Fix
punkt, der nicht der Achse lf.: angehört, so ist i1'.. ,.,,,,.n.r,,r1r1 die 
Identität. 

Wörtlich gleich mit 1.4,Folg.3 ist zu zeigen: Die :Menge aller 
perspektiven Kollineationen mit festem Zent:rum Z und fester 
Achsel~ bildet bezüglich des Hintereinanderausführens eine 
Gruppe; diese heißt PGL( Z, lf,J und ist Untergruppe von PrL(lr 

7) Ebenso wie in 1 Folg.4 ist zu zeigen: 
Sind gegeben: Zentrum z, Achse lf~(Hy::perebene) um 

· P,P'l 4 ,po(.A P,P',Z paarweise verschieden A 

so existiert ====a:::. eine perspektive Kollineation~ mit 
Zentrum Z, Achse lf«. und Pc11-cP'. 

SATZ 3.4i Zwei projektive Räume, von denen jeder mindestens ein 
Dreieck enthält, sind genau dann isomorph, wenn eine 

Kollineation zwischen ihren Punktmengen existiert. Bei einer 
Kollineation gehen Unterräume in Unterräume und Durchschnitts
bzw. Verbindungsräume in Durchschnitts- bzw. Verbindungsräume 
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über, speziell Hyperebenen in Hyperebenen. Die Menge aller 
Autokollineationen bildet bezüglich des Hintereinanderausführens 
die Kollineationsgruppe Pr L( lT ) .. Jede perspektive Kollineation, 
welche nicht trivial ist, besitzt genau ein Zentrum, und jeder 
Unterraum, der das Zentrum enthält, bleibt als Ganzes fest. 

Nach 3.3 ist es sinnvoll zu definieren: 

DEF.3.5 a: Ein projektiver Raum heißt Desarguesraum, wenn er 
entweder eine projektive Desarguesebene ist oder zwei 

windschiefe Geraden enthält. 

Folge w,en: 

1) In einem Desarguesraum1fve existiert "jede mögliche" perspektive 
Kollineation, d.h. zur Angabe [Zentrum Z, Achse 1foc und P 1P 1!E,P, mit 
P,P'l4'P-oc AP,P',Z paarweise verschieden A P,P',Z kollinear} 
existiert eine perspekti ve Kollineation a?. mit Pd(, .,p'. 

Bew.: Dieser Beweis ist größtenteils mit dem in 1.5 1 Folg.3 
geführten identisch. Wir definieren wie dort eine Abbildung 
iie: p -p so, daß alle Eigenschaften einer perspektiven 

Kollineation berücksichtigt werden. Die Teile (ex:), (0) und (J-) 
der Definition in 1.5 bleiben wörtlich gleich. Im Teil (o) 

gehen wir so vor: 
:X: mit X ~ P.: f\ XaitZ A X J. PP' : 
Nach r1 existieren die Gera.den XZ und XP ein
deutig und nach Satz 3.2 existiert A:= lf"' /"\ XP 
eindeutig, denn XP ist eine Gerade, die nicht 
in der Hyperebene lfoc liegt. Es gilt A*P' wegen P'4P"' 

z 

her existiert die Gerade AP 1 • Um die Existenz von Xi :=ZX.AP' 
einzusehen, wende man r2 auf das Dreieck APP 1 und die Gera.de 
ZX an. Der Teil (t) bleibt wörtlich gleich. 
Im nächsten Beweisschritt ist zu zeigen, daß i eine perspektive 
Kollineation ist, welche in die Angabe paßt. ~.an kann dabei die 
Bijektivität und das Erhalten kollinearer Lage in den Sonder
fällen ebenso wie in 1.5, Folg.3 einsehen. 



- 164 -

Sei nun g 6 <.,~ mit f-l ~ <t 12"- J\ Z 1. g A P 1. g; wir haben zu zeigen, 
daß alle Punkte von g unter zie in kollineare Punkte übergehen. 
Wegen Z J. g ist lf9 V Z"': 7,,, eine Ebene. 1r„ ist nach 3.3 eine 

Desarguesebene. Damit erfüllt r.,, dieselben Voraussetzungen wie x 
in 1.5, Folg.3 und es kann wie dort weitergeschlossen werden. 

ae ist also bijektiv und erhält kollineare Lage. Während man da

mit in einer projektiven Ebene fertig ist, hat man im proje~tiven 
Raum noch (III) zu überprüfen: Zu iR existiert i.-

1 
und~-~ erhält 

kollineare Lage, was man genauso wie für ii einsieht; würde nun 

2e nicht kollineare Punkte in kollineare Punkte überftihren, so 
müßte i-1 kollineare Punkte in nicht kollineare über1ühre:ru 

Widerspruch. Also ist auch (III) erfüllt. • Bemerkung: Zusammen mit 3.4, Folg.8 folgt, daß~ sogar die 
einzige perspektive Kollineation ist, welche in die Angabe paßt. 

2) Sind P,P 1 lc '}[, 4 und ist lf1 (,P.) c 1f (p_) ein Unterraum mit 

P ,P I j 4 f21, dann existiert eine perspektive Kollineation 2R. mit 

P oe =P I und X c1?. =-X V X E ,p 1. 

Bew.: Es genügt eine Hyperebene T.c mit lf,._::) lf/4 und P ,P I l <t ,p ... lilllZU.

geben; nach Folgerung 1 existiert dann nämlich eine perspektive 
Kollineation ;:z mit P;,;, =P 1 zu jedem Zentrum Z auf PV P' mit 

P,P 1 ,z pw. verschieden (Z existiert wegen Axiom E). 

Der Unterraum (P V P 1 )n v,,, kann wegen P ,P 1 1 f p.1 leer oder ein

punktig sein. Wir unterscheiden daher: 

Fall 1: (PVP')n lf1 aT5 mit S E'Jl. 
Die Unterräume lf P und 1[1 erfüllen 1f P" 1f 1 "' f6 
wegen P '1 ,P1 ; gemäß 3.2, Folg.4 existiert daher 

ein zu 1fp komplementärer Unterraum lf«, der 1f1 

umfaßt. Als Komplement des Punktes P ist -ro:. 
eine Hyperebene und es gilt; lf°' V P=- 1r und Pr. ir .. •(21, d.h. Pf ,g"'. 
Die H;rperebene Tf"' erfüllt auch die Forderung P't,P,u denn die 

nicht in der Hyperebene lrO( liegende Gerade P VP' hat gemäß 
.3.2, Folg.5 mit lro:. genau den Punkt s. 1 P,P' gemeinsam. 
Fall 2: (P V P 1 ) n lf1 „ _0 ( *). 

Nach E existiert ein Punkt Q auf P V P 1 

Q,i,IP,P 1 • Es gilt Pf Q Vlf1: 

Für lr1= 1 0 ist dies wegen Q,j,,P trivial. 
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Für 1i,~ 1f0 liefert dagegen die indirekte Beweisannahme PE Q VT/,, -t 

= .3 X c t,, mit Pf Q V X; da P'i'Q ist =4 XE P V Q=P V P 1 1\ X ,:. f',: 
\Jiderspruch zu ( *). Die UnterräUllle Tip und Q Vif, erfüllen also 

die Voraussetzw:ig lfrn (Q V 1fJ=0 von 3.2, Folg.4i es existiert 

da.her ein zu !Tp komplementärer Unterraum lfo( - also eine Hyper

ebene - mit i/"':>QV7i1 • Tt"' erfüllt Pf'fi..: und lf;clfm• Es ist nur 

noch P 1 {ll"'zu zeigen: Die Gerade PVP 1 hat gemäß 3.2s Folg.5 
genau den Punkt Q 1 ,i,P ,P I mit der Hypere bene "Tcr: gemeinsam • 

Anwendw:igen: 

(a) Sind 1f« undn8 zwei verschiedene Hyperebenen, so existiert 

eine perspektive Kollineation :e mit lf"' ae.., Ti ß (Daraus folgt 

insbesondere: Je zwei Hyperebenen eines projektiven Raumes 
sind isomorph). 

• 
Bew.: :T,." ii 1a: 1, ist eine Hyperebene von lf„ tmd T" , weil nach 3.4-, 
Folg. 5, Bem. eine Hyperebene einen nicht in ihr ent;haltenen 
Unterraum nach 3iner Hyperebene dieses UnterraUIDes schneidet. 
, ist daher in lr,., Komplement eines Punktes P "flO( mit P (- }21 und 
T"' =P Vlf1. 
Analog i".irlri :3P'EPß mit P'4f- 1 undTi,i"'P'VlL1 • 

P" p "' ,.. P ' "}111) /\ P, P 1 4 'fl, = p,"' r\ -p,, ß ='} P et P ' • 
P ,P I und lf, erfüllen die Voraussetzungen von Folg. 2 da.her 
existiert eine perspektive Kollineation <l:'- mit Pae_ 0 -P' und 
c1Gli31 =t-, d.h. Ti.:_~ =lL._JJ~ch 1.4, :B'olg.3 folgt: 
lT"' R- = ~PV11 1 )ce =>P:ie V <1,c>: 0 P V7r1 = lffl • 

(b) Sind lT1 und lr2 zwei verschiedene Ebenen eines projektiven 
Raumes 7r , so existiert eine Kollineation ,-e mit lr1 ;:e_ = lf 2 

• 
(Daraus folgt insbesondere: Je zwei Ebenen eines projektiven 

Raumes sind isomorph;~ )t]1 ist nfuulich dann eine ebene Kollineation 

lf1 -T2 , und diese bestimmt nach 1.5 einen Isomorphismus). 

Bew.: 'Jir konstruieren ""- als Produkt von höchstens drei per
spekti ven Kollineo.tionen. Dabei gelte lf1 =AV BV C bzw. 112 "'A'VB 1V0 1 

mit A,B,C bzw. A' 1B1 ,c• nicht kollinear. 
Schritt 1: Für A*A' erfüllen die Punkte A1A' und der Unterraum lf0 

die Vora.u2,setzunr; von l'olc;.2, daher e:xistJ.ert eine perspektive 
Kollineation et, mit A',,,,=A. 
Ist speziell AaA' so setzen wir J>,:"' L. 

Schritt 2: l?ür B'l'B 11c 1 ::B" erfüllen die l"unkte n,B" und lr,_ die 
Voraussetzungen von :B'olg.2 (es ~ilt nämlich B4 r,/\ B"4 ,PA, da A,B 
verschieden sind und wegen A',B ,c 1 nicht kollinear auch AaA'~, 
und B",,,B 1"°,verschieden sind). Es existiert daher eine perspektive 
Kollineation ,1c„mit B"ci:,_ "'B und d:2-I-PA ~ L, d.h, A'?ic2 ~ A. 
Für B""B" setzen wir ;,,_:,. l. • 

Schritt 3: Für C4,C'~/,._,,,.:C'" erfüllen C,C"' und AV B die Voraus
setzungen von Folg.2 (A,B,c sind nicht kollinear und 
"'egen A 1 ,B 1 ,0 1 nicht kollJ.near und (III) sind auch A'd<,,=A, 
B 'a:, .. B", C '<", .. c" nicht kollinear und damit Ace;;,"'1!., B".e,. "'B, C"¾•C"' 
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nicht kollinear), Daher existiert eine perspektive Kollineation 
«:, mit C"'ae,=C und "2}1'P-A• =L; d.h. insbesondere Aa2,=A und B"',=B. 
Für 0=0 1

" setzen wir ,>e.,:=l, 
Die Kollineation ;:R.: ="','"";':x2.i1 leistet das Gewünschte: 
1, :ie ~ (A V B V C ):i2 1 A;x V B ?-c V C ae =;_A I V B I V C' = 1\2 , 

~ Verbandsisomorphismus II nach obigen Schritten • 

(c) Ist Vw eine Hyperebene eines Desarguesraumes U,in dem zwei 

windschiefe Geraden existieren, und O(_ eine perspektive Kollineati

on 1fw - ifw, so existiert eine perspektive Kollineation ;e; T--Y 
mit d<-11f w = Ol, 

Bew.: lfw enthält sicher ein Dreieck, sodaß nach Def ,3.4 b der Be
griff perspektive Kollineation lf w -lrc, sinnvoll ist. Die Achse 
lf, von o( ist eine Hypere bene in lf,,,, und ex. durch das Zentru;n Z "'T.., 
sowie ein Punktepaar P ,__ P,x P' gemäß Folg .1 eindeutig besti=t. 
Nach Folg,2 existiert eine perspektive Kollineation a::w-r mit 
P;ie=P', "2.l'f-1= Lv, und Zentrum z. Nach 3.4,.Folg.5 ist oeJT..,, eine 
perspektive Kollineation, die mit ct. das Zentrum Z und die Achse 
lra gemeinsam hut sowie P-P 1 leistet; nach 3. 1~,Folg.7 gilt so
mit (X= ae,prw. • 

3)In einer Desarguesebene 7r0< ist die Gruppe aller Elationen 
mit festem Zentrum und fester Achse ko=utativ (vgl. Satz 1.4 
zusammen mit Satz 1,5) und die Gruppe aller Elationen mit fester 
Achse ist ebenfalls kommutativ. 

Diese beiden Aussagen gelten auch in einem Desarguesraum. 

Bew.: Die in 1.,~,Folg.5 geforderte Zusatzvoraussetzung ist nach 

Folg.1 in einem Desarguesraum erfüllt. Die Beweise von 1.4,Folg.5,6 
und 7 können wörtlich übernommen werden, wenn =n statt a nun ~w 

schreibt und im Beweis der "Parallelogrammregel" folgende ii.nde
rung vornimmt;: Ist oc bzw. ß die Elation mit Zentrum ZO( bzu.z 13 (ctZ,,) 

und der Achse tr..,, dann folgt nun die Existenz von 

XciZ"' Xß. z13 X~ aus Axiom r2 , welches auf das Drei

eck Z~,Xß,X und die Gerade XJZ8 angewendet wird. 

Alle anderen Beweisteile bleiben wörtlich gleich. 

Dfil'·2·~ b: Ein projektiver Raum 1f heißt ein Pappusrann 

PP-Raum), wenn er drei nicht kollineare Punkte ent

hält und~ Ebene in lr eine PP-Ebene ist. Ein projektiver Raum 
heißt ein Fanoraum, wenn er drei nicht kollineare Punkte ent-

hält und eine Ebene in lr eine Fanoebene ist. Ein projektiver 
Raum, der PP-Raum und Fanorau.m ist, heißt ein klassischer pro
jektiver Raum. 

Bemerkungen, (a) Da nach Folg.2, Anwendung (b) je zwei Ebenen 
eines projektiven Raumes isor:10rph sL'lrl, ist in einem PP- bzw. 
Fanoraum ~ede Ebene pappussch bzw. fanosch. 

(b) Jeder PP-Raum ist Desarguesrawn. 
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Bew.:ir,.enthält nach Def. eine Ebene. Ist lf0 • eine Ebene, so 
gilt nach dem Satz von Hessenberg (vgl.1.6).,_ d:3-ß lfp. desare;uesach 
ist. Istlf"' keine Ebene, so existieren vier .t'Ull.kte A,B1C,D so, 
daß A,B,C nicht kollinear sind und DtAVBVC gilt. Die Geraden 
A\'B und CVD sind dann notwendig windschief;T ist damit gemäß 
Def.3.5 a ein Desarguesraum. • 
4) (a) In einem PappusraumlPP ist die Gruppe PGL(Z,li"'-1 Z 4 lf"'-) von 
Homologien mit festem Zentrum und fester Achse kommutativ. 

Bew.: Wir gehen wie in 1.6, Folg.3 vor und ersetzen a durch lf.,; 
Satz 1.4 durch 3.4, Folg.?; Folg.2 durch Bemerkung (b); 1.5, 

Folg.3 durch 3.4, Folg.7 zusammen mit 3.5, Folg.1. Wir legen die 
Homologien oc undß wie in 1.6 fest. ZYPV Q=:.ii1 ist eine Ebene. 
Nach 3.4, Folg.5 sind "'-I 7'1 sowie ßl:ir1 Homologien: x 1 ....... x 1 mit 
Zentrum Z und Achse X-1" lf"'- , welche eine Gerade in :ir1 ist. X1 ist 
eine PP-Ebene, also gilt .x. ßl 7<1 = ßix.. l x, • ""ß und ßx leisten also 

in x 1 dasselbe. Da nach 3.4, Folg.7 und 3.5, Folg.1 eine 
Homologie aus PGL(Z, lr~) durch ein zugeordnetes Punktepaar 
festgelegt ist, und da Kß und {-',oi., für a1,le Punkte von x,,. dasselbe 
leisten, folgt: .x.ß = ß"'- • 

(b) Umkehrung: Ist in einem Desarguesraum ir;"- jede Gruppe 
PGL(Z,u..,_ i Z ,t T._) kommutativ, so ist lf:ll<, ein Pappusraum. 

• 
Bew.: Wir gehen gleich zu 1.6, Folg.11- vor und nehmen nur statt 
°'-" PGL(Z,al Z 1. a) eine perspektive Kollineation <X,<= PGL(Z, 1C. I Z f. T., ), 
wobei lr„ eine Hyperebene ist, welche die in 1.6, Folg.4 kon
struierte Gerade a enthält (ein solches o< existiert nach Folg.2). 
Ebenso für ß. Der Rest bleibt gleich. • 5) In einem projektiven Raum lf kann man harmonische Lage von 
vier I\mkten wörtlich gleich wie in Def .1.10 c definieren, wobei 
man unter einem Viereck 1,2,3,4 ein System von vier komplanaren 
l\1.nkten zu verstehen hat 1 von denen nie drei kollinear liegen. 
lf muß also, damit harmorusche Punkte definiert werden können, 
mindestens drei nicht kollineare Punkte enthalten; dann kann je
doch derselbe Existenzbeweis wie in 1.10 benützt werden 2 die 
Konstruktion des vierten harmonischen Punktes verläuft aann 
ganz in der Ebene lf9 Vlf

9
,(vgl.1.10, Folg.1 ). 

In einem Desarguesraum 7f :t>e ist der vierte harmonische Punkt ein

deutig bestimmt. 
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Bew.: Wir wählen zur Konstruktion des vierten 
harmonischen Punktes zu C b("züc;lich A und B die Punk-
te A,B,C lep1 und A,B·,c pw. verschieden einmal die Hilfselemente 

g 1 ,1 ,4 und einmal g' ,1,4 (vgl.1.10,Folg.1). lf3 Vli,r und lf:1 VII '3' sind 
Ebenen. Falls I 3 vu':l, .. lfs Vlf8, c;ilt, folgt gemäß 1.10,Folg.1 
dann D=D, denn lf9 Vlf9, ist Desarguesebene. Ist lf3Vlf9,• lf"V1is,, 
so sind die Punkte 1 und 1 verschieden 
und es gilt: 1 , 1 I 4 1f 9 • Daher existiert 
nach Folg.2 eine perspektive Kollineation 

a:. mit 1~ =1 und aoJ,P9 = ~. 

~ B , 

Aus lf 9 V lf :i' = U s V 1 und 1f 3 V Ti \1' .. Ti '.l V 1 
folgt (da~ ein Verbandsisomorphismus ist): g 

(lL:1V»-;i• )~ .. (lf'.lV1 )~=lf'3~V1~= lf<j V1 "'U':JVTi~,. 

2€ 1 li9 V lf'3, ist eine Kollineation li„vTt':l, - T'JVli,i,, und diese führt 
das Viereck 1, ••• 4 in ein Viereck 1~, ••• ll,,e über, das bei der 
Konstruktion des vierten harmonischen Punktes zu C bzgl. A,B wegen 
ze l,p':l .. ~ den Punkt D=D;,e liefert. Die Vierecke 1, •• • 4 und 1~, ••• 4~ 

liegen in der Desarguesebene lf'l V lf9,, daher gilt nach 1.10, Folg.1: 
D=D "2-(=-D). • 
In einem Fanoraum gilt stets: H(A,B;C,D) ~ C+D (vgl.1.10,Folg.3). 
Unter der Ordnung N eines endlichen projektiven Raumes T, der 
mindestens drei nicht kollineare Punkte enthält, versteht man 

die um eins verminderte Anzahl der Punkte auf einer Geraden.Wegen 
Axiom E gilt stets N ~ 2; in einem Fanoraum dagegen gilt stets 

N! 3. 

6) DEF.: Eine Homologie cee PGL(Z,lf„jZ i ,r") eines Desarguesraumes 
heißt harmonische Homologie, wenn f'ii.r _tln Punktepaar 

gilt: 
H( Z,PP.Yi?nll,. ;P, Pw ) (vgl.Def.1.10 e). 
Wir schreiben kurz: H( Z,11;,;P,P;J. 
Es gilt: 
(I) In fanoschen Desarguesräumen ist jede harmonische Homologie 
involutorisch (Beweis wörtlich gleich mit dem Beweis in 1.10, 

Folg.7). 
(II) In fanoschen Desarguesräumen sind die harmonischen 
Homologien die einzigen involutorischen perspektiven Kollineationen 
(Beweis wörtlich gleich mit dem Beweis in 1.10, Folg.7). 
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Bemerkung: Die Aussage (III) von 1.10, Folg.7, die in einer 
klassischen projektiven Ebene gilt, ist in projektiven Räumen i.a. 
falsch (dazu müßte allerdings erst der Begriff projektive 
Kollineation im Raum definiert werden, vgl.3.6). 

7) Algebraisierung eines Desargu.esrau.mes ~Dei 

Wir gehen analog zu 1.12 vor. In T1>e. existiert sicher eine Punkt
reiheµ, und wegen Axiom E enthält diese mindestens drei paar
weise verschiedene Punkte E,O, u. Wir setzen ,P.x := ,P.,.\[U3 • Durch 
U existiert eine Hyperebene ttw, die p,nicht enthält (nach 3.2, 
Folg.4 existiert zu O wegen Ori7Tu =J:6 ein Komplementll ... mit liw:) lfu ). 
Da nach 3.5, Folg.1 zu jedem X€ p, genau eine Elation 1:'x e 

PGL(U,11...,) mit O'tx=X existiert, können wir wieder die algebraische 
Struktur von PGL(U,llw) auf p, übertragen. Analog existiert zu 
jedem X e,p,,{01 genau eine Homologie öl\ e PGL(O,Tl,..) mit E~=X. 
Wörtlich gleich zu Def.1.12 wird definiert: 

.A.ddi tion in f, : A+B: =A 't' 8 

I1ul tiplikation in~,\ {o! :.A.B=Acr- 8 

Zusatz: A.0„0.A=O "i/ A e ,p, 
0 

Durch die is~morphen Übertragungen werden {,p,, +} eine kommutative 
Gruppe und. ['tJÄ{O} ,•} eine Gruppe. 

{11, ,+,.1 ist ein Körper K mit O als Null- und E als Einselement. 
Dieser Körper ist genau dann kommutativ, wenn PP gilt. 

Bew.: Der Beweis bleibt wörtlich gleich mit dem in 1.12 geführten, 
wenn folgende Ersetzungen gemacht werden: u durch lfw; Büschel ~v, 

Cj0 durch die Menge aller Geraden durch U bzw. O; Satz 1.4 A 1.5 
durch 3.4, Folg.7A3•5, Folg.1. In der 2. Hilfsüberlegung ist 
statt der Geraden a durch O eine Hyperebene lf"' mit O 1: lf"' und. ,p, 4T°' 
zu nehmen (lf~ existiert nach 3.2,Folg.4) und. PGL(U,ir"') zu ver
wenden. 
Bei der 4. Hilfsüberlegung wurde benützt, daß der Kollineations
strahl u bei einer perspektiven Kollineation festbleibt. Nun 
haben wir 3.4,Folg.5 zu verwenden, wonach jeder Unterraum durch 
das Zentrum als Ganzes festbleibt. Alles andere bleibt ungeändert • 

• Der Körper K ist bis auf Isomorphie eindeutig durch lTJl>c bestimmt 
(.symbolisch lf)t (K) ) • 
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Bew. z Beim analogen Beweis in 1.12 haben wir die Konstruktion 
von A+B bzw. A.B über Inzidenzfiguren herangezogen. Dies geht 
auch in 11:n.,,: 

0 

Wir benützen einen Hilfspunkt P 

mit P <\ ,P, A Pi 11w • Ein solcher 
Punkt P existiert, da durch 0 
eine Gerade* x existiert, die 1fw 

in genau einem Punkt G1 trifft; so

mit existiert auf dieser Geraden 
nach Axiom E ein Punkt P mit den 
gewünschten Eigenschaften. 

G1VB trifft Pvu, wie die Anwendung 
des Axioms Ia. auf das Dreieck OPU 
und die Gerade BG1 beweist; der 
Schnittpunkt ist P~

8
• Analog 

existiert (PVA)~lfw =:G2(3.2, Folg.5) 
und A+B (Dreieck PAU und Gerade 

Pc3 G2 ). Nach Wahl von P sind diese Konstruktionen zwingend und wer
den durch obige Inzidenztabelle beschrieben (Alle Konstruktions
linien und -punkte liegen übrigens in der Ebene lrx VP). 
Bei der Konstruktion von\,p.,,+,.J waren folgende Elemente will
kürlich: xE~; O,E,UjEflx undlf..,durch u. Gelingt es, eine zu
lässige Angabe O,E,liw durch eine Kollineation~ in eine zulässige 
Angabe O',E',lf...;,überzuführen, so folgt wie in 1.12, Folg.2. der 

Isomorphismus des Körpers {fi1 ,+, •1 und f.'f2x,,+', •' J • 
Im Raum li¾-miissen wir im Gegensatz zu 1.12 die Kollineation ze 
direkt konstruieren: 
1 ~ Schritt: Gelte lf"'• lf..,,; nach Folg.2, Anwendung (a) existiert 
eine pers:pektive Kollineation ~1 mit 1f..,;~1 „ 1f..,. Für T ... =-li.,, setzen 

wir: ;ie1 :a \. • 
2. Schritt: Gelte U' ce1 z „u"+U (analoge Beschriftung der .e~ -Bilder 

der anderen Elemente;f21„lflrw wegen ,Px,41C,). Nach ~T. 

3.5, Folg.2 existiert eine perspektive Kollineation U w 

«ea mit U"oe,. =U (als ~,. -invarianten Unterraum kann u" 
• :man etwa einen von U und U" verschiedenen Punkt x Z 

vorschreiben). Das Zentrum z2 von ~ 2 liegt auf :i. 

UVU" und wegen U1U"l~lrw gilt Z2 E1rw, woraus nach 3.4, Folg.5 

folgts'T ... äe:i,•Tw• Für U"•U setzen wirz ae2 a• L. • 



3. Schritt: Gelte x"~,.=: x'"=x (analoge Beschriftung für die 

anderen ~1-Bilder); wir wollen X'i=X
111 erreichen. B,r, 

Oi"" CV 4.1: 

Es existiert ein Zentrum z3 mit z3 4l(2, ~ ~~"U•U'w 

!3+u. :11.an k~ n:, nach,}.5,! ~olg.1 ce 5 e: ----O~d"' 
~GL(Z:3,lfw) mt O aei "':O ti=O wählen. oz

3 
Ein solches o'" existiert wegen Axiom E auf z

3
vo 111

• Es gilt 

x'11 ~ 2 .. :x ,v + x'" und lfwäe°3= 1f"' , genauer ~ Jp"' = L. Für x<¾ix'" setzen 

Wir if 1a L • 

4-. Schritt: Da nun sicher x,J,x,v gilt existieren 
O ,v O und E ,v E eindeutig und nach Axiom r2 
existiert z4 :=0'v0 • E'v E (Dreieck O0'"U und 

Gerade EE'~. ~ach 3.5,Folg.1 existiert genau 

eine perspektive Kollineation~, E PGL(Z4 ,~w) ~w 

mit 0"a? 1 „o. Die perspektive Kollineation a: 4 o•v~lf 
leistet auch E've-E. /O~z~ 
Die Kollineation "2 „ ;,e~'a:;'=e~\ie; leistet 0 .._ ... 0 1 , E r--E 1 , 1fw,__ 1r'", • 

• Bemerkungen: (a)T~ ist genau dann fanosch, wenn Char K*2 gilt. 
Der Beweis ist völl:i g gleich mit 1.12,Fole;.3, da alle Konstruk
tionslinien für A+B in der Ebene lf x v P liee;en. 

(b) PAR ist ein Desarguesraum, da zwei windschiefe 
Geraden existieren (damit ist der 1. Beweisschritt von 1 .12 , 
Fole;.4- erledigt). Wir alcebraisieren nun analog zu 1.12,lfolg.4, 
Bew. (2) und wählen x als eicentliche Gerade, U als ihren J:!'ern
pu.nkt und lfw als Fernebene. Wir verwenden wieder das e],,ementare 
Teilverhältnis 1'V(XE0)=:x, erhalten eine Abbildung p: 12, --'-"-- R 
erklärt durch X,_ X," =x und müssen nun die 2.For<lerung in 1.12 
stellen: p ist bijektiv. Dann folgt: Der Körper von :?AR ist iso
morph R. Aus R kom.mutati v und Char .Rjc2 folgt, daß PAR ein fano
scher PP-Raum, also ein klassischer projektiver Raum ist, 

SATZ 3.51 In einem Desarguesraum existiert jede mögliche per-

spektive Kollineation und die Menge aller Elationen 

mit fester Achse bildet eine ko=utative Gruppe. Gennu in einem 

PappusraUlll ist jede Gruppe von Homologien mit festem Zentrum 

und fester Achse kommutativ. In fanoschen Desarguesräumen sind 

die harmonischen Homologien die einzigen involutorischen per

spektiven Kollineationen. Zu jedem Desarguesrau.m. gehört ein 

bis auf Isomorphie eindeutig bestimmter Körper, der gen.au für 

PP-Räume kommutativ ist und dessen Charakteristik genau für 



Fanoräume ungleich zwei ist. Der projektiv ab[';eschlossene An
schauungsraum ist ein klassischer projektiver• Raum, dessen 
Körper isomorph zum Körper der rellen Zahlen ist. 

Bemerkung1 Es gehört also auch zu jedem unendlich dimensionalen 
(vgl.3.7) projektiven Raum ein Körper. Es iat sogar möglich, daß 
ein projektiver Raum nne:odliche Dimension hat und in jeder 
Punktreihe nur enc.lich viele Punkte liegen • 

• 6. Pers ektivitäten und Pro ektivitäten in ro aktiven Räumen 

Wir setzen i.f. stets voraus, daß der projektive Ra= 1r drei 

nicht kollineare Punkte enthält. 

Dfili'.2,6 a1 Eine Bijektion zwischen zwei verschiedenen schneidenden 
Punktreihen heißt eine Perspektivität, wenn ür- uru:i 

Bildpunkt stets mit einer Geraden eines Büschels inzidieren. Eine 
Bijektion zwischen zwei Punktreihen heißt eine Projektivität, 
wenn sie Produkt von endlich vielen Perspektivitäten ist. 

Bemerlmng: Der einzige Unterschied zu Def .1. 7 ist das 'Jort 
schneidend. Für windschiefe Geraden ist der Begriff Perspektivi
tät nicht erklärt. Zwei verschiedene einander schneidende 
Geraden a,b bestim:nen nach 3.2 1 Folg.2,Bem. (b) als 
Verbindungsruum 1ro V lf b =-: 74 eine Ebene; alles spißl t 
also wie in 1.7 in einer Ebene. 

Fo;t,,e :upj,en: 

1) Die Menge aller projektiven Selbstabbildungen einer Pun.ti::t
reihe ,Pa bildet bezüglich des Hintereinand.erausfiihrens eine Gruppe~ 

Projektive Gruppe PGL(po) der Punktreihe 12 ~ • (Bew. gleich zu 
1.7, Folg.1) 
2) Zu drei paarweise verschiedenen Urpunkten A,B,CI "',p" und 

drei paarweise verschiedenen Bildpunkten A',B',C'lef.li, mit 
a*b existiert mindestens eine Projektivität, die in die Angabe 
paßt. 
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Bew.: Vgl.107, Folg.2" Gelte o.B.d.A. A,i,A 1 
=} 3•AA 1 • 

E =.> =..:i :2 s kA' m.i t P ,A ,A' paarweise verschieden. 

?VJ.,=;:;., ist e:i.ne Ebene mit PAc111 /\ A1 ET1 , 

Durci1 _4. i e:x::ist5-ert eine Gerade g :mit 12 :7 c ii1 /\ g*b. A 

::'fon ist ,:~ I rfb "': 2 eine Ebene und wir setzen 
j_11 t· 2 den Bewei;;; fort wie in '1 $? ,J?olgf\20 

Ji'ü.r n.c.1b er-reicht man durch eine Trennprojektion obiße 
C3:Ltuacicn. PGL(F,) ist also dreifach transitiv. 

3) V~Jrkü.rzungssatz: In einem Desarguesraum läßt sich jec.e 

:Fro;)e}:tiv:Ltät 1-la T \2 0 mit a,l,b, :falls die Gerade a die Gerade b 

t1ch.nc:,id.e-;;, zu einer höchstens zweigliedrigen Kette verkürzen, 

u.nd sie Hißt sich zu einer höchstens dreigliedrigen Kette ver

fails a ,vindsc:t1ief b ist. 

3qw.: Schneidet die Gerade a die Gerade b, so ist tJ 0 Vpb eine Eb1.me, 

·-;sJ.e;he wegen P ~ V 12" c desarguessch ist; fü.r diese gilt der 

'hn-kü2zlmgssatz (vgl.1.7,]'olg.3). Sind a,b windschief, so wählen 

wir eine Gerade g wie in J?olgerung 2 und es gilt mit den Be

;,e:'ccl:wungerr von dor·t. T~ 4 T2 .• Schaltet man eine Hilfsperspektivi-

1;ä.t --p" -,ror, so erreicht man fü.r p_,undf6 die Situation 

'~-) Ist die Eescl1r·änkung einer Kollineation a:: auf ,eine Punkt
:·:·0:~he 1) 0 projektiv, so ist die Beschränkung von ae auf ,jede 

P-u.riktre:ihe projekt:i.v (Der Beweis ist wörtlich gleich dem Be
w,d.s von 1.8~ .Fo1g.2, wobei statt d("' jetzt iR. zuschreiben ist). 

• 

,· ;_ · aller Kol.lineationen, deren Beschränkung auf irgendeine 

.i-era,le p:;:-ojeitiv :i.st I bildet :natürlich eine Untergruppe von 

PrL(fi); wir bezeichnen diese Untergruppe mit PGL'(lr). 

_pEP~.2.:.6 1): Eir1e lLutokollineation ce: ,P. -- i2 heißt projektiv 1 

wam1 a: das Produkt von endlich vielen perspektiven 

.i.CoJ.lineationen ist (wörtlich gleich mit Def .1.8). 
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5) Die Menge aller projektiven Kollineationen bildet bezüglich 
des HintereinanderausfiL.11.rens eine Gruppe: "Projektive Gruppe 
PGL(IT") von lf". Die Gruppe PGL(l) ist Uormaltoiler von PrL("l). 

(Beweis wBrtlich gleich zu 1.8,Folg.1) 

Es gilt: PGL(lf) c PGL 1 (lf) c PrL(lf). 

Bew.1 Es ist noch zu zeigen: Die Einscbxänkung einer projektiven 
Kollineation~ auf jede Punktreihe ist projektiv. Da a? Produkt 
von endlich vielen perspektiven Kollineationen ist, genügt es, 
dies für eine perspektive Kollineation :;r zu zeigen; nach Folg.4 
genügt es zu zeigen, daß die Beschränkung von X auf eine Punkt
reihe projektiv ist. Für Punktreilien, die in der Achse 1f"' von Jr 

liegen, ist die Beschränkung aber die Identität und diese ist 
projektiv. tlbrißelli3 existieren in T"'- Punktreihen, denn lT enthält 
drei nicht kollineare Punkte. • 
Bemerkung: Nach 1.s, Folg.4 gilt in einer Desaxguesebene x~i 
Ist bei einer Kollineation ct1, die Beschränkung auf eine einzige 
Punktreihe projektiv.,_ dann ist -;;,e,, eine projektive Kollineation. 
Anders ausgedrückt: YGL(x~.)=PGL 1(Ak). In Desaxguesräumen gilt 
diese Aussage i.a. nicht! Wir werden in 3.7 zeigen: Die Gleich
heit dieser Gruppen gilt für Desarguesräumo endlicher Dimension. 

6) In einem Desarguesraum läßt sich jede Projektivität O(_: 12 9- 12- 11 

zu einer projektiven Kollineation ae: ,P. - fl fortsetzen (d.h. 
3E'. l,p

9 
„ oc). 

Der Beweis von 1.8, Folg.3 läßt sich mit den bisher angegebenen 

Methoden und Sätzen zwanglos in den Raum übertragen. 

7) Ein projektiver Raum lf , der drei nichtkollineare Punkte 
enthält, heißt ein FS-Raum l,,, wenn ihn ihm eine FS-Ebene 
existiert (vgl.1.9). Gemäß 3.5, Folg.2,Anw.(b) ist dann jede 
Ebene von i„eine FS-Ebene. 
Da PP in einer Ebene und FS auf einer Punktreihe spielen, braucht 
man in den Beweisen von 1.9 nur Ebenen in TPP bzw. Tn zu be
trachten und man hat somit: -!f Fs ~ 1f PP • 

Bemerkung: Aus 1.9 Folg.1 ergibt sieb.: In einem lfrs (und damit 
in einem lpp) ist PGL(~~) scb.arf dreifach transitiv. 
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SATZ 3.6: In einem projektiven Raum mit drei nicht kollinearen 
Punkten gibt es mindestens eine Projektivität zwischen 

zwei Punktreihen, welche drei gegebene verschiedene Punkte der 
ersten Reihe auf drei gegebene verschiedene Punkte der zweiten 
Reihe abbildet; die Gruppe der Projektivitäten einer Punktreihe 
ist dreifach transitiv. Ist die Beschränkung einer Kollineation 
auf eine Punktreihe projektiv, so auf jede,und die Gruppe aller 
Kollineationen mit dieser Eigenschaft enthält die projektive 
Gruppe. In einem Desarguesraum gilt der Verkürzungssatz,und 
jede Projektivität läßt sich zu einer projektiven Kollineation 
fortsetzen. Projektive Räume mit drei nicht kollinearen Punkten, 
in denen der Fundamentalsatz gilt, sind genau die Pappusräume; 
in ihnen ist die projektive Gruppe einer Punktreihe scharf 
dreifach transitiv. 

eZ:_ Der Dimension.sbegriff 

DEF.3.7 a: Eine geordnete endliche Menge von k+1 Punkten 
{P

0
, P1 , ••• Pk} c ,p mit k~ O heißt ein k-Simplex sk 

in 1f, wenn gilt: P1 f P
0

V P1 V ••• v P1_
1 

für alle 1„1, ••• k. 
Ein k-Simplex in 1f heißt Basissimplex von 1r , wenn P

O 
V ••• V Pk „ 7T 

gilt. 

Bemerkungen: (a) In lf0 existiert kein Simplex. Ist 7T * lf0 , so ist 
jeder Punkt Po e 12 ein Nullsimplex 8°. 

(b) Die Simplexeigen.schaft ist unabhängig von der 
Reihenfolge. 

Bew.: Es genügt zu zeigen, daß man irn Simplex {P , P
1 

••• Pk1 =:Sk 
zwei benachbarte Punkte vertauschen darf (Jede ~errnutatiun ist 
nämlich Produkt von Transpositionen). Wir überprüfen, daß 
{Po,Pq•••P,-2. , Pt, Pt-,, PL+< ••• Pk} ein Simplex ist (1 fest): 
Pj ~ P,VP1V ••• VP1 -, ist für j=1, ••• l-2 klar. 
PL(PoVP1V••• VPL-2 =:ir,l-2. k 
(ind.: P, "7r,-z. ~ Pt" 1fL-2.v P,_1: Widerspruch zu S ein 
Simplex.) 
p l -1 f p V p 1 V o • • V p l- 2 V p L • 

(ind. : 0PL_ 1 Elf L-> VPL=9]X ~ lr'-'mit PL-• e X VP,; P L-• :rX wegen 
XE 1p·2,..P, .• ( 7r,-i =*P," XVP, .• = Pl€ lT'"'VP L-1 1 

Widerspruch zu Sk ein Sirnplex.)Da V kommutativ ist, gilt: 
P,.rfPoVP,V ••• VP,-" V PL VPl- 1 VP, .. V ••• VP,,,-1 „p 0 VP1 V ••• V 
P, .• Vl\VPl.,.v ••• VPL+r-1 für all.e r-1, ••• k-1. 

• 
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(c) Die Punktmenge sk. {P
0

, P1 , ••• Pk} ist genau 
dann ein Simplex, wenn für alle Punkte Pm mit m•O, ••• k gilt: 
Pm f P0 V P1 V ••• V Pm_1 V Pm+'1 V ••• V Pk. 

Folger;ungen: • 
1) Ist sn .. {P

O
, P1 , ••• P n1 ein Basissimplex von lf und A „ -p.., so ist 

nach geeigneter Umn1.l.lllerieru.ng {A,P1 , ••• Pn} ein Basissimplex 
von lf • 

Bew.: Gelte o.B.d.A. 
Ji.tpov P1 ••• VPn„lf ~ 
welchen gilt: 

k:j,P
0

, also .A 4 T,, •• 
es existiert ein Index m mit O "- m <.. n-1, für 

A4POV P1V ••• VPm=:T""A AEPOV P1" •• VPmVPm+1'":lfm•-1. 

A E 7T n, V p 1 ='* 3 X € 7rm mit A E X V p 1 ; wegen A t irm gilt A,j,X, also m+ m+ 
:Pm+

1 
E X VA =9 Pm+1 E. lrmV A. Insgesamt gilt: 

P
0

, ••• Pm' Pm+'l l € P
0 

V ••• V Pm VA =9 P0 V ... V Pm+ 1 c P0 V •• ,Vpm VA • 

.Andererseits gilt: 
P

0
, ••• Pm, Al E. P

0
V ••• VPm+1 =9 P

0
V ••• VPmVAcP

0
V ... VP~1 ., 

Es gilt somit lf'"V P '1"' lf"' V A. m+ 
Die Punktmenge tF

0
, P1 ... Pm, A, Pm+2 , .u Pn) bestblmrt dieselbe 

Folge von Unterräumen 
'----------,---' 

Tm 

irm+1 

wie die Ausgangsmenge, also ist auch die obige Punktmenge ein 
Basissimplex. Da es nach Bem.(c) bei den Punkten eines Simplex 
nicht auf die Reihenfolge ankol!llllt, kann man die Indizierung wie 
behauptet wählen. • 
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"Austauschsatz": Existi.ert im projektiven Raum lf ein 

Basissimplex Sn= tP
0

, ••• Pn} und ist Sk= {A
0

, ••• ,¾} ein 
Simplex in Y, so gilt: 

(1) k "'n 
nach geeigneter Um.numerierung ist [A

0
,•••¾, Pk+1 , ••• Pn} 

ein Basissimplex von tt. 

Bemerkung: 'Wir sagen kurz: Wenn in einem projektiven Raum lf ein 
Basissimplex existiert, dann ist kein Simplex länger als dieser, 
und jeder Simplex läßt sich zu einem Basissimplex von T ergänzen. 

Bew.: Wir führen ihn durch vollständige Induktion nach k. Für 

k=O ist s0 = {A
0

} ein Punkt; da in Tein Basissimplex existiert, 
gilt 7T "' und n 2' 0; also gilt k t. n. Die Aussage (2) ist für 
k=O gerade die Folgerung 1. 
Induktionsannahme: Die Aussagen sind richtig für k-1, d.h. 

k-1 '= n und { A
0
,. .. ¾_11 Pk, ••• P nJ ist nach geeigneter Um

numerierung ein Basissimplex von ll". 
Induktionsschluß nach k: sk= {A

0
, ••• ,¾]ist der gegebene 

Simplex. Zu ( 1) genügt es k-1 '-- n ( ~ k ~ n) zu zeigen: 

) k-1"'n, d.h. { A
0

, ••• ¾_1] ist nach Induktionsannahme 
ein Basissi:rrplex von 7r =* ¾" A

0 
V ••• V ¾-1 : Widerspruch zu 

{A
0

, ••• ,¾} ist ein k-Simplex. 

Zu(2): Es gilt: ¾ 4 A
0 

V ••• V ¾-1 } ~ 
¾ f 1f = A

0
'/ ••• V ¾-1 V Pk V ••• V Pn (nach Induktionsannahme) 

es existiert ein Index m mit k-1 {o m 6 n-1, für welchen gilt: 

¾4 A
0

V ••• V ¾_1 v Pk ••• V Pm=:lfm(für m=k-1 soll das bedeuten& 

4A0V ••• V¾_1 ), ¾E A0V ••• V ¾_1 VPk ••• VPmVPm+1 "':lfm•~ .. 
., irrnv p m+1 (.). 

Demnach existiert ein Punkt XE 1r"' mit ¾e XVPm+1 • 

Wegen XE r;._¾4 irrn gilt ¾'l'X, also Pm+"1 6 XV¾=> Pm+1 6 Ti"' V\:· 
Nach Definition von ll"' liegen in l"'V ¾ auch die Punkte 

A0 ,···¾-"1' Pk, ••• Pm. Insgesamt gilt: 

Ao, ••• ¾-1' Pk, ••• Pm' pm+1IElfrnV\:=9 lf'H~ c ir"'V ¾· 
Andererseits gilt: 

lL P P A_ 1 'fm~ 1 ~ lf"'V A_ C 7rrn<>1 
' • • • -.lt-1 ' k' • • • m' -ic E. --k • 

Insgesamt gilt daher: Tim V¾"' 7rm·~.,.1\ V ••• V ¾-1 V Pk••• V Pm-1 V~-



- 178 -

Wir haben also ebenso wie in Folg. 1 den Punkt Pm+'! gegen~ 
getauscht u.nd wie in Folg.1 ist einzusehen, daß 

{ A
0

, ••• ¾;_1 , Pk' ••• Pm, ¾:, Pm+2 ••• Pn} ein Basissimplex 
von~ ist. Da man nach Bem. (c) die Reihenfolge beliebig ändern 
darf, kann man die Indizierung so wählen, daß 

{ .A.
0

, • • •¾;_1 , ¾;, Pk+1 , ••• P n} ein Basissimplex von lT ist • • 3) Existiert im projektiven Raum~ ein Basissimplex Sna{P
0

, ••• Pn1 
u.nd ist sm. {A

0
, ••• AJ ein weiterer Basissimplex, so gilt n=m. 

Ist umgekehrt in Tein Simplex s1- {A
0

, ••• ,Ail gegeben mit l•n, 
so ist s1 ein Basissimplex. 

Bew.: (a) sn ist Basissimplex u.nd Sm ist ein beliebiger Simplex 
in lf , also gilt nach Folg.2: m"' n. Umgekehrt ist sm Basissimplex 
u.nd sn ein beliebiger Simplex in lr : n fc m. Somit gilt n=m. 

(b) (ind.) 3 PE lr mit Pf A1 V ••• V An=} { Ar••An,P} 
ist Simplex in 1 der Länge n+11 Widerspruch zu Folgerung 2 • • DEB'.3.2 b~ Unter DimeMion verstehen wir eine globale Abbildung 

dim: Menge aller projektiven Räume -{-1, O, 1, 2 •••• J v {-J, 
die folgendermaßen erklärt ist: 
dim lr =-1 ~ 1r "'Üo 

dim 1r "'n mit n "0~ in l existiert ein n-Basissimplex. 
dim tt „ oo A 1f 'i' lf0 und T enthält keinen Basissimplex. 

Bemerkungen: (a) dim ist eine Abbildung, denn jedem projektiven 
Raum wird nach Folg.3,(a) eine eindeutig bestimmte Zahl oder das 
Symbol oo zugeordnet. 

(b) dim lf0 "'-1 <==7 lf ~ Ta • 

dim 1f =0 ~ lr besitzt einen 0-Basissimplex { PJ 
<?=> lf ist einpunktig. 

dim i =1 ?=i lf besitzt einen 1-Basissi.mplex {P ,P-1J 
F> lf "'1°0VP-1~ 7f ist eine projektive Giraa.e. 

dim T „2 <i=a> "IT besitzt einen 2-Baaissimplex {P
O 

,P1 , 
p 1 

Alf „to V P1 V P 2. ~ 11' ist eine projek
tive Ebene. 

dim f > 2 ~ lf „p0 V P1 V ••• V Pn.J. wobei {Po .J.•••Pn} 
ein n-Basissimplex mit n ~ 3 ist ~ die Geraden-!' o V P 1 und l':i. V P 3 
sind windschief (sonst wüxde p 3 , P 0 VP1 VP.1 gelten) ~T ist 
desarguessch. 
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( c) Fü.r dim 7T cl< c,o sehre i ben wir dim 1T < = und 
s::i.c;en ist "ernllichdimensional ". J?ür ffo oder einen projektiven 
Raum 7: mit dirn1=n <'.oo schreiben wir Lf. irn (-11:.n i..oo). 

(d) Die projektiven Räume mit dim lf =ao kann man in 
Klassen unterteilen. Man braucht dazu allerdings eine erweiterte 
Si~plexuefinition und den Begriff der l'llichtigkeit, der es ge
stattet, verschiedene Typen von unendlichen Nengen zu unter
scheiden. 

LJ.) Ist lf ein endlichdimensionaler projektiver Raum und lf1 ein 

Unterraum, so ist 111 endlich dimensional und es gilt dim T.i b. dim lr ; 
r:;ilt dim lr1 "' dim lf ~ lf-1 = lf. 

Bew. : Für 7r"" lf O trivial; gelte i. f. lf * lf0 und daher dim 1r =n "'O. 
Gilt lfo \'=l> dim li,1 =-1 Sc n. 
Gilt lT_,'1' 1T0 ~4 6 il-1; um über dim lT:, etwas aussagen zu können, 

brauchen wir einen Basissimplex von lf~ • Wir erhalten einen 

solchen durch folgen.cle 
: caA; gilt lTA

0
"' 111 1 SO 

F, mit A1~A
0

; gilt 

deren Fall 3A2E.')21 mit 

Konstruktion: 
ist man fertig. In jedem anderen Fall 

A
0
V A1= lf1 , so ist man fertig. In jedem an

A2 t A
0

VA1 . gilt A
0

V A 1VA2 =ft11 so ••• usw. , .. 
Dieses Verfahren bricht spätestens bei einem Punkt An ab, da 

sonst {A ,A 0 ••• A +~} ein Simplex von II wäre, dessen Länge größer o , n , 
als n+1 ist: Widerspruch zu Folg.2. Also existiert ein Index m 

mit m 1c n und Sm= l A
0 1 A1 , Ami ist ein Basissimplex von T, ~ 

dim "'m 1,,. n. 

Gilt insbesondere m=n, so ist nach Folg.3 Sm auch ein Basis

simplex von lf ==> lf,1 =<A
0 

V ••• V Am"' II 

5) "Dimen.sion.ssatz": Sind lf1 und lf2. zwei Unterräume des endlich -

dimensionalen projektiven Raumes l, so gilt: 

dim lr1 + dim12.= dim (lT1 nli;_) + dim (T.Vlf.2.)• 

Bemerkur.cg: Es treten nach Folg.4 hierin nur Zahlen aus {-1,0,1 ~ 
auf, also ist die Addition sinnvoll. 

Bew.: Fall 1:lf,nlf2. 9' 1 0 ; nach Folg.4 gilt dann dim(ll1 nlf,.) =:d;;, 0 

und lf1 n lr„ besitzt einen Basissimplex Sd= tD
0

, ••• Dd} • 

Nach Folg.2 kann man sd_ ein Simplex in Ti - zu einem Basis-

von 111ergänzen: sd+s,,. {D
0
,. •• Dd ••• A

8
1 =,> dimlT1 "' d+s. 
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Ebenso ist 3d ein Simplex in lf2 und kann zu ei:c.em Basissimplex 

von Ti1 ergänzt werdem ::_;d+t,,. {"D
0
,. •• Dd, B1 , ••• Bt} =1 dim T:1 =d+t. 

Wir wollen zeigen, daß die Punktmenge 

{ D
0

, ••• Dd, A1 , ••• As,B1 , ••• BJein Basissimplex von lr"Vlf2 ist. 

Da V assoziativ und ko=utativ ist und P V P=P gemäß Def.3.1c 

gilt, folgt: D
0

V ••• Dd V A1 V ••• V A
5

V B1 V ••• V Bt"" 

•(D0 V ••• V Dd VA1 V ••• VA5 ) V (D
0

V ••• VDd V B1 V ••• V Bt) .. 111 Vlf2 

(die in den Klammerausdrücken stehenden Punkte sind Basissimplices 

von lf1 bzw. lf2 ). 

{ D
0

, ••• ,Dd,A1 , ••• A
5

,B1 , ••• Bt} ist ein Simplex: 
Für die Punkte D1 bis As ist klar, daß sie nicht im Verbindungs
raum der Vorgänger liegen, denn {,D

0
, ... Dd,A,p•••AJist ein 

Simplex. Zu zeigen ist noch 

B1 ~ D
0

V ••• VDdVA1 ... VA
8
yB1 V ••• VB1_1 für 1"'1, ••• t (für 1"'1 

,,.. v_ kommt kein B. rechts 
°' II =:l J 1 vor). 

(ind.) B~Elf1:Tl'"+~~€lf1AJY1;if mit_~1:x_vY:_es gilt Bi:Y, 
denn B1 1st mcht 1n Tl enthalten, da S ein oimplex und 1" ein 

Unt;errawn des Verbindungsra~mes der Vorgänger von Bi im Simplex 
sd+t ist. Damit gilt: X"- Y V Bl =?XE 1f V Bl C 1r2 • 

XElf1 ,\ X.s 1T2 =I XE lf1 (1 lf,_ =-D V • • • V Dd ==; 
- 0 

B1 E l V\ c __ 5 111 n lf:..) V lT "'D 
O 

V ••• V D d V B1 V ••• V B1_1 : 

Elle V1f2 Elf 

Widerspruch dazu, daß {D
0 
••• Dd, B1 ••• Bt} ein Simplex ist. 

Damit ist sd+s+t,.\.,D0 , ••• Dd,A1 , ••• As'""i 1 , ... Bt} ein Basissi:nplex 

von lf1 V 11' 2. und daher gilt dim ( Ti,1 V 1T2 ) .. d+s+t. 

Wir fassen zusa=en: 

dim 1T1 + dimlr2 °(d+s) + (d+t) "'d+(d+s+t) = dir::t(J,nT, )+ciira(if,VT,.). 

]'all 2: lf1 n 1f2. -1f o • Wir wiederholen den obigen Beweis für d=-1; 

nun existiert kein Punkt Dj. • 
.Anwendungen: (a) In einem endlichdimensionalen projektiven Raum T" 
gilt für zwei zueinander kom12..lementäre Unterräu;:ne T1 und T

1
: 

dim lr1 + dim lf1 "' n-1. 

Bew.: Für komplementäre Unterräll.tle gilt:lf1r'llr2_ .. ~J\ lf1 VlT2•1f ~ 
dim ( li~n 1f 2 )"'-1 und dim (1"1 V lT 2 )an. Dies eingesetzt in den 
Dimensionssatz ergibt die Behauptung. 

• 
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(b) Die Hyperel:>enen eines n-dimensionalen projektiven 
RaUZies sind genau die Unterräume der Dimension n-1, 

Bm·1.: (a) Ist lf"' eine Hyperebene 1 so ist sie Komplement eines 
Punktes A und mit dim 1fA "' O folgt dim 1f" = n-1 aus dem Dimensions-
sat z. . 

(b) Ist lr1 Unterraum mit dim lf1 =n-1, so existiert in lr1 ein 
Basissimplex {Po 1 ••• Pn-1 t, der zu einem Basissimplex {P

01 
••• , 

P,,_, ,Pn} von 1f verlängert werden kann. Damit gilt 11.,, V Pn „ 1r 
u..:r:d T 1 " 7T p 

O 
= ~ 1 sodaß lf1 eine Hyperebene ist. • 

(c) In einem n-dimensionalen projektiven Raum ,rn 
(2;, n '- =) c;ilt für den Durchschnitt von 1 Hyperebenen ll";_(241'on): 
iim ( ir1 n TT2 ••• n IT1 ) ~ n-1. 

Speziell für n"'l folgt daraus: Je n Hyperebenen in einem lr" haben 
mindestens einen gemein.samen Punkt. 

i3ew.: (Induktion nach der Anzahl der Hyperebenen): 
Zunächst für 1=2: 

iim(ii, /\ II L) =dim Ti, +dimll,_ -dim(T 1 Vtli. )?>n-1 +n-1-n m ll-2, 
"----v--' 1--,,,----' ~ ___,, 

n-1 n-1 n oder n-1 
nach(b)!nach(b) 

Induktionsarlllahme: Für j (j<l) gilt: dim (1!'11 ••• (\lfj)? n-j. 
Induktionsschluß: dim (lf/4(\•••"lfjnÜJH) "'

1 

iir:i(7T1 " ... ,,·L, )+dimiTj.,-dim[(1f,.r, ... ,., lfj )VTi+,] :i.n-j+n-1-n•n-(j+1), 
---c-v--,--' ~ '--,_, ~ ~--- V ---"----''---1 

;;; n-j n-1 n oder n-1 

nach Ind. ann. il nach(b) 

• >) Seien 1f und lf' projektive Räume mit 2 1,, dim lf < o0 und ~: j2 - ,P,' 
,ine Kollineation (vgl.Def.3.4). Gemäß 3.4, Folg.3 gehört zu. 1l?. eine 
\1)bildune ~: u.lf - u.1f', die ein Verbandsisomorphismus ist. 

2- ist dimensioruitreu: dim lr1 = dim 1'1~ 

,e,,.: Speziell für lfi=110 giltli;,:ie=li;,nach 3.1+, Folg.3, also ist für 

Jr- uncl füldrnum die Dimension -1; e;elte i.f. T{l'U0 • Gemäß ]'olg.4 

st Ta emllichdimensional und besitzt einen Basissimplex tP 
O

, •• • Pk J, 
lso "' P V ••• V Pk. Da 'äe, Verbandsisomorphismus ist, gilt: 

0 L 

1 .i: =: Ti,' ,. (P
O 
V ••• V Pk ):;z_ "'P 

0
?R... V ••• V Pkae.., 

0oraus dim T1 " k folc;t. T 1
1 ist also endlichdimensional und in ll,' 

,)dstiert ein Basissimplex i Q~ ••• Q1~J mit k 1 ~ k. Wiederholen 

'ir obic;en Schluß für ae.-\ so ergibt sich: dim 7f1 !: k 1 • 

nsgesamt gilt: dim 114 =dim'11;. • 

'emerku.ngen: (a) Speziell für lf„1f folgt: diml\adimU', da i. bijektiv 
st und daher lf;ie,"' lf' gilt. 1 
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(b) In Def .3.1+ wurde eine KollineB.tion J>: ,P.. - ,P... 
durch (I), (II) und (III) definiert. wir zeicen nun: 1:c1r 
dimll >=dim1\"' L.oo gilt: (I)A(II)=7(1II). 

Bew.: (ind.) An,_n;eno=en zu den nicht kollinearen Punkten A,B,C 11: -F
sind die paarueise verschiedenen Bildpunl:te A;R_ , B 2'2-, C;:,,J, 1 E ,p,' 
kollinear, also Ca:<'Aa,::_VBd<.,, (*). Der 2-Gimplex {A,B,C} in T 
kann nach Folg.2 zu einem Basissimplex {A,B,C,P3 ••• Pnl in Tl 
verliingert werden, also eilt: lf = AVBVCVP3 '.1 ••• V Pn • Daraus 
fo]:.gt:, , ('J 
li;,e =lf cA;;eVBJNC&2/P3 3€V ••• V Pn;,e"' Ac12VBJ>?VP3 ~lt ••• VPn;.e ~ 
dim lr' b n-1: Widerspruch zur Voraussetzunc;. • 

Speziell für Selbstabbildungen eines endlichdimensionalen 
projektiven Raumes c;enlie;b es somit (I) und (II) zu ü'oerprü.fen, 
um zu zeigen, daß eine Kollineation vorließt. 

7) Nach 3.6, Folg.5 gilt: PGL(T,,.) c PGL'(II,). Wir zeigen m:c..'1: 

Ist Dk. endlichdimensional so gilt: PGL~iJ "'PGL 1 (üi:1:_J oder anders 

formuliert: In endlichdimeru;ionalen Desarguesräumen ist eine 

Kollineation gen„'lu dann projektiv, wenn ihre Beschränkung auf 

eine Punktreihe projektiv ist. 

Bew.: Es genüct PGL1(1;,'._)c PGL(ri;_) zu zei6 en. Ist a<?. E PGL 1 (r;:J, 
so ist zu zeie;en, ä.aß JR. eine projektive Kollineation ist. 

;;ie,fPGL'(f~~)=]e;EGj mit ae/p 9 ist Projektivität. Wir spannen 12'3 
durch zwei Punkte auf: 1J 9 ""P

0
V Pr Nach 3.7, Folg.2 kann der 

1-Simplex {P
0

, P1} zu einem Basissimplex {P
0

,P1 ••• _Pn~ von ir;._ 
ercü.nzt werden. Wir bezeichnen: P

0 
V P

1 
V ••• V Pj=: ·i[J (1 "j f. n). 

Nach 3.6, Folg.5 existiert eine projektive Kollineation :,;- e: 

PGL(1f;:,_) mit 2€IRi'''tlF'l, also ct'.;( 1 /F 1
"" Lu,. Es existiert also eine 

projektive Kollineation A1 (= 6 -') mit oe7t,flf1 =Lira• 

Indu.ktion.sannu.hme: Es existiert eine projektive Kollineation 

:\;:,P.-1,2. mit ;,:::71.jfli·i,., LliJ (j" n-1). 

Behauptunc;: :];\
1
'"EPGL(lf~) mit a:.!lj,a / lf1" 1 

"'L1ri•1. 

Induktionsschluß: Falls ce11Jl11l' 1 
'-"Lli;,, gilt,setzen wir Aj.,"'Aj; 

sonst existiert ei:r_i. J)unk t X E 1f1"1 mit X a? )c i • : X' , X 

( = X -f TJ A X' ,t lf 3 ) • 

Schritt 1: Gelte X 1t 1ri•1_ Nach 3.5,Fole;.2 existiert eine per

spektive Kollineation 1l : 'F- -,p. mit ri, I lP = L 1r J und .X' ,-.1... X. 
~ 1-i+,1 -j•1 

~ 1\. a 7l II ist eine Autokollineation von U ; 

X<flfj =:,{P
0

, ... P1,x} ist ein Simplex von -p>1 mit der Länge 
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j+1 '"~' I_ P ••• Pj, Xj ist ein Basissimplex von 11J·1 ~ i-i V X = 11i·: 
L o . · 1 

Nun ist l:t''~X 1~ - lfJ;;;_\~ V Xae>--it - 1PVX = lj' . 

Für X' E fiH setzen wir ri:= L,r, 

Schritt 2: Falls 3€11.j'l l lT i• 1 
"'Liri" gilt, setzen wir Aj,.~-

:= ,\. 1 '] ; sonst exis tie_rt ein Punkt Y E 111+1 mit Y ze ,\ 1 ri_ = : Y":t=Y 

( ==:> Y f. lf i " Y" ,i rt 1 /\ Y" E ,r a H ) • 

~ ::\ 1 ~III j+-1 ist also eine perspektive Kollineation mit der Achse 

ui (da .:ie">-- 111 I n-i =Lril gilt und lfi Hyperebene in II i• 1 ist wegen . 

Pj+1 e.i1.1mit Pj+1 4 lf 111 Pj+1 V lf 1 = lf_iH ); das Zentrum Z von .:e,Ai1prjd 
liegt auf YY" mit z * 1 Y,Y"; z E 11 J• 1 

• 

Nach 3.5,Folg.2 existiert eine perspektive Kollineation ;,. : ,P. -,p, 
mit Zentrum Z und Y" .,__... Y und f- 1 Ti~ ., Lir J • Es gilt: 

t-cllTi' 1
€ PGL(z,1ri) (nach 3.4, Folg.5 und wegen Z e.,ri")} ='> 

JeAj"[l 1 l' 1 
E PGL(Z,ifl) 

=?'le-A-i1ct\1T 1
de PGL(Z,lfi). Außerdem leistet 32-AJ1lf'l- 111 1' 1 noch: . 

Y "1,,~ Y" ..X- Y( 4 fi , * Z). Nach 3.4, Folg.6 ist .ae,,\ 1~01lf 1+
1 

notwendig die Identität, da diese perspektive Kollineation außer 
dem Zentrum Z noch den Fixpunkt Y besitzt, der nicht der Achse 
angehört. Ajd : = Ai'lt"-: P,-iZ ist als Produkt der 

projektiven Kollineation Aj und der perspektiven Kollineationen ~,f
eine projektive Kollineation mit ""-Ai,11 ui' 1 

= Lifi+• • Nach dem 
Induktionsbeweis existiert i\ne PGL(lf D:) mit oeitJfi"= L;rn=* 

~ -e. - :x_;~ « PGL(ü~). • 

Bemerku_"lg: Bei dim 11 =oo führt cler Induktionsbeweis nicht auf ein 
Produkt von endlich vielen Faktoren (also nicht auf eine projektive 
Kollineation). Für unendlichdimensionale projektive Räume ist die 
Behauptll.nß falsch (ohne Bew. ). 

Wir wollen nun einen zu Satz 1.9 analogen Satz für endlich
dimensionale Räume herleiten. Dazu ist es zunächst notwendig, den 
Begriff Viereck zu verallgemeinern. 

DEF.3.7 c: Unter einer Fundamentalfigur in einem endlichdimensionalen 

projektiven Raum 11"(12,) (1 !: dim lr=:n <. oo ) versteht man 

eine Menee von n+2 Punkten aus ·12,, von denen je n+1 einen Basis

simplex von 1r bilden. 

Bemerlruneen: (a) Ist t Ao' ••• An' An·H } eine Fundamentalfigur 
in T , so ist z.B. { Ao, ••• An } ein Basissimnlex 
von 7r und Ao VA, V ••• V An-1 =<:lf w ist wegen An ,t 
4 :r "1f„V A,, ,. lr eine Hyperebene von lf • Wegen 
A "w ~ 1r.., ist die Gerade (A,., V A ,., ., ) nicht in 11..., 
enthalten, daher ist nach 3.2, Folg.5 der Punkt 
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A:"' (An V An+'l ) n lf"' eindeutig bestimmt. 

Die Iienge { A
0

, ••• An-'l , A 1 ist eine Fundamentalfigur in lf w • 

Bew.: Es ist zu zeigen, daß je n Punkte der rlei;ige einen Basis
simplex von Tlw bilden. Läßt man A weg, so ist {A

0
, ••• A

0
_ 1 J nach 

Definition von Ti0 ein Basissimplex von lfw • Werde nun der Punkt 
A1 weggelassen; es ist zu zeigen, daß f Ao, ••• A1 _, , A1 • 1 , ••• A •• ,, 
ein Basissimplex von flwist. Keiner der Punkte Ao,•••Ac·< ,A , •• 
liegt im Verbindungsraum seiner Vorgänger, denn {A.,.. l 
ist ein Basissimplex von"~· Daaj_t fehlt nur noch: 
A~ AoV ••• V:h:1-1 V AH V ••• v-4,,H =-: lf. 
(ind.) A "- 1r ·==> A VA n c r V A •• Wegen der Konstruktion von A 
gilt I A E An V f':.n,1 und wee;en A" lf..., A An 4 11,,,., gilt A;,.A. 0 , sodaß folgt: 
AnH•AVAncivA0 , d.h •. An,1•AoV••• A1-,VA,,1V •• VAn-,V An: 
Widerspruch dazu, daß mit der Fundament':'lfit;;m' { , • ~. ,A ..,,,) dia 
P1.uJ1:=~m~nge ~ Ao,•••At., , A,>< , ••• A ,.,,.} ein ~imR~ex sei1;1 muß. 
Damit ist {Ao, ••• Al-1 'Al'1 ,. •• An·<' Al ein 0:u:iplex in 1L, 
der Länge n-1, also nach 3. 7, Folg.3 ein Basissimplex von II w • • (b) Jeder n-dimensionale projektive Raum mit 1'-n-<""" 

besitzt eine Fundamentalfigur. 

B . lf De.\ . ' l h • " • t: . t . B . . 1 { A l ew. : dim =<n =* in i\ exis vier ein as1ss1n:p ex -" ••• A „.1 • 
Wir bezeichnen: AcVA..,V ••• VA,=:ü' (1.:.lsn). Auf der Geraden 
existiert nr1.ch Axiom E ein dritter P-,mkt 1, tl A =d { A 

O 
,A1 

ist eine Fundamentalfigur von 7r' AaYA=A,V "'· 
Induktionsannahme: Im Unterro.um existiert ein :F1.1.n..1.:t X so, daß 

fA 0 ,.. t ,XJ eine Fu...r1damentalfic;ur von ifl ist. 
Beh.: Y" if 1 ·' so, daß l A0 , ••• ,A1.. 1 , Yi eine Fundamentalfigur von 

111.· 1 ist. 
Induktionsschluß: Da {.Ao•••An~ ein Simplex ist gilt A 1.•; <\ lt 1 1 woraus mit X eo fil folgt: A"' *X· Auf der nach I, eindeutig 
bestimmten Geraden Al• 1 V X existiert nach .Axiom E noch mindestens 
ein dritter Punkt Y * IA 1., 1 , X. \.iir wollen , daß { A o,- r .A._ • ., 
Y} eine Fundamentalfigur von ·i:1· 1 ist. Läßt man wec, so ist 1A., ••• , 
A1,;l ein Basissio.plex von ii td nach Deficitioµ von p,, . wir 
lassen nun den Punkt Aj weg und zeige::1, daß tA • .J. •• _.A 1., 1 A,., ••• , 
A,, 1 , YJ ein Basissimplex von 111" ist. Von den funkten A O , ••• , 

Aj-1, AJH, ••• Al. 1 ist keiner im Verbindungsraum sei1!_er Vor
gänger enthalten, denn { Ao,. •• Av, 1 ist ein Simplex in ll 1.-~ 

Da.mit ist nur noch Y<1 ~v ••• VAi-• V Ap 1 V ••• V A 1\/A„11 nachzuweisen. 
'------~-------' 

=: lf 

(ind.) Y" 1f ._A 1 , 1 "' IT ; wegen XE. Ab 1 V Y =>X fc- 1f 
X Elf 1 X,"1fr,'if 1 =(ir1VA1.,1 )ri 1 1 , 

• Außerdem. gilt 

das modulare wobei ,d·l. gilt. Nach Satz 3.1 gilt im Verband 
Gesetz: 
lr~<-1h ~ (lf,V\\1 )n 1f., "'T"V' (lfi. n u~ ). ~a. A-b 1 
Simplexeigenschaft von lAo ••• ,Al},gilt: 
(T,VA 1.,)nlf 1 - «1V(Ab

1 
nlf')=T,V1i,,=lf,. 

„ T
0 

wegen der 
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I1;1.sc;esa::1t fol~t also: X•1T1=A~V ••• VA}_,VAj,1 V ••• VA 1 : 
ihderspruch, aenn nach Induktionsannahme ist l A 0 , •• , A 1 , X 1 
e~r.eyu.n:la.'1103?-talficur, womit aber {Ao 7 ••• Aj-1 1 Aj,,, ••• A1 , XJ 
ein Simplex ist, d.h. X~A 0 V ••• VAj-1VA1, 1 V ••• VA 1 • 

Da.CTit ist lAo, .. 1 Aj-1, Aj11 r••,Ai ?YJ ein Simplex von lft,, der 
Lfu,.ge 1+1 und da.t1er nach Fo r;. 3 ein Basissimplex von 1f H. • 
8) Ist Vk ein endlichdimen.sionaler Desarguesraum (2 !. n " = ) , so 

operiert PGL(fl><.) transitiv auf der Menge der Fundamentalfiguren 

des Raumes. IstTi:Dc- ein endlichdimensionaler PP-Raum, so ist jede 

projektive Kollineation, welche die Punkte einer Fundamentalfigur 

einzeln festläßt, notwendig die Identität, und PGL(npp) operiert 

scharf transitiv auf der Menge der Fundamentalfiguren. 

Bew.: (a) Für n=2 besteht eine Fundamentalfigur aus vier Punkten, 

von denen je drei ein Dreieck (=Basissimplex der projektiven Ebene) 

bilden; also ist eine Fundamentalfigur ein Viereck. Nach Satz 1.9 
ist PGL(7r1.) viereckstransitiv. 

Induktionsannahme: Für dim ir;:1 
=n-1 ist PGL(li]),) 

Menge der Fundamentalfiß,11:en, die in lf k aus n+ 1 

Induktionsschluß von n-1 nach n: 

transitiv auf der 
Punkten bestehen. 

In tf~ seien die Fundamentalfiguren {A
0

, ... An+11 und {A~ ••• ,A~+11 
geseben. :2s ist zu zeigen, daß ein a;:E: PGL(r;,'.) existiert mit Ai ;e-

=Aj (für j=O ••• n+1). 

A V ••• VA ,,,=:liw und A' V ••• VA' 1 =:llw, sind Hyperebenen in 1.:; • o n-, o n- ~'-
Nach 3.5, Fole;.2,Anw.(o.) existiert stets eine perspektive Kolline-

ation .3?..-,: r; ... - ir.;;_, mt lf"' ;e, => lf _.; • 
Wir dürfen daher i.f. lfw =\\"', voro.ussetzen (wir denken uns <R 1 bereits 

durchc;eführt lli'.cl. kel11:en zu den alten Beziehu!Jßen zurück). Wegen 

der Ei0 er.J3chaften von ;:ie~ sind clann { A) und t Aj 5 wieder Funda
mentalficuren. 

Nach Bemerkung (a) nach Def. 3. 7 c ist 

{A
0

, A1 ... An_1 ,A} !llit A:=(AnV An+1 )rilfw eine Fundamentalfigur in 

Tt...,; e"::Je:csolches gilt ffu, \_A~, A1 ... Ar'i__1 , A'J mit ~:=(A~VA~+1 )nlfw'• 

Es gilt dim ll'w „n-1, also existiert no.ch Induktionsvoraussetzung 

eine projektive Kollineation ;e_,..ePGL (lL.;) mit Ai.ie„=A;_ (i"'O, ••• 

n-1) und Al:..-..A 1 • ;(', ist Produ.kt von endlich vielen perspektiven 

Foll.lmwtionon üor Hyrorobena lr..., nt\f sich. Da nach Voraussetzung 

dim 1T ~ 3 gilt, Lilit sieb nach 3,5 9 .l!'ole;,2,Anwendung (c) jede per

:Jpelctive Kollineation d.er Hyperebene 1[.., stets zu einer 

perspektiven Kollineation von K fortsetzen, also 
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kann man insbesamt auch die projektive Kollineation 3ei zu einer 

projektiven Kollineation il-.2. von lf:P<A fortsetzen. Wir denken uns 

wieder A2. ausgeführt und kehren zur alten Beschriftung zurück, 

sodaß nun gilt: Z 

Ai=AI (für i~o ••• n-1) und A=A'. 

Da Ai kollineare Lage erhält und bijektiv ist, 

sind An, An+'1' A pw. verschieden und kollinear 
und ebenso sind A 1 • A 1 

1 
, A • A' pw. verschieden und n• n+ 

kollinear. Wir haben nun dieselbe Situation wie in 3.5, 
Schritt 3 und 4- 1 wobei A=-A' zu ersetzen ist durch U=-U'"; 

durch O 0 111
• A I durch E.E ''~ 

• ' • n+1 ' 

A' n 

Es existiert also eine projektive Kollineation &,ePGL(~,;), die Tw 
punktweise festläßt und An-;R,?, =<A:i und An+'1 a:: 3 =A~+'1 leistet. 
~ = Je,A„.:;e3 ist Produkt von projektiven Kollineationen von II;_ , 
also eine projektive Kollineation mit Aj ~"' Aj( j „ O, ••• n+1 ) • 

(b) Für n"'2 ist gemäß Satz 1.9 eine projektive Kollineation einer 

PP-Ebene, welche die Ecken eines Vierecks einzeln festläßt, not
wendig die Iden-t;ität. 

Induktionsannahme: Die Behauptung gilt für 111'i' mit dim 

Induktionsschluß nach n: 

{ A
0

, ••• An-'1' AJ ist eine Fundamentalfigur in der Hyperebene 
7f..,,,,A

0
V ••• V An-'1 (nach Bemerkung (a) nach Def.3.7 c), und ae. 11[.., 

läßt die Punkte A0 ,A1,•••An-1 aber auch A fest: 

1i,.,i =A ~ V ••• VA 3i. =A V ••• V A 1 = ll w A o n-T- o n-
A<R.=[(A VA 1 )nifw]~"' (A <R.. VA J?)n iiw.ie,. (A VA 1 = A. n n+ n n+'r- n n+ 
Für .1cJr"' gilt also nach Induktionsan.l1B.lJ.me ~ l11"' "' L , ;e. ist eine 
perspekti ve Kollineation in lf mit der Achse • Da Je zwei Fix

punkte An<R- "'An und An+1;:e =An+1 nicht in 11..., besitzt, folgt nach 
3.4, Folg.6 dann ~= L. 

(c) Aus (b) folgt die scharfe Transitivität von PGL(T~) auf der 

Menge der Fundamentalfiguren. Seien ,;,1,,cic, f PGL(lf;~) projektive 

Kollineationen, die beide eine .Fundamentalfigur {.Aj1 in eine 

Fundamentalfigur {Aj 1 überführen: Af2t =<AJ für j„O,... um 
1"'1,2. 

• 
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SATZ 3. 7: Ist l ein projektiver Raum endlicher Dimension, so er

hält jede Kollineation die Dimension jedes Unterraumes. 

In jedem Desarguesraum endlicher Dimension sind die projektiven 

Kollineationen genau jene Kollineationen, deren Beschränk:u.Dg auf 

Punktreihe projektiv ist, die projektive Gruppe operiert 

transitiv auf der I-lenge der Fundamentalfiguren und scharf 

transitiv, wenn PP gilt. 

3,8. Der duale projektive Raum 

Sei i.f, 1r ein projektiver Raum mit dim1r~ 2. 

Nach 3.2 ist der Verband uÜ der Unterräume eines projektiven 

Raumes lf "'{'f2, 6], I;I1~r2 ,E} komplementiert. Jeder zu einem Punkt 

komplementäre Unterraum ist eine Hyperebene (Def.3.2). Wir fassen 

jede Hyperebene als Grundelement einer neuen Inzidenzstruktur 

auf und bezeichnen sie als "Kopunkt"; die Menge aller Kopunkte 

heiße ,P.*. Jeden zu einer Geraden komplementären Unterraum be

zeichnen wir als "Kogerade", wenn wir ihn als Grundelement der 

neuen J:r,_zidenzstruktur auffassen; die Menge aller Kogeraden 

heiße 0 '". 

Die neuen Auffassungen dieser Unterräume bringen wir auch in 
der Be zeichm.1nc; zum Ausdruck: 
Fassen wir eine Hyperebene als Unterrawn von ir, also als Punkt
menc;e auf, so schreiben wir 11°', betrachten wir sie als Grund
element, so schreiben wir_1X.(kleine c5riechische Buchstaben). 
Ebenso bei den Koe;eraden: 11 :i:: oder I. (große griechische Buchstaben). 

Es fehlt noch die Definition der (Ko-)Inzidenz I* c 'R.'" "S) *. Es 
gelte: 

I* ist also mit Hilfe des projektiven Punktrawnes lf ('R) erklärt. 

"', (:\ *, I*} ist nach 1.1 eine Inzidenzstruktur; sie heißt "die 

zu !\ duale L"lzidenzstruktur". 

Bemerku_11gen: (a) Kopunkte sind als Punktmenge aufgefaßt genau 
die Hyperebenen. Setzen wir 2 1. diml =n"""' voraus, dann Q;ilt: 
Ein Unterratun lf, E uT ist c;enau dann Hyperebene, wenn gilt: 

=>n-1 (vgl.3.7, Folg.5, Bem.b) ). 
(b) 2 1. dim \1 =n .: 00 : Die Kogeraden sind aufgefaßt 

als Punktmengen genau die Unterräume der Dimension n-2. Jeder 

Schnittraum zweier verschiedener Hyperebenen hat die Dimension 
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n-2; ist UIIl(';ekehrt lT1 ein Unterraxtm der Dimension n-2, so existieren 

zwei verschiedene Hyperebenen tf"', 1f /', mit T, = if,,_ n 1r13 • 

Bew.: (1) Eine Kogerade aufc;efaßt als Iynktmenge Ti: ist K_onplement 
einer Geraden 1T

9 
; für diese komplementaren Unterraur;ie cil-;;(nach 3.7, 

Folr,;.5,Anw.a) dimlf;;+dimlf9 "'n-1, woraus cit dim 11"3 =1 folgt 
dimlf:r:=n-2. _ ,k\.,.n 
(2) 7rr sei ein Unterraum mit dim II;; =n-2 ~ in lr.i: existiert ein 
Basissimplex {Po,•••Pn-L5 und dieser läßt sich nach 3.7, Folg.2 
zu einem Basissimplex von 1i erc;änzen: {Po, ••• P„l~Pn+Pn-1, also 
ist Pn V P n- 1 eine Gerade. L ist eine Kogerade, cta l ::r komplementärer 
Unterraum zu Pn V P n -1 ist: 
li;i:V(P..,_1VPn) = (PoV ••• Pn-2)V(Pn-1VPn) ,.lf; 
tt;;n~P,,_,VPn)=,0, da nach dem Dimensionssatz gilt: 
dim 11 1 n(Pn-,VPn) = dimlf,:+ dim (Pn-1VPn) - dim[lr1:V(Pn-1VPn )] .. 
=n-2 + 1 - n • - 1 • 
(3) Sind lk, ir,,, verschiedene Hyperebenen, so gilt lf" V lrl!> ,. lf und 
daher nach dem Dimensionssatz: 

.dim (1r°'n1fo) = dimll"'+ dimlf,,, - dim (11"'Vlf1,) = n-1 +n-1-n=n- 2. 
(4)lfi: sei ein Unterraum mit dim1fL "'n-2; wir gehen wie in Be
weisschritt 2 vor und bezeichnen: 
P 0 V ••• VPn-1=: lf,," P 0 v ••• VPn-2VPn =: lr ..... 
Da es im Basissimplex {Pa, ••• Pn} nicht auf die Reiben.folge ankommt, 
sind""' und lifl Unterräume der Dimension n-1, also nach Bem. (a) Hyper
ebenen. Wegen der Simplexeigenschaft gilt 
Pn4:PoV ••• VPn-1=llv</\Pr,E ifß=P lo,'l'f,._,. 
Aus Ti,. ,,,po V ••• V P,,-2. folgt: lfz c I\"' /\ ili: <.. 1!"11 ~ lrz: cl"' n T"!. • 
Nach Beweisscb.ri tt 3 gilt: dim ( lf"' r. T,, ) nn-2 und nach Voraua
setzu:n.g dim lf,:=n-2 3 ·1d$0 ''J1 \lI"' II"'(\ Ur.,• • 
DEF.3.&i:Die Kopunkte bzw. Kogeraden eines projektiven Raumes l, 

der ein Dreieck entbält,sind die zu einem Punkt bzw. einer 

Geraden komplementären Unterräume aufgefaßt als Grundelemente. Die 

Inzidenzstruktur lf*= {f,1-"; Lr, I"} bestehend aus den Kopunkten um 
den Kogeraden von 1f , wobei ein Kopunkt « genau dann mit einer 

Kogeraden L inzidiert, wenn die Hypere bene T"' den Unterraum n l: 

enthält, heißt die zu 1r duale Inzidenzstru.ktur. 

Bemerkungen:(a) Ist Teine projektive l~bene, so ist jede H.;zperebene 
eine Gerade (vgl.Bern. (a) nach Satz 3.2); es gilt also -p:"• (1. 
Komplement einer Geraden ist ein Punkt, also ist ~ • .. 12 • g r• P 
bedeutet: Die Punktreihe n9 enthält den Punkt P, also PI g. Die 
in 1.1 definierte duale Inzidenzstruktur zu einer projektiven 
Ebene gliedert sich damit in Def.3.8 ein. 

(b) Da die Bildung des zu einem projektiven Raum T 
dualen projektiven Raumes nur dann von größerem Interesse ist, 
wenn dim lf< oa gilt, sei i. f. 7r endlichdimensional vorausgesetzt. 
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Folgerungen ( für 2 f dim 7T .(,. oo ) : 

1) In V* gilt r1 : Zu zwei verschiedenen Kopunkten D(,ß 1 +, € f.Z "' 
existiert genau eine Kogerade I, die mit diesen Kopunkten inzi
diert. 

Bew.: Eristenz: Nach Bem. (b) ist lf r.:"' lf""" ii5 ein Unterraum der 
Dimension n-2 und .r. eine Kogerade und es gilt: 
11 r. c 11.,_ ~ O(_ I"' r , 111 c 11 f', <=* ß 1 „ r . 
Eindeutigkeit: 3 r,rl" (;)* mit lf1.= Tt"'- nlfe.," Ur c lfo( A i\p c 1rr,=* 
=;, Tr C II"'- r, lir., '-"lf:c = 1fr c llr; 

da I und r Kogeraden sind gilt außerdem dim llr. =dimUr =n-2, was 

mit lfr c Ur. nach 3. 7, Folg.3 Tr •Tr nach sich zieht. • Bemerkung: Für die durch D(,ßl~-P,*, + eindeutig bestimmte Kogerade 
schreiben wir i.f. 1X.ß • 

2) In li* gilt E: Mit jeder Kogeraden inzidieren mindestens drei 
verschiedene Kopunkte. 

Bew.: Die Kogerade Z ist nach Definition ein zu einer Geraden SE~ 

komplementärer Unterraum: II r_ 0 115 = % A lf z. V lf5 =lf • 
Da in i das Axiom E gilt, existieren aufs drei paarweise ver
schiedene Punkte A,B,C ( 4 lfr_ ). 

T,: VA .. : lfo1- , lf I V B=: if,:,, 11;: V C=: 1i, sind Hyperebenen, da z.B. 

mit UA" Tr. "'Ti0 gilt dim Ti"' =>dim llr+ dim lfA- dim (Ti"" lt_r )=<n-2+0-(-1 )•n-1. 
Es giltT:.,_, T,, ,Tl 'f'IJ i L, d.h. /)(_,ß ,t II* 1:. Weiters sind 1f"',1flb, 11„ 
paarweise verschieden: 

(ind.) z.B.1T.,,_a1f,,, ==711,:_VA=tir.VB =->Be Uz: VA 9 3SeTz: mit BESVA. 
\JegenA'fB folgt SEAVB=>SEcU5 t\ S.sl\'-: Widerspruch zu 1fi,:nl~=/2f . 

• 
Bemerkungen: (a) Da wegen E jede Kogerade mit Kopunkten inzidiert, 
kann man in 1* von "Kopunktreilien" sprechen; die Menge aller Ko
punkte, die mit der Kogeraden}: inzidieren1 bezeichnen wir mit 12;. 
Im Sinne der im Ausgangsraum 1r geltenden 0prache ("Hyperebenen
sprache") ist dies die Menge aller Hyperebenen1 welche einen festen 
(n-2)-dimensiona.len Unterraum1fi umfassen; §emä" dieser Auffassung 
bezeichnen wir diese Hyperebenenmenge als Hyperebenenbüschel". 
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(b) In ir• kann man von "kollinearen Kopunkten" 
sprechen: drei Kopunkte oz,ß 70 heißen kollinear, wenn eine Ko
gerade Z existiert, welche JD.J.t den drei Kopu.nkten inzidiert. In 
der "Hyperebenensprache": Es existiert ein (n-2)-dimensionaler 
Unterraum ~r, der in den drei Hyperebenen T"',Tt~,~renthalten ist. 
lr", l\',._,, 1i" y- gehören also dem durch Tr bestimmten Hyperebenenbüschel 
an. 

Drei nicht kollineare Kopunk:te 0( 1 f':, ,'t sind paarweise verschieden. 
(vgl.1.1) 

I, 
Bew.:0<..,.ßA ~ • 6 =:-3•z.,,oc7.s-CJI* mit c<,,ß ,'t II* L: Widerspruch. 
o<. ,. ß „1': Ist D" 11"-..t so ist die zu D komplementäre Hyperebene Tä '* 
+ tt"' wegen D ~ T O • llami t existiert ein Kopunkt d" + o< und 1'ii:r die 

Kogerade cuf gilt o<., ß ,;g- 1 I* ozo : Widerspruch. + 
(c) Zwei verschiedene Kogeraden haben höchstens einen 

Kopunkt gemeinsam (sonst Widerspruch zu I 1 ). 

3) In lf* gilt r2 : Sind.x,ß ,'lr IE,P.* drei nicht kollineare Kopunkte 
und sind ö ,1:-J€.,P. • weitere Kopunkte mit o-I•o<.r, A ,:- I"' ß ,t- , so 
existiert ein Kopu.nkt ~ mit ~ I*od3' und ~,u 1"t kollinear. 

:Bew.: Wegen Bem.(b) sind o:., ß ,t paarweise verschieden„ Wir be
trachten zuerst zwei Sonderfälle: 
(1)u='t" :c-1*0( 6 A -r I*ß'(( =-=? cr- =1: ist der nach Bem.c) ein
deutig bestimmte Schni ttkopunkt ,y-- der verschiedene Kogeraden "'-t" 
und ßy-=> a- "'""'1-'• Für den Kopu.nktx,-:~ gilt ~,o,.:-1 I* "'-'t, 
also sind q, l?, T kollinear und ~ I* ex./\ • 
(2)o„o<..(=*c, +,): Für ~:"'<X.. gilt <;",ii",1::' 1 I*üt' , also sind 

~ , CJ, -c kollinear und '? I"' o<., ß • (Analog C7 „ 6 oder t"'ß oder 't'"a'" ) 
Gelte nun: /J,;,TAo* 1 oc,-t At* ß,"( ~ die Kogeraden öt und 0<.ß 

sind eindeutig bestimmt. Aus uc = ocß =* 
<rI*,,d?, A (j I* 0<. 6 (VS) J \.legen 0<..,ß ,6 nicht kollinear 
0c.I*ocß I\ o<..I• o<..1( sind die Kogeraden c,;.P.:, undoctve;-.r-

schieden und sie haben :nach obiger Bemerkung höchstens einen 
Schnittpunkt ""'9 0<.. .l(J im Widerspruch zur Voraussetzung. Es ist 
also G"c ,/, ocß. 
Die Kogeraden CJT und v<.ß sind für die auf den Ausgangsraum T ge

stützte Betrachtung (n-2)-dimensionale Unterräume lfvT und Tl,x.~• Es 

genügt zu zeigen, daß ihr Verbindungsraum 1r~: .. Tö't V T „cf~ 

eine H:yperebene ist; für T~ gilt dann nämlich T ~:) T G"'t I\ lf ~::, T«ß, 
was ~I"'u't" I\ ~I•o<.ß bedeutet. 
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dim f~ .. dim ( 1i o-i-V lr,d',) 
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= dim lfo-r + dim lf"-~ - dim ( 11"crt n 7f "'~ ) 
'--v---' ~ 

n -2. n-2. 

7Ta-t" " 11,a,; ( 1i o- f'I lt, ) " ( ""' " T r..) ~- (lf"' ('\ ·r,.,) (\ ( li o-,. lfo,) n ( T T " u,,,) = ( ''). 
Vgl.Folg.1 n ist idempotent, assoziativ und kommutativ 
T 6"' " Ti"' .. lf -r ri 1f"' ( wegen ,x ,i, o- bestimmen nach r1 die Kopunkte 0( 

und ö eine eindeutige Kogerade; .für die Kogerade "''li gilt "'I*o.:r-
und nach Voraussetzung öI*oc. 6 ==}0<. 6 „ (XG' ) ! _ 

Ebenso: II, r,Q,;=lf.y-r\li'!, (l:i'ft /\ f'.>I*ß-g-/\ 1:"I"ßt[VS]~P.rra('.)'t)• 

(*)z(yo<l'\lr11)n(lfr- nlf«)ri(lfr(\lf,;)= if"'-1"1 lfr,;1lfi • 

dim ( 11.xß n lf o-r) "' dim (Ti"'-" Tt' I', "Tr) .. 
dim (lf"'(\lf,,) + dimu-.,-- dim [(lf"'- (\Tlll, )V«-r-J"' (n-2)+(n-1)-n„n-3 
(Da 0(., ß ,'t nicht kollinear sind gilt ~ ,i*ocß,d.h. 11"'-r., q- lf ir =-? 

" 3,2. 
""'*.JX~il"-"li~ mit X4n 1 =*XVTr•lr ~lrod!>Vlf"r-=T • 

und daher ist dim ( ( 11"' n lf,; ) V if r J = n) • 
Yir haben insgesamt: 
dim li~ .. (n-2)+(n .. 2)-dim ( 1i""r, r, lfo-,:-) .. 2n - 4- (n-3) • n-1 ~,.,~ 

"~ ist eine Hyperebene. + 
Damit haben wir gezeigt, daß lr* ein projektiver Raum ist. 

4) Entsprechend Def. 3.1 b versteht man unter einem Unterraum 
von 1i* eine Menge von Kopu.nkten, wobei mit je zwei verschiedenen 
Kopu.nkten die ganze durch sie bestimmte Kopunktreihe dieser Menge 
angehört (In der "Hyperebenensprache": eine Menge von Hyperebenen, 
wobei mit je zwei verschiedenen Hyperebenen das ganze durch sie 
bestimmte Hyperebenenbüschel dieser Menge angehört). 

(a) Ist ir1 * c 7T * ein Unterraum von lf*, so ist der Durchschnitt aller 
H;rperebenen aus 11* ein Unterraum von 1f • 

Bew.: In 3.1 haben wir gezeigt, daß der Schnitt zweier Unterräume 
ein Unterraum ist und in einer Bemerkung zum Beweis angegeben, 
daß der Schnitt beliebig vieler Unterräume eines projektiven 
Baumes ein Unterraum ist. • 
(b) Ist lf1 c 1f ein Unterraum von lr, so ist die Menge M ~ 
Byperebenen von 1f , welche Ti1 umfassen, ein Unterraum von lf *. 
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Bew.: Seien \,u~ zwei verschiedene H;yperebenen, welche~ um
f'assen, d.h~ r .. ;ri 1:, 1 .: 11. Es ist zu zeigen, daß jede H;yperebene 7i1 
mit ~ I"'od:i , d.h. Ti\:, lf"'- r, u,,, zu I1 gehört. Dies ist klar wegen 

lr1 C. 1f,( r\ u„ C. lf\ • • (c) Durch (b) wird somit eine globale Abbildung '{ :uu- u T • er
klärt: 
lf1 i : .. { o< 6 1< * 1 Ti"'- .) lii} • Nach (b) ist dies sinnvoll , denn es gilt 
1f 1 ~ c u Ti * ( Oi'i'en ist noch, ob sieh jeder Unterraum von T • so 
gewinnen läßt, ob also~ surjektiv ist 1). 

(d) Einige eini'ache Eigenschaften von f: 
Speziell: lf1 "'lf o => lf'o<f „ lf •, denn jede H;yperebene von T umfaßt den 
leeren Unterraum. 

lf1 „ lf P ==> lf P ~ ist die I1enge aller durch P gehenden 

H;yperebenen ••• 11p~ .. tV''fl.• i l\ >T.,~; wir nennen diese I1enge 
"B'yperebenenbündel". 

7f1 "'lfI mit dim il :i:. =n-2 => f,~.. t \ c ,P. * 1 r) ::i 1i r} ; diese Mange 
nannten wir "B'yperebenenbüschel". Sie besteht aus allen Kopunkten, 
welche mit der Kogeraden r inzidieren, ist also eine Ko:i;nmlctJ;,i:'.!ihe„ 

11 = lfo( mit dim li:X =n-1 ~T,~ .. { <X 1 , denn die einzige T .,,_ 
umfassende H;yperebene ist lf <X • Daher ist lf.,,_~ ein Kopu:nkt. 

lf1 "'ü 9 11 ~ ,. \\ o *, denn der ganze Raum T wird von keiner 
H;ypere bene umfaßt. Die Abbildung li 1 - 1,i nennen wir den "Obergang 
zur dualen Deutung". 

(e) Die Abbildung i kehrt Inklusion wie auch Nichtinklusion um. 
lf1c.lf,. ='> T,'f.:i 11„'-\1 Yli1 ,T„I;;. uT. 
lf1 <\. \\ L =) lf1 ~ ,:t lh<f 

]cf. 'f vs. - - '.kt- 'i lf 
Bew. s ( 1 ) oc e lf L ~ =±;, lf o( => lf ,._ :i L =9 11 "'- -=> • 1 =-> <>1. " 1 

"' • 

(2) lf, 4 li"L ~ 3Xelf1 mit X 4 l 2 ; nach 3.2, Folg.2 existiert eine 

zu X komplementäre Hyperebene ll\ mit lf\:,T2. ~ fj_ 4 T.~ "~eT„<f=;.T,-e~ ü"-~· 

• 5) Bevor wir die Abbildung~ weiter untersuchen, beweisen wir 
folgenden Hilfssatz: 
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(a) Sind c<j "'.p. * (j„o, ••• m) Kopunkte, so kann man. gemäß Def.3.1c 

auch im projektiven Raum lf * die Operation V durchführen. Wir 
zeigen: 

Ein Kopunkt I>(, liegt genau dann in 1XoV. •• Voim , wenn lf.,.:::, 'lr.,._
0

1\ ••• /\ lfo<,... 
gilt. 

Bew.: ) Vs.: O(to<oV ••• V o<,.,.. 

Speziell fÜ.r m"'1: o< e o<o V o<, ~ if .... ::i 1i:,.
0

n TCc, nach Definition der Ko
geraden und Bern. (b) vor Def.3.8 a. 

Induktionsannahme: o<."' o<. o V o<. 1 V .•• V"'- m-, ~II"'=>~. n ... " \\.._,,..., • 
InduktionsschluJh 0(. E. 0( 0 V0t.1 V •••• V 0( m »<,W· 1 

C 3 ß f,o<.o V •.• V o< n,-/4 

mit 0\. E ß V 0\ rn => lf o( .:, Ti r, r\ 1f o<."' mit 1f"r,:, lfo<o () .. • "lf nach Induktions-
"' l"I\~ 1 

8 nnabme ===> 1f'"' :, lf o<.o I'\ • , • ,"\ lf o< m _ 4 r'\ lr o<. n, • 

Vs.: if"' :> lr-< 0 " ••• ,.., lf"'"' 
Speziell fü.r m"'1: lf"' J tto(o 1\ ll«;=*cxE:o<oVo<i nach Definition der 
Kogeraden und Folg.2,Bem,(a). 

Induktionsaunabrne: lT'"'- ::i 11""•"' lf"',"' •.• lro(~-, ~ tx.-= o<.. Vo1.,V ••• V()(,,_ .• • 

Induktionsschluß: 1r.,_ ::ilf«.,, .... -. lf-<--i ri lfo("". 

=: 1\1 
Gilt insbesondere II":> lT H so folgt nach Induktionsannahme o< 0 c<aV. •• Vo<m-H 

woraus nach Def. 3.1 c folgt C<e-o<o V ••• Vo<"'_,V.xm. Gelte also 

o.B.d.A. "IT" =} lf«.,, ~ 111 ( *) (ind.: li"'"' ') 111 => Ti"'.:, iT 1 "Ti"'"'= U1 : 

Widerspruch). Wegen lf°' ,1> l\1 gilt f,'I' 1f0 • Da der Gesamtraum n endlich

dimensional vorausgesetzt wurde, gilt somit: 0 ~ dim 1T1 =:: r < oo ~ 

dimli1 "11"'== r-1, denn die Hyperebene li;, 0,schneidet nach 3.4,Folg,5, 
Bern. den nicht in ihr enthaltenen Unterraum u~ nach einer Hyper

ebene diese Unterraumes. Die beiden Hyperebenen lf"' und lro<m dürfen 

o.B.d,A. als verschieden vorausgesetzt werden,denn aus II"'=""'"' 
würde sofort 0<.E o<oV .•. Vo<m folgen. 112.:=lr«nTI:"'ist daher nach Bem.(b) 
vor Def.3.8 a ein Unterraum mit dim11;i_,,n-2,falls dim "n gesetzt wird. 

Da Tt,r,lii."'u~nlf"',.7T°'m"' li,nu"""' wegen lf"":,f,,,T~ ... gilt, folgt 
nach 3.7 Folg.5: 

dim lf', V1f2. =dimli,+ dimTi.- dim (lr.,nii.) '"r+(n-2)-(r-1) .. n-1; 
V ili. s:l~ ist also eine Hyperebene und es gilt: 

1,.,:l11 „fo<o(l •••• nl\"'rn·1 'woraus nach Induktio:nRannabme ßEot.oY ••• Vo<..,.--1 
folgt. 
lf~.) li 2 & 11<>< n lfo<.,.. ==> ße o< V°'"" • Da p,,.. o<,,.. ist (ind. P., .. 0..,.. ~TIP., .. ,r.i: :>l[,: 

"' Viderspruch zu (•))folgt ou.ßVo<.,....,. 
Aus ,xt,/1,Voi...,.,All.l4o<.V, .. Vi><,..1folgt O(<. t>(.,v ••• Vo<...,.,, 

• 
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(b) Es gilt dim ii*fdim!r(< 00 );damit ist auch T* endlichdimensional. 

Bew.: 2" dim 1T .. :n ,: 00 ~ in 7r existiert ein Basissimplex 

{Po,P1,•••Pn}. 

p1 V p2 V••• V pn-1 VPn"': II« .. 

p O V p 2 V • • • V p n-1 V p n"': 11.._' . . . . . . 
P0 V P1 V P2 V ••• VPn_1 .. :~" sind Hy:perebenen mit 

lf,:,(, I'\ "IG," •.. ('\ lf(,(.,./' 11,(n = lf" ( 1f«o (\ lf,:,(1:) P2 V ••• V Pn,·,wegen Po4 l'C:. /\ Po E T..:. 
sind««. und 1f,,_

1 
verschieden und haben einen (n-2)-dimensionalen 

Schnittraum; dieser ist aber notwendig P2 V .... V Pn. Man schlie.Bt 

analog weiter und erhält schließlich ("lc_." 11
1

" ••• ,.., lf"",.._1) .. { PrJ ; 
wegen der Simple:x:eigenschaf't gilt Pn 4 ü<>< n => 11 .... "11.._, 11 ••• T "<,. .. T.). 
Für alle Hy:perebenen if"' von lf gilt: To<:> lf0 • lf,:,(

0 
r. ••• f'\ lf«,.. 

Nach (a) :folgt hieraus ixE o<oVo<,V ••• V""n 'r/u; e ,p.•, also ist i* 
Verbindungsraum von höchstens n Kopunkten ~ dim 1i*4 n. 

(c) Die Abbildung~: ull-ul * ist eine Bijektion. 

Bew.: (1)1 .ist nach Definition global. 
(2)~ ist injektiv: 

• 
lf1 +1f2.=>3XG,P. mit XE:1r1 A X<\ 112. ; nach 3.2,Folg.4 existiert 
zum Punkt X eine komplementäre H;rperebene if \ mit Ti~ ::, U2. /\ Ti\~ X, 
also 11~ -1> 1

1 
F·~,,lel 11~ ~ c Ti~'I' Air~~ <1- \\,~. 

lf\~ ist die Menge aller Hy:perebenen, die 111 um.fassen und somit die 
einelementige Menge {lf ,1, also der Kopunkt ~ • Es existiert daher 
ein Kopunkt \ mit \ E lf,_-R A \ <i-"11,lQ ~ T,'\1" lf.z.f • 
(3) ~ ist surjektiv: Sei lf1* <= u·ll * ein beliebiger Unterraum von T"' 

("Kounterraum"). Gilt lTt= lf: =:> lf/ ist ,q-Bild von T, denn keine 
Hy:perebene von 1r um.faßt den ganzen Raum T(Folg.4, (d)). lft+a0 : Nach 

(b) ist lr * endlichdimensional =? lf.1 * ist endlichdimension.a.l, ""'* 
lf~*=cxoV<><1V ••• Vo<i.. (k4n). 

Nach (a) besteht lf-1 * genau aus jenen Kopunkten 7, für deren zuge
hörige Hy:perebenen I 1 gilt: 

li'l :> Uo1. 0 n • •• "I il"' ~( 11 ... 0 A ••• ,...., """"' )~ .. 1i1*; also ist ~-(\ ••• "T-<,. 
jener Unterraum von 1f, der li: zum lf -Bild hat. • Bemerku.ngen:(a)Die Kounterräume sind also genau jene Kopunktmengen, 
zu deren Kopunkten Hy:perebenen gehören, die durch einen festen 
Unterraum von ü gehen. 

(b)Für dim1f „oo ist T* auch ein projektiver Raum un
endlicher Dimension, jedoch ist~ nicht surjektiv und daher (a) 
falsch(o.Bew.). 
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(!L,Afi.)~ "'"-1'fV11,.~ 
(b) ( lL, ViU 'f ß lr,'f f'\ II 1.'f 

( c) CiT,"' V TI{) v(1 "'"tt: ~- /2(\ Tt 2.."' ~ - , 

(d) (lT/" lf,t)~-,gii~*~-4 Vlf/ ~-, 

Bemerkw:igs Nach Folg.5 (c) existiert i- 4 • 

Bew. : zu ( a) : Für l i „ II 0* folgt li t tt u.:nd damit 

f'I ifi.)t „-r,_11<-= ll,'fVll2.lf? "'llo* V T,_<f =lf„'{l• 
Für lf,~, ili.cl; l,i, li:, e uT"' gilt, da li * :nach Folg.5(b) endlich
dimensional ist: 

11,~".XoV •.• v.x..,, ATtL1~!',oV, •• Vßi.. 

Nach Folg.5 (a) besteht daher lf,~ genau aus jenem Kopu.nkten '1 , 
die zu Hyperebenen u1 gehören mit 1r1 :, Tto< 0 n ... \\"'"", d.h. 

"'{'1,o.1Q"l1~:.> ifo( 0 /'\,,, /\ Üo1-"'} (•), 

Das ~-Bild des Unterraumes tt"' 0 t1 ••• ,.., lfo<,,..E ulf ist nach Definition 
von <.l;: 

( lf"'"(\ ••• n lf "'""" ) ~ "' { 1 G 12 "1 u 'l :, ""' C ('"\ ••• ('"\ II"'"'} ( n. 
Aus(•) und ( folgt, da f nach Folg.5 (o) injektiv ist: 
Ti, .. lr..:.., n ••• n T o<"' • Ebenso: ll 2. = lf ll" ('\ ••• "T,," . 
Man hat somit folgende Kette von logischen Äquivalenzen, welche 
die Behauptung erweist: 

1/ fl:, V . Folci.5(o.) 
~ .. ü,<tVif..'\*"'9 ~"o(oV ... "'""V C „5vß ... <=> 
- - - - .,. - ]k\. * ( l ,.- ) \\\:, lf..:~ (1 •• 5 :"\ llo(.,.. I"\ ü hc n ... (\ 1 "" ~ 111 () II 2.-<=;'> 3 (; 1 " 1\,. 'l'. <§> 

Bew. 1 zu ( 1f1 V lL. )~ ••• Menge aller H;y:perebenen, die li,Vliz. um
fassen; 

1f -A '{ (\ \\ '-"( ••• Menge aller F.yperebenen, die sowohl lf1 

als auch tf„ umfassen. 

Ist \ eine Hyperebene mit Ti\ :i 111 V 1\ 1. , so gilt wegen 11, c T~ V ll.i. 
auch lf1 :> Tt1 und analog «5 => u/~f 1, lLcl/ 11. ~ € li,.~-=* ~ ~ 1i,~" 11.~. 

Ist umgekehrt lf\ eine Hyperebene mit T t :> \\ 1 und 11\ :> 112.. , so 

folgt 11\ ::l lr1 Vlfi. (denn X "lf,Yirz.=* ]~ "Tti. elf~ mit XE x1vx2 ; 

, !Eli\ ~ X" Tt~ ); also gilt ~€. ( lf, V \12. )~. 

i> 
Bew. zu ( c): Dazu setzen wir lf/ '-f - 1 

(u0 AlT,)-R (~\ ir~'-11 vTi,.'( = 11," v Ti/' 1 
so ergibt sich lr1 "lf2. - ( u/• V 112 

.. :lfj (j=-1,2) ( li] E. u U ): 
wenden wir darauf 'f- 4 an, 
'f-, ==*U/•~- 1

" lfz."1f 1 =(l;•V1f,.")'f.,,_ 
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Bew. zu (d): 11:it derselben Bezeichnungsweise wie in (c) gilti 

( 111 V lf 2 ) ~ <,;;) 711 'i (\ lt 1. '!? - lf 1" ri Ti 2 ~ ; daraui' 1.f1 angewendet er

gibt ( rr,• ri -rrt) 'f- 1 „ 11, v l 2 - 1r1 "'4; 1 v 1r2 ~ "?-•. 

0+ 
DEF. 3.8 b: Unter der Kodimension eines UnterraUllles lf,"' ulf ver

steht man die Dimension von il-1l~ ~ u i* in 7r *1 
codim 111 ,_ dim 1r1 lf. 

?) Es gilt: dim lf1 + codim Tl-, 0 n-1. 

Bew.: Ist T1 +Y-0 • so existiert ein Basissimplex {P
0

, ... Pk} von 11 

(=:>dim T1 »k), der nach 3. '7 • Folg.2 zu einem Basissimplex von l 
ergänzt werden kann: l P

O
, ••• Pk, Pk+1 , ••• P n l ; im Falle lf1 • if" 

genügt es irgend.einen Basissimplex von lf heranzuziehen. Aus dem 
Basissimplex von 1f kann man nun folgende n-k Hyperebenen bilden: 

1[,, ; .. 1r1 V pk+2 V pk+3 V • • .Pn-1 V pn 

f~,.:-l,vPk+1 V Pk+3v :··Pn-1 V Pn 

i,_,:= li,VPk+1 V pk+2 V pk+3 V • • .Pn-1 • 

li„ i " 7f 1 ( j =1 , ••• , n-k) =* die zugehörigen Kopunkte rx, "" Tt~,'f , ••• , 
o< 0 ., ~ lr ,o liegen in Ti"'o. Es genügt zu zeigen, daß -i "'" ••• "'h-~} 

.,.:;,"-i... \ \ L 

ein Basissimplex von 11,,1 ist, d.h. es ist zu zeigen: 

0( 1 4 o</4Vc,:,V •• -V,x,_ 1 für 1"'2, ••• n-k uxld Ti,'()'" ,x1 V ..• V"'-n·"-· 

Diese beiden Behauptungen folgen sofort aus 
1L,, :p u,., "T"', n - , • n T", _ 1 ( 1) 1..md 

(2), wenn hierauf '1 angewendet wird 
und Folg.5e sowie Folg.4e beachtet wird. 

Die Gi.iltigke:U; von ('1) erkennt man aus 

Pk+l((,<l A. Pk+lET"',oT"',n, .. -.-t1 1 _,. 

Wir zeigen noch (2): 

Aus 11" 1 ::i II -1 (j„1 ... n-k) folgt I,," o •• , r. li.,.;"_,._.:Jll1 • Es gilt (2), 

wenn jeder Punkt aus Tr,11 .. ,"T"'
0

_, auch in lf~ liegt: (ind.) 3 A E L,--. .•• r. 
A1f.,.;"_" mitA~u, =} A4P

O
V ••• vPkAA"'-P

O
v ••• VPn; hieraus 

folgt (vgl.3.7, Folg.1, 1.Beweisschritt): Es existiert ein IDd.ex 

m"- 1,k,,,.n-1} mit A<t P
0

V ••• V Pm AÄE P
0

V ••• VPmt-1 und ma:n 

darf A austausc~en gegen Pm+1 undt P
0

, ... Pk, ••• Pm, A,Pm+2"""Pn1 
ist ein Basissimplex von V , woraus na.ch Def. 3. 7a 9 Bem.c !'olgt: 

M POV • , • V PkV ••• V P V P +2v ... v pn " 1f..; ~ m m rn+1~&t 



A 4 11"', (\ ••• n lT;,_ ,,,,.1-k n 
Da nun { c,(,, ••• , o<. " - i.. } 

dimlf,~,.codim lf-t „n-k-1, 

dim Ti,,, +codim li-1 =n-1. 
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••• f'\ Ti"'-...,_ k. : Widerspruch. 
ein Basissimplex von Ti,~ ist gilt 

woraus zusammen mit dim lf-1 "'k folgt 

Speziell für lf1 "'To liefert dies: 
• 

dim 1 0 +codim l, =n-1; wegen dim li0 .. _4 folgt daraus codim lL "'ll .Nun ist 
Tio ~ .. lf *(Folg.4 d) =} 

codim To =dim Ti o ~ =>dim Ti *=n. 
Ist T ein endlichdimensionaler projektiver Raum, so ist 1r * 

von derselben Dimension. 

Wir gehen nun aus vom n-dimensionalen projektiven Raum lf* 
und fassen seine Hyperebenen ("Kohyperebenen") als Grundgebilde 
einer neuen Inzidenzstruktur lf** auf und bezeichnen sie dann 
als"Kokopu.nkte";analog zur Einleitung von 3.8 sind"Kokogeraden" 

und I** zu erklären und nach Folg.1,2,3 ist lT ** ein projektiver· 

Raum und nach Folg.7 gilt dim T **=n. Analog zu Folg.4c definieren 

wir eine Abbildung ~ *: u Ti * - u li ** durch 
lf1'"~*:=li_a '= ,P. **I llc,* :, li/i und¼:* ist nach Folg.5c,4e und 6 eine 
Bijektion, die V , n vertauscht und Inklusionen umdreht. Wie in 
Fols,7 kann man definieren: 

codim ll-1 *=diml,* ~ * und es gilt: 
dim 7f ~ '"+ codim Ti /cn-1. 
Die Abbildll.!lg '¾ : u o - u 11 * ist surjektiv, daher ist li 1 * dalli. 
1.(: -Bild eines Unterraumes li, von Tl: lf,~"' Tl,*. Gilt dimlf, =d 1 so 

nach Folg. 7 dim ir~· : n - 1 - d und ebenfalls nach Folg. 7 

dim 1T/ 'f'" + dim il;"=n-1 ~ dimlf,* ~* =d. 
Es gilt somit dim lf, =dim lf -t ~ ~ • V 1i 1 e u 1f. 
Geht man also speziell von einem einpw::iktigen Unterraum T?~ ulf 
aus, so gilt 

dim Ti r cQ ~ dim Ti?"; .. n-1 => dim '1< ~ • .. o. 
Die Beschränkung von ~~ '\"' :ulT -- uli *"' auf die 0-dimensionalen 

Unterräumo von ul{ist also eine Abbildung € : ·12- - 1'2, **i'\' und lf* 
sind bijektiv, also ist nuch ":~* und€ bijektiv.€ ist sogar 
eine Kollineation1 wegern dim"\\ ... (dim'lf dimlf"'* .. n < 00 ge:nilgt es, 

wenn wir (II) in Def,3.4a überprüfen: 
Sind P 1X1 Y drei (o.B.d.A. paarweise verschiedene) kollineare Punkte 

~ dim ( T P V Tt x Y Ti y i wir wenden ~~ * an auf 1("1' ,Tx, 11 y sowie 
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if 1' V 11, V TC y I ul, und erhalten die Koko punkte Ti P "\ '!/_ •, -ff x ~ '\ •, 

lT 1 ~ 4'. • und es gilt: 
r c 0 b - - - ) .. '"''l ~"''f "V { &,D •y f ..o• ( II P V -lt" V lT\,, ) ,~ ,f• ;. "\ ( 1\ P ,~ 0 i\ x '-\' " U y '-Z 'f - c'X ~ • , , r'f 1 • 

Außerclem ist 1~dim (\IP V i, V 11 1 )=dim [(11P V Ti-, V tly )"?~"],.. 
mdim ( 11 p '-11 "; " V 11, "? ~ " V II y '-'\ ~ .. ) =c} die Kokopunkte Tl P '-\ ~ •, 

II, c~ '-\:" ,md lly v~ ,~ • sind kollinear. Damit ist gezeigt, daß 1r 
und lf""" isomorph sind. Die Kollineation t legt nahe, den Pt.mkt T„ 
und den Kokopunkt Tl' '-J/ ,11, * zu identifizieren. In anderen \/orten 
aus0edrückt: Ist P E f1. beliebig, so ist 1f,, ~ gemäß Folg. 7 eine 
Kohy-perebene und lfr '\ '\'. * ist eben diese Kolcyperebene aufgefaßt 

als Ko1wpunkt; P ist der Durchschnitt aller Hy-perebenen aus T..,~ 
(vgl.Bew. zu Folg.7 und Folg.5 a).U.mgekehrt gehört zu jedem 

Kokopunkt a ",P *"' eine Kohy-perebene llu_• und, da~ surjektiv ist, 
existiert zu lr,/ ein Unterraum To." uT mit 1:"'''<•to.•;1i.,_ist nach 
Folg.7 notwendig ein O-dimensionaler Unterraum, da u0 "in J• (n-1)

dimeDßional ist, 1fo. ist also jener Punkt von ;p, der sich als 
Durchschnitt aller Hy-perebenen von 71 0 _'1' ergibt ("Trägerpunkt des 
Hyperebenenbündels"). Jeder Punkt PE ,p. legt also genau einen 

Kokopunkt (..'f.• Hy-perebenenbündel) fest und umgekehrt kann jeder 

Kokopurikt eindeutig durch den Trägerpunkt des zu ihm gehörigen 

Hyperebenenbündels festgelegt werden. \.lir identifizieren also 

jedes Hyperebenenbündel aufgefaßt als Kokopunkt mit seinem Träger
p1mkt. Da diese Identifikation auf natürliche -Weise geschieht, 

sprechen wir yon der "kanonischen Identifikation" von p. mit ,P. ••. 

Bemerkung: Durch den Übergang ZUlll Dual.raum wird auf der Menge M 
aller projekti.ven Räumc 1rnc2"' nLoo) eine binru:·e Relation (c MxM) 
bestimrnt,wclchc nach der lrnnonischen Identifikation sy-=etrisch 1st. 

9) Wir wolleu nun da8 "Duali tätsprinzip" fi.ir einen endlichdimensionaleD. 

projektiven Raum T (2"' dim 1f =n-<- = ; n fest) formulieren. -Wir er
weitern dazu den Begriff Inzidenzaussage zum Begriff "Au.saage 

über den Verband der Unterräume"; eine solche ist eine Aussage J. 
über Unterräume, in der die Begriffe "Enthalten.sein (c ,!; )", 

"Verbinden (v)" und "Schneiden (n)" vorkommen. 

Ist eine Aussage .A über den Verband der Unterräume in allen 

projektiven Räumen fester Dimension n wahr, so entsteht aus J. 
eine neue wahre Aussage A• über den Ve~band der Unterräume, venn 
man jeden. Unterrawr. der Dimension d durch einen Unterraum der 

Dimension n-1-d ersetzt, die Enthaltenseinsrelation u:md.reht 

und Verbinden und Schneiden vertauscht. 
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Bew.: (Vgl.1.1, Folg.6) Nach Voraussetzung ist die Aussage A 
über den Verband der Unterräume in~ projektiven Räumen 
der Dimension n richtig; da mit T auch die duale Inzidenz
struktur l * ein projektiver Raum der Dimension n ist, gilt A 

auch in u*.Gemäß Folg.4e,6 und? ist die Aussage Ainu* identisch 
mit der Aussage A * in II • • 
Bemerkung: Das Dualitätsprinzip für die projektive Ebene (vgl.1.1) 
ist spezieller als das Dualitätsprinzip im Sinne von Folg.9 für 
n•2 da die Unterräume x und ifo in 1.1 nicht vorkommen. Punkte 
si;;J 0-dimensionale Unterräume, sie gehen also in 1-dimensionale 
Uuterräu.me ( Geraden) über und umgekehrt. Das Erhaltenbleiben 
der Inzidenzen kann auf das Vertauschen von~ und V zurückgespielt 
werden. 

10) Ist 7r ein endlichdimensionaler Desarguesraum, so ist lr * ein 
Desarguesraun derselben Dimension. 

Bew. i T und T* haben nach Folg. 7 die gleiche endliche Dimension .o.. 
Fall 1 i n„2. Na.eh 1. 5 ist dann mit lf auch 1T * desarguessch. 
Fall 2: n> 2 => dimli "> 2; hieraus .folgt nach Bem.b nach Def.3.?b 1 

daß T* desarguessch ist. • 
Ist 1T ein endlichdimeil.Sionaler PP-Raum.1 so ist 1i* ein PP-Raum 
derselben Dimension. 

Bemerkung: Damit gilt das Dualitätsprinzip auch in der Menge der 
PP-Räume fester endlicher Dimension. 

Bew.: Die Dimensionsgleichheit gilt nach Folg.7. Wir unterscheiden: 
". ~ Fall 1 : dinl. «rr =2 ==> 7r * ist PP-Ebene. 

Fall 2: 2< diml,.=n< 00 : Wir zeigen, daß jede Ebene 7f1 * von T* 
("Koebene") eine PP-Ebene ist; dazu genügt es zu zeigen, daß t,*(p,') 

kollinear ( ~ isomorph) zu einer PP-Ebene ist. 
Wir konstruieren nun eine solche Kollineation 'l • Die Koebene 1f 1 '" 

besteht bei dualer Betrachtung aus allen Hyperebenen von lf 1 

welche einen (n-3)-dimensionalen Unterraum irn-3 umfassen. Gemäß 

3.2 existiert in lf ein zu T n-3 komplementärer Unterraum ifn-3 
und es gilt nach 3.7,Folg.5 1 Anwendung a: 
dim T n-3 + dim ifn-3 „ n-1 =:=>dim if n-3 =2, d.h. if n-3 .. : Jr 

ist eine Ebene, und zwar eine PP....Ebene I denn 1f ist PP-Raum. 
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Nach Fall 1 ist damit auch die im Sinne des ebenen Dualitäts
prinzips duale Ebene X • eine PP-Ebene. 

Ist o< E lf,, *, so gilt für die Hy-perebene lf"" , daß lf""" Jr eine Ge
rade von :n-ist, da dim ( T"' l'I :;r ) .. dim 1f"" + dim "X - di:m ( lf"" V :ic ) .. 

.. (n-1) +2-n"'1 • 

( V"" V :.ir „ lf, da lf"'- das Komplement lr n-3 von~ umfaßt). 
Wir definieren nun eine Abbildung '1 : lt,,/ - X"' durch oc( e:. p,t)-Ti„l"IX 
und zeigen, daß ri, eine Kollineation ist. 
Da lf/ eine projektive Ebene ist, ist wegen Bem.(a) nach Def'.3.4a 
die Abbildung ~ als Kollineation erwiesen, wenn (I) Ulld 

in Def. 3.4a erfüllt sind. 
Zu (I)zq_ ist global, denn jede Hy-perebene lfo< mit o< e f.<.-i* 
schneidet x nach einer Geraden. 

~ ist injektiv: (ind.) o<,ßlc ,p,,,•, + mit 01.7l ""ß1l, ~ 
I"' (\ X „ ir ~ 11 X ~ ( lL,., (\ Jt ) V Ti r-.- 3 = ( li i', (\ X) V II " -'!, • 

Wegen »~)1rn-3 können wir das modulare Gesetz anwenden Ulld erhalten 

Crr ... (\ Jl" )V 1i n-3„ Tt.,,,/"I ( Jt V\fn-3) .. 1\.,,_d· • \1 ebenso gilt ( i~" :ir )vr·i Tl\. 
Damit folgt 1f.._ = if i, => o<..=- 0, : Widerspruch. 

ri, ist surjektivi Ist g eine beliebige Gerade aus :x-, so 
gilt "lfsn 1rn·'=,0 und daher 

dim(1f'3 v«n-3 ) • dim 1t3 + dim irn-3 - dim(lfs"irn-3 ) • 1 + (n-3) - (-1) .. n-1. 

lf ';l V Ti "- 3 ist daher eine Hy-perebene lf • • Nun gilt ir- 'l ng, da 

wegen lfsc. :x aus (tt ':l V u n-3 )n Jt unter Anwendung des modularen 

Gesetzes entsteht lf':l v(wn-3 (\ Jr:) .. Ti':) V T0 "' T':!. 
Damit ist 1 eine Bijektion. 
Zu (II): ri führt kollineare Kopunkte von li/ in kollineare Punkte 
von J[ *, d.h. in ko:punktale Geraden über. 

o<, ,ß, t lt,P~ und ""!/':, ,r kollinear==? Jein (n-2)-di:mensionaler Unter
raum lf,1: (::i 1f n-) mit ,,lln.,,flr- I::> ifr. 
Die Geraden °'11"' Tr .x" rt , /?,71 „ 1\,,., (\ Jr und tlj'" Tit /'\:lt gehen alle du;rch. 
1fr f\Jr und dies ist wegen dim (lftn.il") .. dimtt1 + dimx-dim (Ti: V x 
.. (n-2)+2-naO ein Punkt ( lf r. V Jt „ Ir , denn ir umfaßt das Komplement 
1f n-3 von :x ). • 
Bemerkung: Die Konstruktion der Kollineation ~ geht in jedem. be
liebigen projektiven Raum li mit 2 "- dim lf < "" • Yi:r haben also 
schärfer gezeigt: Die Koebenen eines endlichdimenaionalen 
projektiven Raumes 1r der Dim.e:n.sion größer zwei sind isomorph 
zu den Dualebenen der Ebenen von 1r. 
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Ist Tein endlichdimensionaler klassischer projektiver Raum, so 
ist T* ein klassischer projektiver Raum derselben Dimension. 

Bew.t 7T klassisch Def, '·"~ ßem (c,) alle Ebenen Ji: von lf sind 

klassisch 2..;, ~'i·" alle im Sinne des ebenen Dualitätsprinzipes 

dualen Ebenen -?r • von x sind klassisch. Damit ist der Fall n"'2 

fertig. Für n > 2 folgt aus obiger Bemerkung: Alle Koebenen von 1r 
Sind kl!iiSSiSch Dcw ,s 1f• ist klassisch. • Bemerkung: Damit gilt das Dualitätsprinzip auch in der Menge der 
klassischen projektiven Räume fester endlicher Dimension. 

11) Eine Kollineation a: :~-fl,' erfüllt (I),(II),(III) (ve;l.3.4). 
Für dim 1T < eo gilt nach 3. 7 dim 1r =dim ll'. Wir ordnen nun a:_ eine Ab
bildu.ug J?."':'fl"'-·P'* zu. In 3.4 wurde zu ;,c eine Abbildung;i:u1i-ul' 
erklärt, die eine Bijektion ist und Hy:perebenen in Hyperebenen 
überführt, also Kopunkte in Kopm:ikte; wir definieren daher: 
~·:= ~1p.•. 

J2. • ist eine Kollineation ,P, ~-f2'"; sie heißt "die zu <R, duale 

Kollineation". 

Bew.:Zu (I):Als Einschränkung der Bijektion äe ist ;R.* bijektiv. 

Zu (II): Seien :x, ß , X- 1 "' 12,. * kollineare Kopm:ikte, d.h. die Hyper-
ebenen Tt~ ,f,,, !i 'r um.fassen denselben (n-2)-dimensionalen Unter

rau:ro.; es gilt daher dim ( II"' n Tt r, n II r ) =n-2. Nach 3.4 folgt 

( 11"' (\ itl',n 11~~)~ = ""'~ n 1i,-,St:rilf1'~; da nach 3,7 ;ie dimensions
treu ist gilt dim ( II"' i:e. n 1„:i. n n y- ~ ) un.-2 =;1 die Hy:perebenen U:~, 
71~~,ly.ie um.fassen denselben (n-2)-dimensionalen Unterraum, also 

sind die Kopunkte o;.~* ,ß;;1.,* ,'t:1?..* kollinear. 

Zu (III) :Nach 3. 7, Folg.6,Bem.(b) ist wegen dimTi = dim li' = n und 
dim1f,..= dimli '"= n die Forderung (III) eine Folge aus (I) und (II) • 

• 
DEF.3.8 c: Die Einschränkung des durch eine Kollineation .ie..:'R-,P.' 

bestimmten Verbandsisomorphismus ~: u 1f - u lr' auf 
die Menge der Kopunkte ,P.'" heißt die zu .e. duale Kollineation -ae."'. 
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Bemerkungen: (a) Ist f=x speziell ein projektive Ebene, so ist 
ce."" jene Abbildung der Kopunkte, also der Geraden von ;;r, die 
mit~ geko~pelt ist (vgl.1.3). In einer projektiven Ebene gilt 
also~~~ (vgl. Bern, (a) nach 3,4, Folg.2). 

(b) Die Zuordnung ,tl ,_ 3€. * ist eine globale Abbildung 

der Menge der Kollineationen t-Z -,p. 1 in die Menge der Kollineationen 

12- * - ,µ,' "'. Diese Zuordnung ist sogar injektiv, d.h. zu ver

schiedenen Kollineationen gehören verschiedene duale Kollineationen. 

Bew. : oe~ :i, Je 2. ~ 3 Pf ,µ. mit P.e.1 * P .R. ~ ==:. 3* g O t: 6)' 
1r 9, existiert ein in 'Jr• komplementärer Unterraum 
Komplement einer Geraden ist 11~. eine Kogerade: 

!!bit g'=P~P<1t_,_. Zu 
T~., _1µld als 
dim lf ~· "'n-2. 

Es gilt 'ii\,VJJ'~··1f'...= if;,vP.-e,VP:ie,.:1f'. 
Wegen Pa~1 1 lf~,ist lf~,VP;e, .. :li1' eine Hyperebene ==>P~2 <1S"[.', 
Yei ters 1st T,' -ii, -, "': 11 1 E ulf eine Hyperebene in 1r • 
P.e 1 tlr1

1 =l>Pelf1 Pae„ET1ii. Aus P;ie„4 T,äe,=11"1 ' A Pae,_EcT1 ie. =;> 
-r. T " ,. • ==} ,1,;;e:, * ,äe.,. ==} :ae1 „ ilei • • 

(c) Für lf „lf' ist da.her die Zuordnung .e. -~ * eine 

Injektion der Menge Pr L(lr) in die Menge Pr L(u*). 
Diese Zuordnung ist sogar bijektiv. 

Bew.: Es genügt nach (b) zu zeigen, daß sie surjektiv ist. 
Sei Je·~ Pl'L(lf •); wir haben eine Kollineation t.J.: ,p -p. anzu-
geben mit ,ij_jfl* =:e•. Zur Kollineation -w.•:,µ_• - -p.• existiert der 
Verbandsis'omorphismus 'ie:,*: u lf *- u 1f * und wir setzen_«.? 11'1 ** .. 
=i*l tl. Dann ist f-L gemäß Folg.11 eine Kollineation,µ.- ,P.. Zur 
Kollineation tJ.. gehört gemäß 3.4 ein Verbandsisomorphismus µ:ulf-uT, 
der insbesondere Hyperebenen in Hyperebenen überführt. Es ist 
noch zu zeigen, daß ji. für eine beliebige Hyperebene 1f,,_ (Kopunkt o<.) 
dasselbe leistet wie J?.* für 0<. (c<. ;;,:,_ *., ,p.. *, also ist 1f"'""" eine 
Hyperebene): lf«.ü „ 1f~ie·. Sei X ein beliebiger Punkt von u.,._; X ist 
für die auf u*'gegründete duale Auffassung ein (n-1)-dimensionaler 
Unterraum lf-1"' von lf* und °' ist ein Kopunkt mit o< <= lr, ... Wir 
können also auf X aufgefaßt als lf,"' die Abbildung i. * l f! .. tJ-- an
wenden, und da ~ * die Enthal tenseinrelation ex."" T~"' erhiil t, 
gilt o(:llc. * E lf;' ~ *. Dies bedeutet für die Betrachtung 1f ; 1T/• ~'" 
ist wegen der Definition von ,u.. der Punkt X 11.. und (;<., ist die 
Hyperebene 1r0ne", also gilt Xf-- t lf"'""" V X c Tc<: ~ lf ... p. "' T.,_;,e.,. 

Bemerkungz Die Gru!)pen Pr L(lf) und Pr L(T*) sind jedoch i.a. nicht 
isomorph. (vgl.3.9) • 

SATZ :,.8: Die zu einem projektiven Ra.um endlicher Dimension ( ~ 2) 
duale Inzidenzstruktur ist ein projektiver Raum gleicher 

Dimension, dessen dualer projektiver Ra.um mit T kanonisch identi

fiziert werden kann. In der Menge aller projektiven Räume gleicl:J.E!r 
endlicher Dimension gilt ein Dualitätspri:nzip, ebenso in der 

Menge aller Desarguesräume bzw. aller Pappusräume bzw. aller 
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klassischen projektiven Räume gleich.er endlicher Dimension. Mit 
jeder Kollineation ist eixideutig eine duale Kollineation der 
Kopunkträume verknüpft. 

Seien 1r ( f< ,q ,I) uDd lf'(,P\t{I' ,I 1 ) zwei projektive Räume mit 
2 t.. dim lT <-""' uDd 2 = dim ,r' 4 oc • Zu beiden existieren die Dual

räume lT'"(f,l*,C.,J*, I*) uDd li'"'(,p. 1 •,q 1*,I 1 *)~ 

DEF 3 9 as Eine Abbildung J: ,,P. -,p., 1 * heißt Korrelation, wenn 
(I) i:f bijektiv ist 
(II) kollineare Punkte in kollineare Kopunkte übergehen 
(III) nicht kollineare Punkte in nicht kollineare 

Kopunkte übergehen. 

Bemerkungen: (a) Eine Korrelation ist also eine Kollineation in 
den Dualraum zum Bildraum. 

(b) Es ist zweckmäßig neben I uDd I* noch eine Inzidenz 
relation_I c 1'.:t >< 12 * zu definieren. 
(P, "'- ) E I <=> P ,; 1r "'- (kurz P I o<.). Ein Punkt inzidiert mit einem 
Ko:12..unkt, wenn er in der zugehörigen Hyperebene liegt. Zusatz: 
ixIP<=>P!oc. 

(c) Sei XE ,P. i de:r_ Bildkopunkt ist X cf G ~, ... Gilt 
für den Punkt Ye.,p.' speziell YI' Xcf, d.h. Y1 e:lf'u (Y 1 liegt 
in der zum Kopur..kt Xo gehörigen Hyperebene), dann soll Y' 
"konjugiert zum Urpunkt X" heißen! 

Folgerungen: 

1) Bei dualer Deutung von 11'' ist cf: ·,P. - 'f2: 1 * eine Kollineation• 
zu dieser ~ehört eine duale Kollineation J' *("duale Korrelation1•): 
,p.'" -,..1p. 1

'" ·"' • .y.2' , welche jedem Kopunkt (Hyperebene) des Urraumes 1f 
einen Punkt des Bildraumes zuordnet: .x ( E f *) f----o. ,x o * ( <= f-2' ) • 
Um auf die Hyperebene tt~ die Abbildung o anzuwenden, bildet man 
P6' ( G 12, 1 *) V PET"' ; diese Hyperebenenmenge von ·P.' ist wegen 
dim Y~=n-1 ein Hyperebenenbüxidel. Bei Übergang zur dualen Deutung 
ist dieses Hyperebenenbüxidel mit dem Trägerpunkt zu identifizieren1 
dieser ist also der Durchschnitt aller !;yperebenen ges Bündels, 
also: occf*,.ei;:,pt ~ ocö•elf PJ', d.h. PcfI'oc6* 'r/P Io: d.h.: 
Bei Anwendung einer Korrelation bleibt somit Inzidenz zwischen 
Pwiltt uDd Kopunkt erhalten: 

P i 0( ~ Pa :f I o<.cf*. 
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Bei Anwendung einer Korrelation bleiben auch Nichtinzidenzen von 
Punkt und Kopunkt erhalten1 

y J 0( => i.Ji.''or..J"'. 

Bew.: (ind.) Yd"I1 0<cf". 
Wir betrachten nun Punkte Z e fl und unterscheiden: 
Fall 1: z„y:=> ZJ" I'o<cf* (ind. Beweisvoraussetzung) 

Fall 2: Z I<X. =? Zc.fI 1 0\cf* (denn o erhält Inzidenzen). 

Fall 3: Z,i,Y" Z i c< = 3• YZ A 3• x: .. YZ n ""' und X,Y,Z pw.verschie
den und kollinear. o führt die kollinearen Punkte X,Y,Z in die 

kollinearen Kopu.nkte Xo, YJ, Zo über, d.h. 1f ~. => 11" ~" n lr~,r • 
Der Punkt 0t<:f• liegt wegen Ycf I o<.J* /\ Xcf I occf'• in lf~sf'I ir:..i-, 
also folgt c,_J* t 1r'u , d.h. ZJ' I o<ö"'. 
V Z " ,P folgt stets: Zd' I o<. ö • => die zum Punkt 0<..0 • komple111entin 
Hyperebene in lf' fungiert nicht als d' -Bildi Viderspruch zu o 
surjektiv. • 
Bemerkungen: (a) Auch in 1.11 wurde .für eine KoITelation o einer 
projektiven Ebene eine neue Abbildung ef •: (,' - ,P.' konstruiert 
gemäß: g ,__ Pc.f Qcf mit P,Q IE Ps, *· Diese lbbild.ung ordnet sich 
dem Begriff .duale Korrelation unter: g cI • .. p X cf' , denn der 
Büschelträger g 6* ist bereits durch zwei G'eraden des Büschels 
eindeutig festgelegt. 

(b) Die Hyperebene ß' " -f2-'" heißt "konjugiert 
zur H;yperebene 0<. .s,P. * bezüglich der Korrelation o", wenn gilt 

0<.a"'I'ß'(cx.J* ist ein Punkt). 

2) Ein projektiver Raum lf mit 2 & dim li <"""' ist genau dann 

isomorph zu seinem Dualraum, wenn er eine Korrelation gestattet. 

Bew.: Nach Satz 3.4- sind zwei projektive Räume lf, T' genau drum 

isomorph, wenn eine Kollineation cf: 1f - lr' existiert. T UDd ,r• 
sind also genau dann isomorph, wenn eine Kollineation ~ :T -T'', 
also nach Def.3.9a eine Korrelation existiert. • 
Bemerkungen: (a) Nach 3.8,Folg.10 ist mit •11c.(endlichdim.ension&l) 
auch 1f"' endlichdimensional und desarguessch. Man kann also T ~ 
algebraisieren und erhält einen Körper K"'. 
Falls in Tk eine Korrelation existiert, sind Kund K* isomorph. 
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Bew.: Um in 3.5, Folg.12 zu zeigen? daß K unabhängig von der 
Auswahl der Konstruktionselemente ist, benützten wir eine 
Kollineation, welche die Angabeelemente ineinander überführt. 
Jetzt existiert nach Voraussetzung eine Korrelation, welche die 
Angabeelemente von 1f in Angabeelemeute von lf * überführt, .also 
sind K i.:nd K* iso:norph. + 

(b) Ist lr und damit lr * ein endlichdimensionaler 
Desarguesraum und. sind Kund K• isomorph, dann existiert eine 
Korrelation in ~tc• 

Yir werden diesen Satz in§ 5 als Folgerung des 1~ Hauptsatzes 
der projektiven Geometrie beweisen. Dort wird gezeigt: Ein 
Desarguesraum endlicher Dimension gestattet genau dann eine 
Kollineation auf einen Desargues.raurn ~leicher Dimension, wenn 
die Körper der beiden Desargue.sräume isomorph sind. 

(c) Nach Bem. (c) nach Def.3.8 c sind Pr L(lf) und 

Pr L(lf*) bijektiv. Falls in T1><- eine Korrelation existiert, dann 
sind. Pr L(r) und Pr L(ii*) isomorph. 
Dieser Satz wird in§ 5 als Folgerung des 2. Hauptsatzes der 
projektiven Geometrie bewiesen. Dort wird gezeigt: Zwei Desargues
räume gleicher endlicher Dimension mit isomorphen Körpern be
sitzen isomorphe Kollineationsgruppen. 

(d) Für den zu einem unendlichdimensionalen projek
tiven Raum 1f dualen projektiven Raum lf* gilt, daH lf* nicht 
isomorph 1f ist (o.Bew.). Ti und lr* sind auch bei endlicher Dimen
sion nicht immer isomorph, da K nicht immer isomorph K* ist 
(o.i3ew.). 

DEF.3.9 b (vgl.Def.1.11 c): Eine Korrelation o: ,µ -,r. • eines 
endlichdimensionalen projektiven Raumes auf sich heißt 

selbstadju.ngiert, wenn o o• .. L12 gilt. Eine globale Abbildung 
/1. : -p. - ,p. * heißt Polarität, wenn die Konjugiertheit eine 
symmetrische Relation ist. 

Bemerkung: Für eine Polarität/\. gilt also: XI Yri. ~ Y I Xt.. Vx,Yl"P, 

3) Die Polaritäten sind genau die selbstadjungierten Korrelationen. 

Bew.: (Vgl.1.11,Folg.3) (a) Ist o eine selbstadjungierte Korrela
tion, so ist J eine Polarität (wörtlich gleich zu 1.11, Folg.:,, 
Beweisschritt (a~ ). 
(b) ~ ist eine Polarität. Zu ze-igen ist, daß A eine selbst
adjungierte Korrelation ist. 
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(i) 'X ist eine Bijektion 'f-t - f •: 
(<X.),).. ist nach Definition global. 
(ß))\ ist injektiv: (ir.d.) NQ mit Pi\ =Q i\. 

Gemäß 3.7, Folg.3 kann P,Q zu einem Basissimplex von 1f ergänzt 
werden: {P,Q,P2 , ••• Pn1 • P/1. .. Qi\, Pj). (j=2 ••• n) sind n Hyperebenen; 
nach 3.7,Folg.5,Anw. (b) haben diese mindestens einen gemei!lßa.men 

Punkt B: 
B I_P"- .. QA ~ B I Pj:(j=2 ••• n). Da/\ eine Polarität ist, folgt: 
B::\ I PABA I QABA I P.(j=2 ••• n). Die Punkte P,Q,P2 ••• Pn des 

- J 
Basissimplex liegen alle in der festen Hyperebene B>- : Widerspruch. 

(,y-) i\ ist surjektiv: o< e,P. • sei ein beliebiger Kopunkt. In 
der zugehörigen Hyperebene I"" existiert ein Basissimplex: 
{ P

0
, ••• l?n_1} ; dien Kopunkte (Hyperebenen) P/\ (j=O, ••• ,n-1) 

haben einen Schnittraum, der nach 3.7, Folg.5,Anw.(b) mindestens 

einen Punkt A enthält:-A I Pji\ (j„o, ••• n-1). Da A eine Polarität 

ist, folgt daraus: Al\ I Pj (juO, ••• n-1). Die Hyperebene PAx 
umfaßt also alle Punkte eines Basissimplex von ll « ~ 1i"' c lfA;-¼' li .. • 1fAll.. 
Da.mit ist ein Punkt A gefunden mit A ;\ • "' • 

(ii) A führt kollineare Punkte in kollineare Kopunkte über: 
F,Qk,P., ,i,, J?Q .. :g. Da)., bijektiv ist, gilt Pi\ ,i,Qi\. Diese beiden 
Kopunkte bestimmen die Kogerade r : .. P:;\.Q,'.\ ; wegen dim Ti:. =n-2 und 

2 (,, dim lf < oo enthält lf r. sicher einen Punkt s. Für diesen gilt 
S I PA" S I Q:\; da A eine Polarität ist,folgt daraus Si\ IP " 
SA I Q. Die Hyperebene S11. enthält also die beiden verschiedenen 

Punkte P,Q und damit auch ihre Verbindungsgerade: Tis,1.=> ~PG.s,p'l. 
• • - .).. ?c,l.:....,',tö.-\ .-

Sind X,P,Q kollinear, so gilt X~ 'f2':l ~ X I S::\ => XJI. I S. 
Die t.lberlegung gilt V S E 1f r , d.h. die Hyperebenen XA ent
hält alle Punkte von 11 r : X?\ ::> 1f 1: = 1f r;,. n 1f Q?. =9 die Kopunkte 
X'X, Pi\, Qi\ inzidieren alle mit der Kogeraden L , sind also 
kollinear. 
Damit ist A als Korrelation erwiesen, denn die t.lberprüfung von 
(III) kann wegen dim lf • dim lf* .:oo nach 3.7 unterbleiben. 

(iii) Daß~ selbstadju.ngiert ist, kann wörtlich gleich mit 
1.11,Folg.3,Schritt (iii) gezeigt werden. • 

SATZ 3.9: Ein projektiver Raum endlicher Dimension größer gleich 
zwei ist genau dann zu seinem Dualraum isomorph, wenn er 

eine Korrelation gestattet. Ein Desarguesraum endlicher Dimension 
gestattet genau dann eine Korrelation, wenn sein Körper isomorph 
zum Körper seines Dualraumes ist. Die Polaritäten sind genau die 
selbstadjungierten Korrelationen. 








