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8§ &, Dreidimensionale Pappuscd:

4.1, CGrundeebilde 1, und 2. Stufs

B "R

tive Raum T°(F

Jeder

2 Y R
pegtenenasn |

von vier nicht komplanaren
in T? neifit "Tetraed
eines T*. Eine B

Punkten, wobel je vi

“ ~ -3 — e . 3 s
Der Verband w i’ der Unterriwse eines |’ besteht aus folgender

@

Elementen:

depr lesre projektive Raum T, mit dim ﬂ;:wﬂ; .

die pull ionalen Unterrdume, alse die Punkbte wvon 7, welche
die HMenge dens

54 S am A - T+ ¥ 3 3 it « 3 S
die eindir nalen Unterrdume, alsc die Geraden von 1| ; welche
die lenge dens s

die zweid onalen Unberriume, alsc die Ebenen von i~ ; diese

i
sind zugleich dle Hyperebenen des V% und wir bezeichnen die
von ihnen gebildete Menge mit € ’

der gesambe Raum T°* .

Der Dualraum T°* (§2%,04*) von T° bestebt aus den als Kopunkte
sufgefaBten.Eoenen von T°, und die Kogeraden sind die Ebenen-
biischel, alsc Jene lMengen von Ebenen, die Je eine feaste Gerade
enthalten. Die Koebenen (=Kohyperebenen) schlieflich sind

die Evenenbindel, also jene lMengen von Ebenen, die je einen
festen Punkt enthalten,

Beim Dualitétsprinzip der dreidimensionalen projektiven Réume wer-
den nach 3.8,Folg.9 Inklusionen umgedreht,Verbinden und Schneiden

vertauscht, Punkbte und Ebenen vertduscht und Geraden gehen in
Geraden liber.

Bezeichnungsvereinfachungen:

(a) Statt T® schreiben wir in § 4 meist | .

(b) Die Inzidenz Ic¢fx(J (P I g) ist in Tl gegeben. Fiir die
daraus abgeleiteten Inzidenzen

I*c R¥*x G (aT* 26T Ty ) und TeRxR*(P Twes PeT,)
schreiben wir i.f. auch I,
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(c) Eine Kogerade L (Ebenenblischel) stimmt nach der kanonischen
Identifizierung von R mit R** gemdd 3.8, Folg.8 mit der Triger-
geraden s des Ebenenblischels lberein; statt oI L schreiben

wir i.f. ¢l s,

Ebensgo identifizieren wir Jedes Ebenenblindel mit dem Triger-~
punkt.

(d) Bei den Inzidenzen‘wellen wir nicht mehr auf die Reihenfolge
achten: « I s s La usf.

Folgerungen:
4} Der PAR ist ein dreidimensionaler projektiver Raum.

Bew.: Nach 3,1,Folg.2 ist der PAR ein projektiver Raum, In
PAR existiert ein von einem eigentlichen
Punkt P, ausstrahlendes (z.B. orthogonales) {i
Dreibein mit den Geraden x,y,z. Nach 3.1,
Folg.2,Festsetzung(I) besitzt Jede dieser
Geraden genau einen Fernpunkt P, bzw. P

bzw. P;. Die Punktmenge {PO,P,],Pg,PB} ist ein Simplex:
P,],PgsP3 sind nicht kollinear (die Ebene xy is% nicht parallel
zur Geraden z, also inzidiert gemdB Festsetzung (III) die
Gerade P,V P, nicht mit P5) und Pq\/PZV P3=:Wu ist deher eine
Ebene, ndmlich die Fernebene; Poé'ﬂw y denn P ist eigentlich.
Das Simplex {Po’Pﬂ’P2’P3} ist ein Basissimplex: Jeder Punkt

X (4 Po,fﬁw) des PAR bestimmt eine eindeutige Gerade P X,
welche nach (I) die Fernebene w in genau einem Punkt X -trifft;
somit gilt X¢ POV Xu mit XﬁEPu, woraus Xé-POVV;=POV P1VP2VP3

V XePAR folgt, @

e

2) Das Minimalmodell eines dreidimensionalen projekbtiven
Raumes hat die Ordnung zwei und besteht aus 15 Punkten, 15
Ebenen und 35 Geraden; alle Ebenen des Minimalmodells sind
Minimalebenen (vgl.Ubungen).
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DEF 4.1 at Als Grundgebilde 4.Stufe bezeichnen wir die Punkb= -

" reihen, die dazu dualen Kopunktreihen (Ebenerbiischel)
und die selbstdualen Geradenbiischel (d.i. die Menge aller
Geraden durch sinen Festen Punkt in einer festen Ehenme). Als
Grundgebilde 2.5tufe bezeichnen wir die Punkimengen und die
Geradenmengen in Fbamnen bzw. die Kopunkimengen und dis Ko

geradenmengen in Koebenen.

Benmerkung: Grundgebilde 1.8tufss .

Punktreihe ...fg:={PeR|P I g } :] D, -dual ]
. ~dua

Ebenenbiischel ...tg :={xel|ea I g} )

Dy-dual “] N
Geradanbiischel ggojpwoa {ge(ﬂf g IPa ol DE-dual
Ag Ix” mit PIw -

Im Tigilt ein Dualititsprinzip D(W3)=:D In einer projektiven
Ebens wol® gilt das Duallnatspr’171p deé projektiven Ibenen
D(w)=:D,, Punktreihen und Ebenenhuschal sind dual im Si
Dg, Ger&denbiischel sind selbstdual im Sinne wvon D3; Pu
und Geradenblgchel sind dual im Sinne von Dz. In der pr
Xoebens }c713'g*lt des DualitBtsprinzip D(P)=:D% . Ebenenm
biigehel und Geradenbiischel sind dual im Sinre von Di.

D} heiBt auch Dualitétsprinzip eines Bindels inT°.

Grurdgebilde 2.S5tufe:
"Punktfeld .. R t= {Pe PIw
# { Rl g} :]D2~dual :] o

"Geradenfeld”,.g@a:s{ giq lg Tl 3~dual“7
"Ebenenbiindel" ...8, = {xe€lel 4] jD‘ 1ual (D5 -qua:
"Geradenbﬁn&el" o w0 uA:n {8 € (& l@ T A} = J

Die FEbenenbiindel sind als Menge der Kopunkte ®« einer Koebens 4
zu den Punktfeldern Dz-dual, ebensc die Geradenbiindel zu den
Geradenfeldern, Punktfelder und Geradenfelder sind Dy~dual,
Ebenenbiindel und Geradenbiindel sind Df-dual.

3) In 3.8, Folg.10 haben wir erkannt, daf die Koebenen isomorph
zu den Dualebenen der Ebenen von I sind. Unterwirft msn also
eine ebene Figur f in Tlden Dualltatsprln71p D3’ 80 erhilt man
eine Figur Y{ *, welche einen Unterranm_ﬂ 5, also einen Punkt
umfaBt, und daher eine Blndelfigur ist. Schneidet man diese
Biindelfigur ¢* mit einer zunm Trigerpunis T>~7 des Bindels
komplementdren Ebene T (d.i. die Anwendung der Kollineation 7
aus 3.8, Folg.10), so erhdlt man eine ebene Figur {*), welche
zur Ausgangsfigur # dual im Sinne von D2 ist.
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4) Bisher wurde in einem projekbiven Raun der Begriff
Perspektivibit nur filir schneidende Purktreihen erklirt (vgl.
Def.%.6 a), In einem dreidimensionalen Raum kann man mit Def.
4.1 a such Perspektivitidten zwischen ungleichartigen
Grundgevilden 1.8tufe definieren:

Eine Perspektivitit zwischen ungleichartigen Grundgebilden
1.5tufe ist eine Bijektion, bel welcher Ur- und Bildelement
stets inzidieren (vgl.Def.1.7).

WUir untersuchen die drei miglichen Paarungen ungleichartiger
Grundgebilde 1 .5tufe:

2,75 .t Es gilt notwendig gluaa gIP, da eine Bijektion vorliegen
g0l1l und nach 1.2 sind diese Bedingungen fiir eine Bijektion hin-
reichend =g |={d o

€3% (p.: Entsteht durch D; aus obiger Perspektivitdt. Fir gIP A
A gXa liegt eine Bijektion vor (jede Ebene 4 durch g schneidet
= in der zugeordneten Geraden x)==|{g |=|d, |

fgxﬁqz Die Geraden a und g sind notwendig windschief (beil schnei=-
denden Geraden ware stets der Schnittpunkt g.a der Ebene ¢ durch
g zugeordnet im Widerspruch zur geforderten Bijektivitdt). Sind
jedoch a und g windschief, so schneldet Jede Ebene g
xs ¢y den zu g komplementiren Uaterraum a in genau
einer Punkt und jeder Punkt Pe¢R, legt genau eine _-
Ebene PV g=ou fest==|{ =Rl g

Nach Satz 3.2 sind je zwel Punktreihen eines projektiven
Raumes gleichmichtig. Pies ergibt zusammen mit den obigen
Uberlegurngen:

Je zwei Grundgebilde 1.Stufe eines dreidimensionalen projektiven
Raumes sind gleichmichtig.

5) Um Perspektivitidten zwischen Geradenblischeln bzw. Ebenen- i
biischeln zu definieren, wenden wir auf die Definition perspektiver
Punktreihen gemdB Def.3.6 a daS‘Dualitétsp:inzip D2 bzw. D5
an.

Durch Anwendung von Dp auf perspektive Punktreihen, die nach
Def.3.6 a eine ebene Figur darstellen (Ur~ und Bildpunkt liegen
auf Geraden eines Biischels mit Zentrum Z), erhalten wir
perspektive Geradenblischel in einer Ebene, die schon aus 1.7
bekannt sind.

Durch Anwendung von D, auf perspektive Geradenbilischel in einer
Ebenre entstehen perspéktive Geradenbiischel in einem Blindel,
deren Zentren im Bindelzentrum liegen und deren Ebenen ver-
schieden sind; die Verbindungsebenen zugeordneter Geraden
liegen in einem Ebenenblischel.



-5 o

Wir wenden DB anf Def.3.6 a ans

Eine Bijektion zwischen zwel verschiedenen Ebenenbiischeln mit
schneidenden Trigergersden heilt eine Perspektivitds, wenn Ur~
und Bildebene stets mit einer CGeraden eines Bischels inzidieven.

Dual zum Punkt Z heilt nun die Trigerebene deg Geradenbiischels
“Pergpektivitidtsebene"y ; sie geht durch den Schnittpunkt der
beiden Triagergeraden und enthdlt ksine Blischelachse.

Damit wird folgende Definiticn sinnvoll:

Eine Bijektion zwischen zwel Grundgebilden 1.5tufe heiflt eine
Projekbtivitit, wenn sie das Produkt wvon endlich vielen
Perspektivititen ist.

&) Damdual zu Pef.1.10 ¢ kann nun der Begriff harmonische Lage
fiir vier kollineare Ebenen ., B,y ,d (o, B8 ;v pw.verschieden)
erklirt werden: H( o ,R:¢,d). Da in T’ und T* wegen dimT =3

der Satz von Desargues gilt, ist die vierte harmonische

Ebene J eindeuvtig bestimmt,

Faft man vier harmonische Ebenen zusammen mit dem die harmonische
Lage charakterisierenden Kopunktviereck als Bindelfigur auf

und schneidet man diese Figur mit einer zum Bilndelscheitel
komplementidren Ebene, so erh&lt man nach Folg.? einen Vier-
strahl und ein Vierseit, welches nach Def.4.10 d die harmonische
Lage des Vierstrahls charakberisiert. Vier harmonische Ebenen
schneiden dsher eine Zbene £ nicht durch die Biischelachse

nach vier harmonischen Geraden. Nach 41.10 treffen diese Geraden
{und damit die Ebenen) jede Gerade in € , welche die Achse

des Ebenendlischels nicht schneidet, in vier harmonischen Punkten.
Ungekehrt kann aus der harmonischen Lage der Schnittgeraden

Ezw. Schnittpunkte auf die harmonische Lage der Ebenen ge-
schlossen werden, da n in 5.8, Folg.10 eine Kollineation ist.’
Aus obigem und 1.10 ergibt sich insgesamt: Eine Pergpeltivitdt
zwischen Grundgebilden 1.5tufe erhdlt harmonische Lage.

Hieraus folgt sofort: Eine Projektivitét zwischen Grundge=
bilden 1.Stufe erhdlt harmonische Lage.

?) Je zwei Grundgebilde 2.S5tufe gind gleichmichtig.
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Bew.: Punkt- und Geradenfeld .derselben projekbtiven Ebene w
sind nach Satz 1.2 gleichmichtig: |Ru| = [Jul. Zuei ver-
gchiedene Fbenen o,8 sind nach 3.5, Folg.2,Anw.b isomorph,
also insbesondere gleichmichtig: |R«| = [Ral . Nach 3.8,.

TFolg, 10,Bem.gind die Koebenen (Ebenenbiindel) isomorph zu

den Dualebenen der Ebenen von W°, also insbesondere zu diesen
gleichmichtig: [€al =10,] . Ebenenbiindel und Geradenbiindel
desselben Punktes A sgind Kopunkt- und Kogeradenmenge einer
Koebene, also nach Satz 1.2 gleichmichtig: |¥, [=|(al. Zwei
verschiedene Koebenen A,B sind nach 3.5,Folg.2,Anw.b gleich-

michtig: [€al=1€51 . L 2

8) Wir erweitern nun den Eegriff Pergpekt1v1tat auch auf Grunde
‘gebilde 2.5tufe.

DEF.4.14 by Eine Bijektioﬁ zwischen einem Punktfeld und einem
Geradenbiindel oder einem Geradenfeld und einem
Ebenenbiindel heiBt perspekbtiv, wenn Ur- und Bildelement stets
inzidieren, Eine Bijektion zwischen zwel verschiedenen gleichw
artigen Grundgebilden 2.Stufe heiBt eine Perspektivitdt, wenn
Ur- und Bildelement stets mit einem Element eires dritten
Grundgebildesg 2.S5tufe inzidieren, wobel dieses Element genau
der Schnitt-— bzw., Verbindungsraum von Ur-~ und Bildelement
ist, falls diese verschieden sind.

Wir untersuchen die sechs mdglichen Fdlle:

A
X/,
(a) Sollen das Punktfeld f2. und das Geradenbiindel : o/
(éAperspektiv bezogen werden, so muBl A Za gelten, X
Die Perspektivitit B:{dx—(Js ordnet dann jedem /

Punkt X(s R, ) die Gerade XA=:x(c(f,) zu. Diese Zuordnung ist

tatsichlich eine Bijektion, was analog zum Beweisschritt (1)
von Satz 1.2 zu zeigen ist.

(b) Sollen das Ebenenbdiindel £, und das Geradenfeld U . A
““

perspektiv bezogen werden, so mul A I « gelten. Dieser

Fall ist D ~dusl zum obigen, also ist die Zuordnung,

welche jeder Ebene % (€ £, ) die Gerade x:=to ( €{«)

zuordnet, eine Bijektion (Ubrigens ist die Abbildung 7 aus 3.8,
Folg.10 speziell fiir den dreidimensionalen Raum eine Per-
spektivitat von diesem Typ).
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(¢) Seien . und Ra Punktfelder mit «#hB . Zuge~ 5 X' > /
ordnete verschiedene Punkte bestimmen keinen O\O\Ox‘:/
nicht leeren Schnittraum und als Verbindungg- L )
raun eine Gerade; diese kann run entweder einem Geradenfeld

oder einem Geradenblindel entstammen, Der Fall des Feldes is%
unmogl;.oh da nur Punkte der Spuren des Feldes in w und A

dureh Feldgeraden zugeordnet werden konnen, im Widerspruch

zur geforderten Surjektivitdt. Also nissen alle Verbvindungs-
geraden einem Biindel angehdren, fir dessen Zentrum 2 wegsn

der Bijekbtivitit Z 7 |«,h gilt. Wahlt man Z beliebig mit 2 7 |w,B
und ordnet Punkte X 42, und X'eflp mit X,X',Z kollinear zu,

s0 ist diese Zuordnung w: . -~ R, tatsdchlich bijektiv. Ist
ndmlich % eine perspektive Kollineation von 1 mit dem

Zentrum Z und einer beliebigen Achse f durch die Gerade «f3

mit { e, b, welche fiir einen Punkt P Ix,P I w® leistet

Pe If mit P,Pe, Z kollinear (die Existenz von w folgt aus

3.5, Polg.1),80 gilt aR*=f und u= %|f«. Damit ist w

bijektiv. Umgekehrt bestimmt jede perspektive Kollineation =

mit ®*=03 (wegen oc#(B ist dann Z I |«,B) eine Perspektivitit

@awPG‘

Seien Cj“\lnd (gﬁ Geradenfelder mit «# > . Zugeordnete Geraden sind
nicht windschief, da sis sonst kein Element
eines Grundgebildes 2.8tufe als Schnitt- baw.
Verbindungsraum besitzen. Zugeordnete
Geraden x ¢ 0(}& und x'e 0(‘],5 schneiden einander

daher fiir x$x'., Die Menge der Schnitt-
riume ist dann die Punktreihe auf «f3 , also kein Grundgebilde 2.
Stufe; die Menge der Verbindungsriume ist flr xsx' cine Ebenenmen-
ge und muB daher einem Ebenenbiindel mit einem Scheitel Z angehdren.
Wegen der geforderten Bijektivitdt gilt 72 Zle,B . Jeder Gerader x
(e()j,‘) ordnen wir nun die Gerade x:=B8n(xV 2Z) zu und erhalten

s0 eine BlJektlon_ Diese Zuordnung x+=x' 188t sich ndmlich

wieder als Finschrinkung 2 I(}Jweiner Xollineation = von § mit
Zentrum Z und einer Achse  durch «f deuten,wonﬁit die erklarte
Zuordnung UJ“—"QA bijektiv ist.
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Sind die Punktfelder £, und Rs perspektiv, so sind daher auch
die zugehbrigen Geradenfelder {J. und {, perspektiv und unge-
kehrt. Wir sprechen daher kurz von perspektiven Ebenen und
schreiben o & B. Bei einer Perspektivitét X B bleiben die
Punkte der Reihe Ru.a einzeln fest,

(&) Durch Anwendung wvon D3 auf die letzten beiden Fdlle
erhalten wir die noch ausgtehenden beiden Félle: )

Zwei verschiedene Ebenenbiindel ¥, und £,
kénnen durch ein Geradenfeld (j; mit 5 Z|A,B
perspektiv bezogen werden, wobei zugeordnete
Eberen (e €4 ) und §'(¢ £5) mit & kollinear
liegen. Die Perspektivitit ergibt sich als Einschrinkung ¥ f,
einer perspektiven Kollineation ® von T mit A® =B (wegen A+B
gilt fiir die Achse § dann ¢ ¥ |A,B).

Ebenso ergibt sich eine Perspektivitit zwischen
zwel verschiedenen Geradenbiindeln (J, und (Jg als
Einschrinkung a’tewj‘ ‘einer perspektiven
Kollineation = von§ mit Ax=B.

Uz- und Bildgerade schneiden einander in
den Punkten des Feldes /Qg.

Sind die Ebenenbiindelf, und £z perspektiv, so sind daher auch
die zugehdrigen Geradenbilindel (ﬂ,\ und fJ perspektiv und umgekehrt.
Wir sprechen daher kurz von perspektiven Blindeln und schreiben
A X B. Beil einer Perspektivitdt AR B bleiben die Ebenen des
Biischels ¢,, einzeln fest.

9) Der folgende Satz liefert ein Kriterium dafiir, wann zwei
verschiedene kollineare Felder (Bindel) perspektiv sind:

Eine Kollineation eines Feldes auf ein verschiedehes gleichw
artiges Feld ist genan dann eine Perspektivitat, wemnn alle
gemeinsamen Punkte der beiden EFbenen einzeln fest bleiben,
D3~dua1: Eine Kollineation eines Blindels auf ein verschiedenes
gleichartiges Biindel ist genau dann eine Perspektivitdts, wenn
alle gemeinsamen Ebenen der beiden Blindel einzeln fest bleiben.

Bew,: Nach Folgerung 8 ist eine ﬁichtung bereits gezeigt, Wir

gehen nun von einer Kollineation @ :Hu—7Ha(x 4 B) mit aelffldﬁ-c.

aus und wollen zeigen, daB ® eine Perspektivitdt ist.




W,gm.

Sei Pef. ein beliebiger Punkt mit P I ats«h =
Px] a =»P4Pu== 1¥PPxz, Eoenso sei Qefu
mit @ Za und Q#P: da = die Punkbte der Achse ,fr /7?@ &

F
a feat LEBRY, muf Pzro=die Gerade ¥4 in

p——

Schnittpunkt 4 mit a treffien.
4

as Dreicck 4/

C&

ngewendet auf

o

erade QG= trifft dsher QQx die
in einem Purkt 7 (@;n “ﬁQ

Evenso gehen wix

auf Pi o

X% elnem

auf PQ wiederholen
ichnungsinderung (verteusche & und X) obige
t also: R,R®,7 sind kollinear (fiir R

trivial)== % ist eins Per ivitds.

rikung: Damit ist gled
in verschiedenen Eb
dlf d r Sehn

g bewiesen: Liegen

RY: zugeordnete Seiter
;eu Ebenen treffesn, so liegen
des Savzes von Desargues
.n EIa enj,

Nach Def.1.8 heiBen Kollil
die Prcdvﬁte von sndli ven Kollineationen

sich,

(ﬂ

sind; projekbtive Kol

bt

Kollineationen einex projekitiven Fhene 1w eine andere projektive
Fphene keinen Sinn. Gehdren heide projekblve Ebensen dagegen
ginem projektiven dreidimensionalen Raum an, s6 Xann man

definieren:

ne Kollinsation a:f2q—Pseiner projektiven Ibene o
von’ﬂ suf eine projektive Ebene B von | heiBt eine

projektive Kollireation, wenn sie die Einschrénkung einer
projektiven Kollineation = : @R~ von T auf Q. ist.
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Bemerkung: Sind allgemein T,(R.) und T,(R,) zwei Unterriume
eines projektiven Raumes T und sp: .- £, eine Kollineation,
80 heift m genau dann eine projektive Kollineation, wenn
eipe projekiive Kollineation &:T — T existiert mif u= =ifds,

10) Eine Kollineation JIR I — Ry einer Ebene xcT? auf eine

Ebene BC]T3 ist genau dann projektiv, wenn x Produkt von
endlich vielen Perspektivititen zwischen Ebenen ist, Es existiert
eine projektive Kollineation w:R«—fs, die ein Viereck in x in
eln Viereck in A i{iberfibrt und genau eine in Pappusriumen.

Bew.: (a) Ist m:fR«— Ro endliches Produkt von Perspektivititen
gwigchen Fbenen, so ist jede dieser Perspektivititen nach

Folg.8 Einschrinkung elner perspektiven Aubtokollineation ven T auf
elne Ebene und daher 4 nach Def.3.6Db eine projektive Xollineation.

(b) Ist 4 :Rx— fan eine projektive Kollineation und
als solche Elnschrénkung einer projektiven Kollineation =
von [ auf x, so ist ® endliches Produkt von perspextiven
Kollineationen von T und &4 nach Wahl geeigneter Hilfsebenen
endliches Produkt von Perspektivitédten zwischen Ebenen.

(¢) Fihrt man « in B durch eine Perspektivitit s iiber, so
igt durch das X ~-Bild des Urvierecks in « und das gegebene
Bildviereck in b eine projektive Autokollineation von B bestimnmt,
welche nach 3.5, Folg.2, Anw.(c)zu einer projektiven Kollineation
von T verlingert werden kann. Das Produkt einer m beschrei-
benden perspektlven Kollineation von T und dieser
projektiven Kollineation von T ist eine projektive Kollipeation
von I , deren Einschridnkung auf « das Gewiinschte leistet.

(a) Speziell inTpp ist « eine PP-Ebene. Sind u,u, zwel
projektive Kollineationen, welche in die Angabe passen, so
ist pmama”"i P fu als Einschrédnkung elner projektiven
Kollineation in I auf « eine projektive Kollineation in «,
die ein Viereck festldft , Nach Satz 1.9 ist (™ =t und

danmit M= M. ) ) ’ @

Bemerkungen: (a) Nach Folgi0 ist eine Kollineation g : {2« —= 4
genau dann projektiv, wenn eine Punktreihe von « aufgefalt
als Punktreibe in T projektiv abgebildet wird.

(b) Was in Folg.10 fiir zwei Ebenen formuliert
wurde, gilt flir zwei Koebenen inT und auch fiir die jeweils
D, -duale bzw. Di ~duale Auffassung der Ebenen bzw. Koebenen.
DemgemdaB kann man von.projektiv kollinearen Punkifeldern
und Ebenenbiindeln bzw. Geradenfeldern und Geradexnblindeln sprechen.
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SATZ 4.1: Je zwei Grundgebilde 1.5tufe und je zwel Grundgebiides

2.5%ufe in einem dreidimensionalen proweftlveA Raum
chtig. Der PAR ist ein dreidinm ionzler

unE
projektiver Raum. XKollineare verschiedene gln1cn% ©

ige felder
bzw., kKollineare verschiedene gleichartige Blindel sind gerau
] pektiv, wenn die gemeinsamen Purnkte bow. dle ge=
0% einzeln fest bleiben. Eine Kollineation

o~
L1

3

artigen Grundgebilden 2.8tufe in einenm
len projektiven Raum ist genau dann projekxtiv,

von endlich vielen Perspektivititen iss.

zenn Schreibweisen:

rede von A,Bledd
rade von w,bje § , #

hn geherden Ge
den Ceruutlwen wCﬂhluwDuﬂJu 60
den Geraden

.2, Quadratische Kegel in dreidimensionalen Pappusriumen

Die in § 2 besprochenen Kegpelschnitte sind Eiguren in eirnexr
PP-Ebene. Deuten wir diese als Unberraun

“P.Raumes || und wenden wir D3 au
1
L

gtehen Figuren in Koebene
! e
v

4¢2M§_(D5wdual zu Def.2.1 a): Eine Fbenenmenge in einem PP~
Reaum heifBt ein quadratischer Ibenenkegel, wenn sie

die Menge der Verbindungsebenen zugeordneter Gerad
n

schiedener projektiver, micht perspektiver Geradenbiischel aus
einenm Bindel ist. Eine Geradenmenge in einem PP-Rsum heilt ein

Lo
quadratischer Geradenkegel, wenn sie die MNenge der Schnitte
geraden zugeordneter Ebenen zweler verschiedener projektiver,
nicht perspektiver Ebenenbiischel aus einem Biindel ist.
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Quadratvischer Ebenenkegel: Quadratischer Geradenkegel :

Eri={ietsley = xoxx mit C Pe={xelslx= g gamit jety a
xelsgratJoo = Ysc A As,tleds A ai¥g~=¥, A nicht
nicht perspektive perspektive ProJektivitdt A s+t}

Projextivitdt A 6 * T}

Bemerkungen: (a) Da | ein PP-Raum 1st, sind die projektiven Ge-
radenbiischel (oo xfs,~ bzw. die projektiven Ebenenbiischel €, 7 {.
nach der Di-dualen bzw. Dy-dualen Aussage zu 1.9,Folg.2 genau

dann perspektiv, wenn die gemeinsame Gerade ¢v bzw. die gemein-
same Ebene st der beiden Biuschel selbstzugeordnet ist.

() Jeder guadratische Fbenenkegel bzw. Geradens
kegel enthdlt die "Grundebenen" o und © bazw. "Grundgeraden"
s und t. Der Bindelscheitel S heiBt die "Spitze".

(¢) Quadratische Ebenenkegel und quadratische
Geradenkegel desselben Biindels S sind dual im Sinne von DJ}.

(d) Jeder quadratische Ebenenkegel ist eine Ko=
punktmenge, welche Dy—dual zu einem Punktkegelschnitt ist.
Jeder quadratische Geradenkegel ist D3~dual zu einem Geraden-
kegelschnitt und kann als Punktmenge in I aufgefaBt werden,
wenn man definiert: Ein Punkt des Raumes heiBt Punkt eines
quadratischen Geradenkegels, wenn er mit einer Geraden des’
Kegels irpzidiert.

Folgerungen:

1) (a) Ist x eine Ebene nicht durch die Spitze S eines

quadratischen Ebenenkegels ¥, so ist die Geradenmenge r mit ge€p

ein Geradenkegelschnitt in %  ("Spurgeradenkegelschnitt" in 7).
Projiziert man die Geraden eines Geradenkegelschnitts in «

aus einem Punkt S nicht in &, so entsteht ein quadratischer
Ebenenkegel (Diese beiden Aussagen folgen sofort aus der
‘Tatsache, daB die Abbildung 1 aus 3.8, Folg.10 ein Isomorphismus
S —=x ist). Ebenso gilt:

(v) Ist x eine Ebene nicht durch die Spitze eines Geraden-
kegels (r, so0 ist die Menge der Punkte xx mit x <l (der
Durchschnitt der Puxkimenge von&%pmit @43 ein Punktkegel-
gchnitt in & ("Spurpunktkegelschnitt” in T ).

Projiziert man einen Punlktkegelschnitt in T aus einem Punkt S
nient in 7 . so entsteht ein quadratischer Geradenkeg91;
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(¢) Jeder quedratische Ebenen~ bzw. Geradenkegel ist gleiche
michtig zu eimem Grundgebilde 1.Stufe.
Dies folgt aus (a) und (b) sowie 2.1, Folg.1.

2) Hat T, speziell die Ordoung N, so hat auch jede Ebene und
jede Koebene von Ty die Ordnung N.
N=2: Ein quadratischer Ebenenkegel £, besteht aus drei nicht
kollinearen Everen ("Dreiflach™).
W=%: ép besteht aus vier Fvenen eines Biindels, von denen nie
ei xollinear sind ("Vierflach eines Bindels™).
n

quadratischer Dbenenkegel ist eindeutig bestimmt durch

e e

legen finf Zbenmen eines Blindels, von denen nie drei kollinesar
sind, genau einen guadratischen Ebenenkegel fest. Alle Ebenen
gines quadratischen Iperenkegels sind gleichberechtigt: Je
1 elnes quadratischen Ebenenkegels
werden von allen seinen Ebenen nach projektiven, nicht per-

spektiven Geradenblscheln geschnitten (Vgl.2.1,Folg.3 und 5).
vis

Analoges gilt fir quadratische Geradenkegel.

DEF. 4.2 b (DB—dual zu Def.2.1 b): Eine Gerade x in einer Ebene §
eines quadratischen Ebenenkegels £, heiBt eine Er-

zeugende, wenn durch sie keine weibere Ebene von ¥n ‘geht.

Eine Ebere % durch eine Gerade x eines quadratischen Geraden-

kegels qp heiflt eine Tangentialebene, wenn in § keine weitere

Gerade von qp liegt.

%) (Da—dualyzur Bemerkung nach Def.2.7b) In jeder Ebene ¢e €
liegt genau eime Erzeugende von fp . Durch jede Gerade xeqp geht

genau eine Tangentialebene von qp.

Bemerkungen: (a) Nach Folg.4 ist der Durchschnitt der Punkt-
menge eines quadratischen Geradenkegels (Jp mit einer Ebene T
nicht durch die Spitze S ein Punktkegelschnitt k. Ist x

ine Gerade von (Jr und % die Tangentialebene wvon Q&- in x,

so ist die Spur von in % die Tangente von k in X=xI:
(ind.) Is% namlich gx eine Sehne von k, so trifft diese den
Punktkegelschnitt k in einem Punkt Y#X und SY ist eine weiltere
Gerade von Ujp, welche in § 1liegt, was der Definition der
Tangentialebene widerspricht.

(b) Ist P48 ein Punkt auf der Erzeugenden X von qp
und ®n I P eine Ebene durch S, so.enthdlt der Durchschnitt der
Punktmenge des Kegels mit n sicher x. Fihrt man die Sprechweise
ein: Jede Gerade ist in jedem ihrer Punkte ihre Tangente,

r Ebenen,von denen nie drei kollinear sind, und umgekehrt
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80 gilt .zusammenfassend: Alle ebenen Schnitte eines quadratischen
Geradenkegels durch elnen seiner Punkte verschieden von der Spitze
besitzen Tangenten, welche in der Tangentialebene der durch den
Punkt gehenden Geraden liegen.

(¢) Um den Durchschnitt eines quadratischea Geraden-
kegels {Jr mit elner Ebene n durch S zu
bestimmen, schneiden wir (Js zuerst mit einer
Ebene x IS und erhalten den Purktkegelschnitt k.
Da mit jedem Punkt P des Durchschnitits ver-
schieden von S die Kegelgerade PS dem
Durchschnitt angehdrt, besteht dieser aus
Geraden, derven Schnittpunkte mit o
auf «x und auf k liegen. Somit be~
steht der gesuchte Durchschnitt entweder aus zwei oaer aus
einer Kegelgeraden oder nur aus {85} .

4) Jede(nicht notwendig projektive) Kollineation #:T-— T filihrt
einen quadratischen Ebenenkegl ¥ in einen quadratischen Ebenen~ -
kegel«{p.ﬁber,wobei eine Erzeugende von {; in eine Erzeugende

von ¢ Uibergeht; je zwel quadratische Ebenenkegel sind projektiv
kollinear. Anaidge Aussagen gelten fiir quadratische Geradenkegel.

Bew.: Es genligt die D3~dua1en Aussagen zu beweisen.

(a) Jeder Punktkegelschnitt k eines PP-Raumes geht bei einer
Kollineation #:¥—T linienelementweise in einen Punktkegel-
schnitt iUber: Ist 6 dle Ebene von k,0®x* die EZbene von k= und

¢: ¢ —Rexrelne Perspektivitit (fiir 6= ox® setzen wir =1 ), so
ist kY ein Punktkegelschnitt in c%*, da f{ eineSteinererzeugung
von k durch projektive Geradenbiischel in eine Steinererzeugung
von k¢ iUberflihrt. Welters ist §™®:Rser —flow-eine Autokollinea~
tion von G%* mit kift—ks und daher ist nach 2.1,Folg.2 die Punkt~
menge k¥ eln Punktkegelschnitt; bei § geht eine Tangente von k
in eine Tangente von k% liber und analoges gilt bei g“n nach
2.1,Folg.6.

(b) Je zwei Punktkegelschnitte k,k' eines PP-Raumes sind prodek~
tiv kollinear:

Ist 6 bzw. 0' dle Ebene von k bzw. k', so existiert nach 3.5,
Folg.2, Anw.b eine projektive Kollineation s :T-—T mnit ¢'et=¢
(fﬁr 6=6' setzen wir =,=t ). Dann ist k's,=:k" ein Punktkegel~
schnitt in 6 und nach 2.2,Folg.4 sind k und k" projektiv kolli-
near in G, d.h. es exlstiert eine ebene projektive Kollineation
®,:6— 0 mit k"®,=k. Nach 3.5,Folg.2,Anw.c kann %, zu einer
projektiven Kollineation w%,:T — T fortgesetzt werden mit
®,|Pe =%, ;dle projektive Kollineation w®.s,: T—=T leistet k'rek.

®
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Bemerkungen: (a) Naoch 2.2,Folg.4 kann man in %, zugeordneie
Punxtetripel von k" und k vorschreiben; im Gegensatz zum ebenex
Fall ist jedoch im Rawm durch vorgeschriebene Tripel auf k!

und k die projektive Kolli “ion k' = k nicht nehr ein-

deutipg festgelegt. Hat man nEnlich eine projektive Kollineation &
mit k'® =k gefunden, welche I{ir die Tripel das Ge-

wiinschte leistet, so kann man 22 urbeschadet der gewlinschten
Wirkung mit einer beliebigen perspektiven Kollineation von T

mit der Achse G(”“aéereoene von k) zusammensetzen.

D,~dual: Sind auf £ und £, zugeordnete Ebenentripel vor g e
SCDTl“DPn, s0 existieren projektive Kollineationen, dwe Z-in €n
berfilhren und die Ebenentripel einander zuordnen., Jede solche
Kollineation zusammengesetzt mit einer perspektiven Xollineakion,
deren Zentrum im Scheitel von {p liegt, ist wieder eine
projektive Kollineation, die das Ge¢4ﬁsch e leistet.

(b) Jeder quddratisohe Geradenkegel im PAR 1
projektiv kollinear zu einem Kreiskegel und jeder guadratische
Thenenkegel im PAR ist projektiv kollinear zur Menge der
Tangentialebenen (im elementaren Sinn) eines Kreiskegels.

Nach 2.2, Folg.2 ist ein Xreis nimlich ein Punktkegelschnitt
die lMenge seiner Tangenten ein Geradenke gelsoqnlrc- die Projex
dieser Elementve aus einem Punkt 5 nicht in der Kreisebene er—~
gibt im Sinne der Elementargeometrie einen Xreiskegel bzw. seine
Tangentialebenennenge; nach rolh.ﬂ ist diese Projektion aber ein
quad”atlscher Geraden~ bzw. IEbenenkegel. Damit ist im PAR ei
quadratischer Geraden-bzw. Zberenkegel bvekannt; nach Folg.4

sind alle anderen dazu projektiv kollinear.

5) Da auch in der Menge der dreidimensionalen klassischen
projektiven Riume Ty rach 3.8, Folg.q0 das Dualitdtsprinzi
Dy gilt, konnen wir aus den Aussagcn liner Kegelschnity
einer K1a051sc“en Droaextlven Ebene Aussagen ubp ouaarAuluc“e
Kegel in einem W g, gewinnen.

DB—dual zu Satz 2.3: Die Menge der Erzeugenden (Tangentialebenen

eines quadratischen Ebenenkegels {.{(quadratischen Geradenkegels)
bildebt einen quadratischen Geradenkegel (fr (quadratischen
Ebenenkegel).

€ vl nennen wir "quadratischer Kegel"[ (Dz—dual zu Kegelschrnit®
kvk*), der im Sinne vonBem. 4 nach Def.4.2a als Punktmenge

aufgefalit werden kann.

6) Wir wollen nun das Polarsystem eines quadra- 9\3
tischen Kegels [" in T, mit Hilfe des Polar-
systems A, eines Spurkegelschnitis k= Max (mit
¥ I8) definieren.

DEF. 4.2 c: Ist k ein Spurkegelschnitt eines quadratischen che
in einer LEbene X nicht durch die Spitze S und A,
das Polarsysten von k, sc heiBt die Abbildung Ap: qs“°fs mit
(es) — [(8MA]s (e Es)
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Kurz: Man projiziere Pol und Polare von k und erhdlt in A, ge-
koppelte Elemente.

Bemerkung: Diese Definition ist sinnvoll, denn sie ist unab-
hingig von der Auswahl der Hilfsebene x’znicht durch 8):

Je zwel Hilfsebenen i, und w, nicht durch S werden

durch das Blindel 5 perspektiv bezogen; insbesondere ordnet

die Perspextivitit die Spurkegelschnitte ku=["nmund k. =Mpw,
einander zu. Diese Zuordnung wird durch die Erzeugenden von[’
bewerkstelligt. Nach 4.1,Folg.8 ist eine Perspektivitdt zwischen
Purktfeldern stets die Beschrinkung einer gewissen Kollineation
und nach 2.3,Folg.5 geht bei einer Kollineation x,—x, polare
Lage in polare Lage Uber.

Mun kdrnen Aussagen iliber Polarsysteme von Kegelschnitten in oy,
zu Aussagen iber quadratische Kegel in T umformuliert werden:

Beispiele{zu 2.3,Folg.3): In jeder Ebene durch die Spitze, die
keine Tangentialebene ist,existiert eine Involution konjugierter
Blindelgeraden- ©bezlglich Ap; ist diese hyperbolisch, so sind
ihre Fixgeraden Erzeugende von ', Un jede Gerade durch die
Spitze, die keine Erzeugende ist, gibt es eine Involution
konjugierter Ebenen bezliglich A,;ist diese hyperbolisch, so

sind ihre Fixebenen Tangentialebenen von r.

SATZ 4.2: In einem dreidimensionalen Pappusraum ist jeder
quadratische Geradenkegel bzw. jeder guadratische
Ebenenkegel durch die Spitze und einen Spurpunktkegelschnitt
bzw. Spurgeradenkegelschnitt in einer Ebene nicht durch die
Spitze festgelegt,urd je zwei quadratische Geraden- (Ebenen-)
kegel sind projektiv kollinear. In jedem Punkt P verschieden
von der Spitze eines quadratischen Geradenkegels existiert
eine ldngs der Geraden durch P feste Tangentialebene, in der
die Targerten an alle ebenen Schnitte des Kegels durch P
liegen. in einem klassischen dreidimensionalen projektiven
Raum bilden die Tangentialebenen bzw. die Erzeugenden eines
quadratischen Kegels einen quadratischen Ebenen~ bzw. Geraden-—
kegel und jeder quadratische Kegel besitzt ein Polarsystem.

Bemerkung: Das Polarsystem eines Kegelschnitts ist eine
projektive hyperbolische Polarit8t der Tridgerebene. Das Polar-
system eines Kegels iat daher eine projektive hyperbolische
Polaritit einer Koebene, aber keine Polaritit des Raumes T ,
da eine Polaritdt in T eine Bijektion @ —¥¢ ist.
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4,3 Peruli in dreidimensionalen Pappusriumen

Bei einem quadratischen Geradenkegel sind wir von einer
projektiven, nicht perspektiven Abbildung « zwischen ILbenen-
blischeln mit schneidenden Trigern ausgegangen. Jebtzt wollen
wir windschiefe Tr3ger betrachten:

t.% a: Eine Gersdenmenge in Ty, helBt ein Regulus, wenn. sie

die lienge der Schnittgeraden zugeordneter Ebbnen
zweler projektiver Ebenenbiischel mit windschiefen Achsen ist.
Jede Gerade, die zlle Geraden eines Regulus trifft, heilt
Leitgerade des Regulus.

: © o .. Projektivitdt nit s
bene §{e¢ €y enthdlt sicher

t sind windschief == t
durcH“toﬁt § in einem eindeutigen Punkt T,
Everso thCQS¢OF s die Ebene 3x,(e £.)

in einem eind 1Den Purkt 8y die Gerade x ={Ex = 5T gehdrt
zuwn Regulus @¢ . Der Regulus {J kann daher so beschrieben
werden: ql o it ¢ . - *

Nois | K€ X=§oix mi - j ivita -
Uot échiéf zs ¢ s t Proje t1v1tat A 8 wind

(b) s und t sind Leltgeraden des Reg 1us $e¢, denn
quc Gerade x € (J4 trifft s und t. Die Geraden s und
heiflen “Gﬁundlelt*eraden

olgeruncen:
ZOEETUBCELR:

1) (a) Die Geraden eines Regulus beziehen die beiden Leitgeraden
projektiv aufeinrnander.

Bew,: Nach der Xonstrukxtion von S und T in der obigen Bemerkung
(a) gilt (D)X s §)Kt(§o¢)2’s(5) = (7)) x s(8). @

Bemerkung: Nach Def,3.6 & und 4.1 sind zwel windschiefe
Punktreihen niemals perspekbiv.

(b) Die Menge der Verbindungsgeraden projektiver wind-
gchiefer Punktreihen ist ein Regulus.

Bew.: Gegeben ist s{S) & t(T); wir verbinden s mit T bzw. t mit S
und erhalten Ebenen §{ bzw. {' ; es gilt

vS- = [a) 5 ™
s(ég)x t(T)YR s(S)& t(t?) mit 4= g'ﬂs(g)xt(g') und

s (s1).(68) = 48" ' _
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Die Menge der Verbindungsgeraden zugeordneter Punkte ist
identisch mit der Menge der Schnittgeraden von in s(g)x't(g)
zugeordneten Ebenen, also ein Regulus. %

Bemerkungen: (a) Regulus ist daher ein selbstdualer Begriff.

(b) Jeder Regulus ist einer Punktrelhe gleich~
michtig: 10el = [Rf.

{(¢) Je zwei Geraden eines Regulus sind windschief.
i t

Bew.: #; (ind.) x, schneidet Xoe
Der Schﬂltt unxt ﬁ =X 4.X2 liegt nicht auf s da
die erzeugende Projektivitat « eine Abblldung ist, Xa L. Wiives 4.
und nicht auf t,da e« injektiv ist., x, bzw, Xi
trifft s in X, bzw. Xzund X ,¥X4,X, ‘bilden ein Dreleck wegen
Axiom I, muBl die Gerade ¢ d1e Seite 8 treffen: W1dersprucn

zu s windschief 4. 4&

2) (a) Die Menge aller Treffgeraden von drei paarweise wind-
gchiefen Geraden ist ein Regulus.

Bew,.: Seien 8, (j=1,2,3) drei paarweise windschiefe Geraden.
Durch jeden Punkt Pe fls, gibt es genau eine
Treffgerade x an s, und s, (x ist Schnitt der
beiden verschiedenen Ebenen Ps §4 und.
Ps ~.QJ und es gilt

({.) K s53(P) & 8,(4,)=>8,(4 )7 s5(4, ).
Dle Menge aller Treffgeraden x= k.4, 18t also nach Def.4.5 a
ein Regulus. 4

(b) Jeder Regulus besteht aus den Treffgeraden von drei psar-
weise windschiefen Leitgeraden.

Bew.: Der Regulus q, werde durch s(S) x t(7) mit den wind~
schiefen Grundleitgeraden s und t erzeugt. Es genligt zu zeigen,
daB noch eine dritte zu s und t windschiefe Leitgerade wvon q¢

existiert.
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Drei Geraden xi=SiTi(i=1,2,5)von Jl¢ sind nach
Folg.1 paarweise windschief. Aus einem
Punkt P, auf x, mit ®, +|5,,T, gibt
es nach dem Beweis wvon (a) genau

eine Treffgerade p an Xy und Xz
FMir N=2 ist man fertig, demn p ist
Leitgerade von o = {xi[i=4,2,3}.
Fir N>2 ist zu zeigen: Eine beliebige
Gerade x=5T von %¢ trifft auch p.
Setzen wir ¢ :=sx, @:=sxj,g':=tx,§}:=txj_(J=1,2,5),so sind
die Punkteg.p=P,§i.p=:Pj bzw. q.p=:P‘,§}p=Pj eindeutig be=-
stimmt, denn p ist windschief s und p ist windschief t. Die
Behauptung lautet also P=P'. Wegen obiger Definition gilt

= q 1 ' ) )
P(quPE,PB;P)K S(%H‘Eﬂ ,és a‘;> IR (Ey' 9€\za€s3)€>x P(P/}’fgvP5aPl>
:ép(Pq,Pz,PB,P) A p (Pq,P2,P5,P') = P=P' da in T,p der
Fundamentalsatz gilt. ' €§

Bemerkungen: (&) Die obige Aussage lautet umformuliert: Schrneidet
eine Gerade drel paarweise verschiedene Geraden eines Regulus,

80 schneidet sie alle Geraden dieses Regulus und ist daher Leit-
gerade.

(b) Hier wurde zum ersten Mal in 4.% der Satz von
Pappus-Pascal verwendet. Ohne Beweis sei erwdhnt: Die Aussage
von Bemerkung a lst logisch dquivalent zu PP.

{(¢) Seien x4,%;,x, drei verschiedene Geraden eines Re-
gulus (e, Die Menge der Leitgeraden von (§¢ besteht aus allen Treff-
geraden von X,,X, ,X, und daher ist diese Menge nach Folg.Z2a
ein Regulus f, ; er heilt der zu (Jo'erginzende Regulus'.

Der zu (s erganzende Regulus e, stimmt mit ¢, iiberein. _ -
Dazu ist zu zeigen, dal (J, die Menge der Leitgeraden von ¢, ist.
Jede Gerade xe(J, wird von allen Geraden Xe %Q getroffen, also
ist x Leitgerade von (s=>xe (J, = ¢ [, ._Ist umgekehrt

Xe Y, » dann ist x Leitgerade von(,, d.h. X triff{ alle Geraden
von (j, ,insbesondere die drei Geraden X,, X,, X4l¢J, . Die
Menge aller Treffgeraden von X4,X,,X; ist der Regulus (f,=
Xels = Jo< Yo .

]y und ¢, haben also folgende gegenseitige Lage: .

Je zwel Geraden aus Qllnxi je zwel Geraden aus @¢ sind wind-
schief; es gilt (Jon §J, =# . Jede Gerade von , schneidet alle

Geraden von.g'und umgekehrt.,

(d) Aus Folg.2, b folgt: Bei einer (nicht not-
wendig projektiven) Kollineation geht ein Regulus in einen
Regulus iiber.
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(e) Die Grundleitgeraden sind in Uj«: nicht ausgezeichnet.
Anders formuliert: Je zwel verschiedene Leitgeraden eines
Regulus werden von allen Regulusgeraden in projektiven Punkt-
reihen geschnitten; aus je zwei verschiedenen Leitgeraden werden
alle Regulusgeraden durch projektive Ebenenblischel projiziert.

Bew.: Unter Verwendung der Inzidenztabelle (Figur) und der
Bezeichrungen im Bewels von Folg,2 b gilt ‘
p(P) = s(g% % (1) = p(Pg x t{T), und diese Reihen erzeugen
ebenfalls U, (wegen ST=PT). Die Leitgerade s kann also durch
die Leitgerade p ersetzt werden und analog kann t durch eine
andere Leitgerade ersetzt werden. @

DEF,4.% b: Die lMenge der Punkte, die mit den Geraden eines
Regulus {f, inzidieren, heiBt eine ringartige
Quadrik ¢ . Die Geraden des Regulus q¢ heiBen Erzeugenden von ¢ .

Bemerkungen: (a) Auf Jjeder ringartigen Quadrik @ gibt es zwei
Scharen von Erzeugenden, nimlich _die Geraden von {4 und die
Geraden des erginzenden Regulus {(J4 . Zum erginzenden Regulus
gehdrt nimlich eine ringartige Quadrik ¢ und es gilt ¢=¢ :
Jeder Punkt Xe¢ ¢ liegt auf eiper Geraden von (fs; durch X geht
nach Bem. ¢ eine Gerade von J4==X €¢¢ == ¢c $. Da Erginzendsein
eine symmetrische Relation ist, folgt ebenso ¢co.

(b) Je zwei Erzeugenden einer Schar auf ¢ sind
windschief, Jje zwei Erzeugenden von verschiedenen Scharen auf ¢
sckneiden einander (vgl.Bemerkung ¢ von oben).

(¢) Im PAR ist aus der Darstellenden Geometrie ein
Beispiel einer ringartigen Quadrik bekannt. Dort wurden die
Perngerade s von ®* und zwei nicht zu & parallele, zueinander
windschiefe Geraden't und p als Leitgeraden verwendet. Die
Menge aller zu % parallelen Treffgeraden von t und p ist im
Sinne von Def.4.3 a ein Regulus und die zugehdrige Punktmenge,
ein hyperbolisches Paraboloid, daher eine ringartige.Quadrik.

3) Sei ¢ eine ringartige Quadrik und & eine Ebene., Wir wollen
die Punktmenge ¢ n o untersuchen. Wir unterscheiden zwei Fdlle:

(a) Enthilt x eine Erzeugende x (€q‘p) von ¢ , so ist Pnw =R ufy
mit X ¢ (595 .

Bew.: Es existiert yelfy mit y+x = x windschief y =2y L ¥ =
F*Y:=yx mit Y X x. Nach Folg.2a geht durch Yed genau eine
Leitgerade %(e q—, Jund X I, daYIn und X die Gerade x trifft.

i
i

1
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t noch zu zeigen, daBl in 7 kein Punkt von ¢
er nicht auf x oder X liegt.

Peonw mit P L |x%,X . Durch Ped

e

v

e/ N\ /
[y

e xp von (s da xp alle
treffen wmull, trifift Ep auch X, also liegt Xp
idet x: Widerspruch zu Folz.1,3em.c.

(b) Enthil keine Erweugende von ¢ , so ist ¢ ~ J  ein

Furktkegelser

Bew,.: Sind Ue, so gilt nac Voraussetzung Xq?XQlK g
Nach Folg.

zeugt werde

durch projextive Sbenenbiischel projiziert.
SR S
Da durch Jeds t von © genau eine EE>/)&\;

Gerade von ¥, geht, ist ¢ n X identisch

kann , durch die Projekbivitit ectf, —
le . 3

]
L
-
®
-

ieqém@rden sus x4, und x, V1

nit . der

aller DurchstoBpunkte der
Geraden T ¢ it a, also ¢n T ={§yv}5€ecg¢},mj_t § I oxy
ergibt sich:

R NCESLENCIEER () 7oy 7 () =2

A}
X, X (é (ga.ﬂj => die Spuren von § und fx sind
proiek elt und {xaﬂ ist als Erzeugnis dieser
Projek: n Punitkegelschnitt, wenn gezeigt ist,dal
diese Koppl“ z nicht perspektiv ist.
{ind.) A 3 ar(5q x) = die gemeinsame BascheWgerade

ist sel rdrnet;sie ist die Spur einer Fbene n und einexr
Ebene na , also muB 7M.mx (Ix) eine Erzeugende von ¢ sein:
Widerspruch zur Voraus oetuunp, daB in o Xkeine Erzeugende von ¢
lieg"’sa @
Bemerkung: Jede Gerade g auf einer ringartigen Guadrik ¢ ist
eine Er:eA?e:de, wie indirekt aus Folg.3b unter Verwendung
einer Epere durch g, die keine Erzeugende enthBlt, sofort folgt.

Ebenso folgt aus Folg. 3,b : Eine Gerade, die drei verschiedene
Punkte einer ringartigen Quadrik enthélt, ist eine Erzeugende.
4) Bine ricgartige Quadrik ¢ ist eindeutig festgelegt durch

ein "windschiefes Erzeugendenvierseit” e,l,eg,fq,f2 und einen
Punkt X, der zusemmen mit den vier Bcken des windschiefen Er-
zeugendenvierseits eine Fundamentalfigur bildet.

Unter einem "windschiefen Vierseit'" versteht

pan eine vierelementige Geradenmenge {eAiel,fﬁ,fli
nit e, windschief e, und f, windschief f,und

2+ bzwe. e, trifft £, und f,; ein solches Vier-
seit besitzt nasch Axiom I, nur vier Ecken.
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Bew.: Durch X existiert eine eindeutige Treffgerade f3 an e, und
es und diese muB notwendig Przeugende der ringartigen Quadrik ¢
sein. Schneidet f3 die Gerade 1‘_‘,l in einem Punkt, der keine Ecke
des Erzeugeadenvierseits ist, so miissen e, und €5 nach Axiom 12
im Widerspruch zur Angabe einen Punkt gemeinsam haben; schneidet
f3 dagegen f1 in einer Ecke des Vierseits;z.B, in eqfq, so liegt
X in der FEbene f192 im Widerspruch zur Angabe. Da analoges fir
die Geraden f5 und f2 glilt, sind f,‘,fe,f3 paarwelse windschief
und bestimmen nach Folg.2 eindeutig einen Regulus q?, dem e,

und e, angehdren, v %$

5) Jé zwel ringartige Quadriken sind projektiv kollinear (Im
Sinne von PGL(H@) existiert also genau eine ringartige Quadrik).

Bew.: Seien ¢ bzw. ¢' zwei ringartige Quadriken mit den Reguli
q,,@;bzw.gw,g;. Wir greifen aus (J; die beiden Geraden s,t|# und
wxsq;die beiden Geraden xa,xekkheraus;{s,t,xH,x?} ist dann
ein windschiefes Erzeugendenvierseit von ¢ , Ih.g¢exiséiert
sicher nach eine Erzeugende p(#]|s,t) und auf p

Xy

existiert ein Punkt P, der auf keiner

. Geraden des Erzeugendenvierseits liegt.
Wir setzen s,xin:Si,

toxy=:Ty bzw. s'.xi=:Si,

t'.xi-:Ti und zeigen zundchst,

da8 {Sq,sz,Tq,Te,P} bzw.
{s4,85,74,14,P'} Fundamental-

figuren sind, also nie vier Punkte einer Figur komplanar sixnd.
yT, sind nicht komplanar, denn Sq,Sle s und Tq,TglI t

Sﬂ’SZ’Tﬂ
und 8 ist windschief ¥,

5445,,1;,P sind nicht §gﬂp1anar: (ind.) B,I7:=8,8,P. In X
liegt die Erzeugende s = ¢ n x = Rsu R, wobei x eire
Erzeugende von Qf; ist; diese ist notwendig Xqe Der Punks Pe @
gehdrt nach Voraussetzung zu T =*Pe PnX A P ZIS,xq:
Widerspruch. Die fehlenden Fdlle erhdlt man in analoger Velse.
Nach %.7,Folg.8 existiert genau eine projektive Kollineation aus
PGL(T,,), welche die eine Fundamentalfigur in die andere {iber=-
fiihrt., Diese bildet auch das Erzeugendenvierseit {s,t,x&,xz}
und den Punkt P von ¢ auf das Erzeugendenvierseit {s‘,t',x%,xé}
und den Punkt P' von §' ab und damit die Pingertige Quadrik

¢ auf ¢', da & und &' durch die
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Reguli mit den Leitgeraden s,t,p baw. 8',t',p' eindeusig
bestimmt sind (vgl. Folg.2). %g'

Bemerkung: Im PAR ist jede ringartige Quadrik projektbtiv
o J B g & 3
kollinear zu einem hyperbolischen Paraboloid.

&) Schneiden wir eine ringartige Quadrik ¢ nit zwel Ebenen X
(3=1,2), die keine Frzeugende enthalten, dann sind © X o=tk
Punktkegelschnitte. Durch jeden Punkt X e k, geht genau ein
Gerade % ¢ (e, und x, durchsiolt o, in X,¢k,.Der Regulus {Je _
vermittelt also eine Abbildung k4 —= k,, und ebenso bestimnt Qﬁ
eine Abbildung k ,— k,.

Zwel Punktkegelschnitte auf einer ringartigen Quadrik ¢ werden
durch die Geraden jedes Regulus auf ¢ projektiv abgebildet.

Bew.: 8, seien Leitgeraden von %@ (% s, bl Zw).
S.ﬂa:;AqG kq; x1e0 trifft s,t und k,1 in quxﬂ.nﬂ.
Setzen wir §i=sx,, so gil® 5(T)R s(g)K’Aq(ng K
Rk, (X)) = (M)A k(XD

Ebenso zeigt man fir den Index 2: t(T)x'kg(X2).
Also gilt insgesamt: kq(Xq)x'kz(Xz)b

Beperkungen: (a) Wir haben mithewieser: Die Punkte eines
Punktkegelschnitts auf ¢ werden durch die Geraden eines Regulus e
projektiv bezogen auf die Punkbreihe jeder Leitgeraden von .
Diese trifft natiirlich den Punktkegelschnitt,und in der
Projektivitdt ist dieser pemeinsame Punkt selbstzugeordnet.

(b) Gilt dn oy =k (= 1,2) und ist T4-Tp=:2 eine
Sehne von k4, welche die Punkte 5,T von k. trigt, so geht
auch k, durch S und T,und die Punkite 5,7 sind in der
Projektivitdt ka(X4) xk.(X,) selbstzugeordnet. Wegen S,T|e ¢~
gilt nimlich B8,T|¢€ k,=¢nT; Y, senact durch S genau eine
Gerade xyund x5 durchstdft o4 sowie o, genau in S ,also ist S
(und analog T) selbstzugeordnet.

(¢c) Ist a die Tengente von k, in S, so berihrt szuch
k, die Gerade a und S ist selbstzugeordnet. Ist a Passante voun
k,, so auch von k,(a heiBt Passante von k., wenn Ronk, =@). Die
Beweige dieser Aussagen sind analog zu (b) zu flihren.

7) Eindeutige Festlegungen von ringertigen Quadriken
(a) Eine ringartige Quadrik wird eindeutig festgelegt durch
drei paarweise windschiefe Erzeugenden (vgl.Polg.2).
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(v) Eine ringartige Quadrik ¢ wird eindeutig festgelegt durch
zwel windschiefe Erzeugenden fﬂ, f2 und drei Punkte Xj

(3=1,2,3) wit Xj z |f1,f2, die "allgemeine Lage"” besitzen.

Gibt es zur Angsbe eine ringartige Quadrik ¢ , so sind die

drei eindeutig bestimmbten Treffgeraden ej durch die Punkte

Xj an f1 und f2 notwendig Erzeugenden von ® . Sind die

Geraden ej paarweise windschief (das bedeutet "allgemeine Lage"),
dann bestimmen sie nach (a) eine ringartige Quadrik ¢ , die

in die Angabe pallt, denn fq, f2 treffen die drei Erzeugenden e,
von q¢ und dsher nach Folg.2,Bem.a alle Geraden von q¢:=%f1,f2lc¢.

(¢) Fine ringartige Quadrik ¢ wird eindeutig festgelegt durch
ein windschiefes Erzeugendenvierseit und einen Punkt X, der
zusammen mit den Ecken des Brzeugendenvierseits eine. Fundamental-
figur bildet (vgl. Folg.4).

(d) Eine ringartige Quadrik ¢ wird eindeutig festgelepgt durch
einen Punktkegelschnitt k (Trigerebene & ) und zwel wind-
schiefe Erzeugenden f,,f, (Z €), die k treffen.
Gibt es zur Angabe eine ringartige Quadrik ¢,
so-ist die eindeutig bestimmbte Treffgerade e an
£, und £y durch einer beliebigen Punkt Lek
notwendig Erzeugende von ¢ ; e ist Schnitt
von £, :=Xf, und §,:=X{,. Diese Kon-
struktion ergibt filir alle Xék: ¢
2,08, )R £ (ge)xf2e ()X £,(¢,) = I
f (34)ﬂ‘f?(gl) Diese Projektivitét erzeugt einen Regulus (f4 .
Dle zugehdrige ringartige Quadrik ¢ trigh fq,f2 und ihr Durche
chnitt mit € 1isgt der Punktkegelschnitt k.

(e) Eine rirgartige Quadrik ¢ wird eindeutig festgelegt durch
einen Punktkegelschnitt k (Trédgerebene £ ), zwel schneidende Er-
zeugenden e,f(J¢€ ),die k treffen,urnd einen Punkt X X¢, der nicht
in der Ebene e.f liegt; die Gerade X.ef soll k nicht treffen.
Gibt es zur Angabe eine ringartige Quadrik ¢ ;-
so ist die Verbindungsgerade ey von X mit dem
Restschnittpunkt S der Spur von Xf=:¢ in & mit k
notwendig eine Brzeugende von ¢ , da sie drei
Punkte von ¢ trigt (der Fall, daB ¢-¢£ Tangente
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von ¥ ist, wird in 4.4,Folg.71,Bem.c gekldrt).Die Geraden e,e,(¥X.ef)
sind windschief (ind.: ey schneidet e; aus ey schneidet f nicht

in e.f =» X liegt in der Ebene ef:Widerspruch). Nach {(4) bestimmen
e,ey,k genau eine ringartige Quadrik ¢. Auch f liegt auf ¢, denn

f geht durch fee k< und trifft e und e,; £ trédgt also drei ver-

schiederne Punkt von ¢L

(f) Nach Folg.6,Bem.,a gilt: Die Erzeugenden eines Regulus 4
beziehen die Punkte eines Punktkegelschnitts k auf der zugehdrigen
ringartigen Quadrik ¢ und die Punkte einer aus (J¢ stammenden Br- ;
zeugenden { projektiv, wobei der gemeinsame Punkt S von k und f |
selbstzugeordnet ist.

Ungekehrt: Die Menge der Verbindungsgeraden zugeordneter {(verschie-
dener) Punkte einer Projektivitét o einer Punktreihe f; auf einen
Punktkegelschnitt k¥ ist in einem Regulus enthalten, falls f nicht
in der Ebene von k liegt, ferner f den Punktkegelschnitt k in

einem Punkt S trifft und S=S« gilt.

Bew.: Zu den drei pw. verschiedenen Punkten S,X%,Y | gehdren
die drei pw. verschiedenen Punkte S=S«,Xo, Y|tk mit X4Xo A Y#Yo.
Fach (d) wird durch den Punktkegelschnitt k (ir £) und die zweil
Erzeugenden e, :=XX« e, :=YYx, die beide k treffen und nicht in €
liegen, eindeutig eine ringartige Quadrik ¢ bestimmt, falls e,
windschief e, gilt. Wegen X+Y konnen einander ey und ey nur in
einem Punkt nicht auf f treffen, und
nach Axiom 12 existiert dann f.Xx¥x; dieser
Punkt in ¢ miBlte S sein, und S,¥«,¥x sind
als dreil verschiedene Punkte von k
nicht kollinear. Seil 5¢ der Regulus
auf ¢, der ey und ey enthdlt.
Nach Folg.6, Bem.a beziehen die
Geraden von %q, die Punkt-

reihe £ und den Punktkegelschnitt k projektiv (Projektivitat
1@k ), wobel S selbstzugeordnet ist,

Es genligt x=0 zu zeigen.

Wegen XXu=e,e 0], und YYx=e y €U¢ 811t XA =X« und ¥h=Yx . Fir das
Tripel S,X,Y leisten also x und /A dasselbe; damit gilt w={3 ,
weil in T,, der FS gilt.

®
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Bemerkung: Die durch S=Sx =S8 gehende Gerade eg von (fo ist
als Verbindungsgerade zugeordneter Punkte nicht bestimmt,
daher erhalt man als Menge der Verbindungsgeraden {XXoc} mit
X+Xo nur Go\{esh -

(g) Nach Folg.6 werden die Punkte zweler Punktkegelschnitte
X, und k, (Trdgerebenen e;) auf einer ringartigern Quadrik ¢
durch die Geraden von U4 projektiv bezogen (Projektivitidt

o tky— k, ). Enthdlt insbesondere die Spur &
a:=g,6, dle Punkte S und T (S%T) von k,,

80 gllt Sx=8ATx=T.

Nach Def.4.1c ist dexr Begriff projektive

Kollineation = : £4 —€, sinnvoll., Analog zu 4.2,Folg.4 erkennt
man, daf eine Projektivitdt etk — ka mit kje Re; sich wegen
PP zu genau einer projektiven Kollineation ®:42,, — g, nit
k,2=ks, fortsetzen laflt. :

Wegen So=8% =5 A Ta =Tx=T gilt az*=a. Es gilt 2|R,* 1.

4.4, F.9

Bew.: (ind.)®|fa=t = ® bezieht die beiden Punkt-

felder 42¢, und “Re, perspektiv, also liegen zugeordnete Punk-
te X;¥Xemit einem Zentrum Z kollinear; z.B. X,¥lek,, % A
Xow=Xu, T =Y |€ k; bestimmen Geraden Xfx und YYx des
Regulus Qig , dié einander in 2 schneiden: Widerspruch, denn
nach - Folg. 1, Bem.c sind zwel Geraden eines Regulus stets
windschief. @

Umgekehrt: Sind zwei Kegelschnitte k; (cReg; , €.t &, ), die
einander auf a= €,€; in zwei verschiedenen Punkten S,T treffen,

so in einer Projektivitdt «:k, —~k, zugeordnet, Gal 5 und T
selbstzugeordnet sind und ae{'Qlﬂ(wobei ® wie oben die ein-
deutige Fortsetzung von o ist) gilt, dann folgt:

Die Menge der Verbindungsgeraden von in o zugeordneten (verschie-
de'nen) Punkten ist in einem Regulus enthalten. ’

Bew.: Sei P,¢ ky (P;#15,T) und Py:=Px
(#P,‘). Die Tangente p, in P, an k, schneidet
a in B,] und die Tangente Ps in P2 an k, & S \
schneidet a in B,j wegen Sx=53, Tx=T und

2| Ratt gilt B,+By. Daher hat die
Gerade PQB,‘ m.it k2 einen von P2
verschiedenen Restschnittpunkt P,

und es gilt -
a(H, )X P, (P,IX,‘)% P, (PoX,) X a(H,)

mit H,] :=P,‘X,].a‘ Y b OLD PR X2:=X,|o( 5




- 27 -

Hy: ._H ® -P2K2.a = 5 (H Y& a<u2) Diese Projekbtivitét B== | R,
hat dle Fixpunkte S,T. AuBerdcm gilt a(he)w Pz(P2X2)7V

P(PX YR a(dH') mit H"~PX2.a_> a(Hz)K a(i'), Diese
Pro,jektivit'alt 4 hat evenfalls die Fixpunitte S5,T. Danmit ist
auch B4 eine Projektivitdt mit den Pixpunkten 5,T, und wie
Durchlaufen obiger Ketten zeigt, gilt B,ﬁ-’B‘:B,], sodal wegen
B4#[8,T mit dem Flmdamentalsagz Ay =1 folgs =2H,=H', d.h. Xy
ist der Restschnittpunkt von PH, mit kg. Alle Geraden ex:=X1X2

/‘
VX ek \{o T})treffen f£:=P,F,denn eX und f liegen je in der
Ebene P BF,] die Gerauomeng@ {e =X, X oc] X, ek \{S,‘ 1} rat also

eine Leltgeraqe f. Da P,] €k \{U,J-} bellebkg ist, gibt es
fliir N2 4 sicher drei ileltf"CI‘d(le;‘ £y485,f5 von {eXE und die
Geraden f,‘, ?,f5 sind pw. windschief:

(ind.) f, schneidet f,. Damnn gibt es zwel lidglichkeiten:

() Alle e =KX, (v X, kN{8,T}) liegen in der Evene f. f,==

1" 2
alle X, liegen auf der Spur von f,]fg in g mders*)ruc“, denn

drei Plnkte von k,1 sind niemals kollinear.

(B) Alle e =X X, v X, € k\N\{8,7}) gehen durch den Punkt f£,f,,
d.h.e, und &€, werden durch das Bundel (¢, perspektiv kollinear
bezogen = SQ“QQ—L : Widerspruch zur Voraussebzunz.

Jede Gerade aus {e —X,]X oc} trifft deher drel pw. windschiefe
Geraden f’l’ 59 5, und {e ist somit nach Folg.2 in

einem Regulus enthalten (DLG Geraden des - Regulus durch S

und T sind wegen S=Sx bzw., T=Tw durch « nicht bestimmt).

Ver—

Sonderfdlle N=2 bzw. N=3: Es gibt nur eine Dbaw. zwel
bindungsgeraden von verschiedenen zugeordneten Punkten. Eine
bzw. zwel Geraden sind stets Teilmenge eines Regulus. ‘@?
(h) Wir gehen wie in (g) von zwei Punktkegelschnitten k; in ver-
schiedenen Ebenen £; auf einer ringartigen Quadrik ¢ aus, die
durch (qu, projektiv bezogen werden (Projexbtivitit w«: n,} — k2)=
Ist insbesondere a=€.€, Danmente von K,‘,

also k,nfa= {5}, dann ist a auch Tangente £
von 1{2, und es gilt k nﬂq { 1 und Sa=3,

Die eindeutige Fortsetzung = von « leistet
notwendig S®x =S« =5 und k 4 —1\2, also

ax*=a, Bs gilt wieder aeMQq #L (im Bew. S+Se
von (g) geht die Lage von k,y bazw. ks
zu a nicht ein). Weiters gllt jetat:

£
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*|0, ist eine parabolische Projektivitit mit dem (einzigen)
Fixpunkt S, '

Bew.: (ind.) Besitzt aeHQq einen von 8 verschiedenen weiteren
Fixpunkt D, so berihren die von a verschiedenen Tangeﬁten t,‘
bzw. ’02 avs D an l«:,l bzwe kg diese Kegelschnitte in eindeutig
bestimmten Punkten 'l‘,‘bzw. ’I‘2, die in =
zugeordnet sind.. Die Gerade T1T2éq¢ ge~
nért zum Schnitt (bn(t,]tg). Die Ebene
tqtg trdgt genau je einen Punkt von
k’l und ke,schneide‘c daher ¢ nur in
der Geraden T,T,: Widerspruch 7u &

Fpolg. 3a.

Ungekehrt: Beriihren zwei Punktkegelschnitte 'ké, in verschiedenen
Lbenen €&; die Spur di= €4€; im gleichen Punkt S uad sind sie

so projektiv Bezogen (Projektivitidt oc:k,] = k2, wieder sei
ae,:@h”"ﬂgldie eindeutige Fortsetzung von o), daB gilt

(1) S =8 (= a =*=a) _

(2) = |, ist eine parabolische Projektivitdt mit dem Pix-
punkt S, so folgt:

Die Menge der Verbindungsgeraden von in « zugeordneten (ver-—
schiedenen) Punkten ist in einem Regulus enthalten.

Bew.: Sei P,}E k, (P,l#S) und. P,lou=:P2 (#P,l). Durch « ist se und damit
®#|flq bestimmt. Fir die Tangenten Dy

in P?. an k}. gils p,lge*=:p2; ax*=a =
pya=:B, (+ 8)r— B,:=p,a und wegen
2| Ra #1 = B,+B,. Die Gerade B,P,
schneidet k2 in einem von P2 ver-
schiedenen Restschnittpunkt P. Sei X,
beliebig aus k\{S} und P’IX’I ca=:H,,
Xq"‘"‘XzEkg’ so gilt

a(H,)® P, (P,‘X,‘)%Pg(PzXz) Za(l,) nit Hy=Hpe=P,X;.a =

= a(H,\)K a(Hg). Diese Projektivitit B:=x|R q ist nach Vor-
Eur:setzung parabolisch. Auflerden gilt a(He)i’Pe(P2X2) Uy
P(PXZ)W a(H') nit H':=?X2.’a == a(Ha)Ka(H'). Diese -
Projektivitat 4 ist parabolisch mit dem Fixpunkt S, denn a
ist Tangente an k, in" S. ’

i
i
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Das Produxt 34 zweier parabolischer Projektivititen mit dem—
seltven Firzunkt 8 ist entweder die Identitdt oder wieder

eine paravolische Projektivitit mit dem Fixpunkt S (dies

zzn sofort durch Einbetten von A und 4 in ebene Elationen
aus PGL{5,2{5T 2 nmit z#a ) und durch Anwendung des Satzes 1.4 auf
diese Ziztionen ), 3, 4 B'=B, =% B4 =L , denn By hat die
beiden verschiedenen Fixpunkte Bdund S == H =H‘, d.h. X2

ist der Restsch“' spunkt von ?Hq mit k2° Alle Geraden e X&X1x
(V2 ex\S}) treffen £:=P,P, denn e, und f liegen je.in der
Ebene PP H,l, Da Pek, \ {S} belleblg ist, gibt es fir Nz 3

”

|
sicher drel Leitgeraden fa350, 5 von {e . Die Geraden
] Te Wi dothGf (wie in (g) eanusenen)==?{e
culus enthalten (Die Regulusgerade durch S

wie in (g). , @

und danmit
R, ), wird

st bijektiv zu einer Punkbreihe und

is
Besteht aus allen Treffgeraden von drei paarweise
e T

niefen Leltgeraden; die Ménge aller Leitgeraden ist der
Repulus. Je zwel Geraden eines Regulus sind winde-
zwei Geraden sus erginzenden Regull schneiden einander.

Gzraden eines Regulus schneiden je zwel Geraden des

r Regulus in projektiven Punktreihen und werden aus
raden des erginzenden Regulus durch projektive

chel,proglzlert. Jede ringartige Quadrik wird von

e, dic keine Erzeugende trigt, in einem Punktkegel-

geschnitten. Je zwel ringartige Quadriken sind

4,4, Polarsystem einer ringartigen GQuadrik ' |

Seiend 2ine rin"athge Guadrik des dreidimensionalen PP-Raumes

ﬁ}Pund bzw. ¢ die zu ¢ gehdren xden, einander erganzenden

Reguli. lisch 4 3, Folg.3 gilt fir eine Ebene & , die eine

Gerade % € (g enthdlt: ¥n ¢ =Ry v Uy mit Xe q,;, . 1
i
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DEF. 4.4 a: Jede Ebene & durch eine Erzeugende x einer ring-

artigen Quadrik ¢ heift Tangentiafebéne von P
und der Schnittpunkt P der beiden Erzeugenden in x keiBs
der Berithrungspunkt von I, Jede Gerade des Biischels ing
heiBt Tangente von ¢ in P (bzw. in x ).

Bemerkungen: (a) Zu jeder Tangentialebene I exwistiert nach
Def, 4.4 a genau ein Berihrungspunkt.

(b) Umgekehrt: Zu jedem Punkt P einer ringartigen
Quadrik ¢ existiert genau eine Tangentialebene & so, ds3 P
der Berihrungspunkt von x ist. Sind ndmlich x e, A x¢ J,

-die beiden Erzeupgenden durch P, so0 ist & :=xX eine Tangentisle
ebene von ¢ und ihr Beriihrungspunkb ist P. Jede weitere solche
Tangentialebene geht notwendig durch x oder ¥; enthdlt sie

- Z.B,x, 80 noch eine Irzeugende ¥ ¢ {§, , welche nach Satz 4.3
~windschief x ist und daher nicht durch P geht.

(c) Regulus ist nach 4.3,Folg.q1 ein selbsidualer
Begriff. Ds~dual zur Punktmenge einer ringartigen Quadrik §,also
zur Menge der Punkte, die mit den Geraden eines Regulus (e
inzidieren, ist die lenge der Ebenen, die mit den Gerazden
eines Regulus inzidieren, d.i. also die Menge der Tangential-
ebenen von ¢ .

, (d) Man kann somit etwa dile folgende Aussage
aus 4.3,Folg.3 dualisieren: Eine Ebene «, welche keire Zr—
zeugende der ringartigen Quadrik ¢ enthialt (d.h. x ist
keine Tangentialebene von $), hat mit ¢ einen Punkikegel—
schnitt gemeinsam. D3~dua1:

Die Menge aller Tangentialebenen einer ringartigen Quadrik @
durch einen Punkt A nicht auf ¢ bildet einen quadratischen
Ebenenkegel ("Tangentialebenenkegel" zur Spitze A).

(o) Tangente ist ein selbstdualer Begriff. Jede
Erzeugende ist eine Tangente.

Folgerungens:

1) Eine Gerade ist genau dann Tangente einer ringartigen
Quadrik ¢, wenn sie entweder eine Erzeugende ist oder genau
einen Punkt von ¢ enthidlt. Alle ebenen Schnitte durch einen
Punkt P Von‘¢ habven in P Tangenten, welche Tangenten von ¢
(in Sinne von Def.4.4a) sind.

Bemerkung: Die zweite Aussage ausfibhriicher formuliert besagt:
Ist o keine Tangentialebene der ringartigen Quadrik ¢ , so .
sind die Tangenten des Punktkegelschnitts zr\a. auch Tangenten
von §. Ist % dagegen Tangentialebene von , S0 gilt nach 4.3,
Folg.3: an¢ = RxufQz mit xelfsa X e, ; gemiB der in 4.2 ,Folg.3
eingefihrten Sprechweise ist eine Gerade in jedem ihrer Punkte
ihra sicene Tanventa. nalan iak in diecem ¥al1l die Angance wicrhtis
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Bew.: (a) Sei t eine Tangente der ringartigen Quadrix $ in
der Tangentiaslebene T mit dem Berihrungspunkt P, also ¢ e L; Ex o
In x liegen die Erzeugenden x ¢ U; 6N XE 55(» . Gilt t=x bzw.
t=% ist man fertig. Gilt t #|x, ¥, so ist
Rind = {P} zu zeigen.

(ind.) 3 Q €Rynd mit Q$P; nach 4.3 geht
durch Q € ¢ genau eine Gerade y¢ (¢ , und
¥y é()j,t, trifft nach 4.3%,Folg.2,Ben.c
Fell= yIx = 0ax =R, vRzv Ry nit
X,%,¥ pw. verschieden: Widerspruch zu 4.3,Folg.3.

(b) Bevor wir die Umkehrung der ersten Aussage zeigen, be-

weisen wir die -zweite Aussage.

Beien Pe¢ und o eine beliebige Ebene durch P; x,X seien die
beiden Erzeugenden von ¢ durch P, welche die Tangentialebene i
von P aufspannen; fir « sind folgende drei FHlle mdglick:

Fall 1: w=% =3 «n ¢ =f,v Ay und x,X sind einerseits ihre
eigenen Tangenten in jedem ihrer Punkte und andererseits
Tangenten von ¢ im Sinne von Def.ki.4a.

Fall 2: xsx A xl x"i%;a xnd= R, vy mit 37503¢ und ¥ X P, also
wie Fall 4.

Fall 3: x32or A x L] x,%X: Dann kann « keine Erzeugende von O
enthalten: (ind.) dy€{e mit y T =2y triffv X € {,. Vegen Xo=P==
vy I.P==2y trifft x ¢ (4 : Widerspruch zu 4.3 ,Folg.2,Bem.c.

Nach 4.3%,Folg.3 ist daher ¢n < =:k ein Punkt-

kegelschnitt mit Pe k. Es ist zu zeigen, dalB
o« =:g eine Tangente von k ist: (ind.)dQ(+P)
mit QekxaQ I g =Q¢d : Widerspruch, da g

eine Tangente von ¢ ist, die keine Lrzeugende

ist, und nach Beweisschritt (a) daner genau

einen Punkt von ¢ trigt.
(c) Umkehrung der ersten fAussage: Sei g eine beliebige Gerade,
die mit der vingartigen Quadrik ¢ genau den Punkt P ge-
meinsam hat: gad = {P} . Es ist zu zeigen, dall g in der
Tangentialebene T von P liegt.

(ind.) gXmn; in = liegen Xelfy A Eégm und die ein- ST 4
deutig bestimmte FEbene gx=:x ist wegen x I«
Tangentialebene von ¢. Somit gilt nach 4.3,
Folg.3:dna = ofly mit Felf, = ¥ trifft X
nicht == yIP=*Yy schneidet g in einem von P verschiedenen Punkt
Q (ed ). Die Gerade g trigt also im Widerspruch zur Vorausset-
zung zwel verschiedene Punkte von ¢, ndmlich P und Q.
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Bemerkungen: (a) Die Tangentialebene m im Punkt P der ring-
artigen Quadrik ¢ kann auch durch verschiedene Tangenten in P
an zwel ebene Schnitte durch P aufgespannt werden.

(b) Nach Folg.1 gilt: Trifft eine Tangente eine
Erzeugende, die den Beriihrungspunkt der Tangente nicht enthdlt,
so ist die Tangente eine Erzeugende.

: (¢) Ergénzend zu 4.3, Folg.7e kann nun der Sonder—
fall erledigt werden, daf (in der dortigen.Bezeichnuug) ¢-s
Tangente an k ist, also S=eyf gilt.In dliesem Fall liegt f auch
auf der durch e,e_,k bestimmten ringartigen Quadrik ¢, da dann
f eine Tangente vdn ® in fe ist, welche e trifft, also nach
Bemerkung b eine Erzeugende von ¢ ist.

(d) Ds-dual gilt: Eine Gerade ist genau dann Tan-
gente einer ringartigen Quadrik ¢, wenn sie entweder eine Er-
zeugende ist oder genau eine Tangentialebene von ¢ enthdlt. Die
Erzeugenden eines Tangentlalebenenkegels sind Tangenten der
ringartigen Quadrik ¢, '

) (e) Jede Nichttangente g hat mit einer ringartigen
Quadrik zwel oder keine Punkte gemelnsan.

Bew,: Wir legen durch g eine beliebige Ebene « und unter-
scheiden

Pall 1: x ist Tangentialebene von ¢ =2 ¢ n o =f,ufzund die
Nichttangente g geht nicht durch P.

Auis Ry ¢ R Tolgt: PaRg= dn RunRg={RxuRx) o Rq-

Die Erzeugenden x und X haben aber mit g genau zwel Punkte
geneingan,

Fall 2: « ist keine Tangentialebene von ¢ = ¢ n o« ist ein
Punktkegelschnitt k. Wegen fgc Ru=> da Ra= $n RunRg = k Ny,
Die Gerade g ist keine Tangente von k (sonst widre sie nach
TFolg.1 Targente von ¢ ) und daher haben k und g zwei oder
keine Punkte gemeinsam. @

Aus Fall 1 folgt: Enthdlt eine Nichttangente eine Tangential-
ebene, dann schneidet sie ¢ in zwei getrennten Punkten. Dj;-~dual
ist zu zeigen: Durch jede HNichttangente gehen zwei oder keine
Tangentiaiebenen einer ringartigen Quadrik ¢ . Enthdlt eine
Nichttangente einen Punkt von ¢ , dann gehen durch sie zweil
verschiedene Tangentialebenen von ¢ .

2)Sei x &€ UJ4 eine Erzeugende der ringartigen Quadrik ¢ . Zu
jedem Punkt P e Rx gehdrt nach Bem.a eine eindeutige Tangential-
ebene T € {,, sodafsl eine globale Abbildung ox:f— £, vorliegt.

Ordnet man jedem Punkt P einer Erzeugenden x einer ringartigen
© Quadrik ¢ die Tangentialebene T in P zuw, so ist die Reihe Rx
projektiv zum Ebenenbiischel ¢, der Tangentialebenen. Diese
Projektivitdt «; heiBt "Berldhrprojektivitidt" l&ngs x.
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Benmerkung: Gelegentlich nelﬁt «y auch "Beriihrkorrelation". Wir
vormelden diese Bezeichnung, denn oy ist keine Korrelation
im Sinne ven Def.3.9 a, weil ~y keine globale Abbildung R — €

ist.

Bew.: x,yédﬁhtzﬁ ¥ wirdschief y. BEine Er-
zeugende x‘/¢ trifft x in P und y in Q

Der Regulus s xenn durch x(P)Ay(Q) er-
zeugt werden. Die Tangentialebene o in P

wird durch x,¥% aufgespamnt und es gilt ay= @ =

x(P)R y(&)F x(w)= x(P) & x(x). @

%) Ist x eine ere cende einer ringartigen Quadrik ¢ und €
eine Nichttargen 1a1@oe“e von ¢, so ist € n @} ein Punkxtke-
gelschnitt k, “der von x in einem Punkt S getroffen wird. Nach
Folg.1, Bem.a xann die Tengentialebene 6 von ¢ in 8 durch x
und die Tangsn s von k in S aufwespannt werden. Die Beriihr-

projektivit xvon x leistet also S ™= G i=xs, Xx
Wir wollen nu d r folgerung 7 aus

4.3 eine weltere an gaue einer ring-

artigen Quadrik hinzuflgen.

Fine ringartige Quedrikx ¢ ist eindeutig
AN

festgelegt durch eine Erzeugende x sant

ihrer Berihrprodexztivitidt ayund sinen Punk®b skegelschnitt k,

wenn gilt:

(1) x liegt nicht in der Trégerebene € von k

(I1) % trifft k in einem Punkt S

(1D Die durch déie Tangente s in S an kX und durch x sufge=

spannte Ebene ¢ ist in der Berihrprojekbtivitdb o dem Purkt S

zugeordnet.,

Bew,: Gibt es eine ringartige Quadrik ¢ zur Angabe, so schickt ¢

durch einen Punkt PR \{S} ecine Erzeugende X, welche not-
wvendig k trifft und in der Tangentbialebene T von P liegt

X vorbindet also P und den Restschnittpunkt R von o mit k.
Fihrt man diese XKonstrukbion fir alle Punkte Pé/P,\{SX durch, so
Thilt man die Kette

x(P)X x(n)% S(ne)x k(R).

In dieser Projektivitdt S:R,—k ist S selbstzugeordnet. Nach 4. 3,
Fole.7 f gehdrt daher die Menge aller Geraden X=PR= Prn P+3) einem
Reculus q¢ an. Die zu %@ gehorige ringartige Quadrik ¢ paBt

in die Angabe, wie aus obiger Kette ersichtlich ist, und ist

o

ach EKonstruktion eindeutig bestimmt.

o]
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Wir setzen im folgenden einen klassischen projektiven Raun WKL

vVOoraus.

4) Nach Bem. d 2zu Def.4.4 a bpildet die lMenge aller Tangerntiale
ebenen einer ringartigen Quadrik ¢ durch einen Punkt P ¢ ¢
einen quadratischen Ebenenkegel. In W ist die Menge der
Erzeugenden eines quadratischen Ebenenkegels ein guadratischer
Geradenkegel (vgl.4.2). In T diirfen wir daher kurz von
"Tangentialkegel" [ mit der Spitze P sprechen. Wach Folg.4,
Bem. b sind die Erzeugenden von [p Tangenten von $ und jede
solche hat nach Folg.1 mit ¢ genau einen Punkt gemeinsam;
dieser Punkt ist zugleich Berihrungspunk®% der Tangentisl-
ebene durch die betreffende Erzeugende von ['p mit ¢ ., Wir
wollen nun die Menge dieser Berihrungspunkte untersuchen.

Alle Berﬁhrungspunkté der Tangentialebenen eines Tangential-
kegels 'y mit P ¢ ® erfiillen einen Kegelschnitt in einer Fbene w,
welche keine Tangentialebene von ¢ ist und n I P gilt.

Bew.: Wir greifen drei Erzeugenden x.eq¢ einer Schar auf ¢
heraus. Die Ebenen %j' XJP sind Tangentialebenen von & durch
P; der eindeutige Beriihrungspunkt von gJ
mit ¢ heiBe Xj (3=1,2,3). Jede Gerade
PX.=:e. trigt als Tangente von ¢ %
nach Folg.1 genau einen Punkt Xj

und ist notwendig Erzeugende

von PP : Die Lrzeugende ej von ip //////
in gj ist ndmlich nach Folg.1, A
Bem.(b) Tangente von ¢, und die - >
Tangenten von ¢ in gd gehen /// \ \\\
alle durch X,.

Xq,Xa,X3 sind nicht kollinear, denn sie liegen auf 4165523
und e'j sind als Erzeugenden eines quadratischen Geradenkegels

nicht komplanar. Somit ist die Ebene J(':=X1X2X5 eindeutig
festgelegt.

P Zx: (ind.) P I x. Aus P ¢ ¢, also Pt+Xy=>e =PX In
(j=4,2,3): Widerspruch, denn e, sind nicht komplarar.

x ist keine Tangentialebene von ¢ : (ind.)¥ ist Tangential-~
ebene =5’ b nx = R« v Az mit xelfya 3‘{653—4,. s gilt Xq’zg’)%’
EP nx , also milssen zwei der Purkte Xj auf einer Erzeugenden
liegen und mindestens eln X, auf einer Erzeugenden X ¢ Ye (da
nicht alle XJ auf i‘&k liegen k6nnen)z19Xkax.xk: Wide;spruch

zu x windschief X (vgl. 4.3,Folg.2,Bem.c).
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Nach 4.7,Folg.3 ist ¢ n m=:k ein Kegelschnitt, nach 4.2 ist
o n m=: k* ein Kegelschnitt. Wir zeigen zundchst k=k*.
X.€kAaX,ek* fiir j=1,2,5. Die Tangente tj an k in Xj

ist nach Folg.1 die Schnittgerade von w mit der Tangenvial-
ebene £ in Xj an ¢, also tj=§JK.Die Tangente t3 an k* in Xj ist
nach 4.2,Folg.3,Bem.a die Schnittgerade von n mit der Tangential=-

ebenegs anlp in Xj; wegen %j*zgj ist tgzt . Die Kegelschnitte

k und k* haben also drel ILidnienelemente g;%einsam = K=K".
Nun ist noch zu zeigen:Der Kegelschnitt k ist die HMerge aller
Berﬁhrungspunkte der Tangentialebenen von IM,.

(a) Vs.: Xek. Zu zeigen: Die Tangentialebenec % von X be=
ziiglich ¢ geht durch P,

Xek=Xek*=[,n T =X liegt auf einer Erzeugenden e von | » ;
nach Polg.1,Bem,.(b) ist e Tangente von ¢ in X (e ¢ ) und die
Tangente © in X an k ist nach Folg.1 ebenfalls Tangente von @
in X, also wird die Tangentialebene % an ¢ in ¥ durch e und %
aufgespannt. Aus e I PA el¢ folgt P I £+
(b) Vs.: £ ist eine Tangentialebene von [

(und damit von ¢ ). Zu zeigen: Der Be-
rihrungspunkt X von § liegt auf k.
In der Tangentialebene § vonlﬁpoxistie
genau eine Kegelerzeugende e. liach Tolg.n
Bem.(b) ist e Tangente von ¢ und tragt
daher genau einen Punkt von ¢ ; disser Punkt ist notwendig
der Berithrungspunkt X von § (I e) mit ¢ . Der einzige Punkt
auf e und ¢ ist der DurchstoBpunkt en , demn es pilt

e e[Lnm=k*=k ¢ P=en ¢ & . Also folgt em =X == X ek,

@

Bemerkungen: (a) Dy-dual: Alle Tangentislebenen in den
Punkten eines Schnittkegelschnitts in einer Nichttangential-
ebene n der ringartigen Quadrik ¢ erflillen einen quadrati-
schen Kegel, dessen Spitze P nicht auf ¢ liegt, wobei P I =x
gilt.

(v) Unter Beniitzung von bekannten Begriffs-
bildungen der Darstellenden Geometrie gilt: Flir jedes Auge
nicht auf einer ringartigen Quadrik ist der wahre bzw. der

scheinbare UnrifBl. je ein Kegelschnitt.
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(¢c) Es war hier notwendig, einen klassischen
projektiven Raum vorauszusetzen, denn in einem T, , in welchem
der SBatz von Fano nicht gilt, baldet die Menge der Lirzeugenden
eines quadratischen FKbenenkegels ein Geradenblschel
{(vgl.auch 2.1,Folg.8, Anw. b).

5) Ts ist nun naheliegend, jedem Punkt P(¢ & ) die Triger—
ebene n des Beriihrkegelschnitts k von - zuzuordnen, Analog
existiert im ebenen Polarsystem eines Kegelschnitts eine

0

Zuordrung, die jedem Punkt P auflerhalb von k die TrBgergera-

de p der ﬁerﬁhrungspunkte- der aus P an k legbaren Tanganben
zuordnet., Im Gegensatz dazu funktioniert nach Folg.4 im Rbum diese
Zuordnung sogar fir alle Punkte (4 ¢ ); man kann dsher sagen,

daB es beziiglich einer ringartigen Quadrik ¢ nur AuBenpunkte
gibt, Wir wollen jedoch fir die Definition des Polarsystems

einer ringartigen Quadrik eine andere (zum ebenen Fall araloge)
Eigenschaft verwenden.,

Die harmonische Homologie 6, (P, n ) filhrt ¢ in sich {iber.

Bew.: Wir haben zu zeigen: V X€<¥> =3 XGPECP . Dazu unter-
scheiden wir die zwel Falle:

Fall 1: Xek=dan = Xen = Xo,=Xed.
Fall 2: X ¢k, Aus Xe¢ folght ZsP =2

3* XP und XP ist keine Erzeugende von Pp,

da eine Erzeugende von [} auch

Tangente von $ ist und genau einen
Punkt von ¢ und gzwar auf k trigt, was jedoch Xed A X & k
widerspricht. Nach 4.2 gehen daher durch XP hdchstens zwel
Tangentialebenen von [, . Man kann also eine Erzeugende eqerp
so wdhlen, dal die Fbene €:=e,.PX keine Tangentialebene von e
ist; eine solche Ebene enthilt nach 4.2 noch eine zweite .
Erzeugende e, € F; . Die FErzeugenden e, und ) treffen = in

den Punkten E, und E2 von k, welche auf der Geraden p:= €T

liegen. ¢ istqkeine Tangentialevene von ¢ , denn € geht durch
P und alle Pangentialebenen von ¢ durch P bilden F“p, wihrend
£ keine Tangentialebene von fﬁp ist. € n P =:1 ist daher

ein Kegelschnitt und es gilt: X,Eq,Ezlsl. Die Tangente in Ej
an 1 ergibt sich nach Folg.1 als Schnitt von £ mnit der
Tangentialebene £, in E. an ¢ . Da aber €5 Tangente an @ ist
(Folg.1, Bem. d ), geht £y durch e also ist e, Tangente

an 1 in Ej' Daher gilt flir den Restschnittpunkt %'Von PX




- 37 -

mit ¢ pzw. 1: H(X, .(,;, p) bazw. H(X,f;P,n ) = X=X Gp, und es
gilt X=XG,elc . &
Eemerzurz: Cewisse Punkte von n haben die Eigenschaft

1 ) mit X € ¢. Sprechweise: "IPunkte von n
omlsch zum Zentrum P beziiglich ¢ (vgl.2.3).

jale
*7
rg-
B‘i

DEF,4.4 b: Die Abbildung Age: R — £ erkldrt durch
T (1) P& : Pry ist die Achse der automorphen har-
monischen Homologle von ¢ mit Zentrum P, .

(2) Ped: PAy ist die Tangentialebene von ¢ in P
heiflt Polarsystem der ringartigen Quadrik ¢ .

aven noch .zu iberprifen, ob A¢ eine Abbildung
zu Def.4,4 a existiert zu Pe ¢ eine eindeutige

Fir P¢ ¢ ist zu zeigen, dal die Achse der
monischen Homologie nmit Zentrum P (die nach

ti eindeutig bestimnmt ist (damit ist auch die
8&1;0“01“3"6 harmonische Homologie mit Zentrum P eindeublg be=
stimns). i _
Eine beliebi Qe Erzeugende e von Pp berithrt ¢ in genau einenm

/

Z

xade harmorische automorphe Homologie 6 mit
171reatlonustrahl der als Ganzes festbleibt;
bieiven soil, Pomt X6 =X. Also bleibt unbter &
ro aller Beriix rungspunkte X, also der Kegel-
ise fest,und damit ist ¢lfRz =t = die
Berih r&egblscanltos k ist die Achse von 0,

6) Das Polarsystem einer ringartigen Quadrik ist eine Polaritidt.

Bew.: Da A, global ist, haben wir nach Def.3.9 b noch zu zeigen:
P IRA=:¢ = RIPA=:n VP,RleR,
Dabei unterscheiden wix:

1_

Fall 1: Rled = n und ¢ sind die Tangentialetenen von P
und R z>¢n =f2,vfg. Aus P I ¢ aPedp folgt o.B.d.4. PIx.
Die Tangentialebene m in P an ¢ enthBlt daher die Brzeugende x

durch P, also gilt R In wegen R=x.X
Fall 2: PepaRéd =3 ¢ ist keine Tangentialebene von ¢ dngm=:l
ist ein Kegelschnitt., Aus P I ¢ A Pedp folgt Pel, Alle

Tangentvialevenen an ¢ in Pupkten von 1.gehen nach Folg. 4
M. & iurc also geht insbesondere die genti
Be a durch R, also geht insbesondere die Tangentialebene =

in P durch R.
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Fall %: P¢da Red => ¢ ist Tangentialebene von & . Der
Tangenﬁialkegelf; aus P an ¢ wird von ¢ berihrt und PR ist
ZIrzeugende von.rp, welche Tangente von ¢ ist urd daher mit ¢
genau den Punkt R gemeinsam hat. Hach Folg.4 geht m durch die
Beriihrungspunkte aller Erzeugenden vonf},mit $ , also geht n
insbesondere: durch R.

Fall 4: P4d A Ré¢$ : Der Tangentialkegell, aus P an ¢ berihrt ¢
ldngs ¢nm =, n m =k . Wegen P T ¢ 14B% die harmonische
Homologie 6z den Punkt P fest. AuBerdem gilt [L6g=p, da
néml}ch ¢ 6y =¢ nach Folg.5, und Tangentialebenen von ¢ bei

Gp notwendig in Tangentialebenen von ¢ ilbergehen;

[» besteht aber aus allen durch P gehenden Tangentialeberen von ¢ .
b6 = Palpbre ['p==k=0nl, bleibt unter oy fest =

die Trégerebene 7 von k bleibt unter 0y als Ganzes fest., Da
wegen T L P Ag I P folgt n+ ¢, ist = nicht Achse von Og

und daher geht n durch das Kollineationszentrum R von g .

&

Bemerkungt: Im Vergleich mit 2.3,Folg.1 ist dieser Bewel infacher,

s e
da Fall 4 nicht in Unterfille zerfdllt; jeder Punkt P (4é¢
ist ndmlich ein AuBenpunkt von ¢ .

7) Jeder dreidimensionale klagsische projekbtive Raum gestattet
eine Korrelation.

Bew.: In Wktexigtiert ein Regulus == 1 ringartige Quadrik &
= ] Polarsysten Ag o Mach Folg.6 ist Ay eine Polaritdt und
eine solche ist nach Satz 3.9 eine (selbstadjungierte)
Korrelation.

¢

Daher gilt nach 3.9,Folg.2:ﬂ2L ist isomorph zu seinem Dualraum |
und die zugehdrigen Korper XK und K* sind isemorph (vgl. 3.9,
Folg.2,Bem. & ); auBerdem 1s% PPI‘(WiL)isomorph PFL(]T%')

(vgl, 3.9,Fo0lg.2,Bem. ¢)

ER
xt 3

SATZ 4,4: In W, erfiillen alle Tangentialebenen einer ringartigen
) Quadrik ¢ durch einen Punkt nicht auf ¢ einen
quadratischen Ebenenkegel und die Reihe der Punkte auf einer
Frzeugenden ist projektiv zum Biischel der Tangentialebenen
durch diese Erzeugende, In Ty erfiilllen die Beriihrungspunkte

(die Tangentialebenen) der Ebenen eines Tangentialkegels (der
Punkte eines Flichenkegelschnitts) einen Flichenkegelschnitt
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(einen Tangentialkegel), und das Polarsystem eirer rinsertigen
Quadrik ist eine Polaritdt. Jeder dreidimensionale klassische
projekbtive Raum ist isomorph zu seinem Dualraum.

4.5, Projektive Poldritdten in dreidimensionalen klassischen

projektiven Rdumen

Aus 3.9 ist bekannt: Zu jeder Korrelation d:4 ”’12*(=
gehdrt ein Verbandsisomorphismus d:uT ~—=uT ¥ wobei d |
gilt. Die Abbildung &*:=d ¢ :¥ =% heiBt die "duale XYorr
Die Abbildung &::éﬁ@ bildet jede Gerade g el aufzefaBt al
Punktreihe auf eine Gerade g o & (f* aufgefaBt als Ebenenbiis
ab. Wir haben den Bepriff Projektvivitidt zwischen Grundgebilden

1.5tufe in dreidimensionalen projektiven Ridumen erklért (vgl.4.1,
Tolg.5) und definieren damit den Begriff projektive Korrelation.

- - . 3 . in e
DEF.4.5 a: Fine Korrelabtion 8:T° — T[** heiBt projektiv, wonn
. ihre Beschrinkung aur eine Punktreihe eine Projextivi-
tat ist.

Iolgerunpen:

4) Bei einer projektiven Xorrelation d ist die Beschrinkung
auf jede Punktreihe eine Projektivitat.

Bew, : Wir gehen analog zu 1.11,Folg.2 vor. Nach Definition
existiert ein ge( , sodal dI R, 1~ €51 eine Projektivitis
ist. Sei o0.B.d.A. aélﬂ eine Treffgerade von g (sonst schalten
wir eine Treffgerade von a und g dazwischen) und ag=: n . Da
S8Ryt Rx = €y« eine Kollineation der projektiven

Ebene fr in die Koebene {xe+ ist, wird eine beliebige Perm
spektivitit «: s~ Ra mit dem Zentrum Z (I w) durch J auf
eine Perspektivitat x5=<§4m(f:€93~*“€qg mit der Ebene

726(I mnd*) als Perspektivitdtsachse abgebildet. Also ist d (R =
=oed| Ry o' endliches Produkt von Projektivitéten. ®

2) Das Polarsystem einer ringartigen Quadrik ¢ in Ty, ist eine
projektive Polaritédt.
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Bew.: Jedem Punkt P einer Erzeugenden x von ¢ wird durch Ay
die Tangentialebene x zugeordnet, wobel x(P)A x(%) nach 4.4,
Folg.2 gilt. Also ist A, | R« eine Projektivitit. AuBerden

ist A nach 4.4, Folg.6 eine Polariiidt. @@

. s . . 3 - LA
3) Eine projektive Korrvelation in ﬂkl ist eindeutig festgelegt
durch eine Pundsmentalfigur in 4 von Punkten und eine
&z i

- Fundamentalfigur in 2* von Blldkopunkten (=fbenen in ¥ ).

Rew.: (vgl.2.4) Infﬁitbesitzt elne ringartige Quadrik ¢ ein Polar—

system Ay, und dieses transformiert finf gegebene Ebenen o, e £,
von denen nie vier kopunktal sind, in eine Fundamentalfigﬁr
Q.l;::K; in R . Eg der gegebenen FMundamentalfigur Ai‘und der
Fundanental figur Ai existlert nach Satz 3.7 genau eine

Jektive Xollipeabion ® mitb Ki:Aiﬁ° Tun gilt K®X§s L nach 3,9,
.. 3 und daher aﬁ¥¥1:‘ﬁk¢; dies ist aber eine projektive
relation, die Ajr> &y (3=0,...4) leistet,

scharfen Trangitivitdt von PGL(Wﬁ‘);auf der Menge der Fundamental-

figuren, die aus Satz 5.7 zu entnehmen ist,
sures, ®

Bemerkung: Da die scharfe Transitivitdt bereits in PP-Riumen
gilt, existiert zu dieser Angabe in ﬂ;p hdchstens eine projek-—
tive Korrelation. )
4) Mach 3.9 ist eine Polaritdt A eine selbstadjungierte —
Korrelation (Ad*=t(p). Zu A gehdrt der Verbandsisomorphismus A
und speziell A := A1y bildet jede Gerade x (Punktreihe) auf
eine Gerade xA (Ebenenbiischel) ab. ,

x5 heiBt "polare Gerade" zu X.

Ist y polar zu x, so ist x polar zu y (Polarsein von Geraden
ist eine symmetrische Relation).

Bew.: y ist polar zu x, also xA=y. Wir legen x €({} durch P,Q|%
fest. Da A inzidenztreu ist, gilt x & =y=PA.QA(mit PA+Q)A), VWir
legen ¥y durch A,Bl+ fest und es gilt yA=AA.BA., Aus A I PA

und B I QX folgt wegen der Symmetrie der Konjugiertheit AMI P A
BAI Q@ = die Schnittgerade yA der beiden Ebenen AN und BA

gent durch PQ=x =» x=yA, d.h. x ist polar zu y. - &

Bemerkungen: (a) Polare, zucinander windschiefe Geraden x,xﬁ
heiBlen "reziproke Polaren'. '

(b) In der Nichieuklidischen Geometrie verwendet
man auch folgende (von uns nicht beniitzte) Bezeichnung: Fine
Gerads g, welche die zu x polare Gerade xA trifft, heifit
"konijuwiert zu x".

i
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DPu 5 o: Ein Punkt X heillt selbstkonjupiert bezugllch einer
Polaritdt A , wern X I XX gilt. Eine Ebene § heiBt

selbstkonjugiert beziiglich einer Polaritdt A , wenn gI ik‘
gilt. Eine Gerade g heillt selbstpolar beziiglich einer
Polaritdt A, wenn g=gA gilt. Eine Polaritit heiBt elliptisch,
wenn sie xzeinen selbstkonjugierten Punkt besitzt. Bine Polaritédt
heiflt hyperbolisch, wenn sie einen selbstkonjugierten Punkt
und einen nicht selbstkonjugierten Punkt besitzt. Eine
Polaritdt heiBit eine Fullpolaritat, wenn alle Punkte selbst-
onjuziert sind. Die Menge der selbstkonjugierten Punkte einer
projektiven hypervolischen Polarit8t in einem klassischen
projektiven Raum heiflit eine Quadrik.

Bemerkungen (analog zu Jenen nach Def.2.4):

(a) Beziiglich jeder hyperbolischen Polaritidt
existiert eine selbstkonjugierte Ibene und eine nicht selbst-
konjuglierte Ebene. Bezliglich jeder elliptischen Polaritédtb
existieren keine selbstkonjugierten Ibvenen. Bezliglich jeder
Nullpolaritét sind alle Ebenen selbstkonjugiert.

Bew. : t X selbstkonjugiert == X T XX=:% . Fir die Ebene &
gilt ”eve“ A*= 2" dann £xF= K =X, also %K* I Ebenso
folgt aus ¥ 7 YA=:7 , daB A=Y nicht mit 7 inzidiert.

r
.
& -
M

4

(b) In jeder selbstkonjugierten Ebene beziizlich
einer Polaritat A , in der keine selbstpolare Gerade existiert,
existiert genau ein selbstkonjugierter Punkt. Durch jeden
selbstkoniugierten Punkt, der nit keiner selbstpolaren Geraden

inzidiert, existiert genau eine selbstionjugierte Ebene,

Bew.: Ist die Ebene 3 selbstkonjugiert, so ist nach Bem.a der
Punkt X:i= ¥A* selbstkonjuglert und er ist Gor olnalre in ¢

(ind. )3 Y e RNIX ] mit ¥ I YN =: m. LEIA

Da \ eine Korrelation ist, gilt: Y Ij=>qI X. g = XY = g =

XA, YAJ‘BA. Widerspruch, denn in § liegt keine selbstpolare Gerade.

(¢) Wie aus Bem. ¢ mnach Def.2.4 sofort folgh,
£ibt es in einer projektiven Ebene keine Nullpolaritit, also
keine Polaritdt, in der alle Punkte selbstkonjugiert sind.
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5) Jede ringartige Quadrik (Def.4.3 b) in T, ist eine Quadrik
(im Sinne wvon Def.4.5b).

Bew.: Zu jeder ringartigen Quadrik ¢ in‘WKL existiert ein
Polarsystem A,, das nach Folg.2 eine projektive Polaritil
ist. Ay ist eine hypervolische Polaritit:

Fir Xe¢ ist XA, die Tangentialebene in X, also ist X
selbstkonjugiert.

Pir X¢ ¢ dst XA, die Achse der harmonischen Homologie &,
also 13t X nicht selbstkonjugiert.

4
Bemerkungen: (4) Aus dem Beweis folgt: Die Menge der Punkte
wn ¢ ist genau die Menge der selbstkonjugierten Punkte von A,.
Dy ~dual: Die lMenge der Tangentialebenen von ¢ ist genau die
- Menge der selbstkonjugierten Ebenen von A,.

(b>C§¢U(ﬂ¢ ist genau die Menge der selbstpolaren
Geraden von A,.

Bew.: x e Yo v Jo =3 flxA 4 ist das Ebenenbiischel { = x=xA ,
d.h. x ist selbstpolar.

selbstpolar = jeder Punkt X auf x ist uelbutnongu riert
bezuv710n Ay = 42&_11egt auf ¢ . FNach 4.3,Folg.3,Bem. gilt daun

notwendlg pd e q¢ u(ﬂ¢ . 4§
>

. (¢) In einem'ﬁik existieren also hyperbolische
projektive Polaritédten, ndmlich die Polarsysteme ringartiger
Quadriken. Wir werden spiter sehen, dal die Iwistenz
e111ptlscher projektiver Polaritidten abhiéngt von Fl&enaCLdLﬁen

PN

des zu.ﬂk pehorlben Kérpers K, wihrend Nullpolaritidtven in
Jedem T, existieren.

(d4) Wenn wir im folgenden Aussagen iiber Quadriken
im WKL auusprpchen, so relten diese insbes sondere fiir. ring-
artige Quadriken {(in W}L ). Aussagen iiber yrowoktive Polaritdten
in Ty gelten 1nabesondere fiir die Pol arsysteme ringartiger
Quadriken in WKL.

6) Sei A eine projektive Polaritit und & eine
nicht selbstkonjugierte Ebene (=» P:= xA* ¥ x).
Wir erkldren eine Abbildung'h1:12x‘““ch
folgendermaBen: Jedem Punkt X € Rx wird

die Schnittgerade x der Ebene X mit der Fbene X zugewiesen,
Dann gilt: .

Die Abbildung Ay ist eine (ebene) projektive Polaritit.
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Bew.: (I)Ax ist eine globale Abbildung: Fir jeﬁen Punkt Xéjzx

geht XA durch P mit P Z &, daher ist die Schnittgerade X2A.
eindeutig bestinnt. gy
(II)N, erfiillt Y I xx,zam,rx X, denn es glﬂ; P

Y I Xde=7Y I XN TAT X

XIxaYAI X=X I YA.=YA,. A

Ay ist somit eine (ebene) Polaritit. v A Y
(ITII)2, ist eine projextive Polaritit: Fa XA ¥

g=XY T or = g =XA YA T XA *=P = J*S=gh.x. Somit gild
sCO MR ZAC) ® S(XA,) =2 g(X) A S(EAL). &
DEF.4.%¢: Ist A eine projektive Polaritidt-und & eine nicht selbst~

konjugierte Ebene, so heillt die Abbildung A,: R,—UYx
nit X=X X n:=XAx die Spurpolaritit von A in x .

7) Ist A eine projekbive Polaritdt in Ty, so ist die Menge

aller selbstkonjugierten Punkte in einer nicht selbstkonjugierten
Fbene x, die einen selbstkonjugierven Purkt A trigt, ein Kegel~
schnltt. )

Bew.: Fir Xefy gilb: X I XA X I XA, Danit ist insbesonders

A auch beziliglich A, selbstkonjugiert =2 A; ist eine hyperbolische »

projektive Polaritidt == die Menge der bzgl. Ax (und damit bogl. A)

selbstitonjugierten Punkte in x ist nach Def.2.4 ein (Staudtscher—)

Kegelschnitt. . é@

Anwendung: Existiert bezliglich einer projektiven Polaritit A eine
solche Ebene m, wie in Folg.?7 vorausgesetzt, so ist A not-
wendig eine- bynprbol“scbe Polaritit, fir welche die lMens

der selbstkonjugierten Punkte nach U@f 4. 5b eine Quadry
Wir haben also gezeigt: Die zu A gehdrige Quadrik Pﬂh*rzdv

eine nicht selbstkonjugierte Tbene m, die einen sclbastkorniugierten
Punkt A enthdlt, nach einenm che]schrltf. opf"1e17 {fdr eine
ringartige O’Ldrlk ergibt dies die Aussege: Eine Tlﬂhuf‘l”“
Quadrik @ 13'WK1 schneidet eine Ilcnttangenulalebene x (sie

trigt sicher einen selbotkonguglerueq Punkt, nimlich den
Schnittpunkt einer Erzeugenden von ¢ mit I rach elnem Kegel -
oCﬂ%*tt (vgl.s. %3,Folg.3, wo diese Aussage sogar in uPp bewiesen
ist
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8) Ist A eine projektive Polaritat in H'L, die keine Mill-
polaritdt ist, zo gilt: Auf jeder Geraden g, die windschief gﬁ ist
(g und gA sind reziproke Polaren), bilden die Paare

konjuglerter Purkte eine projektive Involution.

Bew.: X I g == XA I gh= X2, g=:X,, der zu X konjugierte Punkt
auf g. Man hat somit eine Progeku3v1tet m,‘ﬁg"* g Dbvestinmt
durch Rg(X )& £ (XA) ® R, (X))

Fiir X1 : X gilt:

Yye=Yoe =g. YA und da ¥ T Xx =» YA I X gilt, folgt T,=X. Damit
ist & eine projektive Involutiop falls o4t erwiesen ist.

(ind.) « =t ; wiv wollen zeigen, daB dann A

eine Mullpolaritét ist. Wir unterscheiden :
Fall 1: X €4 :X ist wepen X=Zu=X, I XN selbst-
konjugiert.

Fall 2: Xefqa:X ist selbstkonjugiert:

(ind.) 3 XeRq5 mit X £ XA . Die nicht
selbstkonjugierte Evene XA geht wegen

der Symmetrie des Polarseins von Geraden
(Folg.4) durch g, also enthdlt sie die
Punktreiha’ﬂg von selbstkonjugierten
" Punkten; dies widerspricht jedoch Folg.?7, wonach die lMenge der
selbstkonjugierten Punkte in einer nicht selbstkonjugierten
Ebene ein Kegelschnitt wct. Somit sind alle Punkte von fHqX
selbstkonjugiert.

Fall 3: X e fAN\Tgufgh: Aus X existiert genau eine Treffgera de s

an g und gA . Denn gilt: Jede Gerade s, die g (in 8) und g,A

(in T) trifst, ist selbstpolar:
5=8,(Fall )= SALS| oy 5§ ~(51)R =SA.TA=5T=5 R P
r*\ (Fﬂll 2);_..):’\7\ I T A

Weoen X Is gilt XA I sA=s = XA I X, d.h, X ist® sebdeonJuglert
Da alle X €1 selbstkonjugiert sind, ist A eine Nullpolaritét:
Widerspruch zur Voraussetzung. Q?

Bemerkung: Dy~dual: Ist A eine projektive Polaritdt in T, ,
die keine HNullpolaritdt ist, so gilt: Um jede Gerade, die wind-
schief zu ihrer polaren Geraden ist, bilden die Paare kon-
Jugierter Ebenen eine projektive Involution.
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', onnl&uno AI UJA « 18t also eine oelbstaoblldunc’
s “
)

9) Sei A eine projekbive Polaritdt in T . , die keine Iull-
polaritdt ist. Eine selbstkonjugierte Ebene « bestimmt zu~
sammen mit ibrem Pol A das Geradenbiischel ¢, .JFixr jede
Gerade x elfsuzilt x I Anx I(x==> XAT M=o A xA I xA¥=A=s
XA e UA « o Di

nbll

Ist A eir.e rojektive Polaritdt, die keine Nullpolaritidt ist,
so ist A /)‘j,“‘,t mit A Toea AA=e edine projektive Involution,
deren (u.U.existierenden) Fixgeraden genau die selbstpolaren

er
Geraden in « sind.

Bew.: Sei gelly mit @ £ A. Da A Inzidenzen und Nichtinzidenzen

x

Falq 4

“bestimmt auf g projektive s

erndls, folgs gA I A A EA L AN =0 = g windschief gi ==
eine

Involution B koniugierter Punkte

s(X)x g(X6)I=% telia, 50 E]*X::'tfT =

t=AX::§tX=%,XX. IO~CD X Iggilt

A X g,\k; avlerden gent XA durch

den zu X konjugierten Punkt XN =

sX=A.XB. Bomit gilt fiir A Ka,ut

fau(®) % 5 (O F REXBIT ¢, (57).

Geht man in dieser Ketbe von ti=:s aus, so gelangt man zur

A

Geraden t=sx, da B eine projektive Involution ist; aus B+t
A N

olg MOJA‘* $1, womi%s MqA,,{ als projektive Involution er-

wiesen ist,

. . N R

Ist f Fixserade von A{¢a«=fa=f, d.h. f ist sel b“*'polar. Ist
ummekehrt £ Ixund £ selbstpolar == fA Tah*=A A F=f) = fe CQA,‘
und f ist Fixgerade von 7\{ Ua,e e @

Bemerkunren: (a) Sei A eine projektive Polaritédt in Mk , die
keine Wullpolaritit ist, und x eine selbstkonjusierte Lbene
(x Lur*=:4). Wir wollen ale Menge 1M der selbstkonjugierten
Punkte in « unte“quohen. Da nach den Voraussetzungen
hyperbolisch ist, ist 11 der.Durchschnitt der zu A gehbrigen
© Quadrik mit .

Sicher gilt A€l Jg er Punkt auf einer der u.U. existiercnden
Fixmeraden f,g»; v Al Ua,e 1ist selbstkonjugiers

und gehirt r‘g}mr Z Ii, denn es gilt

X IF = AT fA =f =01 X,

Ist umgekehrt Ye M, d.h. ¥ I YA, so0 folgt
(YA)x ST, Wogen ¥ Lo a Y I YA gilt

YA I YAﬁ(YA)X YA, also liegt ¥ notwendig
auf einer legeraden von Mch « « Somit ist
M={liufly . Zusammenfassend gilt:
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Der Schpitt einer Quadrik mit einer selbstkonjugisrten
Fbene « besteht entweder aus zwei verschiedenen Punktreihen
durch den Pol A von o (falls %lqAﬂ,hyperbolisch ist),

oder nur aus dem Pol A (falls ﬁlqA“ elliptisch is%).

(b) Sperziell fiir eine ringartize Quadrik ¢ is%
der Schnitt einer selbstkonjugierten Ebene (d.n. Tangential-
ebene) mit ¢ stets ein Geradenpaar,; also ist Ac‘ inx immer
hyperbolisch, und die Tixgeraden sind gerau die Erzeugenden
von ®. in « durch A. Alle Geradeﬁ.von Uan sind gemdB Def.4.4a
Tangenten von ¢. Man nennt dahér A,lliy« die'projektive
Involution polarer (konjugierter) Flichentangenten" in A,

BATZ 4,5: In'la ist eine projektive Korrelation durch eine
Fundamentalfigur aus R und die Bildfundaﬁentalfigur
aus ¥ éindeutig festgelept, und das Polarsystem einer ring-
artigen Quadrik ist eine projektive hypervolische Polariti
In jeder nicht selbstkonjugierten Ebene existiert beziizl
+

ich
einer projektiven Polaritét eine projektive Spurpolaritit,
auf Jjeder Geraden, die windschief zu ihrer polaren Geraden
ist, eine projektive Involution konjugierter Punkte und in
jeder selbstkonjugierten Ebene im Geradenbiischel um ihren

Pol eine projektive Involution polarer Geraden,

4.6, Quadriken in dreidimensionalen klassischen projektiven Rsumen

Jede ringartige Quadrik.ist eine Quadrik. Ist umpckehrt jede
Quadrik ringartig ? Ist ¢ eine ringertige Quadrik, so sind

genau die Erzeugenden von ¢ die selbstnolaren Ceraden te-

ziiglich des Polarsystems A, (vgl.4.5, Folg.5, Bem.b); A, haben
wir in 4.5, Folg.2 als projektive hyperbolische Polaritdt erkannt.
Es gilt umgekehrt: .

Ist A cine projektive hyperbolische Polaritdt, in der eine
selbstpolare Gerade existiert, so ist die durch A bestimmte
Quadrik ringartig. (Anders formuliert: Die projektiven hyper-
boligchen Polaritdten, in denen eine selbstpolare Gerade
existiert, sind genau die Polarsysteme von ringqftigen
Quadriken.)

Bew.:.Bezﬁglich der projektiven -hyperbolischen Polaritidt A
existiert nach Def.4.5b ein nicht selbstkonjugierter Punkt P
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(Pr:=x Z P) und nach Voraussetzung existiert ein xed nit x=x»'>‘\.
Es. gilt x Zm Alle Punkte X ¢/R, haben ndmlich Polarebernen

X2e €3, sodaB wegen xA=x gilt ¥AL Xj also sind alle Purkte

von ¥ selbstkonjugiert. Da die lMenge aller selbstkonjupierten
Punkte in der nicht selbstkonjugierten Ebene X entweder leer
oder ein Kegelschnitt ist {vgl.4.5,Folg.?), kann die Reihe R«
aus selbstkonjugierten Punkten niemals in =« liegen. »D§~<‘zual
ist x £ P einzusehen.

Damit ist der Durchsbofipunkt S:=xx eindeutig bestimmb. A«
ist eine Projektivitit, wobei speziell S+~ S8Si=¢ gilt. S I &
wege\n s I x:}c;\\ , @lso ist S ein selbstkonjugierter Punkit in
der nicht selbstkonjugierten Ibene & und daher ist nach 4.5,
Folg.? die Menge aller selbstkonjugierten Punkte iz ¥ ein
Kegelschnitt k durch S. Der Kegelschnitt k hat in 5 die
Tangente 6x =:s, da die Spur von ¢ in X dem Punkt Sek in der
Spurpolaritit A=A, von A in & zugeordnet sein muf.

Nach #4.%4, Folg.3 ist durch Angabe des Kegelschnitts k,

der Irzeugenden x und der Beriihrprojektivitav XI@K

genau eine ringartige Quadrik ¢ festgelext. Diese 4
sinnvoll, denn x trifft k in 5 und S wird durch AR, die

ngabe ist

Fbene ¢ =xs zugeordnet. Zu ¢ gehdrt das FPolsrsystem Ay.

Es geniigt A =Xy zu zeigen. Wach 4.5, Folg.’ stimnmen die beiden

(I) Fir X ey gilt nech Angabe sicher
KA=XAg.

(II) Piir YeX\{S] milt YA =Yh,:

Wir konstruieren YA: Yek = Y selbst-

konjugiert ==Y I ¥A; zur Ebone
Yx=:¢ (#6) gehdrt in ARy ein s
Pol R(#5) auf xund ¥ I¢=YAI R,

AuBerdem enthdlt ¥ die Tangenbe ¥y

in ¥ an k (vgl. die entsprechende ar

Tigenschaft von 3)= YA =yR.

Wir konstruieren YA,: Thre Spur in I ist coenfalls die Tansente
y an k in ¥, da A und Ay nach Angabe in o dieselbe Spurpolaritis
xr=7\%:;\kbesitzen_Weiters ist YR Erzeugende von $ , wie aus
4,4,Folg.3,Anw. folgt, und daher geht YA, durch YR =Y}, = yR.
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Damit gilt: YA =YX, V Yef, v k. Aus der Menge {2,u Xk kann
pun eine Fundamentalfigur herausgegriffen werden:

ABlefyx ,¢ k, #und C,D,E|e Xk, 4Ry, * bilden, wie
ran leicht iilberpriift, eine solche.A filhrt diese &,
in eine Fundamentalfigur in £ {iber;A und A, leisten
siiv {A,...E} dasselbe=3a=A 4. ] &

Bie Frage nach nicht vingartigen Quadriken ist damilt zuriicke
gespielt auf die TFrage nach hyperbolischen projektiven
Polaritdten, in welchen keine selbstpolaren Geraden exlistieren.

DEF,4.6a: Die Menge aller selbstkonjugierten Punkte einer
projektiven hyperbolischen Polaritédt ohne selbst-
polare Gerade heiBlt ovale Quadrik. .

Bemerkung: Nicht in jedem'W& existieren ovale Quadriken

wihrend im Gegensatz dazu ringarbtige in jedem Ty (sogar in

jedenm T3 ) existieren. Je zwel ringartige Quadriken sind
hinsichtlich PGL(Ty) #quivalent (vsl.4.3,Folg.5); auch dies

ist fiir ovale Quadriken nicht notwendig richtig und hingt ebenso
wie die Existenz ovaler Quadriken von Eigenschaften des

KSrpers K ab (vgl. § 5). )

Tolserunzen:

1) Eine Quadrik ist genau dann ringartig, wenn auf ihr eine
Gerade existiert.

Bew.: (@) Ist M eine ringartige Quadrik, so existieren auf M
Erzeugenden.

(b) Ist M eine Quadrik (d.h. Menge der selbstkonjugierten Punkte
einer projektiven hyperbolischen Polaritit \)und existiert
auf M eine Gerade g = alle Punkte von g sind selbstkonjugiert.
Fall 1: g:gi , d.h. g ist selbsbpolar. Dann ist nach obigen A
Polarsystem einer ringartigen Quadrik $=>M=9¢,

Fall 2: g#gi'A g schneidet gﬁ : Dieser Tall ist X gi
unmdglich, denn fir alle Punkte Xefg mit XéRqs 9

gilt XA =g.g\ wegen XA IgA und XIXA.Dies wider-

spricht der Injekbtivitdt von A .

Fall 3: g ist windschief g%': Dieger Fall widerspricht Satz 4.5.
Die selbstkonjugierten Punkte auf der Geraden g, die windschief
zu gh ist, sind ndmlich genau die Fixpunkte der projektiven
Involution konjugierter Punkte auf g und daher niemals alle
Piunlkta von . - . ) a
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2) Eigenschaften ovaler Quadriken:

(I) Woch 4.5, Folg9,Bem.a ist die Menge aller selbstkonjugierten
Punkts in einer selbstkonjugierten Ebene x{d.h. #A*=:P ITax
entreder ein Punkt oder ein Paar von selbstpolaren Geraden

durca P. Selbstpolare Geraden kommen fir eine projektive
Polaritit 2, welche eine ovale Quadrik bestimmt, nicht in

M 4 . .

Frage, o gilt:

Be ine projektive Polaritédt eine ovale Quadrik, so liegt

]
=]

elostkonjugierten Ebene genauw ein selbstkonjugierter
Punxt u D;-iual geht durch jeden selbstkonjugierten Punkt
elbstkonjusierte Lbene.

einem Punkt A einer ovalen Quadrik in der zuge-

hirigen Polaritédt A zugeordnete Ebene AA heilBt

Tarngentielebene der ovalen Quadrik in A, Jede Gerade des
eifit Tangente der ovalen Quadrik in A.

Bemerkung: A heiflt der Bertthrungspunkd der Tangentialebene AR,

(IT) Die projextive Polaritdt A bestimmt in einer nicht selbst-
konj erten Fbene ¥ eine (ebene) projekbtive Spurpolaritis
Ay L Genhdrt A insbesondere zu einer ringartisen Qua-

drik ¢, so 1st Ay stets hyperbolisch (vgl.4.5,Folg.7,Anw.) und ¢av
ein Kezelschrnitt. Beil einer ovalen Quadrik ¥ kann Ayentweder
eliiptisch -yn X ist dann leer -~ oder hyperbolisch sein =

ynx ist dann ein Kemelschnitt (vgl. § 5).

QITI) Ist A ein selbstkonjuglerter Punkt beziy , so ist

! i ojektive Involution, deren Fixgeraden selbst-
1.4.5, Tolg.9). Gehdrt A zu einer ovalen
Guadrik, so existieren keine selbstpolaren Geraden, also ist
A a4n stets elliptisch. Allf,a heiBt "projektive Involution polarer
(konjugierter)Tangenten'.Der Schnitt einer ovalen Quadrik ¥
mit einer Tongentialebene « besteht daher genau aus dem

Beriinrurgspunkt A= oA *,

3
s

(IV) Fine Gerade ist gensu dann Tangente einer ovalen Quadrik,
wenn sie auBer dem Berithrungspunkt keinen Punkt mit der ovalen
Quadrik gemeinsam hat. Fine Ebens ‘durch einen Punkt A einer ova-
len Quadrik, die nicht Tangentialebene in 4 ist, schneidet die
Quadrik in einem Kegelschnitt, dessen Tangente in A eine Tangen~

te der ovalen Qadrik ist.
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Bew.: Die ovale Quadrik Y werde durch die projektive hyperbolische
Polaritit A bestimmtb.
(a) Ist t Tangente von Y in Aew syt o Ja,an - Nach (I1D)
gilt YaRyu=1a}. Wegen Ry, folgt YaR=VYaRinRa= {4l n R lah
(b) Sei g eine Gerade, die genau einen Punkt A von Y trigt.
7u zeigen ist g I Ax: (ind.) g £ A2 A g T A=>gh Z Aagh I A==
g windschief ghA. Nach 4.5, Folg.8 bestimmt daher A auf g eine
projektive Involution B konjugierter Punkte, die A zum Fixe-
punkt hat. A hat daher einen zweiten, von A verschiedenen
Pixpunkt B und B ist beziiglich A selbstkonjugiert, also gilt
BeRyaBe¥: Widerspruch zur Voraussebzung. ‘
(¢) Sei AeVY und € eine beliebige Fbene durch A.
Wir unterscheiden:
Fall 4: € =AA, Dann gilt €nY ={Alund der ebene Schnitt besitzt
tiberhaupt keine Tangente.
Pall 2:€ +AXA, Die Dbene € ist dann nicht selbstkonjugiert: .
‘(1nd.)£' gelbstkonjugiert,also B :=eA*I e.Die Gerade g:=€.,AN 1st
selbstpolar, da aus e TEAe T A= EI[& ,ANAAT|E,AN=2AE11 AR ,c
== gﬁ: AE= g: Widerspruch, da A zu einer ovalen Quadrik gehdrt.
In der nicht selbstkonjugierten Ebene € liegt der selbst-
konjugierte Punkt A und Yn € =tk ist daher nach 4.5, Folg.7
ein Kegelschnitt., Nach Def.4.6b ist g= e.AlquﬁxTangente.deb
ovalen Quadrik ¥; es ist zu zeigen, daB g auch Tangente von Xk
ist: (ind.)d Q eRg\ {Almit Qek=>QeY : Widerspruch zu (a).

' ¢

Bemerkungen: {a) Die Tangentialebene in Aecy kann durch die ver-
schiedenen Tangenten zweler ebener GSchnitte durch A aufgespannt
werden.

(b) Nach Beweisschritt (c) trigt jede Ebene durch
einen Punkt Aely, die nicht Tangentialebene ist, einen Fldachen-
kegelschnitt. Daraus folgt: Eine ovale Quadrlik ist nicht ia einer
Ebene enthalten.

3) Sei A eine projektive hyperbolische Polaritét in T, und
M als Mense der beziiglich A selbstkonjugierten Punkte eine
Quadrik. A ordnet jedem Punkt A€ M die Tansentialebene AX zul
Bei der Korrelation A geht also die Punktmenge M in die
Menge der Tangentialebenen von M iiber. Die Menge der Punkte
einer Quadrik ist Dandual zur Menge ihrer Tangentialebenen.

~ Anwendungen:

(a) In einer nicht selbstkonjugierten Ebene x (d.h. & A*=:P zj)
bestimmt A die Spurpolaritdt A s, welche genau dann hyperbolisch
ist, wenn T~ N+@ gilt. In diesem Fall ist %o M=:k ein Kegel~
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schnitt mit Ax=A,. Die Spurpolaritit Ax ist
genau dann ellipbisch, wenn o~ M=@ gilt; dieser
Fall kann nur bei einer ovalen Quadrik M ein-
treten. Wir wenden auf diese Figuren die Polaritdt A an urnd
erhalten:

Existiert durch einen nicht selbsthkonjugierten Punkt P eine
Tangentialebene der Quadrik M, so bilden alle Tangentialebenen
von M durch P einen guadratischen Ebenenkegelfﬁp mit der

Spitze P. '

Die Anwendung von A* auf [} fihrt auf k zurick, also gilt:

Die Menge der Beriihrungspunikte von [, wmit M ist ein Kegelschnitt.

i

Bemerkung: Fine ringartige Quadrik o iP.W& vird von Jeder Iicht~

tangentlalebene nach einem Kegelschnitt peschnitten, und da-

her existiert aus jedem Purkt P¢® ein Tanwenu157ﬁerel |

an ¢; jeder PunkL,P¢¢ ist daher ”“uBenﬁunkt von $", Ein

ovale Quadrik.¥ deogegen gibt Anlall zu drei Klassen von Punkben:

4. Klasse: Pey (”Purru von W'"): PAnY =P,

2. Klagse: P¢Y¥ und es existiert ein Tangentialker
mit upitze P ("AuBenpurikt VOh‘Y") PAnY=lr miv kA =T},

3, Klasse: P¢ Y und es existiert Xeine Tangentialebene von V¥
durch P ("Innenpunkt von ¥"): Pan¥ =g.

Eine ovale Quadrik ¥ hat sicher AuBenpunkte, da jede Nichi-

tangentialebene durch einen Punkt von ¥ einen AuBenpurkt als

Pol besitzt; die Ixistenz von Innenpunkten ist rnoch offen.

(b) Sei A eine projektive nvvcrbolloche Polaritdt und M die
zugehdrige Quadrlﬁ. Mir die Ibene ¥ sei Mnax =:k ein Xepge
schnitt.Die Tangente t in Aek an k ist auch Tangente von

liegt also in der Tangentialebene AX, welche auflerdenm roch
durch P:=aA* geht, '
Wir konstruieren th: N o

t, I AAA S Tr=2tAT A AtAI P=2tx =AP,

tA ist also Erzeugende von i . AuBerdem,sind
t und tA in der prowektlven Involution K[*AAX
polarer (kon*uW1aner) Flichentangenten ’

elnaqder zugeordnet. Man hat Qomlt

Die Tangente t ah einen Kegelschnitt k
auf einer Quadrik M im Punkt A und die
Erzeugende des M léngs k angeschriebenen Kegels durch A sind

polare Flichentangenten von M.

4) Ist ¥ eine ovale Quadrik mit der zugehbrigeﬁ projekbtiven
hyperbolischen Polaritdt A und P ein ?unkt richt auf ¥, dann
existiert genau eine harmonische Homologie 6, mit dem Zentrum P,
welche V¥ festliBt; die Achse von 0p ist PA=:x(Z P).

(Der entsprechende Satz fir ringartige Quadriken wurde in
4,4, Folg.5 gezeigt.) .
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Bew.: (a) Wir zeigen zuerst, daB die harmonische Homologie e
mit Zentrum P und Achse PA=:7 die ovale Quadrik ¥ festlsRt.
Fall 1: Xe¥a X ITx=>X=X6p€¥ , 7

Fall 2: Xe¥aX I =>P:l=="3* PX. Ist ¢ eine beliebige Ebene
durch PX, dann ist £ nicht selbstkonjugiert: (ind.)e T &X*=

Es gilt danng #XA (da P IeaP 7 XX wegen xrd X) == E:X; in der
selbstkonjuglerten Ebene £ liegen also die beiden verschisdensn
selbstkonjugierten Punkte X und E: Widerspruch zu Folg.2,(I).
Yach 4.5, Folg.? ist somit en¥=:k min'Kegelcchhitt mit A ek

und A=A, . Wegen P*A=T gilt PA, =6x=:p, d.h.. }
P und p sind Pol und Polare von k. Die
harmonische Homologile 6, transformiert
daher X¢€k in einen Punkb XGp ¢ kcw=X6pey,
(b) Es ist noch zu zeigen, dal 6, die einzige harmonische

Honologie mit Zeptrum P ist, die W als Ganzes festlidBt. Sei

6; eine harrorische automorphe Homologie von ¥ mit Zentrum P.
Enthdlt ein Kollineationsstrahl genau einen Punkt von Y, so muB
dieser bel 6p' notwendig festbleiben, enthidlt ein Kollineations-
strahl dagegen zwel verschiedene Punkte von ¥, so missen diese
bel &% notwendig vertauscht werden. Da gleiches fiir 0, gilt,
188t GQGQ“”, eine perspektive Kollineation mit Zentrum P, die
Punktmenge ¥ elementweise Tfest. Da Y keiner Ebene angehirt,
existiert somit bei 0,6,' " ein Fixpunkt auBerhalb der Achse verw.
schieden vom Zentrum, woraus 6563'4=L folgt = Gp=6p .

4

DEF.4.6¢c: Ist M eine Quadrik inT, , so heifit die Abbildung
Am: R —4£ erkldrt mit Def.4.4b das Polarsystem
von M. .

5) Die projektiven hyperbolischen Polarititen in'HKL gind genau
die Polarsysteme von Quadriken,

Bew.: Pir die projektive hyperﬂollsche Polaritdt A gibt es

die beiden Alternativen: :

Fall 1: A bvesitzt eine selbstpolare Gerade”ﬁig A ist
Polarsystem einer (ringartigen) Quadrik.

Fall 2: A besitzt keine selbstpolare Gerade, dann bestimmt A
eine ovale Quadrik ¥ , deren Polarsystem nach obigem mit A
iubereinstimmt. @ .
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J

6) Die Zuordnung zwischen einer Quadrik und ihrem Polar-
.

irvariant gegeniber Kollineationen.

systen is

McR eine Quadrik und e PIL(T , ) eine
ist Mw=:I1' eine gleichartige P Anm
ie Polarsysteme Ay und Ay ° ™

4
/ »®

N
m ®* ist eine projektive Pa, N <(PA )"

LA

. -4 . .
1, weil die Abbildungen %, Au, ®* global sind.
(II) fus P'I20 folot PNT Q'

Zu P',4Y exictieren P,0 mit P =P' und Qe =Q', Wegen ParlQzed' =
=Qe(w™ A, m¥ )=QAne* gilt P T QA,; da Ay eine Polaritit ist,

folnt hisrsue PAgT Q und damit Qewe=Q' I Phnae,*:P’ae“‘AMae*zP'N.
(1“‘) Iss ne(f, so muf A|fn eine Projekbtivitit sein. Da Ay
f);e: “ive Polaritit ist, 1EBt sich Ag:= AulfRg:fa €4,
bl N LT -
({)é(/j pel.) als ProGuittAg=mj. ..,
Pe1~spen,~,rit£-1;en zwischen (einander schneidenden) Punkireihen

darstellen, wobei my (1#0)

sind und n_eine Perspcktivitdt zwischen einer Punkbreihe und
einen Foensrviischel isi. Es g;ilt:
! - 4
e R Y L S VL PRI A
s A #
w(w? e ) (% weae)---(aﬁ TIJEQ)(BQ n =) .
. . PR - PP - -4
A'lga  ist eine Projektivitis, wenn die Fakboren (€ W, ®) bzw,
civitaten sind. X4 o
Jr,;)
@q. “Raie (it m-g)ordnet Xy

LeRa, ]_LQM zu, der mit X 7 Aisq
und dem ,\W"Cnt um S kollinear g 2z L(,e 2% .
liecth. ; w7y eht vor ai% P
nach Ha % and oranet Axredfla 2 den

Punkt X = ¢ a2 zu, der mit X un

festen Purit‘-‘ 7 kollin
el ;
7
57 -={a, (@354 windschief aosgAM)ordnet jedem
,die ®, ae,) Tn21d°nzon as
erhillt, o Abbildung =M. ¥ von q g
Ra,s naci , wohei a;R windschief %)
4 x L £ {2
a.,® ist ordnet dem Punkt xoae*(;zqam Xe
die Ibene e¥a.s 20 = R'T.wX ad
Tot die P . 2 Xxow
18T alre vitat a3® " " Qo »
Setzen wir k=g, so ist A'lRQ, eine Projektivitdt. G
(TV) Um zu zeigen, daB A hyperbolisch ist, zeigen wir schirfer:
Ist P in A, selbstionjugliert Dbzw. nlcht selbstkonjugiert, so

ist Pz in 7\' selbstionjugiert bzw. nicht selbstkonjugiert

4
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Ist P bzgl. A, selbstkoniugiert, so gilt P I PA, = Bx I PA,=%=
“Pe® A x=(Pr)N == Pz ist bzgl.A' selbstkonjugiert (ebenso
fiic nicht ‘selbstkonjugiert).

(b) Die projektive hyperbolische Polaritit A' bestimmt eine
Quadrik M' und es gilt M'=Mwe : ' :

Pe M=>P selbstkonjugiert bzgl.A == P=x selbstkonjugiert bzgl.
N=>Pwe ¢ M', Aus Pt M folgt ebenso P= ¢ 1,

Ovale bzw. ringartige Quadriken M tragen keine bzw. eine
Punktreihe; da = Punktreihen in Punktreihen iberfithrt und
nicht kollineare Lage erhdlt, ist die Quadrik M= wvonm selben

Typ @ie M. .
. : &

Bemerkung: Da = die durch A vermittelte Kopplung erhdlt,

folgt insbesondere, daRl die Tangentialebene PA von P e I

in die Tangentialebene von P e Mz iibergeht. Das Pazr (P,PX)

mit Pe€ M heilt "Fléchenelement" der Quadrik M. Jede Kollinsation
= € PITL(T , ) transformiert also eine Quadrik flichenelemenbt-
weise in die gleichartige Bildquadrik,

7) Ein Tetraeder {AO,...Agi heiflt "Poltetraeder” beziiglich
einer Korrelation & | wenn gilt: Jeder Ecke A; wird durch )
die Gepenebene Ki:zA‘AkAl (mit i,j,k,l]pw. verschieden) zuse~
ordnet,und jeder Tetraederebene «, wird durch &* die Gegen-

ecke Ak zugeordnet.

Die von den Nullpolarititen verschiedenen projektiven'Polafin

téten sind genau Jene projektiven Korrelationen, die ein Pol~

tetraeder besitzen. ’

Bew.: (a) Sei A eine projekti?e Nichtnullpolaritiat Ty

:3A05¢2 nit AOI AN =1 o 25640 der nicht selbstkonjuglerten

Ebene «, bestimmt A eine projektive Spurpolaritdt A, und diese

besitzt nach 2.4,Folg.3 ein Poldreileck Aﬂ’AQ’AB"

{AO,Aq,A2,A3} ist ein Poltetraeder von A:

AOX =cx°nA1A2A3

ATaa = AATA } N
. == A =A A s

Ay, =Byhs = AN T Ay AN =hoAoAs

4 - = \ : ¥l =0 K, ATmA,.
- ebenso fir A2 ~A0A1A§ und A3'A Ay Ay Wegen AN L——-)o(i>\ Ay



(o) Sei § eine projektive Korrelation, die das Po
{ O’-..A;ﬁ besitzt. Wepen A Zot«fxoé‘ isv & si
Tullpolaritit.Nach 3.9,Folg.3 ist § als d
wenn §8%= L gezeigt ist.

Wegen (AOAq)S =L 6 ha8

K g0y =A2A usf. wird jeder XKante

= S
A ~
des Poltebraecders durch § die zu ihr windschiefe P X
- 1
Poltetracderkante zugeordnet (*). As

S1Raca,: Raga, — €a,4,i5t nach Voraussetzung eine
Projektivitdt,also gilt fir Xe{,,, mit X:=Xd.A4 A,
Roapn, (XD £ Cans (X8) 7 Raa, (XD diese - A A,
Projektivitdt & ist sogar eine projektive Involution (vgl.
1,10,Folg.8,I), denn sie leistet AOP«» A,.' und :‘:1 »~—-AO =ih
AO#A,,..

Sel X efRan, = X6 I A,)ABA X§ I X=Xy, . Die
vorfen wir §* und erhalten den Punkt (XS)E*, : 7
XS T hohy _L:é (X8)6* T Agh,. Wegen X6 T X und X oy =X geht

die Fbene Xé durch X und (Xd)8* liegt in X&; da andersrseits
(X8)8* auf Anh,  liegt und X4 die Gerade AF)A,] menou in X
Trifft, gilt X=Xd6* fiir alle e Ra.a, = $6™ a1,

Durch Umbeschriftung findet man fir alle sechs Tetraederkanten
JJ*]@A.AJ'L (i+3).

86*: R —~ 12 ist eine Xollineation, die Agsha ks und denit o
TestliRt. Wegen §6*| Raa, =t ist §8*| R«, eine ebtens per-

x|

spektive Kollineation mit der Achse th, und den belden
Fixpunkten Ag und Pe R a) (1:":.0,1\2} nicht auf der Ac
53*| Ray = L = §&* 1st elne perspektive Kollinesbtion mit

der Achse x4 und den beiden TFixpunkien Aj und @ eQAeAB\\{,’;O,f‘xz’S

3.4, F,
nicht auf der Achse “=3° §& *= 1t

Bemerkung: Fine projektive Polarititt in T, , die keine Hull-
polaritit ist, wird cindéutis festrelept durch oin Pol-

tetraeder {A ,...A } und einmnl Pol P und Polarebene o
ralls {P, Agyeeihy 73 bzw. iﬁr‘ Doyr.. ] cine Fundamentelligur

in A bzw. R* ist ("allgemcine Lage").

Bew.: Zu diesen Fundamentalfiguren oxist
Folg. 3  genau eine projektive Korrelati

MA =wi. Da A ein Poltetraeder T ql't %, 151
Polaritdt.
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SATZ 4.6: In ?;L ist jede projektive hyperbolische Polaritdt A
T Gas Polarsystem einer Quadrik, welche genau dann ring=-
- artig ist, wean in A eine selbstpolare Gerads existiert. Jade
Kollineation fihrt eine Quadrik flHchenelementwelse in eins
gleichartige Quadrik lber und das Polarsysten einer‘Quédrik ist
gegen Kollineationen imvarisnt mlt der Quadrik verkniipft. Die
von den Hullpolaritdten verschiedenen projektiven Polarititen
sind genau jene proJektiven ¥orrelatiocmen, die ein Poltetrasder
besitzen; und werden durch ein Poltetraeder und einmal Pol-
Polarebene in allgemeiner Lage eindeutig bestimmt.

Bemerkung: Eipe projektive elliptische Polaritidt bestimmt in
jeder Ebene eines Poltetraeders notwendig elliptische Spur=-
polaritdten, jedoch ist dies nicht hinreichend dafiir, daB die
projektive Polaritit elliptisch ist (vgl.Bem.zu Satz 2.4),.

Anwendungen:

Jeder Quadrik M ist eindeutig ihr Polarsgystem Ay, eine projektive
hyperbolische Polaritidt, zugeordnet. Daher kdnnen Elemente

des Polarsystems zur Festlegung der Quadrik dienen. Flir Py, x =PA,,
mit P £ & ist die harmonische automorphe Homologie G von U
bekannt, und 6, verdoppelt die anderen Angabeelemente.

(a) Nach Satz 4.6 ist eine projektive hyperbolische Polaritit

A durch ein Poltetraeder und einmal Pol-Polarebene P,r in
allgemeiner Lage eindeutig festgelegt. Ist A insbesondere hyper-
bolisch, was z.B. fiic P I« stets der Fall ist, so ist durch
diese Angabe genau eine Quadrik festgelegt.

Bei Vorliegen dieser Angabe kann zu einem beliebigen Punkt X

die Polarebene XA konstruiert werden., Auf jeder Tetraeder-
kante, z.B. auf A A, bestimnt A eine projektive Involution ota«
konjugilerter Punkte, wobel ooy eindeutig durch Ao— 4,, -
(PALAL). A A, — A A, festgelegt wird. Mit Hilfe dieser !
Involutionen aj. kann man zu X die Ebene XA finden.

(b) Aus ‘dieser Konstruktion ergibt sgich:

Kennt man auf drei kopunktalen Kanbten eines Poltetraedexrs die

projektiven Involutionen konjugierter Puhkte, so ist daduxrch

- eine projektive Polaritdt A (flir A hyperbolisch die zuge-
horige Quadrik) eindeutig bestimmb, T
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Bemerkung: Ist 3 eine Projektion aus einem Auge O auf eine
Bildebene xnickht durch O, so vermittelt vy zwischen den nicht
projiziererien Ebenen und der Bildebene einen Isomorphismus. Ist w
eine projektive Polaritdt in einer nicht projizierenden Ibene,

50 ist daner ~:=¢ 4% eine projektive Polaritdt der Bildebene.
Das o -311d des (u.U.existierenden) Staudtschen Kegelschnitts

von a ist der Staudbsche Kegelschnitt von w'. Sind die Punkte
einer nichi projizierenden Geraden in einer projektiven
Involution = gekoppelt, so ist «'i=¢ "o % " eine projektive
Involution der Bildpurnkte; Fixpunkte von « haben Fixpurkte

von o' zu Bilder
Bine Quadr it
als sche

[
3
3

at, falls das Auge O ein AuBenpunkt von IM ist,
:r. UmriB den Schnittkegelschnitt des Tangential-
kegels g 5 der Bildebene. Dieser kann dadurch festgelegt
werden, dal =man das vy ~Bild der projektiven Spurpolaritdt Ay,
von A in der Folarebene OA des Auges ermittelt. Ist o ein
Innenpunkt won M, so existiert kein scheinbarer UmrifS.

(¢) Eine Quadrikx M in Ty ist flir W»3 eindeutig festgelegt durch einen
Punkt P uznd einmal Pol A(+P) und Polarebene « mit A £ « und

P Lo, wenn man die Spurpolaritit A, kennt, und wenn PA

die Ebene o in einem in A, nicht selbstkonjugierten Punkt P
durchstoBt.

Bemerkurg: Wire P in A« selbstkonjugiert = Pe M=AP ist Tangente

von M in P: Tiderspruch zu PI AP A PeM A PsP.

Dew.: Dem Purkt P:=PA.x wird durch die gegebene Spurpolaritidt A,
die Gerade p:=PA, mit p % P zugeordnet. Gibt es eine Quadrik M,
welche in die Angabe paBt, und ist A die zugehdrige projektive
hyperbolische Polaritdt, so ist notwendig Pp die Polarebene

von P: :

PeM=PA I P 4
P,B,A koll.= PA,PA, koll. ¢ =2  TA=Pp.
Prx=PX, =p

In Ay existiert fir N>3 ein Poldreieck X,Y,Z,das zu

P und p allgemeine Lage besitzt (vgl.2.4,Folg.3,
Bem. ). Dieses Pcldreieck bildet zusammen mit A
ein Poltetraeder von A, Da P und PA =Pp zunm
Tetraeder A,X,Y,7Z allgemein liegen,ist dadunrch
eine projektive Polaritit A, eindeutig festgelegt, die wegen
PIPxr=P)\, hyperbvolisch ist und eine Quadrik Mo bestimmbt. A, paBt
in die Angsbe, denn A und A leisten fir P und X,Y,Z, also fir
ein Viereck, dasselbe == A, = A, .
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Ist I“I,] eine Quadrik (A, die zugehirige hyperbolische Polaritdt),
die ebenfalls in die Angabe paBt = AX,=0=A%.A A=A, =X, Da P
bezliglich A, Selbstkonjugiert ist, muB nach dem ersten Beweisteil
notwendig PA,=Pp=PA, gelten. Die projektiven Polaritéten *, und A,
ordnen algo den Punkten der Fundamentalfigur 4,X,Y,Z2,P Jeweils
dieselben Ebenen zu =, =N, = M =M, . @

Bemerkung: Unter einer Sphire im PAR verasteht man die Menge
aller Punkte, die von einem fesbten eigentlichen Punkt O konstanten
Abstand r > O haben. Dann gilt: :

Eine Sphire des PAR ist eine ovale Quadrik.

Bew,: Der Schnitt der Sphire S mit einer beliebigen Ebene «
durch den Mittelpunkt O ist ein Kreis k, welcher nach 2.2,Folg.2
ein Kegelgchnitt im PAR ist,und daher ein Polarsystem A, ~ eine
projektive hyperbolische Polaritdt - in « festlegt. S wird
lédngs k von einem Zylinder berihrt, dessen Erzeugenden durch
den Fernpunkt A einer zu o normalen Geraden gehen, 4 -~
Die Gerade AO durchstofit S in den beiden Punkten A
P und Qo

Nach (c) ist durch P, den Pol A, die Polarebene x
und die Spurpolaritidli A«i=A, in « gendu eine
Quadrik M (zugehdrige projektive hyperbolische
Polaritdt A ) festgelegt. Gemdl (cg‘pgilt
P=AP,x=0 und p ist nun die Ferngerade von « ;
daher ist die Tangentialebene PA in P an M die
Parallelebene von o durch P. Es gilt H(A,0;P,Q)
(Mittelpunkt und Fernpunkt einer Strecke liegen zu den Strecken—
endpunkten harmonisch), also liegt Q wegen P6,=Q auch auf I.

Es geniigt M=S zu zeigen, denn eine Sphare trigt keine Geraden
und is|t daher sichér nicht ringartig. Nach Konstruktion gilt
P,Q,k le¢ MnS.

()Y XeSAXtkn X+|P,Q = J*pm :=APX € . Wir untersuchen nun
jgws und PRun M.

RunS=:1 ist ein Kreis, der durch P geht und dort uP) als
"Tangente hat; auBerdem geht 1 durch die beiden Gegenpunkte G
bzw.H von k und hat dort die Geraden AG bzw. AH zu Tangenten.
funM:=1', Es gilt P,G,H|e 1' und 1' ist daher ein Geradenpaar
oder ein Kegelschnitt. Nach 4.4, Folg.1 (fiir ringartige) bzw.4.6,
Folg. 2,(IV% (fiir ovale Quadriken) hat jeder ebene Schnitt .
durch Pe M. in P eine Tangente der Quadrik als Tangente =» die
Gerade m.PA ist Tangente in P an 1'. Wegen #.PA Z| G,H ist 1°
daher ein Kegelschnitt. Seine Tangente in G ist w«.GA; wegen
G IanGeM gilt GAT AAGA I G = GA,u=GA, Die Kegelschnitte 1
und 1' haben die Punkte P,G,H und die Tangenten in P und G .
gemeinsam = 1=1', :

Also gilt Xel=l'cM==>X¢e¢M und danit_ScM. .
gii) Ungokehrt:s Ye MAY ¢ k AY+|P,Q=>3* € :=APY ¢ £, Vie unter

i) erkennt man, daB PnS={nM upd damit Mc 8 gilt. A

4
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4,7, Nullpolaritdten in dreidimensionalen Pappusréduzen

Nach Definition 4.5b versteht man unter einer Nullpolaritit eine
Polaritit v mit Xv I X YXef o

Bei Tullpolaritaten sind folgende Bezeichnungen {iblich: X ist
“Nullpunkt! von Xv und X» ist "Nullebene" von X. Eine selbstpolare
Gerade g=g¥ heiflt "Nullgerade”.

Fir Tullpolaritdten ist auch die Bezeichnung "lineare Millsystenme”
gebrauchlich; wir wverwenden diese Bezeichnung nicht. .

Folpgerunsen:

1) A1le Nullgeraden durch einen Punkt Xefl bilden genau das
Blischel (Jy , .

Bew.:(a) Ist n Nullgerade mit n I X = n=nf IXr aXr IX =nel .
(b)Jede Gerade g EOJX’,W ist Mullgerade:

g=XY mit X&¥ == g% =Xr.Yr mit X» #¥» . Mir die Ebene ¥» gilt
dabei wegen der Nulleigenschaft I» I Y. Es ist Xr.Yr =g zu zeigen:

(ind.) Yr.Xy +g = der Punkt ¥,eRe\{X,Y]hat 9/
eine Nullebene Y v mit Y, I Y, und wegen X,Y,Y, l %

kollinear =% Xv,Tr,¥T,v kollinear =2 Yy I Xr X»r= @_Xi
Y,‘T::XY: Widerspruch zur Injektivitdt von »r. ‘ &

Bemerkungen: (a) In diesem Beweis wurden pur die Nulleigenschaft
und die Zigenschaften einer Korrelation beniitzt. Bei Ausriitzung
der Symmetrie der Konjugiertheit wire Beweisteil (b) einfacher
(vgl.Bemerkung c).

(b) D;-dual: Alle Nullgeraden in §¢€ bilden genau
das Biischel Uf,« gj.
§7 ,
(¢) Unter einer "Mullkorrelation" versteht man
eine Korrelation 4 mit der Nulleigenschaft, d.h. VXe 2 ist
X4 I X. Dann gilt:
Jede Nullkorrelation ist eine Nullpolaritidt.

Bew.: Es genigt, die Séymmetrie der Konjugiertheit zu erweisen.
Aus ¥ I XdAXeYa X IXE=(XY) 3 =XY, da Folg.1 (vgl.Bem.a) auch
fir Mullkorrelationen stimmt.¥eiters gilt nach Folg.1 auch

X 6%’,;@ XY IYS == YJ IX.

\ 4

2) Nach Folg.1 ist eine Gerade g in Xr nicht durch X keine
Mullgerade: g#g?. Also existieren HNichtnullgeraden bveziiglich
einer Nullpolaritdét ».(Die Existenz von v ist jedoch noch offen !)
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Ist g eine Nichtnullgerade, so ist g¥ zu g windschief (Rurz:
g,g> ist ein Paar reziproker Polaren).

Bew.: {(ind.) g schneidet gf: Wir alle'IeﬁgAY4103v
gilt Y I Yra¥y I g% = Yr=Y.gh :Widersprich
zur Injektivitdt von v.

%) Jede Fullpolaritdt ist projektiv.

Bew.: Bezliglich v existiert gicher eine Nichtnull-
gerade g, und g und g% sind nach Folg.2 windschief..
XIg=X»1IghtXy LIX=Xy =g}, X, Fir

#1109 gilt daher:

2y(X) * €5(Xr) =>» ist projektiv.

DEF.4.7: Die Menge aller Treffgeraden von zwel windschiefen Gera-
T den ("Achsen") heiBt ein hyperbolischés Netz. Die Menge dex
Geraden aller Blischel, deren Zentren auf einer Geradeh ("Achse™)
liegen und deren Ebenen so durch diese Achse gehen,daB die Reihe
der Zentren zum Blischel der Ebenen projektiv ist, heilt ein
parabolisches Netz. Die Menge aller Nullgeraden einer Null-
polaritdt heiBlt ein Gewinde,

Bemerkungen: (a) Die Achsen e,f eines hyperbolischen Netzes ge-
horen nicht zum Netz, denn die elne trifft die andere nicht. Greift
man -auf der Achse e einen festen Punkt P heraus,

so bilden alle Netzgeraden durch P das 3Bilischel
)e,p; « Das hyperbolische Netz kann also in zwel
Scharen von Bilischeln zerleght werden. Aus Axiom

I, folgt sofort: Zwei Geraden eines hyperbolischen
Netzes, die elnander nicht auf einer Achse treffen,

sind zueinander windschief.

. (v) Fur'Qe(X)W £.(¢) ist die Menge aller Bilschel qx,s
mit Xe¢Re nach Definition ein parabolisches Netz.
Die Achse e gehfrt zum parabolischen Netz, denn es (3
gilt e<(fx,; fir X¢Re. Aus der Injektivitat der
deflnierenéen Projektivitidt folgt sofort: Je zwei _
Geraden eines parabolischen Netzes, die keinen
Punkt der Achse gemeinsam haben, sind windschief.

(¢) Die Menge aller Tangenten in den Punkten einer
Erzeugenden auf einer ringartigen Quadrik ist ein parabolisches
Netz; nach 4.4, Folg.2 sind ndmlich Tangentialebene und Beriihrungs-
punkt in der Berilhrprojektivitat gekoppelt. ) .
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(d) Folp.1 lantet umformuliert: Alle Gewinde-
geraden durch einen Punkt bilden genau ein Biischel. Damit zer-
f811lt auch ein Gewinde in Geradenblischel.

4) Alle Nullgeraden einer Nullpolaritit v , die eine feste Null-
gerade n . schneiden, erfillen ein parabolisches Netz um n.
Alle Nullgeraden, die eine feste Nichtnullgerade g schnelden,
erfillen ein hyperbolisches Netz mit den Achsen g und gv;

Bew.: (a) (i) x orifft m=n¥ und x ist NWullgerade = dem Punkt
X=xn ist die Evene Xr=xv. n7~xn zugeordnet x’}ceéjxx,.;z> x gehdrt
zu dem durch die Projektivitit f,(X) *E o (X)) (vgl. Tolg.3) de-
finierten parabolischen Nebvz N,

(ii) Umgekehrt ist jede Gerade y¢ N eine Nullgerade:

=n =% n=nv.
F#nayeN=> y trifft n in einem Punkt P und y I Pr == yely, == - ;éy.
(b) (i) Seci n eine Mullgerade, welche die feste Nichtnullgerade
g in Punkt S trifft. Nach Folg.2 sind g und g¥% windschief und
Achsen eines hyperbolischen Netzes N. Es ist nelNzu

zeigen:

S T g=?Sr IghaSrl S:*—r‘SY‘r:S.,g;} —
A

S I n:ﬁSr I nvy =n

n und mv liegen in der Ebene Sy = n trifft gv(und g) = nfiN.
(ii) Ist yei =y t2ifft g in S und g% in T = v
== =57 =3 y7 =8y, Ty nit Sv =S.g# baw. Ty =T.g==

=Sy, Tr=87 =y ¥ =y.

5) Seien n eine Nullgerade einer 1} uilpolarltat » und P,Q ver-

schiscene Punkte auf n =Py QraPr, Q»|Inv=n. Jeder Geraden
A

gtdscv wird durch ¥ eine Gerade gvcjdw zugeordnet.

Def.: Zwel Geradenbischel in verschiedenen Ebenen, deren ver=-

schiedene Zentren auf der Schnittgeraden der beiden Ebenen

liegen, heiBen "verschrinkte Geradenbischel".

Yﬂjac, ist eine Bijektion zwlischen den beiden verschrankten
T 11 / {1 M 1S} i
Geradenbischeln Qa@v und 50, « Mit Ausnahme von n sind géQ&aQ,

und g¥¢ljs,p, Paare reziproker Geraden.

?i%va ist eine Projekbtivitdt,
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Bew.: Sei 8 aus (g o, und stn = 3* gs=:5 und wegen S I g =»
Sy =g¥.8; also gilt insgesamt:

Gora, (8) ® 0. (S)7RE5(S7) K (o, (87).

Jede Treffgerade irgend eines Paares verschiedener Geraden g O,gr
asus den verschrankben, projektiv gekoppelten Geradenblischeln (fp o,
und Qja,p, ist nach ﬂolp.@ Nullgerad.e. Wir wollen nun umgekehrt
von obiger Figur ausgehen, um eine Nullpolaritdt zu erzeusgen;
nach Folg.1 geniigt es dann, das Gewinde der Nullgeraden Testzu-
legen.,

Sind  Up, und (ﬁ&*‘? zwel verschrinkte Geradenbiischel und “3(9'?.;”65&:4:

eine Projektivitdt mit (PQ)x =PQ, dann ist die Menge aller
Treffgeraden von je zwei verschiedenen, in o zugeordneten
Geraden eine Teilmenge eines Gewindes; zu diesem Gewinde ge-
hirt noch ein parabolisches Netz um ni=PQ, das durch die Angabe
mitbestimmt ist ("Erzeugung nach SYLVESTER").

Kurz: Ein Gewinde bzw. eine Nullpolaritidt ist eindeutig festge-
legt durch- zwei projektiv gekoppelte, verschrinkte Geraden-—
biischel, deren gemeinsame Gerade selbstzugeordnet ist.

Bew.: Gegeben ist die Projektivitdt w:l, —~Ug., mit PQmeg =(PQ)x =n.

Wir gehen nach folgender Bewamldee vor: Zuerst definieren wix
eine globale Abbildung ¥ :R— wobel einerseits die Angzabe
ausgeniibzt wird und andererselts cile Gesetze einer I\ullpolarltat
bericksichtigt werden. Die Abbildung ¥ wird sich als Null-
polaritédt erweisen und durch die Angabe eindeutig bestimmt sein.

(1) Definition von ¥: R~={ in vier Schritten:

(I) X=P: L=y , X=Q: X¥i=¢€.
Diese Definition ist notwendig, wenn 7‘10]%"“ gelten soll.

(II) X IeaX I n:

===y % PX‘QSM (PX)¥ muf die Gerade (PX)océOJN sein und wegen X I PX

muB X¥ durch (PX)x gehen., Daher muB man not-
wendig definieren:

XF =X, (PX)oc.
Hieraus folgt XV I QAX¥ z P, was wogen
XIe=QFaXly =P7 mit den Gesetzen einer Nullpolarltat vertriglich
ist. :
Ebenso fir X I4aX X n:

XF:=X. (QX) (= XF I PA XY Z Q).
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Bemerkung a: Ist umgekehrt ¢ eine beliebige Ebere mit {I Q A
¢ I P, so kann {(entsprechend der bisherigen Definition voxn ¥
nur vom Punkt (§¢). (§4)«™* in¢ stammen.

(III) X Zley ¢ &
e PX::qu :3*QX=:X2; jede Treffgerade aus X an irgerndein
Paar g,go mit ge%ag{n& ist nach Folg.4 notwendig
Nullgerade. Wir haben also die Menge M
aller Schnittgeraden Zg.Xgx flr alle
ge U, N{n} zu untersuchen.

Liegen alle diese Geraden in einem
Geradénbﬁschel, dann ist entsprechend
Folg.1 die Trigerebene dieses Geradenw~
biischels als X¥ zu definieren. Die —
Menge M kann durch folgende Projektivie
tat ¢ erzeugt werden: : \
L (X8) % Yoo (8) R Yo (gx )R £, (Xogoe),
in der jedoch wegen n=n«x die gemeinsame Blischelebene qu2=Xn
selbstzugeordnet ist; also ist 4 eine Perspekbtivitit. Das
Erzeugnis von 4 ist ein Geradenblischel durch X in einer Ebene §
und wir miissen definieren:

Xy 4 £ .

Bemerkung b: Mir X Z n = X¥ I n wegen:

Fall 1: X Ie® X571 P ==XF I n; ebenso fir X1 y.

Fall 2: X Zle,q : Wach (ITI) enthilt X% =% alle Treffzerade

an g und ge; jede dieser Treffgeraden ist fir g#n windschief zu
n=X¥ I n.

Bemerkung c¢: Ist umgekehrt § eine beliebige Lbene mit ¢ Z}P,Q, 50
sind als Urpunkte von § unter ¥ (entsprechend der vorléufigen
Definition) Punkte aus (I) und (II) ausgeschlossen. Wir betrachien

die Menge aller in ¢ liegenden Treffgeraden von
Paaren g,g« fir alle geleN{n}-

Dies fihrt zur Projekbivitat d:

Reg (Xa )X U (80 *ag (Bredx Rig (X4),
die wegen n=nx den Punkt £.n selbst
zuordnet =% § 1ist eine Perspextvivitit,
und das Zentrum X von 4 ist der

¥ ~Urpunkt von ¢. Es gilt X Z n.

(IV) Es fehlen noch die von P und Q verschiedenen Punkte N auf n
(vgl.Figur zu Bemerkung c¢). Wegen n=nx muB N¥ durch n gehen.

Wir wihlen nun eine beliebige Ebene § durch Nag Z n. Nach
Bemerkung ¢ existiert zu ¢ eindeubip der ¥ -Urpunkt X(Z n) als
Zentrum der Perspektivitdt . Wegen N I¢ muB notwendig NFIX

el Tn e m e el f ol AV e L DA TASE It me et ma A
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Bemerkung d: Um diese Definition als sinnvoll zu erweisen miissen
© wir zeigen, daB sie unabhingig von der Wahl der Ebene £§7.n durch
N ist. #Wir wdhlen zundchst " fest. Nach 3.5,Folg.1 existiert
genau eine FElation ® mit Zenbtrum N, Achse N¥ und X, Xz(Xu:g,,é;,
X,:=g.§, vgl.Pigur zu Pemerkung c). Da P in der Achse N¥ liegth,
leistet % daher g% =_gi2 ._Der Punkt X=X X, .X,¥X, liegt in N¥
daher leistet ® auch X, X (X i=g.u.§ ; Xai=gact g, vgl.,FigurS,
da ayBerdem 42*=y wegen I N gilt. Wegen Q I N¥ folgt daraus
Fa 529X »

Sei nun 1@; 2 mit I ¥anl n. Entsprechend Bemerkung ¢ kann der
Urpunkt von o konstruiert werden: :

gin=:1¥;, g =:1; = Y=0,¥,.Y,¥,, -

Un zu zeigen, daB sich fiir § und 7 dieselbe Ebene N¥ einstellt,
genligt es T I 5% zu zelgen, Wegen 7 I N gilt nu¥=q =

Liz=(gm )® =g« # q#*=giy =T1A Le=(gw.n)e=(ga)R =" =gxm=T;=>
(Y4st;5€ =YY, = der Schnittpurkt dieser_zugeordneten Geraden
liegt in der Achse N¥ , also (¥,Y,), (¥, Y, )=Y I N%.

Bemerkung e: Ist 7 ein beliebiger Punkt auf NX verschieden von
N und X, dann enthdlt die in (III) erklirte Ebene Z¥% den Punk; N:
Zv ist TrHgerebene aller Geraden Zg.Zgafir alle geUp,\{n}. Wegen
Z T N7 gilt Z® =Z upd welters |

(gg_;v:gw)ae =(Z@mgir). (ZR g LR ):Zgi:Zglcx. == (h.&)e=1.6 wegen

69&*;5: . Die Punkte h.t bzw. l.£ sind Spﬁrpunkte von Geraden
T aus Z¥ in £; da diese in ® zugeordnet sind, geht die Spur von Z¥
durch das Zentrum N von = = 2y I N.

(2) Die in Schritt (1) erklérte globale Abbildung ¥: 1 —> £ be~
sitzt nach Def.(I)~(IV) die Nulleigenschaft. Es geniigt daher, die
Symmetrie der Konjugiertheit zu bestitigen, um ¥ als Null~
polaritidt zu erkennen.

Aus X I YV und der Nulleigenschaft (Y I Y¥) folgt XY I YV fir
X+Y. Dabei sind je nach Lage von XY zur Angabe einige ¥alle zu
unterscheidens:.

Fall 1: XY windschief zu n = X,Y|Z n=>

X7 und Y¥ sind nach (II) oder (III) erklirt.
Die Gerade YX liegt in ¥¥ und geht durch Y,
sie ist daher Treffgerade eines bestimmten
Paares g,gx mit g ¢ Yo \{n}. Die Ebene

X% enthialt ihrerseits alle Treffgeraden

von Paaren g,gx, die durch X gehen ==

XY I X¥F =Y IXF o

Fall 2: XY schneidet n im Punkt N#|P,q.
Fall 2.1: X=N: Nach Voraussetzung gilt N=XT Y5,
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wegen YsN gilt Y X n, woraus Y¥ Z n nach Bemerkung b folgt. Die
Ebene Y¥ kann also gemdB (IV) zur Konstruktion von NV Dbeniitzt
werden: N¥ =nI==4N? =X¥ I Y. Q

Fall 2.2: Zs#li: Fach Bemerkung ¢ geht fiir alle
Purkte Z der Geraden NX die Ebene Z¥ durch N==
= X T HALF T X=XV I NLANL I Y==Y. I XV, /)P

Fall 3: XY schneidet n in Q (oder P)A X¥#n; wegen XY I Y¥r=Q I YV,
Fall 3.1: Y¥ Z.n=>Y+Q (ind.Y=Q =YV =¢ I n:Widerspruch).
suf YV kann Bemerkung a angewendet werden, wonach

Y Te gilt (die ¥ -Bilder von Punkten aus (ITI) und

(FV) sind st?ts VO? %Iyeﬁéchleden), Aus Q,Y]|Ie = ﬂ,“2;~,4§-~v“
QF TeaX I Q=X IeDXFI Q.

Pall 3.1.1: X3Q: Aus XV I Qund X¥ I X folgt XQ LT XVAY I XQ =

Y I X9. ’

Fall 3.1.2: =0 =X9 =QF 2 ¢ ; nach 3.1 gilt ¥ T e=X7.

Fall 3.2: ¥¥ I n= Y I n (aus ¥ X n miiBte nach Bemerkung b
nimlich ¥¥ I n folgen) = Y=Q =YV =Q¥ %€, Aus XL Y¥v=¢

- folgt daher nach (II) XY I Q=Y.

Fall #4: X{=n: Nach (IV) bzw. (I) gilt dann XV I naY¥ I o==Y I XV,

n/N X Y

Damit ist ¥ eine Fullpolaritdt, die in die Angabe paBt. Das zuge-
hiorige Gewinde Desteht aus allen Treffgeraden von Paaren g, go
und einem parabolischen Netz,das durch ¥ um die Nullgerade
bestinmt wird. '

(3)¥ ist die einzige Nullpolaritéit, welche in die Angabe pafBt.
Alle Definitionen von v wurden ndmlich zwingend aus éden Ge-
setzen einer Nullpolaritidt hergeleitet. %§

Bemerkungen: (a) Damit ist gezeigt, daB in jedem Pappusraum
Fallpolarititen existieren, denn in jedem T.,existleren Sylvester-
angaben.

(b) PP wurde im Beweis nur beim Schluf beniitzt,
dafl zwel projekbtive Evenenbischel mit schneidenden bchsen dann
perspektiv sind, wenn die gemeinsame Blischelebene selbstzuge-
ordnet ist. Diese Aussage, PP und FS sind bekanntlich (1.3%
logisch #quivalent.

6) In einenm ﬂg,sind Je zwel Nullpolaritidten projektiv kollinear,.
(In Sinne von PGL(Wj,) existiert genau eine Nullpolaritéat.)

Bew,: Seilen vy und v, zweil Mullpolaritdten. Die Nullpolaritit »,
ist durch eine Sylvesterangabe mit .der Projektivitdt m:qaagﬁ'qayw
mit n:=PQ=(PQ)x nach Folg.5 eindeutig festlegbar. Wir passen nun
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dieser Sylvesterangabe eine Fundamentalfigur
{4, 7.0.4,} 80 an, daB die Sylvesterangabe
daraus eindeéutig rekenstruiert werden kann:
A, =P, A1:=Q. Wir wdhlen A, beliebig auf

& oo {0} und verschieden A, Ay beliebig auf
heemit hoe Opig, \1n, g} und verschieden A .
Schlieflich sei A4 ein beliebiger Punkt
der Geraden (gamA2).(h.A3), der nicht in
Pv, oder Qv, liegt; {Ao,,.@Adi ist somit
eine Fundamentalfigur.

Aus {AO,...Aq} kann die Sylvesterangabe folgendermaﬂén eindeutig .
rekonstruiert werden: .

,PzAO; Q:Aq, Qv;:Aoﬂqu, Py, mAOAqAB‘und die Projektivitdt « ist
eindeutig festgelegt durch PQ + PQ, gaAOAZP“*.gm.=A1(A2A4.P)q),
h=A0(A3A4.Q»q) Pw-hm.=A4A3, :

Analog legen wir v, eindeutig durch eine Sylvesterangabe fest,
welche ihrerseits wieder eindeutig durch eine analoge Fundanental=-
tigur {B,,...B,} festgelegt wird. '

Nach Satz 3,7 existiert genau eine projektive Kollineation
%2¢PGL(T,,) mit A2 =B, (i=0...4), und = fihrt v, in ¥, iver,

da ® die Sylvesterangaben zuordnet, €§

Bemerkung: Da die Punkte der Fundamentalfigur weitgehend will-
kiirlich wdhlbar sind, gibt es nichttriviale projektive
Kollineationen, welche eine Nullpolarit&t festlassen. Jede Null-
polaritidt gestattet also automorphe projektive Kollineationen.

-Ganz allgemein gilt: Ist G eine Gruppe von Abbildungen einer

Yenge M auf sich und besteht G'C¢ G aus allen Abbildungen aus G,die
eine Teilmenge M' von M als Ganzes festlassen, so ist G' Unter-
gruppe von G, da G' abgeschlossen gegen Produkt- und Inversen-
bildung ist. Die lMenge aller automorphen projektiven Kollineationen
eines Gewindes ist daher eine Untergruppe von PGL(Tg.); sie heiBt

die "Symplektische Gruppe" von TJ,.

7) Eine Nullpolaritdt v in Ty ist eindeutig festgelegt durch
ein Paar reziproker Polaren g,g und eine Nullgerade n, die zu g
und g windschief ist.

Bew.: (a) Existehz: Wir legen in die Angabe eine Sylvester-
erzeugung. Dazu wihlen wir PeRg und Q€3 beliebig; wegen

P I g ist notwendig die Ebene Pg als Ebene Pv =:¢ zu beniitzen;
analog gilt &:=Q.g. Die Biischel (f,, und #a.y sind verschrinks
und die Projektivitét o: e~ Yo, ist in T,, eindeutig
festgelegt durch:
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(1) PQ~=PQ, (2) g— &, (3) der einzigen Treff-
geraden h des Blschels (J,, an n ordne x die
einzige Treffgerade h des Biischels (,,an n ™~
zu. Nach Folg.5 gehdrt zu dieser Sylvester-
angabe genau eine Nullpolaritdt v, und diese
paBt in die Angabe, denn g und g sind in «=9|¢,,
gekoppelt und damit reziproke Polaren beziglich v;
weiters ist n eine Nullgearde, denn n trifft die in x gekoppelten
Geraden h und h.

(b) Eindeutigkeit: Seien ¥4 und ¥, zwei Null-
polaritdten, welche in die Angabe passen. Fiir
Punkte Xef, gilt notwendig Xg=Xw = Xv,; ebenso Yefj
= Yg=Yv,=¥y,. Plir einen beliebigen Punkt NeA,
existiert genau eine Treffgerade t(+n) an g und g
und nach Folg.4 ist t notwendig Nullgerade beziiglich v, und v,

a7

nach Folg.1 liegen die Nullgeraden n und t in der Nullebene von XN

bezliglich ¥4 und v, = nt=N»,=Nv,, Aus Q,uRsvR, kann immer eine
Fundamentalfigur herausgegriffen werden und flr ihre Punkte lei-
sten ¥y und ¥, dasselbe. Nach 4.5,Folg.? und 4.7,Folg.3 =3 v,=v,.
Bemerkun (a) Fir N=2 ist die Projektivitdt o (s **qu bereits
durch (1% PQ'*’PQ, (2) ghd-g volllg bestimmt und dzher eine Null-

polaritat bereits durch ein Paar windschiefer reziproker Polaren
g,g eindeutig festgelegt.

(v) Sei v eine durch die obige Angabe g,g und n
eindeutig gegebene Nullpolaritdt; es soll nun fir einen Purnkt
Xéfgup;upndle Nullebene konstruiert werden. Die eindeu
stimmte *ref¢ge¢aae s aus X an g und g ist nach ﬁo¢3.4 u
gerade. In der eindeutig bestimmbten Fbene Xn =:o¢ existie
genaw eine TreLf&eraae r(#n) an g und g, welche nach Folg.?
Nullgerade ist. Die in o liegenden Null- T

reraden n und r gehen nach Folg.1,Bem.b durch / Te
den Mllpunkt ov*=:4 von o. Die eindeubtig — i X R
bestimute Gerade AX stammt aus Uf 4o , ist ““j>:&%\LN~_
also nach Folg.1 Wullgerade. ' /ql// g
Tall 1: s+XA: Die beiden Mullgeraden s und
XA durch X liegen nach Folg.l, Bem.b in der Null-~ 4
ebene von X == Xy =g.¥A. _
Fall 2: s=XA:g trifft g bzw. § in G bzw. G und aufBerdem noch n
im Punkt A(Fall 2 tritt also genau dann ein, wenn X auf der
durch g, und n eindeutig festgelegten
ringartigen Quadrik liegt).
Da zu den Punkten G,G und A nach Beweisteil
(b) von Folg.4 die Mallebene konstruiert
werden kann, ist die Projektivitat

v A, R~ £,(Folg.3) in T,, ein-
deutlg festgelegt und kann vervollstidndigt
werden,
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{¢) D;-dual 188t sich der Nullpunkt einer Ebene
konstruieren, wenn » durch die Angabe aus Folg.? bestimmt ist.

(d) Eine Nullpolaritidt v in Tpp 1st eindeutig festge-
legt durch eirn paraboelisches Netz von Nullgeraden und eine weitere
. Nullgerade n, welche zur Netzachse a windschief ist. Sind ndmlich

P und § zwei verschiedene Punkte auf n, so ist die Nullebene ¢ bzw.

€ von P bzw., Q die Verbindungsebene von n mit der eindeutig bestimm-

ten Netzgeraden durch P bzw., Q. Da a Nullgerade ist, sind g:=P.ae
ugd g::Q.g@ reziproke Polaren, die fiir N=2 bereits v festlegen,
wahrend fir H23 noch eine zu g und g windschiefe Nullgerade des
gegebenen Ketzes bendtigt wird,

SATZ 4.7: In T existieren Nullpolarititen und Je

T zwed sind projektiv BAquivalent., Jede Nullpolaritit

ist projektiv und eindeutig fesbgeleglt durch zwel projektive
verschrirzte Geradenblischel mit selbstzugeordneter gemeinsamer
Bischelgeraden bzw. durch zwel reziproke»?oléren und eine  zu
beiden windschiefe Nullgerade. Durch jeden Punkt geht und in Jeder
Fbene liegt ein Bilischel von Gewindegeraden und alle Gewindsge-
raden, die eine feste Gewindegerade bzw, Nichtgewindegerade
Schneiden,'bilden ein parabolisches Netz bzw. ein hyperbolisches
Netz mit reziprok polaren Achsen.

Anwendung: .

Unterwirft man ein Tetraeder {Aog..,AB}’ in T3, einer Null-
polaritét ¥, so erbdlt man vier Ebenen A,;» =:x,,die nicht
kopunktal sind. Diese bestimmen zu je dreien einen Schnittpunkt.
Byimotg ooy  (i,3,k,1 pw. verschieden),und {BO,,,BBS ist
wieder ein Tetraeder. :

Geht man vom Tebtraeder {Bo”°B3} aus, so gilt wegen Biaajckal
dann Biy =AjAkAl, also ist B,v eine Seitenfldche des ersten
Tetraeders; diese Seitenflichen ergeben zu je dreien geschnitten
das Ausgangstetraeder {Ao""AB}‘ _

Es gilt AT ®; und B, I Biv-aAjAkAl, d.h. die Ecken des .ersten
Tetraeders liegen in den Seitenflidchen des zweiten, und die
Ecken des zweiten Tetraeders in den Seitenflédchen des ersten.
Die beiden Tetraeder sind einander gleichzeitig ein- und um-

bveschrieben (ein "Paar von Mibiustetraederan"). g
S
Beispiel im PAR: F
Wir gehen von einem Wiirfel aus und bilden \ g, Ai(UnterSicht)

aug Wirfelecken, die auf windschiefen
Wiirfelkanten liegen, dag Tetraeder
{As.caAs} (vgl.Figur). Dieses Tetraeder
unterwerfen wir Jener Nullpolaritd8t v,

" die nach Folg.7 durch zwel wind-
schiefe Wiirfelkanten (eine davon ish
Tetraederkante, die andere nicht) als
reziproke Geraden g,g und die zu dlesen (LS
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windschiefe Wirfeldiagonale als Nullgerade n eindeutig festgelegt
ist. Konstruktion von aj_nach Folg.?7,Bem.a ergibt das Tetraeder
{Bo,...BB}.

4.8, Kubiken in dreidimensionalen Pappusrdumen

In Def.4.1c¢ wurde erklirt, was unter einer projektiven
Kollineation #: R& — ¢ zwischen verschiedenen Ebenen G,v
in T3, zu verstehen ist. Nach 4.1, Folg.10 ist @« durch
zugeordnete Vierecke eindeutig festgelegt; zu = gehlrt eine
Geradenabbildung =¥: e ™ Ur. -

Di~dual ist eire projektive Kollineation &: fs *’“ﬁT zwischen
den verschiedenen Koebenen S und T erklért; g*: (- ist die
zugehdrige Abvildung der Geraden der Bilindel.

DEF,4.8a: Eine Punktmenge in TS, heiBt eine Punktkubik, wenn

T sie die Fenge der Schnitipunkte zugeordneter schuneidender
Geraden zweler verschicdencr projektiv kollinearer Blindel ist,
in denen keine selbstzugeordnete Gerade und keine selbstzuge~
ordnete Ebere existieren;jede Schnittgerade zugeordneter Ebenen
heilt eine Schne der Punktkubik. Eine Ebenenmenge in T 2, heiBt
eine Tbenenkubik, wenn sie die Menge der Verbindungsebenen
zugeorduneter schneidender Geraden zweier verschiedener projektiv
kollinearer Ebenen ist, in denen keine selbstzugeordnete Gerade
und keln selbstzugeordneter Punkt existieren; jede Verbindungs-
gerade zugeordneter Punkte heiBt Achse der Ebenerkubik.

Punktkubik und Ebenenkubik sowie Sehne und Achse sind D5-duale
Begriffe.

Punktiubik: Ebenenkubilc:

ci={Xe @ | Xex.xz* mit x e(fs A gri=lgeflg=x,x%* mit x els A
AR* (o= A w¥ projekbive Axfy Qo e A x* projektive
Kollineation A S*T Aes exig- Kollineation A o%7T Aes
tiert keine selbstzugeordnete existiert keine selbstzuge-
Gerade in =¥ A es existiert ordnete Gerade in %¥* A es
keine selbstzugeordnete Lbene existiert kein selbsbtzuge-
in =} ordneter Punkt in =}

S und T heiBen "Grundpunkte" der Punktkubik c.
g und T heiflen "Grundebenen" der Ibenenkubik 4.

Bemerkungen: (a) Die Punktkubik ¢ enthdlt die Grundpunkte S und T.
Die Gerade ST enthdlt keinen weiteren Punkt von c.
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Bew,: ST=3t (e ) e te*(#t) el == T=ttz* => T.ec.Ebenso
erhdlt man S ec mit «°"* .Nach Def.4.8a sind S und T die einzigen
Rubikpunkte auf ST, ‘@

. (D) sa*:=T8 el =3 J*se U . Es gilt: s und t %*
sind windschief. - )

Bew.: Die Ebene stels geht bei = iiber in (st)= =¥, tr*=t, b2*,

{ind.) s schneidet tw*==st = tba"=> Ebene st isgt -
selbstzugeordnet: ¥lderspruch zu Def.4.8a.
L hd A
» 7§ =TT ?

: 3
(¢) Die Geraden s,ST und t=* sind Sehnen vonr C. -
Bew.: ST=(st).(st)z=> 8T ist Sehne;
Bt=:ored, = ¥« ¥, mit sl wegen sa*=t Low. Welters ist ¢+6x
nach Voraussetzung =»s=0.0% 1st Sehne. Analoges gilt fur tz".

(d) Fxistiert ein X ¢c mit X+4[S,T, so
treffen einarder in X zwel zugeordnete Geraden x
und x=*, Eine beliebige Gerade y € Uls wird jedoch
die zugeordnete Gerade yz*e Ujy i.a. nicht treffen.
Nur gewisse Geraden x < (g liefern Punkte X der
Punktkubik, wobei x und x#* je in einer Ebene durch 5T liegen.

(e) Dy-dual: Die Grundebenen & und t _ge- [T .
horen gur Ebenenkubik; s:=(6r) % ™" und t=*:=(c v)=* Xz \ £
sind windschief; 5,01t und t®* sind Achsen der Ebenen-
kubik. Nur spezielle Geraden x des Feldes Ufs liefern % .
Ebenen § von 4 , nimlich solche, welche die { fes”
zugeordnete Gerade xe* auf 6v treffen. - 4 s X

.Folgerungen:

Unser Ziel ist zu zeigen, daB alle Punkte einer Purktkubik als ,
Grundpunkte beniitzt werden dlirfen. Dazu beweisen wir vorbereitend
einige Aussagen.

1) Alle Sehnen durch den Grundpunkt S bilden einen quadratischen
Geradenkegel (Jp(s) , welcher durch die Projektivitit =|¢, er-
zeugt wird. Die Verbindungsgeraden der von S verschiedenen Punkte
der Punktkubik ¢ mit S sind genau die von s verschiedenen

Sehnen durch S. . '
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Bew.: (a) GemdB Def. #4.B8a ist eine Sehne von ¢ Schnittgerade von
in % zugeordneten Ebenen (¢ €. ) und §x (e ¢, ); dabei ist
die Gerade §.4{%® stetls eindeutig bestimmt, da /
nach Voraussetzung ¢#+¢%e V4e€s gilt. Soll

nun die Senne §.{x durch S gehen, so muB not-

wendig ¢% durch S gehen, also mul =  die S

Gerade ST enthalten:éz I ST=sx*, Hieraus se-t

folgt % I s. Geht man umgekehrt von einer
Ebene nel, aus, so geht 1% durch sz*=ST, A taf
und d?Le Sehne n.M®= geht durch 5. Die NMenge

aller Sehnen durch S wird daher durch die :
Projektivitat m{{sz £, — €.z erzeugt. Nach den Voraussetzungen
iiber = ist in =¥, keine Ebene selbstzugeordnet und daher ist
&f'ﬂs keine Perspektivitdt. Die Projektivitats &[{5 erzeugt somit
nach Def. 4.2a einen quadratischen Geradenkegel (. ;,; nach

Bem.c gilt 860((”*(5)-

(b) Sei nun X ec¢ und XS, Es ist zu zeigen, daB XS=:x eine von

8 verschiedene Sehne von ¢ ist, d.h. x 663 pes) miv x#s.
(ind.) x=8 = X=x,x®*=s5.52*=5:VWiderspruch. /S

I~
»
&

&

Wegen x+s ist die Ebene § :=sx eindeutig \ £
bestimmt = {x=sz*.xx* = ¢= =5TX, da ‘ x%
5,7 Isx*A XIxz*AS,T,X nicht /(\’
kollinear (XX ST nach Bem.a) =>

SX=x T g®-

€ I x} g% =X =X ist nach Def.eine Sehne von ¢ durch S =
tel x =% ¢ Grp

Speziell fiir X=T(¢ ¢) gilt nach Bem.c: ST ist Sehne, d.h. ST €l
(¢) Ist umgekehrt x(#s) eine Sehne durch S, d.h.x eUne\ {8}, so gils
x=£t%x mit § ¢ Y. . Wegen

x Iy = xx* I

e

} =x,x2*| I g%, d.h. x schneidet x®* und zwar nach

x I gx
Def. in einem Punkt Xec, Es gilt X+S8: ‘
(ind.) X=S == xX.x2*={=S=5.s5%* == x=5: Widerspruch. &

Bemerkungen: (a) Andere Pormulierung: Jede Sehne durch S ver-
schieden s enth8lt noch genau einen von S verschiedenen Punkt
der Punktkubik c; die Gerade s enthiilt genau den Punkt S von c.
Verbindet man alle von S verschiedenen Punkte von ¢ mit S, so er-
hélt men den léngs der Geraden s geschlitzten Geradenkegel Ui, ).
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sy helBt "Sehnen( -geraden~) kegel

von-c in S".

Dy~dual: Schneidet man alle von der Grund-
pbene ¢ verschiedenen FEbenen einer Ebepen-
kubik 4 mnit 6 , so erhdlt man eipen léngs Az
der Geraden s geschlitzbter Geradenkegelschnitt qk<¢> .
Y o heifit "Achsen(wgerqdenw)k gelachnitt von 4 in ",

{b) Jede Punktkubik ist gleichmichtig einar Punkt-
reihe, Die Sehnenmenge einer Purkbtkubik ist. gleichmichitig einenm
Punktfeld., '

Bew,: Nach Bem, a gilt: e\i{st| (qr<g\\{s;i=élcblwrmﬂ 5TQQ
Jede Ebene fefg bestlmmt geuau @ine Sehne §,§a.9 verschiedene
Ebenen {,7 hestimmen verschiedene Sehnen gg& und Q&, und - jede
Sehne v ¥z stammt von einer V%cne AR AP Yengo er Sehnen von &=

=1Es] ¥ Relo %?

Dy ~dual: Jede Ebenenkubik ist gleichmichitig einem Ebenenblischel
(das seinerseits einer Punktreihe VI ichmichtig ist, Vgl 4.1,
Die Achsenmenge einer Fbenenkubik ist glelvhmdcntlg ginem Punkt-
feld,

{(e) Wir wissen bereits: Auf jeder von s verschiede-
nen Erzeugenden von Ufws) liegt genau ein von 8 verschiedener
Punkt der Punktkubik. Wir zeigen weiters:

Jede Ebene § durch s verschieden wvon G (6% :=5t) enthilt noch
genau einen von S verschiedenen Punkt der Punktkubik c; die
Ebene ¢ hat mit ¢ genau den Punkt S gemeinsam.

Bew.: Um die Tangentialebene des durch =|€; : ¥, — %L er er=
zeugten Geradenkegels lan?s s zu erhalten, hat. man nach 4.2, Folg.?
das Drblld der Ebene s.szx® zu bestimmen:
(s.se*)e "=(st)e™* =6. Jede von der
Tangentialebene ¢ von {r(sy lings s ver—
gchiedene Ibere § durch s enthdlt nach
4,2 noch genau. eine von s verschiedene
Erzeugende x von CQp(g) und auf x liegt
nach Folg.1 genau ein von S verschiedener Punkt von ¢, In

kdnnen keine weiteren Kubikpunkte liegen, da nach Folg.1 durch
Jjeden Punkt von ¢ verschieden S eine Erzeugende von qrwS) geht.
Speziell in der Tangentialebene © llegt keine weitere Erzeugende
von (r(g wund auf s ist S der einzige Ku01kpunkt. . Qb

2) Alle Sehnen durch einen Punkt A einer Punktkubik bilden einen
quadratischen Geradenkegel Ur(a) ‘

Bew.: Wir A=S wurde dies in Folg.1 gezeigt. Mir A=T ist der
Bewelds wie in Folg.1 zu fithren unter Verwendung von %' an Stelle
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von ®. Gelte i.f. A%#|S,T ™5™ A,S,T nicht
kollinear und A=a.ax* mit ae (/35 Aats.
Jede Schrne durch A ist Schr;i.ttgeradevon
in = zugeordneten Ebenen § und §%. Aus
¢.62 I 4 folgt notwendig § Ia Af=lax*.
Ungexzehrt liefert Jede Ebene ge{q eine Sehne durch A,
denn die zugeordnete Ebene = geht durch ax*, also gilt:
£ ,8%| I A4 =2§.42T A, Die MMenge der durch A gehenden Sehnen

wird ‘daner durch die Projekbtivitat aa[{a: £ €onr erzeugt,
welche nach den Voraussetzungen iiber s keine Perspektivitit istb
daner is%t das Erzeugnis von ae] £, nach Def.4.2a ein quadratischer

Geraderkegel U, o &
Bezerkungen: (a) Die Tangentialebene von (Jr(a 1lings a ist nach
4,2 aie Zbene (a.ax*)w’ =(sz*.aw*)x=sa, Die Sehre a gehdrs
such zum gquadratischen Geradenkegel (r(s) ; dabei enthdlt die
Ebene sa von 4r¢s) die beiden Erzeugenden s und a und ist daher
keine Targentialebere von Ur(s) . Die beiden quadratischen
Geradenxegel Jr¢s) und {~) haben also die Erzeugende a=SA gemein-
sam und lZngs a verschiedene Tangentialebenen.

(p) VWir fassen nun die beiden quadratischen Geradenw—
kegel als IMenge ihrer Punkte auf und schreiben dafir @%r(‘)bzw.’p%m.

Es gilt: 10,4 A pqms):gau c

IR Y]

(¢ ist der Restschnitt der beiden Sehnenkegel).

Bew.: (@) X e Rypm " Myges, A X ¢ Ra . Zu zeigen: X € ¢,
x:=5% € Uriey o E5 gllt x$s (ind. x=s: Da as die Tangentialebene
von Lo lings a ist, folgt Rsn Ryna = 1S} = Xefla:

Widerspruch zur Voraussetzung). Die Ebene ¢ :=sx ist daher.ein-
deubip bestimmt und wegen x ¢ Ulresy und der Erzeugung von (res
durch =€, gilt x= g.§{® = ¢x =gx*.x = (2 I X, *
‘:-Lf:‘fi_}: [ \/Jj FUORY . Es gll’G y¥fa wegen X ‘ff@a == R
3% 7ni=ay und wegen y & Yray und der Erzeugum;*
von (iry durch ®RI1{, gilt y= 1R = Me = awy=

n® I X. A Fan

un ist ¢=#7 (ind. ¢=7M == s Iy=ay=ax == in 7 liegen 7 X
die drei Erzeugenden x,a,s des quadratischen Geradenkegels resy;

da eine Ebere durch die Spitze des quadratischen Geradenkegels (res)

héchstens zwei verschiedene Geraden von Ur(s; enthidlt, mul

wegen x#s A a$s notwendig x=a gelten =% X € Qq Widerspruch) ==
=i =x == x&*= j%.qe. Wegen 1 X aqe I X gilt ge.me =x ¥ I X =
Xex.xwr == Xec, :

Damit ist TyewnRurs ¢ Ra v ¢ gezeigt. ) .
(b) Ungekenrt: XecaX $MRa (= X#|5,A), Nach Fpl% ist x:=5X eine
Seine von ¢, d.h. SX & Jriy = Xe ’(lqms,.Fur die ene

M i=aX=ax gilt m® =aw*,xx* nit Xsx.x=* wegen X e o= g
nme=AY (€a:A Tana I7 =>4 I7; ATIawt==A I n%;

X In; X Ixze*axe Ine=XIr; AsX)=AXe(rw
(nach Erzeugung von Urw, durch =|t, )= Xe’PUAm\-
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3) Je zwei verschiedene Punkte einer Punktkubik ¢ kodnnen als
Grundpunkte benlitzt werden.

Mit anderen Worten: Projiziert man alle Sehnen von ¢ aus zwel
verschiedenen Purkten X,Y¥lec, so sind Ebenen, welche je dieselbe
Sehne projizieren, in err projextiven Kolllneatlon y: Ex— £,
augbord*xet und bei Roae}&tmﬁ von ¢ aus X und Y erhilt man die
ginander avhnmqeﬂdep in w* zugeordneten Blindelgeraden.

Bew,: Ts genigt zu zeigen? dafB der Grundpunkt T durch eirnen Kubik-
punkt A e;setz*‘ werden kann, Nach Folg.q bzw. Folg.2 bilden alle
Sehnen durch 8 baw, A die Sehnenkegel (ris) PEW - Unii S
welche nach Polg.2, Bem.a die Erzeugende Sh=:g
gemainsam haben; die .Tangentialebene T von Urcs

135111{33 a ist verschieden von der Tangentialebene 4 AM
as voh (rw lBngs a, daher schneidet v aus Urw A wx’ok’

noch eine von a verochledene Erzeugende e und diese ist zu s
windschief.

Fiane projektive Kollineation y*: Us — U}, wird durch die folgenden
zugeordneten Vierkante (d.s. vier kopunktale Geraden, von dcnen
nie drei komplamar gind)nach %.7,Folg.10,Bem.b eindeutig festgelegt:
gsrF=a, a v @, ST == AT, SX = AX mit Xec\ {8,7,4}

(fiir N=3 existiert gemil Folg.4, Bem.b ein solcher Pumkt X)i

wegen §,a,8T7,8% |« Urisy bzw. a,e,al, AX [ed|pa liegen zwel Vier—
kante vor, da nie dreil Erzeugenden eines quadratischen Geraden~
kegels komplanar sind.

In * ist die gemeinsame Blindelgerade a wegen a%e nicht selbst-
zugeordnet und in y ist keine Ebene selbstzugeordned (ind.:

Jg ety mit £= @@6% = (¢ ITa=§ Iagles = ¢ =as=

§¢ =ay*.s¢*=ea= § =as: Widerspruch, da e windschief s ist).Die
projektive Kollineation ¢* erfiillt daher alle Voraussetzungen,

um eine Kubik C, festzulegen, Es genligt 'c=c,] zZu zeigen.

Gem#B Folg.1 wird der Sehnenkegel (n(s) von 4 mit der Spitze S
durch die Projektivitdat 4l €, : €, — ¥, erzeugt, wobei ¢l?¢; festge-
legt ist durch sa ==ae A 8T —=aT A sX + aX, Projiziert man
-andererseits die Erzeugenden des Sehnenkegels Up(s) von ¢ aus.
seinen beiden verschiedenen Erzeugenden s und a, 8o erhidlt man

nach 4,2 eine Projektivitdt o {S~—* {., welche Urcsy erzeugt.
Nach 4.2 ordnet o der gemeinsamen Bilischelebene sa die Tangential-
ebene T =ae von {p(s) lings & zu und wegen ST,SX |er(s)leistet x
weiters sT+—aT A sX ~aX. Da dic Projektivitdten ¢l€s und o fiir
ein Ebenentripel {ibereinstimmen, gilt ¢|€: = « nach dem FS, also
‘erzeugen sie auch dieselben quadratischen Geradenkegel, d.h.

: (’Jr.(s) = Qres)e
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GemdB Folg.1 wird der Sehnenkegel (Jn (4, von c, mit der Cpitze A
durch die Projextivitdt ¢lf, : €4 — €. erzeugt, wobei ¢i{, fest-
gelegt ist durch as = eaaal — eT a aX - eX. Da a,e, AT, AXielinrg
gilt, und da as Tangentialebene an U ra léngs a ist, erkenrt

man wie oben Urya = Yrcw .

Anwendung von Folg.2, Bem.b auf y ergibt Rypg,» Rure, = Rav iy,

was zusammen mit Ures) = drisy A Groim = Jpry  Llefert c=c,.

Sonderfall N=2: Die Kubik ¢ ist dann ein Dreieck; wir hdnnen
obigen Beweis nun ohne den Punkt X durchflinren, da eine projekbi
Kollineation fir N=2 bereits durch ein Dreikant und eine Projekiivi

™

tat fiir N=2 bereits durch ein Paar zugeordneter Elemente ein-
deutig festgelegt ist (vgl.1.9, Folg.6,Bem.b).

Anwendungén:

GemalR Folg.3 gelten alle filir die Grundpunkte einer Kubik be-
wiesenen Aussagen fiir Jjeden Kubikpunkt.

(a) Der Durchschnitt der Punkitmengen zweier quadratischer CGeraden-
kegel mit verschiedenen Spitzen, einer gemeinsamen Erzeugendsn
und verschiedenen Tangentialebenen liangs dieser,isﬁ neben der
Punktreihe auf der gemeinsamen Erzeugenden eine Punktkubik durch
die Kegelspitzen.

Bew.: Wir brauchen nur die Bezeichnungen der Folg.? anzupassen.
Die Geradenkegel heiBen (Jp(s) und (rcay urnd haben die Spitzen S
und A; SA=:a. Die Resterzeugende von {rubzw. Ur)

in der Tangentialebene T, bew. Ta von Yris bzW.Urw &
ldings a heiBe e bzw. s. Zwei Punkte X und T > , ~

des Durchschnitts der Kegel erhalten wir a;?»f;\\_,
durch die "Methode der Pendelebenen": ;f;/fj?\\
Eine beliebige Xbene ¢ (#|t,,t,) durch die ;& f
Erzeugende a schneidet r¢s) bazw. (i [

nach einer von a verschiedenen Erzeugenden X, bzw. 3, und
Xr=xX,.%,3 analog flir T. Durch diese Anpabe kann w* eindeutig
festgelegt werden und nach Folg.3 bestimmt ¢* eine Punkt-

kubik ¢ durch 5 und A, deren Sehnenkegel (g und Jpry sind. &

D.~dual: Enthalten zwei Geradenkegelschnitte aus verschiedenen Ebe-
nen 6,x die Schnittgerade a=0x und besitzen sie auf a verschiedene
Berihrungspunkte, so ist die Menge aller Ebenen, die Je eine Ge-
rade der beiden Geradenkegelschnitte enthalten, neben dem Ebenen-

biischel um a eine Ebenenkubik.

Bemerkung: Der Durchschritt der Punktmengen zweler quadra?lgch
Geradenkegel (frw und Urcz mit verschiedenen bp1§z$n9reLnu“
meinsamen Erzeugenden a=AB und gemelnsaner Lapgcnt}aLefyne
besteht aufler der Punktreihe auf a noch.aus einem Pugkuﬁege‘
schnitt,der & trifft,und dessen Ebene nicht =it den Kegelspi
und B inzidiert.
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Bew.: Wir wihlen eine bolieblge Ebene cef, mit e %1 fest aus.
Nach 4,2 rat Jrw baw. j,(o)mlu 3 poch genau eine Restgerade
e, (#a) bzw. e, (#a) gemeinsam. Ihr eindeutiger L
&hmﬁ@&ﬁfE”emelgmmﬂzﬂﬂwsﬁqm‘7%“;A%ﬁ
. 15} E
“und E ist der ginzige Punkt von D\\pq in & o .
Fbenso schneidet eine beliebige Ebene geinix, o
die beiden Xegel nach den Rester zeugen en e |
R, ,X,,und Ei=x,.%x, ist der einzige Punk?® Qi
von D\Rs in § . Variiert § in fa\{wig so er- 87
hdlt wan DN\ Mo er Lam en nun: Alle dech Varileren von £
erhaltenen Pun& e X1 i :
¥ X, e85
hr’i(ll i& 2 Z3 “1435

ugung von @p%,
ipat o dic

aghspn gu@r”
Projektivyitd® erzeugt. Jede ikt
X ¢ DN\, lizgt = pittgeraden ¢'-§" und, da €.(¢) und £,
wegen Ex”f =f = g perdpektiv gekoppelt sind, licgen a ar
¢h¢’ und damit alle Punxte X in der Persp bklelfaudPObre 1{ e, 8, )
der Perspektivitdt o 0 = an erha“b alle Punkte A(:D“\ﬁQq?
dindem man z.B. ﬂnw; mit 1 schneidet,und 12%rm>” v ist nach

4,2 wegen 7 X 4% ein Puu&t&eg9lguh3“*t der durch E gewt und

e

a in 1.3 trifft. é&
Damduala {4~‘ bovW. tqu)Qle Fencc aller Ebenen, die durch je
eine Gerade des deradenxebelgchn¢ s k{«) in der Ebene o bzw. k(A)

in der Zbene ° gehen, wobel den Geradenke«
gelsCMnlttea By und ¢ sydie Gerade a=w«f
gemelinsam ist urd beidé auf a denmselben
Berithrungspunkt besitzen, so ist g, 0 La.m
auBer dem Ebenenbiischel ¢, ein
quadratischer Ebenenkegel, von dem eine
Ebene mit a inzidiert und dessen Spitze
weder in o« =noch in G liegt.

(b) DEF.4.8b: Eine Sshne s durch einen Punkt S einer Punktkubik ¢

o heiBt Tangente von ¢ in S, wenn sie auBler S keinen
Pupkt von ¢ enth&lt. Jede Ebene durch eine Tangente hediB%
Tangentialebene von c. Eine Tangentialebene 6 durch eine Tangente
s von S heiB% Schmiegebene von ¢, wenn sie auller 5 keinen Punkt
von ¢ enthdlt., EFine Achse s in einer FEbene 0 einer Ebenenkubik s
heillt eine Grattangente von 4 in G , wenn sie auBer & - keine
Ebene von 4 enthidlt. Jeder Punkt auf einer Grattangente heiBt
Beriihrungspunkt von 4 . Ein Beriihrungspunkt S auf der Grattangente
s in ¢ heift Gratpunkt von 4 , wenn er auBer 6 keine Ebene
von 4 enthdlt.

Bemerkungen: (a) Folgende Begriffe stehen einander D,~-dual gegen=-

{iber: Tangente einer Punktkubik ¢ - Grattangente einer Ebenenkubik,r
Tangentialebene von ¢ ~ Beriihrungspunkt von 4
Schmiegebene von ¢ - Gratpunkt von 4.
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(b) Wihrend bei der Definition einer Kegelschnitt-
tangente aus allen Geraden durch eiren Kegelschnittpunkt S
gewisse herzusgegriffen werden, sind im Gegensatz dazu jetzt
Tangenten gevwisse Geraden aus dem Sehnenkegel durch S und nicht
aus dern gazzen Bindel {s.

{(¢) In Folg.1, Bem.a bzw, Bem.c haben wir gezeigtk
daB fiir den Grundpunkt S genau eine Tangente, nimlich s=(ST)=*™
bzw. genau eine Schmiegebene, ndmlich 6 =(sT)="" existiert,
sodaB nach Fcolg.? gilt:

In Jjedem FPurnzt einer Punktkubik existiert genau eine Tangente

und genau eine Schmiegebene.

-(&) 5ipd S und A zwel verschiedene Kubikpunkbe
und Hrpsy Tzw. Jron die Sehnenkegel mit der Spitze S bzw. 4,
so0 ist die Tazrgente s in S an ¢ die von SA verschiedene Schnitti-
gerade der Tengentialebene von [r ldngs SA mit Lar(m und die
Schmiepe: in 5 2n ¢ ist die Tangentialebene l&ngs s an qP(M’
Dies folg Polg.2, Bem.a und Folg.1, Bem.c.

n @

(¢) Jede Verbindungsgerade von zwei verschiedenen Purnkten einer
% 1zt eine Denne, denn nach Folg.3 kann man die beiden
.

Purnktkubi s%

Punkte al ~andpunkte S und T wihlen und nach Bem.c vor Folg.4
ist ST ed ehre. Nach Definition ist jede Tangente ein

Sehne., rbindungsgeraden von verschiedenen Kubikpunkten
heilen tliche Sehren".Nach Def.4.8a,Bem.a und Folg.? sind nie
drei Kubis xte kollinear,also kann eine Gerade hSchstens zweil
Kubikpunkie zzen. 55 bleibt noch die Frage: Gibt es Sshnen,

die keinexn
Sehnen® heiZen, .
Vir gehen dzza von der Sehne s= £.(® aus mit §¢€g und fx e ¥
Die Projekiivitdt =", : e Ur e Dbestimmt
auf s die Projextivitit o fow s R Or, e X Rse
x nach 1.9, Folg.?7 zwel, einen oder I
sunmt 7 besitzen. Dabel gilt:

I s, denn =* ordnet die einander
aden SF und IF zu.

Sixpunkt tragen ? Solche Sehnen sollen "uneigentliche
bsl

T

b

Lyperbolisch <= 5 eigentliche Sehne

parabtolisch <« s Tangente

elliptisch &= g uneigentliche Sehne.

von uneigentlichen Sehnen ist ebenso wie die Existenz
chen Projektivititen eine Kdrpereigenschaft.

(a) Durch szchs Punkte Ai(i=1...6), von denen nie vier komplanar

~

sind, ist eine Punktkubik eindeubtig festgelegt.

Bew.: Gibb es eine Punktkubik ¢ mit A,,...A.lec, dann hat ¢

nach Folg.2 in 4, und A, notwendig quadratische Sehnenkegel Urg
und Aroan mit Ah e, TUr i=2...6 und A, Aj¢ Qr%Ao fuar
i=1,3%...6.

Durch diese je finf Erzeugenden, von denen nie drei komplanar
sind, sind Jran und Jran nach 4.2 eindeutig festpelegt und es

gilt c¢ #quwno sowie cc Ry a, (nach Folg.1 und Tolg.3).
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C@r(ﬁ\und q r(Ay haben lidngs der gemelnsamen Erzeugenden A.A;
verschiedene Tangentialebesen (ind. Uriaq berithrt »dr(AL) léngs
A A, Ftaadray e @qpmg°Q@rmx Ran,vk, wobei A,,...A, auf dem Kegel-
schnjtt k llesen = Ay, ...4, sind komplanar: Widerspruch zux

Voraussetzung). Nach Folg.3,Anw.a gilt daher Rojrian® Refrnn = pA Ml Coy
wobel ¢ eine Punktkubik ist mit A, lAz... A, l¢c, d.h. ¢ paldt

in die Angabe. Da alle Uberlegungen zw1nbend sind, ist ¢ eln-
aeutlg Lestgelegtn Q@}

DEF.: Ein Punkt A einer Punktkubik zusammen mit seiner Tangente a
heiBt "Linienelement der Punktkubik". Eine Ebene o« einer

Ebenenkubik zusammen mlt ihrer Gratfangente a, heifit "Gratelement
der Ebenenkubik".

(e) Durch vier Punkbe A (i=2,...,5) und ein Linienelement (4 ,u,)
ist genau eine Punktkublk bestimnt, falls nie vier Punkte Fomp*anaﬁ
sind und in den Fbenen a, A (i=2...5) kein Punk® Aj (i3, de{2...5D
liegt,

Bew,: Analeog wie bei (d), nur gilt Jetzt a,e Yroan 5, und rian
ist durch die Erzeugenden A,A; (i=1,3...5) und durch die Ta zngentiale
ebene a,d, léngs A A, eindeutig festwelegt %?

(f) Durch zwei Punkte Aq (i=3,4) und zwei Linienelemente (A Y )
(j=1,2) ist genau eine Punktkubik bestimmt, falls die Punkte A
(k=1,..4) nicht komplanar sind, in den Ebenen alA (i=1,2, J=3, 4)-
kein Punkt A (L404,7; 1=1,2; J=3,4; 1=1,..4) liegt und aq wind-
schief,a2 ist. (Bew. analog zu (d).)

(g) Durch drei windschiefe Linienelemente (Ai,ai) (i=1,2,%3) ist
genau eine Punktkubik bestimmt.

Bew.: Analog wie bei (d), mur ist jetzt ¢ rray (i=1,2) durch die
drei Erzeugenden ai, A;A; (i#j) und die beiden Taﬂgentlal benen
Aiay(ixj) léngs A4 eldéeutlg bestimmt. &

Bemerkung: Die Angabe eines Iinienelements ersetzt also die Angabe
von zwei Punkten.

Dy~dual: Eine Ebenenkubik ¥ ist eindeutig festgelegt durch:
sechs Ebenen, von denen nie vier kopunktal sind;
vier Ebenen und ein Gratelement allgemelner Luve 3
zwei Ebenen und zwel Gratelemente "allgemeiner Lage H
drei windschiefe Gratelemente.

4) Die ‘Punkte einer Punktkubik werden aus je zwei Sehnen durch
projektive Ebenenbiischel projiziert.

Bemerkung: Liegt auf eilner dieser Sehnen eln Punkt der Punktvalk

ao R asina Varhindn. . resharna ~it+ At necan 7o PUNPRE SN

PR B
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Bew.: Seien 54
c. Je nach der gegenseitigen Lage und dem Typus der Seknen urnter-

und S5 zwel verschiedene Sehnen der Punkitiubix
scheiden wir:

Fall 1: s, trifft s, in ginem Kubikpunkt S == 51’5216 %r(gA(ZCQ;iW
Nach Folg.1 ist die Menge der Erzeugenden von q;ws)bijektiv zur
Menge der Purnkte von ¢ und die Projektion der Erzeugenden

von (Jr(s) aus 84 und Sp gleichwertig zur Projekbion der Kubik~
-punkte aus S4 und S55 speziell S erhdlt man durch Projekticn der
Tangente s aus s, und s, (rir s#lsq,sg), wahrend fir den welteren
Puukt von ¢ z.B. auf s, (fiir s+s;) die Tangentialebene ldrgs s, an
fr(sy 'an Stelle der Verbindungsebene mit s, zu nehmen ist. Fir die
Projektion der Erzeugenden von gy aus s, und 85 gilt jedoch

£, ® {’51 nach 4.2.

Bemerkung: Der Schnittpunki P zweier Sehnen s,,s; liegt stets au
der Punktkubik. Ist n#mlich 0.B.d.A. P#{8,T und s;=¢; .2 (j=1,2

SP=:p=4,42 = pa*= R, 5, ®=TP =2 P=p.pe* = Pec. Y

N =Y

Y

Fall 2: 54485 eigentlich und windschief: Es gibt sicher eine
Gerade 835 die 54 in einem Kubikpunkt und Sy in einem Kubikpunkt
trifft, und nach Folg.3, Anw.c ist s; Sehne von c. Nach Fall 1
gilt €o,n¥, und ¥ x €, also €54(81X)K€5L(52X) mit Xec.

Bemerkung: Nun fehlen noch die Falle, in denen mindestens eine
Sehne uneigentlich ist. Wir zeigen vorbereitend den folgenden

Hilfssatz:iIn jeder Ebene durch eine uneigentliche Sehne s liegt
genau ein Punkt der Punktkubik.

Bew. des Hilfssatzes: Da die Sehne s uneigentlich ist, gent si

nicht durch die Grundpunkte 5,7 der Punktkubik c¢. Rir eine Ib

xefs kann gelten:

(e)r I 8, dann ist S der einzige Kubikpunkt in x:

(ind.)d ¥ ec mit X I, ¥+S==C5X ist eine von s verschiedene S

in o == J*P:=5X,s und P ist als Schnittpunkt zweier Schnen na

Bem. notwendig ein Kubikpunkt und swar auf s: Widerspruch, da s

uneipentlich 1st, Analog fir xI T.

(B)xZ] 8,T: Dic Punktkubilk ¢ wird durch =: (s — {r erzeugt.

Ordnet man jeder Geraden y ¢ s ihren DurchstoB- s
J
|

& b
B ®
(6]

1)
Do
313

punkt ¥ mit & zu, so wird dadurch s (y) persvektiv
auf 1QW§YJ bezogen; ebenso kann (J;(y®) perspektiv

auf g ywﬁ.ﬂ'=:Y'§ bezogen werden, sodafll insge~ —
samt Y und Y' in einer projektiven Kollimeation .
M o — Rax zugeordnet sind. [ fX&

Dabei gilt fir einen Fixpunkt F bzw. eine Fix- _s
gerade f: Fu=Fe>FecaFIn baw., fu*=f<> [ ist Sehrea fIx.
Daher ist s Fixgerade von u und wegen der Voraussetzung von PP
folgt daraus nach 2.7 Folg.3 die Ixistenz eines Fixpunki I von w«
= P ec. Dal F der einzige Kubikpunkt in o ist, kann wie in ()
eingesehen werden.’

&
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Fall 3: Mindestens eine Sehne, z.B. 54 ist uneigentlich. Es ge-
niigt zu zeigen, dafl die Punktkubik c¢ das Ebenenblischel ¥, und
das Ebenenbilschel {4 projektiv bezieht, wobei ST jene eigentliche
Sehne ist, welche die Grundpunkfie 8 und T verbindet; ist nimlich
So eine weitere Sehne, so gilt entweder nach Fall 4 ,Fali 2 oder
Fall 3 dann £, x Lsr R €5, .

Die uneigentliche Sehne 84 ist notwendig windschief zur Sehne ST
urd zur Tangente s in 8. In der Fbene gT liegt 4(5

daher genau eipe Gerade g ¢ s , welche 5, triffﬁx
= ga*elly trifft ebenfalls 8., denn Tir §=s,g
gilt §==s,. g=”. Die Geraden p und g »* gind
windschief: (ind.) 3*Gi=g.ge* =G ¢ ¢; da Sy "g,’“"‘
uneigentlich ist,gilt G X s, und daher liegen nach A:,ciom/\Ig die

Kubikpunkte 5,7 und G und die uneigentliche Sehne 8, in einer
Evene : Widerspruch zum obigen Hilfssatz.

Die Projektivitdt =|¥,: {4 £4.» erzeugt dsher nach 4.3,Folg.1 ei- .
nen Regulus Qjmdem die Sehne S, wegen s,=§.4% Ag@‘é'g nach Def.4.3a an-;

gehdrt; da sT ef, die zugeordnete Fbere liéngs ST schneidet (vgl.
Bem.c nach Def.4.8), ist auch 8T ¢ U4 .

Es gilt cc ¢ : Fir S,T| cc ist S,Tjed.Ist X¢ c\{u 17}, so folgt
XX Sq A X=x.,x%* mit x=X8; die Ebene 7 :=gX=gx ¢{, geht bei ® iiber
in & =ge*.x=z*, d.h. und n# gind auch in 2[{, zugeordnet ==
=N M=y, woraus wegen X I n.n® folgt Xed,

Wegen ¢ ¢ @ geht durch jeden K}}bikpunkt X genau eine Gerade £
des zu {4 erginzenden Regulus U(jzp . Es gilt jedoch auch umgekehrt:
Jede Gerade f €(]y trigt genau einen Kubikpwkt.Ist nidmlich felfq
= [ trifft Sféj‘,:*fs/‘ ist Tangentialebene von ¢ == R ¢ =

=;u s, ; da suBerdem die Ebene i‘s,] die uneigentliche Sehne 8,
von ¢ enthdlt, tragt fs,I nach dem Hilfssatz genau einen Kubik-
punkt R, der wegen ¢ cd zu f;uf,, gehdrt; da jedoch 54 uneigent=-
lich ist, muB R auf f; liegen.

Die Erzeugenden von (7J—¢ werden nach 4.3 aus den beiden Erzeugenden
Sq» ST|eUls durch projektive Ebenenbiischel projiziert; da jede
Gerade fe(J, genau einen Kubikpunkt tright,und jeder Kubikpunkt X
auf genau einer Erzeugenden f, von U, liegt, inzidieren die
Ebeénen s,8x und ST.f, gleichzeitig nur mit dem Punkt X

von ¢, der wegen 8, windschief ST auf ihrer eindeutig bestimmben
Schnittgeraden £, liegt, und es gilt €, (s4f,) 7 € (ST.£,) VX sc.

\ 4



-84 -

Bezeichnungen: Der durch %€y erzeugte Regulus (o bestent nur
aus Kubiksehnen ¢ heiBt daher ein ”Sehﬁeuregulus yon c¢". Jede
Gerade des anbenden Regulus o trigt genau elnen Tublkpunkt
ds heilt dab er ein “Nonosekantenregulus von ¢

Anwendung

(a)Hach Bew.zu Folg.4 gilt Je zwel Tangenten einer Punkt-
¥ubik sind windschief; vier Purkte einer Punktkubik sind nie
komplanar (3.h. einre Ibene enthilt hochstens drei Kubikpunkte).

D3~duu1 ¢e zwei Grattangenten einer Ebenenkubik sind windschief;

vier Lbenern einer Ebeneqfubnx glnd nie kopunktal (d.h. ein Punlct

enthilt hicinsiens drei Ebenen einer Ebenencuolv)

(b) Frens ‘e man mit Hilfe der oteinerejgenuchaft ein Geraden-—
e

buuunel ae n Scheitel auf dem Punktkegelschnitt k liegt,
proje?t*v auf ¥k beziehen und damit Projektivitdten, projektive
Involuticrerz, harmonisohe Lage usf. auf einem Punktkegelschnitt
erkldren kanzn, gestattet die in Folg.4 bewlesene Kubikeipgenschaft,
ein Ebenen %auhel dessen Trdger cine Sehne ist, projektiv auf
eine Punztzublk zu beziehen, urd damit Prodoxtwv1tauen projektive
Involutionen, harmonisckhe Lage usf. auf einer Purktkubik zu ere
klaren.

D; ~dual zu Fcig.4 gilt: Die Ebenen einer Ebenenkubik schneiden Je .
2wei Achsen der Ebenenkubik in projektiven Punktreihen. Damit i
koénnen Prcjextivitdten, projektive Involutionen, harmonische Lage
usf. fir die Zvbenen einer Ebenenkubik erklart werden. ‘

2%
oo
53

Ead
wi

(¢) Durcn jeden Puzkt P nicht auf der Punktkubik ¢ geht genau eine
Schne der Punktkxubik c. .
Dy—~dual: In jeder Ebene, die nicht zur Ebenenkubik 4 gehdrt, liegt
genau eine Achse der Ebenerxubik o .
Bew.: Die Purxtkubik ¢ werde durch die proje;t;vc Kollineation
®:¥s—~ L+ erzeugt. Line Sehne durch P ist rach Definition Schnitt
von zu co%c*oca Lbenen § und 4= .Damit ¢.¢x= durch P geht, muf

» SP::‘p und §% durch Tp=:q' gehen: § ID A g 1q' =5 ;
= == p':q' =3 P= =P . Pfﬁ* -——:) P [T \]ld@I‘gPI‘UCh)x*
notwendig §=pq A f®=p'.q’' ; hleraus folgt

z.3, Anw.a kann eine Punktkubik als Schnitt

atischer Geradenkegel mit verschiedenen Spitzen, einer
»rome samen ITzeu nden und verschiedenen Tangentialebencn langs
dleoe“ erhalten werden. Speziell im PAR schneiden einander zwel qua-
dratische Xegel nach einer Kurve i.S. der Differentialgeometrie: '
Ist P speziell das Auge O einer Projekbtion auf eine Ebene o, so
kdrnen fiir die einzige Sehne o durch 0(¢ ¢) folgende drei Falle
eintreten:
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Fall 1: o Tangente: Wie wir in 5.8, Anw.(Dzeigen
werden ist dann o auch Tangente an die

Kurve ¢ im Sinne der Differentialgeometrie.
Nach der Differentialgeometrie hat dann ¢

in o.n eine Spitze.

Fall 2: o elgentlich, d.h. o trifft die
Kubik ¢ in zwei verschiedenen Punkten =pdie
Bildkurve c¢' von ¢ hat bei Projektion aus

O suf m in o.n einen Knoten (die verschie-
denen Knotentangenten stammen von den winds
schiegen Kubiktangenten in den Kubikpunkten
auf o). :
Fall 3: o uneigentlich; o.rx ist dann
isollerter Punkt von c'.

(d) In einer Ebenc liegen hdchstens drei verschiedene Sehnen einer
Punktkubik c. '

Dj-dual: Durch einen Punkt E gehen hochstens drei verschiedene
Achsen einer Ebenenkubik 4 .

Bew,: Da der Schnittpunkt von Je zwei Sehnen ein Punkt der Punict-
kubik ist, nie drei Sehnen durch einen Punkt komplanar sind un
nach (a) in einer Ebene hdchstens drei Punkte von ¢ liegen,
konnen nie vier Sehnen komplanar sein,

(e) Haben in T, zwei ringartige Quadriken ¢ und &' genau eine
gemeinsame Erzeugende e, the einander l8ngs e zu berithren (d.h.
¢ und ¢' besitzen lings e verschiedene Beriihrprojektivititen e
bzw. e )y 50 gilt ¢ n P' =Revec, wobel ¢ eine Punktkubik ist.

Bew.: (I) Ist (J, bzw. (Jp jener Repulus auf ¢ bzw, ¢', dem e nicht__
angehdrt, so geht durch jeden Punkt Xe c ¢ genau eine Gerade fx€%¢.
Ungekehrt tript jede Gerade fe U4 genau einen Punkt von c:

£+ ¢' nach Vor. und fe=:F < 9' . Ist f nicht Tangente von ' in 7,
s0 trdagt f noch genau einen Punkt von ¢' nicht auf e, also einen
Punkt von c¢; ist dagegen f Tangente von @' in F, so zkhlen wir T
Zu C. : -

Damit ist ¢ bijektiv @2,; analog ist ¢ bijektiv s . Auf e liegen
maximal zwei Punkte von ¢, da in einem solchen Purkt f eine
Tangente an ¢’ sein muB und daher die Tangentialebene an ¢ bzw, '
in die Ebene ef fdllt; solche Punkte sind daher genau die Fixe

. punkbte von oe-xe . :

(II) Durch Acc, A Z e gehen die Geraden e, bzw, e, der Reguli Je
bzw. ey nach Vor., ist e, * e, . Ist £y bzw. f'% die Gorade aus g
bzw. (s, die den Punkt X von ¢ enthilt, so gilt nach (I) und der
Tatsache, dall die Geraden eines Regulus aus zwel Geraden des
ergidnzenden Regulus durch projektive Ibenenblischel projiziert
werden; e, (e fy )nelefy) =elef{)xel(esfy). * ’

Da keine Ebene durch e existiert, der in den Projektivitdten zu ¥,
bzw. Le, dieselbe Ebene entspricht (im anderen Fall hdtten + und ¢
eine Erzeugende aus s gemeinsam), ist die in (*) definierte
Projektivitit ¥Ye. ™ Zel nicht perspektiv und erzeugt einen
?uadratischen Geradenkegel r » der ¢ trigt.

III) Existiert kein Punkt Bec mit A+B, B L e, so ist notwendig
N=2 und auf e liegen zwei Punkte von c; dann ist aber ¢ ein
Dreieck und damit eine Punktkubik. In jedem anderen Fall existiert
ein solcher Punkt B und damit einm weiterer durch e (esfy ) ~el(elf})
bestimmbter Geradenkegel (jris) , der ¢ trigt und s:=AB mit (Jra
gemeinsam hat. Wegen 8 ¢ Qo Dzwe 8¢ (frey gilt flir Lec:
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Sgsxgx eAgeA f*%" egefxg, wobei fiir X=A bzw. ¥=B die Fbenes sX

s{(sX)x eg(esf ) n e(efy .
. P v - y -
die Tangentialebene lBngs s an Yre» Dzw. an Jria bedeutet. Wegen
£, windschief fy dist ef, #efy,und daher sind die Tangentialebenen
+

von Urm und Gre lings s verschieden, Kach Folg.?, Anw.a ist
R & Rotrgy = s v Ca, wobel C, eig@ Purxthubik durch 4 und 3B
ist. Die lMenge der Erzeugenden von {jr.a LESt sich dbijektiv auf c,
beziehen und nach (*) gilt gleiches auch fiir c. Da zuBerdem

¢ ¢ Ryppuyn Ryr und ¢ nflg=cqynfl={4,B} ist,Tolgt c=C .

&

In dén Ubungen wird ferner gezeigh:

und eine

(£) Haben in T sp ein quadratischer Geradenk
o ugende e, so gilt

ringartige Quadrik ¢ genau eine geneinsa
Hyend=feuc, wobei ¢ eine Punktkubik ist.

¢
@
SR
-

e

Haben in T pp zwel ringartige Quadriken ¢ und @' eine geneinsanme
Erzeugende e und lings dieser dieselbe Berihrprojektivitit, so
ist & ~n " entweder fe, oder ¢ und ¢' haben noch gerau eine e
trelfende Erzeugende oder noch genau zwei e treffende Erzeugenden
gemeinsam.

(g) Nach Folg.4 wird eine Punktkubik ¢ aus je drei ihrer Sehnen
durch projektive Ebenenbiischel projiziert. Wir geben nun drel

~ o L . =) -
Ebenenbiischel ¥¢, un nicht kopunktale Achsen sy x1=1,2,,) vor
und zwei Projektivititen wa: ¥y, — €s, und q“:2&“*'€53; durch
oa Wy ¢ sy, — £, wird auch das dritte Paar projektiv gekoppelt.
Dann gilt:

(I)Drei projektive nicht perspektive Ebenenbiischel, deren Achsen
s; ein Dreieck bilden, bestimmen eine Punktkubik.

Bew. 1%, und oy bestimmen zwei quadratische Geradenkegel {ri-so baw,
Uris.sny  Gie einander lings s, nicht beriihren, da otz nicht per-—
spektiv 1st. Damit ist Uriesyn Gris.sy = Rsou ¢ 5 wobel ¢ eine

Punktkubik ist. é&

(II)Drei projektive nicht perspektive Ebenenbiischel, deren Achsen

s, und 8, windschief sind aber s, schneiden, bestimmen eine Punict
e
kubik.

Bew.: analog zu (I) &

(II7)Drei projektive Ebenenblischel, deren Achsen s, und s, zu s,
windschief sind, bestimmen eine Punktkubik, falls dle durch xw«
und «. Festgelegten ringartigen Quadriken auller s, keine Gerade
gemeinsam-haben und einander léngs s, nicht berithren.

Bew,: Unbter Beniitzung von (e) analog zu (I).
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(h) Als Anwendung zur Def.4.8a und Folg.3 ergibt sich:
Eine Punktkubik in T, ist eindeutig festgelegt durch:

| i i / 1 s
(1) g;igufehnen s; und zwei Punkte A (mit A Z Si) allgemeiner

; . . . N . - " .
(I1) %giénfehnen s; und drei Punkte Ak (mit Akl si) allgemeiner
(III) eine Sehne s, und fiinf Punkte A (mit A sq) "allgemeiner

Lage". L

Bew.: Zu (I): Gibt es eine Punktkubik ¢, die in die Angabe palit,
so wird sie gemdB Deft.8a und Folg.3 durch eine projektive
Kollineation @: €,,~ £,, erzeugt, wobei = notwendig der Fbene
Aysisf,, die Ebene A,S;¢f,, zuordnet (i=1...4), "Allgemeine Lage"
5011l heiflen: Diese vier Paare zugeordneter Bindelebenen legen
enau eine projektive Kollineation =t €., fa, fest (daher miissen
{A,s1 und {A;s{} .je ein Blindelvierflach bilden),und % soll -
keine selbstzugeordneten Geraden und Ebenen besitzen. Durch =
wird eindeutig eine Punktkubik ¢ definiert, die durch A, und A,
geht und s, ,...84 20 Sehnen hat.
Da alle obigen Uberlegurgen zwingend sind, ist ¢ eindeutig be-
stimmt.

Zu (II): Analog zu (I):m leistet notwendig A,S{ —=A8;
(i=1,2,3) und A A; = A A,. Von einer projektiven XKollineation
zwischen den Koebenen fh und €., kennt man also drei Paare zuge-

ordneter Kopurkte und ein Paar zugeordneter Geraden (=Koger.).Durch

diese Angabe ist genau eine projektive :

Kollineation # zwischen FPP-Ebenen festge- 4

legt, falls die Angabepunkte Pi bzw. P! je- o\ .
wells Dreiecke bilden und die Angabe~ A P

gerade g bzvw. g' zu dem Jjeweiligen Drei-

eck allgemein liegt. Gibt es ndmlich ein passendes 2¢, so ordnet
#* den Vierseit {P,P, ,P.P, ,PsP.,g}t notwendig das Vierseit

{P. P!, PP, ,PiP) g} zu; durch zugcordnete Vierseite ist penau eine
projektive Kollineation =*(und damit ®) zwischen PP-Ebenen be-
stimmt und (%,%*) leistet das Gewlinschte. "Allgemeine Lage" soll
also neiflen: Die drei Paare zugeordrneter Blindelebencn und das
Paar zugeordneter Bindelgeraden gsollen penau eine projektive
Kollineation e: ¢, — £,, festlegen (daher mniissen die Geraden A,4,
bzw. A,A; allgemeln zum Dreiflach A,s; bzw. A,s; liegen) und =
soll keine selbstzugeordneten Geraden und Ebenen besibzen. Die
durch ® eindeutig festgelegte Punktkubik c¢ paBlt in die Angabe.
Da alle Uberlegungen zwingend sind, ist ¢ eindeutig bestimmt.

Zu (III): Gibt es eine Punktkubik ¢, die in die Angabe
palt, 'so sind nach Folg.3, Anw. ¢ die Geraden A A,=:3,, A, Az=1g,
und A:A;::s~ notwendig Sehnen von c¢; somit liegt die Angabe (I)
vor. Umgekehrt ist der Schnittpunkt von zweli Sehnen nach Folg.4
ein Kubikpunkt, also paflt die Punktkubik auch in die Angabe.

@ .
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Bemeriuns: Durch zwel Sehnen s,,s5, und vier Punkte X,4,...X,
ist iz allgemeinen keine Punkthkubik bestimmt: Gidt es eine
Puniztkutik, so0 missen ihre Punkte nach Folg.4 aus den Sehnen s,
und s, durch projektive Ebenenblischel projiziert werden. Durch
54X, > g, X, fir 1=1,2,3 ist diese Projektivitdt bereits ein-
deutip testimmty im allgemeinen wird sie jedoch s,X, nicht in
s, X, Uberfihren.

m iy

IX®)

.4.8c: Ist 8 ein Punkt,s die Tangente in S und ¢ die Schmieg-
ebene in S einer Punktkubik ¢, so0 heiBit das Tripel
) ein Schmiegelement von ¢. Alle Geraden des Biischels qSJ
cn

nieggeraden der Punktkubik ¢ in 8.

Bemerkurgen: {a) Zwei verschiedene Kubikpunkte S, und S, bestimmen
ein "Schriegtetreeder von ¢':
Xach Folg.4, Anw.a sind die Tangenten s,,s, an ¢
in 54,5, windschief; die Schuiepebene 6,von ¢
in S4 enth#lt nach Definition 54 als einzigen
Kubilmurkt == 7, 1 5,; ebenso @.Z Sy= J% T, :=5,06,A
3T, =5,6, und {84,5,,T,T,} ist ein Tetraeder. %V

: s

4 S&

(») Bei X «e\84,8,} , dann gilt: {8,,8,,T.,0 ,X}

ist eine Fundamentalfigur, denn:

L L6=8,840,0% X 6;=3,7,T, nach Definition der Schmiegebene;

X X 845,7,, da in der von der Schmiegeberne verschiedenen Ebene
545,72 durch dle Kubiktangernte 5,7, merau ein weiterer Kubik-
punkt liest, nimlich 84 (vgl.Folg.1, Bem.c und Folg.3).

Analog zelgt man X7 5,5,T,. )

(c) Die Bildmenge cu einer Punktikubik ¢ unter einer
Kollincation me PPL(T;,) ist eine Punktkubik und u bildet ¢
schniegelenentweise auf C M ab.
nach 4.2 ein quadratischer Geradenkegel in einen
denzemel Uber, wobei jede Tanpentialebene in
ne abgebildet wird. Damit geht der Restschnitt

Bew.: Bel 4 gmel
e nge b
zvwelier Senn gel von ¢ in den Restschnitt zweler quadratischer
Geradenkemgel nit einer gemeinsamen Erzeugenden und verschiedenen
Tansentialebenen l8ngs dieser iiber, welcher nach Folg.3,Anw.a
eine Purktkubik ist. Der Sehnenkegel sy von ¢, der ¢ aus S pro-
jiziert, geht in den Sehnenkegel von cu in Su tber. Da die Tan-
gente s in S¢c Jene Gerade des quadrabischen Sehnenkegels (s
von ¢ in 3 ist, die nur den Kubikpunkt § tragt, geht s in die
Tangente su in Su an cy Uber; die Schmiegebene 6 in S wird als
Tangentialebene wvon %p(g>léngs 5 in die Schmiegebene in Su an

cu abgebildet.

&) Durch ein Schmiegtetraecder (Si,si,@) (i=1,2) und einen Punkt

X, der mit dem Tetraeder eine Fundamentalfigur bestimmt, ist genau
eine Punktkubik bestimat, Je zwei Punktkubiken sind projektiv
kollinear.

2
ine Tangensia
2
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Bew.: (a) Gibt es eine passende Punktkubik, so wird diese nach
Folg.1,Bem.¢ und TFolg.3 aus 81 durch einen quadratischen Geraden=
kegel (r(s,» projiziert, der die Tangente 8, zur Erzeugendexn

hat und lings dieser von 6, berihrt wird. Wach Folg.3, Anw.d,
Bemerkungd ist 8182 notwendig Lrzeugende von @p(SA) und 81s2

ist Tangentialebene lings 8132; aullerdem muf qu ¢ Upes,y selten,
Dadurch ist (gr(sﬁ eindeutig festgelegt. (Jr(s,y wird ebenso ein-
deutig festgelegt,(§p<&,und ij(sa haben ldngs der gemeinsamen
Erzeugenden 81S2 verschiedene Tangentialebene 1 S bzw. 2 S4s
denn 84 und S5 sind windschief. Nach Folg.3, Anw.a ist der Pest~
schnitt der beiden Geradenkegel eine Punktkubik ¢, die in die
Angabe paflt. Da alle oblgen Uberlegungen zwingend sind, is% c

die einzige Losung.

{(b) Greift man aus den beiden Punktkubiken ¢ und c' die Purikte
8448, bzw. “q S5 heraus und bildet die Schmiegtetraedeﬁfoq, 5T q’ 21
bzw. {Uq’ p’ 1,Té} s, 80 bestimmen diese zusammen mit X ec\\{S g
bzw. X'e c'\ {S',Sé} Fundamentalfiguren, durch welche ¢ bzw. c'
nach (a) eindeutig bestimmt sind. In T,, existiert genau ein«PGL(T,,),
welche die erste in die zweite Fundamentalfigur Uberfithrt; die
Punktkubiken c¢' und c¢# haben (vgl.Folg.5, Bem.c) die zwei Schmieg-
elemente zu sq-s ® und Sé~82;£ und den Punkt X« =X' gemeinsam,

1
dsher gilt cw= =c¢c' nach Beweisschritt a. Q?

Bemerkung: Wie man sus Beweisschritt b erkennt,gibt es viele
Moglichkeiten, um ® festzulegen; man kann namllch S y Sty X'
beliebig auf c¢'wdhlen. Insbesondere folgt fir c=c' daB die
Menge M der automorphen projektiven Kollineationen elner Punkt-
kubik nicht nur aus der Identit&t besteht. Bezliglich des Hinter-
einanderausfiihrens bildet M eine Untergruppe von PGL(T..)-

7) Wir setzen i.f. einen klassischen projektiven Raum WKL(K):
voraus, dessen Kirper K auBlerdem eine Charaskteristik = 3 besitzt.

Dann gil®:

Die Schmiegebenen in drei verschiedenen Punkten einer Punktkubik

sind nie kollinear.

Bew.: (ind.) Seien Sq,Se;Xlec, pw. verschieden und ihre Schmieg—
ebenen 064,67 ,{ kollinear; da in keiner Schmiegebene zwel Punkte.
von ¢ liegen, sind 01,02,§ paarweise verschleden. Zu 84,8, ge-
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B! -
horen ein Schmiegtetraeder {Sq,sa,Tq,Tzlxund zwel Sehnenzegel [irce

Areeyy ,die &, bzw. 0% in je einem Kegelschnits ¥, ozw. k2 schneiden,

Al

wobei-k1 in 82 die Tangente S, der Punktkubik und in Tﬁ éie Schrnitt-
gerade a=046u berliihrt;analoges gilt fur k.Die Zbene X5152=:€
trifft k4 bzw.k2 noch in je einem Punkt X,l bzw.X2 mit X=sqx1hsexa.
Wegen ¢ CUirisan Yr(s,y liegt die Tangente x in X an ¢ in der Tangen-
tialebene von {r(s, léngs 5,X; und in der Tangentialebene von Y sy
langs 82X2, welche 02 baw. 64 in der Tangente T4 bzw. t2 an kq bzw.
k2 in Xq baw. X2 schneiden. Von kq sind zwei Linienelemesnte
(82,32),(T1,a) vekannt, und daher

kann die Tangente t,I in Xﬁ penal \ //
der in [y, giltigen Konstruktion 2.1, - %
Folg.8, Anw.b konstruiert werden, \\\

nach der gilt H(e.a,T4;T2,tq.a);

analog gilt fiir t, dann H(.a,T,3T,,t,.a).
falls nun § durch a geht, muB x die

a

Gerade a schneiden und daher nissen
t1 und t2 einander auf a treffen.

Setzen wir e.a::A,tq.a=t2.a=:B,so gilt

;
H(A,T,37,,B) A H(A, 7557, ,B), wobei nach den|

. A X\s! RN &
Vorauss. die Punkte 4,3,T,,T, pw.ver=- LAK L TN
schieden sind, Wihlen wir auf a die // \\

Punkte A bzw. B bzw. Tq 1ls Grundpunk-
te U bzw. O bzw. E einer Algebraisierung, so gilt nach der Figur
H(T,,A,E+B,B), also T,=E+E und H(T,,A,BeE+E,T,),
also H(A,T2,T1,E+E+E).

Zusammen mit H(A,Tz,Tq,B) folgt E+LE+E=B=0,
also 14+1+1=0 im Widerspruch zu Char.K+3.

AU BEE EE E g B0

8) Wir setzen i.f. einen klassischen projektiven Raum T, (K) vor-
aus mit Char. K+3.

Alle Schmieggeraden einer Punktkubik liegen in genau einen Ge-
winde. Die Menge aller Schmiegebenen einer Punktkubik ist eine
Ebenenkubik,
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Dandual: Die Menge aller Gratpunkte einer Ebenenkubik ist- eine
Punktiubix.

* Bew,: Sei ¢ eine Punktkubik, Sec und 6 die Schmiegebene in S, Um .
zi1 zeigen, daBl jede Gerade aus 545; Gewindegerade ist, mull die
£x1o»enz einer Nullpolaritédt v erwiesen werden, welche Jeden Kubik~
punkt 5 dessen Schmiegebene § zuordnet.

Wir verwenden dabel einen Hilfssatz, der in 4. 9, Folgeﬂo Anw.c
bewiesen wird,

Hilfssatz: Sind A,,45,A; drei Punkte einer Punktkubik ¢ in T

und o4, ,&Xs dile zugehdrigen Schmiegebenen, dann haben .4, ,&5 einen

Punkt P der Ebene A A2A5 gemeinsam, der allgemeln zum Dreieck
A1A2A3 liegt.

(I) Zu drei Eubikpunkten Aq, 2,A3 mit den Schmiegébenen.agmz,ma

J

existiert genau eine Nullpolarluat v, die A o, (J=1,2,3) leistetb:

A1A2 g. fiir v gilt notwendig g¥ = X,.«, und
g und g sind als Kanten des durch A1 und A2
bestimmten Schniegtetracders windschief.
Wegen Char.B+3 und Folg.7 giltoeZ gd, und
dsher existier t eine Gerade ne¢ Ua,,u, , die 9 A, /\g; Ay 2
windschief g,gy ist; sie ist notwendig Nullgerade beziliglich v,
Die durch die reziproken Polaren g,g¥ und die Nullgerade n nach
4,7, Folg.7 eindeutig bestimmte Nullpolaritat v ist die einzig
mégliche Mullpolaritdt, und ¥ palt in die Angabe, wie aus dem
Hilfssatz und der Tatsache folgt, dafll A P(Img) als Treffgerade
von g und g¥ eine Nullpgerade ist.

(11) Ist XEc\{Aq,Az,Aij, so stimmt

Xv mit der Schmiegebene § von X iiberein:

Auf das von den Kubikpunkben A »A5,X gebildete
Dreieck wenden wir wieder den Hllfgsatz an ==
«is02 5§ haben einen Punkt LI A AX gemeinsam,
der -allgemein zum Dreieck A4A2X liegt => die Gerade x:=LX trifft g
Cund gY = xV =x ist Nullgerade == Xv I.x, und natiirlich gilt §I x.
Ebenso bilden die Kubikpunkte A A5 X ein Dreieck und nach dem
Hilfssatz gilt:x.,x3,4§ haben elnen Punkt M I Aq 3X gemeingsan, der
allgemein zum Dreieck A ABX liegt. Fir \\ s

A1A3—.h gilt h¥=ocuexy mit by I M. Da y:=MX
die regziproken Polaren h und hd trifft,
ist y Nullgerade == Xv I y, und natiirlich
gilt § T y. Also gilt Xv =xy=4, falls x+y o
erwiesen ist (ind. x=y==X I A1A2A3: Widerspruch, denn nagh Folg.4, |

Anw. a 2ind nia wiam Duanlbdn adnaws Doavleddeahdte Toe v o -

i
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(III) Yenden wir auf dic Purktiubik ¢ die durch (I) eindeutig
bestimnbte Nullpolaritdt ¥ an, so werden alle Punkte von ¢ in die
zuzchorige Schmiegebene von ¢ abgebildet; wir bezeichnen diese
durch ¢ bestimmte INullpolaritidt i.f. mit v.. Die projektive
Yorrelation 7. fihrt die Erzeugung von ¢ durch projektiv kollineare
Everenbiindel ohne selbgstzugeordnete Geraden und Tbenen in eine
Erzeugung von ¢y, durch projektiv kollineare Punktfelder ohne

@

o
selbstzugeordnete Geraden und Punkte iliber=> ¢y, also die lMenge
depr Ochmiegeberen von ¢, ist eine Ebenenkubik. é&
Be (a) Da einerseits Tangenten und Grattangenten einer
g narder Dy-dual gegeniiberstehen, und da andererseits

als Schmieggerade eine Mullgerade ist, folgt: Die
Punktkubik ¢ stimmen ilberein mit den érattangenten
kubik, die von den Schmiegebenen von ¢ gebildet wird.

Cote +3C0

(v) Dy-duel: Zu_ jeder Ebenenkubik ¥ pehdrt eine
t85 v = R und 9 ist eine Punktkubik, die aus allen

Iullpola
von 4 gebildev wird.

Ti
Gratpunkten

(c) Die lenge der Schmiegebenen einer Punktkubik c
ist eine Evenenkubik 4, deren Gratpunkitmenge die Punktkubik c ist.

— . . . . A

Bew.: Fir ein Schmiegelement (A,a,x) von ¢ gilt x=4v, av.=a,

Wegen A I a ist A ein Berlhrungspunkt von 4 in « und sogar der

Gratpunkt in & , da durch A nur die Ebene oce y=cy, geht. é%
(&) Die Schmiegebenenmenge und die Punkitmenge einer

Punktkubik werden in T, (K) mit Char.K+3 durch die Nullpolaritét v

cekxoppelty wir nennen das Poar (c,cv.=%) eine "Kubik"; dieser

Begriff ist selbstduzl. Die Menge der. Tangenten von ¢ stimmbt da-

bei mit der lenge der Grattangenten von oy, liberein.

Unterwirft man den gquadratischen Schnenkegel M(S) einer Kubik der
Rullpolaritét ¥, so gehen seine Erzeugenden in Achsen von #=c Ve
liber, die 2lle Tangernten eines Kegelschnitts k(6) in der Schmieg-
cbene § von S sind, wobei die Kegelschnittpunkte von den
Tangentialevenen des Kepels [(8) stammen; man bezeichnet diesen
Achsenkegelschnitt als "Schmiegkegelschnitt von ¢, Speziell die
Tangente s in 5 von ¢ bleibt bel ve fest; also berihrt x(6) auch 53
punkt ist S, denn 8 ist v»F-Bild der Schmiegebene 6,

der Berihrungs
die [7(8) lings s berihrt. Weiters gilt:

Man erhdlt alle von S verschiedenen Punkte des Achsenkegelschnitts
x{5), wenn man alle von s verschiedenen Tangenten von ¢ nit &

schnelidet,
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Bew.: Gelte Tec\ {8} und sei t bzw.T die
Tangente bzw. Schmiegebene in T an ¢,
Wegen t ¢ Ur,~» gilt t9. =t, Da t in der
Tangentialebene St von F(S)Aliegt, geht
t=ty, durch den Punkt SV.tV.=6.% von k%G%,
also gehdrt der Durchstolpunkt 6.t zu k(s
Ist umgekehrt P ein Punkt von k(o) \ {5}
mit der Tangente p(#s) an k(¢), so ist die
Gerade p% eine von s=sd. verschiedene
Erzeugende von ['(8), und Pve ist die
Tangentialebene von | (8) lings pve . Nach
Folg.1,Anw.c und Folg.? liegt auf der
Erzeugenden pv. genau ein von S verschiedener Kubikpunkt T, dessen
Kubiktangente t in der Tangentialebene Py von [(8) liegt = t=t9.I P.

“(e) In Tw(X) nit Char.K+3 ist eine Kubik (c,y) ein-
deutig festgelegt entweder durch eine Angabe der Punktkubik ¢ oder
durch eine Angabe der Ebenenkubik 4. Es gilt also z.B.: Eine
Kubik ist eindeutig festgelegt durch ein Schmiegtetraeder und eine
Schmiegebene (vgl.Folg.6), falls nie vier Ebenen kopunktal sind.

SATZ 4,.8: Alle Sehnen bzw. Punkte einer Punktkubik werden aus zwel

verschiedenen ihrer Punkte durch projektiv kollineare
-Ebenenblindel bzw., quadratische Geradenkegel projiziert. Der Durch-
schnitt der Punktmengen zweier quadratischer Geradenkegel mit ver-
schiedenen Spitzen und einer gemeinsamen IErzeugenden, ldngs der
sie einander nicht beriihren, ist abgesehen von der gemeinsazen
Frzeugenden eine Punktkubik. Die Punkte einer Punktkubik werden
aus je zwel Sehnen durch projektive Ebenernbiischel projiziert. Duale
Aussagen gelten fir Ebenenkubiken. Lnﬂ:'uber einem Korper der
Charakteristik ungleich drei gehdren alle Schmiegperaden einer
Punktkubik genau einem Gewinde an und die zugehdrige Nullpolaritit
fihrt die Punktkubik in die FEbenernkubik ihrer Schmiegebenen iiber,
Ein Schmiegkegelschnitt der Gratkubik ist bestimmt durch die
Spurpunkte der Tangenten der Gratkubik in einer festen Schmieg~
ebene.

Bemerkungen: (a) Da der Kdérper des PAR nach Satz 3.5 isomorph
zum Korper R der reellen Zahlen und R kommutativ von Char.0

ist, gehdren alle Tangenten einer Kubik im PAR einem Gewinde an.
- Speziell im PAR ist eine Punktkubik eine Kurve (vgl.TFolg.s,
Anw.c,Bem.). Man nennt eine Kurve, deren simtliche Tangenten in
einem festen Gewinde liegen,eine "Gewindekurve".,Im PAR ist eine
Kubik also Gewindekurve. '

(b) Im PAR stimmen unser Tangenten~ und Schmieg-
ebenenbegriff, wie in 5.8,Anw.(l) gezeigt wird,mit den gleichnamigen
differentialgeometrischen Begriffen iiberein. Alle Tangenten an
die Kubik ¢ bilden die Tangentenfléche von ¢. Nach SHtzen der
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Differentialpeometric gilt: Ist € eine Ibhene durch
einen Punkt Pe ¢, die nicht die Turventangente ent-
h#ilt, so schneidet ¢ die Tangentenfliche von ¢

nach einer Kurve 1, die in P eine Opitcen—

tangente besitzt, welche die Schnittgerade von €
mit der Schmiegebere von ¢ in P ist. Hieraus

und aus dem in Folg.8 verwendeten Hilfssatz folgt fir den PAR:
Die Schnittkurve 1 der Tangenterfliche einer Kubik ¢ mit einer
Ebene €, welche drei Kubikpunkte A,, A.,A; ent-
h#lt, hat in A, ,A;, A; Spitzen und die Spitzen—
tangenten sind kopunktal.

“

A
(¢) Im PAR gilt nach der Differentialgeometrie fermer:
“Liegt das Auge O einer Projektion auf n in der Schmiegebere ¢ eines

Kurvenpunktes S der Xurve ¢, aber nicht auf der
Tangente in S, so hat die Bildkurve ¢' im Bild-
punkt ' S' einen Wendepunkt. Da speziell die Schmieg- -
ebenen einer Kubik ¢ eine Ebenenkubik bilden,
kOnnen nach Tolg.4 hochstens drei Punkte von ¢
Schmiegebenen durch das Auge O besitzen; ¢!
hat daher hochstens drei Wendepunkte.

Aus 0 I s=Sy, folgt OSeu’}sGﬁ(OS)vc =08=0we=:w I 0 == 3" Iuwn.
Daher gilt: Jeder Wendebunkt der Bildkurve c¢' einer Punktiud
im PAR liegt nobtwendig auf der Bildspur der (projizierenden)
Nullebene Ow des Auges O, wobel s die mit der Punktkubik ¢ ver-
kniipfte Nullpolaritét ist. Falls ¢! drei Vendepunkte besitz

sind diese kollinear.

4,9, Netze in dreidimensionalen Pappusriumen

u

m

Nach Def.4.7 heiflt die lenge aller Mullgeraden einer Nullpolari
ein Gewinde. Zweil verschiedene Nullpolarititen bestimmen zwei
schiedene Gewinde und der Durchschnitt zweier verschiedener

winde ist eine echte Teilmenge von (.

N'd
Upm

it
1T
ve

G ke

o

Def.4.9a: Der Durchschnitt zweler verschiedener Gewinde neift ein
Netz.

Folgerungen:

1) Fir N3 gilt: Ein hyperbolisches Netz im Sinne von Def.4,7 ist
ein Netz im Sinne von Def.4.9a. Ein Netz Tl im Sinne von Def.4.9a
ist genau dann ein hyperbolisches Netz im Sinne von Def.4.7, wenn
die 7l bestimmenden beiden Nullpolarititen ein gemeinsames Paar
reziproker Polaren besitzen.

Bew.: (a) Sind e und f die Achsen eines hyperbolischern Ketzes
M und nqetj windschief e und £, so wird durch e,f:=c’ - und n
als Nullgerade nach 4.7,Folg.?7 eine Nullpolaritdt v Iest
deren Gewinde nach 4.7, Folg.4 alle Geraden des hyperbolis
Netzas TU enthilt.
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Ist n2€(4 windschief e und £ und keine Nullgerade von v4(Existeqz
foigt aus N> 2), so wird durch e,f:=e¢d, und n, als Nullgerade
eine von vi+ verschiedene MNullpolaritdt v, festgelegt, deren
Gevwinde ebenfalls die Geraden von Tl enthdlt,Tl gehSrt somit

zum Durchschnitt der beiden vérschiedenen Gewinde und ist mit
dem Durchschnitt sogar identisch, da die verschiedenen Null-
polaritdten wegen 4.7, Folg.7 auBer dem hyperbolischen Netz Tl
keine weitere Iullgerade gemeinsam haben kdnnen.

(b) Bind e und f ein Paar reziproker Polaren in zwel verschiedenen
Mullpolaritdten s, und ¥ , so enthdlt der Durchschnitt der zuge-
horigen Gewinde das hyperboligche Nebtz mit den Achsen e und T

und ist nach (a) mit diesem identisch. Ist umgekehrt der Durch-
schnnitt zweler verschiedener Gewinde ein hyperbolisches Tetz .

mit den Achsen e und f, so ist £ reziproke Polare zu e in beiden
Nullpolaritéten, da alle Wullgeraden durch einen Punkt von e ein
Blischel in einer Fbene durch f erfiillen. , . g

Bemérkung: Flir N=2 gibt es im Sinne von Def.4.7 hyperbolische Net~
ze, doch ein solches kann nicht als Durchschnitt zweler verschiede-
ner Gewinde erhalten werden, da ein Gewinde fiir N=2 nach 4.7,Folg.?,

Bem.a bereits durch ein Paar reziproker Polaren festgelegt ist.

2) Fin parabolisches Netz im Sinne von Def.4.7 ist ein Netz im
Sinne von Def.4.9a. Ein Fetz Tl im Sinne von Def.4.9a ist genau
daan ein parabolisches Netz im Sinne von Def.4.7, wenn die T
bestimmenden beiden Nullpolaritéten allen Punkten einer Geraden
je dieselbe Nullebene durch diese Gerade zuordnen.

Bew.: (a) Ist e die Achse eines parabolischen Netzes TL und nqééﬂ
windschief e, so wird durch das parab.Netz TL aus Nullgeraden

und o, als Iuilgerade nach 4.7, Folg.7, Bem.c eine Nullpolaritidt
festgelegt. Ist neeq windschief e urnd keine Nullgerade von V., soO
wird durch das parabolische Netz U aus Nullgeraden und n, als
Tullgerade eine von v, verschiedene Nullpolaritét v, festgelegb.

1l gehdrt zun Durchschnitt der beiden verschiedenen Gewinde und
diese haben rach 4.7, Folg.?7, Bem.c sonst keine Gerade gemeinsam.

(b) Unter Berniitzung von (a) ist der zweite Teil von Folg.2 trivial,

Bemerkung: Aus der Konstruktion der beiden verschiedenen Gewinde
durch ein hyperbolisches bzw, parabolisches Netz in Folg.1 Dbazw.
Folg.2 erkennt man, daBl ein solches Netz flir N4 bzw. N23 in
mehr als zwei Gewinden enthalten ist.

3)Durch jeden.Punkt, dem die ein Netz definierenden beiden Null~-
polaritaten 4 und v2 vercchiedene Nullebenen bzw. dieselba Null~

[ VR
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Netzgeraden. In jeder Ebene, der die beiden Nullpolaritdven ver-
schiedene Nullpunkte bzw. denselben Nullpunkt zuweisen, liegt

genau eine Netzgerade bzw. ein Bischel von Netzgeraden.

Bew.: Xef mit X»s #Xv, == n=Xv.Xy, ist Netzgerade durch X und
zwar wegen Xw Xy, die einzige. Fir Xwvi.=Xv. beStehtA B, xv,

aus Netzgeraden und sonst geht keine durch X, da Ux,x», die Menge
aller Nullgeraden z.B. von ¥ durch X ist. Die .dualen Aussagen

werden auf duale Weise bewiesen. : é%

Benmerkung: Ist ein Netz parabolisch bzw. hyperbolisch, so wird
penau den Punkten auf der Netzachse bzw. aufl den beiden Netze—
achsen in beiden Nullpolaritdten Je dieselbe Nullebene zugeordnet;
dies folgt daraus, dafl genau durch diese Punkte nach 4.7, I'olg.3,
Bem.b bzw.Ben.a eln Bischel von Netzgeraden hindurchgeht.

DEF.4,9b: Ein Fetz heiBt elliptisch, wenn die beiden das Netz
' bestimmenden Nullpolaritdten keinem Punkt dieselbe
Mullebene zuordnen.

Bemerkung: Unabhndnglg von der Exisbtenz elliptischer Netze gilt nach

Folg. 3: ¥it jedem Punkt und mit jeder Loene inzidiert genau eine

Gerade eines ellipbtischen Hetzes; Je zwel Geraden eines elliptischen

Netzes sind daher windschief.

4) Ist Tl ein durch die Nullpolaritidten » und v, bestimmbes Netz
und g eine Nichinetzgerade, die keinen Punkt enthdlt, dem in vy
und v, dieselbe Iiullebene zugewiesen wird, so ist die Menge aller
Ketzgeraden, die g treffen, ein Regulus.

Bew.: Werden die zu ¥, bzw.», gehorigen Gewinde mit (f, baw. {f,
bazeichnet, so gilt Ml =Uanl., vnd g kann wegen g¢ 7L hichstens
einem der beiden Gewinde angehdren.

Wir urterscheiden:

Fall 1: géi%,,ql=*gﬁ und g¥ sind windschief g. Je nach Lage von
g?. ind gQL zueinander treten folgende Unterfalle auf:

Fall 1.4: g% windschief g3, == g,gﬁ4und gv. sind paarweise wind-

schief, Wach 4.7, Folg.4 ist die Menge aller g treffenden UJ; ~Geraden

A~ . . B
das durch g und gy als Achsen bestimmbte hyperbolische Netz

(i=1,2) == die Menge aller Geraden von (,n U, =T , die g treffen,

ist gleich der Menge allcr Geraden, die g,gd und gy, treffen und
somit ein Regulus. .

- A .« A .- A

Fall 4.2: g9 =g und g9, trifft gv.== der Spurpunkt S der

. . A . .- . .
Geraden g in der Ebone gyi.gwm=:8 ist eindeutig bestimmt und
liegt

. - A ~ - A .
nicht auf gw baw. g¥v. . Wegen 8 I g gilt Sy, =8.gvs = ¢
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Fall 1.3: gfu:g;ﬁ:% T, ist hyperbolisches MNetz mit den Achsen g

und gl =g¥% und jedem Punkt von g wird in v, und v, dieselbe Mull-
ebene ‘zugewiesen: Widerspruch.

Fall 2: gc/du\gé({jz::: gt =g und g ist windschief g. Nach 4.7,Folg.b
bilden alle U,~Geraden, die g treffen, ein parabolisches Netz.
Dieses parabolische Netz bestimmt eine Projektivitét Ry(X)x £4(¢).
Alle Geraden dieses parabolischen Netzes, welche zusdtzlich gi,
treffen, verbinden jeweils den Purkt X mit dem eindeutig be-
stimmten Punkt £.g¥i=:X' und die Zuordnung X+ X' ist wegen:
Ro(X)ng(¢) ® Ry, (X') eine Projektivitds. Die Menge der Verbindungs-
geraden XX' ist daher ein Regulus. @

5) Sind 6 und © zwel verschiedene FEbenen durch eine Gerade n eines
Netzes T, wobel 6»¥+Gv»* und Tw*sTV* gilt, so sind die Schnitt-
punkte in ¢ und T der von n verschiedenen Feizgeraden in eino
projektiven Kollineation =:Re-—~ Q. zugeordnet, in der n als
‘Ganzes aber nicht punktweise festbleibt.

Bemerkung: Seil n eine beliebige Netzgerade, die im Falle eines
parabollschen Netzes von der lietzachse verschieden ist. Da w*i¥,
und €. zwed Projektivitdsen {,—%,sird, die nicht iUberein-

stimmen (nach Folf”.2 wire n gons? Achse eines paraboliscqen
Netzes), hat v NS [24)™" *u maximal zwei Fixebenen {(fir. :
N=2 maxlmal eine leebene), sodall stets zwei verschiedene Ebenen ¢,7 \‘
mit ov+ v, * und TV vv,* durch n existieren. :

Bew.: Wir definieren eine Abbildung w=*: (J5— (J» durch: ;
(I) nw*:= n, ;

(IT) g=* ist filr ge¢de\{n} die Verbindungsgerade der Spur- :
punkte in v zweier g treffender Netzgeraden verschieden n.

Diese Definition ist sinnvoll, denn g=* ist unabhan gig von den bei-
den gewdhlten Netzgeraden: In ¢ liegt nach V und rolg.3 nur die
Netzgerade n, sodaB g+ flir g+n gilt. Enthdlt weiters g xeinen Punkt,

dem in v+ und ¥, dieselbe Nullebene zugewiesen ist, so ist nach |
Folg.4 dle Menge der g treffenden Netzgeraden ein Regulus, der n eabt-
hdlt.Die Tbene TIn ist daher Tangentialebene der zugehdrigen ri ;
artigen Quadrik und enth&lt eine Leitgerade des Regulus,nimlich g !
Trigt dagegen g einen Punkt G mit Gy ~Gv2, so folgt aus G I 5

dann Gvs I O»¥, Gv.I6»F und wegen O».* # 6»* und C»".G» =n

dann Gv4 =G, I n. Ist G £ n, so ist wegen G I Gw,=Gv, dann Gn =G !
und GvH=0v} im Widerspruch zur Voraussetzung; enthdlt elso g |
einen solchen Punkt G, so mull notwendig G I n bclten. E
Die Geraden des Buschels Ba,6v, sind g tref fe*,ae Hetzgeraden und
schnelden alle 7 in G, da Gu.=Gv. st wegen tw*s Tva* gilt., Da
gy ,gh | I Guo=Gy, und wegen @ I g und Gvit Gv,* sicher g + g
gilt, bilden alle anderen g treffenden Nebtzgeradea das Blischel
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- A .
windscnief gv. gil
-

A ~ .
UL S e §V5 = inds
in einer Geraden g=

durch G, da g

H in der Fvene Hg (wegen
) *

Diese Ibene schneidetb
nicht in v liegb.

o
S
T

&* ist eine projektive Kellineation:
(o)%* ist nach Definition eine globale Abbildung und es existiert
x*"q, denn man kann a§~1:(§T-*qy analog zu «* definieren;

somit ist =* bijektiv.

() Da ein Punkt von &, dem in beiden Nullpolaritdten dieseldbe
Nullebene zugewiesen wird, nach den Uberlegungen zu Begirnn des
Beweises notwendig auf n liegt, geht wegen Polg.? durch jeden
Punkt X <\, genau eine Netzgerade; diese ist siets wix

zu ny da in 6 nur die Metzgerade n liegt. Hach Teil (I
Def. von =* haben daher die &*-Bilder von Geraden aus ¢
die nit einem Punkt X X n inzidieren, einen Punkst
gemeinsam. Inzidieren zwei verschiedene Geraden au

Punkt ¥ I n, so sind ihre p*-Bilder nach («) verschieden und ihr

o]
£
7

o
!

1

Schnittpunkt muf auf n liegen, da Jjeder andere Punkt vo
einem Punkt aus Pe\LRn stammt; Geraden, die mit einem Purkt auf n
inzidieren, besitzen daher =w*-Bilder, die einand

() Die oben definierte Abbildung ¥ Yo ist
eine Kollineation. Die zu =* gehdrende Kollineation =:{ieg— 41~
188t @nals Ganzes fest; welters ist =ll,#t, da s
R+ wire und asuch dreil nichtkomplanare Geraden de
das Perspektivit@tszentrum im Hetz N enthalten wirer

Leitgeraden g und gx* eines Regulus aus Netzgeraden

projektiv gekoppelt werden.

6) Jedes Letz ist entweder ein ellipbtisches oder ein hyperbolisches
oder ein parabolisches Netz.

Bew.: Sind o und T zvei verschiedene Foenen wie in Folg.5 und ®
die nach Folg.5 durch ein etz TU vestimmte projekxtive ¥ollinestion
e~~~ , so ist wegen Beweisteil {(4) in Folg.5 dann ®» |Ra =t und
kann daher eine elliptische, hyperbvolische oder parabolische
Projektivitat sein.

(a) = [Ra ist eine elliptische Projektivi
mit Xv. =Xv., so liegt dieser noch dem Bew
und fiir jede Gerade g ¢ x,»\ {n} gil
dann Fixpunkt von %= [}, im Widersp
existiert in P kein Punkt X mit Xv, =Xv, . Existiert
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Punkt X mit Xv,=Xy, und X Z| 6,7, und setzt man Xv,.0" =:g, so ist
g+#n, da n=n% und X Zn gilt. Die in Folg.5 erklirte Gerade g=*

ist X»,.T, und da g.gw*=: G In und n=n*® ist, folgt Gz =G im
Widerspruch zur Annahme., Dawit ist nach Def.4.9b das Nets
elliptisch.

(b) e |fn#tr besitzt einen Fiwpunkt E: Ist g €QL;\§Q, 50 gilt g =*I E

und alle Fetzgeraden (#n),die g treffen, liegen in der Ebene g:=gge?

Die Projextivitdt =*|Ue,q :@EEG-@£ﬁ. ist wegen nx*=n eine
Perspextivitdt und daher gehen die FEbenen ¢ sg.gz* durch eine
ektivitiétsachse e nit e T E, e 1]o,tT (D ~dual zu 1.7,Bem.<).
In ¢ liegt sicher mehr als eine metzgerade, nach folg.3 gilt
daher €&¥:*=ev* und somit ist e, =ev1.
Ist e=ets(=e3, ), also ec¢Tl, so gilt (en)vit= (en)w*=E und fiir
jede Evere = e{e\\{en} ist EVviF=ev*, also w*|€e=u%f. und da=
her w|Re=%|Te == TL ist nach Folg.2 ein parabolisches Netz.
Ist dagegen exew (=e£g), so sind diese Geraden nach 4.7, Folg.2
zueinander windschief,und v. und v, haben ein gemeinsames Paar
reziproker Pclaren; dann ist N nach Folg.1 ein hyperbolisches

lietz. : @

Bemerkurngen: (a) Ist =|f{lan eine hyperbolische Projektivitdt, so
existiert durch den zwelten Fixpunkt F ebenfalls eine Gerade f
mit analogen Eigenschaften wie die Gerade e,
Dm*m;wwweaﬂdlmmmlhmtXEﬁﬁ@M \
die X mit X% verbindet, liegt in der Foene (FX)z®
(ZX).(EX)»* L e und in der kbene (bX) (TK)&?I f K
und scheLdeu daher e und f. Durch jeden nne®
von E verscniedenen Punkt A von e gehen
sicher zwei verschiedene, f treffende Netz-
gerade“, velche Awa=Av, aufspannen; somit
gilt £=e¢¥.=e¥.. Die Gerade £ 1st somit .
zu ¢ wirdschief und L hyperbolisch. Ist
ungekehrt TL ayperbolisch mit den Achzen e
und £ so schreiden diese den Netzstrahl n
und gen weder in G noch in T, da
dlesep Lcencn je verschiedene MHullpunkte
guceordnet sind., Die Punkte E:=en und F:=fn siné dann verschiedene
Eihyhnnue ver =|{¢, , da die Netzgeraden,die z.B. ge0le N\{in}
schneiden, Spurpurkte in T auf einer Geraden gxte Uz {n
besitzen. Da ein elliptisches bzw. hyperbolisches etz genau dann
vorlicgt, wenn ®|fa elliptisch bzw. hyperbolisch ist, wird ein
parabolisches Leu nach Folg.6 durch =|[f, parabollsch gexenn-—
zeichnetb.

(b) FPir N=2 existieren im Sinne von Def.4.9a keine
hyperbolischen Netze (gedovh natiirlich im Sinne von Def.4.7), da
jede Projektivitdt mit zwel verschiedenen Fixpunkten flr N=2 not- .
wendig die Identitat ist.
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(¢) Die in Folg.5 geforderten Bedingungen O.*+0ow®
und Tw’* = TV." bedeuten vegen Folg.6 , Folg.3, Bem. und Def.4.90b,
dall 6 und © keine Achse des Netzes erthalten.Weiters gilt Folg.4
fiir jede Nichtnetzgerade g, die keine Achse des Netzes schneidet.

7) Nach Tolg.5 und Folg.6, Bem.b werden zwei Ebenen G,T durch
eine Tetzgerade n, die keine Achse des Netzes enthalten, von den
Netzgeraden # n in Punkten geschnitten, die in einer projektiven
Kollineation =: e —R. mlt x|fl.+. gekoppelt sind. Umgekehrt gilt:

Ist =iy =@ eine projektive Kollineation, welche die Schnitt-
gerade n der verschiedenen Ebenen ¢ und v als Ganzes aber nicht
punktweise festlaBt, so gehdren die Verbindungsgeraden X.Xe fiir

Te s\~ einem Netz N an, das n enthalt und keine Achse in ¢
und T besitzt. :

Dew.: Wegen |4, #. hat w=|fl, hSchstens zwei Fixpunkte, speziell
flir I7=2 hochstens einen =@ es existieren Punkte P,]:#Pele ’]Qn mit
P, = .—::},'{A#}E,1 A Py =:32¢P2; sicher ist dann I{,1¢R2. Die Projektivitd- :

t
ten w,i= ae“lepi‘b_: ijm-—oojg + leisten no=n und koénnen zur Sylvester-

i
erzeugung cweler Nullpoleritdten ¥; (j=1,2) beniitzt werden. Wegen
Oy *=R, +Ry= TIFATHE =P, #P o= T st v+ v, ¥, und die beiden zuge-
hérigen Gewinde haben ein Fetz Tl gemeinsam,dem n angehdrt und das in

6 und T keine Achse besitzt; es bleibt zu zeigen, daB XX= fir

Fir X e R\ gilt:
(PyX) =*= Ry X =(P,X)etqs

<P2X> ®*=Rs A% =(P2X)o¢9_ .

Da (PJI{)océ die reziproxe Polare von PJ.X
in v; ist, liegt XXw in beiden Gewinden
und daher in Fetz M. '

Bemerkungen: {a) Der Typus des Netzes T hingt nach Folg.6, Bem.b
von der Anzahl der Fixpunkte von @R, (% #t) ab. Im elliptischen
rall ist das etz identisch mit der Menge der Verbindungsgeraden

von in @« zugeordneten (und stebs verschiedenen) Punkten. Im
parabolischen und hyperbolischen Fall besteht die Menge aller
Geraden, die gleichzeitig mit in ® zugeordneten Punkten inzidieren,
aus {n} , den Geraden des Netzes Tl durch Punkte X efle\R, und den
Geradenblindel um jeden Fixpunkt von ®|R. (vgl. 4.10). In diesen
beiden Fillen "bestimmt" die projektive Kol%ineation = das Netz M.

(b) Elliptische Netze existieren nur in solchen T, ,
in denen elliptische Projektivitdten existieren, was eine Eigen-
schaft des Korpers der Geometrie ist.



- 98 -

8) Jedes Netz gestattet auch eine duale Festlegungs:

Ist =t £s— ¢; eine projektive XKollineation, welche die Verbindungs-

gerade n der verschiedenen Punkte S und T als Ganzes aber nicht
ebenenweise festlédBt, so gehlren die-Schnitfgeraden §.4= fir

§¢ ¢\ ¥, einem Netz T -an, das n enthilt und keine Achse durch S
und T besitzt., N ist elliptisch bzw. paraboligch bzw. hyper~
bolisch, falls ®|¥, elliptisch bzw. parabolisch bzw. hyper-
bolisch ist.

Bew.:)D3~dual zum Beweis von Folg.7 wihlen wir Ebenen M, # Xy |e ¥,
mit TR=:1QF TuAXR=: €o #T, 3 sicher ist dann ¢ +¢2 » Die Projektivi-
titen o= 2*| OJS,ﬁ',’: (/(‘js,xi. = Y . leisten nxj=n und legen zwei
verschiedene Gewinde fest, deren Schnittnetz Tl die Gerade n
enthéltvund wegen Sva=¢* ¢a =5y, ; Tv,=x+0,=DT» keine Achse durch S
und T besitzt. Fir ¢ e s\ ¥, gilt (mg)et= g‘-gae=(7c4g)o<4,(x1§)ae*=gz.gae:
=(m,4 )2+ Da (xy¢ )x; die reziproke Polare von 7;¢ in v; ist, liegt
gg® im Netz M. ‘ '

Besitzt Tl eine Achse e, so trifft e die Netzgerade n und die

Ebene £:=en ist Fixebene von w | ?n,da die Netzgeraden, die in
Ebenen durch ge s \(n} liegen, den Punkt g.e enthalten und

daher aus T durch Ebenen eines Bilischels {3%} projiziert

werden, wobel g=»* I ge; wegen E=en=gn gilt &x=
Q(gn)ae=gw?.n= € . Ungekehrt liegt in jeder Fix=-
ebene € von x|{, eine Achse des Netzes T, da

w* [Us,e + Js,c— v, wegen nx*=n eine
Perspektivitdt ist und daher zugeordnete
Biischelgeraden g und g®* einander auf einer
Perspektivitdtsachse e I¢, e Z|S,T treffen. Durch jeden Punkt g.gew=*
auf e (nicht auf n) geht sicher mehr als eine Hetzgerade, da

jede Ebene § aus €4 (nicht durch n) die zugeordnete Lbene g€ Lot
in einer Geraden durch g.g®* schuneidet; nach TFolg.3, Bem.ist da~
- her g.g®* ein Punkt einer Netzachse. Die Anzahl der Wetzachsen
stimmt daher mit der Anzahl der Fixebemen von #|¥, liberein.

®

9) Fir Na3 ist ein Netz eindeutig festgelegt dureh vier paar-
weisge windschiefe Netzgeraden D4jee.ny, die keinem Regulus ange-

héren,

g



- 99 -~

Bew.: n,, N, ng;bestimmen genau einern Regulus s und Sa ¢ He
Weiters ist st Uo o da N, 2U T,Dy und ny, windschief ist. Durch
die Gerade 0, die keine Erzeugende von ¢ ist, gehen nach 4.4,
Folg.1, Bem.d und Bem.e hSchstens zwel Tangentialevenen von & .

Eg gibt wegen N 23 gyel verschiedene Ebenen ¢ und v durch D4,

die keine Tangentialcbenen von ¢ sind. \\
Wegen Doy Dz, Ty, windschief n, zildb:

T*n 5 =:N, A d*n. T =:N! fiir 3'2,),4 und

n, Z IN., Wé. Da 6 und T keine Tangentiale
ebenen von ¢ sind, bilden “?’LB’ 4t bov.

1
N NB’N4 ein Dreieck und {n 2m3, 5
N,,N b ovav. {n,, Lél\%, B, AN ) sind.
Vierseite. In W,» existiert genau eines
projektive Kollineation =*: qg v, welche diese Vierseite
zuordnet, Fiir die projektive Kollimeation : Hs —= R gilt 2|25,
da Doy Dz Ry nicht kopunkval sind,; und = bestimmt somilt ein Hetz M

@

mit ng,eeenyle M. Mit % ist N eindeutig vestimmt.

Bemerkung: Vier paarweise windschiefe Geraden Dgyeoesly, die
keinem Regulus angehdren, besitzen hchstens zwei Treffgeraden (K33).

Bew.: yoosly bestlmmen genau ein Netz 7] und dieses hat hochstens
zwel Acﬂoen e und £y die Geraden e und f treffen n, ,..,,hg. LulBer
den Achgen von T gib?t es keine Ureffgeraden an ng, dyes ey Bul

(ind. ) t¢|e £ At triffe Diyeoe, 0y == t trifft o.B.d.A. n,in
einem Punkt S £} e,f=»1t¢1 nach TFolg.3. Wir unterscheiden:

Fall 1: ¢ urlfft e w4114,...,11“;10 en in der durch ¢ und t aufge-
spannten Ebene: Widerspruch zu nj; psarweise windschief,

Fall 2: t trifft keine Netzachse \1ﬁsbeoo“d re N ist elliptisch):
Nach Folg.4 bilden alle t treffenden Nebzgeraden von TL einen
Regulus, dem N,,...,0, angendren wmissen: Widerspruch zur &
setzung.

Zur Konstruktion der Treffgeraden an n,,...,n, geit man nach
TIMERDING so vor:

(1) lMan wihle zwei verschiedene Ebenen 6,7 ] I n,
unter Benltzung der Dreiecke N, N, N, wnd NS ,H},H!

von &|Ra, (sind H,, My, 1T, oder hl,u3,uu kolline

L“ager@erade bereits eine Ldsung). )

(2) Ist I ein solcher Fixpunki auf n,, so lege man die eindeutige
‘Ireffgerade e aus & an n, und n, ; e trifft auch n, und ist Achse
des Nebtzes M.
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']O) Hach %.5, Folg.6 (II} gind die harmonischen fomologien die
einzigen peﬂspektlven involutorischen Kollineationen einesg Ty

Wip be$t1men nun alle projektiven involutorischen Kolllneatlonen
- eipes Ty »

Zuerst leiten wir notwendige Bedingungen Filr eine golche
Kollineation her. Ist 2 & PGL(T ) und involutorisch (==t am#i),
50 exdstiert eine Ebene « mit «=¥*=:A+ o, Fir 3= o gilt

58 =(xA)R = B *= Alaw s V=B, =Pu= 5, Die Projektivitit |42
ist entweder eime projektive Involution oder die Identitdt . .
Da eine projektive Iavolution hyperholisch oder eT lipbisch sein
kann, sind drei Fdlle zu unterscheiden:

Fall 4:@{@5=L:Nach 4.1,Folg.8c ist a}@:@x'*‘@ﬁ eine Perspektivitdt, -
d.h. es existiert Z | eR , Z«,ZA mit X,X®,% kollinear fiir alle.

X ey, Auf jeder Geraden xeqz, die s nicht trifft, sind die
Schnittpunkte mit x und A verschieden und in = zugeordnete
Punkte X und X = x2 =(0Xz)e=Xx,Xwex =Xz, Xt =Xe.X=x, Da in

(,37_ vier nichtkomplanare Geraden existieren, die s nicht treffen,
folgt aelQ)Z = L == ® 1ist eine perspektive involuborische
Kollineation '25'% ist eine harmonische Homologie.

Fall 2: =|fs ist hyperbolisch: Die projektive Kollineation =0,
vegtimmt nach Folg.6, Bem.a wund Folg.?7 ein hyperbolisches Netz n,
dessen Achsen e,f durch die Fixpunkte E,F von =|{l; gehen und
nicht in «,B liegen. Auf jeder Geraden x ¢ 7l , die s nicht trifft,
sind die Schnittpunkte mit « und B verschieden und in = zuge-
ordnet = x® =x wie bei Fall 4, Die Punkte E und F sind ¥ix-
punkte von ®; durch jeden anderen Purkt von e oder f gehen .sicher
zwel Netzgeraden, die s nicht treffen und als Ganzes festbleiben ==
®le=t A =|Rs=t = alle Geraden des Netzes N sind Fixgeraden.
AuBSer den Punkten aus Heu ) existiert kein Fixpunkt von =

da sonst eine Fundamentalfigur aus Fixpunkten vorhanden wire, was
® # L widerspricht. Fir jede Netzgerade n ist = |f,*t dann

eine hyperbolische projektive Involution mit den Fixpunkten auf

e und £ = H(X,X»j;e,f). :
Falls eine solche projektive involuterische Kollineation =
existiert, so erfiillt sie daher notwendig folgende Bedingungen:

(I) Zwei windschiefe Geraden e und f bleiben punktweise fest

(II) Wir X Zle,f trifft die Gerade XX=® sowohl ¢ als auch f und eg

gilt H(X,X=238,f). '




Wir Uberprifer nun umgekehrt, ob es eine projextive involutorische

Kollineation sib%t, die (I) und (II) erfiillt. Dazu definieren wir

eine Abbildung 3&:@—*’(.1 durch

(1) Zw=Z YZXecReuRymit e,fe ()S und windschief

(11) Pir Z¢ Pev Ry liegen X und Xz auf der Treffgeraden von X
an e unG f mit H(X,X®je,f). '

Diese Abvildung % ist nach ihrer Definition global und involutorischy

es bleibt zu zeigen, dafl sie eine projektive Kollineation ist.
Dazu wihlen wir Z,,%, | T e nit 2 4*¥25. Die Ibenen 7,f=: o, und
ZZi‘::a(1 sind eir.deutlg bestimmt,und es existiert je genau eine
harmoniscne Hoxmologie 6; nit der Achse «; und
dem Zentrum Z; (i=1,2). Wir zeigen == 0,.G, »
Zu (I): 6.6, !’Qﬁ t, denn f liegt in der Achse «,
von G, bzw. &, von G, .
T e = L Fir Z,}(I elzilt Z,
Z,]In(2 3ilt Z".O." =Z,‘l, also Z,1 6, .0“,_=Z,‘; ebenso 226‘4.6‘,_=Z2.
Fir Xepe\{zq,Zd gils:

H(X, X603, ,%) =—#~4}£§X,Xm; Zay Z5) }:? Y - Yoo
H(EG, X002y Do) = B(X o0y, X032,,2,) ) e
denn in e;z:c:: Desarguesraum ist der vierte harmonische

6‘1=Z,‘ und wegen

Purxt eindeusig bestimmt. Damit ist (I) fir 6.0, erfiillt.
Zu (IL): X Z| e,f: Aus X existiert genau eine Treffgerade n an e

wnd £, die e in =%, und £ in F,‘ trifft mit E’l*F’l; da G406, die

Eigenschaft (I) erfiillt,bleibt n als Ganzes fest == X&.5, In.

Um die Lage von X646, festzulegen,betrachten wir \
o

Gle Lbene Xe=: ¢ , wobel = fe gilt. Da &4, 6. |-

harmonische Homologien si a, folgt Z,
B(X, X5 2,
H(¥6, 26,6, Zz,om:) mit wee=F,% e

Projiziert man die letzben vier harmonischen €

«e)thnzg, E

™

Punkte aus 4, auf die Gerade E,In,] , so folgt
X, X .07 3 E’l’E’l” Damit ist (II) fir G.0w
erfiillt. Da (I) und (II) dic Abbildung = CJ_“'ldC\lulD‘ festlegen,ist

R= 066, , und ® als Produkt zweier perspektiver Xollineationen

4

eine proJektive Kollineation.
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Bemerkungen: (a) Nach (I) und (II) ist die projektive involutorische
Kollineation = durch das hyperbolische Netz Tl Dereits vollsténdig
festgelegis . :
(b) Ohne Beniitzung der Netzachsen kann bel gegebenen
hyperbolischen Netz zu X der Bildpunkt X =% konstruiert werden,
wenn man die Beschrdnkung von ® auf eine Wetz-
gerade n kennt., X = liegt auf der durch X -
gehenden Nebtzgeraden x. Sel y eine weitere,

zu x und n windschiefe Netzgerade, Nach Vor-
aussetzung ist zum Punkt Y:=(Xy)n der Bild- -
punkt Y% (In) bekamnnt, und es gilt Xoe=x{yY=)
“wegen X I (FY) und (yY¥)a"= yi¥m=y.¥Ye.

(¢) Ist das hyperbolische Netz 71 durch eine projektive

Kollineation ¢: fde — R, mit sy¥=s und |, hyperbolisch (s= 61 )
gegeben , so ist die projektive involutorische Kollineation ® mit
dem Fixnetz 7l nach (b) durch =|RRs vollstdndig bestimmt. Diese
projektive Involution % |Rs hat dieselben Fixpunkte wie ¢ Rs ,

da die Fixpunkbe beider Projektivititen die Schnittpunkte E,F der
Netzachsen e,f mit s sind; durch diese Fixpunkte ist =|fd; und
damit = festgelegt,

(4) Die projekbtive Involution x| kann obne
Verwendung der Fixpunkte von ¢l#s wie folgt festgelegt werden:
In einer Ebene durch s sei k ein Kegelschnitt, der als Steiner-
kegelschnitt zur Vervollstandigung der Projektivitiy ¢, peniitzt
wird., Die ProjektivitHtsachse p der Projektivitat auf k schneidet
k in den Fixgunkten der Projektivitat auf k und die projektive
Involution =|fls fiihrt auf eine projektive Involution auf k, deren
Zentrum der Pol P von p beziiglich k sein muB; genau £
dann hat die projektive Involution auf k nanmiich
dieselben Fixpunkte wie die Projektivitdt auf k.
Man beherrscht ®|fs und damit = durch Angabe
des Involutionszentrums P.

Fall.az 2| ist elliptisch: Die projektive .Kollineation x| Q2
1Q“““1QQ bestimmt nach Folg.6, Bem.a und Folg.7 ein elliptiéches
Netz Tl, dem s angehdrt. Jede Gerade x €Tl mit x+s ist nach Def.4.9%b,
Bem. zu 8 windschief und schneidet x und 8 in verschiedenen,in 2
gekoppelten Punkten == x%=x wie bei Fall 4. Alle Geraden des
Netzes Tl sind dsher TFixgeraden. In ® existiert kein Fixpuhkt;
verbindet  man m&mlich einen Fixpunkt I'=Fx mit einer Netzgeraden n,
die nicht mit ¥ inzidiert, so bleibt wegen n=n% die Ebene Fn

bei »* fest und (Fn.«)R=in.R, sodaB der auf s=s® liegende Schnitt-
punkt dieser Zugéordneten Spuren von Fn in o und A im Widerspruch
zur Voraussetzung ein Fixpunkt von ®=|fs ist.

Die Existenz eines elliptischen Ketzes in‘WaL ist nach Folg.?,
Bem.b eine Kdrpereigenschaft. Zu jedem elliptischen Netz Tl gidbt es
ebenfalls genau eine projektive involutorische Kollineation,deren
Pixgeraden das Netz T erfiillen. Um den umstindlichen direkten
Bewels 2zu umgshen, benlitzen wir folgende in 5.4,Folg.5,Bem.e
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zusamien mit 5.6 bewiesene Aussage:
Jeder Kl&SSlSChe projektive Raum ist isomorph zu einen scgensnrten
arithmetischen projektiven Raum T und es geniigt daher, Problieme in
diesem zu 106sen. Durch Hinzufligen neuer Elemente kann | so0 z2u einen
klassischen projektiven Raum ﬁ erweitert werden, dal jede in T
elliptische Projektivitit in.ﬁ hyperbolisch wird. Bezeichnen wir
mit TQL den zum gegebenen klassischen projektiven Raum isomcrphen
arithmetischen projektiven Raum, so gilt:
Ist das elliptische Netz Tl in Wﬁ durch eine projekxtive Kollineation
9: e~ mit sy*=s und Qf@s elllptlsch (s=01) bestimmt, 50
existiert ein projektiver Raunm UKLQQ) so, da8 4”2 it %’ﬂﬂksz A
Q@S W= Qs hyperbolisch ist; in T2 liegt Fall 2 vor, T =it
£ ge-
nau eine projektive involutorische Kollineation % mit den Geraden

Mall =N ist ein hyperbolisches Netz in TK\ und bestimmt in

aus'n.als Fixgeraden. Diese Kollineation % 1st nach Bem.c durch
aHl; vollig bestimmt; zur Festlegung von x;ﬂz benlitzen wir zuge-
ordnete Tripel aus ®lfs und betrachten gemil Bem.d einen Steiner-
kegelschnitt k in TY und die Projektivitidtsachse péq, fir die
Jetzt fl,nk =@ gilt; der Pol Pe¢f von p beziiglich k ist dur
geelignete vollstandlge Vierecke in WKL bestimmt und stimmt daher
mit dem Pol von P bezliglich X {iberein. Durch das Involutions~
zentrum P wird auf X eine projektive Involution bestimmt, aber
auch bereits auf k, welche %=/Rs und damit % nach Bem.c festlegt.
Damit beherrscht man auch im urspringlichen klassischen projektiven
Raum die involutorische Kollineation,wenn das elliptische Netz ge-

geben ist.

DEF.4.9c: Bine projektive inveolutorische Kollineation eines“ﬁit,

bei der ein hyperbolisches bzw. elliptisches Netz von
Fixgeraden existiert, heiBt hyperbolische bzw. elliptische wind~
schiefe Involution; im hyperbolischen Fall heiBen die Achsen des
hyperbolischen Netzes Involutionsachsen.

Anwendungen: (a) Jede Quadrik ¢ 1n'W gestattet hyperbolische wind-
schiefe Involutionen, deren Involutlonsachsen reziproke Poclaren
von ¢ sind.

Bew.: Sind g und g1¢ reziproke Polaren von & | co'exisqieren auf z
héchstens zwel Punkte von ¢ = 3 2, I g mit Z ¢ & . Set
Zat=Z Ree =2, hp=%4.57y . Die Ebenen 2 Ay bzw, A Ao re“er Qc"
durch g und nicht durch Z. bzw. Z.,und die harmonlsche“
Homologlen a; (1=1 2) mit Aan“um Z;i und Achse Z Ay lassen @ zals
Ganzes fest = ¢ b’clbu bei 6.5, als Ganues fest und 6.6, ist ent-
sprechend dem in Fall 2 gefilhrten Beweis die hyﬂe*0071501e Wint e
SChlefe Involution mit den Involutionsachsen g und ga,.
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(b) Jede Xubik ¢ in Ta gestabbet hyperbolische windschiefe
Involutionen, deren Involutionsachsen in jenen Gegenkanten eines
Schmiegtetraedsrs von ¢ liegen, die Schmieggeraden von ¢, aber

“ keine Tangenten sind.

Bew.: Aus den Punkten S _, S?{ ¢ ¢ konstruieren wir wie din 4.8,
¥olg.5, Bem.a das Schiniegtefraeder {84,8,,0,,0,1%

B4Tr=3u und 5,T,=:v =ind jene Tetraedergegen=~
kanten, die Schmieggeraden, aber nicht
Tangenten von ¢ sind. Durch die windm
gchiefen Achsen u,v wird genau éine
hyperbolische windschiefe Involubion =
festgelegty wemgen 854,717 u baw.
Sa, 41T v gilt Sim=3;,T e =T;
(i=1,2); wegen 6, L u baw. 5 I v gilt
TR = @, A Gax¥=¢n . Bile Xubik-
tangenten s, in 5S4 und s, in S, ge~
horen zu dem durch u,v begbimmben
hyperbolischen etz = s;%=5.. Nach
4.8,70lg.5, Bem.e wird die Kubik ¢
schmiegelementweise durch * in eine
xubik o= transformiert = ¢ und cw=
haven das Schmiegtetraeder

{84,9:,T4, T2} gemeinsan.

Tst Xe¢c ein beliebiger Punkt mit
Z#(8,,3, und daher X Z 5,8,, so
durchstoBt 84.X ¢ sy die .

Eberne 6, in einem Punkt X', der dem
Kegelschnitt T(S:)n Re, =:k' angehdrt; aus 4.8, Folg, 7 wissen

wir, daB k' aunch (S;,s,) und (T,,7,0,) zu Linienelementen hat ==

2, und v sind Pol und Polare von k'. Andererseits ist =|Re,

die harmonische Homologie mit dem Zentrum T, und der Achse v =2 k'e=
h'=2 A% ¢ k'=SX'®e (Jrgy= 84 Xw € Yr(sy , denn mit S.,X, X!
kollinear sind auch Siz=3,,Xw und X'% kollinear; ebenso:S; Xz «rs,.
Danit folgt Xxel(S4) n M(8,)=8,8uvc,und da aus X 7 8,5, folgt

Xoe £ S,8,, ergibt sich X% e ¢ und damlt c=cx. @

Nun kann auch der Beweis des in 4.8, Folg.8 bereits beniitzten
Hilfsatzes nachgetragen werden: ' ;

(c) Sind A, A,A; drei Punkte einer Kubik ¢ im T) und o,,u,,«, ihre
Schmiegebenen, dann haben e,«, und oy einen Punkt gemeinsam, der in
der Fvene A,A.A; und allgemein zum Dreieck A,A,A, liegt.

Bew.: Da pach 4.8, Folg.6 genau elne projektive -
Kollineation existiert, die eine Kubik so in eine Kubik liber-
flthrt, daB drei gegebene Punkte der Urkubik in drei gegebene
Punkte der Bildkubik ibergehen,genligt es, die Behauptung fiix die
drei Punkte 54,X,X% aus Anwendung b zu beweisen. Ist § die
Schmiegebene von ¢ in X, so ist gx=* die Schmiegebene von ¢ in X=zj
da § nur den einzigen Kubikpunkt X tr’algt& gilt uw 2§ wund
U:mu%l mit Uw =U lieglt auch in 4=”, Die Schumiegebenen 64i§,4x" in S,,
X,X= haben also einen Punkt U gemeinsam, der{wegen XXa trifft u)in
S.XXe  lieghb. Der Punkt U liegt zum Dreieck S4,X,Xe allgemein,
da sonst eine der drei Schmiegebenen zwel versgchiedene Punkte
von ¢ enthdlb, '

&
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SAYE £.9: Iwel projektiv.kollineare Punkitfelder mit selbstzuge-
ordzeter Schnittgeraden erzeugen ein hyperbolisches

bzw. paraboliscnes bzw. elliptisches Hetz, je nachdem die

Projektivitiét auf der Schnittgeraden hyperbolisch bzw. parabolisch

iscn ist. Jedes etz ist selbstdual. Alle Geraden

bzw. ellipt
eines ifetzes schneiden zwel Ebenen durch eine Netzgerade, die
keine l.etzachse enthalten, in projektiv kollinearen Feldern.

Fiir I3 bvest

genau ein letz. Die einzigen projektiven involutorischen

o

mmen vier Hetzgeraden, die keinem Regulus angehlren,

Follineationszn inﬂ‘iL sind die harmonischen Homologien und die
windschiefen Involubionen, die je durch ein hyperbolisches oder
elliptisches Netz eindeubtipg bestimmb sind. Jede Quadrik und jede

X

gestattet automorphe hiyperbolische windschiefe

4,10, Irzeunnisse projekbiv wollinearer Grundeebilde 2.5tufe

0
in dreilinmensiconalen Pappusriumen

In Def. 4. 3 jer e Kollineation % : Re — R+ zwischen
verschied el definiert; zu = gehdrt eine
Geradenab uag R 5 . . D3y =dual ist eine projektive
Kollireation =: £g — {r+ zwischen den verschiedencn Kocbenen S

und T erklért und ®% s — (r 1st die zugehdrige Abbildung

der belden Geradenvindel. '

{(®,2*) eine projcktive Xollineation zwischen ver—
&

schiedenen ibenen (Dlindeln), so heiflt die Menge aller
- R rHiEY - . .- " . (®*) A (%"} . :
Geraden (7 bzwe die lienge aller ¥benen € (Purnkte R'T'),die mit
in ® bow. ®* zugeordneten Punkben (¥benen) bazw. Geraden inzidieren, :

las ©rzeugnis von ® Dzw. »¥,

Bemerkungen:(a)se:ﬁgmﬁﬁT:g‘f:={geq! glXagl
I feed] £ Ixag Ixe* mit xclsl
il o j‘/’”ﬂ::[gebj] gIltaglege mit €eiy}
R*"= el XIxaXIxx® mit xe(s)e

(v) Existiert in =: e — R+ keine selbstrugeordnete
Gerade und kein selbstzugeordneter Punkt, so gilt stets X#Xa und
x¢xz*. Das Erzeugnis ('™ ist als Menge der Verbindungsgeraden zuge-
ordneter Punkte nach Def.4.8z-die Achsenmenge einer Ibenenkubik
und das Erzeupnis {®" als Menge der Verbindungsebenen zuge-
oraneter scaneidender Geraden eine Ebenenkubik.
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(c) Existiert in x: £3—= € keine selbstzugrordnete
Gerade und keine selbstzugeordnete Ebene, so ist stets zi* {2 und

xExR* ) s Drzeugnis (4 ist als Heuue der Schnittseraden zuge—
or‘dneter I‘bencn nacn(Def 4.8a die Sehnennenge einer Punkztkubik
und das Erzeugnis % als Menge der Schnittpunkte zugeordaeter .

schneidender Geraden eine Punktkubik,

(d) Damit fehlt noch:
Fall (1)%:fs — R, besitzt eine selbstzugeordnete Gerade (oT)=*=
=T =18
’ 1a):  w|fs=
bl =] Qs 1st eine hyperbolische Proae;{tlmuat )
1c):  w»|Hs ist eine parabolische Projektivit#s v
1d): 22| Rs dist eilne elliptische Projektivitdt.
Fall (2)=:Qs— PR: besitzt keine selbstzugeordnete Gerade, aber
einen. selbstzugeordneten Punkt.
Natirlich existiert gu jedem Fall die D, »-Quale Angabe.

Fall (1a): % [fs= ., Nach 4.1 sind die Punktfelder dann perspektiv
mit einem Perspektivitétszentzum 2 =2 ¢ ™ ¥, ¢ AR

Jeder Punkt X¢fl,\R, fihrt auf eine Gerade aus (J;, wihrend fiir
XIs gllt X=Xz und daher 0J,<(JV Xe¢ 2, jebenso gil’c s ;{‘*’

DEF.4,10b: Ist s ¢ (] , so heiBt die .um s vermehrte Menge aller Ge-
raden, die s schneiden, das Geblisch (Js mit der Achse s.

Damit gilt im Fall (1a): ™ =Yzv s , €=V =¢, vt

Bemerkung: D;-dual gilt flir wli{; -L, daB die B‘oeneu‘nuﬂ.del perspektiv
sind mit eéiner Perspektivitédtsachse § = ™= vl R™" = uR,.

Fall (1b): = |fs ist eine hyperbolische Projektivitis., Nach 4.9,
Folg.?7 gehlren ‘alle Verbindungsgeraden XXw fir Xe¢fs\]2; einem Retz N
an, das g enthdlt, und nach Folg.6, Bem.a 1ist 1l hyperboliscli
die Netzachsen e und f gehen durch dic Fixpunkte E,F von‘:,eMiJ5
und liegen nicht in 0 oder T . Gilt X=E =»(J¢ ¢ ; fiir X¢ Rs\{E,F
ist X#X® und s=XZXx. Damit gilt:

=N ey Y -
Weiters gilt sw*=s. Fir jede Gerade x ¢ (Jo\{s] ist xsxa*.
Falls x schneidet xw* so liegt der Schnittpunkt auf s, und xs
ist dann ein Fixpunkt von ={Rs; die Ebene {=xx=® I e, da alle
x treffenden Geraden aus 7l die Gerade =xx* und die Wetzachse e
schneiden. Damit folgt: J

(!, {sufeulef.
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Bemerkungen! (a) Die Ebenenkubik aus Bemerkung b ist degener
in drei =benenbiischel nmit s,e,f paarweise verscn¢vden, e un
schneiden s;sowie e windschi eL 1- die Achsermenge ist in ein

hynerbollscnes HNetz und zwel Ger\den indel ausgeartet

b) Dy ~dual gilt, falls #1¢; eine hyperbolische Frojekti~
vitdt mit den leebenen £ und ¢ ist: (™= nuqtuq*,@fﬁ'”‘ﬁﬁuﬂeulﬂf,
wobei Tl nach 4.9, *olg.B ein hyperbolisches etz mit den
und f ist. In diesem Fall ist dis Punkilkubik sus Be
in drei Punktreihen mit s , €, aarweise verschieden,
den s, sowie ¢ w1ndsoh1e; b Sehnenmenge ist in ein hype:
bolisches Netz und zwel Ger

Lopi
; die
adenfelder ausgeartes.

(c) Der Fall (1b) ist nur flr N23 mglich.

Fall (Mc): =Ifls ist eine parabolische Projektivitst
Kach 4.9, Folg.?7 und Iolg.6 . Bem.a erhdlt man analog zu ¥all (1o):
U®= Mo Ye 5 57 = ¥ LY, , wobei T ein parabolisclhe z
mit der s in I schneidenden Achse e ist.

Benerkungen:(a) Die Lvenenxubik degeneriert in zwei Lbenenbii
mit schneidenden Achsen s,e, die Achsenmenge in ein parabolische
etz und ein Geradenbindel.

i1

(b) Ds-dual gilt, falls =|{. einc parabolische
Projektivitat mit der rixebene £ ist: (J®=To{ =
wobei Tl ein parabolisches Netz mit der Achse e i
degeneriert in zwel schneidende Punktreihen, die

ein parabolischies etz und ein Geradenfeld,

Fall (1d): =R ist eine elliptische Projekbivitit:
Folg.?7 und Folg.6, Bem.a erndlt man fir X €14@\ﬂ;
eines elliptischen Hetzes T, dem s angehdrt; fiir X I s ist
- < . . (%) _ (=*) o

X+X% und XX®=s. Damit gilt: (J™=T, £ [

Bemerkungen: (a) Die Ebenenkubik degeneriert in ein Ebenenbiischel,
die Achsenmenge in ein Plllotlsohes Netz.

(b) Ds“ﬁlul g]lt falls x| ¢s eire ellirptische
Projektivitit ist: (™ = =4e, wobel M ein clliptizches
Netz ist. Die Punkitkubik dO”“ﬂﬂ“lerﬁ in eine Purktreihe, die

Sehnenmenge in ein elliptisches Netz.

Fall (2): Wir behkud n zuerst den Fall %:¥g—{; mit (ST) = =:t/,
t'#50=:1t A J £ € mit ex = £ .,

4 LI

Fir (B1r)=x""=:5 ==25':=32*=ST und es gilt s+ t.
(ind.) g=t = (81)x* "'=5T == ST=(ST)=*: Wider~
spruch.

Wegen t=¢x = ¢ I 8 Ae=¢€ex I T = ¢ I Sfl=t = €=¢wl t' =
£ =tt'; es gibt also genau cine selbstzugecordnete rzbene, ninlich
€ =tt'. Wemen €=t I Oll=sg* =¢ I 5 =% 35 schneidet t'.
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Bestimmung von R™: ,
Vxells,, gilt xx* [ ex=¢ = x trifft xx* = Xi=xxz'e¢ R
. Die Projektivitdat =* (s, :Us - ist wegen t#t' nicht per-
spektiv, daher ist die Menge der Schnittpunkte Xexxze* VX e s,
ein Punktkegelschnitt k ¢ ’P.‘l') in € mit den Liniepnelementen
(8,s) und (T,%'). Wach Konstruktion

ist k=R Re,

Sei nun YeR™I\N k=Y Z ¢ = J*SY=:y und
ya*=1Y und 3’* =ys mit ¥ I q =

ne= (ys)ae =y%*, sa?."~y;e* t o= ¥ I qe.
Die Punkte Y ¢ 2 *”\k werden also aus s
und t durch die Ebenen 7 und 7% ,
projiziert,und daher liegt R*7 \ x
dem Erzeugnis der Projektivitit = {s.fs — {

(w.)

3 diese igb wegen

& =st= g perspektiv und erzeugt ein Geradenbischel UJs,r in

der Perspektivititsebene & (I S, I]s,t = X % ¢ ). Wir betrachten
die Projektivitdt ®*[Us v: Jsx— U+ re.Aus n+e folgt

7 4+ xR, denn £ ist die einzige selbstzugeordnete Ebene ==>3*1:.~.3r,:raz.
Filr Yefp”“’\k =YeR,.

BEs gilt 1 windschief t (ind. 1 triff{t t. Ist der Schnittpunkt von S
verschieden = s'=t I x: Widerspruch; ist dagegen der

Schnittpunkt 8 => 221 t=s'=s x I s:Widerspruch).
Mir Y eRy = y:=8Y Iz =>yx*I ax; der Ebene 7:=ys wird, da x die
Perspektivititsebene von =* [{, ist, die Ebene
ne=ys' zugeordnet. Wegen y= I == ya*=qr.nw =
<17 =5 y trifft-y=* in Y:ﬂe@‘“":» Ree ™"

Die Gerade 1 liegt wegen "1 windschief tCIE)nicht s
in € uwnd trifft £ in einem Punkt Le R™
Li=¢€lsk; die Gerade 1 schneidet also den
Punktkegelschnitt in einem Punkt und liegt
nicht in seiner Fbene £(1 ist "Sekante” von k). Ubrigens gilt
wegen 1 windschief t dann L#|S,T.

Nach Konstruktion ist Q™*"\k&f) ,also
%)
L™k v Q.
Bestimmung von ¢ :
Vegelde gilt g Teag Ter=g= (Jec ™.
Sei nun g € (J® \ Ye + fir g & | 8,T ist die Ebene §:=gS eindeutig
bestimmt,und ihr wird wegen g ¢ 03“" notwendig die Ibene {3 =gT

rugeordnet. Wegen g Z € == ¢ $e = ?,ae. §ER 56@3*}(.:%5}-«,—-}(3’.’
iR m{RLE
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Wegen X=xx¥*ex und X I g trifft g
notwerdig ky im Fall g I Svg I T
ist dies trivialerweise erfiillt.

Speziell fiir 1 ist 18=7 und 1T=xwe~==

ey 7T £ 14 .

Leg
Sei g e 3™\ Y und g#l; dann
ist g Se}'an‘ce von k. Die Gerade g
trifft such 1, da gilt:

gl A g Ze = g L x (ind.:g I X=>{=T=sie= TR, yegen g ¢ ™ =
g Ixag I xz=>g=1: Widerspruch)=> § % X =4==0g vegen g ¢ g =

Fry:r=é.mayeder; wegen Ry ¢ Tl“e ' haben y=* und y einen Punkt
7 auf 1 gemeinsam. y I §= y=* I &=, Da §+¢*® (aus g L ¢ rfolgt
£+¢ und £ ist die einzige selbstzugeordnete Zbene) pilt g= ¢ .4% .
Pir den Punkt T gilt Y Iy (A vy I g) sowie ¥ I y=* (Ay=w*Il %&)::;
T 1g.g2 =g =g trifft 1.

Sei umgckenrt g(#l) eine Gerade, welche k (in X) und 1 (in ¥)
trifft; insbesondere erfiillt mit X=Y=L jede Gerade (}(J'_\{l} diese
Bedinnung., Wir unterscheiden daher:

Fall 1: g4 = Xs¥AY L ¢. Wir suchen das = -Bild der Fbene
§i= Sg (flix X=5 gelte §:=sg).

Txe =gl e = &x&~Fxi=£.8.
BISAgGILALIN = £sm =>

Tryi=gx =Blay Leay #x = § =xy.,
Wegen X ek gilt xz*=TX und wegen Yef,
gilt ye¥=T1,

§ =Xy = g»=xw*.ye*=11, TY=TX=!

. — (a)
also gilt 5 Téapg 14z = @.sUj .

Alle Geraden aus ¢ und alle Geraden,die k und 1 in ver schledenen
Punkten treffen, gehbren sonmit zu { ®). Da alle Geraden aus BN Ge
den Punktkegelschnitt k und die Sekante 1 treffen, ist nur noch
offen:

Fall 2: ge(. und g¢ Ue .

Wegen L&k\{S,’I‘} gilt p:=38L++p':=pr*=TL. Aus gJle¢ = g#lp,p'———égzuSgupg.
Gilt g ¢ ™ ==¢axl g=> (= =p'g. Die Gerade g behb’rt daher 1
notwendig zum Erzeugnis der Projektivivit - |€ o -

welche wegen e=¢ex (I p) perspektiv ist. Das Frzeugni
ein Geradenbischel §, ,in der Perspektivitits—
ebenc u(IL,Zlp,p').Die Projektivitds w=l|f,
ordnet speziell der Lbene x die Ebene X%
zu = mw.,ne=1 I g, AuBerdem geht
die Ebene u durch die Tangente 1,
in L an k:
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(ind.) g schneidet & in m#l, und enth#lt daher auBer I noch einen
Punkt M von k, wobei wegen m#p gilt M#S. Jede
Gerade hefy \{m triff % kX und 1 in verschiedenen
Punkten mﬂgﬂmﬂca@rnmnrﬂl‘

zu U . Wegen S £ h=s J%¢:=Sh und

2=1h. liine beliebige Gerade fe ,F\{m 1}
trifft h in einem Punkt ¥ mit I(i
Fell =2 Fé¢ k., Wegen £ 1 S = J* A~Sf~pf
und sr=q~e, da i# y (wegen L*M):=$

(B8F)n*= »; die Ebene g= /
Cteifft g wegen tge p in einer Geraden £
der Perspekbtivitdtsebene m, also
in £ =y9y==Tf. Wegen F1I %up\ FIgn. que_——-—-—‘?(S‘?)ae,‘aTF, also Fe¢ /ﬁmi’
und F ¢k ufdy : Widerspruc

(%)

Jede Gerade von g mit g Lea ged, gehb‘rt notwendia zZu ({j,_““\{l,l},
wobei pu die Verbindungsebene von 1 mit der Tangente 1 in I an k
ist.

Wir zeigen abschliellend noch umgekehrt Ujhu\(l } <y (el

g WL,,‘\{l ] = J%gp=:¢;da u die Perspektivitétsebene von

2|ty ist, gilt ge=gp'=> g=g.qr=2g ¢ ™,

Wir fassen Fall (2) zusammen:

SATZ 4.10: Ist w:€s — £, (S+T) eine projektive Biindelkollineation
ohne selbstzugeordnete Gerade und mit einer selbstzu-
geordneten Ebene &, so erfiillen alle Punkte, welche mit in =* zu-
geordneten Geraden inzidieren, einen Punktkegelschnitt k in €
und eine Punktreihe f?,, wobei 1 nicht in ¢ liegt und € in einem
Punkt L+|8,T von k durchstdBt. Die Menge aller Geraden, welche mit
in ® zugeordneten Ebenen inzidieren, besteht aus dem Geradenfeld
in ¢ , aus allen Geraden, welche k¥ und 1 in verschiedenen Punkten
. treffen, sowle aus dem Geradenblischel q,_,,,,, wobel u die durch 1
und die Tangente an k in L aufgespannte Ebene ist.

Bemerkungen: a) Die Punktkubik aus Bem.c ist also degeneriert in
einen Punktkegelschnitt k und eine Sekante 1, die Sehnenmenge ist
ausgeartet in ein Geradenfeld, ein Geradenbiischel und die lenge
aller Geraden, die k und 1 in verschiedenen Punkten treffen.

b) Dy-dual: Ist =: Re— R (6 #7T) eine projektive
Kollineation ohne selbstzugeordnete Gerade und einem selbs+zuge—
ordneten Punkt E, so erfiillen alle Ebenen, vwelche mit in =*
zugeordneten Geraden inzidieren, einen "
quadratischen L'benenkegcl tr mit der
Spitze E und ein Lbenenbiischel ¥, , dessen
Trigergerade 1 nicht durch E gent und
dessen Verblndungsebeqe A (-ﬂ(ﬁ‘ tmit E
zu {p gehdrt, d.h. ¢*'= ¢ uy, .
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. A Lui®) . . . .
Die Menge '™ aller Geroden, welche mit in =
inzidieren, besteht aus dem Geradenbiindel um
den, welche 1 treffen,nicht in A 1iobe“ n&

einer Evene des ¥egels ?¢r inzidieren (d.h.

sowie dem Geradenbischel ¢ N\AQWObel M der uchnlttpuukt von 1

mit der Berihrerzeugenden von A an fr ist. UJie Zhenonimudik
aus DBem.b ist also degeneriert in einen quadratischen Zbenen-
kegel {; und das Ebenenbiischel {, um eine Kegeltangente 1 nicht
durch die Spitze, die Achsenmenge i1st ausgeartet in ein Geraden-
blindel, ein Geradenbiischel und die Menge aller Geraden, die Schnitte
verschiedener Ebenen aus £, und £, sind.
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