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§ L~. Dreidimensionale ~nusräume 

4.1. Grux.z:ebilde ·1. ui:d 2" Stute 
.. ,~~------·- ,,.,.._, __ ... ~ -·a•-•·•-•••-,-• .. ,_..,, ..... --.--

Jeder dreidimensionale proJ·'ektive Raui,, ·11'( '1'J ()1 ·, ""s"+:z+: einen · .• _--,., ~ :J ,!' ,_,.._,,, J,.,.; ~ 

-· n..,,_.,_e·" fu ·p ·p -p"\ -b c,-'-oh •• , .... B·-··"·o·,- ·1" • &US VJ„er rW . ..Lll.v .L.i. l·!,. 
0 

,-,, , 2 'S''-'- :3J 81..J-!.,,....., ___ et~-...1.-~J.l . -;":.~ .... :~>.-,,,J,Mlp .... e.1 .. ·; 'f./On c •. 0n 

vier Pun.kten Pi(i=O,., ,3) sind also n:i.s ct:rei. korr_p:1.anar. Eine Menge 

von vier n.ic:O.t kompla::.1a:::e:'.l ( 0 ==:, PI". ver1?chi ed.6 1:.en) Pu.rL"c:·f;e:r;. 

in ·1r 3 heißt .i~et::eaederlf ,, tTedes Tetraed-G:c ist ein BaalEtsJ.;nplex 

eines lT 3 
• Eine Funda1'}ent;;_üfigur in lf' ist ei.D.e M<'lnge 70n ftinf 

Punkten, wobei je vier ein Tetraec';.er bild.e:o.. 

Der Verbar:0. u·:r 3 der Unterrä.mne eines lP besi;eht auf'. folgenden 
Ele!Denten: 
der leere :;:,rojektive Raum 110 rrüt d.im lT0 =··1; 
die ·nulldime>:tsionalen Unterräume 9 also die Punkte von 1T:,, wel ehe 
die I-Ie:-1ge iJ- bilden; 
die eindii::;ensior...alen Unterräume j also die Geraden von Tf 3; weloJ::u3 
die 1,:enge 0j bilden;· 
die zweidinen.sionalen Unterräume. also die Ebenen von 1f 3 

; diese 
sind zugleich die Hyperebenen des 113, und wir bezeichnen die 
von ihnen gebildete Iienge mit € ; 
der gesamte Raum 1f' 

Der Dual:ra1.;L 1f 3 " (,P.* ,Uj *) von lP besteht aus den als Kopunkte 
aufgefaßten. Eberrnn von 1T 3

, und die Kogeraden sind die Ebenen
büschel, also jene Mengen von Ebenen, die je eine feste Gerade 
enthal teno Die Koellenen ( "'Kohyperebenen) schlie2,lich .sind 
die Ebenenb~ind.el, also jene Mene;en von Ebenen, die je einen 
festen Punkt enthalten. 

Beim Dualitätsprinzip der dreidimensionalen projektiven Räume wer

den nach 3.8,Folg.9 Inklusionen umgedreht, Verbin<len und Schneiden 

vertauscht, Punkte und Ebenen vertauscht und Geraden gehen in 

Geraden über. 

Eezeichnu.ngsvereinfachungen: 

(a) Statt lf 3 schreiben wir in § 4 meist 7r • 

(b) Die Inzidenz Ic,Px0 (P I g) ist in 1f gegeben. Für die 

daraus abgeleiteten Inzia.enzen 

I*c ·P.*x 6J*(o.:,I*!~1T~:,lf2:) und fc,p,x,P.*(P I!X.~PElf .. ) 

schreiben wir i.f. auch I. 
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(c) Eine Kogerade i::: (Ebenenbüschel) stimmt nach der kanonischen 
Identifizierung von -p mit ,P.** gemäß 3.8, Folg.8 mit der Träger~ 
geraden s des Ebenenbüschels überein; statt (X,I I: schreiben 
wir i. f. oc I s. 

Ebenso identifizieren wir jedes Ebenenbündel mit dem Träger
punkt. 

(d) Bei den Inzidenzen\wollen wir nicht mehr auf' die Reihenfolge 

achten: ocI s<==>s IO(usf. 

' _Fo 7 p;erugg_~ 

1) Der PAR ist ein dreidimensionaler projektiver Raum. 

Bew.: Nach 3.1,Folg.2 ist der PAR ein projektiver Raum. In 
PAR existiert ein von einem eigentlichen kL~ 
Punkt P ausstrahlencles (z.B. orthogonales) f.. · !lt 

0 "- Z 
Dreibein mit den Geraden x,y,z. Nach 3.1, '-:-o y 

Folg.2,Festsetzung(I) besitzt jede dieser X ', \ 

Geraden genau einen Fernpunkt P1 bzw. P2 P0 x f; 

bzw. P3• Die Punktmenge {P
0

,P1 ,P2 ,P3} ist ein Simplex: 
P1 ,P2 ,P

3 
sind nicht kollinear (die Ebene x:y ist nicht parallel 

zur Geraden z, also inzidiert gemäß Festsetzung (III) die 
Gerade P1 V P2 nicht mit P3) und P1 V P2 V P3=-:1L ist daher eine 
Ebene, nämlich die Fernebene; P

O 
4 Tf w , denn P

O 
ist eigentlich. 

Das Simplex {P
0

,P1 ,P2 ,P
3

} ist ein Basissimplex: Jeder ?unkt 
X (i P

0
,(Pw) des PAR bestimmt eine eindeutige Gerade P

0
X, 

welche nach (I) die Fernebene w in genau einem Pun.~t Xu trifft, 
somit gilt XE P

0 
V~ mit ~e,Pw, woraus X"- P

0
VTw=P

0 
V P,?P2VP3 

'i/ Xe PAR folgt. 

2) Das Minimalmodell eines dreidimensionalen projektiven 
Raumes hat die Ordnung zwei und besteht aus 15 funkten, 15 
Ebenen uri.d 35 Geraden; alle Ebenen des Minimalmodells sind 
Minimalebenen (vglotl"'oungen). 
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E_EF .~. '1 a: Als G:ru.c'ldgebilde 1. Stufe bezeichnen wir die ?u.nkt-

reihen1 die dazu riualen Kopunktreihen (Ebener:.büschel) 

UJl(l die sel bstdualen Geradenbüschel (d. L die Menge aller 

Geraden dm'ch einen festen Pu:nkt; in einer festen :t'bene). Als 

Gi·,mdgebilde .2aStufe bezeichnen wir die PuD.ktmengen u.:,:d die 

Geraden.mengen in Ebenen bzw. die Kopu:oktmengen und die Ko·

gerad.enmengen in Koebenen. 

Bemerkung: G:.:undgebiJ.de 1.Stufe: 

Punktreihe , • • j2 9 :~f Pef,2 [ P I g } J -=i 

Ebenen"büschel ••• 't 9 := {oc 0 t. l "'- I g} D3-dual In -dual J _, 
Gerad.0nbü2chel •• • (,1p"' :"' { gE CJ I g IP II j 2 D:;,-dual 

"' 11g fo mit P Ic<J ,_ 

Im T'gilt ein DuaJ.itätsprinzip D(l[ 3 )=:D • In einer projektiven 
Ebene cc.<=1P gilt das Dualitätsprinzip de~ projektiven E::,e.:::en 
D(cd"' :D;::,, Pul'Jüreihen und Ebenenbüschel sind dual im Si=e von 
D3 , Gera:denbüschel sind selbstdual im Sinne von D:,; Pi.:.nktreihen 
und Geradenbüschel sind dual im Sinne von D2.. In der projektiven 
Koebene P c !13"' gilt das Duali tätsprinzip D(P)= :D! • Ebenen
büschel und Geradenbüschel sind dual im Sinne von D_l. 
D2 heißt auch Duali tätsprinzip eines Bündels in 1T 3 • 

G:rundgebilde 2.Stufe: 

"Punktfeld" ••• 12"' 1= {Pe(< 1 P I r>:.} J J D2-dual 11 Geradenfeld"••·•~«:"' { gEOJ I g I o<..} 
"Ebenenbündel" ••• t A : =- { oc E t 1 °' I A.} J 

, D*-dual 
"Geradenbündel" ••• qA:cr {gE q lg I A) 2 

D3-dual ·7 
jD3-dc.a 

Die Ebenenbündel sind als l"lenge der Kopu:okte oc einer Koebene A 
zu den Punktfeldern D3-dual, ebenso die Geradenbündel zu den 
Geradenfeldern. Punktfelder und Geradenfelder sind D2 ·-dual, 
Ebene.nbündel und Geradenbündel sind Df-dual. 

3) In 3.8, Folg.'10 haben wir erkannt, daß die Koebenen isonorph _ 

zu den Dualebenen der Ebenen von fl sind. Unterwirft man also 

eine ebene Figur t in lldem Dualitätsprinzip D
3

, so erhält man 

eine Figur f "', welche einen Unterraum lf 3- 3 , also einen Punkt 

umfaßt, und daher eine Bündelfigur ist. Schneidet rran diese 

Bündelfigur f* mit einer zum Trägerpunkttt3- 3 des Bündels 

komplementären Ebene X (d.i. die Anwendung der Kollineation 11. 

aus 3.s, Folg.10), so erhält man eine ebene Figur{*~, welche 

zur Ausgangsfigur f dual im Sinne von n2 ist. 
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4) Bisher wuTde in. einem projektiven Raum der Begriff 
Pe:::-spekti v::_tät nur für schneidende PurJrtraihen erklärt (vgL 
Def.3.6 a). In einem dreidimensionalen Raum kann man mit DeL 
4.'I a auch Perspektivitäten zwischen ungleichartigen 
Grundgebilden '1.Stufe definieren: 

Eine Perspektivität zwischen ungleichartigen Grundgebilden 
'1.St-;_ife ist eine Bijektion, bei welcher Ur- und BiJ.delement 
stets inzidieren (vgl.Def.'1.7). 

Uir untersuchen die drei raöglichen Paarungen ungleichartiger 
Grundgebilde_'I.S~Afe: 

j".19 7ll!J?,.: Es gilt notwendig gicxA gXP, da eine Bijektion vorliegen 
soll und nach 1.2 sind diese Bedingungen für eine Bijektion hin
reicl::end c==;>l)2s 1=10P,.J. 

€3,; uJP,a: Entsteht durch D3 aus obiger Perspektivität. Für g IP A 
/\ g 1or. liegt eine Bijektion vor (jede Ebene s durch g schneidet 
" in der zugeordneten Geraden x I l'. s H0p,.I• 

t 9 Äf~: Die Geraden a Ulld g sind notwendig windschief (bei schnei
denden Geraden wäre stets der Schnittpunkt g.a der Ebenes durch 
g zugeordnet im Widerspruch zur geforderten Bijekti vi tiit) ,. Sind 
jedoch a und g windschief, so schneidet jede EbeneA 
"'• ( 9 den zu g komplementären Un.terraum a in genau 'a 
einem Punkt und jeder Punkt Pep" legt genau eine ,,i p 
Ebene P V g = ex fest=> lt'. 9 lml,Po.l• g 

Nach Satz 3.2 sind je zwei Pu,_YJktreihen eines projektiven 
Rauwes gleich.mächtig. Dies ergibt zusa=en mit den obigen 
Überlegur:.gen: 

Je zwei Gnma_gebilde 1 .Stufe eines dreidimensionalen projektiven 
Raumes sind gleich.~ächtig. 

5) Um Perspektivitäten zwischen Geradenbüscheln bzw. Ebenen
büscheln zu definieren, wenden wir auf die Definition perspektiver 
Punktreihen gemäß Def.3.6 a das Dualitätsprinzip D2 bzw. n3 
an. 
Durch Anwendung von D2 auf perspektive Punktreihen, die nach 
Def.3.6 a eine ebene Figur darstellen (Ur- und Bildpunkt liegen 
auf Geraden eines Büschels mit Zentrum Z), erhalten wir 
perspektive Geradenbüschel in einer Ebene, die schon aus 1.7 
bekannt sind. 

Durch Anwendu.'1g von D auf perspektive Geradenbüschel in einer 
Ebene entstehen persp~ktive Geradenbüschel in einem Bündel, 
deren Zentren im Bündelzentrum liegen und deren Ebenen ver
schieden sind; die Verbindunesebenen zugeordneter Geraden 
liegen in einem Ebenenbüschel. 
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Wir wenden D
3 

auf Def.3.6 a an: 

Eine Bijektion zwischen zwei verschiedenen Ebenenbüscheln m:L,:; 

schneidencien Trägergeraden heißt eine Perspe.kti vi tät, w0nn Ur

und Bildebene stets mit einer Ge::eaö.m1 eines Büschels inzidieren. 

Dual zum Punkt Z heißt nun die 
"Per,spekti vität.se bene" \ 
beiden Trägergeraden und 

Damit wird folgende Dei'irüt:Lon sinnvoll 
Eine Bijektion zwischen zwei 

des Ger-adenbüschels 
den der 

·1, Stufe heißt eine 
P-1:ojektivität 1 "denn sie das J?rodul~t von onrilic.h vielen 

Perspektivi-täten ist. 

b) D3-o.ual zu Def. 1.10 c kann nun der Begriff harmon.ische Lage 
für vier kollineare Ebenen ix, ß , y- , cf ( De.$ f3 , y pw. verschieden) 
erklärt werden: R(oc~ß;y 1J)o Da in lT;und lT* 0 wegen dimlc:3 
der Satz von Desargues gilt, ist die vierte harmonische 
Ebene 6 eindeutig besti=t. 
Faßt man vier ha.r-monische Ebenen zusa.m::ien mit dem die harmonische 
Lage charakterisierenden Kopu.nktviereck als Bündelfigur auf 
und schneidet man diese Figur mit einer zum Bündelscheitel 
komplementären Ebene, so erhält man nach Folg.3 einen Vier
strahl und ein Vierseit, welches nach Def.1.10 d die harmonische 
Lage des Vierstrahls charakterisiert. Vier harmonische Ebenen 
schneiden daher eL.~e ~~ene € nicht durch die Büschelachse 
nach vier harmonischen Geraden. Nach 1.10 treffen diese Geraden 
(und damit die Ebenen) jede Gerade in E, welche die Achse 
des Ebenenbüschels nicht schneidet, in vier harmo:::üschen Punkten. 
Umgekehrt ka.rJ. aus der harmonischen Lage der Schnittgeraden 
bzw. Sch,."littpu:nkte auf die harmonische Lage der Ebenen ge
schlossen werden, da 11 in 3.8, Folg.10 eine Kollineation ist. 
Aus obigem und 1.10 ergibt sich insgesamt: Eine Perspelcti vi tät 
zwischen Grundgebilden 1.Stufe erhält harmonische Lage. 
Hieraus folgt sofort: Eine Projektivität zwischen Grundge
bilden 1.Stufe erhält hai0 monische Lage. 

?) Je zwei Grundgebilde 2.Stufe sind gleichmächtig. 
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Bew.: Punkt- und Geradenfeld .derselben projektiven Ebene tX 

sind nach Satz 1. 2 gleichmächtig: 1 p.._ l = lcj J . Zwei ver
schiedene Ebenen ix,,ß sind nach 3.5, Folg.2,Anw.b isomorph, 
also insbesondere gleichmächtig: 1 P"-1 = l,P. ß 1 • Nach 3.8,. 
Folg.10,Bem.sind die Koebenen (Ebenenbündel) isomorph zu 
den Dualebenen der Ebenen von lr 3

, also insbesondere zu diesen 
gleichmächtig: l(AI ~ l~~I • Ebenenbündel und Geradenbündel 
desselben Punktes A sind Kopunkt- und Kogeradenmenge 
Koebene, also nach Satz 1.2 gleichmächtig: ll'A l=lq-.1. 
verschiedene Koebenen A,B sind nach 3.5,Folg.2,Anw.b 
mächtig: lt A Je 1 ( a 1 • 

einer 
Zwei 
gleich-

8) Wir erweitern nun den Begriff Perspektivität auch auf Grund
gebilde 2.stufe. 

DEF.4.1 b: Eine Bijektion zwischen einem Punktfeld und einem 
Geradenbündel oder einem Gerade::i.feld und einem 

Ebenenbündel heißt perspektiv, wenn Ur- und Bildelement stets 
inzidieren. Eine Bijektion zwischen zwei verschiedenen gleich
artigen Grundgebilden 2.Stufe heißt eine Perspektivität, wenn 
Ur- und Bildelement stets mit einem Element ~ines dritten 
Grundgebildes 2.Stufe inzidieren, wobei dieses Element genau 
der Schnitt- bzw. Verbindungsraum von Ur- und Bildelement 
ist, falls diese verschieden sind. 

dy 0A perspektiv bezogen werden, so muß A J. ex. gelten. 

Wir untersuchen die sechs mögliche~ Fälle: 

(a) Sollen das Punktfeld F"' und das Geradenbündel 

Die Perspekti vi tä t ß: ,PO(. - iiJA ordnet dann jedem / 
Punkt X( G 12") die Gerade XA 0 :x(el1A) zu. Diese Zuordnung ist 
tatsächlich eine Bijektion, was analog zum Beweisschritt (1) 
von Satz 1.2 zu zeigen ist. 

(b) Sollen das Ebenenbü:ndel tA und das Geradenfeld 0"' 
perspektiv bezogen werden, so muß Ai ~gelten.Dieser 
Fall ist D

3
-dual zum obigen, also ist die Zuordnung, 

welche jeder Ebene \ ( E {A ) die Gerade x,= ~C>'. ( i;; uJ"'-) 
zuordnet, eine Bijektion (lt'origens ist die Abbildung~ aus 
Folg.10 speziell für den dreidimensionalen Raum eine Per
spektivität von diesem Typ). 

3.8, 
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(c) Seien ,P" und ,Pß Punktfelder mit cx.4, ß. Zuge

ordnete verschiedene Punkte bestimmen keinen 

nicht leeren Schni ttraUJn und als Verbindungs

raum eine Gerade; diese kann nun entweder einem GeraderLfeld 

oder einem Geradenbündel entstammen. Der Fall des Feldes ist 

ich, da nur Pu.1:ikte der Spuren des Feldes in~ und ß 

durch Feldgeraden zugeordnet werden können, im Widerspruch 

zur geforderten Su.rjektivität. Also rr.üssen alle Verbindungs

geraden einem Bündel angehören, .für dessen Zentrum Z wegen 

der Bijektivitiit Z J. 10(,ß gilt. Wählt man Z beliebig mit Z ;t. Joc,ß 
und ordnet Punkte XE f-2„ und X' E,P.r., mit X,X' ,z kollinear zu, 

so ist diese Zuora_nung f-' {-2" -,Pr:, tatsächlich bijektiv. Ist 

nämlich oe- eine pe:r-spektive Kollineation von lf mit de:n 

Zentrum Z und einer 'beliebigen Ac:<:i.se ~ durch die Gerade o(.,ß 

mit ; +I«, ß I welche für einen Punkt P Ie<,P t 0<.ß leistet 

P~ I ß mit P 1 P<>!1 Z kollinear (die Existenz von if;, folgt aus 

3.5, Folg."l),so gilt oc";R,*=ß und f"' ~l'P-o-..• Damit ist ft 
bijektive Umgekehrt besti=t jede perspektive Kollineation <e 

mit cx....:.*=i?i (wegen ex. ,i,ß ist dann Z J. lcx.,ß) eine Perspütivität 

12 « -Pe· 

Seien 6J"' und. ~r., Geradenfelder mit ,,et ß • Zugeordnete Geraden sind 

nicht windschief, da sie sonst kein Element 

eines Grundgebildes 2.Stufe als Schnitt- bzw. 

VerbinduI1gsrau:m besitzen. Zugeordnete 

Geraden x c C;j"' und X 1[ 01!, schneiden einander 

daher für XfX'. Die Menge cler Schnitt

räume ist dann die Punktreihe auf cx.ß , also kein Grundgebilde 2. 

Stufe; die Menze der Verbindungsräume ist für xtx' eine Ebenenmen

ge und muß daher einem Ebenenbündel mit einem Scheitel Z angehören. 

Wegen der geforderten Bijektivität gilt Z J.loc,ß. Jeder Gera~en x 

( l ~,() ordnen wir nun die Gerade x': = 0 n (x V Z) zu und erhalten 

so eine Bijektion. Diese Zuordnung x.._x' läßt sich nämlich 

wieder als Einschränkung~ I~"' einer Kollineation c2 von 1 mit 
Zentrum Z und einer Achse ( durch IXß deuten, womit die erklärte 

Zuordnung ~"'--~r, bijektiv ist. 
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Sind die Pur.ktfelder 'f2« und ,P0. perspekti v, so sind daher auch 

die zugehörigen Geradenfelder 0 "- und lJ,, perspektiv und umge

kehrt. Wir sprechen daher kurz von perspektiven Ebenen und 
schreiben oc 7' ß. Bei e.iner Perspektivität ex.X ß bleiben die 

Punkte der Reihe ,P,<1, einzeln fest. 

(d) Durch Anwendung von n
3 

auf die letzten beiden Fälle 

erhalten wir die noch ausstehenden beiden Fälle: 

Zwei verschiedene Ebenenbündel f,A und { 8 
können durch· ein Geradenfeld 0~ mit ; ;rj-A,B 

perspektiv bezogen werden, wobei zugeordnete 

Eber.en ~( <= {,., ) und~'( G t B) mit S kollinear 

liegen. Die Perspekti vität ergibt sich als Einschränkung -.e. *I t A 

einer per·spektiven Kollineation ae von 1f mit A'?R. =iB ( wegen AtB 

gilt für die Achse ~ dann~ l- !A,B). 

Ebenso ergibt sich eine Perspektivität zwischen ~A 
zwei verschiedenen Geradenbündeln 0A und uJB als 
Einschränkung ~IOJ ... einer perspektiven . d-;, -v-~---,, ' 
Kollineation <e. von lf mit .A.:ie=B. / / 
u~- und Bildgerade schneiden einander in '--------"-

den Punkten des Feldes ,P~. 

Sind die E'oenenbündel t'.~ und t 5 perspekti v, so sind daher auch 

die zugehörigen Geradenbündel ~A und ~e perspekti v und UI:1gekehrt. 
Wir sprechen daher kurz von perspektiven Bündeln und schreiben 

.A 7-: B. Bei einer Perspektivität A Ä B "bleiben die Ebenen des 

Büschels eAa einzeln fest. 

9) Der folgende Satz liefert ein Kriterium dafür 1 wann zwei 
verschiedene kollineare Felder (Bündel) perspektiv sind: 

Eine Kollineation eines Feldes auf ein verschiedenes gleich

artiges Feld ist genau dann eine Perspektivität, wenn alle 

gemeinsamen Punkte der beiden Ebenen einzeln fest bleiben. 

n
3
..a.ual: Eine Kollineation eines Bündels auf ein verschiedenes 

gleichartiges Bündel ist genau dann eine Perspektivität, wenn 

alle gemeinsamen Ebenen der beiden Bündel einzeln fest bleiben. 

Bew.: Nach Folgerung 8 ist eine Richtung bereits gezeigt. Wir 
gehen nun von einer Kollineation oe :12.:.-,i::2e.(0<. ctiß.) mit ,;<Jf-1-«ß-L 
aus und wollen zeigen, daß a:: eine Perspektivität ist. · 



Sei P•,P"' ein beliebir:;er Punkt mit P Z a:=cd:,~ 

P;:eJ'. a ~---*P*P<', ==? J*.PPiic, :E.oenso sei Q "-

mit Q ;t a und Qt-P; da ce.. die Purllcl:;0 der Achse 

a fe;:,t läßt, nuß ? o2. Qo::. diG Geraö.e 

'Jlit 

angewendet auf das DreL:ick 
Gerade QQ~ trifft dciher QQ:< die 

in eir:.em PurJ:t Z ( 41 ,J;:J. , 
Eoenso sehen 

nicht du..1>::-t 

in zwei Z 

ist ei.ne 

gezeigt'i für 

obj_ge ÜDer1 

kollinear ( für 

trivial)~~ '?e ist ein2 Perspc;:ktivität~ 

I [~ ist d5_es 

Be?1cr~1J_ng; .Da~~-t„iBt Dz:--ei= 
ecKe 1n verscnieQenen 
0i:r:ande:r a~1.f der Schni 
die D::'ciec},:e 
f·~ir Dreiecke 

Sü l 
De sar-g11e s 

Nach Def.1.8 heißen Kollineationen einer pro.:;ektiven Ebene auf 
sich 7die Prcclukte von y;ndJ.ich vie} en pcrspektiven Xo1lin2ati.onen 

sind, projektive Kollineationen~ Dieser hat für 
Kollineationen. eine:.."' projektiven.. }~ene i'J. ei:r.:.o andt<ce p;:,o,jekti,re 

}~oene keinen Sinn..,, Get.örer.. beide pro je k!:iive ~~benen dagegen 

einem projektiven d.reidi;nensionolen Haum an, so kann man 

definieren: 

Eine Kollin'3ation (J.:y-"' 0 einer proje'i{tiven Ebene oc 

von lf auf eine projektive Ebene 0 von lf heißt eine 

proj.sktive Kollineation, we.nn sie die Einschränkung einer 

projektiven Kollineation -;ie.: 12--:p. von 7f auf f.1« ist. 
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Bemerkung: Sind allgemein l[,(,Pa) und lT1 (,p 2 ) zwei Unterräc:;r.e 
eines projektiven Raumes lf u.:nd fl: (-11 --~ ,p. eine Kollineatio:.1, 
so heißt p. genau darin eine projektive Kollineation, wenn 
eine projektive Kollineation ae.: 1f -lf existiert mit f-= "'if.l,. 

10) Eine Kollineation f,-: ,P." -,Pr., einer Ebene occ.7T 3 auf eine 

Ebene ß c 1f 3 ist genau dann projektiv, wenn f- Produkt von 

endlich vielen Perspektivitäten zwischen Ebenen ist. Es existiert 

eine projektive Kollineation f:P~-~ß, die ein Viereck in~ in 

ein Viereck in ß überführt und genau eine in Pappusräumen. 

Bew.,: (a) Ist f-: 1,2"'-~ ,P.r., endliches Produkt von Perspektivitäten 

zwischen Ebenen, so ist jede dieser Perspektivitäten nach 
Folg.8 E.i..nschränkung einer perspektiven Autokolliueatiou von 1r auf 

eine Ebene und daher/'- nach Def.3.6b eine projektive Kollineation. 

(b) Ist I}, :f2"" - 121?> eine projektive Kollineation und 

als solche Einschränkung einer projektiven Kollineation 7"e. 

von 1f auf oc, so ist ~ endliches Produkt von perspektiven 

Kollineationen von lf und tf nach Wahl geeigneter Hilfsebei:en 

endliches Produkt von Perspektivitäten zwischen Ebenen. 
(c) Führt man oc in ß durch eine Perspektivität x über, so 

ist durch das X -Bild des Urvierecks in oc und das gegebene 

Bildviereck in ß eine projektive Autokollineation von ß bestirnnt, 
welche nach 3,5, Folg.2, Anw.(c)zu einer projektiven Kollineation 

von lf verlängert we·rden kann. Das Produkt einer 7r beschrei
benden perspektiven Kollineation von i und dieser 

projektiven Kollineation von 1T ist eine projektive Kollineation 

von 1f, deren Einschränkung auf~ das Gewünschte leistet. 

(d) Speziell in lTpp ist ex. eine PP-Ebene. Sind c-1,,t1., zwei 

projektive Kollineationen, welche in die Angabe passen, so 

ist tA•c-'-,-': ,p..,_-,p"- als Einschränkung einer projektiven 

Kollineation in J auf IX- eine projektive Kollineation in ex., 
die ein Viereck fest läßt • Nach Satz 1. 9 ist f'!-- 1 ,U.z _, "" L und 

C 0 

damit f-l1 == f- ... • 
Bemerkungen: (a) Nach Folg.10 ist eine Kollineation tJ.-: ,P"' - ,Pa 
genau dann projektiv, wenn eine Punktreihe von oc aufgefaßt 
als Punktreihe in Tr projektiv abgebildet wird. 

(b) Was in Folg.10 fÜJ;' zwei Ebenen formuliert 
wurde, gilt für zwei Koebenen in 11 und auch für die jeweils 
D2.-d.uale bzw. D! -duale Auffassung der Ebenen bzw. Koebenen. 
Demgemäß kann man von. projektiv lrnllinearen Punktfeldern 
und Ebenenbündeln bzw. Geradenfeldern und Geradenbündeln sprechen. 
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Je zwei Gru,cdr:ebHde 'i .StHfe und. je zwei Grc1:,:':.ge·oilde 

2.Stufe in einem dreidüaensionalen projektiven füi:w;: 

sinä. g;leic11mächtigo Der PAR ist ein dreidimensio:12,,ler 

projektiver Raum. Kolline~re verschiedene gleichartige Felder 

bzw o irnllinea:ce verschiedene gleichartige Bii:1del sind gei:au 

da~u:: pex·s:pekti v „ wew,_vi die E:erneinsamen Pun}cte bzw~ die se= 
2nei.nsa1~en E'i-:>s-111:Jn. ein.z;eln fest bJ.eibene Eine Kollineation 

~,~1..-n_8chen z,_,;ei gleicha:etigex1 Gr1.,:_nö_gebilden 2"Stu.fe in einem 

dreidimen.s:ion:3~lf.~n :projektiven Raum ist genau dam::. proj.ektiv 1 

,,,enn :sie Prod.ukt von endlich vj_elen Perspelrti vi täten is'~. 

Bemerkt:-X1?: t>lir vervrenden i.,, f o die }::urzen Schreib~,,eise~: 
a=AJ3 f~]:;: di.e eind.outir:;e Verbi:c.d1...~:c:.gsr:;erade von A, 3 ! c +:.. , t c·.r:_;l,., I__,), 
H~~ et(~ für die eincleutj_e;e Sclin..i tt;:;erade vor:. C(, /j; c t , t ( ~Igl {, 3 „ 8 ~ 

~: ~ Q ? ? ? • ~ • ~ • - ~ ~ . .. -• . ' 
0r=Aa 1-c..~r (i:i...e einueJtJ_ge Ve:r'OJ_:c.dnngse oene aes Pu:cAt:es A ~:-~_:_ -c o.er 

r,.icht C~u_rch J_hn. gehcr~len Ger2.den C( (nach D:i..~8:ns.io;.:s::"3atz) ~ 
A~:o:..s.. flir den eindeutigen Schnittp-u..nJ-:-.t der E'oenL-: x.- Ii1.:Lt {ier L.icht 

i.n ihr lie2;enden Geraden n (vs;J.o3,,.2, Folg.5), 
oc~gtl -oz-.. ,.., A=gh für clie eindeutiß' besti~n::ite Ve:::binduLgs·:.~be7:e 

bz\·1„ für den eincieutig -DcstiE:urr'Cen Schnittp-xc.?:t ver-
.schied.ener ei.nc1nd.e:2 schneidender Geraden g 1.cnc. i: 
den Dimel1Bionssatz und 3~11Bem„ci) .. 

Die in § 2 besprochenen }{e!;elschnitte sir:d l?isuren in eir:e:r· 

PP,-Ebene(> Deuten 1,1ir üiese als li;.1terrau . .r:1 eines d:reidi:~e~:sionale;:. 

P:P--Raum.es 7T und wenden wir D
3 

auf diese ."B'l.i.e;ur:en an, so ent;

stehen lTigüren in Koebenen~ also Bündelfigu.:.ren,,. Aus A'.;.ssar:;sn 

über X1?c;elechni tte e.rh&1 ten wir' Aussagen ü·uer diese BüY1'J..el,

fig1-rrcrr„ 

"-=~=====cc (D3-c.ual zu Def. 2, '1 a): E:i.n.e Eoenenu;enge in ei;::.cm PP-
Raum heißt ein quadratischer Ebenen};egel, wen:c sie 

die !"Icnge der Verbincl0.ncsebenen zugeordneter Geraden zwe.ier ver

schiedener ,:,rojektiver, nicht :perspektiver Geradenbüschel aus 

einem Bü.ndel ist6 Eine Gt:radew~enge in ei:iem l~P-11.aum heißt ein 

quadratischer Geradenlrngel, wer~,. sie die J:;enge der Scb.ni tt

geraden zue;eordneter Ebenen zweier verschiedener projektiver, 

n.icht perspektiver Ebenenbüschel aus einem Kbdel ist. 



Quadratischer Ebener.kegel: 

tr=={ ~ f l 5 1 \ "'x.xe<. mit 

x E i.;Js,(J" J\ oc: q/s,o- -<1s,T /\ oc 
nicht perspe%tive 

Pro,j e3':ti vi tät " ö "" T } 
s 
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Quadratischer Geradenkegel: 

/.1r:=-[xe(15 1x= ~-~ex.mit ~d5 " 

As,tl•v]s ",x:(6 --t, /\«nicht 

;perspekti ve Projekti vi tä t /\ s*t} 

J/ 

Bemerkungen: (a) Da lf ein PP-Raum ist, sind die projektiven Ge
radenbüschel 0s,.- "(Js,..- bzw. die projektiven Ebenenbüschel 'I'.." t, 
nach der D~-dualen bzw. D~-dualen Aussage zu '1.9,Folg •. 2 genau 
dann perspektiv, wenn die gemeinsame Gerade~~ bzw. die gemein
same Ebene st der beiden Büschel selbstzugeordnet ist. 

(b) Jeder quadratische Bbenenkegel bzw. Geraden
kegel enthält die "Grundebenen" r:r und 'i:' bzw. "Grundgeraden" 
s und t. Der Bünde.lscheitel S heißt die "Spitze". 

( c) Quadratische EbenenkegE1l ·1.md quadratische 
Geradenkegel desselben Bündels S sind dual im Sinne von Dt. 

(d) Jeder quadratische Ebenenkegel ist eine Ko
pi.mktr:ienge, welche Ds-dual zu einem Punktkegels9hnitt ist. 
Jeder quadratische Geradenkegel ist D3 -dual zu einem Geraden
kegelschnitt und kann als Pu.nktr:ienge in lf aufgefaßt werden, 
wenn man definiert: Ein Punkt des Raumes heißt Punkt eines 
quadratischen Geradenkegels, wenn er mit einer Geraden .des 
Kegels inzidiert. 

Fo1p;erungen: 

1) (a) Ist :;r eine Ebene nicht durch die Spitze S eines 

quadratischen Ebenenkegels Cr, so ist die Geradenmenge \rmit ~d'.r 
ein Geradenkegelschnitt in X ("Spurg.eradenkegelschnit·t;" in :ir). 

Projiziert man die Geraden eines Geradenkegelschnitts in x 
aus einem Punkt S nicht in Jr , so entsteht ein quadratischer 

Ebenenkegel (Diese beiden Aussagen folgen sofort aus der 

Tatsache, daß die Abbildung 7l aus 3.s, Folg.10 ein Isomorphismus 

S -- X ist). Ebenso gilt: 

(b) Ist X eine Ebene nicht durch die Spitze eines Geraden

kege1s ~r, so ist die :Menge der Punkte xx mit x G i.!Jr (der 

Durchschnitt der Punktmeuge von ~r mit t2x-) ein Punktkegel-

schnitt in X ("Spurpur,k schnitt" in 7r ). 

Projiziert man einen Pur..ktkegolschnitt in X aus einem ~nkt S 

nicht in Y • so entsteht ein auadratischer Geradenke12:el. 
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( c) Jeder quadratische I:-;'oenen- bzw o Gera.denkegel ist glej eh

mächtig zu einem Grundgebilde '1. Stufe. 

Dies folgt aus (a) und (b) sowie 2.1, Folg.1. 

2) Hat lr2r speziell die Ordnung N, so hat auch jede Ebene und 

jede Koebene von TPP die Ordn,:ng l'1. 

1f=2: Ein q11aC.ratisc2er Eber:e:rJ,:Ggel -lr besteht aus drei nicht 

kollinearen E'cene:1 (:rD:::-eiflach 11
)"' 

N= 3: l r best0:c.t aus vier ?Denen eines Bündels, von denen nie 

drei kollir.ea::: si:c.d ("Vierflach eines Bündels"). 

:;.r:,,,1,: Ein quadra·~isc:>ie:r Ebenenl:egel ist eindeutig besti=t durch 

fünf seiner io::1.)ener.,von denen nie drei kollinear sind, und umgekehrt 

legen fünf :sbenen eir:.es Bündels, von denen nie drei kolJ.inear 

si:cd, cenau ei:-1e:::1 (!.uadratische:::i 1oenenkec;el fest. Alle Ebenen 

eines qü::,drr,-::;ische;-,_ Z:Jer:erJ:egels sind gleichberechtigt: Je 

zwei verschieder;.e Z::,er:.en eines quadratischen Ebenenkegels 

werden von allen seinen Ebenen nach projektiven, nicht per-

spckti ven Gera:ie::::.büscheln geschxli tten (Vgl. 2. '1, Folg. 3 und 5). 
Ar1aloge s 5il t Lir qüaci.ra tische Geracienkegel. 

DEF.4.2 b (D3-dual zu Def.2.'1 b): Eine Gerade x in einer Ebene 

eines c_uadratischen Ebenenkegels fr heißt eine Er

zeuge::::.de, we::,J1 d=ch sie keine weitere Ebene von Cr geht. 

Eine Ebene \ ci.;u-ch eine Gerade x eines quadratischen Geraden

kegels 0r heißt ei~,e Tarl(;entialebene, wenn in ~ keine weitere 

Gerade von ~r liegt. 

3) (D3-dual zur Beme:'kung nach Def.2.1b) In jeder Ebene «" t'.r 
liegt genau eine Erzeugende von Cr. Durch jede Gerade x 0 ~r geht 

genau eine Tangentialebene von qr• 
Bemerkungen: (a) ?:ach Folg.1 ist der Dl:.:rchschnitt der Punkt
nenc;e eines quadratischen GeraderJ:egels l,j r r;;i t einer J,,oene Jr' 
nicht durch die Spitze Sein PUI111:tkegelschnitt k. Ist x 
eine Gerade von ~ r und '\ die Tancentüüebene von Ulr in x, 
so ist die Spur von ~ in X die Tangente von k in 'X=x X : 
(:ind.) Ist nämlich ~.:rc eine Sehne von k, so trifft diese den 
PurJ:tker;elschni tt k in einem Punkt Y+X und SY ist eine weitere 
Ge:r;:icie von OJr, welche in~ liegt, was der Definition der 
Tanßentialebe~e widerspricht~ 

(b) Ist Pi, Sein Punkt auf der Erzeugenden x von 0r 
und 1c IP eine Ebene dUJ~ch S, ·so. enthält der Du.rchschnitt der 
Punktmenge des Kegels DÜ t n: sicher x. Führt man die Sprechweise 
ein: Jede Gerade ist i.n jedem :i.hrer Punkte ihre Tangente, 
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so gilt .zusammenfassend: Alle ebenen Schnitte eines quadratisc~en 
Geradenkegels durch ei.nen seiner Punkte verschieden von uer Spitze 
besitzen Tangenten, welche in der Tangentialebene der durch den 
Punkt gehenden Geraden liegen. 

(c) Um den Durchschnitt eines quadratischen Geraden
kegels Ujr mit einer Ebene,n durch S zu 
bestimmen, schneiden wir UJ f' zuerst mit einer /2 
Ebene oc-;. s und erhalten den Punktkegelscnnitt k.. . ,~s .. 
Da mit jedem Punkt P des Durchschnitts ver- f l 
schieden von S die Kegelgerade PS dem ~¼l? 
Durchschnitt angehört, besteht dieser aus ,,-
Geraden, deren Schnittpunkte mit C(. ' _1r ,k cor 
auf ex.Je und auf k liegen. Somit be- --""----~ 
steht der gesuchte Durchschnitt entweder aus zwei oder aus 
einer Kegelgeraden oder nur aus {S} 

4) Jede(nicht notwendig projektive) Kollineation '*'.:lf- I führt 
einen quadratischen Ebenenkegl tr in einen quadratischen Ebenen
kegel tr• über,wobei eine Erzeugende von tr in eine Erzeugende 
von lr• übergeht; je zwei quadratische Ebenen.kegel sind projektiv 
kollinear. Analoge Aussagen gelten für quadratische Geradenkegel. 

Bew.: Es genügt die D3-dualen Aussagen zu beweisen. 
(a) Jeder Punktkegelschnitt keines PP-Raumes geht bei einer 
Kollineation .e: lf - lf linienelementweise in einen Punktkegel
schnitt über: Ist rr die Ebene von k, B".e. • die Ebene von k::e und 
~: 'f.2a- -'Pö~•eine Perspektivität (für ö• l:i~· setzen wir~ 2 l ), so 
ist k; ein Punktkegelschnitt in~~·, da~ eineSteinererzeugung 
von k durch projektive Geradenbüschel in eine Steinererzeugung 
von k~ überführt. Weiters ist ;~~=P~x·-P~~·eine Autokollinea
tion von ~.e• mit k~ i--kae und daher ist nach 2.1,Folg.2 die Punkt
menge k<f ein Punktkegelschnitt; bei ~ geht eine Tangente von k 
in eine Tangente von k ~ über und analoges gilt bei r':ie nach 
2.1,Folg.6. 
(b) Je zwei Punktkegelschnitte k,k' eines PP-Raumes sind projek
tiv kollinear: 
Ist ö bzw.~· die Ebene von k bzw. k', so existiert nach 3.~, 
Folg.2, Anw.b eine projektive Kollineation .e 1:T-lf mit o-'ae!=ö 
(für Ö• eY' setzen wir .e,z L ). Dann ist k'oe 1 -:k 11 ein Punktkegel
schnitt in ö und nach 2.2,Folg.4 sind kund k" projektiv kolli
near in er, d.h. es existiert eine ebene projektive Kollineation 
Se.2.: ~- ö mit k"ie1 ak, Nach 3.5,Folg.2,Anw.c kann ae.,_ zu einer 
projektiven Kollineation -.ie2,:'f-lf fortgesetzt werden mit 
.e1l'Pe-•~.,_;die projektive Kollineation ~.-e.,.:T-lf" .leistet k'>--k • 

• 
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Bemerkungen: (a) N0ch 2.2,?olß.4- kann man in ;;e, zugeordnete 
Punktetripel von k" ur:d k vorsclu-eiben; in G,ege:i.sa-::;z zu:: e::ier:e:: 
Fall ist jedoch im R:nrn1 cLi.rch vo::-geschriebene Tripel auf k' 
und k die projektive ,,;:oJlü:_eFt".;ion 1:c' .....- k nicht r,iehr ein-
deuti5 festgelegt. Hat nan nä;:;üich eine projektive Kollineatior. cf:. 

mit k 1 -ae, =k gefunden, weJche flir die 'i'ripel das Ge-
wünschte leistet, so kar.r;. Dan oe.. ur.bGschadet der gewünschten 
Wirkung mit einer belieb:i.gen pers-oektiven Kollineation von lf 
mit der Achse 6 ('rrägerebene von k; .zusammensetzen. 

D,cd~,a~: Sind au! (, r:' und -c, r· ~u.ge?rdn;te ~enei:tripel :orge-: 
scnrieoen, so existieren proJeKtive Kollinea-cionen, die -tr in ( 0 , 

überführen und die Ebenentriuel einander zuordnen. Jecle solc:::te 
I(oll inca tion zusam:nengesetzt ... wi t; eir..er perspekti ver.. Xol l ineation~ 
deren Zentrum im Scheitel von -lr liegt, ist wieder eine 
projektive Kollineation, die das Gewünschte leistet. 

(b) Jeder quac1.ratische Gerade.n.kegel im PAil. ist 

projektiv kollinear Z1U einem K.:-eis}-::ecel und jeder quaC.ratische 

Ebenenlrngel im PAR ist projektiv kollinear zur Menge d.er 

Tangentialebenen (im eler;entaren .Sir-'1) eines Krei,skegeJs. 

Nach 2.2, Folg.2 ist ein Kreis ::1ämlich ein Pu:-"Jctl:e[selsc::Cr_itt bzw. 
die 1'1}cnge seiner Tangenten ein Ger2.denkegelschni tt; 6.ie P2·ojekt:.c~1. 
dieser ElemerJ.te c.us einG.:n PurJ<t S nicht in der Xreise bene er-
gibt in: Sinne der b7.e:r::enter6eometrie einen Kreis}:egel -ozw. seine 
Tangentialebenennenge; r..ac:i ?ol[~.1 ist diese IJrojektion eber ei:-, 
quadratischer Geraderc- bzw. E"::;enen.,rngel. Damit ist im. PAR ein 
quadratischer Gerac.en-bzw. Eberer_"i;:egel belrnr.nt; nach ?olr;. 1+ 
sind alle anderen dazu projektiv kollinear. 

5) Da auch in der Menge der dreidimensionalen klassischen 
projektiven Räume lTK, nach 3,8, I<'olr:-.'10 das DJ.alitätspri:1Zip 
D3 e;il t, können wir aus d.en AuDsar;en über Ker_:;elsch:1i tte in 
einer klassischen proje}:tiven Ebene .Aussagen über qundraticche 
Kegel in einem 1f K, gewinnen. 

D
3

-o.ual zu Satz 2. 3: Die Menge der Erzeugenden ('l.'ar.gential ebei:en) 

eines quadratischen Ebene:nkegels tr (quad.ratiscr.en Ge~adenl-::egels) 

bildet einen quadratischen Geradenkegel 0 r (quadratischen 

:Ebenenkegel). 

lr ul;lr nennen wir "quadratischer Kegel" r (D 3-dual zu Kegelsct.c.it"'.:; 

kuk"'), der im Sinne vonBem. d nach Def.4.2a als Punkt:nenge 

aufgefaßt werden kann. 

6) Wir wollen nun das Polarsystem ei.nes quadra

tischen Kegels r in lfKl mit Hilfe des Polar

systems i\" eines Spurlrngelschnitts k"' r ,--. ::r (mit 

riJ. S) definieren. 

1 

DEF.LJ-.2 c: Ist kein Spurkegelschnitt eines quadratischen Kecels 

in einer Ebene ?r nicht durch die Spitze S und i\" 

das Polarsystem von k, so heißt die Abbildung :\r: 0s- ts mit 

g ( ( UJs ) f-Oe [ ( gx) i\. ] • S ( 6 t s) 
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Kurz: Man proJ1z1ere Pol und Polare von k un.d erhält in Ar ge
koppelte Elemente. 

Bemerkung: ~iese Definition ist sinnvolli denn sie ist unab
hängig von der Auswahl der Hilfsebene x ,nicht durch S): 
Je zwei bilfsebenen n, und n:,. nicht durch S werden 
durch das BJndel S perspektiv bezogen; insbesondere ordnet 
die ?erspektivität die Spurkegelschnitte k,= r('\ .?r,und ka =1'11x1 
einaLd.er z~. Diese Zuordnung wird durch die Erzeugenden von r 
bewerkstelligt. Nach 4.1 ,Folg.8 ist eine Perspektivität zwischen 
Punktfeld.err. stets die Beschrän.1rnng einer gewissen Kollineation 
und nach 2.3,Folg.5 geht bei einer Kollineation x 1 -x1 polare 
Lage in polare Lage über. 

Nun kör...r.en Aussagen über Polarsysteme von Kegelschnitten in Jr Kl 

zu Aussagen über quadratische Kegel in fKt umformuliert werden: 
Beispiele(zu 2.3,Folg.3): In jeder Ebene durc~ die Spitze, die 
keine Tangentialebene ist,existiert eine Involution konjugierter 
Bündelge::-ad.en bezüglich Ar; ist diese hyperbolisch, so sind 
ihre Fixgeraden Erzeugende von r. Un jede Gerade durch die 
Spitze, die keine .Erzeugende ist, gibt es eine Involution 
konjugierter Ebenen bezüglich Ar;ist diese hyperbolisch, so 
sin4 ihre Fixebenen Tangentialebenen von r. 

SATZ 4.2: In einem dreidimensionalen Pappusraum ist jeder 
quadratische Geraden.kegel bzw. jeder quadratische 

Ebenen.kegel durch die Spitze und einen Spurpunktkegelschnitt 
bzw. Spurgeradenkegelschnitt in einer Ebene nicht durch die 
Spitze festgelegt,und je zwei quadratische Geraden- (Ebenen-) 
kegel sind projektiv kollinear; In jedem Punkt P verschieden 
von der S?itz·e eines quadratischen Geradenkegels existiert 
eine längs der Geraden durch P feste Tangentialebene, .in der 
die Tar.genten an alle ebenen Schnitte des Kegels durch P 
liegen. In einem klassisc~en dreidimensionalen projektiven 
Raum bilden die Tangentialebenen bzw. die Erzeugenden eines 
quadratischen Kegels einen quadratischen Ebenen- bzw. Geraden
kegel und jeder quadratische Kegel besitzt ein Polarsystem. 

Bemerkung: Das Polarsystem eines Kegelschnitts ist eine 
projektive hyperbolische Polarität der Trägerebene. Das Polar
system eines Kegels ist daher eine projektive hyperbolische 
Polarität einer Koebene, aber keine Polarität des Raumes lf, 
da eine Polarität in lf eine Bijektion ,P.-! ist. 
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Bei einer. quaclratischen Geradenkegel sind wir von einer 
projektiven, nicht perspektiven Abbildung oc zwischen Ebenen
b'ischeln r:ti t scJ:-,.neidenden Trägern ausgegangen. Jetzt wo1len 
wir windschiefe Träger betrachten: 

DE?. 1L 7; a: Eine Geraden.wenge in lf PP heißt ein Regulus, 1-rnnn sie 

die rlenge der Scbni ttgeraden zugeordneter Ebenen 

zweier pro,j ekti ver .Eber:.e::büschel mit windschiefen Achsen ist. 

Jede Ger!lde, die alle Geraden eines Regulus trifft, heißt 

Leitgerade des Regulus. 

Bemerkungen: (a) cc t, 7i t, .. Projektivität mit s 
wind.schief t. Eine Ebene ~ 0 (. 5 enthält sicher 
nicht t, denn s -:.:.r.d t sind windschief ==> t 
durchstößt I in eir:en eindeutigen Punkt T. 
Eceriso dü.rchstöSt s die Ebene \<X. ( ~ t t ) 

in eine:n einde-._;_tigen I\cn.kt S; die Gerade x "'S·~°' "'ST gehört 
zum Regulus iJJ ~ , Der Regulus l)~ kann daher so beschrieben 
werden: 
0Jq,:= ( x =.0 1 ~ '::' 1, ~"' mit ex.: 'ls- it Projektivität II s wind

_,chii::f "J. 

(b) s und t sind Leitgeraden des Regulus~~, denn 
jede Gerade x E 0 ~ trifft s und t. Die Geraden s und t 
heißen "Grundleitgeraden". 

1) (a) Die Gerader;. eines Regulus beziehen di.e beiden Leitgeraden 

projektiv aufeinander. 

Dw,-r. : Nach der :Ior.str~iktion von S und ·:r in der obigen Bemerkung 

(a) gilt t(T)Xsq)~t(~i<.)?is(S)-=> t(T)7is(S). 

Bemerkung: Nach Def,3.6 a und 4-.1 sind zwei windschiefe 
l'i.L'1ktreihen ni0m.al s perspekti v. 

(b) Die i·1enge der Verbindungsgeraden projektiver wind

schiefer Punktreihen ist ein Regulus. 

Bew.: Gegeben ist s(S) 7'i t('r); wir verbinden s .mit T bzw. t mit S 

und erhalten Ebenen \ bzw. \' ; e,s gilt 

sCt:E)Xt(T)1·s(S)7\'t(!_0 mit ~'1'\'=>s(n71"tq•) und 

\ ~' 
TS ~ ( sT) , ( JS) ~ ~ • r . 
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Die Menge der VerbiLdungsgeraden zugeordneter Punkte ist 
identisch mit der Menge der Schni ttge·raden von in s ( 1);,; t (~ ') 
zugeordneten Ebenen, also ein Regulus. 

Bemerkungen: (a) Regulus ist daher ein selbstdualer Begriff. 

(b) Jeder Regulus ist einer Punktreihe gleich
mächtig: 1(1,;,I = l,Psl. 

• 

(c) Je zwei Geraden eines Regulus sind windschief. 
\ 

Bew.\ x1 , x2 1e!J,lt .,_ ,J,; (ind.) x1 .schneidet x2• 
Der Schnittpunkt X:=x 1.x2 liegt nicht aufs, da ~ 
die erzeugende Projektivität ~ eine Abbildung ist,X·~----o--
und nicht auf t,da Cl injektiv ist. x 1 bzw. X:i. -

trifft s in X1 bzw. X4 und X,X 1 ,X 2 -bilden ein Dreieck; wegen 
Axiom I 2. muß die Gerade t die Seite s treffen: Widerspruch 
zus windschief t. 

2) (a) Die Menge aller Treffgeraden von drei paarweise wind
schiefen Geraden ist ein Regulus. 

Bew.: Seien sj (j=1,2,3) drei paarweise windschiefe Geraden. 
Durch jeden Punkt P e 1,1s, gibt es genau eine 
Treffgerade x an s1 und s 2 (x ist Schnitt der 
beiden verschiedenen Ebenen Ps1 c: ; 1 und 
Ps2=:~.) und es gilt 
s1 ({,) 7f s 3(P) Ä si~,_)=>s1 ({1 )A si~2. ). 

p 

Die Menge aller Treffgeraden x= ~1 ~,. ist also nach Def .4.3 a 
ein Regulus. • 
(b) Jeder Regulus besteht aus den Treffgeraden von drei paar
weise windschiefen Leitgeraden. 

Bew.: Der Regulus~~ werde durch s(S) A t(T) mit den wind
schiefen Grundleitgeraden s und t erzeugt. Es genügt zu zeigen, 
daß noch eine dritte zus und t windschiefe Leitgerade von 0Q 
existiert. 
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I \ --x 
Drei Geraden xi =Si Ti ( i=1, 2, 3 )von 0 ,p sind nach / '(I. 1 

Folg .1 paarweise windschief. Aus einem ~ 'li___{ll '1--X2. 
Punkt P1 auf x1 mit P1 * jS1 ,T1 gibt , /-

es nach dem Beweis von (a) genau ~ {,'"\ _ ei___l5J-1j __ x, 

eine Treffgerade p an x2 und x3 . - t . 
Für N=2 ist man fertig. den..'1 p ist ~ ~ 1 <' r , p ~ -x 
Leitgerade von 01> =txi/i='1,2,3}. _§ - · 
}ur N>2 ist zu zeigen: Eine beliebige t 

s p 
Gerade x=ST von 01- trifft auch p. 

Setzen wir 5 :=sx, ~i :=sxj, t,' :=tx, 15:=txj (j=1,2,3), so sind 

die Punkte ~.p=P,s1.p=:Pj bzw. ~
1
.p=:P',½i·P=Pj eindeutig be

stimmt, denn p ist windschief s und p ist windschief t. Die 

Behauptung lautet also P=P'. Wegen obiger Definition gilt 

p(P1 ,P2 ,P
3

,P)~ s(sns»~~,~)
0
~ t (;;,t;,~,~'11 ~')l': p(P1 ,P2 ,P3 ,P 1

) 

'=*p(P
1 

,P2 ,P3,P) " p (P1 ,P2 ,P3,P 1
) =t P=P', da in 1f PP der 

Fundamentalsatz gilt. • 
Bemerkungen: (a) Die obige Aussage lautet umformuliert: Schneidet 
eine Gerade drei paarweise verschiedene Geraden eines Regulus, 
so schneidet sie alle Geraden dieses Regulus und ist daher Leit
gerade. 

(b) Hier wurde zum ersten Mal in 4,3 dar Satz von 
Pappus-Pascal verwendet. Ohne Beweis sei erwähnt: Die Aussage 
von Bemerkung a ist logisch äquivalent zu PP. 

(c) Seien x 1 ,x~,xi drei verschiedene Geraden eines Re
gulus~~- Die Menge der Leitgeraden von~~ besteht aus allen Treff
geraden von x 1 ,x1 ,x~ und daher ist diese !.'.enge nach Folg.2a 

. R . 1 Tif" h . o~ - rX " •• d. R - " ein eg1J._ us ~1t; er ei.l.)v uer z_u vJ+.err;;an??n 
11
e ~g;u.1.u~ .. 

Der zu 04> erganzende Regulus cJ,,, stim:rrt m:;_ t; ud <I' uoere1n. _ 
Dazu ist zu zeigen, daß C~,i, die !1enr:;e der Leitc;eraden von ,;,. ist. 
Jede Gerade xe(jj,,, wird_yon allfl.:'1 Geraden x e Uj~ 6etroffe:2., also 
ist~ Leitr_,;erade von CJ.,,=}x• 6Jt1>=}-UJ•c üf~._1st umc:;ekehrt x c 0:rr , ~ann ist x Lei~::,;erad~ von (ff., d~h. ~ trj_fft _§lle ~crade:r. 
von uh , insbesondere die dre1 _ _ße~cl-~ x,, x 2 , x 1 I • 0j t. Die 
~enge all~r Treffgeraden von x~,x 2 ,x3 ist der Regulus 0~==} 
X€ C/1<1> =1. 01> C UJ.,, • 
07 und~. haben also folgende gegenseitige Lag~: 
Je zwei Geraden aus 0.:1 ur:d je zwei Geraden aus ~J 9 sind Kind
schief; es gilt GJt1>nlJ') =J:!. Jede Gerade von~,, schneid.et alle 
Geraden von ~t und umgekehrt. 

(d) Aus Folg.2, b folgt: Bei einer (nicht not
wendig projektiven) Kollineation geht ein Regulus in einen 
Regulus über. 
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(e) Die Grun.dleitgeraden sind in ij. nicht ausgezeichnet. 
Anders l'ormuliert: Je zwei verschiedene Leitgeraden eines 
Regulus werden von allen Regulusgeraden in projektiven Punkt
reihen geschnitten; aus je .zwei verschiedenen Leitgeraden werden 
alle Regulusgeraden durch projektive Ebenenbüschel projiziert. 

Bew.: 1.:-nter Verwendung der L11zidenztabelle (Figur) und der 
Bezeichnu~en io Beweis von Folg.2 b gilt 
p(P) ~ s q) i't t (T) =} p(?) A t (T), und diese Reihen erzeugen 
ebenfalls OJ~ (wegen ST=PT). Die Leitgerade s kann also durch 
die Leitgerade p ersetzt werden und analog kann t durch eine 
andere Leitgerade ersetzt werden. + 
DE?. 4-. 3 b: Die Menge der Punkte, die mit den Geraden eines 

Regulus 0~ inzidieren, heißt eine ringartige 
Quadrik et> • Die Geraden des Regulus 0 ~ heißen Erzeugenden von et> • 

BenerkG.ngen: (a) Auf jeder ringartigen Quadrik 4> gibt es zwei 
Scharen von Erzeugenden, rlimlich_g.ie Geraden von q</> und die 
Geraden des ergänzenden Regulus UJ </> • ZUll!_ ergänzenden ReguJ us 
gehört nä.rnlich eine ringartige Quadrik <P und es gilt <P = q> : 
Jeder Pur.Jet X t 4> liegt auf einer Geraden von ~~;. durch X geht 
n~ch Bern. c eine Gera~e v?n {fi,=}X E f ==> <!)c <P..-! Da Ergänzendsein 
eine syz:.metrische Relation ist, folgt ebenso </> c <P. 

(b) Je zwei Erzeugenden einer Schar auf c/> sind 
windschief, je zwei Erzeugenden von verschiedenen Scharen auf~ 
scLneiden einander (vgl.Bemerkung c von oben). 

(c) Im PAR ist aus der Darstellenden Geometrie ein 
Beispiel einer ringartigen Quadrik bekannt. Dort wurden die 
Ferngerade s von x und zwei nicht zu :;r parallele, zueinander 
windschiefe G0raden · t und p als Leitgeraden verwendet •. Die 
!1enge aller zu -;,:- paral.lelen Treffgeraden von t und p ist im 
Sinne von Def.lJ..3 a ein Regulus und die zugehörige Punktmenge, 
ein hyperbolisch~s Paraboloid, daher eine ringartige Quadrik. 

3) Sei~ eine ringartige Quadrik und X eine Ebene. Wir wollen 
die Punktmenge$ n:Jr untersuchen. Wir unterscheiden zwei Fälle: 

(a) Enthält 3r eine Erzeugende x (E~,p) von q>, so ist <Pn:;r•,P,v.Px 
mit xe0,i.. 

Bew.: Es existiert yi0<t> mit ytx ~ x windschief y ~ y -,_ :r =} 

3 *Y:=yx mit Y J. x. Nach Folg.2a geht durch Y•q:, genau eine 
Leitgerade x(, (1 ~ ) und x I.Jr, da Y I rc und x die Gerade x trifft. 
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Es ist i:oc:C. ze:,gen, daß in .:Jr kein Punkt von q:, 
liegt, d.er :::.cht 
(ind.)]Pc Ors X 

auf x oder x J.tegt. 

mit p ;( 1 X 

r;eht eine G'o:::a.de Xp vo"1 (;),;,; 

Geraden von TC? treffen r,mß, 

in :x =} Xp scrweidet x: 

da 

• Du.rch P c 1> 
r3.lle 

trifft 

(b) EnthäJ.t X keine Erzeugende von q:, , "rn ist cp n J[ ein 

:Puri}ttkegelsc:C:,.:ü tt. 

Be,.1• •• Sind ,, 1" !X1· 
V ./,._,..( ') l ~V 9 so gilt ri.ach Voraussetzung x1 ,x;~ ! JL„ 

Nach Folg.2, 3e~.e kann dureh die Proje}Itivität o.:: &r·-

zeugt werd_er ... ~d~h~alle x~ werden aus x 1 tmd 

durch proje:C:tive Ebenenbüschel projiziert. 

Da d1-~Tch ~ eC..s:" .. ?~~ .• }:t; von Cf) genau eine 

Gerade von ·~ <P geht, ist cp f'\ X identisch 

mit der !".e:::..§:e aller Du:::-chstoßpunkte der. 

Geraden XE • ILit :Jr' also cp r. Jr = { x.Jflx € zr<P} ' Mit 

er-gibt sich: 

x1 x ( ~-X )71 x,/ ~ ) ~ x2 (~,ex.) r-x2 X (€1X,X) ~ 
x

1 
Jr ( ~-X )r, x.2 ::r ( ~e<. • .Jr) => die Spuren von ~ und ;Dl sind 

proj ekti '1 ;e:.:cppel t und t x ,r} ist als Erzec1gnis dieser 

P:rojekciv::.tät ein Pur,ktkegelschnitt, wenn gezeigt ist,daß 

dics 12 Ko~plc::; L"icht perspektiv isto 

(irsd.) x'iJr (~.X) 'X" x 2 x(sc<.,X) =4 die gerr:einsame Büschelgerade 

ist selbstzc.;.geordr.e;:;;sie ist die Spur einer }:.:bene 1l und einer 

1c:.iene 7lc<. , c-::.so ;:;;u.S -~. 11cx. ( I ,7f) eine Erzeugende von cp sein: 

'.·lid.erspruc::i z;__;_r Vorac1ssetzun.g, daß in X keine Erzeucende von cf, 

liegt. 

Be::ie:r~:~~r-€: ,; ec.e Gerade [: auf einer rin0::irtir:;en 0,.i.adrik cjJ ist 
e=:..:2.e E='ze·;.se:s.6..e, ".-.rie indirekt aus Folg„ 3b unter Verwendung 

• 
einer Ebei:e c:c.rcn g, die keine Erzeugende enthält, sofort folgt. 

Ebenso fc::.gt aus Folg. 3,b : Eine Gerade, die drei verschiedene 
Punkte einer ringartigen Quadrik enthält, ist eine Erzeugende. 

4) Eine rii:gartige Quadrik q:, ist 8-indeutig festgelegt durch 

ein "windsct:;_e.fes Erzeugendenvierseit" e
1

,e
2
,f

1
,f

2 
und einen 

Punkt X, der zusa=en mit den vier Ecken des windschiefen Er-

zeugendenviersei ts eir,e FundamentaJ.figur bildet. ~ 
U::iter_ einem. "wir::dschiefen Vierseit" versteht e, . 
;;.,an eine v:..erelementige GeradeQ,.lJlcmge te,, eL, f,, f,.} . -
mit e, windschief e„ ur::d f, windschief f1.und 
e, bzw. e~ trifft f, lUld f~; ein solches Vier-
seit besj_tzt nach Axiom I, nur vier Ecken. · e.~ X r 
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Bew.: Durch X existiert eine eindeutige Treffgerade r
3 

an e1 ULd 
e2 und diese muß notwendig Brzeugende der ringartigen Quadrik q, 
sein. Schneidet r

3 
die Gerade r 1 in einem Punkt, der keine Ecke 

des Erzeugendenvierseits ist, so müssen e1 und e2 nach Axiom r2 
im Widerspruch zur Angabe einen Punkt gemeinsam haben; schneidet 
r 3 dagegen r 1 in einer Ecke des Vierseits,z.B. in e1f 1 , so liegt 
X in der Ebene r 1e2 im Widerspruch zur Angabe. Da analoges für 
die Geraden r3 und r2 gilt, sind r 1 ,r2 ,f3 paarweise windschief 
und bestimmen nach Folg,2 eindeutig einen Regulus qf, dem e1 
und e2 angehören. • 
5) Je zwei ringartige Quadriken sind projektiv kollinear (Im 
Sinne von PGL(J~) existiert also genau eine riJlßartige Quadrik). 

Bew. : Seien <:p bzw. <P' zwei ringartige Quadriken mit den Regul i 
vJ~,Zif0 bzw.0~,Jf1 •• Wir greifen auslJ,pdie beiden Geraden s,tl* und 
aus q.,, die beiden Geraden x1 ,x21 +heraus;{_ s, t ,x1 ,x2} ist dann 
ein windschiefes Erzeue;endenviersei t von cp • In CJ~ existiert 
sicher noch eine Erzeue;ende p(*ls,t) und auf p 
existiert ein Punkt; P, der auf keiner 1 

.Geraden des Erzeugendenvierseits liegt. 
Wir setzen s,x1 n:S1 , 
t.x1-:T1 bzw. s'.x{•=S{, 
t•.x1n:T1 und zeigen zunächst, 
daß {s1 ,s2 ,T1 ,T2 ,P} bzw. 
{s1,s2,T1,T2,P 1J Fundamental-
figuren sind, also nie vier Punkte einer Figur komplanar sind. 
s

1
,s2 ,T

1
,T2 sind nicht konplanar, denn s1 ,s2 j I s und T1 ,T2 I I t 

und s ist-windschief t. 
s

1
,s2 ,T1 ,P sind nicht komplanar: (ind.) T1 I?r:=S1s2P. In X 

FottJ-3 ~ • • 
liegt die Erzeugende s 9 <t, /"\ X = ,P.s v 'Px, wooei x eine 
Erzeugende von l;J ,p ist; diese ist notwendig x1 • Der Punkt P "- <P 

gehört nach Voraussetzung zu .?r - PE 4' " Jr A P l- 1 s, x1 : 
Widerspruch. Die fehlenden Fälle erhält man in analoger 7/ei se. 
Nach '5.7,Folg.8 existiert genau eine projektive Kollineatio:t aus 
PGL(i~), welche die eine Fundamentalfigur in die andere über
führt. Diese bildet auch das Erzeugendenvierseit {s,t,x1 ,x2} 
und den Punkt P von~ auf das Erzeugendenvierseit fs',t',x1,x21 

.und den Punkt P' von <j)' ab und damit die fingartige Quadrik 

cp auf cj>', da <I> und cj.,• durch die 



Reguli mit den Leitgeraden s,t,p bzw. s' ,t',p' eindeutig 

bestimmt sind (vgl. Folg. 2). 

:Bemerkung: Im PAR ist jede ringartir;e Quudrik projektiv 
kollinear zu einem h:y})er·oolischen Paraboloid.. 

6) Schneiden wir eine ringartige Quadrik cjl mit zwei Ebenen Jr i 
(j="i ,2), die keine Erzeugend.e enthalten, dan."1. sind q:, n x; ~:k; 
funktkegelschnitte. Du_rch jeden PurL\:t X," k 1 geht genau eine' 
Gerade x~" 0Jcy, und x 1 fö.rrchstößt X2. in X2 <"k:z., Der Regulus U:)o _ 
vermitte~J also eine ~bbildung k~ -- k2., und ebenso besti=t er~ 
eine Abb1.1.dung k 1 ___.. K 2 • 

Zwei fun,_\:tkegelscbni tte auf einer ringartigen Quadrik q:, werden 

du:cch die Geraden jedes Regulus auf cp projektiv abgebildet, 

Bemerkungen: (a) 1,Jir haben mitbewiesen: Die Punkte eines 
PurJ:tkegelschnitts auf q, werden durch die Geraden eines Reguhrn /{4' 
projektiv bezogen auf die Pur..ktreihe jeder Leitgerad.en von 
Diese trifft natürlich den Punktkegelschnitt,und in der 
Projektivität ist dieser gemeinsame Punkt selbstzugeordnet. 

(b) Gilt q)r,J:'j:kj (j„ "i,2) und ist :n-,..Jr2 =:a eine 
Ser.ne von k 1 , uelche die Pur..kte S,T von ic 1 tr2.gt, so geht 
auch k 2 durch S und T,und die Punkte S,'1.' sind in der 
Projektivität k,.(Xd7'k 2 (X2 ) selbstzugeordnet, We;;,;en S,'.l'jEQ;,," 
gilt nämlich S,TI • k1"'q,"'.IT2; 09 senuct durch S ger.au eine 
Gerade x 5und x 5 durchstößt Jr1 sowie :x„ ge:-1au in S ,also ist S 
(und analog T) selbst~ugeordnet. 

(c) Ist a die Tangente von k 1 in S, so berührt auch 
k„ die Gerade a und S ist selbstzugeordnet. Ist a Passante von 
ki, so auch von k.,_(a heißt Passante von k,, wenn -Pcc"k 1 =0). Die 
Beweise dieser Aussagen sind analog zu (b) zu führen. 

7) Eindeutige Festlegungen von ringartigen Quadriken 

(a) Eine ringartige Quadrik wird eindeutie; festgelegt durch 

drei paarweise windschiefe EJ.,zeugenden (vgl.Folg.2). 
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(b) Eir:e ri:."..gartige Quadrik 1> wird eindeutig festgelegt durch 

z,,ei windschiefe Erzeugenden r
1

, r 2 und drei Punkte Xj 

(j=1,2,3) m.:Lt Xj X I f
1 

,r2 , die "allgemeine Lage" beei_tzen. 

Gibt es zur Angabe eine ringartige Quadrik <j:, , so sind die 

drei eindeutig besti=ten Treffgeraden ej durch die_Punk:te 

Xj an f 1 und f 2 notwendig Erzeugenden von <j) • Sind die 

Gerade::1 ej paarweise windschief (das bedeutet "allgemeine Lage"), 

dann bestimmen sie nach (a) eine ringartige Quadrik q:, , die 

in die Angabe paßt, denn r
1

, r 2 treffen die drei Erzeugenden ej 

von 0cp und daher nach Folg.2,Bem.a alle Geraden von 01' =}f
1 

,f2 1c cp. 

( c) Eine rir,ßartige Quadrik cj) wird eindeutig festgelegt durch 

ein windschiefes Erzeugendemrierseit und· einen Punkt X, der 

zusammen mit den Ecken des Erzeugendenvierseits eine. Fundamental

figur bildet (vgl. Folg.4). 

(d) Eine rinsartige Quadrik cp wird eindeutig festgelegt durch 

einen Punktkegelschnitt k (Trägerebene E) und zwei wind

schiefe Erzeugenden f 1 , f 2 (;l t:), die k treffen. 

Gibt es zur Ar1gabe eine ringartige Quadrik <P, 
so ist die eindeutig bestimmte Treffgerade e 

r1 und f 2 durch einen beliebigen Punkt X€ k 

notwendig Erzeugende von cp ; e ist Schnitt 

von ~' :=Xf1 und ~.:=Xf2 • Diese Kon
struktion ergibt für alle X«k: 

r1 q-1):;o:: r1 t C~,E.)*r2 c C~i0;;;;' r 2 q.,_) ~ 
e. 

f„ 

r
1
(;1 )7rf2 (~2 _). Diese Projektivität erzeugt einen Regulus 0<t>. 

Die zugehörige ringartige Q.uadrik ~ trägt r1 ,f2 und ihr Durch~ 

schnitt mit f. ist der Punktkegelschnitt k. 

( e) Eine rir..gartige Quadrik cp wird eindeutig festgelegt du.rch 

einen Punktkegelschnitt k (Trägerebene c ) , zwei schneidende Er

zeugenden e,f(;rc: ),die k trei'fen,und einen Punkt X t f, der nicht 

in der Ebene e.f liegt; die Gerade. X.ef soll k nicht treffen. 

Gibt es zur Angabe eine ringartige Quadrik <t> , 

so ist die Verbindungsgerade ex von X mit dem 

Restschnittpur,kt S der Spur von Xfc:tf in g mit k 

notwendig eine Erzeugende von cp, da sie drei 

Punkte von~ trägt (der Fall, daß ~-€. Tangente 
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von k ist, wird in 4.4,Folg.1,Bem.c geklärt).Die Geraden e,ex(,tX.ef) 

sind windschief (ind.: ex schneidet e; aus ex schneidet f nicht 

in e.f =X liegt in der Ebene ef:Widerspruch). Nach (d) bestimmen 

e,ex •"' genau eine ringartige Quadrik (j). Auch f liegt auf q:>, denn 

f geht durch fl" k c cp und trifft e und ex; f trägt also drei ver

schiedene Punkt von cp. 

(f) Nach Folg.6,Bem.a gilt: Die Erzeugenden eines Regulus 01 
bezieJ-.en die Punkte eines JOunktkegelschni tts k ß.Uf der zugehörigen 
ringartigen Quadrik q:, und die Punkte einer aus 6l4' stammenden Er
zeuger:d.en f projektiv, wobei der gemeinsame Punkt S von kund f 
selbstzugeordnet ist. 

UGgekerG'.'t: vie !,'.enge der Verbindungsgeraden zugeordneter {verschie

dener) Punkte einer Projektivi tät o<. einer Punktreihe Pr auf einen 

PUD~tkegelschnitt k ist in einem Regulus enthalten, falls f nicht 

in der Ebene von k liegt, ferner f den PUJ'.l.ktkegelschnitt k in 

einem Punkt S trifft und S=Soc gilt. 

Bew.: Zu den drei pw. verschiedenen Punkten S, X, Y \q::lf gehören 

dj_e drei pw. verschiedenen Punkte S=Scx,,Xcx,Y"'IEk mit X4'Xcx,_Y„Yo<. 

Fach (d) wird dusch den Punktkegelschnitt k (in c) und die zwei 

Erzeugenden e~ :=XX«" ey:=YYo<, die beide k treffen und nicht in e 
liegen, eindeutig eine ringartige Quadrik cp bestimmt, falls ex 
windschief e 1 gilt. Wegen x„y können einander ex und ey nur in 

einem PurJ!.:t nicht auf f treffen, und 

nach Axiom r2 existiert dann f.XxYoc; 

Pun.u::t in e müßte S sein, und S,Xcx,Yix 

als drei verschiedene Punkte von k 

ni.cht kollinear. Sei GJ,:, der Regulus 

auf ,P, der ex und ey enthält, 

Nach Folg.6, Bem.a beziehen die 

Geraden von vj q, die PUJ'.l.kt-

reihe f u.c.d ::l.en Punktket';elschnitt k projektiv (Projektivität 

0 :1J+-k), wobei S selbstzugeordnet ist. 

Es genügt e>:.=0 zu zeigen. 

Wegen X.XC.:=e"'•Uj~ und YYo<~eyc(,jq, gilt Xß=Xo< und YßxYOI., Für das 

Tripel S,X,Y leisten also oc und 0 dasselbe; damit gilt rx:,•ß, 
weil in lTP? der FS gilt. • 
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Bemerkung: Die durch S"'S"'- "'S ß gehend.e Gerade es von GJ <? ist 
als Verbindungsgerade zugeordneter Punkte nicht besti=t, 
daher erhält man als Menge der Verbindungsgeraden{XXo<.} mit 
XtX,x, nur C;l q,\ {_ ed • 

(g) Nach Folg.6 werden die Punkte zweier Punktkegelschnitte 
k 1 und k 2 (Trägerebenen Ej.) auf einer ringartigen Quadrü: <t> 
durch die Geraden von 6~,t, projektiv bezogen (Projektivität 
<X :k1- k 4 ), Enthält insbesondere die Spur ~~ ~ 
a:•E,E,.die Punkte S und T (S,i,T) von k 1 , S r 
so gilt Scx:"'SATcc•T. k 
Nach Def.4.1c ist der Begriff projektive 
Kollineation ~: E.1 -E.,. sinnvoll. Analog zu 4.2,Folg.4 erkennt 
man~ daß eine Projektivität cck 1 _.,. k:2. mit k¾" ,P.t; sich wegen 
PP zu genau einer projektiven Kollineation ze: ,P. e, - ,p e mit 
k-i;:e=k:i. fortsetzen läßt. . 

1 

1 
,r'1 4.1, F.9 

Bew.: (ind.) ?R. l"'ct = l ==1 oe. bezieht die beiden Punkt-
felder ,P fa und 'P.r, perspekti v, also liegen zugeordnete Punk
te XJ_X«mit einem Zentrum Z kollinear; z.B. X,Ylek 1 ,,;, /\ 

Xot=.X<X, Yi!G =Yo<. l i; k:2. bestimmen Geraden XXix und YYrx. des 
Regulus QJ 41 , die einander in Z schneiden: Widerspruch, denn 
nach Folg. 1 1 Bem.c sind zwei Geraden eines Regulus stets 
windschief. + 
Umgekehrt: Sind zwei Kegelschnitte k1 (c·f2t:J. , €1,,. €. ), die 

einander auf a= e1 E„ in zwei verschiedenen Punkten S,T treffen, 

so in einerProjektivität 0<.:k1 -k2 zugeordnet, daß S und T 

selbstzugeordnet sind und oe.l,p"+1.(wobei ;e wie oben die ein

deutige Fortsetzung von Ol. 1st) e;il t, dann folgt: 

Die Menge der Verbindungsgeraden von in C(, zugeordneten (verschie

denen) Punkten ist in einem Regulus enthalten. 

Bew.: Sei P
1

,:; k1 (P1 11 S, T) und P2 : =P
1

o<, 

(*P1 ). Die Tangente p1 in P1 an k1 schneidet 
a in B

1 
und die Tangente p

2 
in P

2 
an k

2
-e-~---~-----.. 

schneidet a in B2 ; wegen &t=G, T=T und 

oe.l~q*' gilt B1*B2 • Daher hat die 

Gerade P2B1 mit k 2 einen von P2 
verschiedenen Restschnittpunkt P, 
und es gilt H;H' 
a(H

1
) if P

1 
(P

1
X
1

) ~ P2 (P
2

X
2

) ~ a(H
2

) 

mit H1 :=P1x1 .a VX1•k1 " x
2

: .. X
1

o<; 



- 27 -

H2 :=H
1

o<'.. 0 P2X2.a ~ a (H
1 

)7i a(ri2 ). Diese Projektivität ß= a: i ~c.. 

hat die Fixpunkte S,T. Außerdem gilt a(H2 )7fPiP
2
x

2
){-' 

P(PX2 ) ?(' a(H') mit H':=PX2 .a=? a(H2 );<; a(H'). Diese 

Pro,jektivität ,i- hat ebenfalls die FixpurJ{te D,T. Danit ist 

auch 0,r eine Projektivität mit den J<,i::qmrikten S,T, u1:.d Hie 

Durchlaufen obiger Ketten zeigt, r,;il t B
1 

,___B' =B
1

, soda3 wegen 

B1 *1S,T mit dem Fundamentalsatz ßt=• folgt=}H1 =H', d.h. x2 
ist· der Restschnittpunkt von PH

1 
mit k 2 • Alle Geraden ex:=X

1
x

2 
(r/ x

1 
c k1 \{S,T})treffen f:=P1P,denn ex und fliegen je in der 

Eben~ P1PH1 ; die Geradem1enge l ex=X1,X1o<. j x 1 E k1 \{s, -::] j tat also 

eine Leitgerade f. Da P1 ic k1\tS,TJ beliebig ist, gibt es 

für I·T~Li- sicher drei Leit5craa.en :r1 ,r2 ,f
3 

von {e) und. die 

Gera.den .r1 ,.r2 ,f
3 

sind pw. windschief: 

(ind.) f 1 schneidet f 2 • Dann gibt es Z11ei lföglic:CJ-::eiten: 

(o<.) Alle ex=X1 x2 (\/ x1 E k1\{s, T}) liegen in der Ebene r 1 r2= 
alle x

1 
liegen auf der ßpur von f

1
f 2 in E,: Widers:;:iruch, c.e:-,.r, 

drei F\rnkte von k 1 sind niemals kollinear. 

(ß) Alle ex=X1 x2 (V x1 ~ k1\{S,TJ) gehen durch den Punkt r
1
r2 , 

d.h. i:: 1 und E2 werden durch das Bündel Ci]Hi perspektiv kollinear 

bezogen = .e j ,p,"' = L : Widerspruch zur Voraussetzuns. 

Jede Gerade aus {ex=X1-x10(_} trifft daher drei P'·"· windschiefe 

Geraden r1 ,f2,r
3

, und { e:J ist somit nach Folg.2 in 

einem Regulus er:thalten (Die Geraden des Rc:culus durch S 

und T sind wegen S=Soc bzw. T~Toc durch Ol nicht besti=t). 

Sonderfälle N=2 bzw. N=3: :C:s e;ibt nur eine bz1·,. zwei Vcr

bindungsgeraclen von verschiedenen zugeordneten Pun.:-:ten. Eine 

bzw. zwei Geraden sind stets Teilmenge eines Regulus. 

(h) Wir c;ehen wie in (r,) von zwei PurJctkec;elsch:litten k1 in ver

schiedenen Ebenen E1 auf einer ringartigen Quadrik ~ aus, die 

d.urch C!Jt projektiv bezogen werden (Projektivität ,x :k1 - k 2 ). 

Ist insbesondere a= f1 €,_ 'ran;:•ente von k11 
also k

1 
n 12, a., = { S 1 , dann ist a ;;uch Tangente 

von k 2 , und es gilt k 2 ('\P,o;" [ s} und Soc=S. 

Die eindeutige Fortsetzung aevon oc leistet 

not11endig S ;;e. =8 o<. =8 und k1 o{. =k2 1 also 

a ~=a. Es gilt wieder ce. \ f-l "- '1' L ( im Bew. 

von (g) geht die Lage von k1 bzw. k2 
zu a nicht ein). Weiters gilt jetzt: 
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~IPQ ist eine parabolische Projektivität mit dem (einzigen) 

Fixpunkts. 

Bew.: (ind.) Besitzt ;,ej-p_o. einen von -S verschiedenen weiteren 

Fixpunkt D, so berühren die von a verschiedenen Tangenten t 1 
bzw. t

2 
m.:.s D an k 1 bzw. k 2 diese Kegelschnitte in _eindeutig 

bestimmten Punkten T1 bzw. T2 , die in ;;e 

zugeordnet sind. Die Gerade T1 T2 e 0<1> ge

hört zum Schnitt cp " ( t 1 t 2 ). Die Ebene 

t 1t 2 trägt genau je einen Punkt von 

k
1 

und k 2 ,schneidet da..½.er tj)· n'..ll' in 

der Ger2cden T1 T2 : Widerspruch ,zu 
Folg. 3a, • Umgekehrt: Berühren zwei Pw.7kt1cegelschnitte ki- in verschiedenen 

Ebenen c1 die Spur a:= E1 €~ im gleichen Punkt S und sind sie 

so projektiv 1:5ezogen (Projektivität oc.:k1 - k 2 , wieder sei 

ae.. :,P.l,-12i
1 
die eindeutige Fortsetzung von 0<..), daß gilt 

( 1 ) So<... =S ( => a -..e. * =a) 

(2) ;:e..\,p.~ ist eine parabolische Projektivität mit dem Fix

punkts, so folgt: 

Die Menge der Verbindungsgeraden von in c< zugeordneten (ver
schiedenen)Punkten ist in einem Regulus enthalten. 

Bew .• : Sei P1 c k 1 (P1 ,i:s) und P1 c<. =:P2 (,i:P1 ). Durch«- ist oe..und damit 

~!Po. bestimmt. Für die Tangenten pj 

in Pi an k; gilt p1~*=:p2 ; a;;e.*=a => 
p1.a=: B1 ( '!' S) 1-- n2 : =p~ und wegen 

<€.-l,P.Q.. '!'L ~ B1 *B2 • Die Gerade B
1

P2 
schneidet k:2 in einem von P2 ver

schiedenen Restschnittpunkt P. Sei x1 
beliebig aus k,\ {S} und P

1
x

1 
.a= :H

1
, 

X10(=:X
2

ek
2

, so gilt 

a(H
1

)Ä"P1 (P1 X1 )7\"PiP2X2 )~a(H2 ) .mit H
2
::H

1
oe.=P

2
X2 .a =t 

'9 a(H1 )Ä a(H2 ). Diese Projektivität /3 :=: .e.l~ ~ ist nach Vor
auss-etzung parabolisch. Außerdem gilt a(H2 ) ~ PiP2X2 ) ~ 
P(PX2 ))1('a(H') mit H':=PX2 .a ~ a(H

2
)7'a(H'). Diese 

Proj ekti vität 1' ist paraoolisch mit dem Fixpunkt S, denn a 
ist Tangente an k 2 in· s. 
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Das P:-od.i;}:t '3,t zweier riarabolischer Projektivitäten mit dem

sel cen .?ix_::,1.L°':kt S ist ent1,1eder die Identität oder wieder 

eine parabolische Projektivität mit dem Fixpunkt S (dies 

erken .. -:-:; ::.,:;n sofort durch Einbetten von /{J und 1' j_n ebene Elationen 

aus PGli(S,z!Siz r:üt zta) und durch Anwendung des So.tzes 1.4 auf 

diese z::.ationen ). B
1 

~t' B'=B1 ~ ßl( =I. , clenn B,t hat die 

beide:: ,-erschiedenen Fixpunkte B
1

und S ~~ H
1

=H', d.h. x2 
ist cer :?."'stsc:uütt;,unkt von PH1 mit k 2 • Alle Geraden ex:=X

1
,x

1
oc 

('t/ X,:€ ;:.,.\{S\) treffen f:=P1I5, denn ex und f liegen je in der 

Ebene ? 1P E"l' Da P1 E k
1 

\_ {S] beliebig ist, gibt es für 1~ ~ 3 
sicher drei Leitgeraden r1 ,r2 ,r

3 
von {ex~· Die Geraden 

r1 ,f2 ,:3 sind p·.1. windschief (wie in (e;) einzusehen)~ {ex1 

is':; i:: ei:::,e;;; Rec;ulus en'.:haJ.ten (Die Rcec;ulusge:rade durch S 

w",.rd ,',;:c:'l et_ ::-iicht erfaßt). 

So~d0~~2.l:: 1~~2 wi8 in (g). • 
BcLer:,c;.: .. i':: Der Fall, daß a den Punktkegelschnitt k und damit 
euch i:2 i:.ict-;:; tr:Lf:'t (a ist Passante von k 1 ur:d k2 ) , wird 
am Ende von 5.7 behandelt. 

SATZ 4.. 3: ,:-eder Regulus ist bijektiv zu' einer Punktreihe und 

~esteht aus allen Treffgeraden von drei paarweise 

,1ini,3c::-,ie:'e:-, Lei t;;,;eraden; die Menge aller Leitgeraden ist der 

ercii:r:ze:-,de Resulus. Je zwei Geraden eines Rec;uJ.us sind wind

scf',.ie:"', ~ e Z\·:ei G,:::raden aus ergänzenden Reguli schneiden einander. 

Alle S':raden eines Regulus schneiden je zwei Geraden des 

ersä;-:ze:r:::e:-.. Regulus in projektiven Punktreihen und werden a1.1s 

je zuei G'?::,aden des ersänzenclen Regulus durch projektive 

I:-:ber.ent/;scheJ. projiziert. Jede rinsartige Qu3-dr::.k wird von 

Ccc:e:: F.'Je::-_e, c_::_c keine Ei--zeusende tr~ie;t, in einer.i Pun..lztkegel

schni tt Gesc~rii tte::-i. Je zwei rint:;artige Quadriken sind 

projektiv kollinear. 

4. 1:. ?oJ.arsystem einer rinr;arti5e::-1 Q;uadrik 

Seien q> c,i;-;e ri::-i;artige C;:.1aclrik cles cl.reidime::-isior:alen PP-Ra,uraes 
lfPP ur1c'!- ~ ~-t,zw. CJ ~ di~ zu cj) s<:,h,1re:;-den 1 einar:der ergäi:izen~en 
Ree;u.J.i •• ,&eh 4.3, JioJ.g.3 e;ilt fur eine Ebene ::ir, die eine 
Gerade x "-Gj1 enthält: ::.rn t -'!2x v -Px mit XE q<l>. 
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DEF.4.4 a: Jede Ebene :K durch eine Erzeu:;ende x ei::er 

artigen Quo.drik <!> hoißt Tangentialebene vo:: 1J 
und der Schnittpunkt P der beiden Erzeugenden in 7i' t.eißt 

der Berührungspunkt von Jr • Jede Gerade des Büschels GJ P,r 
heißt Tangente von cp in P (bzw. in :ir ) • 

Bemerkungen: (a) Zu jeder Tanc;entialebone X existiert nac;:i 
Def. 4.4 a genau ein Berührungspunkt. 

(b) Umgekehrt: Zu jedem Punkt P einer rir.f;artigen 
Quadrik <!> existiert genau eine Tane;entialebene Jr so 1- d~ _ _;, P 
der Berührungspunkt von x ist. Sind nämlich x e. iJ, A x 0 c2;;, 
die beiden Erzeuc;enden durch P 1 so ist Jr : =xx eine 'I'a:1gential
ebene von <P und ihl' Berührune;spunkt ist P. Jede -.,eitere solche 
Tani_';entialebene geht notwendig durc_h x oder x; entl:äl t sie 
z.B.x, so n.2_ch eine Erzeugen.de y" Ld,, , 1-:elche nach Satz 4.3 
windschief x ist und daher nicht durch P g,?ht. 

(c) Regulus ist nach 4.3,Folg.~ ein selbstdualer 
Begriff. Da-dual zur Punktmenge einer ringartigen Quadrik ~,also 
zur Menge der PurJde, die mit den Geraden eines Regul..:s Cj<P 
inzidieren, ist die Ifonge der Ebenen 2 die mit den Ger3c:.e::-. 
eines Regulus inzidieren, d.i. also die Menge der Tangential
ebenen von tp , 

(d) Man kann somit etwa die folgende Aussage 
aus 4.3,Folg.3 dualisieren: Eine Ebene 0<:, welche keine Er
zeugende der ringartigen Qu8drik et, enthält (d.h. D<'.. ist 
keine Tangentialebene von tp), hat mit~ einen Pur.Jctkebel
schnitt gemeinsam. D

3
-dual: 

Die Menee aller Tangentialebenen einer ringartigen ~Jadrik ~ 

durch einen Punkt A nicht auf (j) bildet einen quc1dratischen 

Ebenenkegel ("Tangentialebenenkee;el" zur Spitze A). 

(a) Tangente ist ein selbstdualer Begriff. Jede 
Erzeugende ist eine Tangente. 

l!,olp;erungen: 

1) Eine Gerade ist genau dann Tangente einer ringartigen 

Quadrik <P , wenn sie entweder eine Erzeugende ist oder genau 

einen Punkt von <P enthält. Alle ebenen Schnitte durch einen 

Punkt P von et> haben in P Tan6enten, welche Tangenten vOn cp 
(im Sinne von Def .4. 11-a) sind. 

BemerkuDß: Die zweite Aussage 8usführlicher formuliert besc:c;t: 
Ist oc keine Tangentialebene der ringartigen Quadrik cp , so 
sind die Tangenten des Punktkegelschnitts cp (\ c.:. auch Tangenten 
von q>. Ist C\'.. dagegen •rangentialebenQ_ von </i, so gilt nach 4.3, 
Folg.3: 0(,1"\<P "''(J,u,P~mit xcqj<t>" xe(-1q,; gemäß der in 4.2,Folg.3 
eingeführten Sprechweise ist eine Gerade in jedem ihrer P;.:nkte 
;n,-.o AiD"AnP i"Jl.AnD"Pnt:A_ ~1.ctn i!'.=!.t; ;n iliP..<:::Pm "i'i'~ll <1iP A1;c:::~;:,cr~ T>i ...... h+---in-
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Bew.: (a) Sei t eir,e Tancente der rinc;artic;cn Q'J.adri:'r: 4> i:1 

der Tangentialebene x mit dem Eerü."'1.rungspunkt P, also -c ";:,2 '°'" • 
In x liegen die Erzeugenden x t ~ 4> I\ x E 6j <1> 

t=x ist man fertig. Gilt t *lx, x, so ist 

,Pt n q:> = { P] zu zeigen. 

• Gilt t=x bzw. 

(ind.)] Q E'R+n9J mit QtP; nach 4.3 e;eht 

durch Q E <j:> c;enau eine Gerade y E ~ q, , und 

y EC!j1> trifft nach 4.3,Folg.2,Be:n.c 

x e 0 <1> ~ y IX ='* cp n x = i,2, u ,r::2 x u f.2 >' mit 

x,x,y pw. verschieden: Widerspruch zu 4.3,Folg.3. 

(b) '.Bevor wir die Umkehrune; der ersten Aussage zeigen, be-

weisen wir die zweite Aussage. 

JC 

Seien PE cj> und. ex. eine beliebige :Ebene d.urch P; x,x seie:1 die 

beiden Erzeugenden von 4> durch P, welche die Tane;entialebene :n
von P ctufspannen; für ex.. sind folcende drei Fälle möglicl::: 

'1.3, F,J 

l<'all 1: oc = X =? ex. n cp = ,P, v ,P;r und x,x sind einerseits ihre 

eigenen Tangenten in jedem ihrer Punkte und andererseits 

Tangenten von t im Sinne von Def.4.4a, 
'i.'?,)F",':i ,+.. -

Fall ?: oct :ir /\ ,x r x ='* oc n't'= 12, u Fr mit yEGJ4> und y x P, 
wie Fall 1. 

also 

Fall 3: o:. * Jr /\ o<. l. 1 x,x: Dann kann oc keine Erzeuc;ende von cp 
enthalten: (ind.) ]y • G)q, mit y I ex.~ y triff"(; x E ~ 9 • '.','egen xoi=P~ 

y I P ~ y trifft x E UJ q, : widerspr·J.ch zu 4. 3 ,Folg. 2, 3e:;,. c. 

Nach L•. 3,Folg. 3 ist daher q:, n o<. = ::t ein Fur,kt

kegelschnitt mit PEk. Es ist zu zeic;en, daß 

oc:ir =:g eine Tangente von k ist: (ind.)]C~(tP) 

mit Q 6 k i\ Q I ß ~Q c cp : Widerspruch, da g 

eine Tangente von~ ist, die keir.e Erze~ßende 

ist, und nach Beueisschri tt (a) da."ler senau 

einen Punkt von cj) trär;t. 

(c) UirJrnhrung der ersten Aussage: Sei ß eine beliebige Gerade, 

die mit der 1•ing;artigen Quadrik cp genau den Punkt· P ge

meinsam hat: e; r, cjl ='. {P} • Es ist zu zeigen, daß e; in der 

Tangentialebene X von P liegt. 

(ind.) gl.n; in n liegen xdJ 4 A X"~,;,, und. die ein-

deutig bestimmte Ebene gx=:oc ist wegen x I ex, 

Tangentialebene von~. Somit gilt nach 4,3, 

Folg,3:<:/>no< nPxuf.2; mit yECJq,= y trifft x Jf 

nicht~ y t P ~ y schneidet g in einem von P verschiedenen Punkt 

Q (• cj:, ) • Die Gerade g trägt also im Widerspruch zur Vorausset-

zung zwei verschiedene Punkte von~. nämlich P und Q. 
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Be:::erkungen: (a) Die Tangentialebene rc im Punkt P der ring
artigen Quadrik q, kann auch durch versch.iedene Tangenten in P 
an zwei ebene Schnitte durch P aufgespannt werden. 

(b) Nach Folg.1 gilt: Trifft eine Tangente eine 
Erzeugende, die den Berührungspunkt der Tangente nicht enthält, 
so ist die Tangente eine Erzeugende, 

(c) Ergänzend zu 4.3, Folg.7e kann nun der Sonder
fall erledigt werden, daß (in der dortigen.Bezeichnung) f·E 
Tar:gente an k ist, also s~exf gilt.In diesem Fall liegt fauch 
auf der durch e,ex,k bestimmten ringartigen Quadrik ~. da dann 
feine Tangente von~ in f~ ist, welche e trifft, also nach 
Bemerkung b eine Erzeugende von~ ist. 

(d) D3 -dual gilt: Eine Gerade ist genau dann Tan
gente einer ringartigen Quadrik ~. wenn sie entweder eine Er
zeugende ist oder genau eine Tangentialebene von <P enthält. Die 
Erzeugenden eines Tangentialebenenkegels sind Tangenten der 
ringartigen Quadrik ~-

(e) Jede Nichttangente g hat mit einer ringartigen 
Quadrik zwei oder keine Punkte gemeinsam. 

Bew.: Wir legen durch g eine beliebige Ebene cx. und unter
scheiden 
:!<'all 1: 0<. ist '2angentialebe.ne von cj) 9 cp n o<.. =P,u,P;: und die 
Kichttan3ente g geht nicht durch P. 
Aus -j;<. 9 c. {2.,,. folgt: cp ,-, ')Q9 = q,,.., ,P."'- r, -P-s = ( 'P-x u ,P.;r) n 1-1,g • 
Die Erzeugenden x und x haben aber mit g genau zwei Punkte 
geweinsa.m. 
Fall 2: x ist keine Tangentialebene von cp ~ cp n oc ist ein 
Pu!l..ztkegelschnitt k. Wesen ,f2 9 c. ,r:2"'9 <Pn ,f,29= <jln ,P"' n f.lg a k n ,p9 , 
Die Gerade g ist keine Tangente von k (sonst wäre sie nach 
Folg.1 Tangente von <P) und daher haben kund g zwei oder 
keine Punkte gemeinsam. • 
Aus Fall 1 folgt: Enthält eine Nichttangente eine Tangential
ebene, dann schneidet sie cj) in zwei getrennten Punl:~ten. D3 .:.a.ual 
ist zu zeigen: Durch jede Uichttane;ente e;ehen zwei oder keine 
Tc1Lgentialebenen einer ringartigen Quadrik <P • Enthält eine 
Nichttangente einen Punkt von <P , dann gehen durch sie zwei 
verschiedene Tangentialebenen von~. 

2 )Sei x E. ~ .p eine Erzeugende der ringartigen Quadrik <P • Zu 
jedem Punkt P e. fl• gehört nach Bem.a eine eindeutige Tangential
ebene ~ E {,, sodaß eine globale Abbildung <Xx: ,p.- t~ vorliegt. 

Ordnet man jedem Punkt P einer Erzeugenden x einer ringartigen 

Quadrik 4> die Tangentialebene X in P zu, so ist die Reihe 'fl• 
projektiv zum Ebenenbüschel tx der Tangentialebenen. Diese 
Projektivität 0<.~ heißt "Berührprojektivität" längs x. 
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Be::ierkung: Ge2.e6entlich heißt ixx auch "Berührkorrelation". Wir 
vermeiden diese Bezeichnung, denn ocx ist keine Korrelation 
im Sinne von Def.3.9 a, weil CX.x keine globale Abbildung -R, - f, 
ist. 

Bew.: x,y/eCj..:,* =c} x windschief y. Eine Er

zeur;ende x E Ch trifft x in P und y in Q • 

Der Ree;ulus ~? kann durch x(P) 7' y(Q) er

zeugt werde:1. Die Tangentialebene :7r in P 
wird durch x,x atcfe;espannt 1md es gilt ;;ry • Q ~ 

x(P)7' y(Q)i'i x(x)~ x(P)?i x(:r.). 

/( y 

• 
3) Ist x ei:-1e Erze;;.gende einer ringartigen Qu3.drik q;, und € 
eine Nichtt;ar_zentialebene von q,, so ist € r. c/> ein Pun.'-ctke
gelschni tt k, der von x in einem Punkt S getroffen wird. Nach 
Folr;."1, Bem. a ka= die ':'angentialebene o von q, in S durch x 
und die Tar_cc:ente s von k in S aufgespannt Herden. Die Ec,rühr-
-projekti vi t::i;; e<, vor, x leistet also S ~ u :"'xs. ~x 
Wir \,,rolle:i L'_,;_'.Q der Fclserung 7 aus P 
4'" 3 eine wei1:;e::-c Ar.Lgabe einer ring
artigen Quadrik hinzufügen. 

fü.ne ringartige Quadrik c/l ist eindeutig 

festgelegt d=ch eine Erzeugende x samt 

ü1.rer 1:iorü...'::.rprojektivität G<..x ,a::d eir:cen Fu:nktkegelschnitt k, 

',wnn gilt: 

(I) x liegt nicht in der Trägerebene e von k 

(II) x trifft k in eirwn Pu.rJrt S 

(III) Die c°:.-:JTcn c:.ie S'anser,te s in S an k und durch x &.ufge

s::,,o.=te Ebene ei ist in der Berührprojektivität oc, dem PurJd S 

zt;0 eo:'O.:r.et. 

Be•.-:. : G:i.bt es e:i.ne ri:r.gartige Quadrik <!> zur Angabe, so schickt q-, 
durch einer.. Punkt PE ,i::,.,\{s} eine Erzeugende x, welche not-

1:c:-:dis k trifft und in der Tangentialebene X von P liee;t; 

x \'Crbinde:; o.lso P und den Rostschnittpunkt R von x mit k. 

1-'ül',r:; mo.n diese Konstru.:ction für alle PurJ<te P e ,P,,\ { S~ durch, so 

e::tli.1 t rna die Kette 

x(P)'.;-' x(n:)~ S(n:e)il' k(R). 
In lieser P!'ojektivität ß:f./.,~k ist S selbstzuc;eordnet. Nach LJ-.3, 

lco,c.7 f cehört daher die 1'1enc;e aller Geraden x=PR=Pl'ßi):',.S) einem 

R,'c;ulus 0 <1' an. Die zu 0t gehörige ringartige Quadrik q> paßt 

in die Angabe, wie aus obic;er Kette ersichtlich ist, und ist • na.:;h Konstruktion eindeutig bestimmt. 



Wir setzen im fole;enden eir.en ~lassischen projektiven Rau::. 1f Kl 

voraus. 

4) Nach Bem. d zu Def.4.4 a bildet die l'ler:e;e aller 'i\rnser:tial
ebenen einer ringartigen Quadrik q:> durch einen Punkt P ~ (lJ 
einen quadratischen Ebenenkegel. In 1f KL ist die Menge der 
Erzeugenden eines quadratischen Ebenenkee;els ein quadratischer 
Gcradenlrne;el ( vgl. 4. 2). In lf K\ dürfen wir da.her kurz vom 
11r1"angentialkegel" rP mit der Spitze P sprechen. Hach Folg.1, 
Bern. b sind die Erzeugenden von r P Tangenten von q:> und jede 
solche hat nach Folg.'1 mit <P gena.u einen Punkt gemei::1sa;:n; 
dieser Punkt ist zugleich Berührungspunkt der ·:r::mcential-
ebene durch die betreffende Erzeugende von l'p mit rp • Wir 
woller nun die Menge dieser Berührungspunkte untersuchen. 

Alle Berührungspunkte der Tangentialebenen eines 'l'anc;ential

kegels rP mit Pt <P erfüllen einen Kegelschnitt in einer Ebene Jr, 

welche keine Tangentialebene von <p ist und rr XP gilt. 

Bew.: Wir greifen drei Erzeugenden xj E ~ </> einer Scb,ar auf cj:, 

heraus. Die Ebenen qj • xjP sind Tangentialebenen von cp dm'ch 

P; der eindeutige Berührungspunkt von ~ j p 

mit <j, heiße Xj (j=1,2,3). Jede Gerade x~. /\~. 
PX.=:e. trägt als Tangente von <P x, .2. /f:i. 

1 
i\_ ~~ x3 J J • e, . 

nach Folg.1 genau einen Punkt Xj ,- e_{ _ ,, ___ _ 
und ist notwendig Erzeucende , / ' 

ri D' .E d r CSX„ r~li, 'e x, von, p : ie •rzeugen e ej von p J_ 

in ~j ist nämlich nach J<'olg.1, k x,
1 

1 

Bern. (b) Tangente von q:,, und die 
:Jr 

Tangenten von q> in ~j gehen / \ "-
alle durch Xj. "-
x1 ,x2 ,x

3 
sind nicht kollinear, denn sie liec;en ai.;.f e"1 ,e 2 ,e

3 
und ej sind als Erzeugenden eines quadratischen Geradeny;:e~:els 

nicht komplanar. Somit ist die Ebene Jr :=X
1
x2x

3 
eindeutig 

festgelegt. 

P ;tx: (ind.) P I.7r. Aus P4 cj>, also P*Xj''""'?ej~PXjin 

(j=1,2,3): Widerspruch, denn ej sind nicht komplanar. 

:Jr ist keine 'I'angentialebene von <!> : (ind.) X ist Tanf;ential-
\.) F.3 -

ebene =¼ q., r.:.· = ,P, v ,P. x mit x U,(\ 4>"' x d,h . Es gilt X,l'x2 ,x3 
I 

c <j, n .:ir , also müssen zwei der PurJtte Xj auf einer Erzeugenden 

liegen und mindestens ein Xk auf einer Erzeugenden x < uJ ~ (da 

nicht alle X j auf x •0,i, liegen können)~ Xk ~x .xk: Widerspruch 

zu x windschief xk (vgl. 4.3,Folg.2,Bem.c). 
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Nach 4.3, Folg,3 ist q>" 11: =:k ein Kegelschnitt, nach 4.2 ist 

1 P n n • : k* ein Kegelschnitt. Wir zeic;en zunächst k=k *. 
X. e k II X. e k* für j=1,2,3. Die Tanc;ente t. an k in X. 

J J J J 
ist nach Fole;.1 die Schn.:ittgerade von 11: mit der '::8:-isential-

ebene ~j in Xj an c)l, also tj=Sj1' .Die Tangente tj an k* in Xj ist 
nach 4.2,Folg,3,Bem.a die Schnittgerade von 11: mit der Tangential

ebene P. an rp in X.; wegen i, .*=t:J. ist t'!=tJ .• Die Kecelscl1n.-1.tte 
JJ J JJ 1 J 

k und k* haben also drei Linienelemente e;emeinsam ~ k=k". 

Nun ist noch zu zeigen:Der Ke 0 elschnitt k ist die l-'ier:.3e aller 
Ber~hrungspunkte der Tangentialebenen von rp, 
(a) Vs.: XE k. Zu zeigen: Die 'i1a.r,.gentialebene ~ von X be

züglich q:> .geht durch P. 

XE k~X <= k*= ip ri n: ~ X liegt auf einer Erzeugenden e von i p 

nach Folg. '1, Bern. (b) ist e Tani:;ente von cp in X ( E. Q ) und die 

Tancente t in X an k ist nach Folg.'1 ebenfalls Tanc;ente von <j) 

in X, also wird die T8ne;entialebcme 5 an <j, in X durch e und t 

auf Gespannt. Aus e I PI\ eI S folgt P I ~ • 

(b) Vs.: 5 ist eine Tangentialebene von rP 
( und damit von cp ) • Zu zeicen: Der Be

rührungspunkt X von q liegt auf k. 

In der Tan.e_;Gnl;iulebGnG ~ von rp existiert 

genau eine Kee;elerzeugencle e. J:Tach Jlolg."1, 

Bern. (b) ist e '.i.'angente von cp und t:;:-äct \ 

daher genn.u einen Punkt von <P ; dieser Punkt ist not',,endig 

der Berü11rungspunkt X von ~ ( I e) mit (j) • Der einzir~e fun}:t 

auf e und cp ist der Durchstoßpunkt e n: , denn. es eilt 

en €rpn n:=k*=k c 9=*en: € cp. Also fol:::;t en=X ==1X,k, 

Bemerkungen: (a) D3 -dual: Alle Tangentialebenen in den 
Punkten eines Schnittkegelschnitts in einer l,ichttangential
ebene n der ringartigen Quadrik ~ erfüllen einen quadrati
schen Kegel, dessen Spitze P nicht auf qi liegt, wobei P X n: 
gilt. 

(b) Unter Benütz-unp; von bekar~"lten Besriffs
bildungen der Darstellenden Geometrie gilt: Fiir jedes Auge 
nicht auf einer ringartigen Q;uadrik ist der wahre bzw. der 
scheinbare Um.riß je ein Kegelschnitt. 
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(c) Es war hier notwendig, einen klassischen 
proje:-Ctiven Ra:.L11 vorauszucetzen, denn in einem lfpp , .in welchem 
der Satz von Fano nicht gilt, bildet die I1enGe der Erzeugenden 
eines qu;1dratischen EbenerJrngels ein Geradenbüschel 
(vGl.auch 2.'l ,Folg.8, Amr. b). 

5) Es ist nun nahelier_,;end, jedem Punkt P(,t: cp ) die Träger
ebo:-ie rc des Ile:rüi'Lrkeßelschnitts k von lp zuzuor<lnen. An!11oc; 
existiert im ebenen Polarsystem eines schnitts eine 
Zuorc1n;mG die jedem Pu.nkt P :::..:;:c:::.;;:..::cc::;.;.=:.:::. von k die 'rrär;ergera-
de p der 1lerührungspunkte · der aus an k lec;baren 'l'8.n5enten 
zuordnet. Im _Gegensatz dazu furi'.ztioniert nach Folg. 1+ im l1aum diese 
Zuordnung sogar für a11~ Punkte ( 4 4> ) ; man kann do_her sae;en, 
daß es bezüglich einer rinp;artigen Quadrik cp nur Außenpunkte 
e;ibt. Wir Hollen je.doch fi.ir die Definition des PoJ.arsyst;ems 
einer ringartigen Quadrik eine andere (zum ebenen Fall analoge) 
Eigenschaft verwenden. 

Die harmonische Homologie op(P,n) führt~ in sich über. 

Bew. : Wir haben zu zeigen: 'r/ X E <p ==* X o p E cp • Dazu unter

scheiden wir die zwei Fälle: 

FaJ.J. 'I: X t b= (j) " n =;, X ~ rc =? XoP =XE. q:> • 

Fall 2: X 4: k. Aus Xe <t, folgt X4cP ~ 
3• XP und XP ist keine Erzeugende von lp, 
da eine Erzeugende von lp auch 

Tangente von~ ist und genau einen 

Punkt von q:, und zwar auf k trägt, was jedoch XE c;i /\ X 4 k 

widerspricht. Nach 4.2 gehen daher durch XP höchstens zwei 

Tange:itialebenen von r p • Man kann also eine Erzeugende e
1

€ lp 
so wählen, daß die Ebene e :~e'I .PX keine Tangentialebene von lp 
ist; eine solche Ebene enthält no.ch 1~. 2 noch eine z1-,ei te . 

Erzeuc;ende e 2 e I p • Die Erzeugenden e'I und e 2 treffen n in 

den Punkten E1 und E2 von k, welche auf der Geraden p: ~ € n 

liegen. e ist keine Tangentialebene von cp , denn e geht durch 

P und alle 'l'angentialebenen von <P durch P bilden I p , während 

f. keine Tangentialebene von r p ist. c n cp =: 1 ist daher 

ein Kegelschnitt und es gilt: X,E'l,E21€l. Die Tangente in Ej 

an 1 ergibt sich nach Fole;.'I als Schnitt von e mit der 

'l'angentialebene ~ j in Ej an 4> • Da aber e j Tangente an cj) ist 

(Folg.'!, Bern. b ), geht sj durch ej, also ist e. Tangente 

an 1 in Ej. Daher gilt für den Restschnittpunkt ¾von PX 
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mit cp ozw. 1: H(X,X;P ,p) bzw. H(X,X;P, n ) ==? X=cX G'p, ur;d es 

Ee::ier:-:t,.Ui: Gewisse PurJcte von n haben die Eigenschaft 
}i(X,:X:C-p;?, rr ) mit X c qi. Sprechweise: "Punkte von n 
liegen harnonisch zum Zentrum P bezüglich cj)" (vgl.2.3). 

DE?. 4. LL e;: Die Abbildung A <i>: f.2 - { erklärt durch 

• 

( '1) ? 4 et, : PA~ ist die Achse der automorphen har

monischen r.o:no'..ogie von cj) mit Zentrum P, 

(2) P• 4': PA„ ist die Tangentialebene von q:i in P 

heißt Polarsystem der ringartigen Quadrik <j) • 

B0:r,er~,·.1,,;: 'dir haben noch zu überprüfen, ob A<\' eine Abbildung 
ist. l~ch Ee~. b zu Def.4.4 a existiert zu P• ~ eine eindeutige 
C·o:~r:er:ticlecGne. Fii:c- P 4 cj) ist zu zeigen, daß die Achse der 
auto;:wr_ph,:,::. hari:10nischen Homologie mit Zentrum P (die nach 
Folg.5 c,:(istiert) eindeuti1s be,stimDt ist (da'Tlit ist auch die 
autor::or::,he harmonische Homologie mit Zentrum P eir:deutiß be
stiw..u~). 
Ei.ne belie.e>i~e Erzeuger:d.e e von f7 p berührt cjl in genau einem 
Tu•1kt X( f " , • Fi.i::" ,jede harmoniscr.e autoriorphe Homologie (i mit 
Z0n:;r1_;_;:i F ist e Xc1.lineationsstrahl, der als Gar:.zes festbleibt; 
da 1:, u.nte:r 6' .fe;c;ttleiben soll, folr;t Xo =X. Also bleibt unter o 
r:;o.J~i·.re~sli,: Gie r·:enr;e aller Berüb...rungspurJctc, X, also der Kegel-
schnitt k p1.0.ktweise fest, c.1nd damit ist G' l 1J ir = L = die 
'I'r1ir,ereter:e n des Be:::-üh:rkece1.scb.ni tts k ist die Achse von <Y, 

6) .Das Polarsystem einer ringartigen Quadrik ist eine Polarität. 

Bew.: Da A+ global ist, haben wir nach Def.3.9 b noch zu zeigen: 

PI RA~=:~ ~ R I P;\~~:n V P,RIE1,2. 

Dabei unterscheiden wi:::-: 

Fo.11 '1: ? , R I f cjJ = 11: und 9 sind die Tane;entinlelcenen von P 

uncl R =4n '? =P.xv,P.,. Aus PI~ APe(/l folgt o.B.d.A. Pix. 

Die Tur.ce.:1tialcbene n in P an <jJ enth~ü t daher die Erzeugende x 

durch P, also e;ilt R In: wogen R~x.x. 

FaJ.l 2: PE ,P" R 1 qi => <? ist ke:i.ne Tane;entiaJ ebene von (j) ;c=} <j, n f •: 1 

ist ein Keselschnitt. Aus PI~ A P 6 q:i fole;t Pel. Alle 

'Tanc;entialeoen.en an cp in Punkten von l. gehen nach Folg. 4, 

Bern. a durch R, also 

in P durch R. 

insbesovlore die Tangentialebene n 
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F.all 3: P 4 c/) A R, cp ~ ~ ist ·:rangentialebene von q:, • Der 

Tangentialkee;el rr aus P an q> wird von ~ berührt um PR ist 

.Erzeuc;ende von rp, welche Tangente von qi ist und daher mit cp 
genau den Punkt R gemeinsam hat. Nach :i:'olg.4 geht 11: fü::.rch die 

Berührungspunkt;e aller Erzeugenden von rp mit cj) , also e;eht n: 

insbesondere durch R. 
Fall '+: P 4 cp II R 4 (j) ; Der Tangentialkegel rP aus P an qi berül:crt <p 

längs cpn n; = lp ri n: c;k • w'ee;en P I ~ läßt diG harmonische 

Homologie u R den Punkt P ;fest. Außerdem gilt rP o R = r p, d.a 

nämlfch <p oR ~cj:, nach Folg,5, und Tangentialebenen von q:, bei 

uR. notwendig in Tangentialebenen von q:, übergehen; 

rP besteht; aber aus allen durch P gehe:-iden Tangentialetener. vor, q:, • 
\PG;;i = '+J /\ !~P G"R = r p ~ k ~ 4J i1 rp bleibt unter 0-R fest ~ 
die Trägere-oene n von k bleibt unter (JR als G8nzes fest. Da 

wegen TC ;l P /\ ~ I P folgt TC '1' ~ , ist n nicht Achse von 0-R 

und do.her geht 1t durch das Kollinea tionszentrum R von o R • 

Bemerkung: Im Vergleich mit 2.3,Folg,1 ist dieser Beweis einfacher, 
da Fall Li- nicht in Unterfälle zerfällt; jeder Punkt p ( 4cp) 
ist nämlich ein Außenpunkt von <:p • 

7) Jeder dreidimensionale klassische projektive Raum r;estattet 

eine Korrelation. 

Bew.: In lT K, exi-13tiert ein Regulus = ] ringartii:;e Qu,:,d:rik <P 
=>3 Polarsystem Aq,. Nach Folg.6 ist A4> eine Polarität ,.1.r.d 

eine solche ist nach Satz 3.9 eine (selbstadjungierte) 

Korrelation. • Daher gilt nach 3.9,Folg.2: lTJL ist isomorph zu seinem :'.l1;.alrau.m. 1:;·, 
und die zugehörigen Körper Kund K• sind isomorph (vgl. 3.9, 
Folg,2,Bem. a ); außerdem ist PrL(lT!L)isomorph FrL(TT!*) 

(v~l. 3,9,Folg,2,Bem, c1 

SATZ 4.4: In 11"pp erfüllen alle Tangentialebenen einer ringartigen 

Quadrik tj:i durch einen Punkt nicht auf q> einen 

quadratischen Ebenenkegel und die Reihe der Punkte auf eir.er 

Erzeugenden ist projektiv zum Büschel der Tane;entialehenen 

durch diese Erzeugende. In lTKL erfüllen die Berührungspunkte 

(die Tangentialebenen) der Ebenen eines Tangentialkegels (der 

Punkte eines Flächenkegelschnitts) einen Flächenkegelschnitt 
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(einen Tangentialkee;el), und das Polarsystem eine:::- ri:".J,.:;e.rtige:i 

Quadrik ist eine Polarität. Jeder dreidimensionale klassische 

projektive Raum ist isomorph zu seinem Dualraum. 

4.5, Projektive Pol&ritäten in dreidimensiorialen klassischen 

projektiven Räumen 

Aus 3.9 ist bekannt: Zu jeder Kor;r_elation o:,P. -,p,* (=t) 
gehört ein Verbandsisomor_2hismus cf :u 1f - u 1f *, 1-:obei J i f2 = d' 
gilt. Die Abl)i;l_dul12i S*:=olt :t~p, heißt die "fü;_:üe Korrelation". 
Die Abbildune; o: = o 10 bildet jede GerRde r; E Lj aufn"faßt ;:.l s 
Punktreihe auf eine Gerade ['; J c Cf aufgefaßt als Ebenenbuschel 
ab. Wir haben den Ber;riff Projekvivität zwischen Gr-inclcebilden 
1. Stufe in dreidi:n;ensionalen pro,j ekti ven Räumen erkläre ( vz:;l. 4.1, 
Folg.5) und definieren damit den Begriff projektive Korrelation. 

DEF. LJ-. 5 a: Eine Korrelation 6: 1T 3 
- lf 3 * heißt projektiv, 1,e:nn 

ihre Beschränkung au!' ~ Punktreihe ei~e Proj e}:ti vi-

tät ist. 

Folgerunp;en: 

1) Bei einer rrojel(tiven Korrelation d' ist die Beschrä:ü,,mg 

auf „iede Punktreihe ei.ne Projektivität. 

Bew.: Wir gehen analoc; zu 1.11,Folg.2 vor. !lach Definition 

existiert ein gE0 , sodo.3 cfif'. 3 :'f.)9 -- ( 9i eine Projektivität 

ist. Sei o.B.d.A. aE~ eine 1reffgerade von g (sonst Echalten 

wir eine Treffgerade von a und e; dazwischen) und ag=: n: • Da 

Jlf.l~: f.2x - tx,• eine Kollineation der projektiven 

Ebene ,p.,. in die Koebene { 7r<!' ist, wircl ein.e beliebic;e Per

spekti vi tät Cl'.: 12 9 - fl„ mit clem Zentrum Z ( I n:) du.rch J auf 

eine Perspektivität l\:
1 :== 6-1~ J: t'. 9~ -t,c,.J mit der Ebene 

Zd'(I n:cf*) als Perspektivitätsachse abc;ebildet. Also ist d. 1 '\20. = 

=rx.\JJ-R 9 °c(,' endliches Produkt von Projektivitäten. • 2) Das J)olarsystem einer ringar'cigen Qll.adrik cp in lf KL ist eine 

projektive Polarität. 
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Bew.: Je11.e:rr Punkt P einer Erzeugenden x von cp wird durch A <P 

die 110.n-e;entialcbene 7r zugeordnet, wobei x(P) 7i x( rc) nach 4. 4, 

Folg.2 gilt. Also ist >..., 112 ., eine :Projektivität. Außerdem 
.ist A~ n~lch Ll-..,4, FolgQ6 eine Polarität$ 

3) Eine projektive Korrelation in TI:1 ist 

durch eine Fundar:1tmtalfigur in 11 von Punkten und eine 

A,:c.damentalfigur in 'j2 * von Bildkopunkten ( 00 Ebenen i.n t ) . 

Bew.: (vg1.2.4) In lf!L besitzt eine tige Quadrik 4l ein Polar-· 
system /\ ~ , und dieses transformiert fünf gegebene Ebenen '(' 
von denen nie vier kopunktal sind, in eine 

:\:; ·"': ~ in 12 • Zu der segebenen Jcund.amentalfi gur Ai und der 

existiert; nach Satz 3„ 7 gen.au eine 

projektive Kollineation~ rait Ai=Aiif'.. Nun c;i1t 71.,i,A L nach 3,9, 
-, J 3 d -ah ),* · 1 ' d. . t b . . k . J<o.g. UD a er ;e -~ =:ie1c~; ies J.s a er eine proJe tive 

Korrelation, die Ai,__.._.. O<'..i (i~O, ••• 4) leistet. 

Der Eincleutigkeitsbeweis analos zu 2.4 beruht wieder auf der 

sclnrfen Transi ti vi tät von 1°GL( lf ; 1 ) ,auf der I1eni;r;e der Fundamental-

figaren, clie aus Satz 3-7 zu entnehmen ist. • 
Bemerkung: Da die scharfe Transitivität bereits in PP-Räumen 
gilt, existiert zu dieser .t\.ngabe in v:i, höchstens eine projek
tive Korrelation. 

4) Nach 3.9 ist eine Polarität A eine selbste.djungierte 
Ko1:relat~on (;U *"=- L -i,). ~u A e;ehört der Verbrmdsisor:ior:phismus X 
und speziell;;__:= i\ 11,j bJ.ldet aede Gerade x (Punktreihe) auf 
eine Gerade x ~ (Ebenenbüschel) ab. 

x~ heißt "polare Gerade" zu x. 

Ist y polar zu x, so ist x polar zu y (Polarsein von Geraden 

ist eine -symmetrische Relation). 

Bew.: y ist polar zu x, also xA=y. Wir legen x ft,J durch P,QI* 
fest. Da A inzidenztreu ist, gilt x~ =y"PA..Q:\.(mit PMQ:\). Wir 
ler;en y du.rch A,Bl4' fest und es gilt y~=AA.D;\,. Aus A IP;\ 
und B I Q\ folgt wegern der Symmetrie der Konjugierthei t A',\I P A 
BAI Q = die Schnittgerade yX der beiden Ebenen A),, und B;\,. 
geht durch PQ=x = x=y~, d.h. x ist polar zu y. · • 

Bemerkungen: (a) Polare, zueinander windschiefe Geraden x,x~ 
heißen "reziproke Polaren". 

(b) In der Nichteuklidischen Geometrie verirnndet 
man auch folgende (von uns nicht benützte) Bezeichnung! Eine 
Gerade ß, welche die zu x polare Gerade x ~ trifft, heißt; 
"kon.iu;,:iert zu x". 
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DE?.4.5 :i: Ein Punkt X heißt selbstkonjugiert bezüglich einer 

Polarität t\ , ,:enn X I X11 gilt. Eine Ebene S heißt 

selbstkor .. ju5iert bezüglich einer Polarität I\ , wenn ~IV'-* 
gilt. Eiue Gerade g heißt selbstpolar bezüglich einer 

Polarität ). , wenn g=gÄ gilt. Eine Polarität heißt elliptisch, 

\·ienn sie keinen selbstkonjugierten Punkt besitzt. Eine Polarität 

heißt hyperbolisch, v;enn sie einen se1bstkon,jugierten Punkt 

und eiuen nicht selbstkonjugierten Punkt besitzt. Eine 

Polarität heißt eine Kullpolarität, wenn alle Punkte selbst

konjugiert sind. Die Menge der selbstkonjugierten Punkte einer 

projektiven hyperbolischen Polarität in einem klassischen 

projektiven P..au;n heißt eine Quadrik. 

BeDerkungen (analog zu jenen nach Def.2.4): 

(a) Bezüglich jeder hyperbolischen Polarität 

existiert eine selbstkonjugierte Ebene und eine nicht selbst

konju3ie:::-te boene. Bezüglich jeder elliptischen Polarität 

existieren ,.;:eine selbstkonjugierten Ecienen. Bezüglich jeder 

Nullpolarität sind alle Ebenen selbstkonjugiert. 

Be11.: Ist X selbstkon:iwdert =-=>XI X\.=:~. Für die Ebene~ 
gi1-t ue 6en A*=11.· 1 dar,J1-~:\.*=i;,71:' =X, cüso ~i\.* I ~. Ebenso 
folgt aus Y ]'. YA=: 11 , aaB 11\ *=Y nicht mit 11 inzidiert. • (b) In jeder selbstkonjugierten Ebene bezüslich 

einer Polarität 7'. , in der keine sel bstpolare Gerade existiert, 

existiert genau ein selbstkonjuc;ierter Punkt. Durch jeden 

selbstkon,juc;ierten Punkt, der mit keiner selbstpolaren Geraden 

inzidiert, existie::-t genau eine sel lJ0 L;konjue;iex·te Lüene. 

Be1·r.: Ist die Ebene 1 selbstkon,jugiert, so ist nach Bem.a der 
Pw:}kt X:=, v-· selosukOiljue;iert und er ist cler einzice in s: 
(ind. ) 3 Y " f.21 \ {X ) mit Y I n '": ri. } x44 
Da\eineAKorrelation ist, gilt: y r;=;,izr x. g"XY=n-
x>-.. y,.,_ n g;\.: Widerspruch, denn in 1 liegt keine selbstpolare Gerade • 

(c) Wie aus Bem. c nach Def.2.4 sofort folgt, 
gibt es in einer projektiven Ebene keine Nullpolarität, also 
keine Polarität, in der alle Punkte selbstkonjugiert sin~. 

• 
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5) Jede ringartir;e Quadrik (Def. 4. 3 b) in lf KL ist ei::J.e Qt:adri}: 

(im Sinne von Def.4.5b). 

Bew.: Zu jeder rine;artigen Quadrik <1> in 7T Kl. existiert ein 

Polarsystem 11.$, das nach Folc.2 eine projektive Polaritö.t 

ist. i\<P ist eine hyperoolische Polarität: 

Für X E. q, ist XI\ ,f> die ':'angentialebene in X, also ist X 

selbstkonjugiert. 

Für X 4 '-P ist Xi\..p die .Achse der harmonischen Homologie öx , 

also ist X nicht selbstkonjugiert. 

Bemerkungen: (a) Aus dem Beweis folgt: Die Menge der Pu.nkte • 
v0n <P ist genau die Menge der sel bstkonjugierten Punkte von i\"'. 

D„ -dual: Die r'Ienge der Tane;entialebenen von <P ist genau die 
Menge der selbstkonjugierten Ebenen von A1 • 

(b)(1.pvi:J.p ist genau die Vienge der selbstpolare:1 

Gerad.en von At• 

Bew.: x e. ~4> v <-0<1> "=* 12xAq, ist das Ebenenbüschel lx ==> x=:c~, 
d.h. x ist selbstpolar. . 

x selbstpolar '==? jeder Pi.tn1(t X auf x ist selbstkonju:.,;ierb 
bezüglich A4> ==> f"'--liegt auf <P. Nach 4.3,Folg.3,Bem. gilt dai.m 
notwendig x e Cf/ .p v ~.;, , 

'4> 
(c) In einem lf~ existieren also hyperbolische 

projektive Polaritäten, nämlich die PoJ.arsyste~e ringartiser 
Quadriken. Wir werclen spüter sehen, daß die Ex:i.sten:;; 
elliptischer projektiver Polaritäten abhär_gt von Eigenschaften 
des zu lT~. gehöric;en Körpers K, w2.hrend Nullpolaritäten in 
jedem lf~P existieren. 

(d) Wenn 1-rir im folgenden k,sscJ.r;en über Quadriker! 
im lf ;, aussprechen, so c;cl ten diese insbeso:adcre für rinc;
arti~e Qundriken (in lT !1. ) • Ausso.c;en iiber projektive Polaritäte::i 
in lf K, c;el ten \nsbesondere für die PoJ.arsyster:ie rinzarticer 
Quadriken in lTKL. 

6) Sei 11. eine projektive Polarität und Jr 

nicht sel bstkonjugierte Ebene ( = P: = 3r :>... * 
Wir erklären eine Abbildunc; l\.:r: 1-2x -- 6J ~ 
folgendermaßen: Jedem Punkt X t ,i:2:,r wird 
die Schnittgerade x der Ebene X';\ mit der 
Dann gilt: 

p 

eine d;;)"'7 'J_ :;r). X 
oX .. 

Ebene X zugewiesen. 

Die Abbildung Ax ist eine (ebene) projektive Polarität. 
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Bew.: (I) 71.x ist eine r;lobale Abbildun3: Für jeden ttnkt X 2 f.x 

e;eht X;\ durch P mit P J. Jr, dalier ist die Schni ttc;<c:r2,de X;\. z 
eindeutie; bestimmt. 

(II) \x erfiill t Y I X:\.x= Y\,I X, denn es gilt 
Y I XAx=*Y IX/\.\~· y;l.I X; 

X I:ir" YA I X=1X I Y>...Jr=YAx. 

;\,..ist somit eine (ebene) Polarität. 

(III):\;r ist eine proje:dive Polarität: ,..._:,r-___ ...._~----

g=XY I x ~ g~ =X\. Y::\. I ,ri\ *=P =? 3 *S=g:\.X. Somit gilt 

g(X)")~'"i g~(L\)il" S(X:\ir) = g(X) ;,;- S(X;\_,,..). • 
DEF.4.5c: Ist ,\ eine projektive Polarität und :Ir" eine nicht selbst

konjußierte Ebene, so heißt die Abbildung Ax: 12:n-~ Uj3. 
mit x,-... X ;\Ji': =X:\.r die Spurpolarität von A. in x • 

7) Ist /\. eine projektive Polarität in lfKl, so ist die i';e::i;e 

aller seJ.bstkonjuGierten Punkte in einer nicht selbstkonjugierten 

Koene Jr, die einen sel bstkonjugierter, Punkt A träct, ein rCr·g:el

schni tt. 

Bew.: F'iir XEf-2,... gilt: X I X;\{9 X I XI\.,.-. Damit ist insbe.sondere 

A auch bezüc;lich 11...- selbstkonjugiert =Air ist eine hy:peri)oliscr.e 

projektive Polarität~=? die Menge der bzGL Ax(und clasit b:ozl. ;\) 

sel bstkonjucierten Pu:rJcte in :x ist :ciach Def. 2. 4 ein 

Kegelschnitt. 

Aw:1endune;: Existiert bezii5lich einer projektiven PoJ.arit):i.t :\. eine 
solche Ebene n, wie in Folg. 7 vorausr;esetzt, so ist >.. r.ot
wendir, eine ·hyperbolj_sche Polari tlit, 1:ir welche die !1Gr,·;c; 
der selbstkonjur;iertcn Pu:rJzte nach Def.4-.5b eine (;c.12.c',riL ist. 
Wir haben also r:;ezeigt: Die zu/\. c;ehörice <=c,acrik sch::-,eidet 
eine n:i.cht selbstkonjugierte Ebene n, die einen sc1bst1.:or:;i-:ir;ierte:1 
Punkt A enthält, nach einem K-::geJ.schni tt. Speziell für eine 
rinc;artir,;e Quo,drik err,;ibt d:i.es clie Auss2ge: Eine rir-'f;,irtir';e 
Quaclrik cp in 7f Kl schneidet eine lrichttanc;entialeber.e x (s::.e 
träct sicher einen selbstkonjuc;ierten Punkt nimlich den 
Schnittpunkt einer Erzeup;cmden von <P mit X ) rach eiT:.eI::I Ke;c;el
schnitt (vgl.4.3,Folr:;.3, wo diese Aussac;e soc;ar in ilpp bewiesen 
ist). 



- 44 -

8) ·Ist ,\_ eine _projektive ·Polarität in lrKL I d.ie kdnc Tlull

polarität ist, Eo gilt: Auf jeder Geraden g, die windschief gh ist 
(g und g~ sind reziproke Polaren), bilden die Paare 

konjugierte:::- ?unkte eine projektive Involution. 

Bew.: X I g = Xtl. I g~=]*Xi\.c;=:X'l' der zu X konjugierte Punkt 

auf g. !":an hat somit eine ProjekU.vität 0(.: ,P. 9 ~ ,P 3 bestimmt 

durch -P 9 (X) ~ i,.~ (x;\) 7t 1) 5 (X
1

). 

Für x1 .,: Y gilt: 

Y1 :=Yoc =g.Y),_·und da Y I XI\.=> Y;\I X gilt, folgt Y
1

=X. J)amit 

ist e<. eine p:::-ojektive Involution falls e<.t, 1, erwiesen ist. 

(ind.) 0(.. = L ; ,,ir ,,-rollen zeigen, daß dann i\. A 
eine Nullpolarität ist. Wir unterscheiden: ~ 
Fall 1: Xe ,P. 9 :X ist wee;en X=Xc<.=X1 I X/\. selbst- ~Xi\, ~ 
konjugiert. /4~ 
Fall 2: X E,P. 9 i :X ist selbstkonjugiert: · · 

der Synnet:::-ie des Polarseins von Geraden-

(ind.)]xq:i 3,. l'lit X J_ XI\.. Die nicht Ä~ 
selbstkor...jue;ierte Ebene XJ\. geht wegen 

XA 
(Folg.4) du.rch g, also enthält sie die X1 ,. 

Punktreihe ,P9 von selbstkonjugierten g').. 

Punkten; dies widerspricht jedoch Folg.7, wonach die Menge der 

sel bstkonjctgierten Pu:-Jcte in einer nicht sel bstkonjugierten 

Ebene ein Kegelschnitt ist. Somit sind alle Punkte von 'Pc.i~ 
selbstkonjugiert. 

l!'all 3: X• ,P.\,P9u f.2 911.: Aus X existiert e;enau eine Treffgerade s 

an g und g?.. • _:Denn gilt: Jede Gerade s, die g (in S) und g 71. 
(in T) trif:t, ist selbst_polar: . ¾ 
S=S1 (l!'al l 1) =) S71. I S} = s>.. =(S'l')~ =S>...T>..=ST=s.'iff-~/_s -
T=T (Fall 2) => TA. I T {_ps-f T g>. 

1 A. 

Wegen X I s gilt XA I s)\=s = XA I X, d.h. X ist sebstkonjugie.rt. 

Da alle XE -P, selbstkonjuc;iert sind, ist Ä. eine Nullpolarität: 

Widerspruch zur Voraussetzung. • 
Bemerkung: D3 -dual: Ist '.\ eine projektive Polarität in lf ><c, 
die keine Hullpolarität ist, so gilt: Um jede Gerade, die wind
schief zu ihrer polaren Geraden ist, bilden die Paare kon
jugierter Eb.enen eine projektive Involution. 
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9) Sei ;\. ei:-:e projektive Pobri tät in lf "' , die keine Hull
poluri tät ist. Eine selbstkonjuc;ierte Ebene ex, bestimmt zu
snc.Jmen mit ihrem Pol A das Geradenbüschel i'./JA,,<. .Für jede 
Gerade x <~1•, .. eilt x .I AAX Ic<.= x~ I AA=oc A xt I o<..A.*=A=* 
x A • CIA,:, • }\"' !cb~ildung ;x.1 ~ A ,"'- ist also eine Selbstabbildung 
des G,.r,.,_de„o:..scne~s l:JA,". 

Ist A. eine :9rojektive Polarität, die keine Nullpolarität ist, 

so ist ~ i 0A,«- mit A Icx. /\ A'A=Oi. eine projektive Involution, 

deren (u.U.existierenden) Fixgeraden genau die selbstpolaren 

Geraden ir. IX. sind. 

De,·;.: Sei c "LJ,x: rüt c; J. A. Da/\ .Inzidenzen und Nichtinzidenzen 
.-. -\ ~ F..-t'l.(J 

eriüil-::;, folct GAI A A gÄ/. A"A =oc. ~ c; windschief C"- ='=? 'A. 
besti;;c'1.t au: g eir1e p2.'ojektive 

Involu.tior, ß ~~on2usierter Punkte 
g(X)i\ g(X/'i).Lt t,~~A , so 7 *X:=tg =} () ,.. ..J 

t=AX =} t~=c.c.X:\. Wer:;en X I g eilt 
" X:,\, I CA; 2.u!:·crcec: geht X). durch 

de:i. Z'J. X konju:3:ierten Pur.kt X ß ~ 

t\=A,X/3. ,3o:üt gilt für ~I G:lA,"': 
CJA,o1.(t) i'(' as(x)¾ {o/.9(Xß)x- (,JA:"- (tA). 
Geht >::l'ln in dieser Kette von t~=:s aus, so c;elangt m2.n zur 

Gerade:1 t=s\, da ß ei:1e projektive Involution ist; aus (3 tc L 

folr_;t ~l0JA,,. H, 1·1omit Ai~A," als projektive Involution er

wiesen ist„ 

Ist f Fixc:;erarle von >-IGjA,"=?D=f, d.h. f ist selbstpolar. Ist 

ur.;cekehrt f Icx.und f sel~stpolar ~f\Ie<A*=A11 f=f~ =>fE(ijA,..: 
und f ist Fixcerad.e vo:1 1>.I C]A,«, • 
Be'r,,er:zur.cen: (o.) Sei :;>,. eine projektive Polarität in 7T"', die 
keine 1;1.ü l nolari tät ist, und Dl eine selbstkonjue;ierte Ebene 
(ex T o;A"'=:A;. Hir •::ollen die Hense M der selbstkonjugierten 
Tunk.tG in ex. untersuchen. Da nach den Vore.usset::ounc;en ). 
hy;::,er'bolisch j_st, ist l1 der.Durchschnitt der zu /\. 6ehör:i.gen 
Qu2clri:< mit <X. 
Si.eher r:il t A € I1. Jc~d.er Punkt X auf einer der u. U. existierenden 
ti'ixcerciden f ,'5 von /\ 1 ~ A,... ist selbstkonjuc;iert 
und ceh~rt dqh~r zu 11, denn es eilt 
X I f = X:U n =f =} XU X. 
Ist „mc;ekehrt Y ~ l"I, d.h. Y I Y\ 2 so folp;t 
(YA)t- =Y1.oc. He6 e:1 Y I o<. A Y I 1/\ gilt 
V, I YA = (YA)A = YA, also liegt Y notwendig 
auf einer Fixgeraden von ~ 1 G~A,"' • Somit ist 
M „ Pi u fl 9 • Zusammenfassend gilt: 
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Der Schnitt einer Quadrik mit einer selbstl:onjugierten 

Ebene 0(, besteht entwccler aus z1·1ci verschiedenen Panktreihen 

durch den Pol A v0n oc (falls ~ 1 l'.jA, .. hyperbolisch ist), 

oder nur aus dem Pol A(falls x.l«iA.~ elliptisch ist). 

(b) Speziell für eine rine;artio-e Q'J.adrik cp ist 
der Schnitt einer selbstkonjugierten Ebene '(d.)1. ·::',rngential
ebene) mit q, stets ein Geradenpaar, also ist ;,,,$ l (.,JA,"" immer 
hyperbolisch, und die Fixgeraden sind genau die Erzeusenden 
von (j). in c<, durch A. Alle Gerader) von /..JA, .. sind gemäß Def.4-.4a 
Tangenten von q>. Man nennt daher. 11.,p/vjA,"'- die"projektive 
Involution polarer (konjugierter) Flächentar...genten" in A. 

SATZ 4-.5: In 1:L ist eine projektive Korrelation durch eine 

l<'undamentalfigur aus ,P, und die Bildfundementalf:i.gur 

aus t eindeutig festgelei;t, und das Polarsystem ei:1er rinc

artigen Quadrik ist eine projektive hyperbolische Pol&ritä"c. 

In jeder nicht selbstkonjugierten Ebene existiert bez;it;lich 

einer projektiven Polarität eine projektive Spurrolarität, 

auf jeder Geraden, die windschief zu _ihrer polaren GeradeYJ. 

ist, eine projektive Involution konjugierter Punkte und in 

jeder selbstkonjugierten Ebene im Gerade:::ibüschel um il1ren 

Pnl eine projektive Involution polarer Geraden. 

4.6, Quadriken in dreidimensionalen klassischen projektiven Rs.umen 

Jede ringartic;e Quadri.k ist eine Quaclrik. Ist. umr:;ekehrt .; r;c!.e 
Qua<l:rik rincartig ? Ist <!> ein0 r:'.nc;2rtige Qu,drik, so sind 
genau die Erzeugenden von~ die selbst,olaren Geraden ce
züe;lich des Pola~systems )\<!> (v51.LJ..5, Fole;.5, Bem. b); /\$ h~·.te:1 
wir in 4-. 5, Folg.2 a.ls projektive hyperbolische Polarität erkannt. 
Es eilt umgekehrt: 

Ist/\ eine projektive hyperbolische Polarität, in der eine 

selbstpolare Gerade existiert, so ist die durch/\ bes';ir:mte 

Quadrik ringartig. (Anders formuliert: Die projektiven hYI1er

bolischen Polaritäten, in denen eine selbstpolare Gerade 

existiert, sind genau die Polarsysteme von rine;artigen 

Quadriken • ) 

Bew.: Bezüglich der projektiven hyperbolischen Polarität A 
existiert nach Def. 4. 5b ein nicht sel bstkonjugierter l-'unkt P 



- 47 -

(P).:=x,Z P) und nach Torm.:ssetzurce existiert ein xEGj rüt x=x~. 

Es gilt x /.7r: Alle Punkte X €-12~ haben när:ilich ?olarebe::en 

X ).Et'.,~, sodaß wecen x~=x f:iil t X~I X; also sind alle P-;_~rJ:te 

von x selbstkonjugiert. Da die Menge aller selbstkonjucierten 

Punkte in der nicht selbstkonjuc;ierten Ebene x entweder leer 

oder ein Kec;elschnitt ist (vgl.4.5,Folg. 7), kanr, die Reü:e 1i:2, 
aus selbstkonjugierten PurJ<ten niemals in x liegen. D

3
-c1~al 

ist x .Z P einzusehen. 

Damit ist der Durchstoßi,unkt S:=xX eindeutig bestimmt. A\t-lx 
ist eine Projektivität, wobei speziell Si----- SA=u gilt. S I G" 

,"\ 

wegen s I X=X/1, ' also ist s ei:1 selbst::CConjugierter Punkt in 

der nicht sel bstkonjugie:::ten :iTher.e x und da...½.er ist nac1'. LL. 5, 
Folg. 7 die Hene;e aller selbstkonjue;ierten Punkte in 'Jr: eü1 

Kegelschnitt k durchs. Der Kecelschnitt k hat in S di.e 

Tanc;ente ()X=: s, da die Spur von <'5 in ::r dem F-i.rnkt S E k in d.er 

Spurpolarität A,--=A. von>-. in X zugeordnet sein 1;1uß. 

Nach 4.1+, Folg. 3 ist durch Angabe des Kegelschnitts k, 

der Erzeugenden x und üer Beriihrprojektivität ;,__)p, l'incs x 

e;enau eine ::-inga.rtige Quadrik cp fest 0ele::;t. Diese l,nc;abe ist 

sinnvoll, denn x trifft k L1 S und S wird durch /\19-x die 

Ebene er =xs zu0 eordnet. Zu cp e;chört das Polars:rstem /\~. 

Es genügt ;\ =>-t zu zeigen. lfach 4. 5, Folc;. 3 stüc1en die beiden 

projektiven Polaritäten (=Korrelationen):>.. ,A4> überein, ,:e;:n 

sie für eine Fundamentalfigur in 12, dasselbe 

(I) Für X t,PK gilt na.ch Ane;abe sicher 

X"/..=x;\~. 

(II) Für Y • k\{_sJ e;ilt n =YAd,: 

Wir konstruieren YÄ: Yck ~ Y selbst

konjuc;iert =} Y I Y:>,; zur Eb0ne 

Yx=: ~ (w) sehört in ::\ l ,Px ein 

Pol R(tG) auf xund Y I s~D.I R. 

Außerdem ,mthnl t Y die Tancente y 

in Y an k (vc;l. die entsprechende 

l~igenschaft von 3)~Y:\ =yR. 

leisten. 

p 
0 

Wir konstruieren Y>-,p: Ihre Gpur :i.:1 x ist e"':Jcnfalls die ':'e.n:::;e:1te 

y an k in Y, da i\ und A,;, nach Anc;abe in :n- dieselbe Spurpolarität 

>.T=A,p..=11, besitzen.Weiters ist YH Erzeue;ende von cp, 1-;ie aus 
1+. 1+,Folg.3,Anw. folgt, und dah.er geht YAq, durch YR =Y::1 .. ~ yR, 
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Da!:!it gilt: D, =T\~ V Yt.,P., v k. Aus der Menge f.2xuk' 

m.:.n eine Fundamentalfie;ur herausgegriffen werden: 

A,B I f. ,P., , 4 k, * und C,D,E I e k, 4,P~, * bilden, wie 

r::an leicht überprilft, eine solche./\. führt diese 

in eine Fundamentalfigur in € über;/\. und 'A., leisten 
"' C 

für {A, ••• E} dasselbe~i\=Aq:,• 

Die Frage nach nicht ringartigen Quadriken ist damit zu:rück
[;espiel t auf die Frage nach hype:cbol.ischen projektiven 
Polaritäten, in welchen keine selbst.polaren Geraden existieren. 

-~Ev'. 4. 6a: Die Mone;e aller sel bstkonjugierten PurJ<te einer 

projektiven h;yperbolischen Polarität ohne selbst

polare Gerade heißt ovale Qu.ac.rik. 

:i3c:c,erkung: Nicht in jeclern lf~t existieren ovnle Ouodriken
1 währe::cd im Gegensatz dazu ringartige in jedemlfJ, (sogar in 

jedem i;P) existieren. Je zwei ringartige Qu.adriken sind 
hir,sichtlich PGL(lf~.) äq_,.üvalent (vgl.4.3,Folg.5); auch dies 
ist fiir ovale Qundriken nicht notwendie; richtig und hängt ebenso 
wie d.ie Existenz ovaler Quadriken von Eie;enscha.ften des 
Körpers K ab (ve;l. § 5). 

Fo 1. r.;eru::1.r;en: 

1) Eine Quadrik ist genau dann ringartig, wenn auf ihr eine 

Gere.de existiert. 

Bcw.: (a) Ist I1 e.ine ringartige Qu.adrik, so existieren auf.M 

Erzeugenden. 

(b) Ist r1 eine Quadrik (d.h. Menge der selbstkonjugierten Punkte 

einer projektiven hyperbolischen Polarität~)und existiert 

auf Meine Gerade g => alle Punkte von g sind selbstkonjugiert. 

Fall 1: c;=g~ , d.h. i:; ist selbstpolar. Dann ist nach obigem i\ 

Polarsystem einer ringartigen Quadrik <P ~ M= <P • ~ 
Fall 2: g4'g\,.. g schneidet g{ : Dieser Fall ist X g>. 
unmöglich, denn für nlle Punkte X•,P 9 mit Xf,Pg~ !/ X>. 
gilt X:X • g.g$. wegen XA I g?. und XI Xi\. Dies wider

spricht der Injektivität von 7-. • 

Fall 3: g ist windschief c;7'. : Dieser Fall widerspricht Satz L}. 5. 
Die sel bstkonjugierten l:'udrte auf der Geraden g, die windschief 

zu g~ ist, sind nämlich e;cmau die FiX']?unkte der projektiven 

Involution konjugierter Punkte auf g und daher niemals alle 
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2) .Eice:cschaften ovaler Quadriken: 

(I2. ~~c:.,.,1,.{~
0

~0:z~9,B._e:11,a. is_t ~ie M.enge aller selb*s_t\Jonjugierten 
Pu.'-1.:v·. -·' e.c.,-~ .,e.bsv1'.0!1JU[5lüruen Ebene .x(d.h. XA. - .1 I :ir) 
ent•.-:ec.er e:'..:-1 P-c1::ikt oder ein Paar von sel bstpolaren Geraden 
durc:i ?. S'?l":lstpolare Geraden lwmmen für eine projektive 
Polaritlit >. , 1<1elche eine ovale Quadrik bestimmt I nicht in 
Frace, 2l30 eilt: 

Bostü1."'.2t eine projektive Polarität eine ovale Quadrik, so liegt 

in jeder selb:-otkon,ju0 ierten Ebene c;enau ein selbstkonjugierter 

Punzt ·c.:::d D
3
-:lual r;eht durch jed.en selbstkonjur5ie.rten Punkt 

cenau eine selbstkonjusierte Ebene. 

Ilie einem Pun}d A einer ovalen Quadrik in der zuge

höriE.;en Polarität Ä zugeordnete :E:bene Ai\ heißt 

T2D.centi2.le::iene a.er ovalen Quao.rik in A. Jede Gerade des 

B;ischels_ GJA,,.,:1. ;:ieißt '::an::;ente de1' ovalen Quadrik in A. 

Be".lerkuns: A heißt der Berührune;spunl<l.; der Tan::~entiale bene A 1-. 

(II) Die projektive Polarität A bestimmt· in einer nic11t selbst
}:::0Lj1.i_i~ie:rt2n Ebene ?r eine (ebene) projektive 8pur:polaritgt 
-:\,,-: 'llx - ¼.- • Gehört ::\ insbesonclere zu einer rinc;,1rti':ien Qua
drik Q, so ist A~ stets hyperbolisch (vgl,4,5,Folg.7,Anw.) und9~~ 
eir, Ker:;elschnitt. Bei eir1er ovalen Qu3drik 't' kann ?trentweder 
elli:;itiseb. - l.p" Jr ist do.nn leer - ocler hy~erbolisch sein 
\j!" x ist d:::nn ein Ke:::;elschnitt (ve;l. § 5J. 

(TTT) Tc,-<- A e~" SPl'oc+-lro~J···o-i" er"-er Puru'r"- [)"'Z"~l; c'n ' eo "s"-\--'-.:--- .1....., ,.1 }""'\.. - • ..,__~ -· ,:lv~'- J.l u.0 V.- '>.lt _, ',__'-G· ~ /\' ü ..L L, 

;,. IG)A,A\ eir.e :?::::ojektive Involution, deren Fix~~ero.den selbst
polar sic:d (vgl.L~.5, Jole;. 9). Gehört A zu einer ovalen 
C'[t..l::Ji:.:,ik, so existieren keine sel bstpol2~ren Gei-\adcn, also ist 
5.iljA ~- stets elliptisch. ~ !l,JA.A1' heißt "projektive Tnvoliition polarer 
(kon'Jugierter )Tangenten". Der Schnitt einer ovo.len Quadrik 't' 
mit eir.er I'illl':;entialebene 0(. besteht daher genau aus dem 
Berilirc;.r.sspunkt A= 0c A *. 

(IV) ::::ine Gerade ist c;ene.u dann J'c;nc;ente einer ovalen Que.drik, 

',.;e:nn sie -3.ußer dem Beriihru.nsspunkt keinen Punkt mit der ovalen 

Que.drik gemeins3.m hat. Eine Ebene durch einen Punkt A einer ova

len Quadrik, die nicht Tangentialebene in 4 ist, schneidet die 

Quadrik in einem Kegelschnitt, dessen Tangente in A eine Tangen

te der ovalen Qadrik ist. 
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Bew.: Die ovale Quadrik 111 werde durch die projektive hypcrboliscr,e 

Polarität I\ bestimmt. 

(a) Ist t Tangente von Y in Ae.'t'
0
~HteljA,"-• • Nach (III) 

gHt Y(\'\QA,~{A}. Wee;en ,P.,cpA,folgt ¼-'n,P,=Yr,,P.,n,P ... ,= tAl n f.l,G\A}. 
(b) Sei c eine Gerade, die e;enau einen ?-.. mltt A von 't' trä[t. 
Zu zeie;en ist g I A).: (ind.) g J. A). /\ g I A=}gÄ /, AA g~ I A).=* 

g wj_ndschief e;~. Nach L•.5, Folg. 8 bestimr1t daher /\ auf g eine 

projektive Involution ß konjugierter Punkte, die A zum Fix

punkt hat. ß hat daher einen zweiten, ·vo:1 A verschiedc:1en 

:B'ixpunlct B und. B ist bezüclich /\ selbst?::or:.juciert, also gilt 

B e.f./~,1 BE 't': Widerspruch zur Voraussetzunc. 

(c) Sei A€ 't' und f. eine beliebige Ebene durch A. 

Wir unterscheiden: 

Fall 1: f. =M. Dann r:;Ht En't' =tAlund der ebene Schnitt besitzt 

überhaupt keine T,mc;ente. 

Fall 2: f. *AA. Die Ebene E: ist clann nicht sel bstkonjuc;iert: 

(ind.)c selbstkonjugiert,also E :=E;\"I €.Die Gerade g::::E,A),_ ist 

selbstpolar, da· aus E. I E A€. I A=> EI l €, ,AA.A AI/ E. ,A/\=AEI / A'A. ,E. 

=> g~:::: AE"' g: Widerspruch, da /\ zu einer ovalen Quadrik gehört. 

In der nicht selbstkonjugierten Ebene c: liegt der selbst

konjugierte Punld; A und Yn € "':k ist daher m0,ch 4.5, Folg. 7 
ein Kegelschnitt. Nach Def.4.6b ist g~ e..A71~qA,Ai-. Tangente der 

ovalen _Quadrik \y; es ist zu zeigen, daß c nuch TG.nßr:r..te von k 

ist: (ind.)]Qtf' 9 \.tA\mit Qek=}Q_ii't': Widerspruch zu (a) . 

• Bemerkungen: (a) Die Tangentialebene in A q1 kann durch die ver-
schiedenen Tangenten zweier ebener Schnitte durch A aufgespannt 
werden. 

(b) Nach Beweisschritt (c) trägt jede Ebene durch 
einen Punkt A&~, die nicht Tangentialebene ist, einen Flächen
kegelschnitt. Daraus folgt: Eine ovale Quadrik ist nicht in einer 
Ebene enthalten. 

3) Sei A eine projektive hyperbolische Polarität in l~L und 
i'1 als Menge der bezüglich 'X selbstkonjugierten Punkte eine 
Quadrik. Ä ordnet jedem Punlct A E M die Tansentialebone t;;,., zu·. 
Bei der Korrelation /\ geht also die Punktmenge l1 in die 
Menge der Tangentialebenen von M über. Die Menge. der Punkte 
einer Quadrik ist D3-dual zur Menge ihrer Tangentialebenen. 

Anwendungen: 

(a) In einer nicht selbstkonjugierten Ebene :ir (d.h. :JrA*~:-P '/.:;r) 
bestimmt '?.. die Spurpolarität i\;,-, welche genau dann hyperbolisch 
ist, wenn :Irr'\ M,i,~ gilt. In diesem Fall ist Jrn M=:k ein Kesel-
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schnitt mitAx=Ak• Die Spurpolarität \x ist 
p;enau dann elliptisch, wenn :irr. ri=0 e;ilt; dieser 
}'all kann nur bei einer ovalen <;;,>uadrik M ein
treten. Wir wenden auf diese Figuren die Polarität 
erhnlten: 

Existiert clurch einen nicht selbstJcon,jur;ie.rten Punkt P Girie 

Tanc;entinlebene der Quaclrik M, so bilden alle Tan.gentialebenen 

von r1 durch P einen quadratischen Ebenenkegel rp mit der 

Spitze P. 

Die Ammndung von :\. * auf rP führt auf k zurück, also eilt: 

Die Menge der Berü.hrunc;spunJcte von rP mit l'1 .ist ein Ke,;elschnitt. 

Bemerkunc;: Eine ringR.rtir;e Quncirik <p in 1f Kl wird. von jeder Eie::. t
tangentialobone nach einem Kegelschnitt c;eschnitten, und da-
her existiert aus j ecl.em Pu:r:ü<t Pt cp ein Tnnr:;entis.J.ker:;el i-;, 
an cp; jeder Punkt P ( cj) ist daher "AußenrupJ<t von 4> 11

• Eine 
ovnle Qi18drik 't' clc,;eien gibt J\:r'_lRß zu d::-ei Klassrm von PG::lcter,: 
'1. Klc1sse: P c't' ("Punkt von lt'"): P\n't1=P. 
2. Klasse: P 4 4' und es existiert ein Tc1nr~entieJJc"'Tel r; vo,1 4' 

mit Spitze P ("A-u.ßenr~u-.kt von'f"): 1):-\nlt'=l: :-,:.t l<::,\ =1p. 
3. Klasse: P$ lt1 und es existir:rt ::,Ceine Tr\rJ.ßentialeber-e vol'. 4' 

durch P ("Im1onpnnkt vonY"): P11.nY=95. 
Eine ovale Quadrik 'f hat sicher Außen_punkte, dB. jede Hic'.1-!:'.
tenc;entialebene durch einen Pu:JJtt von lt' einen Auße,,p,;r.J.;:t als 
Pol besitzt; ciie Existenz von Innenpur.kten ist noch offen. 

(b) Sei i\ eine projektive hyperbolische Pola::-it::it und Vi di,? 
zuc;ehörir;e Qu0.drik. li'i.ir die Ebene :r. sei Mn Jr =:ic ein Kc:~el.
schnitt.Die Tangente t in Ae;;_ an k ist auch ·lancente '.ro:: r'J in A, 
lier;t also in der Tar.e;entialebene X>-, welche a1.1ß0r,Jc,'.'.: r,or::.h 
durch P:=Jrt\ * e;eht. 'P 
Wir konstruieren. t :\: , , , 
t I AAAt I:1r=>t11I A11t11I P=>t:>,. =1,P. 
t~ ist also E:;_,zeuc;ende von r;, . Außerdem, sind 
t uncl d, in der projekti vcn Involution 7\ \6JA A, 
polarer (konju(';ierter) Flächentanc;er.ten ' 
einancler zugeordnet. Ifan hat somit: 

Die Tangente t ah einen Kegelschnitt k 

auf einer Quaclrik M im Punkt A und die 

Erzeu(';ende des Vi länr:;s k an::,;eschriebenen Kec;els durch A sir~d 

polare FHichenta.ngenten von M. 

LJ.) Ist 't' eine ovale Qundrik mit der .zugehöri[r,en rirojektiver>. 

hyperbolischen Polarität ;\ und. P ein Punkt r.icht Guf '+', d2-n.n 

existiert cenau eine harmonische Homologie G"P mit dem Zent::.,um P, 

welche 41 festläßt; die Achse von /Jp ist P;\=:Jr(.1 P). 

(Der entsprechende Satz für ringarti13e Q,u.adriken \·nll''le in 
4.4, Folg.5 gezeigt.) 
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Bew. : (a) \lir zeigen zuerst, daß die harmonische Homologie öP 

mit Zcnt!'Ut: P und Achse P:>-=:Jr die ovale Quadrik 't' festUißt. 

Fa11 1 : X~ 'f A X I X ~ X=X 6" p € 't' • 

Fall 2: XG.'rAX .Z.x~P'i'X~ PX. Ist E- eine beliebie;e I!,l)ene 

durch ?X, dann ist € nicht selbstkonjugiert: (ind.) e I €.!\*= :E. 

Es e;il t da:nn e. tK.\ ( da P I er\ P J_ X;\. wegen X) 0 =l> KJ,X; in der 

selbstkonj"clgierten Ebene S liee;en also die beiden verschiedenen 

selbstkonjugierten Punkte X -,rnd E: zu Folg.2, (I). 

Nach i+.5, Folg.7 ist somit e"~;=:k ein Kegelschnitt mit Xck 

und:\=\,.. Hec;en P ~~r. c;ilt P:\k =C;Ji:"",p, d.h. 

P und p sind Pol und_ Polare von k. Di.e 

h,u:monische Homologie '5p transformiert 

daher X• k in einen Pu]1kt Xop € kcY='i>Xöp"'li, 

(b) Es ist rwcl:J. zu zeicen, daß op die einzige harmonische 

Honolo[;ie mit Zcmtru;rr P ist, die 'l1 als Ganzes festliißt. Sei 

CS,,' eine harr.orcische auto;,,orphe Homolocie von 'f mit Zentrum P. 

Enthält- ein Kollineationsstrahl genau einen Punkt von 'I' , so muß 

dieser bei ~p' notwendig festbleiben, enthält ein Kollineations- i. 
strahl dagegen zwei verschiedene Punkte .von Y, so müssen diese 

bei o/ notwendig vertauscht werden. Da gleiches für -~P gilt, 

läßt opöp'- 1
, eine perspektive Kollineation mit Zentrum P, die 

Punktmenge 't' elementweise fest. Da lj-1 keiner Ebene angehört, 

existiert somit bei Opöp'- 1 ein Fixpunkt außerhalb der Achse ver

schieden vom Zentrum, woraus upöp'-
1

~, folgt~ (Jp~6"~. 

DETi'. 1 •• 6c: Ist f1 eine Quadrik in l KL , so heißt die Abbildung 

11.M: f.l.- t erklärt mit Def.4.4b das Polarsystem 

von :n. 

• 
5) Die projektiven hyperbolischen Polaritäten in JKL sind genau 

die Polarsysteme von ~iadriken. 

Bew.: Für die projektive hyperbolische Polarität i\ gibt es 

die beiden Alternutiven: 

Fall 1: 7\ besitzt e.ine selbstpolare Gerade H~. i\ ist 
Polarsystem einer (rine;artigcn) Quadrik. 

Fall 2: ;\ besitzt keine selbstpolare Gerade, dann bestimmt ;\ 

eine ovale Quadrik 4', deren Polarsystem nach obigem ·mit 71. 
übereinstimmt. • 
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6) Die Z1,;o:2c.:::ung zwischen einer Q-,wdrik und ihrer.1 Polar

syste;:i is':; :'.::v2.riant gecenüber KollineHtionen. 

Ausfii:":.rli~:-:.er: Ist lic,P.. 0ine Qundrik undcec.PrL(lfK,) eine 
Kolli:-.::,at:.0::t .. so ~st Ii«:= :H' eir,e sleichartiE;e p . ""' ~ 
0J?.edriE. 0.r.:.!. _{ 1~r. d,;1-e Polarsysteme A,,. und /\ M' o - P">i.. 
eilt i\ ... ,= ;;.e "r1..e • /ae / .. 

~;::;;,,::,)::::~;:,:.::tä~'.t eine projektive '"° L ~ " 
(l)i\' i s-:; ;::::.0::21 1 weil diG Abbildunc;en oe.-1, 7\M, ae* e;lobal sind. 

(II) ,'.~s ? 1
::::::_

111 1 fo1c;t P')/I Q': 

Zt: P' ,-:.-~· (-~·:-:.~~tierr~r. P,Q :'.lit Pc€. 7=P 1 u:id Qa:..==Q 1 • '.Jocen Pd<.IQ-aeA':::: 

=(;;a:.(ce--17\,...,~ ... )=((Ä1-1oe* c;ilt PI Qi\,._; da;\.Meine Polarität ist, 

fol::,;t hiere·;s ?;\.MI Q und damit Qae=Q' I P?\Ma:,.*=P';e- 1 ?\M.;e.*=P'>.1• 

(III) Ist ::. ~ 0 , so :muS ;>.' l'Ph eine Projektivität sein. Da 11M 

eiee ~'roje:,:-::;in Polarit'it ist, läßt sich A-o:= /\'"'112 9 : ,p. 9- t' 9 ~M 

(r;cuj ,bel.) els P::'odu.kt\9 =nv··rrj.1t
0

darstellen, wobei 1t1 (HO) 
Persrc:k';i-r:l.t2.te:1 z,-lischen (einesnder schneidenden) Pu;;ktreihen 

si1°c.l unc:. n
0 

e:.:::ie Pers:pekti vi tät zwischen einer Punl(treihe und 

c_i.D·~::i Z8e:-~s: .. "':y:ischel is0„ Es ßilt: 
' 'l,n _,_ •'1'1 - -" * ,.,,-, • 
I\ l'"'-3:l> =x J.",;;iz. i i'<~~ = ;:e /\'j:I?:. ~"'- Jt,1n:2 •• oltjnoae. = 

n(;,(A T(1 ;,e) ( "'---' 112;.e) • • • ( ;;t-AT( j "°) ( ~ATl:Od<C*) • 
_, ) 

t\'[f,2 5 ~. ist eir.e Pro.je;divität, wenn die FG.ktoren (;,e ni cR. bzw. 

( -~-' TI ·D"')' ;:,c.~-·-e'·'-1\r"~-:.;1-en s1· nd ~~O'i 
0\.... 0 ,:x_ -'~-0~1.n.v ...... Lvuv ... ..c, .• ,,... ~~ffi.) 

Die Pc:::-:::::-e~:tivi :;J;-; rri: 'Po.,--,P~,., (mit a~ =g)ordnet x~,1 
XE 'Po.i .~ ;~-:-~:;:-_ ?·~L: .. kt Ar::i_ E: ,f~o..,+-1 :::u, <ier mit X ? ai.11 
~)Y\(l (1-C',T", --;:r·,-,.~-....r-,<--i·v"l.l...r·-:•.-.7(-T"t,'"l)'l_ 7, 1co17..;Y10;::l._Y. ""' Ir •; 
....... t, -··-u• .,_.,,_c_,, __ .... _v_ ~ .. V:J..v<J,...,,_1, ...... v_, ,_Jl J .(. •• L-~·~'-~ Ctlat Zi-ae. .eae 
li.cs<:. Di.e fs„b-:-ii:idur:.c .x:.·A TCi ;;€. r;eht von Fo.1i ~ ' a.,.1 i 
r_'7ch t).,Q

14
-i~ 'H~cl orr~r:ei; Z~E{20:.·,i den X;;Jl 

PurJ.;:t X:-;r,"' e f.2a. .. ,i zu, der mit X und dem 
festen ;?l:.::'.:..-::t Z ·L ~ koJ„li:1s.~:i_r lic2;t, da JZ. 

~x:-":r~o2. ~st Qj_,; t:Jt ~a.ii ----- Po.
11

,t,~ nit dem 
~c-;(:;.r:~:-:: ~-
Di'.' :,:,;",_,iti:it x 0 :f.L,,,,-=t\,..(ai" windschief a 0 =g)\M)ordnet jedem 
X t'P.a., d~r_; Z:::; 1:::--.<: X.O.oZUo "00. (ZR,~;}") Inzidenzen a·~ 
e:--ll:Ü:;, ::;::,r,"~, ie Abhi ~<l1f':l.C ae _, :7t' o_ae"' v~m ~aj :j'J 
,r,l"'.;.,i. ::1e.c!l t.":..ae 1 1·!0')e1. 2. cl€. 1-n!,dsch1.ef X (ae,.e•)~ 

~~~'J2 __ 1.st,~u:"a ~rc„nf:?t do2 t Xae..E.-Pa..a~ /--:.,,~ ----- X;.,e 
cne .Eoene Z"1.Qo;;;: E. '€..Qo>c Z,U = ce.-'Jro"oe." X:;ro X Cl~ 
ist di.e P8::._'"'s:rektivität ,P. 0 j~ - to..,).. x.tt • 

Setc;en wir h=c~, so ist A1 1-Pn eine Projekti vi tät. 0 o 

(IV) U!ll z-.i zeie;en, d2ß X l:yperboJ.isch ist, zeigen wir schi:i.rfer: 

Ist? in ~M selbstkonju~iert bzw. nich·t selbstkonjugiert, so 

ist Pa: in ·A' selbstJwnjur,;iert bzw. nicht sel1)stkonjue;iert. 



Ist P bzc;l. i\M selbstkoni-uc;.iert, so gilt P I P)._,,1 ~ Pae I Pi\,.,ae"= 

=P~~-'AM;R,*=(P<R.)11' =;, P;e ist bzgl. 11.' selbstkonjuciert (ebenso 

für nicht selbstkonjugiert). 

(b) Die pro.jektive hyperbolische Polarität /\ 1 bestimmt eine 

Quadrik M' und es e;:i.l t I1' =Iice. : 
P1 M=;>P selbstkonjugiert bzgl./\=} P;;e selbstkon,juc;iert bzgl. 

'i\' =--c/; P-,e E 11'. Aus P * I'1 folgt ebenso P-ae.. t M'. 

Ovale b.zw. rinc;artic;e Que.driken I-1 tro.c;en keine bzw. eine 

Punktreihe; c1a "'- Punl<treihen in Punktreihen überführt und 

nicht kollineare Lace erhält, ist die Quadrik McR. von selben 
1 

Typ wie M. 

Bemerkung: Da ;ie die durch i\ vermittelte Kopplune; erhält, 
folgt insbesondere, daß die Tangentialebene P7' von PE n 
in die TaD{:entialebene von Pa'<." Mce über,:eht. Das Pae.r (P ,P::\) 
mit PE l'1 heißt "}7 J.ächenelement" der Qundrik rl. Jede KolLir"e-üion 
;,e. "' PrL( lf "') transformiert also eine Q;uaclrik flächenel emer;.t
weise in die cleichartir,;e Bildquadrik. 

7) Ein Tetraeder {A
0

, ••• A31 heißt "Poltetraeder" bezüe;lic:'1 

einer Korrelation o , wenn gilt: Jeder Ecke Ai wird durch c5 
die Gec;enebene <Xi :=Aj¾Al (mit i,j ,k,11 pw. verschieden) zur,;e
ordnot, und jeder Tetraederebene O(k wird durch ö * die Gegen

ecke¾ zuf,eordnet. 

Die von den Nullpolaritäten verschiedenen projektiven Pola;i

täten sind genau jene projektiven Korrelationen, die ein Pol

tetraeder besitzen. 

B ( ) <' • " . • ' t . I". h ,_ 1 J 1 . t .. ~ »-l· ''" ew.: a 0e1 "' eine proJe,t ·ive 'llc ·cnu .po 2.ri ·av "=> 

.]A
0

ef2 mit A
0
j A/1. =: o<.o ~M 6in der nicht selbstkonjugierten 

Ebene IXo bestimmt 7\ eine projektive Spurpolarität :X.«
0 

und diese 

besitzt nach 2,4,Folg.3 ein Poldreieck A1 ,A2 ,A
3

• 

{ A
0

,A
1 

,A2 ,A
3
1 ist ein Poltetraeder von ::\: 

Aol\ = CX.o•A1A2A3 

A1 I e<. o ===> A1 )\ I A0 } ~ 
A1\. =A~3 ==> A1°A I A2A3 
ebenso für A

2
A. =A0A1A

3 
und A

3
t.. =A

0
A

1
A

2
• Wegen /\t\ *= L ~ C('i A* .. A1. 

.. , 
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(b) Sei ö eine projektive Korrelation, c.::.e dr,s ?o:'..-::,.,trc1eder 

SA , .. • A?.1 bcsi.tzt. Uer;en "'\ X d. 0=A S ist; 6 sish~r keir:c-; l O J · 0 0 
Null:;:-,olarität.Nach3.9,Folg.3 ist c5 als I'ol1':';_~;iit er·.:::.<csc:1, 

w0nn öö*= L r;ezcigt ist. 

Wec;en (A A,, )l c:il & .A„ci = cx 0 cx 1 =A2A„ usr. wirci. .j•::c.er 
0 1 0 1 A _; 

des Poltetraeclers durch S die 7,u .ihr wj_:-idschie.'.:-e 

Pol tetr;:i.oder]rnnte zugeordnet ( *). 

Slf.2A.A,: PA.,,~ 'f,.., 1 A3 ist nach Voraussetzung eine 

l:'rojektivität,also gilt für Xtf2A.A, mit X:=Xo.A
0

A
1 

,p,ApA1 (X) * 'lAiA; (X[) i( 'P.A,A, (X); diese Ao,-~-'--'---:::,i, 

Projektivität ~01 ist sogar eine projektive Involution (vgl. 
1.1O,Folg,8,I), denn sio leistet A

0
1--A

1 
uncl A

1
,-A

0 
:::.it 

. Aot-A1. 
Sei X E 12A,A, ~ Xö I A2A

3 
A XJ I X=X <X 0 , • Die :Z~0::c X t 1..,n".';cor-

wcrfen wir cl'* und erhü tcn dem l:Un:;.,t (Xo)S *, fü::_' c.cn :::ü t: 
(•) 

X&I A2A
3 
~ (Xo)6* I A0A.,. Wcr::en XJ I Xunc. Xoco,=X geht 

die Bbene X rS durch X und (XJ)o"' liegt in X&; d"- s:1deT0rsr,i ts 

(X&)6* auf A0A
1 

lie;:;t und X<f die Gera.de A0A1 ,::;era·J. in X 

trifft, c;ilt X=XJJ* i'i.ir alle z,s.-pAoA1= So"'l,PA.A,=L, 
Durch :Jmbeschriftung fü:det r1an fü.r alle sechs Tetraeä.erkanten: 

M „ lf.!A,Aj- l ( i ,;, j). 

JJ*: ,P _.. f-2 ist eine KolUneation, die A0 ,A., ,A
2 

und. d,:,r:üt ex~ 
festH.ßt. Wngen So* 1 ·P-A.A, ~ L ist Sr5* 1 1'.l."'-, eine eoei:s per

spektive Kollineation mit der Achse A0A1 und den beiden 

Fix"mrikten A
2 

und P "- 1iA.A~ \.-"'o, I, 2 } nicht a,:: cl•::· ,\.c~.,0 t· ~ 
JrS• 112«; = L ==}So• ist eine perspektive Kollineation iü t 

der Achse <X3 und den 1:,eiclen FiXJ.)Un\rten A3 und Q ~ f.2.A.A;'\ ~'O, A3l 
nicht auf der Achse 

3¼ 6 J rS *= L • 

Ber,ierJrnne;: Rino proJ0ktive Poln.ritiit in 1f kL 1 6.i,:: kci,,e :·:,1:.1-
polnri tiit i,,t, wird oirnlcutic5 festf:elee;t durch 10 in P,'.ll

tetrnec1er {A
0

, ••• A
3

} und einrv,l Pol P und Pol2.r<::b0ne Jr, 

fo.11s tP, A
0

, ••• A31 bzw. ~:Jr,ao, ... cxl}eine Fundament0.li'i3ur 

in ,p. bz1-J. ,P.* ist ("nllc;emeine Lo.ce"). 

Bew.: Zu cliesen Ji'undnnenta.J.fir;uren existiert in 7r Kt :.2-ch 4.5, 
Folg. 3 c;enau eine projektive KorrelaU.on ;\ r:lit p;,., = :r T,d 
A:(A. '" ex."'. Dn. /\ ein Poltetraeder besitzt, ist /\ eii~e :;r·o~ c;'.:ti '"' 
Polarität. 
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SATZ 4.6: In T~L ist jede projektive hyperbolische Polarität A 
das Polarsystem einer Quadrik, welche genau dann ring

artig ist, wenn in ).. eine selbstpolare Gerade existierto Jede 
Kollineation i'ührt eine Quarlrik fHiehenelementweise in eine 
gleichartige Qu.adrik über und das Polarsystem einer Quacll:ik iat 
gegen Kollineat.ionen invariant m:!.t der Quadrik verknüpft. Die 

von den Nullpolaritäten verschiedenen projektiven Polaritäten 
sind genau jene projektiven die ein :Poltetraeder 
besitzen, und werden d.urch ein Pol tetraed.er und einmal Pol
Polarebene in allgemei.ner Lage eindeutig b.estimmt. 

Bemerkung: Eine projektive elliptische Polarität bestimmt in 
jeder Ebene eines Poltetraeders notwendig elliptische Spur
polaritäten..?. jedoch ist dies 11icht hinreichend dafü..r 1 daß die 
projektive .Polarität elliptisch ist (vgl.Bern.zu Satz 2.4). 

Anwendungen: 

Jeder Quadrik I1 ist eindeutig ihr Polarsystem >.M, eine projektive 
hyperbolische Polarität, zu.geordnet. Daher können Elemente 
des Polarsystems zur Festlegung der Quadrik dienen. Für P, Jr: =P/\M 
mit P ix ist die harmonische automorphe Homologie G'"p von M 
bekannt, und öp verdoppelt die anderen Angabeelemente. 

(a) Nach Satz 4.6 ist eine projektive hyperbolische Polarität 
~ durch ein Poltetraeder und einmal Pol-Polarebene P,:ir in 
allgemeiner Lage eindeutig festßelegt. Ist 7' insbesondere hyper
bolisch, was z.B. für PI~ stets der Fall ist, so ist durch 
diese Angabe genau eine Quadrik festgelegt. 
Bei Vorliegen dieser Angabe kann zu einem beliebigen Punkt X 
die Polarebene X7' konst.ruiert werden. Auf jeder Tetraeder
kante, z.B. auf A0A1 , bestimmt :\ eine projektive Involution oc.1 

konjugierter Punkte, wobei ~01 eindeutig durch Ao,__ A,, 
(PA:,.A,). A0 A1 ,.__ .Jr .A.A, festgelegt wird • .Mit Hilfe dieser 
Involutionen aji. kann man zu X die Ebene X:\ finden. 

(b) Aus dieser Konstruktion ergibt sich: 
Kennt man auf drei kopunktalen Kanten eines ~oltetraeders die 
projektiven Involutionen konjußierter Punkte, so ist dadurch 
eine projektive Polarität A (für 11.. hyperbolisch die zuge
hörige Quadrik) eindeutig bestimmt. 
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BemerL-ung: Ist 1 eine Projektion aus einem Auge O auf eine 
Bildebene ::-.ic"l::t durch O, so vermittelt -c; zwischen den nicht 
projiziereL::.e:1 Ebenen und der Bildeoene einen Isomorphismus. Ist f
eine projd:ti,e Polarität in einer nicht projizierenden Zbene, 
so ist dahe:::- ·- := i;·\;.-S eine projektive Polarität der Bildebene. 
Das ; -3ild des (u. U. existierend.en) Staudtschen Kegelschnitts 
von p. is--c der Staud.tsche Kegelschnitt von f-

1
• Sind die Punkte 

einer nicht projizierenden Geraden in einer projektiven 
Involution -:x.. r:;ekoppel t, so ist oc': =~_,<X ~ eine projektive 
fo.volutiorc der Bildpunkte; Fixpu.nkte von oc haben FixpUJJkte 
von oc' zu :2.:.lä.ern. 
Eine Quadr::.z Y. 1:at, falls das Auge O ein Außenpunkt von l'l ist, 
als schein-:::,&.:::-er. Umriß den Schnittkegelschnitt des Tangential
kegels rc ::::it der Bildebene. Dieser kann dadurch festgelegt 
werden, ds.2 ::::a.n das -; -Bild cler projektiven Spurpolarität Ao:1, 
von /\ in de:::: :Polarebene 0:\ des Auges ermittelt. Ist o ein 
Innenpunkt von 1'1, so existiert kein scheinbarer Umriß. 

(c) Eine Q_;_adrik l'I in 1f KL ist für N>3 eindeutig festgelegt durch einen 

Punkt P u::.cl cir..:::al Pol A.(tP) u::id Polarebene oc mit A J. Cl'.. und 

P l C<.., wen.L ::an die Spurpolarität /\"'kennt, und wenn PA 

die Ebene ::,_, .:.n einera in 11."' nicht sel bstkonjugierten Punkt P 
durchstößt. 

Bemerhu:.g_;_ ·tfäre P in ;\"' selbstl,;_on,iugiert =" P e. Ii=a>AP ist Tangente 
von :M in P: '!.'id.erspruch zu PI J\P A Fe MA P*P. 

Bew.: De;:i P-,.;,r::::.t P:=PA.x wird durch die gegebene Spurpolarität /\"'

die Gerade p:=P:\"' mit p J. P zugeordnet. Gibt es eine Quadrik 11, 

welche in die Angabe paßt, und ist II die zugehörige projektive 

hyperboliscce Polarität, so ist notwendig Pp die Polarebene 

von P: 

Pd·l = p;,,_ I P } A 
~_,P,A_koll. = P11,P71,c<. kolL c=-9 P)., =Pp. 

P:\,C<. =P :\"'- cp 

In A,x existiert für N> 3 ein Pold.reieck X, Y, Z, das zu " 

Bem.). Dieses Poldreieck bildet zusammen mit A pi P. 

ein Pol tetraeä.e::- von A • Da P und P ),._ =Pp zum 

Tetraeder A,X,Y,Z allgemein liegen,ist dadurch 

eine projektive Polarität /\ o eindeutig festgelegt, die wegen 

PI P~ =PÄ 0 hyperoolisch ist und eine Quadrik 11
0 

bestimmt. 11 0 paßt 

in die Ar.-e;abe, denn :\.,und Ao1. leisten für P und X,Y,Z, also für 

ein Viereck, dasselbe= A 0 ,_ = 11.,,. 
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Ist 11
1 

eine Quadrik ( ?1 1 die zugehörige hyperbolische Polarität), 

die ebenfalls in die Angabe paßt =} At-,~=A'\.11 '\,"= ""' "'A,«• Da P 
bezüglich A, selbstkonjugiert ist, muß nach dem ersten Beweisteil 

notwendig P'\1 =Pp=P>-o gelten. Die projektiven Polaritäten :>io und i'. 1 

ordnen also den Punkten der Fundamentalfigur A,X,Y,Z,P jeweils 

• 
Bemerkung: Unter einer Sphäre im PAR versteht man die Menge 
aller Punkte, die von einem festen eigentlichen Punkt O konstanten 
Abstand r > 0 haben. Dann gilt: 

Eine Sphäre des PAR ist eine ovale Quadrik. 

Bew.: Der Schnitt der Sphäre S mit einer beliebigen Ebene <X 

durch den Mittelpunkt O ist ein Kreis k, welcher nach 2.2,:B'olg. 2 
ein Kegelschnitt im PAR ist, und daher ein Polarsystem :\ k - eine 
projektive hyperbolische Polarität - in <X festlegt. S wird 
längs k von einem Zylinder berührt, dessen Erzeugenden durch 
den Fernpunkt A einer zu oc normalen Geraden gehen. ..l-------~ 
Die Gerade AO durchstößt S in den beiden Punkten ~ ·~--- P)._ 
P und Q. ,- , Pr "::. 
Nach ~c) ist durcl?, ~. den Pol_A, die Polar~bene <X / t 1.µ. '~lX 
und die Spurpolar1tat '.\,._:=::\, 1n0<. genau eine I r:=t 
Quadrik M (zugehörige projektive h;y-perbolische ~ -6ö+-
!'_olarität 'i\ ) festgelegt. Gerr:äß (c) gilt , ,7 
P=AP .oc."'O und p ist nun die Ferngerade von Oi.. ; · • 

daher ist die Tangentialebene PA in Pan I1 die 
Parallelebene von rx_ durch P. Es gilt H(A,O;P,Q) 
(Mittelpunkt und Fern~unkt einer Strecke liegen zu den Strecken
endpunkten harmonisch), also liegt Q wegen P6'A =Q auch auf M. 
Es genügt I1=S zu zeigen, denn eine Sphäre trägt keine Geraden 
und ist daher sicher nicht ringartig. Nach Konstruktion gilt 
P

7
Q,k !, I1r1S. 

(1) X'- S ;,.X4 k/\ X*IP,Q ~ ]*fl :=APX E' {. Wir untersuchen nun 
,fot~I\ S und f-l 1-'- r, M. 
,t::! µ/\ S=: 1 ist ein Kreis, der durch P geht und dort fl.P:>. als 
Tangente hat; außerdem geht 1 durch die beiden Gegenpunkte G 
bzw.H von kund hat dort die Geraden AG bzw. AH zu Tane;enten. 
'f2p.AI'l:=l'. Es gilt P,G,HI€ l' und l' ist daher ein Geradenpaar 
oder ein KeGelschnitt. Nach 4.4, Folg.1 (für ringartige) bzw.4.6, 
Folg, 2,(IVJ (für ovale Quadriken) hat jeder ebene Schnitt 
durch P e M in P eine Tangente der Quadrik als Tangente = die 
Gerade fl-,PA ist Tangente in P an 11

• Wegen L'·P/\ .ll G,H ist l' 
daher ein Kegelschnitt. Seine Tangente in G 1st .u. G 7\ ; wegen 
G I 0(/\G E I1 gilt G 0 I A II G:\ I G ~ G'\.;;=GA. Die Kegelschnitte 1 
und l' haben die Punkte P,G,H und die Tangenten in P und G 
gemeinsam =7 lcl'. 
Also gilt X~ 1=1' c I1 ~XE Mund damit Sc M. 
(ii) Umgekehrt: Ye I111 Y ~ k A Y"l'IP,Q=1 ]* t: :=APY ' l. Wie unter 
(i) erkennt man, daß,P„/"IS"'Ftr,M und damit Mc.S gilt. 

• 
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_4_. 7. Nullpolaritäten in dreidimensionalen Pappusrä=en 

Nach Definition 4.5b versteht man unter einer Nullpolarität eine 
Polarität Y mit XY IX V X e,/2 • 
Bei Nullpolaritäten sind folcende Bezeichnungen üblich: X ist 
"Nullpunkt" von Xir und XY ist "li'ullebene" von X. Eine selbst:Jo:2.a:;:-e 
Gerade g=g'f heißt "Nullgerade". -
Ji'ür Nullpolaritäten ist a,1ch die Bezeichnung "lineare Nullsyste1:1e" 
gebräuchlich; wir verwenden diese Bezeichnung nicht. 

1) Alie Nullgeraden durch einen Punkt X e:,p_ bilden genau das 

Büschel CJJx,xy• 

Bew.:(a) Ist n Nulli:;eraö.e mit n IX 0=> n=n;IX,0 11X, IX 0=>n06Jx,,r• 

(b )Jede Gerade g "Gjx,K,- ist Hullgerade: 

g=XY mit X*Y ~ gY =XY-. YY' mit XY- *YY- • Für die Ebene y.,,. eilt 

dabei wegen der Nulleigenschaft YY- I Y. Es ist Xr.Yy =g zu zeigen: 

(ind..) YY-.XY 4'g~der Punkt Y1 E'f2 9\tX,Y!hat 

eine Nullebene Y
1

Y- mit Y1 Y- I Y
1 

1md wegen X,Y,Y1 
kollinear =c>XY-,Yr,Y

1
ll" kollinear ~ Y

1
:r I X,r.Yy-="I 

Y
1
-Y-=Xr: Widerspruch zur Injektivität von Y-. 

Xv 

Bemerku.ngen: (a) In diesem Beweis wurden nur die Nulleie;enschaft 
und die Eigenschaften einer Korrelation benützt. Boi AüsnUtzung 
der Symmetrie der Konjugiertheit wäre Beweisteil (b) einfacher 
(vgl.Bemerkung c). 

(b) D~-dual: Alle Nullgeraden in ~" l bilden genau 
das Büschel 0J ~Y- ., ,.,· 

(c) Unter einer "Nullkorrelation11 versteht man 

eine Korrelation rS mit der Nulleigenschaft, d.h. V X" P, ist 

X cf I X. Dann gilt: 

Jede Nullkorrelation ist eine Nullpolarität. 

Bcw.: Es genügt, die Sym.,.'cletrie der Konjugiertheit zu erwc,isen. 
Aus Y I"XJ11X*Y11X IXrS'=?(XY)[c:XY, da Folg.1 (vgl.Bem.a) auch 
für Nullkorrelationen stimmt.Weiters gilt r.ach Folg.1 auch 
YX E ~Y,Y<f = XY IYJ => YJ I x. 

2) Nach Folg.1 ist eine Gerade g in X, nicht durch X keine 
Nullgerade: g*g>. Also Gxistieren Hichtnullgerader.. bezüglich 
einer Nullpolarität Y-. (Die Existenz von Y- ist jedoch noch offen ! ) 
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Ist g eine Nichtnullgerade, so ist g~ zu g 
g,g~ ist ein Paar reziproker Polaren). 

windschief (Kurz: 

13ew.: (ind.) g schneidet gr: Für alle YE'f.2s11Y4f2'3~ 
gilt Y I YY-A Y-,- I gY =; Yr-=Y.gY- :Widerspruch 
zur Inj ekti vi tä t von Y-. 

3) Jede Nullpolarität ist projektiv. 

)> 

4 gv 

• 
Bew.: Bezüglich Y- existiert sicher eine 
gerade g, und g und g~ sind nach Folg.2 
XI g=Xy- I g1AXY I x=1xv- =gv.X. Für 
9- j j29 gilt daher: 

Nichtnull-

windschief. X · 
,Pg(X) II' t'.

9
;(X,-) =?Y ist projektiv. 

g~ • DSF.L-1-.7: Die Menge aller Treffgeraden von zwei windschiefen Gera-
den ("Achsen") heißt ein hyperbolisches Netz. Die Menge der 

Geraden aller Büschel, deren Zentren auf einer Geraden ("Achse") 
liegen und deren Ebenen so durch diese Achse gehen,daß die Reihe 
der Zentren zum Büschel der Ebenen projektiv ist, heißt ein 
parabolisches Netz. Die Menge aller Nullgeraden einer Null
polarität heißt ein Gewinde. 

Bemerkungen: (a) Die Achsen e,f eines hyperbolischen Netzes ge
hören nicht zum Netz, denn die eine trifft die andere nicht. Greift 
man auf der Achse e einen festen Punkt P heraus, 
so bilden alle Netzgeraden durch P das Büschel 
~J P, Pi • Das hyperbolische Netz kann also in zwei 
Scharen von Büscheln zerlegt werden. Aus Axiom 
I 2 folgt sofort: Zwei Geraden eines hyperbolischen 
Netzes, die einander nicht auf einer Achse treffen, 
sind zueinander windschief. 

V 
~ 

(b) Für -Pe(X)7<: ceCO is.t die Menge aller Büschel 0x,\ 
mit XE~e nach Definition ein parabolisches Netz. 
Die Achse e gehört zum parabolischen Netz, denn es IJ/j 
gilt e'l:,Jx.~ für X•Pe., Aus der Injektivität der 
definierenden Projektivität folgt sofort: Je zwei ' 
Geraden eines parabolischen Netzes, die keinen f 
Punkt der Achse gemeinsam haben, sind windschief. 

(c) Die Menge aller Tangent.an in den Punkten einer 
Erzeugenden auf einer ringartigen Quadrik ist ein parabolisches 
Netz; nach 4,4, Folg.2 sind nämlich Tangentialebene und Berührungs
punkt in der Berübrprojektivität gekoppelt. 
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(d) Folc; .1 lautet u1nformuliert: Alle Gewinde
geraden durch einen Punkt bilden genau ein Büschel. Damit zer
fällt auch ein Gewinde in Geradenbüschel. 

4-) Alle Nullge.::aden einer Nullpolarität v- , die eine feste Null

gerade n schneiden, erfüllen ein parabolisches Netz um n. 

Alle Nullgeraden, die eine feste Nichtnullgerade g schneiden, 

erfüllen ein hyperbolisches Netz mit den Achsen g und g9-. 

Eew.: (a) (i) x trifft n=n9- 1.Uld x ist Nullgerade= dem Punkt 

X=:x:n ist die Ebene XY-=xir .nYcc:x:n zugeordnet= x < ~ x,x-, = x gehört 

zu dem durch die Projektivität Po(X) ft~;(XY-) (vgl.Folg.3) de

finierten parabolischen Netz N. 
(ii) Ur:;gekeh.rt ist jede Gerade y c N eine Nullc;erade: 

y::::n ===> n=nf". 
y'l'nAyc.N => y trifft 

(b) (i) Sein eine 

GK F.1 ~ 
n in einem Punlct P und y I PY- => y e J P,fr==;, yr-=y. 

Kullc;erade, welche 

g ü1 Punkt S trifft. Nach Folg. 2 sind 

Achsen eines hyperbolischen Netzes N. 

zeigen: 

s r s~=}sy- r g:,,_s,r s=?SY-=S.gr} =,, 

S I n ==} S Y- I n, =n 

die feste Nichtnullgerade 

g und gy windschief und 

Es ist nENzu 

n und g:;. liegen in der Ebene Sv,=} n trifft gY(und g) => n 6 N. 

(H) Ist yEIT = y t:-ifft ~ in
8

s :11~ gF :n TT=c} Agv-~g 
=,. y=S·J: 

00

cc} yr=SY-. Tv rait oY- = .gY- ozw. J.Y- = .g~(.,.u S-----i;· S ~--~---~ 
=~S-r.TY-=Ss:'~y;r =y. r, _ ~- '11T 

5) Seien n eine Nullgerade e.iner Nullpolarität Y und P,Q ver
schiec.ene Punkte auf n =-'} p,, ,, Qr !'- P,,QY-1 I UY x_ n, Jeder Geraden 
g 'v),,r;:,- wird durch 9- eine Gerade gYG6jc,i,, zugeordnet. 

Def.: Zwei Geradenbi.:schel in verschiedenen Ebenen, deren ver

schiedene Zentren auf der Schnittgeraden der beiden Ebenen 

liegen, heißen "verschränkte Geradenbüschel 11
• 

Y-)1J~,c;.,. ist eine Bijektion ;,wischen den beiden versch.rär...kten 

Geradenbüscheln CJP,Qv und (,j 0,.,,. • Mit Ausnahme von n sind ge CjP,Q,,. 
und gvt(;JG.,?-r Paare reziproker Geraden. 

1i:...JP,::;, ist eine Projektivität. 
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Bew.: Sei s aus 0 Q,a.,. und s4'n ~ · ]* gs=:S und wegen S I g ==9 

S Y- "'gv. S; also gilt insgesamt : 
qP,a,. (g) ~ ,p,(S),..~'ii,,.(SY-) Ä 0a,P,-(gY-). 

Jede Treffgerade irgend eines Paares verschiedener Geraden g,GY 
aus den verschränkten, projektiv gekoppelten Geradenbüscheln 0PQy 
und l!Ja,P, ist na·ch Folg.L~ Nullgerade. Wir wollen nun ur,sekehrt · 
von obiger Figur ausgehen, um eine Nullpolarität zu erzeusen; 
nach Folg.1 genügt es dann, das Gewinde der Nullgeraden festzu
legen. 

Sind, C;jP,t und Sjr.." zwei verschränkte Geradenb:üschel und IX. :~?.t -G~c;"f 

eine Proj ekti vität mit (PQ)C(. "'PQ, dann ist die I1enge aller 
Treffgeraden von je zwei verschiedenen, in 0<. zugeordneten 
Geraden eine Teilmenge eines Gewindes; zu diesem Gewinde ge-
hört noch ein parabolisches Netz um n:•PQ, das durch die Angabe 
mitbestimmt ist ("Erzeue;ung nach SYLVESTER"). 

Kurz: Ein Gewinde bzw. eine lfollpolari tät ist eindeutig festge
legt durch zwei projektiv gekoppelte, verschränkte Geraden
büschel, deren gemeinsame Gerade selbstzugeordnet ist. 

Bew.: Gegeben ist die Projektivität ix:L}P .• --0 0 ."I mit PQ•Ei=(?Q)cx, .. n. 

Wir gehen nach folgender Beweisidee vor: Zuerst definieren wir 
eine globale Abbildung Y:: ,P. -· l wobei einerseits die Anc;abe 
ausgenützt 1·1ird und andercrsei ts die Gesetze einer Nullpolarität 
berücksichtigt werden. Die Abbildung 'i- wird sich als Null
polarität erweisen und durch die Angabe eindeutig besti=t sein. 

( 1) Definition von l: p -t in vier Schritten: 

(I) X=P: X7:=tf, X=Q: X'f:=l, 

Diese Definition ist notwendig, wenn 110 ?-t = oc gelten soll. 

(II) X IEAX J. n: 

=9 3* PX•~P,ti (PX)Y- muß die Gerade (PX)oc.6~a.,~ sein und wegen X I PX 

muß XY: durch (PX)c<. gehen. Daher muß man not- Cl§PX 
wendig definieren: ~..,,,JQ nrnrx. 

XY": =X. (PX)oc.. p ~~ t 

Hieraus folgt XY I QAX~ J. P, was wegen 
XI E • Q1A X"/. 'f „p; mit den Gesetzen einer Nullpolarität verträglich 
ist. 
Ebenso für X I'{t.X J. n: 

X~: .. X.(QX)o<A(=> X~ I PA X~ t. Q). 
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Bemerkung a: Ist umgekehrt \ eine beliebige Ebene I:'j_t SI Q "' 
5 J_ P, so kann ~(entsprechend der bisherigen Definition von r) 
nur vom Punkt (~l ). (~~ )oc-A in e. stammen. 

(III) X J-JE-, 'f 
~ 3 * PX=:x1 A ]"Q.X=:x2 ; jede Treffgerade aus X an irgend.ein 

Paar g,gcx. mit gEG'.jP,c\tn! ist nach Folg.4- notwendig 

Nullgerade. Wir haben also die rTenge 11 \ 

aller Schnittgeraden Xg.Xg{l(. für alle 

gE VJP,~'-tnJ zu unte.::suchen. 

Liegen alle diese Geraden in einem 

Geradenbüschel, dann ist entsprechend 

Folg.1 die Trägerebene dieses Geraden-

büschels als x;;: zu definieren. Die /p 
Menge M kann durch folgende Projektivi-

tät J( erzeugt werden: 

-l,,(Xg) 1" i~P,s (g) ~ 6j Q,~ (;;;c<..) ~ tx, (X.gcx.), 

in der jedoch wegen n=noc die gemeinsame Büschelebene x1x 2=Zn 

selbstzugeordnet ist; also ist ,y- eine Perspektivität. Das 

Erzeugnis von ,r ist ein Geradenbüschel durch X in einer Ebene ~ 

und wir müssen definieren: 

Bemerkung b: Für X J_ n => Xv t n wegern: 
Fall 1: X I E.~ XvJ_ P ==}Xr' J_ n; ebenso für XI 4'· 
Fall 2: X J.1 l,½' : Nach (III) enthält Xv- = ~ alle Treffserarien 
an g und gcx.; jede dieser Treffgeraden ist für i:;,i,n winc.sc::iief zu 
n =} Xv' J. n. 

Bemerkung c: Ist 1.L':1gekehrt ~ eine beliebige Ebene mit ~ ZiF,Q, so 
sind als Urpunkte von s unter r (er.tsprechend der vorläcJ:igcn 
Definition) Punkte aus (I) 1.md (II) ause;eschlossen. \hr betrachten 
die rlenr,;e aller in ~ liGc;enclen 'i:reffgeraden von 1 

Paaren g,gcx. für aJ.le ßE 11P,c"'Ln]. . - 'f, 
Dies führt zur Projektivität cS: 91()/,~ 1 

~c~ (X1)A(,1p,i(g~_hJJ,~ (~".:"); P{\ (X1 ) 1 ..11:_<:J)\ z/1~ :Q 
die wee;en n=ncx. aen Pun.Ko •, .n selbsc. tr f',:'-6:. '~---~ 
zuordnet =7 o ist eine Perspektivität, ~\)., ;....--~ 
und das Zentrum X von iS ist der ~ ·=c-·-~~~ i" 
7- -Urpunkt von ~ • Es gilt X J. n. 91 g;-~, > 

(IV) Es fehlen noch die von P und Q verschiedenen Punkte N auf n 

(vgl.Figur zu Bemerkung c). Wegen n=nc.c muß NY durch n gehen. 

Wir wählen nun eine beliebit;e Ebene ~ durch H" 1 ;1 n. N:1ch 

Bemerh.u.ng c existiert zu ~ eindeu-!:;ig der Y: -Urpunkt XC/. n) als 

Zentrum der Perspekti vi tä t J. Wec;en N I ~ muß notwendi5 N 7 I X 
.,... __ - - - - - -..L. .: --L. - ., - - .J:0-,"t - - - .!; - T'\ _ ..r:-.: - .: .L.! ~ - -- _,: - - - - ..::l A 
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Bemerkung d: Um diese Definition als sinnvoll zu erweisen müssen 
wir zeigen, daß sie unabhängig von der Wahl der Ebene ~!-n durch 
N ist. Wir wählen zunächst 1i_ fest. Nach 3.5,Folg.1 existiert 
genau eine Elation ae mit Zencrum N, Achse Nr und X 1 ,--X,.(X,:=g,~, 
X 2 :"'g:..i,"vgl.Figur,_zu Bemerkung c). Da P de;i;:_Ac1?-se_N~ li~gt, 
leistev -;e daher g1~ =_g2 ._pe~Punkt .x.,_x,_ 11.egi:; J.ll :':Jy-
daher leistet~ auch X1 -X2.(X~:"'g"°'·~, ,.:cag,_oc,~, vgl.Figur), 
da axerdem ~~*=~ wegen '\'IN gilt. Wegen Q I :w; folgt daraus 
g1C<. go.«. 
Sei nun 71 t. -t mit 1l I 1T" n, ,l n. Entsprechend Bemerkung c kann der 
Urpunkt Y von 'i kQ_nstruiert _ _:}'rnrden: 
giT/. =:Y}, g,D<. .71. = :Y6 = Y=Y1 Y1 • Y 2 Y2 • 

Um zu zeigen.t daß sich für 1 und 71_ die.selbe Ebene NY: einstellt, 
genüst. es Y .L NY: zu zeigen. WeG_E:n ') I N e;il t ·11.a.?.*~ 71_ ~ 
Y1..:=(517l. ):,ß ::ß, ~ .'1_d€..*=g1.11_ ,,,y2 A Y,ce=Cg1«•7l)ae.=(g1cx)ce ·'1"'-*=g:,_0:.71 s Y';,==> 
(Y 1 Y2 ) ~ =Y 1 Y2. =,i, der Schnittpunki_ dieser_zugeordneten Geraden 
liegt in der Achse Nl , also (Y 1 Y1 ). (Y2 Y2 )=Y I N9 • 

Bemerkung e: Ist Zein beliebiger Punkt auf NX verschieden von 
N und X, dann enthält die in (III) erklärte Ebene Zv' den Punkt N: 
Zv- ist Trägerebene aller Geraden Zg. Zgctfür alle gEi1p,,\\n1. Wegen 
Z I N7 gilt Zce=Z und weiters 
(~g:~~g1 oc)~ =(Zceg1~).(Z<eg1 oz.-:ie )=~g:!rg2.0;- ==1 (h.c)~=l.c. wegen 

~:ie..*=& • Die Punkte h.~ bzw. l.~ sind SpurpuIL~te von Geraden 
aus Zy in t; da diese in ce zugeordnet sind, geht die Spur von ZY 
durch das Zentrum N von .e ~ Z'l I N. 

( 2) Die in Schritt ( 1) erklärte globale Abbildung ir: fJ. - 'l be

sitzt nach Def'.(I)-(IV) die Nulleigenschaft. Es genügt daher, die 

Symmetrie der Konjugiertheit zu bestä-t;igen, um -,r als Null

polarität zu erkennen. 
Aus X I y:; und der Nulleigenschaft (Y I Yir) folgt XY I y'; für 

XtY. Da~ei sind je nach Lage von XY zur Angabe einige Fälle zu 

unterscheiden:. 

Fall 1: XY windschief zu n =* X,Yl.t n =} 

X9' und Yl sind nach (II) oder (III) erkiärt. 

Die Gerade YX liegt in Y~ und geht durch Y, 
sie ist daher Treffgerade eines bestimmten 

Paares g,goc mit gE 0P,c'\.fn1. Die Ebene 

Xv enthält ihrerseits alle Treffgeraden 

von Paaren g,g~, die durch X gehen 9 
XY I XY ~ Y I X~. 

Fall 2: ·xr schneidet n im Punkt N,i.,!P,Q. 

Fall 2.1: X=-N: Nach Voraussetzung gilt N•XI Yii; 
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wee;en Yc;,N Gilt Y J. n, woraus Y'i- J. n nach BemerkuDß b folgt. Die 

~oene Yv kann also gemäß (IV) zur Konstruktion von NY benützt 

werden: lTY =nY=lTY =XY I Y. 

}'all 2.2: Xc;,H: lfach Bemerlrung e geht für alle 

?u.r..kte Z der Geraden N:X die Ebene Vf durch N =~ 

=xv r N" x:;: I X=>Xv r N:XAl'fL r Y~Y r x1. 

,},. 
/p 

Fall 3: X'I schneidet n in Q (oder P)A XTM; wegen XY I Yv~Q I Yv. 
Fall 3.1: Y'i ;z:.n=Y*Q (ind.Y=Q=>Yv =t I n:Hiderspruch). 

Auf y:; kann Bemerkung a angewendet werden, wonach / 
Y It gilt (die 7 -Eile.er von Punkten aus (III) und 

(IV) sind stets von l verschieden). Aus Q,Yj I c => -p------0~ 
V X - (l() - IQ X QY I t " X I QJ. = J. E. => X v I Q. 

Fall 3.'1 .1: X4Q: Ai:..s Xv I Q und Xv I X folgt .XQ I XV/\ Y I XQ = 

Y I Xii. 

Fall 3.1.2: X=Q=>Xv =Q;i ~> l; nach 3.1 gilt Y I E.=Xv. 

Fall 3.2: Yv In= Y In (aus Y J. n müßte nach Bemerkung b 

nämlich Y7 J. n folgen)= Y=Q ==> Y 1 =Qv' \i'€. Aus XI y-; "'E. 

folgt daher nach (II) Xv I Q=Y. 

Fall 4: XY=n: Nach (IV) bz,,r. (I) gilt dann Xv I r.AYY I n=Y I Xv. 

Daillit ist'; eine Nullpolarität, die in die Anr;abe paßt. Das zuge
hörige Ge1'linde besteht aus allen Treff geraden von Paaren g, goc 
und einel:l parabolischen Netz,das durch v um die Nullgerade n 
bestümt wird. 

(.3) 7' ist die einzige Nullpolarität, welche in die Angabe paßt. 
1Ule Definitionen von 7 wurdcm nämlich zwingend aus den Ge
setzen einer N\ülpol3.ri tät hergeleitet. 

Bcnerh.ungen: (a) Damit ist gezeigt, daß in jedem Pappusraum 
lYullpolaritäten existieren, de::m in jedem lf PPexistieren Sylvester
anc;aben. 

(b) PP wurde im Beweis nur beim Schluß benützt, 
daß zwei projektive E"oenenbüschel I:li t schneictenden b.Chsen dann 
pcrspcktiv sind, wenn .die e;cmeinsame Büschelebene selbstzu.c;e
ordnet ist. Diese Aussage, PP und :FS sind bekanntlich (1.9) 
lo0 isch äquivalent. 

6) In einem !lpp sind je zwei Nullpolai'itäten projektiv kollinear. 

(Im Sinne von PGL( lf;e) e:;cistiert geTu'lu eine Nullpolarität.) 

Bew.: Seien v, und v, zwei Nullpolaritäten. Die Nullpolarität v1 

ist durch eine Sylvesterancabe mit der Projektivität ix:6JP,a,;- qjG,Pv, 

LJ.it n:=PQ=>(PQ)cx., nach Folg.5 ejncleutig festlegbar. Wir passen nun 
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dieser Sylvesterangabe eine Fundamentalfie;ur 
tA

0
, ••• A4\ so an, daß die Sylvesterangabe 

daraus eindeutig rekonstruiert werden kann: 

A
0

:=P, A1 :=Q. Wir wählen A2 beliebig auf 

g E0r,a~ [ n J und verschieden A
0

; A3 pel:i.ebig auf 
hc<. mit h " ~ r: 0 .,,, "-. ~n, g J und verschieden A1 • 
Schließlich sei A4 ein beliebiger Punkt 
der Geraden (gQ.A2 ).(h.A3), der nicht in 
Pv1 oder Qv, liegt; {A0 , ••• A4\ ist somit 
eine Fundamentalfigur. 
Aus {:A

0
, ••• A41 kann die Sylvesterangabe folgendermaßen eindeutig 

rekonstruiert werden: 
P=A

0
, Q=A1 , QY1 =A0A1A2 , P-,;:, aA0A1A

3 
und die Pxojektivität oc ist 

eindeutig festgelegt durch PQ ,_.. PQ, g=A0.A2 ~- _gO(. c:A1 (A04 .Pv1), 

h=A
0

(A
3

.A4 .Qv1 ) ,_....,, h0<.. c:A1A
3

• 
Analog legen wir Y2 eindeutig durch eine Syl vesteranga'be fest, 
welche ihrerseits wieder eindeutig durch eine analoge FundaI:i.ental
figur {B

0
, ••• B4s festgelegt wird. 

Nach Satz 3.7 existiert genau eine projektive Kollineation 
cetPGL(Tf;P) mit Aice =Bi (i=0 ••• 4), und~ führt v, in )/2. über, 
da .3€. die Sylvesterangaben zuordnet. • 
Bemerkung: Da die Punkte der Fundamentalfigur weitcehend will
kürlich wählbar sind, gibt es nichttriviale projektive 
Kollineationen, welche eine Nullpolarität festlassen. Jede Null
polarität gestattet also automorphe projektive Kollineatio~en. 
Ganz allgemein gilt: Ist G eine Gruppe von Abbildungen einer 
11enge i1 auf sich und besteht G' c G aus allen Abbildungen aus G die 
eine Teilmenge M' von Mals Ganzes festlassen, so ist G' Unter~ 
gruppe von G, da G' abgeschlossen gegen Produkt- und Inversen
bildung ist. Die Menge aller automorphen projektiven Kollineationen 
eines Gewindes ist daher eine Untergruppe von PGL(ITif,); sie heißt 
die "Symplektische Gruppe" von lf ;p• . 
7) Eine Nullpolarität Y in lT~ ist eindeutig festgelegt durch 
ein Paar reziproker Polaren g,g und eine Nullgeraden, die zu g 
und g windschief ist. 

Bew.: (a) Existenz: Wir legen in die Angabe eine Sylvester
erzeugung. Dazu wählen wir P lf-i 9 und Q c -p. 9 beliebig; wegen 
PI g ist notwendig die Ebene Pg als Ebene Pv =:f zu benützen; 

analog gilt c- : .. Q.g. Dia Büschel 0P,, und Oj a.'f sind verschrän.lct; 
und die Projektivi tät o<..: 0 P,t - ({! a,1 ist in l PP eindeutig 
festgelegt 4urch: 
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(1) PQ•-PQ, (2) g>--g, (3) der einzigen Treff

geraden h des Büschels Uj P,, an n ordne :x, die "'

einzige Treffgerade h des Büschels 0Q,~ an n 

zu. Nach Folg.5 gehört zu dieser Sylvester

angabe genau eine Nullpolarität v , und diese 

paßt in die Angabe, denn g und g sind in c<=Yi0P,L 
gekoppelt und damit reziproke Polaren bezüglich v; 

\ 

weiters ist n eine Nullgearde, denn n trifft die in~ gekoppelten 

Geraden h und h. 
(b) Eindeutigkeit: Seien Y1 und )),_ zwei Null- ~9 
polaritäten, welche in die Angabe passen. Für 

Punkte XE,P9 gilt notwendig Xg=X).)1 = Xv1 ; ebenso Y•,P; >.:=::Jiy_-
= Yg~Yv1 -Yv2 • Für einen beliebigen ?unkt N <- f.ln _ N t 

existiert genau eine Treffgerade t(*n) an g und g 9 

und nach Folg.4 ist t notwendig Nullgerade bezüglich v, u.r:d v~; 

nach Folg.1 liegen die Nullgeraden n und t in der Nullebene von N' 

bezüglich V1 und V,.=* nt=Nv,=Nv,_, Aus ')2~u·i,:t;u"/2n kann i=er eine 

Fundamentalfigur herausgegriffen werden und für ihre Punkte lei

sten )), und V2.. dasselbe. Na.eh 4,5,Folg.3 und 4,7,Folg.3===> )),= v 1 • .. 
Bemerkun5en: (a) Für !T:2 isl die Projektivität C<.:0P,,·-6k,, be:::-eits 
durch (1) PQ•-PQ, (2) gi--g völlig bestimmt und daher eir.e null
polarität bereits durch ein Paar windschiefer reziproker Polaren 
g,g eindeutig festgelegt. 

(b) Sei v eine durch die obige Angabe g, g ur:d n 
eindeutig ße0ebene Nullpolarität; es soll nun fü:::- eine::1 ?-c2r-c,,:t 
X H2 9 u'\'.21uPn die Nullebene konstruiert werden. :Die eiD.ö.eutig be
stimmte Treffgerade s aus X an g und g ist nach Folg.'+ 1:u11-
gerade. In der eindeutig bestimmten Eber.e Xn =: ex:. existiert 
genau eine Treffgerade r(i,n) an g und g, welcr,e nach Folg.1;. 
Nullger:1de ist. Die in oc liegenden Null- .," ~/ 
gero_den n und r gehen nach Folg. '1 , Bem. b durch A;. "'· . f X 
den Nullpunkt o::v*= :A von oc.. :Die eindeutig _ · ,r x~',.C/, 
bestimmte Gerade /C{ stammt aus C;j A, "'-- , ist 1---:S:::\· / ""'--\\ 1 1 _ 
also nach Folg.'1 lfolle;erade. ~ 10:I // ··-z;-g 
F:111 '1 : s *XA: Die beiden Nullger:1den s und / 
XA durch X liec;en no.ch Folg.1, Bern. b in der Null- A n ! 
ebene von X ~ XY =s.XA. · 
Fall 2: s=XA:s·trifft g bzw. g in G bzw. G und außerdem noch n 
im Punkt A(Fall 2 tritt also genau dann ein, wenn X auf der 
durch g,g und n eindeutig festgelegten 
ringartigen Quadrik liegt). 
Da zu den Pun..l{ten G,G und A nach Beweisteil 
(b) von Folg.4 die Nullebene konstruiert 
werden kann, ist die Projektivität 
v- l'Ps : ·12, - t'.s(Folg,3) in lfPP ein

deutig festgelegt und kann vervollständigt 
werden. 
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( c) D3 -dual läßt sich der Nullpunkt einer Ebene 
konstruieren, wenn v durch die Angabe aus Folg.? bestimmt ist. 

(d) Eine Nullpolarität JJ in 1fpp ist eindeutig festge
legt durch eir:. parabolisches Netz von Nullgeraden und eine weitere 
Nullgeraden, welche zur Netzachse a windschief ist. Sind nämlich 
P und Q zwei verschiedene Punkte auf n, so ist die Nullebene lf' bzw. 
€ von P bzw. Q die Verbindungsebene von n mit der eindeutig bestillllll- , 
ten ~etzgeraden durch P bzv1, Q. Da a Nullgerade ist, sind g: ~P.ae 
UI;-d g:=Q,illf z:eziproke ~olaren, die fiir N~2 bereits v festlegen, 
wahrend L..r I1e.3 noch eu;e zu g und g windschiefe Nullo·erade des 
gegebenen Ketzes benötigt ~ird. 

0 

SATZ 4.7: In 1Ti? existieren Nullpolaritäten und je 

zwei sind proj81ctiv äquivalent. Jede lfollpolarität 

ist projektiv und eindeutig festgelegt durch zwei projektive 

verschräute Geradenbüschel mit selbstzuge.ordneter gemeinsamer 

Büschelceraden bzw. durch zwei reziproke Polaren und eine zu 

beiden windschiefe Nullgerade. Durch jeden Punkt geht und in jeder 

Ebene liegt ein Büschel von Gewindegeraden und alle Gewindege

raden, die_ eine feste Ge,vindegerade bzw. Nichtgewindegerade 

schneiden, bilden ein parabolisches Netz bzw. ein hy~erbolisches 

Netz mit reziprok polaren Achsen. 

Anwendung: 

Unterwirft :c.an ein Tetraeder [A
0

, ••• A3 } in V!Peiner Null

polarität Y , so erhält man vier Ebenen AiY =: ot i, die nicht 

kopunktal sind. Diese bestimmen zu je dreien einen Schnittpunkt 

Bi:= °'j ockoc.l (i,j ,k,l pw. verschieden), und [B
0

, • • B3\ ist 

wieder ein Tetraeder. 

Geht man vom Tetraeder {B
0

, .. B33 aus, so gilt wegen Bi=cx.j OCkOll 

a.ann Ei·,.,. =Ai1:ll, also ist Bi v eine Seitenfläche des ersten 

Tetraeders; diese Seitenflächen er.geben zu je dreien geschnitten 

das Ausgangstetraeder { A
0

, ••• A
3
} , 

Es gilt Ai I °'i und Bi I B1 Y =Aj"¾:Al, d.h. die Ecken des ersten 
Tetraeders liegen in den Seitenflächen des zweiten, und die 

Ecken des zweiten Tetraeders .in den Seitenflächen des ersten. 

Die beiden Tetraeder sind einander gleichzeitig ein- und um-

beschrieben (ein "Paar von I'löbiustetraedern"). , ,g 
Beispiel im PAR: l(Untersicht) 
Wir gehen von einem Würfel aus und bilden ,sf Ai 
aus Würfelecken, die auf windschiefen ---==-----.__ 
Würfelkanten liegen, das Tetraeder ~ 
{A 0 u.A,} (vgl.Figur). Dieses Tetraeder ' 
unterwerfen wir jener Nullpolarität v, 
die nach Folg.7 durch zwei wind
schiefe Würfelkanten (eine davon ist 
Tetraederkante, die andere nicht) als 
reziproke Geraden g,g und die zu diesen 
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windschiefe Wi.irfeldiagonale als Nullgeraden eindeutig festgelegt 
ist. Konstruktion von cx.1 nach Folg, 7, Bem. a ergibt das Tetraeder 
{B

0
, •• • B

3
1. 

4.8. Kubiken in dreidimensionalen Pappusräumen 

In Def.4.1c wurde erklärt, was unter einer projektiven 
Kollineation a:.; ,P.(; - ,f.2, zwischen verschiedenen Ebenen e-, T 
in :f(p zu verstehen ist. Nach 4.1, Folg.10 ist ac durch 
zuceordnete Vierecke eindeutig festgelegt; zu <E>.. gehört eine 
Geradenabbildu:q:; ~*: Uj ,- -- llr . . 
D3 -dual ist eine projektive Kollineation ae: (_ s - -l".T zwischen 
den verschiedenen Koebenen S und T erklärt; Bt*:vj 5-GJT ist die 
zugehörige Abbildur'-ß der Geraden der Bündel. 

DEF. 4. Sa: Eine Punktner;ge in 7T !P heißt eine Punktkubik, wenn 

sie die Vier;ße der Sehni ttpun.1.;.te zugeordneter schneidender 

Geraden zueie:::- verschiedener projektiv kollinearer Bündel ist, 

in denen keine selbstzugeordnete Gerade und keine selbstzuge

ordnete Eber;e existieren;jede Schnittgerade zugeordneter Ebenen 

heißt eine Se:h..'le der Punktkubik. Eine Ebene=enge in 7T ~P heißt 

eine Zbenenkubik, wenn sie die I-Ienge der Verbindur.r;sebenen 

zugeordueter schneidender Geraden zweier verschiedener projektiv 

kollinearer Ebenen ist, in denen keine selbstzugeordnete Gerade 

und kein selbstzugeordneter Punkt existieren; jede Verbindungs

e;erade zugeordneter Punkte heißt Achse der Ebenenkubik. 

Punktkubik und Ebenenkubik sowie Sehne und Achse sind D
3
-duale 

Begriffe. 

Punkt:rubil::: 
c:={X G :-2 1 X=x.xci:* mit x c0js A 

11 "'-*: C,js-LJr A ;,,_* projektive 
Kollineation II S*T A es exis
tiert keine selbstz-igeordnete 
Gerade in a:;* A es existiert 
keine_ selbstzugeordnete Ebene 
in <k} 

S und T heißen "GrundDw.ucte" der 
fJ' und -c heißen "Grundebenen" der 

Ebenen..1;:ubik: 
1":=t~Etl~~x.x~* mit x•6k A 

A"-'*: C,j 0 --Ch- A -..:* projeKtive 
Kollineation A er*,:- A es 
existiert keine selbstzuge
ordnete Gerade in -;c /\ es 
existiert kein selbstzuge
ordneter Punkt in oe 1 

Punktkubik c. 
Ebenenkubik ,y. 

Bem0rkuDßen: (a) Die Punlrtkubik c enthält die Grundpunkte S und T. 
Die Gerade ST enthält keinen weiteren Punkt von c~tae" 

S T 
t 



- 70 -

Bew.~: ST=-:t ( c U!s. ) "~: t~*(tt) E :)h ,~ T=t.t;e" ==> T G c.Ebenso 
erhalt man Sec 'init 'le$-/4 .Nach Def.4-.8a sind S und T die einzigen 
Kubikpunkte auf ST. • 

(b) s~*:=TS 1o~T =* ]*s" 0s• Es gilt: s und t ce" 
sind windschief. 

Bew.: Die Ebene st e: 'ls geht bei ce. über in 
(ind.) s schneidet t.e..* ~'9 st O tt ce"~ Ebene st 
selbst zugeordnet: "1/iderspruch zu Def .4 .8a. 

(st)ae. c:s,<_*.tcR.*=t.tct'.*. 
ist ~Y 
~~ .+~ s f ,., 

(c) Die Geraden s,ST und tae-* sind Sehnen von c •. ~ 

Bew.: ST 0 (st),(st)it=*ST ist Sehne; 
st~:croe.,tT=s>J*o• f~ mit sIIT wegen so2."=tIO-d<'... 'Neiters js 4'6';,e, 

.nach Voraussetzung ~ s= u.oac ist Sehne. Analoges gilt für 

y 

s r 
(d) Existiert ein X• c mit X-tl S,T, so 

treffen einander in X zwei zugeordnet;e Geraden x 
und x1e*. Ein0·beliebige Gerade y <c: üj 5 wird jedoch 
die zugeordnete Gerade yJl* E c.,:}r La. nicht treffen. 
Nur gewisse Geraden x, 0s liefern Punkte X der 
Punktkubik, wobei x und x~* je in einer Ebene durch ST liegen. 

(e) Ds -dual: Die Grundebenen ö und T ge
hören zur Ebenenkubik; s:=(01:);e,~-• tmd t;;;.*:=(<Y"T);,::"' 
sind windschief; s ,1r-i:- und tc1c.* sind Acl:].sen der Ebenen
kubik. Nur spezielle Geraden x des Feldes OJ1, liefern_ 
Ebenen ~ von -r , nämlich solche, welche die 
zugeordnete Gerade x-.e* auf o'C" treffen. 

Folr;eru_ngen: 

Unser Ziel ist zu zeigen, daß alle Punkte einer Punktkubik als 
Grundpunkte benützt werden dürfen. Dazu beweisen wir vorbereitend 
einige Aussagen. 

1) Alle Sehnen durch den Grundpunkt S bilden einen quadratischen 

Geradenkegel 0r (S) , welcher durch die Projektivität <l?.! t, er-

zeugt wird. Die Verbindungsgeraden der von S verschiedenen Punkte 

der Punktkubik c mit S sind genau die von s verschiedenen 

Sehnen durchs. 
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Bew.: (a) Gemäß Def. 4.8a ist eine Sehne von c Schnittserade von 

in ~ zui:;eordneten Ebenen ~ ( e 'l 5 ) und ~""- ( E- lr ) ; dabei ist 

die Gerade 1 · ~ ;;e., stets eindeutig bestimmt, da 

nach Voraussetzung s * ~ ;e Vs E r s gilt. Soll 
nun die Sehne ~-~;,e. durch S gehen, so muß not

wendig~~ durch S gehen, also muß ~;;e, die 

Gerade ST enthalten: i;~ I ST=s'JI..*. Hieraus 

folgt ~ I s. Geht man umgekehrt von einer 

Ebene 7td'.s aus, so geht rL;ie dU:;:'ch s-a:c*=ST, s 
und d~e Sehne 11·'l;;e i:;eht durch s. Die Henge 
aller Sehnen durch S wird daher durch die 

I 

Projektivität ~ft5 : ls -- isao• erzeugt. Nach den Voraussetzungen 

über .:.. ist in -.e.l t 5 keine :toene selbstzugeordnet und daher ist 

;ie.lfs keine Perspektivität. Die Projektivität ~ J t, 5 erzeugt somit 

nach Def. 4.2a einen quadratischen Geradenkegel 0 ,~( S) ; nach 

Bem. c gilt s E: ~ r c si • 
(b) Sei nun XE c und X*S· Es ist zu zeigen, daß XS=:x eine von 

s verschiedene Sehne von c ist, d.h. x d1jrcs) mit X,jcs. 

(ind.) x=s =}X=X,X"<-*=s.s<€.*=S:Widerspruch. __§ r s.c• 

Wegen X*S ist die Ebene 1 :=sx eindeutig ~· f~ ----
bestimmt~ {ze=s;e*.x;e*=H}~=STX, da ~ ne" 

S,T II SJ<."' /\ XJ X<i!* /\ S,T,X nicht s /<_ 
kollinear (X;lST nach Bem.a)'=> 

SX=x I ~ .e. 

€ I x} ~-~~=X=9X ist nach Def.eine Sehne von c durch S~ 
s;e I X ==}x G (;d r(S)• 

Speziell für X=T( E c) gilt nach Bem.c: ST ist Sehne, d.h. ST ELJrcsi• 

(c) Ist umgekehrt x(,j,s) eine Sehne durch S, d.h.xE0Jr<si"-ts}, so gi}_'.: 

x=n~ mit ~Et •• Hegen 

X I t ~ x,z_* I ~;R. 1 
I ( =.x,x;e,*[ I ~;,e, d.h. X schneidet X~ und zwar DD.Cl1 

X ~;;,a_ J 

Der. in einem Punkt X E c. Es gilt X*S: 

(ind.) Xe:S ='9 :x:. x.e.*e:X=S=s. s;;e.* = x=s: Widerspruch. 

Bemerkungen: (a) Andere Formulierunc;: Jede Sehne durch S ver
schieden s enthält noch genau einen von S verschiedenen Punkt 
der Punktkubik c; die Gerades enthält genau den Punkt S von c. 
Verbindet man alle von S verschiedenen Punkte von c rü t S, so er
hält man den längs der Geraden s geschlitzten Gerac.e:::tkegel C) r c s)• 
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0rcs> heißt "Sehnen(-geraden-) kegel 
von c in S". 
D3 -dual: Schneidet man alle von der Grund
ebene iJ' verschiedenen Ebenen einer Ebenen
kubik 't mit ö , so erhält man einen längs 
der Geraden s geschlitzten Geradenkegelschnitt C;lk<cr->· , 
uJ kCo-> heißt "Achsen(-geraden-)kegelschnitt von ,;r in a"~ 

(b) Jede Pu..nktkubik ist gleich.mächtig einer Punkt

reihe. Die Sehnenmenge einer Punktkubik ist. glei0hmäclltig e:Lnem 
Punktfeld. 

Bew.: Nach Bern. a e;il~: ! c\lS} 1 7 10,rcsl"- (s} 1 91ci=l0rcsi!"lit2 3!. 
Jede Ebene ~ E t 5 bestimmt genatl eine Sehne 1 · \ ae. 9 verschiedene 
Ebenen t,1 bestir:men v~rschiedene Sehnen M"' und ·ri-ri:;<1., .und jede 
Sehne,;s-~ot stammt von e2.ner Ebene ~ (, 'l:, ~-> ·1 Menge der Sehnen von cj'" 
=lr.'.sl=/Ptl· + 
D3 -dual: Jede Ebenenkubi.k ist gleiclDnächtig einem Ebenm1büschel 
(das seinerseits einer Punktreihe ßleichmächtig ist, vgl.4.1 ). 
Die Achsenmenge einer Ebenenkubik :ist gleichmächtig einem Punkt
feld. 

(c) Wir wissen bereits: Auf jeder von s verschiede
nen Erzeugenden von 0JPtSl liegt genau ein von S verschiedener 
Punkt der Punktkubik. Wir zeigen weiters: 

Jede Ebene 1 durch s verschieden von G' ( o<'e. : =st) enthält noch 

genau einen von S verschiedenen Punkt der Pu.1ilc-i.kubfä: c; die 

Ebene o- hat mit c genau den Punkt S gemeinsam. 

Bew.: Um die Tangentialebene des durch oei 'f.., t, - 'l ,..,,. er
zeugten Geradenkegels läil§s s zu erhalten, hat,, man nach 4.2, Folg.3 
das Urbild der Ebene s.s~ zu bestimmen: 
(s.sie"');e -•=(st)~-.-1 = o. Jede von der 
Tangentialebene e- von Cffr1si längs s ver
schiedene Ebene 1 durchs enthält nach 
LJ-. 2 noc.h genau eine von s verschiedene 
&•zeugende x von ~ r ( s) und auf x liegt 

S S,t t r 

nach Folg.1 genau ein von S verschiedener Punkt von c. In 5 
köm1en keine weiteren Kubikpunkte liegen, da nach Folg.1 durch 
jeden Punkt von c verschieden Seine Erzeugende von 0r<s> geht. 
Speziell in der Tangentialebene iJ liegt keine weitere Erzeugende 
von {1r(si und auf s ist S der einzige Kt~bikpunkt. • 
2) Alle Sehnen durch einen Punkt A einer Punktkubik bilden einen 

quadratischen Geradenkegel q r c Al • 

Bew.: Für A=S wurde dies in Folg.1 gezeigt. Für A=T ist der 

Bewels wie in Folg.1 zu führen unter Verwendung von 'll€i an Stelle 
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von ze. Gelte i.f. A4'1S,T e~a. A,S,T nicht 

kollinear und A=a.aae.* mit a e. 0) 5 11 a 4 s. 

Jede Sehr;.e durch Aist Schr~ttgerade von 

in ~ z·ic;eore:::eten Ebenen ~ und ~ ae. • Aus s 

\. ~.e I A folct notwendig ~ I a 11 ~<R.I aae.•. 'A 

:Jmge,;:ehrt liefert jede Ebene ~ < lo. eine Sehne durch A, 

den.~ die zu;eordnete Ebene ;<E. Geht durch a~*, also gilt: 

T 

{ , t
1
;;e. l I A =9 ~ ·5.f.I A. Die Menge der durch A gehenden Sehnen 

wird da!".er durch die Projektivität 2elt'.o.: ta.- 'lo.,e erzeugt, 

welche nach den Voraussetzungen über ae. keine Perspektivität ist; 

da.her ist das Erzeugnis von "'-I fo. nach Def.4,2a ein quadratischer 

Geradex:J:e;el (1 r, A) • + 
Ee=erL~::::::;en: (a) Die Tanr,entialebene von 0r(Al längs a ist nach 
1+.2 die Z::,er:e (a.ace*)""--.f "'(so2.*.a«*)cle..-1 =sa. Die Ser.ne a Gehört 
auc:i z= q_1J.2.d.ratischen Geraderike6el ~ r 1 s> ; dabei enthält die 
?oer.e sa 70n ,;r(S) die beiden E:rzeugenden s und a und ist da.her 
keine r:'&1:gentialeber:.e von ~ r r s, • Die beiden quadratischen 
Gerade::::rngel ~; ,(Sl und 0cc,l haben also die Erzeugende a=SA gemein
sa;:;i 1.1.;'.Ji längs a verschiedene Tangentialebenen. 

(b) Wir .fassen nun die beiden quadratischen Geraden
kegel als Vienge ihrer hnkte auf und schreiben dafür Pqwi bzw. Pu;r,s>. 

Es gilt: 'PC:r(,) n 'P(Jr,si = 'Pa. v C 

(c ist der Restschnitt der beiden Sehnenkegel). 

Bevl.: (a) z E. 'f.2.~)r<Al n 12C1r1S) /\ X ( Pa. • Zu zeisen: X E. c. 
x:=SZ E. C)c-csi • Es gilt xts (ind. x=s: Da as die Tangentialebene 
von r; r(sl längs a ist, .fole;t -Ps" t2(J'r<Ai = {S} ~=; XEp": 
Hidertpruch z-:rr Voraussetzung). Die Ebene 1 : =sx ist daher ein
de·,r';;ig besti=t ur.Ji wei:;en x l L;lr<Sl und der Erzeup;une; von (iJr(sJ 
du,ch :.:__ 1 'f_ s sil t x= ~. s ae = p, c:scJ:'.:"' .x = ~ae, I X. ~S sai;_~ 
Y..,: =J,.Z E 6J r1,i • Es gilt yta woc;en X 4 -Pa= ~~ 
__J * T)_ : =ay und wec;en y "- Sj rcAl und der Erzeur;ung 

5 _j \; x' 
von C;ccA) d'J.rch "'"lt" r;ilt Y=1l·1l;;e.=9 11.;e = a--;,e".y== 1/ 
1(".R I X. ,._ ~\ 
ff':1n ist_t,:,rL(ind. ~=7t = s I11c:ay=ax "."=; in 11,, liec;en /A y-X 
die drei c::.rze,_;.genden x,a,s des quadratischen 1.;nJrac1enkec;els 0rrsi; 
da eine Eber:e durch die Spitze des quadratischen Geradenkegels (1m) 
höchstens zl'lei verschiedene Geraden von 1,1 r 1s1 enthiil t, muß 
wec;er1 xts /\ ats notwendig x=a f;elten =}XE ,Po. Widerspruch)= 
~S.,..t =x ==1 x<K'= 1 <><- ··'l.ce.. vJoc;cn \"' I X "'l"" I X e;ilt ~"°· "l/;c =x ,e * I X=* 
X=x.:c~* = Xe c. 
DaDit ist ·f.2cjw;"1-2':r,si c ,Po. v c gezeigt. 
(b) U::i:::;ekehrt: X€CAX 412,, ( =c;X1JS,A). Na_'?h F_olg.1 ist x:=SX eine 
Sehne von c, d.h. SX "- u; ~'"' =0

=> XE 1?-Uj rrs>· Fur die Ebene ~ ., 
12 :=aX=ax gilt 'l..e=a,e,*.x;;:* mit X=x.x.e.* wegen Xec= s 15-.e_ 
T/.·11-;;:.=AX (<1a:AiaAaI1J·-AI1]_;Aiace*=}AI71.-".; X -
X I TJ,; X I x;,e* /\ x.:."' I 1pe c=, X I T('äl; A*X) =}AX e(Jr(A) a _ 1 
(nach Erzeugung von ~rt,i durch a-2I(,. )~ X"'Pu.\ml' A · 'l 

la~- • 
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3) Je zwei verschiedene Punkte einer Punktkubik c können als 

Grundpunkte benützt werd.en. 

Yl.it anderen Worten: Projiziert man alle Sehnen von c aus zwei 
verschiedenen Punkten X, YI • c, so sind Ebenen, welche je dieselbe 
Sehne projizieren, in einer projektiven Kollineation 't': lx- Cy 
zugeora.net, und bei Projektion von c aus X und Y erhält man die 
ei.aander schneidenden in ,.v * zugeordneten Bündelgeraden. 

Be1v.: Es 
A 

zu zeigen, daß der Grundpunkt T dw~ch einen Kubik
wer-J.en kann. Nach Folg.'1 bzw. 1''ol[;.2 bilden alle 

durch S bzw. A d.ie S-'.Jh.nenkegel 0r,» bzw• U\r,Ai' .s.ie"' 
welche nach Folg.2 Bem.a die Erzeugende SA=:a· 

meinso.m haben; Tangentialebene , von OJrcs, 
a ist verschieden von der Tangentialebene 5 a -~ 

as vo:/J. 6J r!Al läri--5s a, daher schneidet T aus [1r,A) ·-::,A ---- ~X 
noch eine von a verschiedene Erzeugende e m1d diese ist zu s 
windschief o 

Ei.ne projektive Kollineation~*: Gjs - OJA wird durch die folgersd.en 

zugeordneten Vierkante (d.s. vier kopun.ktale Geraden, von denen 

nie drei komplanar sind)nach 4.1,Folg.1O,Bem.b eindeutig festgelegt: 

s 1-- a, a •- e, ST i--- AT, SX ,_.. AX mit Xi: c\ {.S,T,A} 

(für N 2 3 existiert gemäß Folg.1, Bem. b ein solcher Pu:Jkt X); 

wegen s,a,ST,SX I E C1rcs> bzw. a,e,A'l', AX I E ~/'(Al liecen zwei Vier
kante vor, da nie drei Erzeugenden eines quadratischen G0raden

kegel$ komplanar .sind. 

In c.p* ist die gemeinsame Bündelgerade a wegen a*e nicht selbst

zugeordnet und in '-P ist keine Ebene selbstzugeordnet (ind.: 

3 ~ e is mit 1"' {'f.E f,.,=; ~'-P I a =; ~ I alf*- 1 ~s = ~ =as ==} 

~cq =a'-P*•sl(>*=ea= ~ =as: Widerspruch, da e windschief s ist).Die 

projektive Kollineation ~· erfüllt daher alle Voraussetzungen, 

um eine Kubik c1 festzulegen. Es genügt 

Gemäß Folg.1 wird der Sehnenkegel 0r,cs> 

durch die Projektivi tät <.q 1 'ls : t, ~ ia. 

c=c1 zu zeie;en. 

von c1 mit der Spitze S 

erzeue;t, wobei '-Plis festge-

legt ist durch sa ,__.... ae A sT ,_... aT A sX ,__ aX. Projiziert oan 

andererseits die Erzeugenden des Sehnenkegels ~ r( sJ von c aus 

seinen beiden verschiedenen Erzeugenden s und a, so erhält man 
nach 4.2 eine Projektivität 0<.: f., 5 - t", welche &Jrcs) erzeugt. 

Nach 4. 2 ordnet ex. der gemeinsamen Büschel ebene sa die Tansential

ebene t=ae von 0rc,-> längs a zu und ,-regen ST,SXl"-0rcsileistet C<. 

weiters sT ,__aT II sX i--ax. Da die Projektivitäten lfl 'ls und c<. für 

ein Ebenentripel übereinstimmen, gilt lf I f,, = oc nach dem FS, also 

erzeugen sie auch dies.elben quadratischen Geradenkegel, d.h. 

l1 r,csJ" OJ rcs1 • 
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Gemäß Folg.1 ,:ird der SehnerJ:e6el CJr,<Al von c1 ;;iit der ::::::;:,::.tz0 A 

durch die Proje}ctivität lfl tQ: la. - t. erzeur;t, wobei -1" l'.Q fest

gelegt ist durch as ,__ ea A aT ,__ eT /\ aX ,__ eX. Da a,e, .!.:::, JcXicc,;r,AJ 
gilt, und da as Tangentialebene an (1 ri Al läncs a ist, er::er--.r:t 

man _wie oben G) r,<Al = Gj r< Al • 

Anwendune von Folg.2, Bem.b auf 41 ergibt 'f-l0r.tAi" Pc;r,,si = f.'au c-,, 

was zusammen mit GJr,csi = q r<Sl /\ CJr.w = 0r<•i liefert c=c,, 

Sonderfall N=2: :Uie Kubik c ist dann ein Dreieck; 1:ir ~:ör:::e::. 
obigen Beweis nun ohne den Punkt X durch:'ühren, da eir.e projektiv-e 
Kollineation für H=2 bereits d.urch ein Dreikar.t und eine ?::::oje1:tiv-i
tät für N=2 bereits durch ein Paar zuceordneter Elewen-'ce ein.-
deutig festgelegt ist (vgl.1.9, Folg.6,Bem.b). 

Anwendungen: 

Gemäß Folg.3 gelten alle für die Grundpunkte einer Kubik be
wiesenen Aussagen für jeden Kubikpunkt. 

(a) Der Durchschnitt der Punktmengen zweier quadratischer Geraden

kegel mit verschieder..en Spitzen, einer ger=einsamen Erzeuge::.d.en 

und verschiedenen Tangentialebenen län.c;s dieser,ist neben der 

Punktreihe auf der gemeinsamen Erzeugenden eine Punktkubik durch 

die Kegelspitzen. 

Bew.: Wir brauchen nur die Bezeichnungen der Folg.3 anzupassen. 
Die GeradenJrngol heißen C,fr(sl und OJ rCAI ur..d haben die Spitzen S 
und A; SA"' :a. Die Resterzeucende von LJr<Al bzw. liJrisJ S 
in der Tc1.nßontialebene -r, bzw. T2 von clr,si bzw. (,k'" '1: ~''--.x._, 
längs a heiße e "bzw. s. Zw0i PunJ;:te X und T 5 

• '-..,........_. 

des Durchschnitts der Kegel erhalten wir a ?-· ff'-.... _.-
durch die "11ethod.e der Pendelebenen": ~--~....._ 
Eine beliebige Ebene ~ (4!t,.,,.) durch die 7A [ Xa 

Erzeucendo a schneidet 6) rcs 1 bzw. C1Jr1A1 
nach einer von a verschiedenen Erzeucender" x, bzw'. x 1 uncl 
X:=x,.Xz.i analog für T. Durch diese Anco.be kann 'f• eindeutig 
festgelegt werden und nach Folg.3 bestimmt 'f• eine Punkt-
kubik c durch B und A, deren Sehnenkec;el 6Jr(sl ur..d 6J,~cAI sir:ci. 4> 
D -dual: Enthalten zwei Geradenkegelschnitte aus verschiedenen Ebe-

3 . ' . -neu ö,rx. die Schnitte;e.rade aa(),;,C und besitzen sie auf a versc:1.1.eaene 

Berührungspunkte, so ist die Menge aller Ebenen, die je eine Ge

rade der beiden Geradenkegelschnitte enthalten, neben dem Ebenen

büschel um a eine Koenenkubik. 

Bemerkur,g: Der Durchschnitt de~ Punktmeng~n zwe~e~ q~adraJis:he~ 
Geradenkecel c4,, 1Ai und 0rrni mit ve~schieoe~en ~pitz;n.,_;.1n~';, ~--_ 
meinsamen Erzeugend0n a=AB und gemeinsaner .ca~.,:;unt_:1-a.ce;:i:'·'e .Lc.nos "-, 
besteht außer der Punktreihe auf a noch aus einem P-u.n..1'::cKebe~-
schni tt der a trifft, und dessen Ebene nicht ;;ii t den Ke;;elspi tzen A 
,11111 B ilizidiert. 
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Bew.: iJir wärJ.en eine beliebii;;e Ebene e. G ta. mit t: *T fest aus. 
Nach 4.2 hat 0r(Al bzw. CJrrnJ mit t:. noch genau eine Restgerade 
0 1 ( *':") bzw: e 2 (ta) gemei;1:'!am. Thr eind<cmtiger o-·- l:''L-, ... E 
Schru.t~.puruct E:':ea:e„ genort z.,u Il:c: '12"k<A>"12qirrn)' A ·1···. tT ;;:;7 · und E ist der einzige Punkt von D"..p.Q :.i.n c- • v x1 

Ebenso scr..neidet eine beliebige 1:-;'.'::iene t;c t¼,{1.-,d a Y'\ 
~ie be~den__~'.::gel mf~ de:}:J:e~!engend;n ,.. ,· f!Jf>fx 
X 11Xi,'llnd .X.-X,..X,_ -St cle~ y,.s,.Z.Lb0 funkv :<,c·· X;i. 
von D"-.,PQ in s . Variiert\ in f'.'.o. \{'rL so er- B1 
hält man D ". ilc.• V/ir zeigen nun: Alle durch VBriieren von 9 
erhaltenen Pur1kte X liegen in einer Eöene~ 
~3* x"~e~=: ~'" 3* X1...e2.=: ~:_;

1
~ Entsr>:cecti.end d0r E.rzeuß'.U.Dß von f{jrtAJ 

:nach Li..2 gilt tQ (~) 7\ le/ (J , wclJei diese Proj·3ktivit;ät o< di,:;l 
Tangentialebene T längs a. J_n clie Verbindun0sebene q.eJ:- ·Bü.scbel~= 
achsen überführt, <Lh. ,c<. ~ t: • ~S'benso wi::·d l-'.) c·ce) du:ec:h die 
Projektivität ß: lo. ( ~).A t-e.).._( ~:1

) mit -rß :::. E: erzeugte/, ,JedeJ_"' Pu.nkt; 
XcD"-.f-lQ liegt auf dar .Schnii;tgeraden f·f' und, cl.a l~Jt') und t,,(,•i 
wegen € 2.c' B = tß "' c;: pe:r-spektiv gekoj)pe lt sind, 1 :icp;en alle' Ge:r.aden 
s'·r;' und da~t a~le Punkte X in der P~rspektivitä~sei:>::,ne 71(.tJe 11 s 2.) 

der Perspekti vTca t cc "/3 '~ man erhaJ_ t alle Puructe X 6 D ·, ,i;:i_ o., 
·incle:n man z,B. 6Jr(Al mit 1 schneidet,und 1-l0Jrrni n,P,L ist i:.ach 
1+" 2 wegen 11. J. A ein Punktkegelschnitt, der durch E gellt; und 
a in 71...a trifft. + 
D3 -<lual: Ist t 1 ,(.J bzw. tU1,,~l die Menge aller Ebenen, die durch ;je 
eine Gerade des Geradenkegelschnitts k(oc) in der E~ene OL bzw. k(~) 
in der ?::iene ß gehen, wobei den Geradenke- ______ _ 
gelschnitten 0«"') und C.ju,,)die Gerade a=c<.8 13 
geneinsa:n ist und beide auf a de=elben 
Beri.L.hrur,.g3p-.mkt besitzen, so ist i q,, ,n -lc:i .,~1 
außer de~ Ebenenbüschel iQ ein -~ a 
quadratischer Ebenen.kegel, von dem eine 
Ebene mit a inzidiert und dessen Spitze 
weder in rx. noch in ß liegt. 

(b) DEF.4.Sb: Eine Ssh:ne s durch einen Punkt Seiner Punktkubik c 
heißt Tangente von c ins, wenn sie außer S keinen 

Punkt von c enthält. Jede Ebene durch eine Tangente heißt 

Tangentialebene von c. Eine Tangentialebene v durch eine Tangente 

s von S heißt Schmiegebene von c, wenn sie außer S keinen Punkt 

von c enthält. Eine Achse s in einer Ebene Ci einer Ebenenkubik tt 
heißt eine Grattang.ente von I'[ in o , 11enn sie außer o -keine 

Eb(me von /f enthält. Jeder Punkt auf einer Grattangente heißt 

Berührungspunkt von I(. Ein Berührungspunkt S auf der Grattangente 

s in G' heißt Gratpunkt von ·,r , wenn er außer ö keine Ebene 

von ,r enthält. 

Bemerkungen: (a) Folgende Begriffe stehen -einander DJ-<lual gegen
über: Tangente einer Punktkubik c - Grattangente einer Ebenenkubik ,r 

Tangentialebene von c Berührungspunkt von~ · 
Schmiegebene von c - Gratpunkt von ,y-. 
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(b) Wältrend bei der Definition einer Kegelschnitt
tangente a:.::_s allen Geraden durch einen Kegelschnittpunkt S 
e;ewisse hera:.2s3egriffen werden, sind im Gegensatz dazu jetzt 
Tangenten ;:e·,;isse Geraden aus dem Sehnenkegel durch S ur.:d nicht 
aus dem ga::.zen 3widel .ujs. 

(c) In Folg."1, Bem.a bzw. Bem.c haben wir gezeigt 
daß für de:: G::'1.Uldpunkt S genau eine Tangente~ nämlich s=(ST)ae.1,.-~ 
bzw. genau eine Scr:J;'.liegebene, nämlich es =(sT;-ae.- 1 existiert, 
sodaß n.acb. z'olg. 3 gilt: 
In jeden ?uüt einer Punktkubik existiert genau eine Tangente 

und gena:i eine Schmiegebene. 

- (d) Sind S und A zwei verschiedene Kubikp1:nkte 
und 1'.J~c,1 czw. ul r:AI die Sehnenkegel mit der Spitze S bzw. A, 
so ist die '.l:'angente s in S an c die von SA verschiedene Schnitt
gerade der :anger:tialebene von 0rcA\ längs SA mit üJ r1s) und die 
Scl1111ie,:2·::;e::.e o in S .an c ist die Tangential~bene 1.ängs s an ~r(s)• 
Dies folg-:: aus :Folg.2, Bem.a und Folg."1, Bem.c. 

( c) Jede ·:er':)ind.unssr;erac1,e von zwei verschiedenen Pur,kten einer 
Punktkubik ist eine Sehne, denn nach Folg.3 kann man die beiden 
Punkte als ~::--;_ndpunkte S und T wählen und nach Bem.c vor Folg.1 
ist s·~ ei::e Se:ine. Hach Definition ist jede Tangente eine 
Sehne. Die -,-e:::-bindungsgeraden von verschiedenen KubikpULkten 
heißer: "ei;;2:::-"-:liche Sehnen" • .NachDef.4.8a,Bem.a und Folg.3 sind nie 
drei Kubik_;;·i;::.;.;:;;e kollinear, also kann eine Gerade höchstens zwei 
Kubikp:_;_r;___'.{te t:::-agen. Es bleibt noch die Frae;e: Gibt es Sehnen, 
die keine:: ?:·,_;_;::;ü:punkt tragen ? Solche Sehnen sollen "uneigentliche 
Sehnen:i :J.e::.2s-r..:.. 
W~r ceh~:::, G.~Z'-:1- :-:on d.;r Sehne S= s · 1 <R- aus mit ~ e t s und s ae E e T • 

Die Pro .J e,c:::. 7l ca c; ae I Gj s, i, : «) s,~ --· Oj T, ~"' bestimmt 
auf s c_ie P=-oie1:tivitiit c<, : 'P-s ~ 6;s,~ ,n,:i,,,,._;,: ,P,. 
In Upp kar..::. ::.. ::ach 1. 9, ?olg. 7 zwei I einen oder s ~f F fw. 
keiJen Fix::;,:.:.:--..L~ F -oesi tzen„ Dabei gilt: x~ x • 
F=?c<. = F s c /\ F I s I denn -;;c * ordnet die einander 1 ! 
schneid.e::c.e:: Geraden SF und TF zu. 

s 
Also gilt: x l:yperbolisch ~=? s eigentliche Sehne 

x i::a::-abolisch <-----> s Tangente 
oc elliptisc::i ,;---==, s uneigentliche Sehne. 

T 

Die Existe::z von u.'lei 6entlichen Sehnen ist ebenso wie die Existenz 
von elliptisc:::en Pro~ektivitäten eine Körpereie;enschaft. 

(d) Durch sechs Pur,kte Ai(i="1 ••• 6), von denen nie vier komplanar 

sind, ist eine Pu,-,-iktkubik eindeutig festgelegt. 

Bew.: Gibt es eine Pu_._'lktkubik c mit A1 , ••• A„ l.:c, dann hat c 
nuch Folg.2 in A1 und A:i. notwer.:dig quaclratische Seh,,enkegel 0Jr<A,l 
m:d C1rrA<1 ::iit A1 A;_ E.0rcA,) für i=2 ••• 6 und A~A-i. c 6J rcA .. ) für 
i=1,3 ••• 6. 
Durch diese je fünf Erzeuceriden, von denen nie drei komplanar 
sind, sind cJ;--tA,l und f,jr!A,l nach 4.2 eindeutig festgelegt und es 
gilt c c 'P-c.Jr(A,) sowie cc 'plC,Jr(lh) (nach Folg.1 und Folg.3). 
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Uj n fl,) und vj ruh) haben lfü1r;s der gemeinsamen Erzeucenden A,A2.. 
verschiedene Tancontialete::cm (ind. L~r(A,) berührt 6j rcA.) liincs 
A,A.,_ Fol~"w-ct,

2
""· -PUJr<f\,/'9«lr1A,1=-PA.,,uk, wobei A,, ••• Ab auf dem Zegel

sch:r:ütt k lie~en = A0 , ••• A„ sind komplanar: Widerspruch zur 
Vora1;lSset~ungJ. N~ch _Fol_g\3,A_nw.a gilt daher -POjmJ'j::1q,."q= jl-A,,,,Jc, 
wobei c o:Lne Punkvkubik_ is.; mit A, ,A,. ••• A, 1 E c, d.h. c paß" 
in die Angabe. Ila alle TJberle2,-ungen zwingend si:ad, ist c ein
deutig festgelegt. • Ein Punkt A einer Punktkubik zusammen mit seiner Tangente a 

heißt "Linienelement der Pun.ktkubik". Eine boene ex. einer 

Ebenenkubik zusamJUen mit ihrer Grattangente a, heißt "Gratelement 

der Ebenenkubik". 

(e) Durch vier Punkte Ai (i=2, ••• ,5) und ein Linienelement (A1 ,a1 ), 

ist genau eine Punktlrubik bestimmt, falls nie vier Punkte komplar.1.&r 

sind und in den Ebenen a1Ai (i=2 ••• 5) kein Punkt Aj (Hj, j € { 2 ••• 5:;) 
liee;t. 

Bew.: Analog wie bei (d), nur gilt jetzt e. 0 , 6JrrA,1, und 
ist durch die Erzeugenden A,_A; (i='l,3 ••• 5) und durch die 
ebene a, A„ längs A, A:,. eindeutig festgelegt. 

G:'. f" (A .) 

~2.nc;e~tial-

(f) Durch zwei Punkte Ai Ci=3,4) und zwei Linienelemente (A.,a.) 
J J 

(j•1,2) ist genau eine Punktkubik bestimmt, falls die Punkte~ 

(k=1,.,ll-) nicht komplanar sind, in den Ebenen aiAj (ix1,2, j=3,4) 

kein Punkt A1 (H li,j; i=1,2; j=3,4; 1„1, .. 4) liegt und a1 wind-
schief a 2 ist. (Bew. analog zu (d),) 

(g) Durch drei windschiefe Linienelemente (Ai ,ai) (i=1,2,3) ist 

genau eine Punktkubik bestim.~t. 

Bew.: Analog wie bei (d), nur ist jetzt c,;JrrA,J (i=1,2) durch die 
drei Erzeugenden a,, A,Ai (iij) und die beiden Tane;entialebenen 
A<aJ(i*j) längs A,Af eindeutig bestimmt. + 
Bemerkung: Die Angabe eines Linienelements ersetzt -also die Angabe 
von zwei Punkten. 

D5 -dual: Eine Ebenenkubik -r ist eindeutig festgelegt durch: 
sechs Ebenen, von denen nie vier kopunktal sind; 
vier Ebenen und ein Gra.telement "allge:cieiner L0-ge"; 
zwei Ebenen und zwei Gratelemente "allgemeiner Lase"; 
drei windschiefe Gratelemente. 

4) Die -Punkte einer Punktkubik werden aus je zwei Sehnen durch 

projektive Ebenenbüschel projiziert. 

Bemerkung: Liegt auf einer dieser Sehnen ein Punkt der Punktkubik, 
so ::1nß f::.AinA VA-rhinrl11. :rc:ohot'"'!o. ...... .;t- ;i.;,...,,....,.......,.... ""',,..,1-, .. ,,. ·-,... ....... ~ .. ,.,.--.+- ~-1 

·, :_._ 
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Bew.: Seien s
1 

und s 2 zwei verschiedene Sehnen der Punkt:c1bü: 

c. Je nach der gegenscitiGen Lage und dem Typus der Sehnen unter

scheiden wir: 

Fall '1: s„ trifft s 2 in einer:: Kubikpunkt S ~ s,,,s 2 1 c ~1rcsJ" cc;::_._". 
1 1 t., 1 '~ 1 

Nach Folg.'1 ist die MeDße der Erzeugenden von ~rcsi bijez.tiv zur 

Menge der Puclcte von c und die Projektion der Erzeugenden 

von ~rcsJ aus s 1 und s 2 gleichwertig zur Projektion der Kubik

punkte aus s 1 und s 2 ; speziell S erhält man durch Projektion der 

Tangente saus s 1 und s 2 (für s,i,ls1 ,s2 ), während für den weiteren 

Pl.l-D-kt von c z.B. auf s 1 (für s~s1 ) die Tangentialebene längs s 1 an 

(1r(S) 'an Stelle der Verbindungsebene mit s 1 zu nehmen ist. Für die 

Projektion der Erzeugenden von (1rcs) aus s 1 und s 2 gilt jedoch 

l,Ji t
2 

nach 4,2, 

Bemerkung: Der Schnittpwl..kt P zweier Sehnen s,,s ... liegt stets auf 
der Punktkubik. Ist nämlich o.B.d.A. P*iS,T und s.={. ,c;~ (j=1,2), 
SP=:p=~1~:2. ~ P""*=~,ae..t,.:.c.=TP=i>Pcp,p"•~p,c, • "' ' 

Fall 2: s 1 ,s2 eigentlich und windschief: Es gibt sicher eine 

Gerade s
3

, die s 1 in einem Kubikpunkt und s 2 in einem Kubikpunkt 

trifft, und nach Folg,3, Anw.c ist s
3 

Sehne von c. Nach Fall 1 

gilt {'. 5,1tt'.s, und t'.,,"ts„ also t'.s,(s1X),._:f,Js 2X) mit Xcc. 

Bemerkung: Nun fehlen noch die Fälle, in denen mindestens eine 
Sehne uneigentlich ist. Wir zeigen vorbereitend den folgenden 

Hilfssatz:jin jeder Ebene durch eine uneigentliche Sehne s liegt 
genau ein Punkt der Punktkubik. 

Bew. des Hilfssatzes: Da die Sehne s uneigentlich ist, r;el:..t sie 
nicht durch die Grundpunkte s,r:: der Punktkubik c. Für eine :S-Dene 
:Jcd's kann gelten: 
(.x)?r I s, aann ist S der einzige Kubikpunkt in Jf: 

(ind. )] X< c mit X I :;,r, X,tS ~ SX ist eine von s verschieö.2r:o Sehne 
in :;r =1 3 *P: =SX. s und P ist als Schn.i ttpunkt zweier Sc::,::::-'e:n n&ch 
Bern. notv10ndic.~ ein Kubikpunkt und z\·mr auf s: Uiderspruch, dJ. s 
uneic;entlich ist. Analor-; für :,; I T. 
(ß) :ir J_ 1 S,T: Die P-unktkubik c wird durch ce.: LIJS - 6h er2eu3t. 
Ordnet man jeder Geraden y " C) s L'ire:i. Durchstoß- r 
punkt Y mit :K zu, so wird dadurch ~ s (y) pers:pekti v ; A 
auf f-).:JT:(Y) bezogeni ebenso kann 01 (yae) pers1)ektiv /; I_Y!f ,(II 
auf -)2,r(y;J/.*.7r=:Y'J bezo(;en werden, sodaß insc;e- ::._i_/- 1 
samt Y und Y' in einer projektiven Kollineation x Y/ 0y, 

1
~:r „ 

t-'- : f.2 x - 1,2, x zuceordnet sind. ,y I x1:-
Dabei gilt für einen Fixpunkt F bzw. eine Fix-~s::--,,__x_, ___ =----"--
gerade f: Fµ.mF<=F€ocAFI1t bzw. f,,,.•=f~f ist Sehr.eAfI1t, 
Daher ist s Fixc;erade von p. und \'/Ggen der Voraussetzur"j vor: PP 
folgt daraus nach 2. 7,Folg,3 die Existenz eines Fixpunkt F von tJ_ 
=* F "c. Daß li' der einzige Kubikpunkt in Jr ist, kann ,'lie in (<X.) 
eingesehen we1-den. -
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Fall 3: l"Iindestens eine Sohne, z.B. s
1 

ist unoige;::itlich. Es ge

nüst zu zeisen, daß die Punktkubik c das Ebenonbüschel 'ls, und 

das Ebenenbüschel -l 5r pro.jektiv bezieht, wobei ST jene eigentliche 

Sehne ist, welche die Grundpunkte S und T verbindet; ist nämlich 

s 2 eine weitere Sehne, so gilt entweder nach Fall 1 , Fall 2 oder 

Fall 3 darui. ts, 7' l&T" {,,. • 
Die unoigentliche Sehne s 1 ist notwendig windi,chief zur Sehne ST 

. und zur Tangente s in S. In der Ebene sT liegt ------i;S.-,-! -rr -
daher genau eir:e Gerade g " OJ s , welche s 1 trifft ~~iils.:_,"" .e" 

= g"'-"''0Jr trifft eben.falls s 1 , denn für 1 =s1 g X /- 9 ~\ 
gilt ~J<!. ~s 1 . g ;;.e *. Die Geraden c; und g o"2.* sind 5 . (ilt 

windschief: (ind.)3*G;=g. ,=-o>GE c; da s 1 ~ 7 
uneigentlich ist,gilt G t s 1 und daher liegen nach A.xior,:i

11
I 2 die 

Kubikpunkte S,T und G und die uneigentlicb.e Sehne s
1 

in einer 

Ebene: Widers;iruch zum obigen Hilfssatz. 

Die Projektivität ce.lt
9

: C,-l 9 oe.• erzeugt daher nach 4.3,Folg.1 ei

nen2egulus 04,,dem die Sehne s 1 wegen s 1=~-'l~"~€'{':l nach Def.4.3a an

gehört; da sT ~ t 9 die zuc;eord.nete Ebene längs ST schneidet ( vgl. 

Bem.c nach Def.4.8), ist auch ST is Uj,;,. 
Es gilt c c '+' : Für S,T I ec ist SvTIE<p.Ist XE c\ {s,T}, so folgt 

X J. s1 " X=x.x.e* mit x=XS; die Ebene 71, :=gX=gx ,{9 geht bei oe über 
in 7L<E"'g;e*.x;e*, d.h.11_ u...-1d T)~ sind auch in ;ejt9 zugeordnet =9 

~~11-1J«!~q$, woraus wegen XITJ·11~ .folgt XccJ>. 

Wegen c c c)) geht durch jeden Kubikpunkt X genau eine Gerade f 
- X 

des zu :.,)4> ergänzenden Regulus 1-1 <1> • Es gilt jedoch auch umgekehrt: 

Jede Gerade f E lj ,p trägt genau einen KubikplU'.lkt. Ist nänlich f "0 9 
=> f triffts,c6j<P~fs

1 
ist Tangentialebene von cp =>12r,,(\cp -

= Pr v ,P. ,, ; da außerde:u die Ebene fs
1 

die uneigentliche Sehne s 1 
von c enthält, trägt fs1 nach dem Hilfssatz genau einen Kubik

punkt R, der wegen c ccp zu f./f ufi 5, gehört; da jedoch s
1 

uneigent

lich ist, muß R auf fl f liegen. 

Die Erzeugenden von (,1 <I> werden nach 4. 3 aus den beiden Erzeugenden 

s
1

, ST I c 0) <1> dUI'ch projektive :E.oenenbüschel projiziert; da jede 

Gerade f" 0 4> genau einen Kubikpunkt trägt, ur...d jeder Kubikpunkt X 

auf genau einer Erzeugenden f x von ij ,p liegt, inzidieren die 

Ebenen s-,fx und ST.fx gleichzeitig nur mit dem Punkt X 

von c, der wegen s1 ,'lindschie.f ST auf ihrer eindeutig bestimmten 

Schnittgeraden fx liegt, und es gilt t,,(s1fx) 7'. t 5T(ST.fx) VX .c • 

• 
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Bezeichnunge:n: Der durch'*'! l 9 erzeugte Regulus C..j4i besteht nur 
aus Kubikset.nen; 0tt heißt daher _§_in "Sehnenregulus von c". Jede 
Gerade des ergänzenden Regulus (1 4 trägt genau einen Kubikpunkt; 
lJ 4 heißt c.aber ein "I"Ionosekantenregul us von c". 

Anwend 1:nge:::: 

(a)Nach 3e,1,zu Folg.4 gilt: Je zwei Tangenten einer Punkt-
kubik sirtl w:'.J::.dschief; vier Pur.Jl:te einer Punktkubik sind nie 
ko:::,:planar (d..b. ei:r:e Ebene enthält höchstens drei Kubikpun.kte). 
D, -dual: ;;e ;:;;;ei Grattangenten einer EbenerL1<ubik sind windschief; 
vie::o Eber:.er.. e::.:::i.er Ebenenlrnbik sind nie kopunktal (d.h. ein Punkt 
e;:,.tt.äl t l::.C:c:::..st-ens d.J:>ei Ebenen einer Ebenenlrnbik). 

(b) Ebenso ;;ie man mit Hilfe der Steinereigenschaft ein Ge.raden
büscr.el, dessen Sehei tel auf dem Punktkecelschni tt k lier;t, 
projekti,; c.·.;.f k beziehen und damit Projektivitäten, projektive 
Involutior..e::, ha.roonische Lage usf. auf einem PurJ,;:tkec;elschnitt 
erklärer.. }:a:-::::, ;:::;estattet die in Folg.4 bewiesene Kubikeigenschaft, 
ein Ebener:.b:.:schel, dessen Träser eine Sehne ist, projektiv auf 
eine ?uD.i:-:::i:--:.oik zu beziehcrn, und damit Projektivitäten, projektive 
Involutio:r:en, har::ionische Lage usf. a.uf einer Punktkubik zu er
klären. 
D3 -dual zu :?olg.4 gilt: Die Ebenen einer Ebenenkubik schneiden je 
zwei Achsen 6er Ebenenkubik in projektiven Punktreihen. Damit 
können Prcje~:tivitäten, projektive Involutionen, harmonische Lage 
usf. fUr die ~oenen einer Ebenenkubik erklärt werden. 

( c) Durcn j ec.en Pucl::t P nicht auf der Punktkubik c geht 5enau eine 

Sohne der ?c..n}:tkubik c. 

D3 -d.ual: Ir::., jeder Bbe~e, d\e ~cht zur Bbenenkubik "f gehört, liegt 
c;ennu eir:.e •. chse der .I'Joene;u,;:ubik ,r • 
Bew.: Die ?..;.:::.i.:tk11bik c werde durch die projektive Kollineation 
;;: : t's -- ~T erzet,gt. Eine Sehne durch P ist nach Definition Schnitt 
von zu3Go::.--c.::::ete::i Ebenen~ und S"'-·Da:nit 5,~;;:,_ durch P geht, muß 
not1·1enci.ig c; C.'2:'Ch SP= :; und ~"' durch TP=: q' gehen: ~ I p A 5;:;.:. I q' =? 
""'°? €'-' I pac•=":p' 11-,; I q 1 :i:c•· ;:q. 
Es ist pc;cq (ind. p=<J. = p'=q' =? P=p.p?e.* =* P € c: Hiderspruch) = 
p 1 *<J. 1

• ila .. ·:ü t c;il t not1-1endig 5 =pq /\ s<>?. = p '. q 1 
; hieraus folgt 

ULJ.gekehrt ;; · 1 ;,o: I P. + 
Be;aor:rn:ic;: l~o.ch Folg.3, A.nw.a kann eine Punktkubik als Schnitt 
zH,,icr qu;,c.::::·2.:tischer Geradcr:kegel rli t vernchiederwn Spitzen, einer 
r;cneinsa.::ien :C.2ze;.ir;enc.en und verschiedenen Tancentialebenen länss 
diese::.' er:ia:::.. ten werden. Snc::ziell im PA.I°1 schneiden einander zwei q_ua-
dratisci:e Y.egel nach einer~ Kurve i. s. der Differentialceo;netrie: 1 

Ist P spe:üell das Auc;e O einer Projektion auf eine Ebene Jr , so 
kör.c...'1en für d:i.o einzice Sehne o durch 0( 4- c) folgende d.J:>ei 1!,älle 
eintreten: 
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Fall 1: o Tangente: Wie wir in 5,8,Anw.(lI)zeigen 
werden ist dann o auch Tangente an die 
Kurve c im Sinne der Dif.ferentialgeo:netrie. 
Nach der Differentialgeometrie hat dann c 
in o.rr eine Spitze. 
Fall 2: o Bigentlich, d.h. o trifft die 
Kubik c in zwei verschiedenen Punkten==} die 
Bildkurve c' von c hat bei Projektion aus . 
0 auf n: in o,n: einen Knoten (die verschie
denen Knotentangenten stammen von den wind, 
schiefen Kubiktangenten in den Kubikpunkten 
auf o). 
Fall 3: o uneigentlich; o,n: ist dann 
isolierter Punkt von c'. 

(d) In einer Ebene liegen höchstens drei verschiedene Sehnen einer 

Punktkubik c. 

D3-dual: Durch einen Punkt E gehen höchstens drei verschiedene 
Achsen einer Ebenenkubik ,g- • 

Bew. : Da der Schni. ttpunl{t von je zwe.i Sehnen ein funkt der PurJ.::t
kubik ist 1 nie drei Sehnen durch einen Punl(t ko~planar sind und 
nach (a) in einer Ebene höchstens drei Punkte von c lie3en, 
können nie vier Sehnen komplanar sein. ,+ 

(e) Haben in lf PP zwei rincartiE;e Quadriken 4' und 4>' genau eine 

gemeilIBame Erzeugende e, ohne einander läncs e zu berühren (d.h. 

q, und <p 1 besitzen längs e verschiedene Berührproj ekti vi täten e>:e 

bzw. cx.J ), so gilt <j)n <1>' =}ieu c, wobei c eine Punl(tkubik ist. 

Bew.: (I) Ist Vj-:;. bzw. 0<t>' jener Ree;ulus auf q, bz.,r. 4>', de;n e nicht_ 
angehört, so geht durch jeden Punkt X" c c (}) genau eirrn Gerade f, ci:,J<t· 
Ull',i;ekehrt träc;t jede Gerade f E 0)<1> e;cnau einen Pu..~J:t von c: x 
ft c/>' nach Vor. und fe=:F~ q:,'. Ist f nicht Tanc;ente von cp' in r, 
so trägt f noch e;enau einen Punl(t von 9' nicht auf e, also einen 
PuMt von c; ist dagee;en f Tangente von <!>' in F, so zählen v;ir F 
zu c. -
Damit ist c bijektiv Vf<1>; analog ist c bijektiv UJ,,,. Auf e liec;en 
maximal zwei Punl(te von c, da in einem solchen PunJü f eine 
Tanc;ente an q:,' sein muß und daher die To.nc;entialebene an q:, 1::zw. 4'' 
in die E~ene ef fällt; solche PunJcte sind daher c;enau ~ie Fix
punl(te von (l('e.o<e-~. 
C II) Durch A .: c, A "J. e gehen die Gero.den e A bzw. e .' der Re[;,:Üi ~J <P_ 

bzw.(,,J<P'i nach Vor. ist eA * eA' • Ist fx bzw. f'x die Gc:;:-ade aus 0) 9 
bzw. Vf;,, die den Punl(t X von c enthält, so gilt nach (I) und der 
Tatsache, daH die Geraden eines Regulus aus zwei Geraden des 
ere;änzenden Ree;ulus durch pro,jektive :t'benenbüscb.el projiziert 
Werden; eA(eAfx)A"e(ef,):e(ef;)xe\(elf:), (•) 
Da keine h'bene durch e existiert, der in den P:;:-oje};:tivitäten zu t.e. 
bzw. le: dieselbe lfoene entspricht (im anderen Fall hätten '1' und. <i' 

eine Erzeugende aus vJ <P gemeinsam), ist die in ( "') definierte 
Projektivität fe. -- le~ nicht perspektiv ·und erzeuc;t einen 
quadratischen Geradenl(egel /J) rcM , der c trägt. 
( III) Existiert kein Punl(t B ~ c mit A*B, B "J. e, so ist notwendig 
N=2 und auf e liegen zwei Punl(te von c; dann ist aber c ein 
Dreieck und damit eine Punl(tkubik. In jedem anderen ?all existiert 
ein solcher Punkt Bund damit ein weiterer durch e 6 (e 6 f,)7'eie~f;) 
best~minter Geradenlcegel {-!JrlBl , der c trägt 1:illd s.:=AB mit C.)rcAJ 
gemeinsam hat. Wegen a • 6J r,~) bzw. a • uJ r<l'll gilt fur X~ c: 
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s(sX) 71 e,(e.f,)7'.e(ef,), wobei für X=A bzw. X~B die Eber:.e sX 
s ( sX) 7' e 8 ( e" f, ) 71 e ( e f, ) 
die Tanc;entialebene längs s an 0 rc&> bzw. &n .) r;A1 oedeutet. Uecen 
f„ windschief f 6 ist ef, *ef 5 , und daher sird die Te_nc;entialebenen 
von U) r<•i und 0)r,ß1 11:incs s verschieden. !;acr. FolG. 3, A::::::.-1. a ist 
12UJm," f.2c1rrni = Vs u C1 1 wobei c, eir.e Pur::.r.:-;:;:.;:ubi;-: dc:.:rc::i A u::..d. :a 
ist. Die Menge der Erzeuger.den von ~J r, ,1 lä.St sic:i :Jij e1:ti v auf c, 
beziehen und nach(*) gilt gleiches auch für c. Da außerdem 
c c 'POJr<Al,.., 12t1r,si und c rif2,=c 1 n-j'.2 5 = {A,B} ist,fol5t c=c1 • 

In den Übungen wird ferner gezeigt: 

(f) Haben in 7T PP ein quadratischer Ge:-ador.J.:ec;el G;r 1.1.,.TJ.d eine 
ringartigc Quadrik c)l genau eine ge::ei:1s&:::;e Erzeu;;ende e, so gilt 
12UJrflcj)=fle.u c, wobei c eine PuDktkubik ist. 

Haben in lf PP zwei ringartige Quadriken ~ und <P' eine geneinsane 
Erzeugende e und läncs dieser dieselbe Berür.._:-projektivität, so 
ist q, n 4' entweder f-/e, oder q> und 9' haben noch c;er:.au eil1e e 
treifende Erzeugende oder noch c;enau z·.-;ei e treffende Erzec;.30nden 
gemeinsam. 

(g) Nach Fole;.4 wira. eine PurJ,.:tkubik c aus je drei ib.rer Sehr..en 
durch projektive Ebenenbüschel projiziert. Wir 9eben nt;.;1 drei 
Ebenenbüschells, um nicht kopunktale Achsen s 1 1_i=1,2,3) vor 
und zwei Projektivit1:iten c<,,: fs, - t'.,, und ex,,: c,- ls,; durch 
0c ;,' .<X., : t s,. - c s, wird auch das dritte Paar projektiv sekoppe 1 t. 
Dann gilt: 

( I) Drei projektive nicht perspekti ve Ebenenbüschel, deren Achsen 
s-1. ein Dreieck bilden, bestimmen eine Punktkubik. 

Bew. :«1 .,_ und«n bestimmen zwei quadratische Ger&deri..kegel 6J,1,.,., bz;,r. 
0 r t ,. 0 , 1 , die einander längs s, nicht beri.lhrcr., da <X.,_, Licht per-
spekti v ist. Damit ist C;lr(s,h)" qrcs.s,l = ,Ps, u c , v1obei c ein3 
Punktkubü: ist. 

(II)Drei projektive nicht perspektive Ebenenbüschel, deren Achsen 
s„ und s, windschief sind aber s 1 schneiden, besti::uncm eine ?c.r;:'.:t
kubik. 

Bew.: analog zu (I) 

(III)Drei projektive Ebenenbüschel, deren Achse·n s 2 und s, zu s, 
windschief sind, bestirr,.:r:1en eine PurJ::tlrnbik, falls die durch <X,::c 
und C(.,;festgelec;ten ringartic;en Quadriken außer S4 keine Gerade 
gemeinsam·haben und einander längs s 1 nicht berühren. 

Bew.: Unter Benützung von (e) analog zu (I). 
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(h) Als Anwendung zur Def.4.Ba und Folg.3 ergibt sich: 

Eine Punktkubik in 7T PP ist eindeutig festgelegt durch: 

(I) vier Sehnen si und zwei Punkte ¾;(mit ¾;1 si) "allgemeiner 
Lace", 

(II) drei Sehnen si und drei Punkte ¾: (mit ~J_ si) "allgemeiner 
Lage", 

(III) eine Sehne s 1 und fünf Punkte ~ (mit Ak"/. s,,) "allgemeiner 
Lage". 1 

Bew.: Zu (I): Gibt es eine Punktkubik c, die in die Angabe paßt, 
so wird sie gemäß Def.4-.8a und Folg.3 durch eine projektive 
Kollineation ilt.: tA, - { A, erzeugt, wobei ~ notwendig der Ebene 
A1 Si.• l'.'A, die Ebene A„ s1 f{A, zuordnet (i=1 ••• 4). "Allgemeine Lage" 
soll heißen: Diese vier Paare zugeordneter Bündelebenen legen 
i;:;0D.c1.u eine J?rojekti ve Kollineation ;,e,: lA, - t,A, fest (daher müssen 
lA1 sd und tA„ s.d je ein Bündel vier flach bilden), und -;,('_ soll 
keine selbstzugeordneten Geraden und Ebenen besitzen. Durch~ 
wird eindeutig eine Punktkubik c definiert, die durch A 1 und A2. 
geht und s, , ••• s„ zu Sehnen hat. 
Da alle obigen UberleguI'..gen zwinc;end sind, ist c eindeutig be
stimmt. 

Zu (II): Analog zu (I):;:,:,_ leistet notwendic; A1S,i ,-..Aisi 
(i='l ,2,3) und A1 A3 ,_... A,_A3. Von einer projektiven Kollineation 
zwischen der: Koebenen f A, ur,d t4, kennt man also drei Paare zug_e
ordnetor Kopu.nkte und ein Paar zugeordneter Geraden (=Koger.J.Durch 
diese Angabe ist genau eine projektive 
Kollineution a:. zwischen PP-Ebenen festge
lect, falls die An6 abepurJ(te Pi.. bzw. P.;,' je-
11eils Dreiecke bilden und die Ar..e;abe
gerade g bzw. g' zu dem jeweiligen Drei
eck allgemein liegt. Gibt es nämlich ein passendes oe, so ordnet 
~* dem Vierseit lP,P~ ,P~P1 ,P3P, ,g1 notwendig das Vierseit 
{P; P{ ,P{P; ,P;P: ,g'1 zu; durch zugeordnete Vierseite ist cenau eine 
projektive Kollineation ;;e"'(und damit ce) zwischen PP-Ebenen be
stimmt und ( ae, ;ie_*) leistet das Gewünschte. "Allgemeine Lae;e" soll 
also heißen: Die drei Paare zugeordneter Bürn.elebencn und das 
Paar zugeordneter Bündelgeraden sollen genau eine projektive 
Kollineation c€.: {A, - i A, festlegen (daher müssen die Geraden A1Al 
bzw. A„A 3 allgemein zum Dreiflach Aas-l bzw. A„s.;_ liegen) und ;ie 

soll keine selbstzugeordneten Geraden und Ebenen besitzen. Die 
durch ae eindeutig fe stgelec;te Punktkubik c paßt in die Angabe. 
Da alle Uberlegu.ngen zwingend sind, ist c eindeutig bestimmt. 

Zu (III): Gibt es eine Punktkubik c, die in die Angabe 
paßt 1 ·so sind nach Polß.3, Anw. c die Geraden A3A,=:s 2 , A,As=:s, 
und A,A 1 =-:s, notwendig Sehnen von c; somit ließt die Angabe (I) 
vor. Umgekehrt ist der Schnittpunkt von zwei Sehnen nach Folg.4 
ein Kubikpunkt, also paßt die Punktkubik auch in die Angabe • 

• 
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ncne:-Ä:'c:.::-..;:-: :i)urch zHei Sehnen s,,s 2 und vier Punkte X,,, ••• X 4 
ist ir: allFe:::ieinen keine Punktkubik bestirru:it: Gibt es eine 
Punlrtku~ik: so müssen ihre Punkte nach Folg.4 aus den Sehnen s„ 
und s 2 d=ch p:-ojektive Ebenenbüschel projiziert vierden. Durch 
s1X< ,__ s 2 X, für i=1,2,3 ist diese Projektivität bereits ein
deutic 'cesti=t; im allgemeinen wird sie jedoch s„X„ nicht in 
s 2 X~ überfU„hren. 

5) D:r::?.4.8c: Ist Sein Punkt,s die 'I'angente in S und o die Schmieg

ebene in Seiner Punktkubik c, so heißt das Tripel 

(S,s,5') ein Schm.iegelenent von c. Alle Geraden des Büschels ijs,.
heißen Sch~~ecgeraden der Pur.ktkubik c in S. 

Be,10:-k:·c.:q;en: (a) Zwei verschiedene Kubikpunkte s„ und 
ein 11 Scf'w-:-ier;tetraeder von c": 
1-~ach FoJ.g.4, Anw.a sind die Tanc;enten s 1 ,si an c 
in S 1 ,S:., wind.schief; die Sch;;iiec;ebene G',von c 
in S„ e;"lthält nach Definition s„ als einzigen 
Ku7::>i'.:-:,>ü:-±t = J",, "/. S 1.; e::ienso 02 "/. S -1 ==, J * T,, : =s 1 ir1.." 
r31\:ttS2.01 i.;.nd {S 11 S 2 ,T,,,T2 } ist ein Tetraeder. 

(b) Sei X c c\ls,,,s,j , dann 
ist eine Ft,r.da:::entalfir;ur, denn: 

bestimmen 

X J_ c1 ccSS,,T 211X J_ f',_=S 2_;r„T2. nach Definition der Sch:niecebene; 
X t S„S~T 2 , da in der von der SchmiegebeLe verschiedenen Ebene 
S 1 Si'l:2. durch c.ie Kubiktanc;ente S;1.Tz. c;er::.au ein ·..ieiterer Kubik
:lun::~t lie0 t, :c.ä:il.ich S 1 (vgl.Folp;.1, Bem.c und Folg.3). 
Analog zeigt man X l S1 S;i.T 1 , 

( c) Die Bildmene;o Cf- einer Punktkubik c unter einer 
Kollir:e2-tion f-" ffL(1fee) ist eine Punktkubik ur.d f-- bildet c 
scl'.unec;elener:tweise auf Cf, ab. 

Bew.: ,~ei p. geht r:ach 4. 2 ein 9.uadratischer Ger&denkec;el in einen 
quadratischen GeradeT'..kec;el über, wobei jede To.nc;er,tialebene in 
eine Tar::.c;entiale·cene abc;ebildet ,·1ird. Darait geht der Restschnitt 
zHeier SGnnorJ:cc;el von c in oen Restschnitt z,.,eier (]_Uadratischer 
Ger2.de;i}:egel mit einer c;emeinsamen Erzeuc;enden und verschiedenen 
Tan.";entialebenen Jiinc;s dieser '.iber, welcher nach Folg,3,An\'l.a 
eine Puc.ktkubik ist. Der Sehnenkegel 6J r(s) von c, der c aus S pro
jiziert, geht in den Sehr:enkegel von c~ in Sµ Über. Da die Tan
gente s in S•c jene Gerade des quadratischen Sehnenkegels 0 rcs) 
von c in 3 ist, die nur den Kubikpunkt S trägt, geht s in die 
Tangente sµ in Sµ. an cµ. über; die SchrGiegebene o in S wird als 
Tangentialebene von ~J r(s) l&ngs s in die Schmiegebene in Sp. an 
c.,u- abgebildet. 

• 6) Dm:ch ein Schmiegtetracder (Si ,si ,G;_) (i=1,2) und einen Punkt 

X, der mit dem Tetraeder eine B'undamentalfigur bestimmt, ist genau 

eine Punktkubik besti=t. Je zwei Punktkubiken sind proj.ektiv 

kollinear. 
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Bew.: (a) Gibt es eine passende Punktkubik, so wird diese :iach 

Folg.1,Bem.c und Folg.3 aus s1 durch einen quadratisc~e~ GeraQen
kegel Uj rc s,> projiziert, der die Tangente s 1 zur Erzeugende;: 

hat und längs dieser von 6"1 berührt wird. Nach Folg.3, Anw.:>, 

Bemerkungd ist s1s2 notwendig Erzeugende von 0r(S,) und s1 s 2 
ist Tangentialebene längs s1 s2 ; außerdem muß s1x E ~rcs,, gelten. 

Dadurch ist ~ r c s,) eindeutig festgelegt. 0J rc s~ 1 wird ebenso ein

deutig festgelegt. UJ rcs,) und qr( s,.) haben längs der gemeinsar;ien 

Erzeugenden s1s2 verschiedene Tangentialebene s1s2 bzw. s2s1 , 
denn s 1 und s 2 sind windschief. Nach Folg.3, Anw.a ist der Rest
schnitt der beiden Geradenkegel eine Punktkubik c, die in die 

Angabe paßt. Da alle obigen 1.lberlegullßen zwingend sind, ist c 

die einzige Lösung. 

(b) Greift man aus den beiden Punktkubiken c und c' die Pur.l:te 

bzw. 

nach 

bzw. s1 ,s2 heraus und bildet die Schmiegtetraeder fs1 ,s2 ,T1 ,T21 
ls1 ,s2,T1 ,T2} , so besti=en diese zusanmwn mit XE c \ {s1 ,s21 
X' e c'\ {S1,s2} Fundamentalfiguren, durch welche c bz·:1. c' 

(a) eindeutig bestimmt sind. In Tf PP existiert genau ein ,uPGL(lT?.), 

welche die erste in die zweite Fundamentalfigur überführt; die 

Punktkubiken c' und c~ haben (vgl.Folg.5, Bem.c) die zwei Schmie 6 -

elemente zu S,J=S1~ und Sf/'"s
2 

.e. und den .Punkt Xce. =X' gemeinsara, 
daher gilt c;ie =c' nach Beweisschritt a. • 
Bemerkung: Wie man aus Beweisschritt b erkennt,gibt es viele 
Möglichkeiten, um .e festzulegen; man kann nämlich S~, S~, X:' 
beliebig auf c' wählen. Insbesondere folgt für c • c', daß die 
Menge M der automorphen projektiven Kollineationen einer Punkt
kubik nicht nur aus der Identität besteht. Bezüglich des Hinter
einanderausführens bildet M eine Untergruppe von PGL(lT PP). 

7) Wir setzen i,f. einen klassischen projektiven Raum lf ~L(K) 

voraus, dessen Körper K außerdem eine Charakteristik + 3 besitzt. 

Dann gilt: 

Die Schmiegebenen in drei verschiedenen Punkten einer Punktkubik 

sind nie kollinear. 

Bew.: (ind.) Seien s1 , s2~xl e c, pw. verschieden und ihre Schmieg

ebenen 6'"A ,e-, ,5 kollinear; da in keiner Schmiegebene zwei Punkte 

von c liegen, sind cr-1 ,<Ti ,S paarweise verschieden. Zu s1 ,s2 ge-



- 87 -

s ' hören ein Schmiegtetraeder ls1 ,s2 ,T1 ,T2J und zwei Sehi:e:-..l-::e;el i,1,-,,,,, 
UJr1s 1 , ,die 15",. bzw. o--, in je einem Kegelschnitt k 1 ·::>z·u. k 2 schnei<ien, 

wobei k 1 in s2 die Tangente s 2 der Punktkubik ULd in T'l c.ie Scr..ni tt
gerade a~0,ö„ berührt;analoges gilt für k 2 .Die Zbene xs1 s

2
=: e: 

trifft k 1 bzw.k
2 

noch in je einem Punkt x1 bzw.x
2 

n;it X=S
1

X
1 

.,s
2
x

2
• 

Wegen c c C,J rcs,) 0 C,'.j rc s,_1 liegt die Tangente x in X an c in der Tar:gen

tialebene von CJr1s,) längs s1 x1 und in der Tangentialebene von 6Jc/s,) 

längs s2x2 , welche~~ bzw. ~1 in der Tangente t 1 bzw. t 2 an k 1 bzw. 

k 2 in x1 bzw. :X:2 schneiden. Von k1 sind zwei Linieneler:ente 

(s2 ,s2 ),('.i'1 ,a) bekannt, und daher 

kann die '.i'angente t 1 in x1 cemäß 

der in 1T KL giil ticen ifonstrulction 2.1, 

Folc.8, Anw.b konstruiert werden, 

naoh der gilt H(E.a ,T1 ;T2 ,t1 .a); 

analog eilt für t 2 dann H(e.a,T2 ;'.i'1 ,t2.a). 

Falls nun~ durch a ceht, muß x die 

Gerade a schr,.eiden und daher miis.sen a 

t 1 und t 2 einander auf a treffen. 

Setzen wir e.a=:A,t1 .a=t2 .a=:B,so gilt 

H(A,T1 ;T2 ,B)" H(A,T2 ;T1 ,B), wobei r...ach 

Vorauss, die Punkte A,B,T1 ,T2 pv.ver

schieden sind. Wä.,.11.len wir auf a die 

Punkte A bzw. B bzw. T'l als Grundpunk

te U bzw. O bzw. E einer Algebraisieru11p;, so gilt na.ch. der I'ic;~ 

H(T1 ,A,E+E,B), also T2 =E+E u.."ld H(T2 ,A,E+E+E,T1 ), f~v 
also H(A,T2,T1 ,E+E+E). u / 

Zusa=en mit H(A,T2 ,T1 ,B) folGt E+E+E=B=O, ~•B /; 

also '1+1+1=0 im Widerspruch zu Char.K*3· ~ 1 
/ 

1-, '~ 
- .~~--~ 

'A•U E+E•E T;_E•E ~-E • B=O 

8) Wir setzen i.f. einen klassischen projektiven Raum lT K,(K) vor

aus mit Char. Kt3p 

Alle Schmie0geraden einer Pur.ktkubik liegen in genau einen Ge

winde. Die :Menge aller Schmiee;ebcc1.eJi einer Punktlrubik ist eine 

Ebenenkubik. 
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D3-dual: Die Menge aller Gratpunkte einer Ebenenkubik ist eine 

Pur..ktkubik. 

Bew.: Sei c eine Punktkubik, S € c und o die Schmiegebene in s. Um 
zu zeic;en, daß jede Gerade aus 0 s,o- Gewindegerade ist, muß die 
Existenz einer Nullpolarität'>' erwiesen werden, welche jedem Kubik
punkt S dessen Schmiegebene o zuordnet. 
\lir verwe:aden dabei einen Hil.fssatz, der in 4.9, Folg.10,Anw.c 
beuiesen uird. 

Hilfssatz: Sind A1,A2,A3 drei Punkte einer Pu:nktkubik c in ·uKL 

und N 1 ,ix._ ,c< 3 die zugehörigen Schmiegebenen, dann haben l\', ,oc,. ,ci:3 einen 

Punkt P der Ebene A1A2A3 c;emeinsam, der allc;emein zum Dreieck 

A1A03 liegt. 

(I) Zu drei Kubikpu:nkten A1 ,A2 ,A
3 

mit den Schmiegebenen «1;1X,_,cxö 
existiert genau eine Nul.lpolarität Y, die Aji---°'j (jn1,2,3) leistet:· 

A1Ai= :e;; .für :;- gilt notuendig g0 = e<,. O(;i_ und AF «3 

g und GY sind als Kanten des durch A1 und A2 if~ 
besti:cu:1ten Schniegtetraeders windschief. / N n 

f 0!4 ""..l 

Wec;en Char,K,;3 und Folg. 7 gilt 0<,/. gv , und I 
P 

daher existiert eine Gerade n E 0A,,«, , di.e g \ A A;i 
A ~ 

,ündschief g,gY ist; sie ist notwendig Nullgerade bezüglich v. 

Die durch die reziproken Polaren g,gY und die Nullgerade n nach 

4.7, Folg.7 eindeutig besti=te Nullpolarität v ist die einzig 

möc;liche Nullpolarität, und Y paßt in die Angabe, wie aus dem 

Hilfssatz und der Tatsache folgt, daß A
3
P(I o<l) als Treff gerade 

von fS und gY eine Nulle;erade ist. 

(II) Ist X•c\tA1 ,A2 ,A3}, so stimmt 

X--; mit der Scillliegebene ~ von X überein: 

Auf das von den Kubikpunkten A1 ,A2 ,x gebildete 

Dreieck wenden wir wieder den Hilfssatz an=} 

or, ,ex,.,~ haben einen Punkt LI A1 A2X gemeinsam, 

X 

g der allgemein zum Dreieck A
1

A2X liegt =? die Gerade 

und c) = xY =x ist Nullgerade = Xv I x, und natürlich gilt 1 I x. 
Ebenso bilden die Kubikpunkte A1 ,A

3
,x ein Dreieck und nach dem 

Hilfssatz gilt:~,,o<~,~ haben einen Punkt MI A1A3X gemeinsam, der 

allgemein zum Dreieck A1A3X liegt. Für 

A1A3"':h gilt hY=0<'.1.D(~ mit hv IM. Da y:cl'1X 

die reziproken Polaren h und h~ trifft, 

ist y Nullgerade~ Xv I y, und natürlich 

gilt~ I y. Also gilt Xv =xy=s, falls X*Y 
erwiesen ist (ind. x=y =} X I A1A2A

3
: Widerspruch, denn na~h Folg.4, 

Anw_ ~ c;T'lfl T'l;a. "r,.; 0 .,... 'P-i,Y'\1..-+-..-.. r.--:V',.,...,.- n"-1„-1-1 ... ~~i....:1 .. ,_~ ___ , ------" 
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(IE) '.-!enden wir m;f die Punld}mbik c die du:rch (I) eindeutig 

besti;::;::te folllpolaritö.t Y an, so uerden alle Punkte von c in die 

zugohörice Scr.ziegebene von c abgebildet; wir bezeichnen diese 

durch c bestü:ur.te }~ull;:,olarität i.f. mit JJc. Die projektive 

Korrelation,, führt die Erzeugune; von c durch projektiv kollineare 

E"::iencnbünc.el ohne selbstzuseordnete Geraden und Ebenen in eine 

Erzeu6 c.;:::; von cv, d..1.rch projektiv kollineare Punktfelder ohne 

sel bstz'J.0 eo:::-dnete Geraden und Punkte über=? c)f, also die I1enge 

der Sc~,iegeber_en von c, ist eine Ebenenkubik. • 
2e:J-2r}:un,:,;en: (a) Da eine:::sei ts Tangenten und Grattanßenten einer 
I"X'.zt}.-c.J.ti:: oir.a:c.der J 3 -cual ße6 enüberstehen, und da andererseits 
jGde r::ar.zente als Schwiegc;erade eine Nullgerade ist folr.;t: Die 
Tan;enc;en der Pu."lktkubik c stim1-;;en überein mit den Grattangenten 
jener E'oenenkubik, die von den Schmiegebenen von c e;ebildet wird. 

(::i) Il1 -dual: Zu jeder Ebenenkubik ,y c;ehört eine 
ITullpolaritätY;:l'.'-P und,yv/ist eine Punktkubik, die aus allen 
GratpurJ{ten von '6.., gebildet wird. 

(c) Die 11ence der Schmiegebenen einer Punktkubik c 
ist eine Ebenenku::iik --t, <1.eren Gratpunktmenge die Punktkubik c ist. 

Be~-,.: 2~r 
\!ccer... A I 
Gra t:;i1.,;..::kt 

ein Schmiegeler,1er.t (A,a,oc) von c gilt C(.=Avc, ai\=a. 
a ist A. ein Be:;:iihTU11ßspunkt von ,y in /)(, und soe;ar der 
in rx, , da durch 1,, nur die Ebene ex. is y =c Vc goht. 

(d) Die Scb--niegebenenmene;e und die I'un..l<tmenge einer 

Punktkubik werden in lf Kc (K) mit Char.K-1'3 durch die lfallpolarität Vc 

ceko:;:,pelt; ,'!ir nennen das PGar (c,cv,=y) eine "Kubik"; dieser 

Ees:::-i.ff ist selbstdual. Die r,er::.::,;e der. Tangenten von c sti=t da

bei mit der lfo:::.ge der Gro.ttar.centen von cvc überein. 

Un:tsrwirft :;;an clen quadratischen Sehnenkec;el l'(S) einer Kubik der 
17,:llpolo.riti:it Y,, so c;eher. seine Erzeugenden in Achsen von -t~c Vc 
über, die alle Ta.c15er.ten eines Kegelschnitts k(G") in der Schmicc;
ebone o '10:1 S sind, ·::oboi. rJ.ie Kec;elsclmittpunkte von den 
Tc~::.cer::.tiaJ.e":icnGr ... des Ker;els !(D) star.men; man bezeichnet diesen 
AchscnJ-:er:;c~ sehr...:. tt als 11 Schmiec~.,:ec;.el schnitt von c 11

• Sve 7,icll die 
1l~ar:scnte s in 3 von c bleibt bei vc fest al;:30 berillirt k(ö) auch s; 
der llerührunc;spunkt ist S, denn S ist v}-Bild der Schmiegebene o, 
die 1(S) liir,.cs s ber-:.L'lrt. Weiters gilt: 

I"Ian erhält alle von S verschiedenen Punkte des Achsenkegelschnitts 

}c(G'), wenn man alle von s verschiedenen Tanc;enten von c mit /3' 

schneidet. 
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Bew.: Gelte TE c\ \ S} und sej_ t bzw. -r die 
Tangente bzw. Schmiegebene in T an c. 
Wegen t E 0; T,"' c;il t t <;), =t. Da t in der 
Ta~entialeb~ne St von,r(s) Alieg!, c;eht 
t=tYc durch uen Punkt w\Jc.tYe,=6".v von k(ö), 
also gehört der Durchstoßpunkt o.t zu k(o). 
Ist umgekehrt P ein Punkt von k(cr) '- t S} 
mit der Tanc;ente p(ts) an k(6"), so ist die 
Gerade pvc eine von s=si\ verschiedene 
Erzeugende von r(s), und. P vc ist die 
Tangentialebene von [1 (8) längs PYc. Nach 
Fole;.1,Anw.c und Folr;.3 liegt auf der 
Erzeugenden pvc genau ein von S verschieder.er Kubikpi.,nkt T, dessen 
Kubiktangente t in der Tangentialebene Pvc von r(S) liegt ~ t=tYc I P • • (e) In 1rKL(K) mit Char.:r:*3 ist eine Kubik (c,r) ein-
deutig festgelegt entweder durch eine ·Angabe der ParJctkubi~( c oc.er 
durch eine Angabe der Ebenenlcubik ,y. Es silt also z.B.: Eine 
Kubik ist eindeutig festGelec;t durch ein Schniectetraeder und eine 
Schmiegebene (vgl.Folg.6), falls nie vier Ebenen kopurJ.:tal sind. 

SATZ 4.8: Alle Sehnen bzw. Punkte einer Punl,tkubik werden aus z;rei 
verschiedenem ihrer Punkte durch projektiv kollineare 

Ebenenbündel bzw. quadratische Geradenkegel projiziert. Der Th.::.rch
schnitt der Punktmengen zweier quadratischer Geradenlcegel mit ve-::
schiedenen Spitzen und einer gemeinsamen Erzeugenden, längs der 
sie einander nicht berühren, ist abgesehen von der gemeinsacen 
Erzeugenden eine Punktkubik. Die Punkte einer funktkubik werden 
aus je zwei Sehnen durch projektive Ebenenbüschel projiziert. Duale 
Aussagen gelten für Ebenenlrubilrnn. In 1f,~ über eineo Körper der 
Charakteristik ungleich drei gehören alle Schniegceraden einer 
Punktkubik genau einem Gewinde an und die zugehörige Null~olarität 
führt die Punktkubik in die Ebener.kubik L11rer SchL1iegebenen über. 
Ein Schmiegkegelschnitt der Gratkubik ist bestimmt durch die 
Spurpunkte der Tangenten der Gratkubik in einer festen Sch.;;J.ieg
ebene. 

Bemerkungen: (a) Da der Körper des PAR nach Satz 3.5 isomorph 
zum KörperR der reellen Zahlen und R kommutativ von Char.O 
ist, gehören alle Tangenten einer Kubik im PAR einem Gewinde an. 
Speziell im PAR ist eine Punktkubik eine Kurve (vgl.Folc.4, 
Anw.c,Bem.). Man nennt eine Kurve, deren sämtliche Tan,;enten in 
einem festen Gewinde liegen,eine "Gewindekurve". Im PAR ist eine 
Kubik also Gewindekurve. 

(b) Im PAR stimmen unser Tansenten- und Scr~"'lieg
ebenenbegriff I wie in 5.8,Anw.OI) gezeigt wird,mit den gleichnamigen 
differentialgeometrischen Begriffen überein. Alle Tangenten an 
die Kubik c bilden die Tangentenfläche von c. Nach Sätzen der 
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Differentialceometrie eilt: Ist f eine Ebene clurch 
einen Pur.kt P c c, ehe nicht die Ki__;rvcr.tancente ent
hält, so schneidet~ die Tancentcnflfche von c 
nach einer Kurve 1, die in Peine Spit~en-
tangente besitzt, welche clie Schni ttc;erade von E 
mit der Schmiec;ebene vor. c in P ist. Eiera~,s 
und aus dem in Folc;.8 ven1endeten Hilfsso.tz folc;t für den PA.~: 
Die Schnittkurve 1 der Taneenter.flliche einer Kubik c mit einer 
Ebene E:, 1,elche drei Kubikpunkte A 1 , A2,A 3 ent- 1 f.7/ e 
hält, hat in A1 ,A2., A3 Spitzen und die Spitzen- A, 

1 
/2 ~ 

taDßenten sind kopunktal. ,, ' ~c • 

A 
(c) IJU PAR gilt nach der Differential~eorae?rie ferner: 

Liegt das Auge O einer Projektion auf 1t in der Scbkiegeber.e ö eines 
Kurvenpunktes S der Kurve c, G.ber nicht auf der 
Tangente ins, so hat die Bildkurve c' im Bild
punkt, S' einen '.·iendepunkt. Da speziell die Schmieg-
ebenen einer Kubik c eine Ebene:-J<ubik bilden, 
könJ1en nach Folc;.1• höchstens drei Punkte von c 
Schmiegebonen durch das Auc;e O besitzen; c' 
hat dal1er höchstens cirei Wondenunkte. 

C 

Aus O IcY=s,,, fol5t QSE0so-=*(OS)v,cÜS=*Ü"c::w I O ~s· Iwn. 
Dal1er r;il t: Jecier Wendepurilct der Bildkurve c' einer PurJ<tl:ubik c 
im PAR liegt notucnrlig auf der Bildspur der (projizierender.) 
Nullebene Q.,, des Auc;es O, Hobei Vc die mit der PuT1J<tkubik c ver
knü:pfte Nullpolarität ist. ]falls c' drei Wendepunkte besitzt, 
sind diese kollinear. 

4.9. Netze in dreidimensionalen PapDusräumen 

Nach Def .4. 7 heißt die Menge aller Hullc;erac.en einer N,..1.11::,olarität 
ein Gewinde. Zwei verschiedene Nullnolari täten bestir;,,;nell zvrni ver
schiedene Gewinde und cier Durchschnitt zweier verschiedener Ge
winde ist eine echte 'L'eilmence von 0 . 

Def.4.9a: Der Durchschnitt zweier verschiedener Gewinde heißt ein 

Netz. 

Folgerungen: 

1) Für N~3 gilt: Ein hyperbolisches Netz im Sinne von Def.4,7 ist 

ein Netz im Sinne von Def.L,,9a, Ein Netz n im Sinne von Def.4,9a 

ist genau dann ein hyperbolisches· Netz im Sinne von Def.4,7, wenn 

dien besti=enden beiden Nullpolaritäten ein gemeinsames Paar 

reziproker Polaren besitzen. 

Bew.: (a) Sind e und f die Achsen eines hyperbolischen Eetzes 

11. und n
1 

E y windschief e und f, SO wird. durch e, f: =c J, · und n
1 

als Nullgero.de nach 4.7,Folg.7 eine Nullpolarität ,11 festp;elegt, 

deren Gewinde nach 4.7, Folg.4 alle Geraden des hyperbolischen 

Ki>t.7.AA TL enthält. 
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Ist n2 E:OJ windschief e und f und keine Nullgerade von v1 (Existenz 
folgt aus N > 2), so wird durch e,f:=:ey,_ und n2 als Nullgerade 
eine von v1 verschiedene Nullpolarität v„ festgelegt, deren 
Gewinde ebenfalls die Geraden von n enthält. n gehört somit 
zum Durchschnitt der beiden verschiedenen Gewinde und ist mit 
den Durchschnitt sogar identisch, da die verschiedenen Null
polari täten wegen 4. 7 i l!'olg. 7 außer dem hyperbolischen Netz n 
keine weite::-e Hu.llgerade gemeinsam haben können. 
(b) Sind e und fein Paar reziproker Polaren in zwei verschiedenen 
Nu.llr,olari täten Y1 und )),_ , so enthält der Durchschnitt der zuge
hörigen Gewind-e das hyperbolische Netz mit den Ach.sen e und f 
und ist nach (a) mit diesem identisch. Ist umgekehrt der Durch
schnitt z·,1eier verschiedener Gewinde ein hyperbolisches Hetz 
mit den Achsen e und f, so ist f reziproke Polare zu ein beiden 
Nullpolaritäten, da alle Nullgeraden duTch einen Punkt von e ein 
Büschel in einer 1.'bene durch f erfüllen. + 
Bemerkung: Für N=2 gibt es im Sinne von Def . 1>. 7 hyperbolische Net-..
ze, doch ein solches kann nicht als Durchschnitt zweier versc.hiede
ner Gewinde erhalten werden, da ein Gewinde für Na2 nach 4.7,Folg,7, 
Bem.a bereits durch ein Paar reziproker Polaren festgelegt ist. 

2) Ein parabolisches Netz im Sinne von Def.4.7 ist ein Netz im 
Sinne von Def.4.9a. Ein Hetz nim Sinne von Def.4.9a ist genau 
dann ein parabolisches Netz im Sinne von Def.4.7, wenn die n 
bestinme:r.den. ::,eiden Nullpolaritäten allen Punkten einer Geraden 
je dieselbe Nullebene durch diese Gerade zuordnen. 

Bew.: (a) Ist e die Achse eines parabolischen Netzes n und n1 ,; q 
windschief e, so wird durch das parab.Hetz Tl aus Nullgeraden 
und n1 als I~ullgerade nach 4.7, ?olg,7, Bem.c eine Nullpolarität >'-1 

festcelegt. Ist n2',C.J Hindschief e und keine Nullgerade von lJ,, so 
wird durch das parabolische Netz n aus Nullgeraden und n2 als 
Nullgerade eine von v. verschiedene Nullpolarität .>2. festgelegt. 
n gehört zum Durchschnitt der beiden verschiedenen Gewinde und 
diese haben nach 4.7, Folg.7, Bem.c sonst keine Gerade gemeinsam. 
(b) Unter Benützung von (a) ist der zweite Teil von Folg.2 trivial • • Bemerkung: Aus der Konstruktion der beiden verschiedenen Gewinde 
durch ein l:.yperbolisches bzw. parabolisches Netz in Folg.1 bzw. 
Folg.2 erkennt man, daß ein solches Hetz für Ni>4 bzw. N;,,3 in 
mehr als zwei Gewinden enthalten ist. 

3)Durch jeden.Punkt, dem die ein Netz definierenden beiden Null
polari täten v1 und v 2 verschiedene Nullebenen bzw. diesel9e Null-· 
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Netzgeraden. In jeder Ebene, der die beiden Nullpolaritäten ver

schiAdAne NullpunktA hzw. densAlbAn Nullr,unkt zuwAisen, liegt 

genau eine Netzgerade bzw. ein Büschel von Netzgeraden. 

Bew.: X 0 jQ mit Xv, *XlJ,_ => n=X:v,.X)).,_ ist I:etzgerade durch X und 

zwar wegen Xv,tXY.,_ die einzige. :B'ür Xv1=XlJ„ besteht_ «)x,x,,, 
aus }~etzcerac.en und sonst geht keine durc:i. X, da 6Jx,xv1 die Menge 

aller liulli:;eraden z.B. von)), durch X ist. Die .dualen Aussagen 

werden auf duale Weise bewiesen. 

:i3emerkung: Ist ein Netz parabolisch bzw. hyperbolisch, so wird 
r;enau den Punkten auf der Netzachse bzv. s.uf den beiden :fotz
a.chsen in beiden Nullpolaritäten je dieselbe Nullebene zugeordnet; 
dies folgt daraus 1 daß genau durch diese P-c.:::kte nach 4.7, l<'olg.3, 
Bem.b bzw.Ben.a ein Büschel von Netzgeraden 1ündurchc;eht. 

DEF. 4. 9b: Ein lfotz heißt elliptisch, wenn die beiden das Netz 

bestimmenden Nullpolaritäten keinem 1-'uni{t dieselbe 

Hullebene zuordnen. 

Bemerkung: Unab11ängig von der Existenz elliptischer Netze gilt nach 
Folg. 3: Mit jed.em P-c1.... .. lkt und mit jeder }7oene inzidiert genau eine 
Gero.de eines elliptischen Hetzes; je zwei Geraden eines elliptischen 
Netzes sind daher windschief. 

4) Ist Tl ein durch die Nullpolari täten ))' und )),_ besti=tes Netz 

1-:r..ö.. g eine l'Tichtnetz1.serade, die keinen Pur,kt enthält, dem in Y-1 

und v„ dieselbe Hullebene zuc;ewiesen wird, so ist die Menge aller 

üetzgeraden, die g treffen, ein Regulus. 

Bmr.: \.!erden die zu v, bzu. lJ,_ gehörigen Gewir:.d.e mit q, bzw. «J2. 
he,:eichnet, so c;ilt n=l1;,n!,12., und g kar;_,_'1 ·,;e5en c;+n höchstens 

einen der beiü.en Gewinde angehören. 

Wir unterscheiden: 

Fall 1: c;4!Uj.,,0,_-g0, und gv,_ sind windschief g. Je nach Lage von 

g~, und g;'.;,. zueinander treten folgende Unterfälle auf: 

.Fall 1.1: gv1 ,·rindschief gv,_=g,gv1 und r:;0,_ sind paarweise wind

schief. Nach 4. 7, Ji7 olc;.1+ ist die Her:ge aller g treffenden OJ.;_-Geraden, 

das durch g und e;~, als Achsen bestirJ.m.te hyperbolische Netz 

(i=1,2) = die Menr3:e aller Geraden von lj,n G'.1 1 =n, die g treffen, 

ist gleich der I-Tenc;e aller Geruclen, die ß ,g), und gv„ treffen und 

somit ei.n Rer:;ulu:, • 

.Fall 1. 2: g -0, *f;Y, und g-0, trifft g;, = der Spurpunkt S der 

GoraC..cn. G in. der Et·,one G~-1 .sg~\_:::: ö ist eind0utig bosti:nmt und 

lieGt nicht auf e;Y1 bz1.r.,. g'Y2.. ... \·legen SI g gilt Sv1=Segv' .. ·x:c O 
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Fall '1.3: g)),=gvL=* n ist h:rperbol:i.sches Hetz mit den Achsen g 

und gv, =[,;V,_ und jedem Punkt VOn g Wird in V, und Vi dieselbe l'[ull

ebene zugewiesen: Widerspruch. 

Fall 2: g <ilJ," g H;l,i_,_ gY, =g und gv, ist windschief g. lrach 4.7,Folg.4 

bilden alle 0,-Geraden, die g treffen, ein parabolisches Hetz. 

Dieses parabolische Netz bestimmt eine P.rojektivität f.2 9 (X)"' t'. 9 (~ ). 

Alle Geraden dieses parabolischen Netzes, welche zusätzlich g vL 
treffen, verbinden jeweils den Pur.kt X rait dem eindeutig be

stimmten Punkt ~.gv,.=:X' und die Zaordnung x- X' ist wegen 

,P 9 (X)1"{9(1)x ')2 9,1,(X') eine Projektivität. Die Menge der Verbindungs

geraden XX' ist daher ein Regulus. 

5) Sind ö und T zwei verschiedene Ebenen durch eine Gerade n eines 

Netzes n, wobei<Y)),**c,vt undTv,**,v,.* gilt, so sind die Schnitt

punkte in er und c der vo·n n verschiedenen l\etzgeraden in ei:::ccr 

, projektiven.Kollineation ~=f.le----Ptzugeordnet, in der n als 

Ganzes aber nicht punktweise festbleibt. 

Bemerkung: Sei n eine beliebige Ifotzgerade, die im Falle eines 
parabolischen Netzes von der Iietzacl::.se verschieden ist. Da v,*lin 
und v,. * 1 ln zwei Projektivitäten l 0 -f 0 sind, die nicht ü':Jerein
stimmen (nach Folg.2 wären sonst Achse eines parabolischen 
Netzes) 1 hat Y,*lt.n .(v,*ltnr" ,u maximal z1vei Fixebenen (für 
N=2 maximal eine Fixebene), sodaß stets zwei verschiedene Ebenen c-,'t' 
mit <J)) .. •* erv,.* und tY1** 1:v,.* durch n existieren. 

Bew.: 1Jir definieren eine Abbildung -;,e*: «),,.- q.,. durch: 

( I) n.e *: = n. 

(II) g«!." ist fiir g E q/ ~, t n} die Verbindungsgerade der Spu:::-

punkte in -i;- zweier g treffender Netzgeraden verschieden n. 

Diese Definition ist sinnvoll, denn g;12.* ist unabhängi.g von den bei
den gewählten Netzgeraden: In o liegt nach Vor. ur.d ?olg,3 nur die 
Netzgerade n, sodaß g4/1 für g;,n gilt. Entl:ält weiters g ~einen :?urüct, 
dem in v1 und Y„ dieselbe Nullebene zugewiesen ist, so ist r:ach 
Folg.4 die Menge der g treffenden Netzgeraden ein Regulus, der n ent
hält.Die Ebene t In ist daher T,mgentialebene der zuger.örige.n ri:1g
artigen Quadrik und enthält eine Leitgerade des Regulus,nä=lich g~*. 
Trägt dagegen g einen Punkt G :ni t GY1 =Gv,, so folgt .:ms G I :o 
dann Gv, I oJJ.l', G)).,_Ic,,.,;i: und wegen o,;,• ,i, <s>J,_* ;.inö. C->1,"'.o)J.,_"'= n 
dann GV1 =Gv„ I n. Ist G t. n, so ist 11ecen G I G\.J, =G:.i„ da= G n = G"" 
und G"v/'=<'fvt im Uiderspruch zur Voraussetzung; errthäl t also g 
einen solchen PurJ(t G, so muß notwendig G I n gelten. 
Die Geraden des Büschels U.\;,Gv, sind c treffe:..de Hetz 6 erade::1 ur:·i 
schneiden alle T in G, da Gv. =Gv._ *' wegen c~.** -:-cJ,.* eilt. Da 
g v1 ,gv, 1 I .G\.I, ,,G.,, und wec;en c, I g und IJ)),** GY,.* sicher g v, * 6 ;), 
gilt, bilden alle anderen g treffenden Ii'etzc;eradcn ö.as E:iscb.el 
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um bV'l.g·~:.. =:I-I in der LOene J'ig (ucsen ß w:i.r.i.clschicf g-) .. g::.lt 
när.Llich H t g). Diese Ebene sc:rneidet T in einer Gerade::1 g ce. • 
durch G, da g nicht in~ liegt. 

Z* ist eine projektive Kollineation: 

(cx..)oe.* ist nach Definition eine globale Abbildung und es existiert 

ae.·-1 , denn man kann .Jc.*-
1 : UJ,-0.,. analog zu ""• definieren; 

somit ist ~* bijektiv. 

(ß) Da ein Punkt von~, dem in beiden Nullpolaritäten dieselbe 

Nullebene zugewiesen wird, r.ach den Überle::;urißen zu Bec;inn des 

Beweises notwendig auf n lier:;t, geht -wegen Folg.3 durch jeden 

Punkt X e ,P., "- P,n genau eine Netzgerade; diese ist stets wi,sc.schief 

zu n, da in o nur c.ie Hetze;erade n liegt. Each 'i1eil (I:::) der 

Def. von a:.* haben daJ1er die ;e.*-Bilder von Geraden aus (,Je" :n}, 
die nit einem Pun,<t X J. n inzidieren, einen PuP..k"'C aus Y,-c-"--- 1=', 
gemeinsam. Inzidieren zwei verschiedene Ger2,de:i aus Cl O mit ei;ce::i 

Punkt Y In, so sind ihre ~*-Bilder nach (ex..) verschieden und ihr 

Schnitt;n:rfrrt I!lu.ß auf n liegen, da jeder andere P--1:i..~t vo:1 ~r vo:l 

einem ?J.nkt aus f.2u"--,Pn stammt; Gern.den, die mit einem I\2:-...kt; a·c_f ~ 

inzidieren, besitzen daher ;e.*-Bilder, die ein,rnder au.'.' n scnr:eidGn. 

(,y-) Die oben definierte Abbildun6 <L*: ufr-CJ, ist x:ach (ex.) ur:.d. (ß) 

eine Kollineation$ Die z.u ~* e;ehörende Kollineation. ~= 11~- ,P--::--

läßt ,Pn als Ganzes fest; weiters ist ,e/p0 4L, da sonst t'.2c- perspe;rtiv 

f.l-i:- wäre und auch drei nichtko1~1planare Geraden des 3:ir::dels = 
das Perspekti vi tätszentrum im lTetz n er:thal ten wD.r-en, \·J"3.G :s--olL; .. 3 
widerspricht. Schließlich ist~ projektiv, da die Reihen auf den 

Leitgeraden g und gix:* eines Regulus aus Netzgeraden durch diese 

projektiv eekoppelt werden. 

6) Jedes Ketz ist entweder ein elliptisches oder ein hyperbolisc.':es 

oder ein parabolisches :i\Tetz. 

Bew.: .Sind (J und 't z1-;ei verschieö.ene E"oenen 1-:ie in Folg.5 u.c.d. "2. 

die nach Folg.5 durch ein 1;etz n.. "oesti=te pro 0ektive Zollineo.tion 

f.2.ir--,P't', so ist wee;en Bei-:eisteil (,r) i:i Folc;.5 dan:i '<P-lf.2n "'L 1,c__";.Q 

kann daher eine elliptische, h;y-perbolische oder parabolische 

Projektivität sein. 

(a) ;;e. lf.ln ist eine_ elliptische Projektivität: Ent:1ä1t Ps- eir;en Pur:.kt X 

mit Xv, =X·.i~ , so liegt dieser no.ch dem Be:·1eis zu Folg. 5 auf n, 

und für jede Gerade g 6 C/Jx,o-\ {.n] gilt gae*I X. Der Punl'.:t X ist 

dann Fixpu..,."iict von ;-,e 1 'Pn im Hiderspr..1.ch zur Vornussetzuriß; &,:aloc; 

existiert in f.\ .. kein PurJct X mit X v, =X \J:,_ • Existiert dogegen ein 
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·Punkt :X mit Xv,==Xv, und X JI 5,T, und setzt man Xv„o- ==:g, so ist 

g'fn, da n=r:v, und X J_ n gilt. Die in Folg.5 erklärte Gerade g~• 

ist Xv,.T, und da g.go€-*=: G In und n=n# is·t;, _folgt Goe =G im 

Widerspruch zur Annahme. Damit ist nach Def.4.9b das Netz 

elliptisch. 

(b) ~ l'Pn*~ besitzt einen Fixpunkt E: Ist g.: CJ,,,.\Jnl, so gilt g oe*I E 

und alle Ifotz;:; 0raden C,icn),die g treffen, liegen in der Ebene i:;:~g;g~t 

Die ProjeLti vi tät c!?.* 1 0 E ,.- : 0 "•" -0 E,r ist wegen nce*= n eine 
Perspektivität 1.L'ld daher gehen die Ebenen €- cag.gi€.* durch eine 

Perspektivitätsachse e r.Jit e I E, e ,l/0'",t (D
3

....a.ual zu ·1.7,Bem.c). 

In,:; liegt sic11er mehr als eine Netzgerade, nach li'olg.3 gilt 

daher l',.11 *= c.')i und somit ist e01 =0-J::,.• 

Ist e=e;,1(=e;',_), also een, so gilt (en)\!1*= (en)vt*=E und fi.ir 

jede E'e,et;.e €- • le\ten} ist CcJ,"'=eE:-v,._*, also v/'lc'.e=v,*lie und da

her µ,JPc=>',I 'f.ie =,, n ist nach :E'olg.2 ein parabolisches Netz. 

Ist da5egen e'fev, (=ev .. ), so sind diese Geraden nach 1+.7, Folg.2 

zueina::.der ,dndschie_f, und v, und "t haben ein gemeinsnmes Paar 

reziprokel:' Polaren; dann ist Tl. nach Folg.'! ein hyperbolisches 

netz. • 
nenerkUc;gen: (a) Ist ~I-P.n eine hyperbolische Projektivität, so 
existiert durch d.en zweiten Fixnunkt 1•' ebenfalls eine Gerade f 
r:iit analo[;en Zigenschaften wie Zlie Gerade e. \ 
Die ?:o:;zc;e:::-aö.e clurch einen Punkt X O f-213'\f./n, 
die X wit X~ verbindet, liegt in der Ebene (FXJ~ 0 

(EX).(.ZX)~" I e und in der }.,"bene (l•'X).(FX)o1:.*I f · .x: 
und schneidet dWJ.er e und f. Durch jeden -... /; 
vo:i E vcrsc:li.eC:enen P-u.nkt A von e gehen A 
sicher zuei ·,erschiedene, f tr. effende Netz- e · 
g~raden,Awel~J:::.e A~,=Avi aufspannen;_somit //.,,,-; 
gilt f=ev, =ev~. Die Gerade f ist somit V 9 
zu e wir:d.schief w'l.d TL hyperbolisch. Ist ,,.._-::----:::-c:---1j., 

u;:::gc:-rnl"...rt TL J:::.nerbolisch r:ii t den Achsen e 
und::', so sch::eiden diese den Netzstrahl n 
und liq,;en '.:ec.er in (-; noch in t' , da 
diesen E'ee:-.sn je verschiedene Hullpurücte 
zu:::;eord:-.et ::iir:.d. Die Punkte i~; =oe n und F: =fn sinc. dann verschiedene 
.l.<'i:-:_;;l:rJ:te vc:-c. a: 1 f.2n , da die 1Tetzgeracle!l,die z.B. g" uj 0 ,.,.'-. 1,n} 
schneiden, Spurpunkte in , auf einer Geraden gJc• E ~i,,\ tn1 
besitzen. Da ein elliptis:::hes bzw. hyperbolisches Netz genau dann 
vorliq-;t, wenn ~l,Pn elliptisch bzw. hyperboliseh ist, wird ein 
parabolisches 17etz nach Folg.6 durch "- 1 ,Pn parabolisch gekenn
zeichnet. 

(b) Für Nr2 existieren im Sinne von De_f,4,9a keine 
hyperbolischen Netze (jedoc:1 natürlich im Sinne von Def.4.7), da 
jede Projekti vi tät mit zwei verschiedenen Fixpunkten für N~2 not- · 
wendig die Identität ist. 
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(c) Die in Folg. 5 geforderten Bedingungen o))," * D"v," 
und -;:v.'"' 7:"Va." bedeuten wecen :l!'olg.6 , 1''olg.3, Bern. und Def.4.9b, 
daß 13' und .: keine Achse des Netzes enthalten.-Neiters gilt Folg.4 
für jede Hichtnetzgero.de g, die keine Achse des Netzes schneidet. 

?) ?fach Folg.5 und Folg.6, Bem.b werden zwei Ebenen ö,T durch 
eine ITetzgerade n, die keine Achse des Netzes enthalten, von den 
Netzc;ereden '*' n in PuIL1'::ten geschnitten, die in einer projektiven 
Kollineation ce: }l<Y -,P., mit ~i'P-n*' gekoppelt sind. Umgekehrt gilt: 

Ist ~: i(.la- -12, eine projektive Kollineation, welche die Schnitt

geraden der verschiedenen Ebenen~ und Tals Ganzes aber nicht 

punktweise festläßt, so gehören die Verbindungsgeraden X.X~ für 

X,; P-o- \ f.!-,, einem 1;etz TL an, das n enthält und keine Achse in er 
und T besitzt. 

Bew.: Hegen <l'.'l f.l-ri *L hat oe/ '/2 0 höchstens zwei Fixpunkte, speziell 

für 1T=2 höchstens einen ==>es existieren Punkte P1 'FP2! E ,Pn mit 

P1 '*'- =:R
1

tP1 " P2 ae =:R2 '1'?2 ; sicher ist dann R
1

'1=R2 • Die Projektivitä

ten ,:1:= ce•/6Je;,•= ~P,,~-0JRi•' leisten ncxj=n und können zur Sylvester

erzeugur:g zweie!' jJullpol&.ritäten ))i (j='l ,_2) benützt werden. \.legen 

CJJ--\*=R..,4'R
2

= '.Jvi_*A,v/=P
1

"'P2 = T)),_* ist ))/4 )),_ *,und die beiden zuge

hörigen Gewinde haben ein Hetz Tl gemeinsam, dem n angehört und das in 
(5 =d 't' keine Achse besitzt; es bleibt zu zeigen, daß XXce für 

Xc,P,\-p 0 stets in Tl lie6t. 
Für x c 120-\ ,p_" gilt: 

(P..,x) "'- "'~ :u.., .xoe.- =(P„X)e<-1, 

(P2X) -:l2-"'=H2 .Xce=(P2X)e<.2-. 

Da (PjX)cx,j die reziproke Polare von PjX 

in Vj ist, liect xx;;e, in beiden Gewinden 

unrl daher ir.i Netz 7l. 

Bemcrkc,,izer:: (a) Der Typus des Netzes -rl här,gt nach Folg.6, Bern. b 
von der Anzahl der Fixpuc'iktc von ac i 'Rn ( ;ie_ * l) ab. Im elliptischen 
.i,'all ist das lTetz identisch JT1.it der Mcn:3e der Verbinclu::1gs:3eradcn 
von in ,~ zugeordneten (und r;tets verschiedenen) funkten. In 
parabolisehen und l:.yperbol:i sehen Fall besteht die Menge aller 
Geraden, die gleichzeitir:; mit in oe zuc;eordneten Punkten inzidieren, 
e.us tnJ , den Gc"raclen cics ;,retzes 11 durch Punkte X e1:l"\·f.2n und dem 
Geradenbündel um jeden Fiz:punkt von <><-112 n (vgl. 4.10). In diesen 
beiden :l!'ällen "bestimmt II clie projektive Kollineation ,,e das Hetz n. 

(b) Elliptische Netze existieren nur in solchen lfpp 1 
in denen elliptische Projektivitäten existieren, was eine Eigen
schaft des Körpers der Geometrie ist. 
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8) Jedes Netz gestattet auch eine duale l!'estlegu.ngi 

Ist ;-e: ts - 'tr eine projektive Kollineation, welche die Verbindungs·· 

geraden der verschiedenen Punkte S und Tals Ganzes aber nicht 

ebenenweise festläßt, so gehören die Schnittgeraden ~. € .3?.. für 

~" f,5\ 't". 0 einem Netz n -an, das n enthält und keine Achse durch S 

und T besitzt. Tl ist elliptisch bzw. parabolisch bzw. hyper

bolisch, falls ~1 t'.n elliptisch bzw. parabolisch bzw. hyper

bolisch ist. 

' 
Bew.: D3-dual zum Beweis von l!'olg. 7 wählen wir Ebenen x~ * Jra I o Y, 0 

:mit x1;e,=: ~' * Xe A :Jf,"<.=: (2. 'i''Jr,,_; sicher ist dann <?• * ~2. • Die Proj ekti vi

täten <Xj:"' "1-*I 6Js,or4 : qjs,"'i - 0,,' 11 leisten n!Xi=n und legen zwei 
verschiedene Gewinde fest I deren Schnittnetz n die Gerade n 

enthält und wegen Sv,=~,*~"' =S,;,_ 1 T)..)1 =Jr,*JfL=Tv2 keine Achse durch S 

und •.r besitzt. Für ~ 6 {s\tn gilt (:Jr,~)oe•= 3,.~ce=(:it,~)c<,,(x~~)~*~~~-~oe.= 

.. (7r,_~ )c<:1.. Da (x1 ~ )e<j die reziproke Polare von ::rri~ in Yj, ·ist, liegt 

~-~.ie im Netz n. 
Besitzt 71 eine Achse e, so trifft e die Hetzgerade n und die 

Ebene €.: =en ist Fixebene von .e. 1 t n, da die Netzgeraden, die in 

Ebenen durch ge l;l's,,\{nl liegen, den Punkt g.e enthalten und 

daher aus T durch Ebenen eines Büschels ts~· projiziert 

werden, wobei g oe. * I ge; wegen C:cen=gn gilt E:~= 

a(gn);Je.=g~*.n= €, Umgekehrt liegt in jeder :B'ix

ebene t von .elt. eine Achse des Netzes n, da 

;,q,* 1 l/js,t : CJj s,< - C.(JT,E- wegen n~*= n .eine 
Perspektivität ist und daher zugeordnete 

Büschelgeraden g und g~* einander auf einer e 

g 

Perspektivitätsachse e IE, e J!S,T treffen. Durch jeden funkt g.g~* 

auf e (nicht auf n) geht sicher mehr als eine Hetz;:;erade, da 

jede Ebene ~ aus t 9 (nicht durch n) die zugeordnete l:'oene ~"'" ( 9 ..,• 

in einer Geraden durch g.g~* schneidet; nach Folg. 3, Bern.ist da-. 

her g.g-t* ein Punkt einer Netzachse. Die Anzahl der Hetzachser:. 

stimmt daher mit der Anzahl der Fixebenen von ~ltn überein • 

• 9) Für Ni!,3 ist ein Netz eindeutig festgelegt durch vier paar-

weise windschiefe Netzgeraden n1 , ••• n4 , die keinem Hegulus ange

hören. 
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Bcw.: n
2

, n;,;, n11- bestirru:ien venau einen Re-.il~s (11 und ·- t :} __ 
:,_, w l) 'J ,t, -'-'-1 . j"". 

Weiters ist n1 t q,i, , da n
1 

zu n
2

,n
3 

und n4 Hindschief ist. I)-,,.:rc~: 

die Gerade n1 , die keine F,rzeugende von~ ist, gehen nach 4.4, 
Folg.1, Bem.d und Bem.e höchstens z,·10i 'J'anc;entialebenen von ~ • 

Es c;ibt wegen N"' 3 z,rei verschiedene Ebenen c- T durch n1 , 

die keine Tangentialebenen von cp sind. 

Wee;en n2 ,n3,n4 uindschief n„ gilt: 

J*n.cr =:N.11 ]*n.T =:N\ für j=2,3,4 und 
J J I J J 

n
1

J. 1 N., N .• Da IJ ur.d T keine 'l'ar10ential-
J J 

ebenen von q-, sind, bilden N2 ,n
3

,H4 bzw. 

N2,N3',N4 ein Dreieck und {,n1 ,N2ii
3

, rr3n1P 

N 1\T } b l •-· , " , · - , •r , r , 1r , } · d i/'2 zw. l n1 , ~-. 2i. 3 , i-:y.4 , ;,11- ,2 sin 

Vierseite. In TIPP existiert genau eine 

projektive Kollineation ;('. *: g,, - «), , welche diese Viersei·~e 

zuordnet. Für die projektive Kollineation i,€: 1,2,s- - ,P, gilt -cliJ,/'', 

da n 2 , n
3 1 n4 nicht ko:punktal sind, und oe bestirr.irat somit ein Hetz 11 

mit n1 , •• ,n4 jE. TI. Mit~ ist n eindeutig bestimmt. 

Be@erkung: Vier paarweise windschiefe Geraden n1 , ••• ,n4 , cue 

keinem Regulus angehören, besitzen höchstens zwei Treffgeraden(K~3). 

Be_w:: n::1, ••• n4 besJi=~n genau ein Hetz YI_,_ un~_,, d~eses hat ~öch~:en:'. 
Zv,el Acnsen e und Li d.,_e Gero.den e una. f ureL.eu 111 , ••• ,rr,. Jcu.ße.J. 
den Achsen von TI gibt es keine Treffgeraden an n 4 , ••• ,n: 
(ind.) 3 t*le,f II t trifft n,, ••• ,n,. = t trifft o.B.d n,in 
einem Punkt 3 J_ 1 e,f c-=, t 4 n nach J?ol5.3. Hir ·J.ntcrschcic:crr: 
Fall 1: t trifft e = n 1 , ••• ,n, liq;en in der durcl"l o u:1'.i t ,_n;_f;e
spannten Ebene: Widerspruch zu Dj paarweise windschief. 
]fall 2: t trifft keine lfotzo.chse (insbesondere Ti. ist elliptisch): 
Nach Folg.Li- bilden o.lle t treffenden l;etzGe::-ad.cn von n einen 
HGßLllus, dem n 1 , ••• , n 4 a.r1.2;ehören :.--.G.üssen: \.Jid.ers;;l"~u.ch ~1:r Vorc1-us
setzu:ng. 

Zur Konstruktion der T::-effgeraclen an n 1 , ••• ,n, gei1t ma::.1 r;.ac:.: 
Til-lEiillING so vor: 

(1) I'ian wühle zwei verschiedene Ebenen ö,, 1 I 11 1 ·cmd. kons::;r-Lsre 
unter Benützung o.er lJrei.ecl:e N,.,N, ,1'11 und N,' ,i1i ,n~ c.ie l'"irp:JI.J::te 
von 2<./ 'f.2 n, (sind. N~ ,N, ,IT, oder N,'. ,N] ,ii~ kollinear, so is-;; ir...re 
Trligergerade bereits eine LBsung). 
(2) Ist E ein solcher Fixpunkt auf n, 1 so lege man die eirrd.eutige 
Tref:t:gerade e aus E an n 2. und n 3 ; e trifft a-c ... ch n „ und ist Achse 
des Netzes 7l • 
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10) !fach 3.5, Folg.6 , (II) sind die harmonischen Homologien die 
einzigen perspektiven invol11torischen Kollineationen eines lf Ki· 

Wir bestilllll1en nun alle projektiven involutorischen Kollineationen 
eines 1f;1 • 

Zuerst leiten wir notwendige Bedingungen fiir eine solche 

Kollineation her. Ist ae is PGL(1f JL) und in"l('o1utoris.ch (oe"-"' 1. "aeH ), 

so existiert eine Ebene IX mit 0<.:n*=:ß * c(. Fü.r s: = o(ß gilt 

sae =(()(ß)ie 0 cc,~.!13~ *= /?,.(cc,1,*~*)=ß.c<, s. Die Projektivität ae l ,P s 

ist entweder eine projektive Involut;ion oder die.Identität 1. • 

Da eine projektive L~volution hyperbolisch oder elliptisch sein 

kann, sind drei Fälle zu unterscheiden: 

.I<'all 1:«!/f15~t:Nach4.1,Folg.8c ist 1.2/P.,_:"f.1"'--tJ,;ei.ne Perspektivität, 

d.h. es existiert Z I f-P, , )'.O(,J.ß mit X,X~,z kollinear für all,e 

X ~,p". Auf jeder Geraden x 1: q2 , die s nicht trifft, sind die 

Schnittpunkte mit o<.. und ß verschieden und in oe. zugeordnete 

Punk-:;e X u.--i.d X~ ~ xi=(XX:~)i=X;R.X-.eae=X~.XL =X;Jc,X=x. Da in 

UJt vier nichtkomplanare Geraden existieren, die s nicht treffen, 

folgt i 10jz. = L = .e. ist eine perspektive· involutorische 

Kollineation 
3
·~·a?. ist eine harmonische Homologie. 

Fall 2: ;it 1-P, ist hyperbolisch: Die projektive Kollineation ael'f."I« 
bestimmt nach Folg.6, Bem.a und F.olg.7 ein hyperbolisches Netz n, 
dessen Achsen e ,f durch die :l!'ixpunkte E,F von ;ie I f.2 s gehen und 

nicht in ~,ß liegen. Auf jeder Geraden x e n , dies nicht trifft, 

sind die Schnittpunkte mit e<. und ß verschieden und in -ae zuge

ordnet ~ x~ =x wie bei :l!'all 1. Die Punkte E und F sind fix-

punkte von ~; durch jeden anderen Punkt von e oder f gehen .sicher 

zwei Netzgeraden, dies nicht treffen und als Ganzes festbleiben~ 

.e IPe= L 11 ~ I f-2f*L =* alle Ge.raden des 'Netzes n sind Fixgeraden. 

Außer den Punkten aus 1'.te u ,PI existiert kein Fixpunkt von -ae 
da sonst eine 1:'undamentalfigur aus Iri:J\.--punkten vorhanden wäre, was 

-e_,; ~ widerspricht. 1''ür jede Netzgerade n ist ::1< 1 f.2 0 * l dann 

eine hyperbolische projektive Involution mit den Fixpunkten auf 

e und .f ~ H(X,X~;e,f). 

Falls eine solche projektive involutoris.che Kollineation oe 
existiert, so ·erfüllt .sie daher notwendig folgende Bedingungen 1 

(I) Zwei windschiefe Geraden e und f bleiben punktweise fest 

(II) J!'ür X .tle,f trifft die Gerade XX:~ sowohl e als auch f und es 

gilt H(X,Xa;e,f). 
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Wir über;::::-::·e:r:: nun 1.; . .m3ekehrt, ob es eine projektive involutorische 

Kollineatio:1 sibt, die (I) und (II) erfüllt. Dazu definieren wir 

eine Abbild.:....'lg oe.: f2- f.). durch 

(I) X«.=Z v'X•,Pe.v'f2.f mit e,fle.q und windschief 

(II) F;lr Z ~ ,Pe v 12f lie;:;en X und X2e auf der ~reffgeraden von X 

an e ',ll';.G. f mit H(X,Xoe.;e,f). 

Diese Abbildiil'.ß -.ie. ist nach ihrer Definition global und involutorisch; 

es bleibt zu zeigen, daß sie eine :projektive Kollineation ist. ! 
Dazu uählen wir z1 ,z2 ! I e mit z1 tcz2 • Die B'::ienen Z

1
f=: cx.i und 

z2r=: o.: 1 sir.d. eindeutig bestimmt, und es existiert je genau eine 

harnoni.sc:0.e no:nologie 6„ mit der Achse 0c„ und ~ 
dem Zentru.:i Z; (i=1,2). Wir zeigen <>e= 0-,..G"',,_. z 
Zu (I): öa.02.!-f.lt= l, den.YJ. fliegt in der Achse"'• //)«., f 

b ~ Zr·~ von IJ1 zw. IX„ von v 2 • 

6'1.cr :1. 11,2 e = c ; für z1 (I e) gilt z1 i3"1 =Z
1 

u:r:d wegen 

z1 Ic.:2 c;ilt Z1ö2.=Z1 , also z1 1J~.o.,=Z-,; ebenso z2 o.,.ö.,=Z2 , 

Für XfPe\{Z 1 ,z2J gilt: 

H(X,Xo,;z..,,:x,) = l:i(X,X6'1; z1, Z2) } 
1.<o ) . =? X: Xo1.(J,., 

E(Xe;,Xc,,.o-,_; z
2

,x,) = H(Xc,,o-,,_, Xö1;Z1
,z

2 
denn in eine:n Desarguesraum ist der vierte harmonische 

Pur.:d; eindeutig besti=t. Damit j_st (I) für 01.6"2. erfüllt, 

Zu (II): X J.1 e ,f: ,~us X existiert e;enau eine 7reffgerac.e n an e 
und .f, die ein und f in F

1 
trifft mit E1 *F1 ; da ö,.ö„ die 

Eigenschaft ( I) erfüllt, b1ei bt n als Ganzes fest = Xr,,o:z. In. 

üm die Lar;e von Z o, ö„ fe;3tzule 6 en, betrachten Hir \ 

ö.ie :i::'oene :X:2=: E. , ,woei F1 = fc. gilt. Da o-,, o„ f-----'---~--~ 
harr~onische Eom::,loc;ien s!"::-1d, folgt Z~ 

H(X,Xö,; z
1

, c.:,E) mit cx,e..=F
1
z2 , 

H(X6;,Xe-1 cr-,,_; z2 ,.::<,€) mit iX2.1::=F1 z
1

• 

Projiziert nan die letzten vier harmonischen e 
Punkte aus z1 a;if die Gerade E1 F 1 , so folgt Z 
''(X X ~ ~ \ D . t . ~ (II) 0

" r-, •1--------
.[J. , CJ-1,V2..; k.,1 ,.t 1 J. aml lSv rur V"l•0-2. 

erfüllt. Da (I) uncl (II) die :\.1.:)bildung ""eindeutig festlec;en,ist 

:.c = o,.o,. , u.,_'iJ. .e als P:roä.ukt z1-rnier perspektiver Kollineationen 

eine projektive Kollineation. 
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Bemerkungen: (n) Nach (I) und (II) ist die projektive involutorische 
Kollineation~ durch das hyperbolische Netz n bereits vollständic 
fes·!;geleg'c. 

(b) Ohne Benützung der Hetzachsen kann bei ge;ebenem 
h;irperbolischen Hetz zu X der Bildpunkt X~ konstruiert wercen, 
wenn man die Beschränkung von -ee auf eine Hetz- :~· y · 
gerade n kennt. X ;ie. liegt auf der durch X • •. 
gtihenden Netzgeraden x. Sei y eine weitere, ·.. .·. _.-
zu x und n windsch.iefe Netzgerac1e. Nach Vor- n.......-+.5'. ,.--~-Y,e 
aussetzun~ ist zum Punkt Y:~(Xy).n der Bild-
punkt Y?e(In) bekannt, und es gilt Xae.~x(y:Y·oe) x X 
wegen X I (yY) und (yY)ac"= yie.Y""~ y.Yee. - X ~ 

(c) Ist das hyperbolische Netz TI durch eine projektive 
Kolline.ation ljl: ,P ir - ,P'l' mit s4>*=s und ~112, hyperbolisch (s= 0-r) 
gegeben, so ist die projektive involutorische Kollineation~ mit 
dem J!'i:x:netz n nach (b) du:rch oei'/2s vollstfindig bestiw:;t. Diese 
projektive Involution °"- lf.l.s hat dieselben FiX9unkte wie cf l f.l. s , 
da die 1'0 i:icpunkte beider Projektivi täten die Schnittpunkte E,:r;, der 
Netzachs·en e,f mit s sind; durch diese Fixpunkte ist; .ei f.2s und 
damit ce. festgelegt. 

(d) Die projektive Involution ;i;:l ,P.s kann ohne 
Verwendung der .l!,ixpunkt;e von '{ l ,P. wie fol1st festcelegt werden: 
In einer Ebene durchs sei kein Kegelschnitt, der als Steiner
kegelschnitt zur Vervollständigung der Projektivität fi,r.::1; "r,en',itzt 
wird. Die Projektivitätsachse p der Projektivität auf k schneidet 
k in den Fi:Ii'ur.Jcten der Projektivität auf k und die projektive 
Involution ~ d2, führt auf eirre projektive Involution auf k, deren 
Zentrum der Pol P von p bezüglich k sein muß; genau F 
dann hat die projektive Involution auf k nänlich 
dieselben Fixpunkte wie die Projektivität auf k. 
Man beherrscht ;ie!,Ps und damit a\'. durch Ancabe 
des Involutionszentrums P. 

Fall 3: ~1,p, ist elliptisch: Dia projektive Kollineation ;;e I j'.2"" : 

1:2~ - ,PB bestimmt nach Folg.6 1 Bem.a und Folg.7 ein elliptisches 

Netz n, dem s angehört. Jede Gerade x tn mit X'fS ist nach Def.4.9b, 

Bem. zu s windschief und schneidet ex. und ß in verschiedenen, in ae 

gekoppelten .Punkten ~ xk= x wie bei Fall '1. Alle Geraden des 

Netzes Tl sind daher Fixgeraden. In~ existiert kein Fix7ur.Jct; 

verbindet man nämlich einen Fixpunkt .l!'cFie mit einer Netzceraden n, 

die nicht mit J!' inzidiert, so bleibt wegen n=n ~ die Ebene F.n 

bei~* fest und (.l!n.~)i=.l!n.ß, sodaß der auf s=si liegende Schnitt

punkt dieser zugeordneten Spuren von Fn in oc. und ß im ',,l'iderspruch 

zur Voraussetzung ein Fixpunkt von ~l~s ist. 

Die Existenz eines elliptischen Netzes in lf !l ist nach Folg. '7, 
Bem. b eine Körper·eigenschaft. Zu jedem elliptischen Hetz n gibt es 

ebenfalls genau eine projektive involutorische Kollineation,deren 

Fixge1·aden das Netz 11 erfüllen. Um den umständlichen direkten 

Beweis zu umgehen, benützen wir folgende in 5.4,Folg.5,Bem.e 
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zusanu:aen 1Iii t 5. 6 bewiesene Aussage: 

Jeder klassische projektive Raum ist isomorph zu eine:::i sc;enanr.ten 

arithmetischen projektiven Raum 1r und es genügt daher, Probleme in 

diesem zu lösen; Durch Hinzufügen neuer Elen:ente kann lf so z;,: einem 

klassischen projektiven Raum! erweitert werden, daß jede in 7T 

elliptische Projektivi tät in 1f hyperbolisch wird. Bezeichnen wir 

mit Y~, den zu;:n gegebenen klassischen projektiven Ra= iso:::iorphen 

arithmetischen projektiven Raum, so gilt: 

Ist das elliptische Netz n in 711 durch eine projektive Kollineation 

~: 1-lo--fl1: mit s~·=s und 1.pl,Ps elliptisch (s~(J-r) bestimmt, so 
"-'-~ - - l"'"l 

existiert ein projektiver Ra\JJ!l ]l<L (9.) so, daß ~IP,, n:.it ~.11,L = '-t" 
/\f.isn'12x05 hyperbolisch ist; in if~L liegt Fall 2 vor, Tt ;;iit 
-... 1 rv "7!> n"~ =n ist ein hyperbolisches Netz in 7T~l und besti=t in "Kl ge-

nau eine projektive involutorische Kollineation i('. mit d.en Geraden 

aus Tl als Fixgeraden. Diese Kollineation i: ist nach Bem.c durch 

il721 völlig bestimmt; zur Festlegung von i ip. s benützen ·11ir zuge

ordnete Tripel aus ~lps und betrachten gemäß Bem.d einen Steiner

kegelschnitt k in!~, und die Projektivitätsachse p<), für c.ie 

jetzt ·f.lP" k = 0 gilt; der Pol PE,P. von p bezüglich k ist durch 

geeignete vollständige Vierecke in I!t bestimmt und stimmt daher 

mit dem Pol von p bezüglich k überein. Durch das Involutions

zentrum P wird auf keine projektive Involution besti=t, aber 

auch bereits auf k, welche ~l~s und damit~ nach Bem.c festlegt. 

Damit beherrscht man auch im ursprünglichen klassischen projektiven 

Raum die involutorische Kollineation,wenn das elliptische Netz ge

geben ist. 

DEF.4.9c: Eine projektive involutorische Kollineation ei~es ~~L' 

bei der ein hyperbolisches bzw. elliptisches 1/etz von 

Fixgeraden existiert, heißt hyperbolische bzw. elliptische winj_

schiefe Involution; im hyperbolischen Fall heißen die Achsen des 

hyperbolischen Netzeo Involutionsachsen. 

Anwendungen: (a) Jede Quadrik c/) in lf~L gestattet hyperbo:ische wind

schiefe Involutionen, deren Involutionsachsen reziproke Fclaren 

von cp sind. 

Be,·1.: Sind g und c;~~ rezipl:'oke Polaren von q, , so exis~ieren auf ;, 
höchstens z,,;ei Punkte '::_"On qi =9 3 Z 1 I c; mit Z 1 4' <p. Setzer::. Hir" 
Z2.:=Z171'\!..g~Z 2 :\t=Z,.r271+. Die Bben;n Z;:\,_1:zw. z,71~.ßel1en fü0.her 
durch g>i+ und nicht uurch Z1 bzw. Z2.,und ille harmonischer, 
Homologien o1 (i=1,2) mit Zentrum. Z.;. und Achse Z ;?.~ lassen q:, als 
Ganzes fest = q:, bleibt bei o,()2 als Gnnzes fest ur::d 01.öi. ist ent
sprechend dem in Fall 2 0eführten :öc,:eis die hyper1Jolisc1u:: 1'.'1,:-:c.

schiefe Involution mit den Involutionsachsen G und c; 5'~. 
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(b) Jede Kubik c in lf ~c gestattet hyperbolische windschiefe 

Involutionen, rleren Involutionsachsen i.n jenen Gegenlrnnten eines 

Sch.."l.iegtetraeders von c liec;en, die Schmieggeraden von c, aber 
keine Tar...genten sind. 

Bew.: Aus den Punkten S„11 s
2 

1 s c wie in 4.8, 
Fole;.5, Bem.a das Schmiegtet:raeder 
S,Tt=:u und 3t'I'~==:v sincl jene 
kanten, die Schmiee;ger2.den, aber nicht 
Tangenten von c sind. Durch die wind
schiefen Achsen u,v wird 
hype.rbo1ische windschiefe ae 
festgelegt; wegen S1,T 1 1I u bzw. 
S1., 1

-~ 1 1 I v gilt S~.~~.::S.:. ,~C,i,o{J.. -~T{ 
(i=1 2); wegen er, I u bzw. 1J1. I v 
ö, ;,e. er, 11 <r,_>t*={;z.. Die Xubik-
t::in:::;enten s, in S, und s 7_ in S :L ge,
hören zu dem durch u,v bestimmten 
hyperbolischen Hetz 0 ~cc;, s,i =s.,. Nach 
4.8,::.,,0113.5, Eem.c wird die Kubik c 
schmiee;elementweise durch ~ in eine 
Kubik cae transformiert = c und cae 
haben das Schmiegtetraeder 
ts, ,s, ,'r,, Tz} r:;emeinsa.G1. 
Ist Xe c ein beliebiger Punkt mit 
.ZtiS,,8,und daher X J. S 1 81., so 
clurc::-,s-'.;ößt S 1 • X ,; 0 r(s,1 die 
Ebere b·,. in einem Punkt X' , der dem 
.i\:egelschnitt rcs,)" f.)6' "':k' ane;ehört; aus 4.8, Folg.7 wissen 
wir, daß k' auch (S2.,s:i.) und (T 1 ,'l',T1 ) zu Linienelementen hat~ 
'J:2. ur;.d v sind Pol und 1:'olare von k'. Andererseits ist :ielf.Zo"a 
die harnonische Homologie mit dem Zentrum 11 l. und der Achse v =,;, k 'ie"' 
=k'=X'.e „ k'~S1X'aetö 0r<s,)'==-S1 X.e ~ C/Jrcs,), denn mit S1,X,X' 
kollinear sind auch S1.i!=S1 ,X><: und X';ie. kollinear; ebenso :S:,,X~ •0r15, 1• 
Danit folgt X.eer(S,) l"I r{Si)=S~S„uc,und da aus X J_ S1 S._ folgt 
X.e J_ 8 1 S2 , ergibt sich X?i: a c und druni t c=c;ie. + 
Nun kann auch der Be.-;eis des in 4.8, Folg. 8 bereits benützten 

Rilfsatzes nachgetragen werden: 

(c) SindA,,,A,,,¾drei Punkte einer Kubik c im lf!L und oc,,{)("-',x3 ihre 

8chmiegebenen, dann haben c.:1 ,cx:i, und cx 3 einen Punkt gemeinsam, der in 

der Ebene A4 A1 A3 und allgemein zum Dreieck A1 A~A 3 liegt, 

Bew.: Da nach 4.8, Folg.6 genau _eine projekt:l,ve 
Kollineation existiert, die eine Kubik so in eine Kubik über
führt, daß drei gegebene Punkte der Urkubik in drei gegebene 
Punkte der Bild.kubik übergehen,genügt es, die Behaup-t;ung für die 
drei Purücte S1 ,X,X.2 aus Anwendung b zu bei:rnisen. Ist ~ .die 
Schmiec;ebene von c in X, so ist <,-'<." die Schmiegebene von c in X.c; 
da ~ nur den einzie;en Kubikpunkt X trägt e;il t u J. ~ und 
U:cue, mit U..e=U liegt auch in i:,,.e.*. Die Schmiegebenen 6',;1,~ae*in S 1 , 

X,X~haben also einen Punkt U gemeinsam, der(wegen xx:~ trifft u)in 
81XX:.e liegt. Der Punkt U liegt zum Dreieck 81 ,X,X.e allgemein, 
da sonst eine der drei Schmiegebenen zwei verschiedene Punkte 
von c enthält. 
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S).'2:3 L;..9: 3·.,ei projektiv :rnllineare Purlrtfelder mit selbstzuge-

o::-c.neter Schnittgeraden erzeugen ein hyperbolisches 

bzw. parabo::.iscnes bzw. elliptisches Hetz, je nachdem die 

?rojektivität auf der Schnittgeraden hyperbolisch bzw. parabolisch 

bzw. elliptiscil ist. Jedes :i.fotz ist selbstdual. Alle Geraden 

eines :::etze:, schneiden zwei Ebenen durch eine Netzgerade, die 

keine i,ctz0-cJ:lse enthalten, in projektiv kollinearen :l!'eldern. 

Für H~3 besti=en vier 1/etzr.;eraden, die keinem l1egulus angehören, 

genau ein :,etz. :::lie eir.zir.;en projektiven invol utorische11 

Kollir.eationen in ir;L sind die harr:ionischen Homologien und die 

windschiefen Imrolutio:r:.en, die je durch ein hyperbolisches oder 

elJ.iptiscrces l,etz eil:deutic besti=1t sind. Jede Quadrik und jede 

?:ubik in lf;, gestattet automorphe h;y-perbolische windschiefe 

fuvol utior:e.::i. 

::ollincarer Grlzrdr::ebilde 2.Stufe 

il: c.reic.iI:1ensio1:alen Papuusräumen 

In :::lef.L.'1c ,.-'"nie eine projektive Kollineation :.:. : ,P1, ~[.2, zwischen 
"=lGrscb.ieG..e::::..s::.. L:.enen er „ T ir: 7T ?~ cie.finiert; zu oe cehört eine 
Geradenabci::.c.-j__;l0 öe*: c/io- - Cf, • D3 -dual ist eine pr.ojektive 
Ko::.lir.e?. tior:. .e: ( 5 -- t T zwischen den verschiedenen Koebenen S 
u::d •J: C::':'~,{l0t ur:.ci ~ 4': 6J s - UJ -r ist die zugehörige Abbildung 
G.e2 :)eicie!l G-ers.ö.or.."c"J.nciel. 

,J~-"'.·L;.·'.0_2,: Ist (~ 1 ;;:.*) eine projektive Kollineation zwischen ver

schieö.enen J::--oenen (Dünclcln), so :r1eißc die Vienr,c aller 
,:;.cr3.den.[{~1 -oz··.ri. di.c I·:cnc;e aller i:-oe:ien t,(;R_'itJ (IU.llizte -,p<;ie~>),die mit 

in;,:. bzw. ce• zu.e;eo:;.'0.ne'cen i'un.kten (;s~oenen) bzw. Geraden inzidieren, 

Bemerkungen: ( a) g I X " g I x~ mit Xe ,Pu} 
i\ I x ,q IX<€* mit x d,jo- l 
g I € " g I ~ ,e mit ~ , [ 5 } 

XIx"XIx>c* mit xeGjsl· 

(b) .ixisticrt in ie.: 12 o- -- '(2.,.. keine selbstzuf;eordnete 
Gcr;:ide ur::d kein selbst:rnc;cordneter Punkt, so gilt stets X*Xi>!- und 
x,i,x;:e•. Das Erzeugnis GJ'"'i ist als Menge der Verbindungsgeraden zuge-
o::.'dn?ter }\'-;1ktc. YJ.ach D,qf • 11.8a uie ~chser.cr:iei:r,~ eine~ Ebe.nenkubik 
und QO.S l,rzcvc;rns t '"- al.s cwr V1:,rbJ.nauJ1ßseoenen zue;e-
·o:c'dneter schneidender Gcrscl0n ne EbenerJ,ubik. 
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(c) i',xistiert in ae: l 5 - t T keine sel bstzto.r_:;eordnete 
Gerade und keine sel bstzue;eorclnete i.oene, so ist stets 1/ " 5 .z. und 
x,i,x~*; das Erzeugnis (1'"1 ist als I·Ien2;e der Schnittc;erac.e:i zuge
ordneter Ebenen nach D,ef .L~.8a die Sehnemaen.ge einer Pur:,:tkubik 
und das Erzeugnis f.) <"' 1 als :Menge der Schnittpunkte zugeordneter 
schneidender Geraden eine Punktkubik. 

(d) Damit fehlt noch: 
Fall (1).eq::i"-.P-r besitzt eine selbstzugeordnete Gerade (Gc)ae*= 
„ ö't' =:s 

'lb :. ae / 'Ps ist eine hyperbolische Projektivität !1al: .e/,P 5 =t 

"]c : 7!€../ 12s ist eine parabolische Projektivi tät 
1d : ael ,P.s ist eine elliptische Projektivität. 

Fall (2)1R.:,P."--P" besitzt keine selbstzugeordnete Ge:):'ade, aber 
einen, selbstzugeordneten Punkt. · 
Natürlich existiert zu jedem Fall die D~-duale Angabe. 

Fall ( 1a): .e 112s"' L • Nach 4.1 sind die Punktfelder dann :9erspekti v 

mit einem Perspektivitätszentrum Z ==; 0z c. Cf"'>" tz c 'l'"-'> • 

Jeder Punkt Xe,P,\?, fühi0 t auf eine Gerade aus 6Jr, während für 
( ) ,~·, x r s gilt X=X?R. und daher ~xcq" V x, 12. ;ebenso gilt r. c{ .• 

DEF.4.10b: Ist s e q , so heißt die . um .s vermehrte Menge aller Ge

raden, die s schneiden, das Gebüsch 6]$ mit der Achse s. 

Damit gilt im :fäll (1a): 0"'1 - 0zuiJ,, t'"'' ~ tz u'l,, 

Bemerkung: D; -dual e;il t für ie I t s = t, daß die Ebencnbündel :pers:pckti v 
sind mit einer Perspektivitätsachse ~ => lf">=C,]iu61, ,-P'"''=fl;u,P,. 

J!'all (1b): ;ie. l,Ps ist eine hyperbolische Projektivität. Nach 4.9, 

Folg.7 gehören alle Verbindungsgeraden X:Xae für XE 'f.26"\f.1, einem Netz n 
an, das s enthält, und nach Folg.G, Bem.a ist n h:yperbolisc:i; 

die Netzachsen e und f gehen durch die 1'7 ixpunkte E,F von· -;c/,P. 
und liegen nicht in <r oder 1:' • Gilt X=E ~0E '0"'1 ; für X• f-2 5\[E,F} 
ist X•X~ und s=XXae. Damit gilt: 

lf "' • n lJ lJ ir u Cff F • 

Weiters gilt s~"=s, Für jede Gerade xe l{fo-\{sl ist x1>x~•. 

Falls x schneidet x~*, so liegt der Schnittpunkt aufs, und xs 

ist dann ein 1'ixpunkt von <e.l1,2 s ; die Ebene 1"' Joc-.e. • I e , da alle 

x treffenden Geraden aus n die Gerade x;e." und die Hetzachse e 

schneiden. Damit folgt: 

't <,e.•) ,. (, s u 'i e u 'f f • 
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sfomerknnp;en: (a) Die Ebenenkubik aus Bemerkung b ist degeneriert 
in dr!3i :i:',oenenbüschel mit s,e,f pnarweise versc11ieden, e und f 
schneiden s,sowie e \·rindschief f; die .Achser.::1e,1;;;e ist in eir;. 
hyperbolisches Hetz und zwei Geradenbiind.el ai.;.sc;ea.rtet. 

(b) D3 -du::;.l r;il t, falls ~ I C eine hyperbolische Frojekti
vi tät mit den Fixebenen E. und q ist:CJ""'=Tiul),ulh't,12'"-·1 =,P,'-'f.le'-'12t, 
wobei 7l, nach 4. 9, .Folg. 8 ein hyperbolisches 1/etz mit de~1 /,cl:.sen e 
und f ist. In diesem li'all ist d.ie P-l.tnl:tk1..:bj_J-:: aus Bew.c de~s::e:.."ie::-t 
in drei Punktreihen mit s,e,f paar' .. 'eise verschieden,e und f··schr:.ei
den s, sowie e windschief f; die c:;ehnenmer;_ge ist in ein hyper
bolisches Netz und zwei Geradenfelder ausgeartet. 

(c) Der Fall (1b) ist nur für n;.3 n;öglich. 

Fall (1c): o2!,P.s ist eine parabolische Projektivit3t mit :::Cix:_:,u:-:=.:t .!:;: 

Nach i~.9, lfolg.? uncl l"olg.6, Bem.a erhält man analoc zu 1.<"all 

Cf"\= n u ~ E , t ,.,., = t'.s u 'le. , wobei 71 ein parabolisches 

mit der s in E schneid,?nden Achse e ist. 

( ~C): 
;--;- .J... .t~e ·vZ 

Bemerkur4.:~en: (a) Die B"oener,?.:ubik degeneriert in zwei :Sbeneno·:i,c;cb.el 
mit schneidenden Achsen s, e, die J„chser.i.;;1e::1ge in ein paratoli.sc~:es 
lfotz und ein Geradenbü.ndel. 

(b) D,-iual gilt, falls <12.I (., eine parabolisc:::.e 
J'rojektivitö.t mit der i"ixebene t:, ist: (<l'"l=TiuGh,'12'~·,='f-l.suf.2,, 
wobei n ein parabolischos l\etz mit der Achse c ist. Die 2?·-1~~:t:{11-8ik 
cle13cneriert in zHei sch::J.oic1end.e P'c..nktrei.hen, die üehr...enmence in 
ein parabolisches ].ietz und ein Geradenfeld. 

Fall (1d): ,elf.2 5 ist eine elli::,tische ?rojektivitii.t: Hacl: 4.9, 

Folg. 'l und l<'olg. 6 , 

eines elliptischen 

x„x,e und XXae =s. 

Bern. a erhält 1Lan für X "- 12 o- \ P; 
Hetzes TI, dem s an0 ehö:·t; für X I 

(~C>e.)=n, (.C"'-'>=fe, Damit gilt: vd • 

s ist 

Beu1erkunßon: (a) Die Ebcr.i.cn}cubik degeneriert in ein :E'benenClliscJ-.;.el, 
die Achser.1.rnenge in ein elliptisches Netz. 

(b) D3 -ö.uo.l gilt, f;:,lJ.s ;;e I t s eir:.e ellirtisc:::.e 
Proj ekti vi tät ist: W") CO n' p Oe')= 12. ' \IObci n ein 011 iptisches 
Netz ist„ Die PurJ-:::0ku"rJil: <lot~r.;n0riert ir.l eine P-u.r..lc'creihe, die 
Sehnenmenc;e in ein elliptisches Netz. 

Fall (2): Wir behc1.ndeln zue:'ct den Fall ~:(,5-CT r.:;it (S'.L')a::..•=:t', 

t 'tG'L'=: t A J E • :( mit E -ze = f • 

Für (S'.1.:)~·-·=:s ==>s':cs<l2.•=ST und es gilt s,;t. 
(ind.) s=t ==;, (S'l')ae. • -•=S'r ==? ST~(ST)3c •: Wider
spruch. 

s 
s 

t•s' 

e 
t' 

r 

Wege:u. E = ue ~ E- I S " E. = E .f! I T ~ E. I S'.C=t =} E. = E.ae. I t' = 
l ::::tt'; es c;ibt also ge~-1nu oine selbstzugcorclncte :·.,'"'oe:r...e, ~.:i:-:~lict1 
C. =tt I • 'we;z.en ( 0 (ö ,e I S'.r=s ;e* c-=) t. I S ~ S Set.neidet t 1 • 
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Vx• 0s,!. gilt x.e."' I c:~= €. ~ x trifft X"'-* ~ X:"':x;x.i..* e ,P. "•'> • 
. Die Projek-tivität ;e* l&Js,i =0s,c.-C;h,, ist wegen ti't 1 nicht per
. spektiv, daher ist die I1enge der Schnittpunkte X=:x;x:;.e* VXlC/Js,i 

ein .Punktkegelschnitt k c 12 c-...•> in e. mit den Linienelementen 

(S,s) und (T,t'). Nach Konstruktion 
(·,a.•) A1 

ist k= ,P. n 1~t. 

Sei nun YE1l("'·1
\ k;=:>Y-;. t: =? J*SL;y und 

Y"'-"='rY und 3* 11 "'YS mit Y r ''l ~ 
~;e=(ys)oe =yie*.·sie*=y:R.*.t -~ Y I '11?e.· 
Die Punkte Y G R. < ><'l \ k werden also aus s 

und t durch die Ebenen 1l. und 71 ae 
projiziert,und daher liegt 

dem Erzeugnis der Projektivität diese i·st wegen 

E. =st=> E.ai. perspektiv und erzeugt ein Geradenbüschel u,j s ,..,. in 

der Perspektivitätsebene J{' (I s, .t! s, t ==> X 4' e. ). Wir betrachten 

die Projektivität ~ ~ ! 6j s,r: C,J s,.- - 11 T, ,ie. Aus TI* E folgt 

:ir * :ir~, denn c. ist die einzige selbstzugeordnete Ebene ~J*l:=X,l"at, 
Für y €. -p '"'')\ k =;-y~-µ.,. 

Es gilt 1 ,-lindschief t (ind. 1 trifft t. Ist der Schnittpunkt von S 
verschieden==> s'=t I x: Widerspruch; ist dagegen der · 
Schnittpur.kt S ~ .:ne.I t=s '"""'9 x I s:Widerspruch). 

li'ür Y e,p, ~ y:=SY I :t ~yae* I xie; der Ebene ~:=ys wird, da Jr die 

Perspek-tivitätsebene von .e" ll, ist, die E'bene 

~-e.=ys' zue;eordnet. Wegen y= 7(lr ==} y~*= 'l)';lt. x.e. = 
='l'Y==? y trifft-y.e* in Y==>Y•,µ'"''~ 'fitcpc'°'~ 
Die Gerade 1 liegt wegen l windschief t(I E.) nicht S T 
in E. und trifft c:. in einem Punkt L• -p ,.._., ~ 
L:~cl,k; die Gerade 1 schneidet also den 
Pun.ktkegelschnit~ in einem Punkt und liegt 
nicht in seiner Ebene c(l ist "Sekante" von k). Übrigens gilt 
wegen. l windschief t dann L+IS,T. 

Nach Konstruktion ist -p.<"~'\k ;;.p,, also 
,() t;,,.•) 
f" •k V f-21, . 

Bestimmung von UJ (atl : 

v g , 0· gilt g r e. A g 

Sei nun g i 6f"-l \ 0 E. 

bestimmt 1 und ihr wird 

zugeordnet. Yegen g t 

I t..4'?.= c:..~ q t C W"'. 
; für g-;. 1 S,T ist die Ebene~ :=gS eindeutig 

wegen g i l,j'"1 notwendig die Jr,'bene 4-.e. =gT 

e.=> ( 'i't ==? ~~ 'I< €.äe=:€,=}]*x:=<1€.~X;(.'°• 
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1Jer;er: X=:q.:;,z,*~z.: und X I g trifft g 

not·.1ec...clig k; ira Fall g I 8 v g I T 

ist ciies t:::-ivialerweise erfüllt. 

Speziell für 1 ist lS= :;r und lT= :ir-.e = 
==,> 1 t ~ cae: • 

Sei g t. 0J"'" \ C,;J1. und G'Fl; dann 

ist g SE:kar..te 7on k. Die Gerade g 

trifft auch 1, da gilt: 

I 

.. 
gtl /\ g J. E = g J. 7: (ind. :g I X=> f,. e X=)>q.:= Jräe; wegen g E Cf"' =} 

G I :;;- /\ g I x~= g=l: Widerspruch)= ~ * ,r=~~='l'g 11egen g 6 W"' ~ 
,n ( ~"""} 

3•y:= ~ ,n;,.,yt.0,-,::r; wegen -P.t '- 1- haben y'iR.* und y einen Punkt 

'.{ auf 1 ge:::1einsa::i. y I ~ => Y"-* I f,;;e. Da ~ * ~"' (aus g J. E. folgt 

€*[ ur:.cl E. ist die einzice selbstzugeordnete :r..oene) c;ilt g= s. sae.. 
J<'ür de:::1 Punz.:t Y gilt Y I y (A y I s) sowie Y I y~* (Ay-e.*I ~-.e.) =} 

Y I ~. ~-..e. =g ~ g trifft 1. 

Sei uI::Cekeb.rt g(H) eine Gerade, welche k (in X) und 1 (in Y) 

trifi't; insbesondere erfüllt oit X==Y=L jede Gerade 0.\\:1} diese 

Bedin:::;unc;. Wir unterscheiden daher: 

Fall '1: g t :'.,,j L = X*Y" Y J. E. wir suchen das -;e -Bild der Ebene 

~:= Sg (fü:r X=S gelte 1:=sg). 

Y J. E. ==> g t €. = { * e,=>]*x:=1,E.• 

gI~" gJLALirc=;,~*TC ~ 

::J*y:= c,Jr =SY /\ y '/. E "Y 4'X ==> ~ =xy, 

\·lGgen XE k e;ilt :x<R.*=TX und wegen Y•Pl 
Gilt yao*=':c;Y. 

Alle Geraden aus q, und alle Geraden,die kund 1 in verschiedenen 
Pur .. .}:::tcn treffen, gehören sor:1i t zu 0J<;,e;.) .. Da alle Geraden aus 0 (1()\ 0€ 
den Funktkegelscr~~itt kund die Sekante 1 treffen, ist nur noch 
offen: 

Fall 2: g < l;;, und g t vJ t • 

Wegen L•k\{S,Tj gilt p:=SL•--~p':=pac•='rL. Aus gJ.f = gl'ip,p'=;,i:mSg=pg. 

Gilt g < 0J '"" 1 
=} ~~ I g => i; "° =p 'g. Die Gerade g geh.ört daher 

notwcndii:; z= Erzeugnis der Projektivitö.t ·;,_,I t-p: t 9 ·- te·• 
uelche Hei:;en E = t:.~ (I p) perspektiv ist. Das Erzeucnis ist daher 

ein Geradenb~schel 0 ,,,~ i:-t der Pcrspekti vi tiits- !l 

ebene fl (I L, 71P,P') ,Die Projektivi tät t12/(P 

ordr:.et speziell der 1:,'be:10 2r tlie l:,oene :Jne 

zu==> rc,rca?.• l If', Außerdem geht 

die Ebene ,J.J._ durch die 'l\rni::;cnte 1 1 

in L an k: 
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(ind.) ~ schneidet e in m*l• und enthält daher außer L noch einen 
Punkt M von k, wobei 1-rngen m*P gilt M;S. Jede 
Gerade heLJlM ,,., lm} · trifft k und 1 in verschiedenen 
Punkten und' gehort daher nach i>'all 1 
zu OJ (;,.J • Wegen S J. h~ 3* ~: =Sh und 11 14 
~;,,.='l'h. 1-:ine beliebige Gerade f•UJL,l'\tm,l} 
trifft h in einem Punkt l!' mit J? l- 1 " 
F'!'J:1 ~ F + k. Wegen f J. S =c} 3 *41; =Sf=pf 
und SF=i ; 'I' , da ~ * lp ( wegen L*M) =} 
(SF)<E.*= 1ae. ,'f.e =:J:h.Lll:"-i die Ebene ~~ 
t:dfft ci wegen 'f € ~P in einer Geraden _i ___ ...._ ____ .,__, 
der Perspektivitätsebene p.. 1 also · 
in f ~l\'.e=Tf. W?gen FI ~-~"FI 1.e-~~~(SF}<R_"=TF, also FE'f2""~> 
und F f k u p l : Widersprucn. · 

Jede Gerade von UJ',.1 mit g J. e A gdffL gehört notwendig zu C.h,,..,{ 11}, 
wobei f- die Verbindungsebene von 1 mit der Tangente 11 in L an k 
ist. 
Wir zeigen abschließend noch umgekehrt 0 L,, .. \ {11 } c 0 r„i : 

g e 0c,,,. '-, {111 ==> 3 •gp-: 1; da fl die Perspektivitätsebene von 
il'l,ltp ist, gilt ~oe.=gp'= g=~-~;,e,=>g €.w~·. 
Wir fassen Fall (2) zusammen: 

SATZ 4.10: Ist ~:( 5 - tT (StT) eine projektive Bündelkollineation 
ohne selbstzugeordnete Gerade und mit einer selbstzu

geordneten Ebene E, so erfüllen alle Punkte, welche mit in~· zu
geordneten Geraden inzidieren, einen Punktkegelschnitt k in e 
und eine Punktreihe Pt, wobei 1 nicht in E liegt und ein einem 
Punkt L+IS,T von k durchstößt. Die Menge aller Geraden, welche mit 
in<€. zugeordneten Ebenen ·inzidieren, besteht aus dem Gerade.nfeld 
in 6, aus allen Geraden, welche kund 1 in verschiedenen Punkten 
treffen, sowie aus dem Geradenbüschel q L,f', wobei j-l die durch 1 
und die Tangente an k in L aufgespannte Ebene ist. 

Bemerkungen: a) Die Punktkubik aus Bem.c ist also deGeneriert in 
einen Punktkegelschnitt kund eine Sekante 1, die SehnenmeI1€e ist 
ausgeartet in ein Gcradenfeld, ein Geradenbüschel und die M,rnge 
aller Geraden, die kund 1 in verschiedenen Punkten treffen. · 

b) Dl-dual: Ist .e: ,p.,,- 12't' ( ö t t) eine projektive 
.Kollineation ohne selbstzugeordnete Gerade und einem selbstzuge
ordneten Punkt E, so erfüllen alle Ebenen, welche mit in ;;e* 
zugeordneten Geraden inzidieren, einen 
quadratischen hbenenkegel tr mit der 
Spitze E und ein Ebenenbüschel t,, dessen 
Trägergerade 1 nicht durch E geht und 
dessen Verbindungsebe~e A ( ,irr,~ )mit E 
zu !r gehört, d.h. lt1t- >., lrvt.t. 
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Die tfonc;e ~,y_, aller Geraden, welche mit in ;.: zc:;eor;:;,rae·';e,, I'l:.r..kten 
inzi<lierer:, besteht: aus dem G-2rad.e:nbündel 1.1.w i~, al:.. e:: rJ-s:!:'a-
den, welche l treffen, nicht in A lic,:;en u:~d. gli'ic:·_:ei-:;i;:; r;,it _ 
einer Ebene des Kec;els l r inzidieren (d„h. 1.2a:-:se::~,-=;r... ,..ro~ :' r- si:r:d.), 
sowie dem Gcrac.e1ibü::;chel J\ M,?-., wobei M der Scrilli ttpur:ki: von 1 
rni t der Beriibrcr;,;euc;en{ien 1" von 1\ an t r ist. iJie :::::sn·::--...l:·c"'o:.k 
aus I3em.b ist al::;o deceneriert in einen quadratischen 3benen
kegel l'.r und das Ebenenbüschel (t um eine Kegeltangente 1 nicht 
durch die Spitze, die Achsenmenge ist ausgeartet in ein Geraden
bündel, ein Geradenbüschel und die !Jenge aller Geraden, die Schnitte 
verschiedener Ebenen aus lr und tl sind. 










