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§ 5.~ie beiden Hauptsätze der projektiven Geometrie 

s.1. Der n::-o~ektive }(a::...r:i über einem Vektorraum 

\!ir wied.er~.olen einige 3egriffe und Aussagen der Lj_nearen Algebra 
(i.f.LA). 

Lnter ei::1e:::i uncchtsvektorraum" '10 über einem (nicht notwendig 
konrr.1tativci,) !;örperl~ ·:ersteht man ej_ne nicht leere !1e:r,.r,e von 
.Gler::e:'.lte::). ("'.'ek::ore:n':.i,&, ••• ), eine Abbildung +:'h7xl{)~ 1{) ("Addition" 
u:i.d ei::" ~'?'oild.uc,:;,. :1{), K-1fJ (~s}.:al~re Tlultip~ikation''.), 1'/0bei 
1olger:d.'.': .wi,zs::.15c11,:-,::.te::i. ::,;elt'c!n: tiO,+l ist eJ.ne abelsche Gruppe 
(neutrales i:.'lene::::t .r heißt "Nullvektor") und 

(et+ Ir) .a 
()(.(a+b) 
ct.(ab) 

c'(., 1. 

~ u<.,a+ &.a 
=ot.a+O(..b 

(lt.a). b 
0(. 

(1K ist das Binselement von K; die Addition in K wird ebenfalls 
mit+ bezeichnet; die skalare Multiplikation wird i,f, ohne Punkt 
.;eschrieber..) 
Lnalog dc:i::ucrt mar.. einen "Linksvektorraum" mit • : K, W .,.. .... W, 

:Sir.e r.ichtJ_,,cre ·I'eilme::1,:,;e V! von 1,?, die bezüe;lich der Operationen 
von '117 1ei!1 Ve:ktorrc„u!!l ist, heißt "Unterraum" vor< 11J. Es gilt: 
U c. k7 is-:: Jn"cerro:u.m => Ula+f,.b • l.A Vut,&\E1Jl "va,b1e. K. 

G0i 6! c: i,'J ei::::i.~ 'bclie!)iGe ;J.1eilrr.0nce von HI; 1.·) e 1() heißt liLi~1ear
::o:nbinatio:-.;.''. vo.':1 et, falls 1'; sic...11 in der Jlorm v.>=a„ a"+vt 4 ~

1
+. ~ .+U{,na" 

r::.it '",•'.{, a'• K (endlic!1 viele a,!) darstellen läßt. Unter der 
"füille" :I (et) von a versteht man die Menge aller Vektoren von tf'J 1 
d.ie LineJ.rko:ibi.nationen von Ul sind. Es gilt: I-I(ct) ist ein Unter
ra~ . .lI:J. (L .. \). 

Ei:10.lich v~ele V,_ektoren„ ot,d{) heißen linear unabhängig (l.u. ),wenn 
gilt: vt,a +cl(.,a + ... ot a ~ o-~·a•~a"-.,,.,,,a" .. O, und sonst ·linear 
ab~ingig (1.a.). 0 

;:;;ine 'I'eill:)enge (:!c 10 heißt l. u,, wenn je endlich viele Vektoren 
a~s l~ Lu. sind; sonst heißt Ul l.a, 
Eine 1e1l;nenge /i c 1() heißt "Basis" von A,() , wenn :/, ltnear unabhäni,:ig 
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ist und H(.ti-)=10 gilt. Nach dem Austauschsatz von Steinitz (LA) s·ind 
je zwei Basen gleich.mächtig. Jeder Vektorraum, der nicht nur aus 
dem Nullvektor besteht, besitzt Basen, wie man mit Hilfe des Aus
wahlaxioms erschließt, Daher ist folgende Untersche sinnvoll: 
Existiert eine Basis ;/; von 10 mit 1~ 1 =n „ oo, so heiBt A.() n-dimensio
nal (Di.m -1(] = n); der Vektorraillll 'i/)= fv-1 heißt nulldi:uensional; in je
dem anderen Fall. heißt 1() unendlichdimensional. 
In einem endlichdimensionalen Vektorraum 1/?(uim 1/J =n <- °"' ) gilt: 
Ist {b,, ... 6-n 1 = :0 eine Basis, so besitzt jeder "lektor 't'.' 1(). 
eine eindeutige Darstellu:ng der :l"orm: ,e =·&,x'+ ••• + &n x" =: &ix1-. 
(Tritt in einem I'roduJ,t der gleiche Index einmal als unterer Index 
und einmal als oberer Index auf, so ist; i. f. von 1 bis Di;n -1() zu 
81.l.lllL7liaren.) Das :u--tupel (x 1,,., ,x") "- !'.'.: heißt das ".Koordinaten-
n-tu.pel von ,e. be·z;üglich der Basis ,!; ". · 

Speziell aus der Mene;e 1Kn aller n-tupel aus Elementen des Körpers II 
kann man einen Rechtsvektorraum bilden, indem man + ::K~ ~ .K" - E 0 

und • :Kn x .K - X" komponentenweise erklärt: 
(x1, ••• ,x") ,+ (y', ••• y"):=>(X1fY1, ••• ,xn-i._ y"), 

Addition im Vektorraum Addition im 1:örper Y. 

(x', •.• ,:x:").a:n (x'a, •.. ,x"a). 

Damit wird].{° zum Rechtsvektorraum IJl." über K; ;JJ," heißt "arithmetischer 
Hecht;svektorraum über .K" und seine Dimen.siOn ist n ,d.a u·; , ... , t1" ) 
(.j=1, •• ,n) eine Basis ist (dabei bedeutet J;' =0 bzw. 1 für j.;,k bzw. 
j:k). Analog läßt sich K" zu einem Linksvektorrallill ?l"~~er ~ machen; 
wir wollen seine Vektoren LL mit [x 1 ,, •• ,xn] bezeicr:.nen. 

Ist 1{) ein beliebiger Vektorraum über K mit Di!:111) =rr ;.:::1c: der Basis h-, 
so ist die Abbildung j welche jedem Vektor '(. C 1() sei-::i ?~oordinaten
n-tupel ( E. a2 n ) zuordnet, ein Vektorrau.::üsor:wrp:his::::c.s '.-n -- ~ n • 

Bis auf Isomorphismen gibt es zu gegebener end.lieb.er D::.::0r.sion 
n und gegebenem Skalo.renkörper K genau einen .2ecl:ts,:,::-:torraum bz•.v, 
einen Linksvektorraum, nämlich o.2. n bzw. ö.2n (LA). 

Unser Ziel ist es,aus dem Hechtsvektorraum 10 (K) e1.;::er: :;:,rojektiven 

Haum zu konstruieren. 

o,: <10\lo-!, H(Ul)= [otala t K} =: ULK , Dirn H(Gl'.-)=1. 

Umgekehrt lcann jeder eindimensionale Unterraum so da..~estell t 

werden. Wir bezeichnen die Menge aller eindimensior:.aler. Unterräume 

von 10 mit u 1 10. 

ut,f..l-11) I\ {<..t,tJ Lu, (=--=>ut,t'.,l*o- ),H(lll,&-)~[ua+f>b!a,b1eK}=:otK+ßK, 

Dirn H(ot,f,. )=2. 

Umgekehrt kann jeder zweidimensionale Unterraum so d.argestellt 

werden. Wir bezeichnen die I1ene;e aller zweidimensionalen linterräurne 

von 10 mit u 21f). 

Die mengentheoret;ische Inklusion c(ut[{ c ,elK +'•.l K) ist eine Teil

menge von u 1t? x u2 10, 

Setzen wir ,Y:1.: =U 
110, ~: =u2 10, I: = C, so ist das 'I'ripel 

lf (u111) ,u210, c ):: lf(1/J(K)) eine Inzidenzstruktur. 
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Bemerkungen: (a) Dimi()~O, d.h.10~ { 1.11 ==l u'1./) ~~. u 2 1/)~fZ5 ==:- c e0 "'"* 
=> lf (11?)= lf ({ä,0,0) ist also der leere projektive Raum lr0 • 

(b) DimilJ«'l, d.h.10=«K mit <.t4'<1 => uA1{)= lli?]=:A, d.h. 
1l besteht aus einem einzigen Punkt, u 11/) 2 0, c. =fo => 1T (A,121,0)~ lf.üst 
also der einpunktige projektive Raum. · 

(c) Dim 10;;,. 2: A,B 1 ~ 12, d.h.A= 0tK, B=f,K mit ,t,&I* o. 
Es gilt AtB (=·=> {(/(., C,) l.u.,den.11 nach LA sind z,vei eindimensio-
nale Unterräume Ol K und e, K genau dam1 verschieden, wenn a und t, 
l.u. sind. 

(d) Dirn 11) ~ 3: A,B,C lt f,l I d.h. A"'VtK, B,d,K, 

c„-i-K mit UL,f.,,I~, -o-. Es gilt A,BiO kollinear <==9 \<?.,t-,-d La. 

Bew.: (a) A,ll,C kollinear·=> 3 ge 0 , d.h. 'fK+<fK mit (1,<1-1 
1.u.,wobei gilt A,B,C j I g, d,h. ,~K,&K,1-Klc9K+1K = 
es existieren Darstellungen der Form: 
c.t=-<ja 1 +qa._, & =1b1+-qb„1-=qc,+'-4c._. 
Um zu zeigen, daß (ot, fr, -i.-_} l.a. sind, genügt es zu zeigen, daß 
?l,p,v\6K existieren mit (i\,f',)lh(0,0,0) und a;).+.lr,u.+ -i-Y =-o-. 
Nach Einsetzen muß also gelter..: -
1(a1 i\+b1f! + c1 v) + -<4(a._i\+b2.µ.+c._y )= -v-; wegen \ "1• <·l,l l.u. => 
a 1 i\+b 1 µ+c,)I =0} Dieses lineare homogene Gleichungssystem für "i\,;i,v 
a„7>.+b2µ+c, Y =0 he.t weniger Gleichungen [ÜS Unbekannte, und nach 
LA existiert dann sicher einG nicht triviale Lösung. 

( b) f (){, & , 1-} 1. a. =? 3 ( 11 ,/:., v) 1 6 K3 
, * ( 0, 0, 0) mit iK11 + (. ,u + H = u- ; 

gelte o.B.d.A. v ctO ~ 1- = u.::>, + (,;", also · 1-- K c ud': + t,.K . Wir unter
scheiden: 
J?all 1: !u,&J l.o..=:, <XK+i·K ist; eine GeH,do g, für welche t5ilt: 
A,B,C II g ~ A,B,C kollinear. . 
]!'all 2: {(/1,&} l.a. = cd{= &K 9 ici:.!K, d.h. 1-K= rd[= lr K ~ 
A=B=C. Dim. 1{)12 =s> 3 '!Td? mit l CA., 1}} 1. u. und CA'. K+ -J·K ist eine Gerade 
g mit VLIK : {: IK= HC c c\ K+ -,> K, d.h. A=B=C I I g = A1 }3, C kollinear • 

lf (W(K)) ist ein projel,tiver Raum. 

Bew.: Für Dim 1/i=O,1 haben wir dies in J3em.a, b eingesehen; 1-Tir 
setzen i. f. Dim 1,? ;,_ 2 voraus. 

Zu I.,:VA\B ie'f2 1 *]*gt.0 mit AI g 1, BI g~ 

• 
A0 <-tK, B= &K unn v0rschieden 1 d.h. \C-t, 6} Lu,=* lI((,\_,&)=ü,[(+ ß-K 

ist eine Gerad.e g mit AI gr.B I g. Die Gerade g ist di.e einzige Gerede 

mit A I g " ::3 I g~. Jeder zweid.imensionale Unterraum g', d.er itt;: 
und & K enthält, enthäJ. t noti"1endig auch a.llf: Linea.rkol!lbil~ationen 

von Ul und (, i cl.:b. g'::; H(u:.,b)=g. Enthält jedoch ein Jc--dimensio;:sler 

Unterraum Vi.' einen k-dimensionalen. Unterraum 'Ll'., so ist 1X=U'(vg1..LA): 

speziell für k=2 =:> g'=g. 

Zu I 2 : Ist A,B,C ei.n Dreieck und PI AC A Q I_ BC =;.] Ri;c-tl mit R,P,Q 

kollinear und R,A,B kollinear. Nach 3.1 
wem1 gilt A*P*C A B*Q*C ( ~ P'i'Q): 

A= «.K , B = (;K t C"' 1. K bUd.en ein Drei-
,, ... ,( { p_ } eck ~ t.t, v- 1 1- l. u. 

genügt es I 2. zu überprüfen, 

A 
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. \hm.d 1 
?,A,C kollinear =} {<J,«,~l l.a. ~ -<.j =(!(a+ 1-c mit ac'!'O wec;en P,;A ,1 p,i.C. 
" B<ffl,d { , 1 "<-,B,C kollinear =:. ij,",'•i La. =.c} <JJ, =ß.b+1d mit bd*O ',Yegen Q•iBAQ,;Co 

Wir setzen '!/'·:='jc-•-q.d-1
; dabei gilt 11",j:{r, .da -1/ und.-14 Lu. sind=;,. 

tj'I/KcoH i.st ein Punkto Wegen tu-,{j,<-}/ l.a.=} R,P,Q kollinear und 
aüs1?~((.!.ac- 4 -;.,;.)-(&bd- 1

+1-) folgt {v,a.,ß.} La.==;' R,A,B kollinear • 

.:;u t: Auf jeder Geraden g existieren mindestens drei Punkte: 

c;=aK+fH( nit [«,i} Lu. Auf c; liec;en die Punkte A=LtK., B"&K uncl. 

C:"'(o-L+ t-)IK (wegen vt+i',"!'o- und (ovd-)K c H(tt,ß.)). Die Punkte A,B 1 0 

sind paarweise verschieden: 
{ u, f,} 1. u. =} Aci,B; { «, lt+ 6} 1. u. ~ MO 1 { & , « + ß.} 

DE.:•'.5.1: Ist h?(K) _ein Iiechtsvektorraum über einem Körper K, so 

heißt lf (1/J(K)) der projektive Raum über dem Rechtsvektor

raw:i h?. Ist spezicll10-=J2,n, dann heißtlf(i12n) ein arithmetischer 

:riroj ekti vor Raum über IC. 

:::,emerk,mr;eri: (a) In analoger Weise kann zu jedem Linksvektorraum 
,,in projektiver Raum definiert werden. 

(b) Zu den Punkten {j,K=P uncl,qK=Q mit [tJ,'0-1 1.u., d.h. 
i"t,Q, kann 12"~ =PVQ sebildet 1,ei·den, uncl nach uem für I,; geführten 
.. ,:;Heis eilt: 
pPQ = u 1 (<f K+t}K)=u'R(<J ,1.f)= U ( ~71 + '-°?,u )K, 

I . 1~,'.u'Y[\/' 
"ilene;e alle:i; eindimensionalen Unterräume in <¾K+ -OfK". 

?ol;erunr;en: 

'1) Sind die Vektoren <J',, ••• <f,I~ 117(K) l.u., so sind -IJ,iK=Pi (i=1, ••• k) 

Punkte und H(<j•,•··1~) ist ein.k.:..dimensionaler -Unterraum von 
10(1K) ;bildet man den projektiven Raum 1f (H( <;f 1 , •• •-<fi.)), so gilt: 

[P,-pl Pelf(H(<f1t•••<J~)) J =u1H(-<;f 0 ••• <5.)1P1 VP2 ••• VPk. 
&eh. 

Bew.: 

l''Ür k=>2 ist die Behauptung nach Bern. b richtig. Wir führen einen 

Induldionsschluß: 

V V V P ~.=t· 
p1 • •. pk-1 k -

= :lf' 

=U [(<p.,~ ... +q,.,11,,.,).?1+<1,,u]K= U (<;1 1µ 1 + ••• q, .. ,/Al-,+1,,JK =u~H(<ß 0 ... ,1~). 
'1·"· •... •q.,. .• :\,.}'•11t.k•O' "l•JJ .. •··· .. 1•-•Pa.-··•1t.p• c 

't.,A,µ. 1 ~ K p.-1-
1

,u l '-1< • 
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:aemerkung: P-,='1,K, ••• ,Pk=1kK ist ein Simplex ~ { ~.., .•. ,~kJ l.u. 

Bew.: Si!r.plex: bedeutet P~ ~P1 V. • • VP(-~ V P(•< V ••• VPk für 1=1, ••• ,k,d,h. 
~' K4u'H(u,, ••• ,~t-,,<i,.,, .•• ,<fk)?===J -<lt~ H(1,,•••,</t·<•'/L•H•••,./fkJ~ 
~ \ (fH ... \{j.} Lu. • 

2) Es gilt: Di!l 10(K)=n+1 ~ dimlf (flJ(K))=n(-1:S: n < oo) und Dim 10(K) .. eo 

(==; dim lf (1{)(E)) = oo • 

Be:ri.: Di:n: ist die "Velctorraumdimension" der LA und dim ist die in 
Def. 3. 7o erklä.::-1:e ''projektive" Dimension. 

Bew.: (a) Für n=-1 ist nach Bem.a die Eehauptung richtig. 

(b) Dir:l'lJ(K))=n+1~1 ~3<Ja,•••t/n+1 llS1/), l.u. mit H(q~,•••1.f••~"' 
='/{)~ ~ 1 K=P., ,··~ ,"{ •• ,K=Pn+'1 sind Punkte und nach l!'olg.1 gilt 
P,,? ••• V Pn+~=:.: ':I(1~,. .. </.,,)=u 110 =-j2 <=9 { Pj} bilden ein Basis
simplex ~ di= 1f (ll))=n. 

(c) Di::iiO(K):oo ~ es existieren Vektoren *1" aber nicht 

er..,ilicb. v:.ele :.'..t. Vektoren, deren Hi.ille 1/](IK) ist, d.h. 1(10)+ lf o 

~ es existie::-e::J. :-.d.cht encllich viele Punkte, deren Verbindungs-

raum lf(JI)) ist~ c..imlf(10)=oo. • 

Bc?:1erku:.1gen: ~a) D:;:,eziell für den ~rithmetischen Vektorraum 3i n+.\ 

gilt Dim '52 n• =n+1 =? dim lf( '!2 n+ )=n. 

:..,'bene. 
(:,) Dim 1D= 3 => dim lr (W)=2 ~ d.h. 1f (U)) ist eine projektive 

Di!:l 1() > 3 =*dim 1f (U,) > 2 lJ· 1f (11)J ist desarguessch. 

3) Der projektive Raum lf(1()) über einem Vektorraum 1/) ist für Dim 1013 

stets desarguessch. 

Bew.: Nach Be:n. b senügt der Bewei!:! für Dim 1/J =3. Nach 1. 5 ist in 
einer pro~ektiven Ebene in Sonderfällen der Satz von Desargues 

trivio.lerueise richtig und wir dürfen voraussetzen (Bezeichnungen 

ous 1,5): P1 ,P2 ,P
3

,q_,,,Q2 ,Q
3

,z!pw.*; z1 ,z2 ,z3 !pw.+. 
Zu zeisen ist:A1 ,A

2
,A

3 
sind kollinear mit Ai =-PjPk.QjQk (j,k,l !•). 

°⛄� K 1) " Q K d h" d z ;_,=' ' :i=-'w\., -i=qi. un pw. versc J.e en ~ 

t~ djl l.~." \:i ,<-ti\ Lu./\ \-<f1 ,<-'H1 l.u. (j=1,2,3). 
?1 ,Q., ,z }~olline'lr => \'{• ,ui,, ,j} l.a. ==> 
3 :>..,, .. ,I c l~,,,,(O,O) mit ~"' {{,'1,+ <}•/<-• ~ wegen 

h ,1,\ l.1J. eilt p..,+o, wecen1~,~ 1}Lu. 
r;:.lt :\1,i,o). 

Setzen wir ~.: • 1•>-1 , q,: •-Vf,fto so gilt 
3 "'q'i-{jfi:1it {{, K~ .q,K=P1 /\ lj,K„q,K=Q 1 • 

-. 
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Analog: 1 a <ft - q,_, r· f 3 -ö{, =} ,€{. --iij',"' (f, - .if,. = -if, - <J1 = 
=> <g, - i = -fi, -.q, =: U3 > ,cj._ - <jJ = <4,_ - ,ö{~ =: °'• 1 <j, - 1• ~ q~ - q, =: «i • 

Für d_en Vektor «3 gilt oiJ* 11 (wegen P1 ,i,P2 ist tij„ q,_3 l.u.); 

ebenso oi,, «a/ 'in ~<\K sind Punkte, und zwar gilt A1 = aL K: 

«1=~-:!',.=:,f{Jt3,~,-i[:i.1La.=>,{/{3K,P1 ,P2 kollinear} -
-Otl = <-i,- 0._ =>{Uii,(1,,0, \i. a • ~(1(1K, "-, , Q2 kollinear =:, 'AJ(:=P 1P 2· "-, Q2=A3 • 

Ebenso für 1=1,2. 

• Bemerkung: Da jeder projektive Raum über einem Vektorraun desarguessch 
ist, jedoch nicht jede projektive Eoene eine Desarguesebene ist, 
lassen sich sicher nicht alle projektiven ,täume aus Vektorräumen 
ableiten. 

L~) Der Desarguesraum lf( 1() (K)) mit Dim 1(,)(K) ~ 3 kann nach 1.12 bzw. 

3.5 algebraisiert werden, und man erhält einen Kör?er K 1 • 
• a g 

Es gilt: Kalg ~ K. 

Bew.: (a) Dim 117~3=?]~,,1,,t!,_le1{), l.u. ~ .:SiK=Pi (i=0,1 1 2) sind 

:nicht kollineare Punkte aus 1f(W ). Nach 1.12 bzw. 3.5 i~t die 

Algebraisierung unabhä.ngig von der Auswahl d,?r Ger,den z, den paar

weise verschiedenen Punkten O,E,U auf p, u:r:ic der .cI;y;,erebene Tl.., 
(x <J: lf,.,, U "- p .,,) ; wir wä.'llen O=P 

O 
=-<iaK, U=P1 = ,3,r: um :Z=(~. + 'i,) K ~ 

,P,=P
0
V P1 • Für einen beliebigen Punkt X f f.2,'\. fU1 =: 15~ gilt 

X= 'f. K E u 1H(~. ,~1 ) => ,e_ = <jo 11. + -<{,A 1 mit llo ,J,O wegen XetU und ,e. * {7 ~ 
-t := "t.t\;' = -<So· 1k+ -<.g,",\1 71:'=: 1• + <g,x mit X' K. 
Jedem Punkt X s p, wird dadurch ein ::x:, K zuc;eordnet; dies ist sogar 

eine ((;lobale) Abbildung fl : r-t - K, denn x ist ur.a·ot.ängig von der 

Wahl des Vektors ,e. aus 'tKI XadC•>t'K mit '<-'="<-A'" ).'• 0 ~ 

==+ "(,' =( q.)..+ <s· "i\,):\' =} ~ f: .. 't' (J.o :,\ t r1 z 10+ it.C )..). ')()..,j\' )-•z_ 

• ~ 0+ -~• 11,;\' ),,'·\;\ ;;• • q.+ ~• 7',,:;,'• 1.+~1X • . 

Die Abbildung fl ist sogar eine Bijektion: Umgekehrt ist zu jedem x•K 

der Vektor <S, 0 +q 1 xt-<r, da {tS 0 ,q 11 Lu. ist, und (-q.+q1x)K ist der 

einzige Punkt von 'flx , der x als JL-Bild hat. 

(b) In der Punktmenge ~. wurden in 1.12 bw. 3.5 eine Addition + 

und eine Multiplikation • erklärt, und damit ist [ ,P. ,+,. J der 

Algebraisierungskörper Kal. Wir zeigen: • g 
Die Bijektion fl! ,P., __ ,.K ist ein Körperisomorphismus Kalg- lK.,d.h. 

(A + B)p-"'Afl+ BI'. und (A. B);;_ ""AJJ-,Ep ... 
I • \ I • "-

Addition inp, Addition in K Multipl.in ~. Multipl.in K 
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(c) Addition: 
T~ sei eine zu P

0 
kompleaentäre Hype~ebene durch P1 V P2 (nach 3.2, 

Folg.4 existiert eine solche); A,Blq:2._. 
Nach 1.12 ist A+B=ATe.._wobei 't"e. jene 
Elation aus PGL(U,ll"...,) ist, die o-B 

leistet. 
Speziell in l (11)) wollen wir bei der 
Konstruktion von A+B (vgl.neben
stehende Inzidenztabelle) den Hilfs-

punkt P=(1.+,ig1)K J. x, P I P
0
P2 be- · 

nützen. 
A•(q.+~1 a)K, also AJ-1-•a; B'!'(-<;1.+1,b)K, also Bµ•b, 

P'tanil&1."-Pup'"[Ci-+-<1.'b)K+11KJ" [1,K+(<!.+12.)K) ~ 
3?.j•K mit (1.+1,b)?\,+12."1"' i•"1+(~.+<{,_)t,~. 

Wegen t q., ~" q,13 l. u, gilt ";\~ - "?l~·b A,-""?>'" :>. 1- 'i\,•O, also 
( <1•+1, b )?11 + 1.-x. -(-q. + 11b+ 1• ):>.. ~ P-r e. =( <go + <¾• b+ -<sL)K •. 

Q•,P.,..,"-pp,p~=[(i, +"%1 a)K+(<g.+~1 )K]" (11 K+1,KJ =? 

<1.+q.a)A1+(,q.+-q1)i\,.• i•",+ <SL"i ~ i\1+?.2.•8A1-A3 „ i\,-r. 1•0, 
also Q=(-q.a-~.)K. 

A+Bc-pp,p,"f.lap •• -[.cs.K+11KJ (\ [Cq.a--tf2.)K+(q.+1,b+<SJK] ==* 
-q.'X1+q,-X1•(q, a-t\1)A,+(-cg.+<s,b+1i:)A1 ~ >-,-11~· i\1-a°A,-b)..~- "1-'>. 1 •0, 
also A+B•[q.+ ~,(a+b)]K =9 (A+B)p -=a+b=Aµ.+Bf!-, 

(d) tlultiplikation: 

In IKalg ={,Px,+,. 3 gilt A.0=0.A=O nach Def.1.12. Dem Punkt O=,r.K 
wird durchµ das Nullelement Oldes Körpers K zugeordnet, denn 

es gilt 1,=q.=1 0 + <g,O"~ OfL =O,... Andererseits gilt in K: 
x.OK=Q.x=(\. Vx E K ':"* (A.O)_µ. =OJJ- =OM=a.Q.=Af.O.,U., und ebenso (O.A)µ= 
cOf-.AJA- • 
Seien i.f .. A,Bl 6 ,p .. , \o1 c~a,i,Ok/\b'f'O.); 
wir konstruieren den Punkt A,B=A6'e. 1 

wobei 0"a jene Homologie aus PGL(O,lf..,) 
ist, welche E ..._ B leistet. Speziell · 
in T(10) wollen wir dabei. den Hilfs

punkt P=(<J.+<S,+-<Js.)K l- x, P I EP2 
benützen. 
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Po8=P.eP,"'Po• •[(1.+tj1b)K+ i,K]" [10 K+(1.+1,+1,)K] ~ 
( q, + '¾, b) /\1+ 11 /\1 = i•;\ + ( ~- + ';11 + 12 )11¼ ==;, i\; - 11,- 11., =b 111 -71~" 'i\._- 11,=0, 

also Por.•(<3.+{$1 b+i~b)K. 

Q• PAP",Pa,s, •[(1.+<g,a)K+( <g.+1,+1,)K] li [~,K+ <g 1K] => 
(.1.+ 1,a)A1 +( 1, + ~,+ <{, )1\ 2 = ~' -:X~+ <i~A., = 71,+112.=a11 1 + ), 1 -1,, = 71~-71., .. o, 
also Q=[(1.+'{,+(%,_)(-11 1 )+(<g.+<-f,a)11-1JK .. (1ia-1)-1,JK, 

A,B"' f.lP,p,A,Pm.• [ ~.K+ i,K] /"\ [( ~ 1( a-1 )--i.jJK+( q. + ~,b+ q1 b )K] = 
q. '\ 1 + <s, t11=(<j 1 (a-1 )-q 2 ):\,.+(q.+{j,b+-4,.b)11~ = 71,-711 = A.-(a-1 )">--~-bll,= 

• t.~- b A.," O, 
also A,B=[ i.+qib+(a-1 )b)]K=[1.+ 1,(ab)]K = (A.B))-L •a.b-Aµ .B,u. • • Ilemerkuno-Je:i:i: (a) Für Dim 1()2 3 gilt na<?h 1.12' bzw. 3.5 und K 1 ;;;;t K: 

lf ~ 1/) ~K~ ist pappussch ~ K kommutativ a g 
1T" 1() K ist .fanosch ~ Char Kc/'2 . 
lf '1/ K ist klassisch F} K kommutativ unc1 Char K,t,2. 

· (b) Zu jedem n mit 2s: n <oo und jedem Algebraisierungs
}:örper [( existiert ein Hechtsvektorrau.m 1/) über K mit Dim /() =n+1, 
und da::m existiert ein projektiver Raum 1f (1{}) mit K C\lg ~ K und 
dürr lf (10)=n; speziell ist ,r ( ff], n ·H ) ein solcher projektiver Haum. 
J,sic kann die Lücke aus 1.12 geschlossen werden, ob es nicht
"T::ir,ussche Desarguesräume cibt. Um einen solchen zu finden, nehme 
s:rn einen beliebi[;en nicht kommutrltiven Körner K (z.B. den 
~atern.ionenkörper); der arithmetische projektive Raum "if ( 212 n .,-,, ) 
über K ist ein n-d.imensionaler Desarc;uesra1J.m, der nicht pappusach 
ist. 

;) Ist ;[) ein iiechtsvektorraur.i über Kund lf(lO) der projektive Raum 

'.iber '{) , so gilt: 

.i:lie I-Ienc;e u1/J ctller Unterräume des Vektorraumes 11). und die l'lenge 

-J. lf (1()) aller Unterräume des projektiven Raumes lf (11)) sind in 

"natürlicher 'Weise" bijektiv. 

Beu.: (a) Jeder Unterraum U '- 11) des Rechtsvektorraumes 1f) ist 

selbst ein Rechtsvektorraum,und daher kann zum Hechtsvektorraum 1! 
. der projektive Raum lf ( U) konstruiert werden, dessen Punktmenge U 

;::emäß De.f.5.1 durch U:= l tt K E lf(ll)) j ·,t 6 U'\f;,1] erlclärt ist; wegen 

/1<1/)ist Uclf(I()) • .!für X= -t-K, Y=lK 1 €U gilt 'lx+,'JY c.7,{ und .für 

itx +'')Y '!' o- gilt ( ,ex -t tf)-Y ) 11: e U, sodaß 'Pu c U folgt; damit ist 

lf (l,l) nach 3,1 ein projektiver Unterraum von lf (1() ). 

(b) Sei Wll8ekehrt U die Punktmenge eines projektiven ünterraumes 

des projektiven l-iaumes lr( l/J). Falls zu U ein Unterraum 7J(_ von 10 ge

hört, muß dieser außer dem Nullvektor notwendig genau alle 
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Vektoren ,et10\fo1 mit -tK EU enthalten. Diese MengeU:=litd/)f'tK EUJu{<,\ 
ist tatsächlich ein Unterrat1.l!l. von i{), da 
\f-t,'lf)l~U=> -e':=-ex-t19y~U. \fx,yftK gilt: 

Wir unterscheiden dazu 
(0(.)-t'=-11=* -e'eVI., Lf. sei lf..

1 *'°'• 
(ß) 't='IJ' ,1) * c- ~ ,e'K •(11)y)K •IQK c; U ~ ,e'E. U, 

(,.,.) >t* o-,l * o- ~ -tK=X, 19K=Y leU,u.nd ,c.'K=:X' ist ein Punkt von lf(10), 
der ,rngen { 't,1Q, ,<-'} l.a. nach l.)en.d mit X, Y kollinear j_st. Da U 

ein ünterratL11 von lf (10) ist, gilt X'= -t.'K e. U ==> >e.' c 7..t. 
Iia:::i kann daber lT(lt) bilden und nach Definition von 1X. ist lf(U)=U • • z,,ischenbemerkurw,: 

Soi 10(K) ein HcchtsvektorraU!!l über dem Körper K. Der Körper K kann 

als Rechtsvektorraum ol über K aufgefaßt werden. 

1::ine Abbildur,4s IX,,.:',{) - o2 (=K) heißt linear (Vektorraumhomomorphis

nus), \·renn tA,* globc.l ist und 
(-ex+1QY)<-i.*=('-!.1A*)x+ (11j1J.*)Y 'v'-t,J?f€1{) A°V'x,yl,K gilt. 
Statt -eoc .. (eK) verwenden wir i.f, das "Klammersymbol" 'tat"' .. :<vt."',~> (1:K). 

Die Linearitijt schreibt sich dann (0t• ,'t.x+~y)=<oi• ,it)'x+<0t• ,'9>Y, 
Die Iienge Ho::n (10 ,K) aller linearen Abbildungen von j() in l.{ kann 

cLtrch folger..d.e De.!.'init;ion einer Addition und einer skalaren l"lul ti
plikati.on in Hom(!{J ,K) zu einem Linlrnvektorraum gemacht werden: 

<~t~_+l,.~,-e):= (ll'. .. ,-e)+,(~*,,e)'r/,e,61/)}'r/lJI.." &.·1~ Hom(10,K)AVatK. 
< aa", -e > : = a < a •, -e, > ' 

· Der Linksvckto::-raum l Hom (1ft,K), +,. J =: 1() * heißt "dualer Vektor

rE,um" zu 1(). Der l:ull vcktor ,a-* von 1(}*- ist die Nullabbildung: ~? - K 

mit < ~ * , "t > =0 V -e f 'I) • 

::Jas Kla:runersymbol ist daJ1er ei!le Abbildung< , > : 1()• " 10 - K. 
Sei i.f. Di::n.1i7=n <(oo; dann besitzt 1() eine Basis {11~, ••• 11 0 } und.jeder 
V: ":to:r: 1: 6 ",/) hat eine eindeutige Darstellung der Ji'orn ,e, = n1x 1-. 
fü:i.c:J. LA ist der Ve}:torrau.d1omomorphismus « * eincleutie; festgelegt, 
uenn !:}an die Bilder der Vektoren einer Basis von 10 kennt; durch 
(ut"',11 1> =:ai n: für j='l, ••• ,ri i13t LJt,* b.estimmt und es gilt: 
(t.t*, ~> = (l-t*,11-lx~) "'(ll'.", 11))x1= aa xt (ne). 

11')* heißt dri.h-er auch Vektorraum cler Linearformen von 10; es gilt 
Dir,; Af/ =-Dim 1'?* (LA). :Sine fürn¾s von 1/)* wird nach LA z.B. durch· die 
Ve::tc,,rrau.:-.!hono:nirphisrnen -tt" t Hom(11? ,K) gebildet, welche gemäß 
(tt,* 1 ,-n-k) :=o. (j=1, •• n) . 
cle.'.:iniert we::·u.en. Diese spezielle Basis { 11,* 11 heißt "duale 13aais" 
z-..i.r Dasis 1. 11, i) • 

Ist 'f eine lineare Abbildung des Vektorraumes 11) in den Vektor
rr,u.::i VJ', so heißt die 1-lenr;e 
l ~ "- VJ 1 't '.\' °" o-'} =: ker tp der "Kern.raum" von lf. Hach LA ist ker 'f' 
ein ·:.mterro.um von 10. 
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6) Ist{)(,"°€: 1()*1lt 1r*, so ist 

lf": = l ,e., K i 1f ( 1() ) 1 ( ot *, '-f. > "'O 11 'f. * o-} = 1T (kor a*) 

eine Hyperebene in lf ( ·W) ) • Jede Hyperebene läßt sich so darstellen. 

Für DimW<oo ist der zu lf(1()) duale projektive Haum[lf(1.{)]*zum 

projektiven Raum lr( 'I() *) über dem Linksvektorraum 1/)"' isomorph. 

Bew.: (a) lfcx ist eine Hyperebene: 

Wersen 'll*tv-* =?_] icj{) mit -<i*,y 11(01.*,<&)=:p t K'\. f Oj. 

{$P·=: 1t t- ,:r ='} < 1A lt' 11 > = < UL .. ' 1P-1> = < ut *' ~) p-'= p :p1
=1 ; 

daher ist 11 K=E ein Punkt von lf ( if)) mit E i lf« • Da kcr UL • ein unter

raum von 1() ist, ist l« nach Folg.5 ein (projektiver) Unterrac1otl 

von 0(10). Sei Y=-1K 6 1f(1(.)) (""*~ 'l'<Y) mit nE (~ ~11),14) Lu.), 
so eilt 

"),:=v;- -1J.. ( oc*, 11>*.:r, da f'"},11-J 1. u. ~ Y1 =(1:f - tl-.((.1(. * ,"'J > )K ist ein 

Punkt von lf(I{.) ), der wegen 111,iQ ,1Q,3l.a. auf der Geraden EVY liegt. 

Außerdem gilt Y1 G1T« wee;en (m*,11) 1 ) = <(l(*,1?-.-n.<.a*,11>> = 

=(U1.,",1Q>-<t'.ll:1 -n).(UL",1Q>= OK=:, 1'] 1 € ker ut*• 

Für alle Y" 1f(1f)) und insbesondere für YcE gilt daher Y 6 EV'Jr" ='> 

EVlr,x=lr(1()) ~v.. ist eine Hyperebene. 

(b) Nach Folc;. 5 gehört zu einer Hyperehrne 1f/l von 1T (1()) der 

Unterraum 1t := l ''- 6 1D / <e K Elf,,} u to-1 vo11 117. Es t5er::üt5t zu zeige:1, 

daß ein &* "1/')"' \ \.v~} existiert mit r, = ker b-*: 
lß ist Hyperebene = .3 E"' 11 K s 1r (tn) (-11, * !Y) mit E t'i:A AEV1f,.=lf(t1)1 
wir cle.finieren (,, * schrittweise: 

( i) < {,..' 11) : = 1 J\ < t, • ' 11, A )I= ?\ V,\ ~ K. 

Ist -e.~10 ein Vektor mit {11, ,d l.u. (= '{. ~-0"), so ist , 

X= "e. IC ea 1f (11)) ein von E verschiedener Punkt und wer;en EVlfp= 7r(117) 

existiert ein eindeutig bestimmter Punkt X
1

= -t1K in 1r11 mit x
1 

,X,E 

kollinear~ l "t. 1 , 'C, 11, 1 La. ~ 't kann, da l 'f.• ,11-\ Lu. wegen 
x1 +E, eindeutig dargestellt werclen in d_er Jform ,c, = '!. 1 11. + 11-x mit 

i\,i,O weGen X'\'E und ,e, i\ "' ~ • Der Koeffizient x von 11, ist rlabei una.b

hängi(; von der Wahl des Vektors !C1 aus dem eindimensionalen unter

raum x1 , da nur /\ von dieser \Jahl betroffen ist. Jedem Vektor -ed() 
mit l.ot,11-1 l.u. wird daher eindeutie; ein x~ K zugeordnet; wir 

definieren: 

(ii) (f,.*, 't) :=x. 
Wir zeie;en nun, daß die durch (i) und (ii) definierte Abbildung 

ß.*:1()-~K linear ist, d.h. &*E11)*: 

,e,ou(i',,A+ttx)a~ 1e,t.G+i\Xa (mit 'e,f\.(:tc ist 1e1'.\o.€~)~<f,•,,e_a)~x,1~ 

• < &. • ''{,) a ; 
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<+..-, a('t..A+tt-x)+(1.JIHY)• ("<.>.+~..,.«)+n(x+y) (mit -'t,?..,'h.U..I'~ ist 

't4A+~ ,fl 6 ~ ) ~ ( ,.f,. • , -t +1?- > •X+y• ( ,G.-0 , '<.) + ( 4 • , 11p • 
Wegen <&-*,11,) • 1 ist 6,•,i,o•, 

Wir zeigen ~ aker (,.,•: Sicher ist o-,ker -6-•; es gilt '(. ~\,{o-i.,.. 't.lK"-TII~ 

~ X • X1 ~ 't K • 't-1 K ~ '(. • '< ,).+ -ff. 0 ~ ( ~ • , 't.) •O ~ 't. ~ ker t • '- \ -1:1) • 

(c) Die Elemente von lf ( 1/J*) sind die eindimensionalen Unterräume 

K (I(.* ((,(.**o-*) des Linicsvektorraumes ",[)•. Ordnen wir jedem Element 

A*=KUl.* 6 l (i()*) die als Kopunkt aufgefaßte Hyperebene lT(ker 1.1t.•) 

von lf(117) zu, so ist damit eine globl!-1,e Abbildung f',-:lf(11]•)-0f(fl)]" 
erklärt mit A*p.=- lT(ker u*) (für au* mit a i K \ [O! ist wegen <ut•,i) .. o 
~a(Ul*,-t) •<.(aot.•,-e) .. o nämlich ker ot*=ker.aoc• ). Die globale 

Abbildung fl- ist ei_n Isomorphismus: 

(o<)_µ. ist surjektiv, denn nach (b) kann zu jedem Kopunkt ~ (zu 

jeder Hyperebene lf"" von 1f(1())) ein u:*1: 11)*\(o-*! gefunden werden 

mitlf"'=lf(ker u*). 
(13)µ ist injektiv: A*=K<A*-ti B*~K~,.=*.lut•;t,•y l.u. Dann gilt 

ker a* +ker ~·: 

ind.: ker -CA.* .. ker ~=: f, ==t ~ ist ein U?1terraum 1 zu dem die 
Hyperebene lf ( f} ) e;ehört ~ 3 E= 11- Kt lf(1()) mit _E t ~ (f1 ) ~ 11- * o- J\ 1',i ~ 
""9(ut• '11- > .o A (&-*' f\, > ,i,O =* 
3a'K\.t0} mit a(&-* 1 11,)= (ut",-,;,).- <all-*,11>•<"- .. ,-ff.). _ . 
Jeder Vektor ,e_.;11) läßt sich nach (b) eindeutig darstellen. in der 
Form 't.=it,il.+-n-x mit ,e,i\"~ "11-~~. Wegen 
(ut*,'<-)=.(Q\..• ~.~+11-x>=(Ol*,-t,A.1+(0t• ,11,,)x=O~<,i•,tt.)x (da -e~AE ~-=ker ot.•) 
<a&-"" ,'f.."J "'<a&• ,<e.,i\+1ix>,.a<t-• ,>t,fl)+(aß-• ,-tl->x=O+(<Jt* 11\.)x (da >e,i\c ~ =ker {r•) 
gilt (()(.*,'C-)=<al\-",'<-> V-<-<-1/)~-«-*=at--*=9 {Ol•,&•~ La.:Widerspruch. 

ker i.t*a1aker I,*" ;,- e ker ()(• o ker -&• =? 3-t<o/41) mit 't.~ker c.t* A -e.fker f,.•" 

A ..e_ • u ~ X= -d{ ist ein Punkt von A •µ = lf (ker OL •), der nicht zu 

B*µ a T(ker &- •) gehört =} A •µ t Bji. => p iet injektiv. 

(,r) Die Bijektion p- ist ftir Dim 10~ ex, ein Isomorphismus: 

Wegen dim[lf(1{))1*= dimlf(VJ) und Dimi{) = Dim 10• =>dim lf(11)~) =dim[lf(1D)J~. 

Für die p. bestimmende Kollineation genügt es daher nach 3.7,Folg,6, 

Bem.b zu zeigen: 

Sind A*,l3* 1 C*le-7r('li)*·) kollinear, also{C-t"' 1 6-*,1-"'}l.a., so sind die 

Kopun.1;:te A"p-~ B*µ, Cj«, kollinear, d.h. die IIypcrebenen lr( ker a"'), 
l(ker ß."'), 1f(ker 1-•) e;ehören einem Büschel an. Ist A*t-B* o.B.d.A,, 

so gilt _nach Voraussetzung 1-•=aot~+bf,•; jeder I>unkt X=-tK aus 

lf (ker C.lt*)f\ lf(ker t,.*) erfüllt wegen <oc• 1 -e>=-<t."1 'G) •O auch 

(1-*,,e) =(a(l{.*tb(V" 1 -e.>-a<.r.,,_•,~>+b(f..*,"l}•O und liegt eomit in lf(ker 1,•), 

sodaß lf(ker. 1-*) :> 1r (ker ot") "lf (ker {,-'")gilt~ A;1-,B*f<.tC7-4-
sind kollinear in (1T(10)]"'. • 
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Bemerkungen: (a) Der Isomorphisr.ms ß. ermöglicht die i.f. stets 
oenUtzte L:lentifizierunc; lf(1{)*)=[f(1!;)]* 1 1·1obci jeder Kopunkt 0<"-[1f(1())]* 
als jener eindimensionaler Unterraum A*=Koc* des Linlcsvektorraumes 
-:n•(K) aufgefaßt wird, für den lf ( ker (){,•)= 1f"' gilt. 

(b) Gilt sDEJziell Dim 1fJ < oo .und sind {1tj1 bzw • .{-n•iJ 
duale Basen in 11) bzw.115•, so gilt lt= 11-1x 1 e ',()bzw.()(,*= ai11-*t~ 1() • 
:Ver projektive Raum lf(J/7) bzw. lf(11)*) ist nach Auszeichnung der Basis 
b::rn. der dualen nasis isomorph zum arithmetischen projektiven Raum 
lf ( l/l "'~) über dem Hechtsvektorrmrn1 cl2. 0

' ~ der n-Tu:pel (x 1, .•. ,x n ) 
bzu" zu.::1 arithmetischen projektiven Raum lf ( ff2 n ~1 ) Über dem Links-
vektorraum 'ff.}, n•1 der n-Tupel [ a~ , ••• , fJ. n ] • Die I~zidenz X I .o<. • i 
bedeutet <cx.*,,-e.) =0, also< ai11-*},11-,x'>=a 1<-n• ,n,>x"=ajtix'na~x1 ~o., 
~"ür o< fest ist das die 'Gleichung der Hyperebene 1L.", für X fest 
die "Gleichung der Kohypereb.ene A"(=Hyperebenenbündel). Für die 
Koordinaten ai von "' bzw. x J von X gilt dabei: 

< ,. * 11,. ) ( • k . > I' ·" • v, , i = a,11 , 11- 1 •a .. _o 1 =a 1 • 
(11,•1,,e > = <-n!l,11.._xk> =J'k1xk„x¾, 

3ATZ 5.1: Zu jedem Rechtsvektorraum ,J,0 mit Dirn 1f1 ~ 3 über einem 

(nicht not,·1endie; kommutativen) Körper K gehört ein 

:::irojektiver Doso.rguesraum 1f (10(!K)) mit dim lr(1O ([())=Dim1/)-'l, dessen 

I\rnkce bzw. Geraden die ein- bzw. zweidimensionalen Unterrö.ume von 1f) 

sind und dessen Ale;ebraisierungskörper isomorph zu K ist. Die Menge 

der Unterräume von 1/) ist oijekti v zur Menge dei· Unterräume von lf(1i7) 1 

uobei speziell den Kernräumen der nic11tt:t'ivialen linearen Aobilduneen 

_':on 1/) in iK die Hyperebenen von 1(10) entsprechen. Für Dim 'n".7(ooist 

c1..or zu T(iO) duale projektive Raum isomorph zum projektiven Hcrn..lll 

über dem zu 1fJ dualen Linksvektorraum 10*. 

s. ?. Der zueite Hauptsatz der pro,jektiven Geometrie 

:_\rischenoeoerkune;: 

ist f:K - K' ein Isomorphismus des Körpers Kauf den Körper IK' 

und ist l()(K) bzw.1{)'(K') ein Rechtsvektorraum über K bzw. [(', so 

heißt eine globale Abbildung f: 10([{:)-1/l' (K') mit den Eigenschaften 

( '( + 1Q) f - 1'.f + 1/')f 
( -tx) f • ( 'tf) ( xf) 
eine "halblineare (semilineare) Abbildung ,f/J -1()' zum Körper

isomorphismus f". 
Für f gilt stets .,(j1,if= .0--11·• Ist f bijektiv, so gilt ker f= t ow1, d.h. 

~,us ,e f= il"..,, folct 'l = -o:.,; f heißt dann auch "reeulär". Gilt zusätzlich 

Diu '{) (l't.:) =Dirn JO'(K') < oo , so ist ker f= l o-..,1 hinreichend für d.:ie 
·1 

:Uijektivität von f. Hit f ist auch f eine halblineare Bijektion, 
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und zwar ZUlll Körperisomorphismus t-~ :lK'-IK. 

Gilt speziell E=K' und .f= lK' so heißt f eine "lineare Abbildung". 

Ist eine lineare Abbildung f: 1/)(IK) - 1/J'(K) zusätzlich bijektiv, 

so heißt f Vektorraumisomorphismus. 
Für 1(}=1()'(~K=K')bildet die Menge aller bijektiven halblinearen Ab

bildur..gen 10 - 1(J bezüe;lich der Zusammensetzung eine Gruppe, welche 

die "halbli:".eare Gruppe rL(10) von 10" heißt. 

Die Unterg:::-J.p:pe aller bijektiven linearen Abbildungen 10 - I{) 

(Vektorra1.:.:-::a,.1toraorphismen) heißt die "lineare Gruppe GL(1/J) von '10 11
• 

Bemerlrnn.:;en: (a) In der Definition einer halblinearen Abbildung 
gecüt;t es ::::u ·rerlan::;en, daß f: K - 1K' bijektiv ist. Aus den beiden 
lli.genschaftcn yon f kann dann gefolgert werden, daß 1: ein Körper
isomorphis!'!·_;_s ist (vgl.LA). 

(b) ~'ür einen Körperisomorphismus f gilt bekanntlich: 
Ot:f =Oa~• ui::cl '\_f =1K,. 

(c) 1lür eine halblineare Bijektion f:10(!K)- 10'(K') 

e;ilt: Die Bil~ercge einer endlichen Menge l.u. bzw. l.a. Vektoren 

ict l.u. bz~r, 1.a. 

(d) Aus (c) folgt: Bei einer halblinearen Bijektion 
gehen eino.imensionale Unte:rräume von ·10 in eindimensionale Unter ... 
rfüune von 1()' über. 

Fol5erunr;en: 

1) Sei f: 10(I:) - 1()'(K') eine halblineare Bijektion. Wir definieren 

eine Abbildung -.ef:lf(10(K)) - lf(V'(K')) durch ('tlK)~f:=("lf)K'. 

wir zeigen: Diese Abbildung aef ist eine Kollineation (kurz :·"Jede 

halblineare Bijektion bestimmt eine Kollineation"). 
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Bew.: Nach Bcm.d ist ~f ei.ne Abbildung der Punktmenge von ll"(iO(K)). 

Zu (I): .ief ist global, denn 1R.f ist für nlle l'unkte 'l'.K eT(10 (K)) 

erklärt, weil f für alle ~, i) erklärt ist. 

''a!f ist injektiv: X= dC*1;1 K=Y =} t "l, 1-J 1 l.u. ==? 

X;ief=(-tf)K'A(Ya€,f)=(JOf)IK'. Wegen t-e,193 Lu. 
8

~ {-e.f,~fJ 1.u.=) 

~ x .e. r'*Y;e.r 
~f ist surjektiv: X'=>t'K' E T (1<'>'(IK' )) =;, -t'e Al)'"-. { v,zy}; da 

feine Bijektion, also surjektiv ist, existiert 'lf-10\toJ L"J.t "(f='f.1
~ 

=* (>e.lK)-e.f"'("t.f)K'=>e'K'. 

Zu (II): Sind Xce 'Q.[(, Y=i<) IK, Z=} 1K I E l (.f()(K)) drei kollineare ?unkte~ 

~l'l,11),}J La.Be~ l"(f,1<,)f, }f1 l.a. =:> ('{.f)K'=X.e
1

,(ll)f)K'=Y.ef, 

( '} f)K'=Z*!f sind kollinear. 
r 1 PA.rn.c 

Zu (III): Aus X,Y,Z nicht kollinear folc;t 1~,~ ,~l l.u. ~ 

{-ef,IQf, ~ fJ l.u. ~ X.?f' Y-aef, Z~f nicht kollinear. + 
Bemerkunr;en; (a) Ist f:117(K)-"n')'(K') bzw. g_:'rl'J'(K')-ii?"(K") halbline

are Bijektion zum Körperisomorphismus f:K--K' bzw. c:l-: 1-K", so 

ist f 0 g: !l)(IK) -1()"(K") eine halblineare Bijektion z;m Körper

isomorphismus f 0 g:K-K" und es gilt: ce 1°<ts= oef 0 ~. 

Bew.: (a) f 0 g ist eine Bijektion 11)(1K)-10"(K") mit • 
(-c+19)fo g" [('fH?)f]g = ('tf+1f)g: 't(f 0 g)+~(fo g), 
(-cx)fog: [(>tx)f]g: [('tf)(xf)Jg 3 '((fog)x(f 0 g). 

(b) >-eK)<*:t•(>tf)K'A ('i'.'K' )~,~('t.'g)K". 
' 'l K) "1 o ~9 = [ ( ,,._ K) ;ic rJ ce s = l ( 'f..f) K , J ;es ~ [ ( '€.f ) g J K" V -e K " 71 ( il) )} ==? 
('!.Kh,.9 n['t(f 0 g))IK"=[(~f)g]K" 

=> -;ef •.le3• ;ie f•9 • • 

(b) Ist speziell 1,?ail)' (~iK-K'), so ist 7('n'i) =li(1(i'). 
Zu f~ rL(W) gehört nach Folg.1 genau eine Kollineation ;e 16Pi'L(lf(\())) 
und damit ist eine globale Abbildung r'L('II?) - PrL(a('.())) erklärt, die 
nach Bem.a mit den Gruppenoperationen verträglich ist, also ein· 
Gruppenhomomorphismus. (Offen ist, ob dieser Homomorphismus surjek
tiv ist.) 

Zwischenbemerkunr;en: 

Sind W(IK) und 1/)'(IK') Rechtsvektorräume mit 3 ~ Dim 10=Di:n11t'=n+1 < oo , 

f:K-IK' ein Körperisomorphismus und fq., ... (fn1 bzu. {g:, ... q:l 
eine Basis in 1fl bz,1. 1()' , dn.nn existiert genau eine hal-::,1 ineare 

Ilijekl;ion f zum Körperisomorphismus f mit C?;,f= fli fiir i=O, ••• , n. 
d· • 

Bc;r.; (a) .Falls ein solches f existiert, so IT.'J.B, es no~~·,2,,c.is den 
Vektor ,e.s11) mit der eiI)ileutigen Di,J.];'Stell 1,mg 't= :i;, <;! 1x? 7 : q, X 1 

Üb<;irführen in H'.': ( '-.)jx1)f"~ ~ii').\xl f)~:~ix 1:r::it x'\ 00 :x:1- f (*); es 
mnstieri; also hocllstcns eine Losurr[;. 
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2) Ist lf"(11)(K) bzw. lf (1l)'(K' )) ein projektiver Raum über dem Rechtsvek
torraum 10 bzw. 1()' mit 2 ~ dim T ( 1/)(K) )=dim. T ( 1/)'(K') )=n <. oo , f :K - K' 

ein Körperisomorphism.us und tP
0

, ••• Pn+1 J bzw. lP~ ••• P~+1 Jeine 
Fundamentalfigur in T bzw. T', dann existiert mindestens eine 
halblineare Bijektion f zu f so, daß·die nach Folg.1 bestimmte 

Kollineation .ie.{ leistet P"'at.i „ Po(.' für oczO, ••• n+1. 

Bew.: Die Punkte P..: = ~" 1K bzw. P0/ =~~K' bilden ei~e Fundamental
figur in lf bzw. lr' ~ l q ••• •1n\ bzw. {q; ••• ~n') ist eine Basis in 'V) 

bzw. i\()' ~. es e~stieren. eindeutige Darstellungen <$,n+-t = t. qj e i.,: CXiej 

und <ln!1=J
0
qle'f =:q;e't; dabei gilt ej,i,O"Ae'j*O,;.für j=O, ••• n 

(ind.: e =OKo.B.d.A. ~ ~n•-1~H(q., ••• q,,-/~
1

Pn+1 6 P1 V ••• V Pn: 
Widerspruch, denn die Poc bilden eine ]hmdamentalfigur). 
Wir nehmen folgende Um.normung vor: 
- j _, ' 'j f'· . o -CH:=-<Jie *tr..,, 11 := ~ie ,i,o-'l'l, ur J= •.•• n. 
Ff., ..• f.1 bzw.fq~, ••• q~) ist wieder eine Basis 
nun gilt: 

d - - f -, _, 
41\tit i;:: -(.fo +.••+{.in, ,qn•-' = <.f! +. • .+ <jn • 

(NICHT summieren!) 
in 1(J bzw. 11)' und. 

Gemäß dem in der Zwischenbemerkung bewiesenen Satz existiert genau 
eine halblineare Bijektion f zum Körperisomorphismus f mit f1f=~1 
für j=O, ••• n. Außerdem gilt für f: 

f ( - - )f - f - f -, -, """, '-<¼nt'\ = {jP+• • .+t.gn 8 {jo +., • • +-qn =<so+•• .+q,..•<\,nt,i• 

Für die zu f entsprechend Folg.1 konstruierte Kollineation ~f gilt 

daher P joef =( ~j K).et =(~jlK)ae.t =(<1'if )K'= tgj K 1 = ~jK' =P j (j =0, 40., n) . und. 

Pn+1.e. f=(-<.! n+1K) ~r=(-q, n+1f)K'= 1 1 
n+1K'=P~+1 • • Bemerkung: Die halblineare Bijektion f ist nicht eindeutig bestimmt, 

denn durch \Po , ••• Pnl ist die Basis l1•,••·1~! nicht eindeutig fest
gelegt. 

3) Zwei projektive Räume lf(11)(1K)) und T(10'(K')) über den Rechts
vektorräumen 1f)(K) und t?'(K') mit 2 s dim T (1()) < oo und 2 !. dim lf (11)') <"" 
sind genau dann isomorph, wenn sie gleiche Dimension besitzen und K 

isomorph K' ist. 
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3e11.: (a) 1r iso;norph lT' ( 3¼' dim 7r =dim r 
l ,~, K =K' (*) 

alr; ale; • 
1'7ach 5.1, :l!'olg.4- eilt für d,rn Alr:;eoraisierungskörper Kalg bzw. IK'alg 
vonlf('IO(iK)) bzu. lf(1[)'(K')): ii( 1 .;;Kbzw. K' 1 ~K' (:). 

(*)A(:) ~ i'~;;K'. 
2. ß a g 

(b) Gelte nun d.it1 7f =dim 1'( <oo) A K;; 'K' (Körperisomorphismus f). :Nach · 

3. 7 existieren in p:!iO j ekti ven Ifüunen endlicher Dimension stets 

Fundamcntalfisuren, also z „ H. l F 
O

, ••• ,Pn+"l 1 c lf und { P ~, •• P ~+11 c. li~ 
Hei:;en dim lf =- dim l'kann l?olg. 2 angeuendet werden, und es existiert 

eine halblincare Bijektion f zw;; Körperisomorphismus f so, daß 

die Kollineation ;et=lf- lf' die beiden Fundamentalfiguren vertauscht 

~ lf kollinear lT' ~ Tf isonorph lT' • + 
4) Sei lf(1(J (K)) ein projektiver th.um über dem Hechtsvektorraum 1{J 

::ii t 2 !:. din lr =n <oo und "-: lT - lf eine Kollineation, welche alle 

Punkte c:er Fundaraenta1.fir;,.i.r l P" i C\ =0, ••• , n+1} einzeln festläßt. 

:J:rn.n existieren ein I~örperautor.:1orphismus f :K - K und eine halb

lineare Jijektion f: '17 (K) -11) (K) zum Körperautomorphismus f so, 

daß ~-~r gilt. 

_;,.):ier:rnns: Dies ist der erste s.chrit;t; um zu zeip;en, daß sich. ,iede 
,:ollin-2ation a::1(1/J(K))-- 1T(tl'(K')) durch halblineare Bijektionen 
er.fassen läHt; in Folg .4 wird die Aussage zunächst nur für ganz 
spezielle Kollineationen bestätigt • 

.. ::.:::- Vorberei tur;,::; cles Jw.1eises ::;ei[;en ·.'lir folgenden 

::21.fssat::;: Ist lf ein projektiver Desarguesraum endlicher Dimension iJ. 

·..;.;ld .e.: 11' -lf eine Xollineation, welche die Punkte Po<("'- =O, ••• ,n+1) 

einer 1-'undamentalfigur einzeln festläßt und zusätzlich alle Punkte 

einer Ver::>indungsgeraden von zv;ei J?undamentalpunkten, so ist ae die 
Hentitnt. 

a:>eH.: l"ür die Kollinetttio!l '<K'.: ir --· lr gilt nach Voraussetzung Pocae=P„ 
.'..'ür 0(.::0, •• • ,n+1 und o.B.d.A. _.!Po V P 1 = L. 
\lir zeicen zuerst ~I P 0 V Pk =L für k=2, ••• ,n+1 • 
• \.ls Verbfnclungsraum von n l'ur.kten cinor ~i'und~ment,:-lfi(,7.U' ist. 
lfu:=P0Vl'1V •• .VP"_1 V P1<•1 V ••• V P 0 „ eine l,yperebene und die 
Ucrac'i.e P1 V P„ liegt nicht in lT,., denn 1'1 t T,._ und 1'1< ,+ ir, .. ; nach 
3.2, Folg.5 lrnt daher P1 V P„ mit l,- cenau einen Punkt E 1 1< gemeinsam 
::i.:.t i::1. *' j l'1,P1< und ~ ... t Po V .t\, da Po ,P, ,P,.. nicht kollinear sind. 
/,,1s P"'~=P"' für0(=O, ••• ,n+1 folct (r~v 1\)~ =P,V P" A 1f,,~*=lfi~=tE1 ,.~=E1, • 
. /ür die ebene k1tokolline2.tio,·. a: J,f:IP.vP,vP. gilt .,e.1-?P.vP,"' L~ ael,P?.vP,VP, 
ist eine perspektive l(ollineation mit der Achse P0Vl'1, die außerhalb 
,.cer Jcchse die beiden versc:üedenen .l!'ixpunkte Pk und E 1 1< besitzt~ 
··~ oe/ 'i;lP.vP,vP, a l ; hieraus fol 0t; insbesondere .el,P.P.VPk~ L für 
k=1, ••• n+1. 



- 12? -

El)enso· wie man aus der Vorausoetzung ael,P •• ,.,•L die Aussage a?-lf.1P.vP .. -t 
für k=1 , ••• n+1 erschließt, folgt aus ~l'f.1 P.vP."' L nun 'ile l 'f2p v Pe = t 
für l=O, ••• n+1" l'l'k. ' 
Do.mi t ist .r:. eine hollineation, die alle Verbindungsgeraden P"' V Pß 
(ex: , ß 1 * ,6 t O, ••• , n+,,,1 } ) uer funkte einer l!'undamentalfigur einzeln fest
läßt. 
1lir benützen nun vollstänclige Induktion. 
I:J.fö.ll:tions:1m:w.hne: ~ 1 :e, VP„1 V ••• V P"'"' = L ( oq* ock für i4'k " oc, 6 {o, ... n+1} , 
2fm<n) für alle aus {P .. ) zu bildenden (m-1 )-dimensionalen Verbindungs
r::hme. Um .el.P,..,VP«~V ••• V P .. .,,.='l für allem-dimensionalen Verbindungs
räume zu zeic;en, e;er..ügt es etua aelJ:>0 V ••• V Pm = t zu erweisen. 
p-;:_r P 0 V ••• VPni-<=!1frn-i gilt nach Induktionsannahme aellrm-•=L und 
1f.,,_4 ist ei!'.e riyperebenc in lrm:=Po V ••• V P,,, =* ~llfm ist eine 
pcrspektivo ,Collir:eation mit der Achse lf 111-~. Die Gerade l'rn-i V P111 
liect (wegen Pm~ 1f .,..-1 ) nicht in der Hyperebene lf m-A 

1
~' der 

einzic,:e Punl:t; von P"' -~ V l'"' in lf rn-, ist Pm-~ ~ 3 P•P.;,_, V P,.. mit 
P* 1 P..,~. ,P,,, ~ P~ lfm-1. Nach Voraussetzung ist P.,.;.ie_ =P,,, ,aund aus ae IP« V Pr.,•l 
folgt Pa?.=P =} die perspektive Kollineation ~ 1 lrm hat außerhalb der 
Achse lf,..-~ zwei verschiedene Fixpunkte P,P,,.,'~·aelim•L, 
Filr m"n ergibt sich 2e!PoV, •• VPn- 1 ".ellfa~~. 

Devr.: Von der .!!'undal!lentalfigur P« = 1« K für t>(.=O, ••• n+1 gelangen wir 

,,rie im DcHeis von Jo'olg.2 durch Umnornrung zu einer Basis fi., .... qn} 
r;üt P-i, = i[{ K für i=O, ••• n und ~n« = <f.+ •• • +if., • 
fü•,ch üem Ileweis des Hilfssatzes gilt für den Punkt E0 1~ TI;,1=P2 V •• • VP n+1 
dann E01~=E

0
~ mit E01 ,P0 ,P1 kollinear und E01 *1P0 ,P1 • 

E01 = 11 011K,P0 ,P1 kollinear ===* tt.01 = tfoAo+ <{,A~ (*). 

Eo_, i;.lf o1 ,~~ 11,01 G H(<j 2 ,•••q,,<S n+1) ==} 

~o1= q,_i\,+. • .+ -ifn An +(,if.+. • .+-<Jn) An,1 (!). 
(*)A(t)A [q., ... ,q'0 } Bäsis= \ 0='i\n+1 ,'-,="n+1 , 0=71j+An+1 fiilr 
j=2, ••• ,n ='l ?to =A1 = 1'1- 01 =(.q0 +<7~)110~1101 K=(q°.+<f,)[Co 
ün den Körperc.utonorphismus 1:' :K_.,. K zu konstruieren, algebraisieren 

wir au~ der Geraden P0 V P1 =:-p,. Hir wählen dazu 0=P
0

, E=E01 , U=P1 , 

ur.d fi2,,+,.} = Kalg ist der AlGebraisieru:ngskörper von lf (1(.)(K)). 

h 1 ist isomorph zu Kund nach 5.1, :B'olg.4 ordnet dieser 
a g • • 

Iso·morphismus µ.:,P,=Kalg, - K jedem Punlct X "-11~ die Zahl Xj-l=x e. K zu, 

Ho bei c;il t X= it K=( ifo+ ~;x)K; diese Darstellung ist eindeutig. Wir 

definieren f:K-K durch: 

f:= /J- 01 
0 ~1-?,, 0 µ. 

f: ist ein 1,örperautomorphismus: 

µ,und,-, sind Körperisomorphismen; da O.e =0, E.e. =E und U.e =U,ist analog 

zu 1.'12, ?ole:.2 die Kollineation 'ile mit den Körperoperationen. in !p,~ 
verträclich ~ i' ist Produkt von Körperisomorphismen~ f ist ein 

hörperisomorphisl!lus h: - K, also ein Körperautomorphismus. 

f leistet 
,.,-.. 0 JJ. 

x(c K) ,_.. X,,,(q.+f,x)K(lf2,) 4 Xoe =:(<j0 +~,x~K -- x', also xf =(X.e),u., 
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Nach Folg. 2 existiert zum Körperautomorphismus f: K -- E: i.;.nd ,,u.r 

gec;ebenen Fundo.nentnlfie;ur lP.J in 1r mindestens eine hnlblir.o.'.lro 

Bijektion f: 1()-,\(/ so, daß Pc<'iitf =Po< für<X=-:O, •• ,n+1 r:;ilt (dabei 

läßt f die Basis {-if, 7 ••• if,J fest). Es geniigt .e1 == 3t zu zeigen. 

Pcxie=P<>< 11 P<>< .e.1 =P"' •• für o<=O, ••• n+1. 

Für einen Pun.l{t X =(f.+<j. x)iK tfl., gilt nach Definition von x': 

X;-e .. (q.+cj1 x' )K 

X:ie.tm('e-iK)oe.t =('tf2K~[(<f. +Z{,x)f]K=["Sof+(i, f)(xf)]iK~[~0 +[f,x' ]iK=Xa: =;. 

X-ic. =X'cCt V X q2x /\ P 1oe. =P 1;ief=P1 ==? a>.l '(1 P.P, = ae.1 1 f.l. P.P, ~ 
~oe./ =<:~ ist eine Kollineation lf--lf, welche die :C'unda::ientalfigur 

fP,,1 punktweise festläßt, und fi.i.r die ~l,PP,P, =L r,ilt ~~=i.e.ae.r' 0 l~~~;.;.{ • 

• 5) Sind 1r(YJ(IK)) und lf('\D'(K')) zwei projektive Riiune über Eechts-

vektorräumen mit 2:Sdimlf(W)<oo und ist ae:lf(t?)-7f(W') eir.e 

Kollineation, dann existiert mindestens eine halblineare Bi.jektion 

f: 11) -10' mit :ie= ae1. 

Bew. : Nach 1!,olg. 3 folgt aus den Voraussetzungen dim T (',')) =dim ir(i')') =: n ,,., 

IK~K', d.h. es existiert ein Körperisomorphismus f
0

:F:-?: 1
• Nach 

3. 7 existiert in T(10) eine Fundamentalfigi1r tP , ••• P ,.\ und 
0 :l+ 1 

{P
0
.e,,:P~,,..,Pn+'l~=:P

1
~+'1} ist eine :B'und2.m<rn~alfigur in lf(V)'). 

Nach Fole;.2 existiert zm1 Körperisomorphismus f 0 nindes~ens eine 

halblineare Bijektion f
0

: V)-1()' mit Pix öet, =P; =P«ce für c<=O, • • ,n+1 

~ die Kollineation ~·<1li.~ : lr (1r;)- 1r (1()) Uißt die I'undsz,c:ntalficctr 

[P-< =O, ••• ,n+1! punktweise fest; daher existiert nach ?olc;.11- ein 

Körperautomorphismus t 1 :K - K und eine halblineare ,.;i~e}:tion 

f
1

: ,j{) --1() zu f1 mit .ief,=.ie·~f-_~ => ~ = aef, 0 ~t•. Uach Folr;.1, Bem.a 

ist f1=f
1 

° f
0

:W -1()' eine halblinearo ßi,jelction zu::i Körperisomorphis

mus f :cfff
0

:K -1K 1 und es gilt a".=a€.t, 0 aet. • :.et,•f. • illt • 

• Bemerkung: Zeichnet man in 1iJ b?:H. 11)' je eine L&sis { 11,., ... 11-"! bn1. 
t~;P„11~! aus (2 "n< 00 ), ~o ist die hnlblineare Bl,jcktioYc. ::.': 1()-1()' 
zum Körperisomorphismus f :K-·-JK' nRch der '.1,1-1ischeno<?r:ier?::unc; vor 
:i!'olg.2 durch die !1cmge [-nof, ••• ,11.nfL \·1elche ci.r.c n<,ue 1Arnis in 1()' 
darstellt, eincleutip; :feste;elegt, un<l Hird d:ilier d.urc:i die (n+1,n+1 )
I-Iatrix (a'/), uelche durci1 -nif~1i'k a'.kmit a't~K' definiert ist, 
völlig besc~rieben. l , • . • 

Gilt 'l=1t-1 x 1 6'11), so ist -ef=('!\-ixi)f=t1-;f(x'f)=r,;a'i (x 1 f), 
Andererseits besitzt -ef.'.0' eine Darstellung -c.f=<fl.'ixit; da die 
Darstellung in einer Basis eindeutig ist, folgt 

x'l<•a't(xir) mit a'f•K'. 
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Da f eine Bijektion ist, gilt ,e.f=o-.,.-. 't. • o-.,, also .a;<xi-i)-e>..=>x.i-q, 
da x0 = •• • =xn=O„ p;leichbedeutend ist mit x 0 f= ••• =xnf..O,;, hat • 
das System a 'i z •j „oK, nur die triviale Lösung und daher die 
Matrix (a'?) den rechte,o. Zeilenrang n+1. . 
Zu f gehört die Kollineation 'lll1:T(10(1K))-T(10'(K')), welche 
nachFolg.1 durch Xae.t=('t.K)a?t =(-tf)K' bestimmt ist und daher 
bei festen Dasen in ,r, und 1()' die "Koordinatendarstellung" 
(x°, ... xn)Ki-(a'j (x1f), ... a'j" (x1 f'))K' besitzt. 
Dafür ist auch die Sckreibweise 

x'~ i'•a't(xli:) mit ~'EK'\{Ol(J 

üblich. 

Zwischenbemerkungen: 

( 1) Ist 1K ein Körper und a e K '\ { 01, so ist die Abbildung ja :K- r:, 
die jedem x 6 K das Element a-1xa 1a K zuordnet; ein Körperauto

morphismus ( "inne_rer Körperautomorphismus"). Zu· jedem a c;ehört 

ein innerer Automorphismus ja, jedoch folgt aus atb nicht not

wepdig jatjb. Z.B. gilt für einen kommutativen Körper ja= L1, 
"i/ a , K \[O}. 
(2) Unter einer "Dilatation" des Rech.tsvektorraumes -ff) (i;:) ver

steht man e.ine globale Abbildung ja: 1/) - 1() mit ,e, j
1
f= ,e a, 

wobei aiKiOl fest ist. Dann gilt: 

Die Dilatation ja ist eine halblineare Bijektion zum.inneren, 

Körperautomorphismus ja. 

( ) »~+- ( . ) )&j. • 
Bew.: >t.+11 j 4 = 'f.+'l'J a=>ea+:i,?a= '<-ja.+"'}ja. 1 • 

(-ex) j:Y.·(-tx)a= "t(xa)= it..(aa: 4 xa)= -e.a(a-~xa)'.!e1·( 't-ja.)(xja); 
d.h. ja. ist halblinear zu ja_. Aus der Definition von ja. folgt 
unmittelbar, daß ja. bijektiv ist. • Bemerkungen: (a) Spezi'ell für einen kommutativ~n Körper ist j 
für alle a E [{\ \Ol die Identität und daher ist jo.. dann eine lineare 
Bijektion ja: 10 - W, also ein Vektorraumautomorphismus. _ 

(b) Alle Dilatationen von f) bilden eine Untergruppe 

J(1')) von rL(~), welche (für Dim10~1) isomorph zur multiplikativen 

Gruppe des Körpers K ist. J(-1()) ist Normalteiler von rL(11?). 

Bew.:(I) Jedem aEK\fOl wird genau ein jo.~d(W) zuge_ ordnet und um
gekehrt; zu atb folgt jo.+j~ (ind. Ja=J.: Da Dim-111•1~3-ce10\fi1'3=t 
~ "(.jo.a-Ca-='€jb:'1'.b=t ie.(a-b)=-0-A'(.*0- ~a-baO: Widerspruch) und 
außerdem ~il t Jo. O jb cja,b wegen: 
'C.(j" oj~ )•('l'.jo.)j- •(rt.a)jb'"("-a)b=>t(ab)•'!'.jo.b 'v'f.." iO. 
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(II) Sei j"- c..J (i/)) und f.i1 L('lf)), Nach 1,8 ist C 1 ja.f q,9, (!,?) 
zu zeigen. · . • 
-t{r 4 jc,.f)m((--e.r 4 )jo.Jf,.[(,e.r- 4 )a]f~(,er~ f)(af)=-e(af) 0 'tjo.f 
af•K\l03 wegen a•K\t01= r 4 ;Jc,.f~;Jaj t:~(U)). 

(c) Ist speziell K kommutativ, so ist jede Dilatation 

linear und -<.$ (11)) Normalteiler von GL(1/)), 

Bew,: ja.H~(ro), j::x!-;,-a·AJca=X Vx•IK=*jo.e:GL(1i?), 
f• GL(10) ~ f= t,_~ r 4 j o.f=ju • ~ (10) nach Bem. b. • 
6) Seien 10 (K) und 1/)'(iC) Rechtsvektorräume mit 3 ~ Dirn 1(,) (IK). Die 

halblineare Bijektion f: 1() ~ 1f.) beschreibt genau dann die 

Identität von lf(10), d.h. ~ 1= L, wenn f ._ 'J. (W) gilt. Zwei halb

lineare :Jijektionen f:i0(1K)-10'(K') und e;: 1/?([,;:)--1{)'(ITC? beschreiben 

genau clann clie gleiche l{ollineation lf (10 )- 1f (10'), d.h. 8et=at9, 

ucnn es eine Dilatation j ,1:.cJ.(101
) zu a'1o IK'\\0",lgibt mit g=f·j~,· a . ,,. 

:Je,·r.: (a) Vs.: ja e .J. (1{}), Beh.: .e.j,,_= L. 

X-.e.3.,=(-t. [()'1€..io. =(,e.ja)K=(-ea) K='tiK=X \IX 6,(.2. 

(b) Vs.:f:10-117 ist eine halblineare 3ijektion mit 3€.j= L, 

Jen.:3 aEK\tqJ :nit f=ja. 

V X .:f2 eilt X~ 1 =("tf)K= -e E=X =:> --t f 6 >t !K. => itf=,e. a'I. mit a.,_• [(\ t 0"\; 

uir sind fertig, Henn gezeir;t ist, daß clas Skalar a "t.. nicht von 

der Wcilil des Vektors ,e, abhängt: 

('t+11))::'= -tf+v;f=-ca-t-+1Qa"l } 

(t+ll))f= (tt+~)a-e, 19 =t:a.,..'? +1Q a.,.."l 

Sind {~,1?1 l.u., so folgt hieraus a't.=a't•li)" .a 11 =a-to;=} a.,_ =a11 -:a. 
Sind { "(., ~l l.a. (" -t,~I* er-), so existiert wegen Dim 117(1K) 2. 3 
ein Ve::Ctor , mit \"C,} 1 l.u. ( =9t 11J dl l.u.) und man erschließt 

wie oben a't =a"J =a 1 =:a. Wegen -o-f•o-m. -o-a gilt daher 'lf="C.a 'f/,e•1{).; 
(c) Vs.: g=f•j ,, Beh. :-ie9 =-ae.f. 1 . a: 
X">(,E;=(tK)oe.g=(,eg)K'=[-t(foj~)] IK' • [( -ef)a') K'=('e.f)[('=X~''-r 'tJXcfJ.. 

(d) Vs.: f ,g halblineare Bijektionen 11)-V)' mit :ie.1= oe 9 , 

Beh. : 3 ja, '= J. (tm :oi t g=f•j ,• a . 
;ie =oe => 'le ·_

1
0~ : T (17' )--V (1()') ist die Identität. Wegen 

g f f g (b) \ l -1 . . .er-·· ~g= ~r-1. g gilt ""r-•. g= l =:, 3 a 
I 
GK '\ 01(1) mit f O g=J a'"9 g=f O Ja• • 

• :3eraerkungen: (a) Durch -ae wird f nur bis auf eine Dilatation in 117' 
bestimm:!:;. Da nach Folg .1 , Bern. a zu f je,• der Körperisomorphismus 
f .j,.,:~(-- K' gehört, wird durch ?e. der Körperisomorphismus nur bis 
auf innere Automorphismen von IK' bestimmt. Ist speziell IK(,;: K') 
ko=utativ, so ist die Identität der einzice innere Automorphis
;;ius und daher f durch -ae eindeutig bestimmt. 
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. (b) Ist {'ll., ••• ,11.n1 bzw.{11,;,, •• 'lt.~](3in<00 )_eine feste 
Basis in 11) _bzw.11)' und besitzt f die Koordinatendarstellung 
x 11<=a't (:;,:l:f),so ist wegen 111fjo.•=(11-1 f)a'=(11-~ a't )a'=11~(a''J a') die 
'.i.'ransformationsm::>..trix durch -ie. bis auf einen Hechtsfaktor a'" K 1 \{O",} 
beDtil!]l!lt, \·12.e dies auch in der Koordinatendarstellun(l; von 1e.. · 
in .t!'oli:;. 5, Bern.. zum Ausdruck kommt. 

Sei Heine Untergruppe der Gruppe G. Ist a ein beliebißes Element 

aus G, so hdßt die HonGe aH aller möglichen Produkte ah, wobei h 

die Fntergrup:!_le H durchläuft, die durch a definierte "linlrnsei tige 
Heber.zla:rne" der Gruppe G nach der Untergruppe H; analog ist die 

"rechtsseitie:c Lcbenklasse" Ha erklärt. 

Ist speziell H ein lformalteiler, so gilt aH=Ha V a c G nach 

.Dcfini tion eines Hornal teilers .Die Ifonge aller Nebenklassen nach 

einem liorrv'-1 teiler lI heißt "Zerlegung der Gruppe nach dem Normal

teiler E". iür die liebenklassen einer Zerlegunr.; nach einem Normal

teiler H ::ann eine !Iul tiplil:ation kanonisch definiert werden 

du.rch aH.bH:=(c.b)H 
gec.Hifl tiplikation in G. 

Die Zerle1_7;ung der Gruppe G nach dem Normal teil er H bildet bezüglich 

dieser Viu.l "ciplil:a tio:1 selbst eine Gruppe, welche die 11 .l!'aktorgruppe 

G/H von G nach I-I" heißt. 

Sei µ : G - G' ein Horaonorphismus der Gruppe G in die Gruppe G 1 

und e' das neutrale ßlcment von G'; unter dem Kern von /.l versteht 

i::an die lk!lße ker ;-t-: = "f x €GI xp, =e '3 • 
:C:s gilt ( "IIomomorphieso.tz fUr Gruppen"): 

Ist µ.: (,-G' ein Homomorphismus der Gruppe G in die Gruppe G', so 

ist ker JJ- eirr lformal teil er von G; ist fl surjektiv, so gilt 

G /ker µ;;; 0-'. 

7) Die Kollineationscrur,pe PrL( 1f (W)) des projektiven Raumes 

lr (t')) über dem Hechtsvektorraum 10(K) ist isomorph zur .l!'aktorgruppe 

der halblinearen Gruppe rL(n) nach der Dilatationsgruppe J(10) 
( =-l:orma.l teil er): rL(I())/ v (fil) ~ Pl'L( lf ( V7 ) ) • 

Bet1.: Die Abbildu!lß µ:rL(10)- PrL(lf(iO)), die jeder halblinearen 

3ijekcion f die :i.-:olliner.tion ot1 zuor<lnet (vc;l.5.2, 1-'olg.1 ),J..st nach 

5.2, l•'olt::;.1, j3em. b ':IC:_;cn ref
0

,,.=il2r·-tc; ein Gruppenhomomorphismus, 

."J.:;o U 0 c)f1- =fµ.•r,;µ,. Die Abblld1mr; µ. ist sogar surjektiv, denn 

n:;.c:1 ':ö.2, .c'ol::;.5 c,:ds~i,,rt zu jeder ii:ollineation aeßl'rL(lT(V))) 

n.indcstens eine hn.lblincare ;}ijektion f:. 11)-'\{) mit 'de=cll,f, d.h. 
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f,,u,"'~. D;::ts neutrale Element von l' rL(lf(1(,I)) ist c~ie I5.8ntit1it l ~ 

ker /J- = {ff rL(10) j fµ. = Ly 11111 } • lfach 5.2,iolc.6 oo:::c:--,:'eibt eine 

halblineare Bijektion f: 10 - 10 i:;enau dann die Ide::ti tät von lf (W), 

wenn f t V (1()) e;ilt, c1. h. ker }'-= J (10). \/endet rao.n 8:-1:· 1-'-- den 

Homomorphiesc1.tz an, so err;ibt sici:J.: 

r L(if.J )/J. c10) 7'.' rrLcirc10 )). • 
Ilemerkun;,;0r1: (o.) Fach Ausz.eiclmun;:-; eir..e1' 3asis f r~, •• , 11-n} 
in 'k7 ist eine halblineare Bijel:tion f: 10 - 1n ;.;· _ _;_r,1 • t--:imorphis-
mus f :IK-IK bestimmt durch 11,if=1>,,a~' mit a~'qi;: und rechtem Zeilen-
rang (ak1' )=n+1,und f besitze ne.cll Folc;.5, ,.:cm. die Koo:::-ci.ir::aten-
darstellunq_, k' .• 

- x =a · ( x1 f ) , 
uobei -tf= 11-,, xk't gesetzt uurde (die gest:c·ichcnen I:::c:.:::e:; ~0noren 
zum Bildvektor und laufen i-rie jeder Index von Obis n). 
Die Kollineationen ;iesPrL(Tf (10)) haben dann die Koordinatendar -
stellunc;en 

k1 k' ' • 
x ~ • a 1 (xtf) mit ~EIK\{O}. 

(b) Dincl lf(10(E:)) und J(l{)'(K')) proje}-:ti·:r:: ~.ifo.c10 lei
cher (endlicher) Dimension(;,2) mit K~IC', so .fol;'.t Di= ',() =Di;ci Au?~ 
und daher ist 11) ([C) (vektorrau:n-) isomornh W'(E') ~ ,=,(',,')):;trL(1fl'~; 
wc_con Ls." [,' ist J.(10 )~iJ.(W')=> rL(1() )/vi (11)) ~ rL('{I')/-}, ('n'J') F~ 

Pr L(T (',0));.: PrL(1f(10')). • 

Zwischenoel'!orlrnnp;: 

Seien 1/l([() unc11/)'([(') Rechtsvektor.räume m:L t 3 ~ D"c::; ';() =J~-= 'o)'< oo 

und f: 1() ~ 1()' eine halblineare :Gijcktio:-1 ztm Kör,:;>::ri::-)::-,orpr..isr~us 

f:K-K'. Wir c1eflnieren eine Abbi.lduns fT:'\/)'*-1/7*, ::.::.:lca::: wi:::- dis 

Wirlrunc der Lincarform ut'•fT auf einen bolie1)icen ~r:?:.0or >-e,61/) 

ancebon: 
(Ul' •rT -t.>: 2 <a.'. 'lf>f-1 V 0!. 1 *e1/)'. A V re. 11). 
~ ''-"' .__,,._., ~ . 

E ,ff}• E10 (V}'• ,f)• 
, K --",....,K.._' __ _ 

T •K 
f heißt die zu f transponierte Abbilduns. 

m 
f:i; ist eine halblineare Bijektion zum 1T" • • • r' -1 

0
,r 1 - ·-~.· i.orporisomo:::-pr~1.s::r.1s ""- .-. 

Bew.: (1) (ut'*+f.-'*)fT„ut'*fT+ß.'•fT. :D,f. dcrA~<f ;n ho=,~1,K) A 

<(OC'*+{,.l*)fT,'t) O",,f, (O('.*+ß.'*,~f) _f '_,1 _/ 1-, Korpu"o"'ocpn,•~~• 

•(1.11.'•,'(.f)f·4 +((,_'*,it.f>f-~ :D•t.:•J (<J< 1 *fT,'<->+(er 1 •fT, -e) ,/' (Ul.'•f•+(r'*fT,'(.) 

'v'oe'-1.?, Def,der Add.in Hom (f/J,K) 
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8) Seien T(10(K)) und lf(\l'l'(K')) projektive Räume gleicher (endlicher: 

Dimension ( ~ 2) über den Rechtsvektorräumen 1()(1K) und -il>'(K 1 ) und 

sei~= lf(iO)- T(ilJ') eine Kollineation;diese kann nach Folg.4 durch 

eine halblineare Bijektion f: 1{}-41)1 beschrieben werden, d.h. 

a:'.=~- Iüt -ie. ist die duale Kollineation ae.*: ~*-,P.'* der Hyperebenen 

verknüpft. 

Die Abbildung ~· .kann durch (f~-1 :f)*-11)'°* beschrieben uerden, d.h. 

es gilt .e.*= -tr'" = ~,pr•• 

Bew.: ~fc ist eine Abbildung [lf ('IO)]* - [1f(1/l')]* und atw,·• ist eine 

Abbildung lf(-11)*) - lf(1{)'*) definiert d,urch Folg.1: (KUL"')~fTJ"'= 

=K'(u.*(.fT)-1 ) (e lf(10'")). Bevor ~r'· und ~pr•verglichen Herden 

können, müssen zuerst [11"(11)]* und lf(10*) gemäß 5.1, };'olg.6 

identifiziert werden, d.h. wir setzen K (1(. *= lf (ker ll'..*). Sei fo1 eine 

Hyperebene von 1(1()), also ein Kopunkt_ c:., so gilt nach 3.8 und 

5,1, :t•'olg.6 T.._= 0<= T(ker «!')=!Kot* und damit: 

o<.cer*= [lf(ker ci')]~i*= t-e1Kd"(10)l<ut*,-<e> =o.J .e.t ={(-eK)~f =('f..f)IK 1 t 

e 1r ( '{)') j <V<.* , "(. > =0...} = { ,(! K' €. 'f (Im 1 <. Oi'. ", '<-
1 f-1 > .=O,J. . 

Entsprechend der Definition von (fT)
4
gilt 

c:i= <ot.",,e:r·• > = <a"(fT)-",'C.1>f~<a*(:f'T)--i,'t 1
) .. 01<'· 

Dami.t folgt: 1«...,1.f,k~+;o. nnch s-.<, ,.r. 
°'~r=['i!.'KET(10' )1 (a"(fT)-\-e•> .. oKs=if( ker ()("(fT)-~) I. 
=K' (it* ( fT)-"' /·;:f·1(K '{.("') .ie cf"ri ~ 

-i)er'" und -.iecp>·• leisten für alle Hyperebenen lfo< dasselbe. 

• Bemerkungen: (a) Es sind auch andere Bezeichnungen gebräuchlich, 
die von unseren verschieden sind.Statt von der zu f "transponierten 
Abbildung" f 7 spricht man auch von der zu f "dualen Abbildunr;". 
Diese Bezeichnung würde bei uns zu Irrtümern führen, denn fT 
e;cht von 1D' * nach 1/l*, während bei uns die duale l{ollineation von 
lf * nach 11"' * e;eht. 

· (b) Zeichnet man in 1() bzw. fil' je eine Basis \~o, ••• ,n,1 
bzw. {11-~ 1 ••• ,'11,.'} aus (2~ n<oo) und ist {tt* 0

, ••.• , t1,*"1.bzv.{·n:••, .... ,~"'.} 
die duale Basis in 1()* bzw. 1{)' * 1 s.o gilt ( ,n.<-i, 11-~ )m J! und <n'"'I, il~)aJ!, 

Jst f:1()-1()' eine halbl_ineare Dijektion zum Körperisonor:i:i1lisnus 
f :K - K' 1 welcher bezüe;lich der obicen Basen die Koordinaten
darstellung x'" =a'f (x 1 f) besitzt, so gilt für die tr:ansponierte 
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halr)1ineare :i3ijektion fT:.1/J'*-11)*, welche (l(. 1*=a111••lT 
überfLlicrt in ut'*fT =arii*t c;emä.ß der Definition von f : 

<o..'•fT '!)= (a·<11>•~ 11- >x")=a x" . } "'xkEIK----' • i J.~ k. • • •1 V --,. 
(i,l

1 Q,'tf>f,- 1 ';(a'~(-n.1 •i,11-t>a 1
: (xkf))f" 1~(a3a 1nr x" 

akz(a',;.a•:)r~ . 
Nach LA existiert zur Matrix ~a'J) mit dem rechten Zeilenrang n+1 
eindeutig eine durch a ~· «. 't =dL besti=te rechtsinverse Matrix ( ot,\k) 
mit 0c'~•K' und dem linken Spaltenrang n+1, und damit lautet die 
Koordinatendarstellung von (rTr' : 11}* -1[)'. 

: :.a'·'z(a f)~'e" 
~,- ·zu'- (fT)-1 gehört die duale Kollineation oew1·< =<"r* :[lr(~O(IK))]"---ür(1fJ'(!K')~~ 

welche nach Folg.5 1 Bem. daher in obigen Basen die Koordinaten-
darstellung 1 

r 

besitzt. 

e 1 1 ' r") 1k , a 1 = lB" 0<.- 1 mit f .:K'\{O",J 

(c) Ist speziell 0~~· und f linear, also f= tK, so 
wird f b,zw-_,fT bzgl. der Ba.~is {1io,•••,11.0 J bzw. {,n.0

, ••• ,11-•n3 
durch x• = a 1x); bzw. a,~aj,at beschrieben, also durch transponierte 
Matrizen. 

SA·:;,,: 5. 2: Jede reguläre hal blineare Abbildune; 1r/ (ff() - 11)' (K') be-

schreibt eine Kollineation cef: lf ( 10 (IK)) - lf ( 10'(1K')) und 

.jede i:ollineation läßt sich durch eine halblineare Bi,jektion be

schreiben. Zuei halblineare Bijektionen f und c; beschreiben r,enau 

J.ann dieselbe Kollineation, wenn es eine Dilatation ,jo.,: W' -~ 1()' 

::ü t g=f•j a• i:;i bt..=J 
.>.:si projektive :·(äume über endlichdimensionalen Hcchtsvektorräumen 

~I) (i~) und 1() 1(1' 1 ) sind genau dann isoIJorph, Hcnn sie gleiche Dimensi

on (~2) haben und K isomorph[(' ist. Beschreibt f die lCollineation ie, 

::;o oeschroibt (fTY1 die duo.le Kollineo.tion .e". Die Kollineo..tions-

7u:,pc Pr L( 1f ( 10 (I:)) ist isomorph zur Faktorc;ruppe der hal blinearen 

,;ruppe rL(1/J(IK)) nach der Dilatationsgruppe J(1{) (IK)). Zwei pro

jektive s,äume gleicher (endlicher) Dimension ()2) mit K isomorph K' 

;:,esitzen isomorphe Kollineationsgruppen. 

~,emerkungen: (a) Wir führen ohne Beueis an: Bis '.'.J" gelten d:i.e Aus
sacen auch für uncndlichdimensionale Räume. 

(b) }Jin Beis:'.)iel eines projektiven Raumes der Dimension 
n ffoer einem gec;ebenen Eörper E ist der uri thmetische pro,j cl::ti ve 
:,aun lf(ö2. llH ). Alle projektiven Räume 1f (über Hechtsvektorräumen) 
nit dim lr=;n(3fo< 00 ) und K0 , !!({ sind nach Satz 5,2 zu lf(ill nt-1 ) isomorph • 
. ;u jcdc:::i .Alc;cbraisieru!\_";Skörper gibt es einen projektiven llesargues
raun vor::;eschriebener Dimension n (2.!. n < 00 ). 
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(c) Satz 5.2 heißt der "Zweite Hauptsatz der projektiver 
Geometrie". Er gilt für jene projektiven Häume, die sich als pro
jektive .?..äume über Vektorräumen darstellen lassen. 

~;. 3. ?:orrelationen in nro,7ektiven 1läumen über endlichdimensionalen 

Hcchtsvektorräumen 

\-!ir setzen i. f. stets 2 ~ dim lf(10) < 00 voraus. 

Zwischerbe'7erkunr;en: 

(1) Gei Lein (nicht notuendie: kommutativer) Körper mit der 

.Addition + und der Mul tiriJ.iko.tion • • Aus K kann der "entgegen

::.~csctztc Y.örpcr a~~" ("Antil:örper") zu K konstruiert werden, indem 

:-:-,nn für die Hengo aK setzt °i<=K und die Operationen :/: und ':

cle.:'i::üer".:; d.urch: 

aio:=a+b, a':b:cb.a Ve.,bl6K=8JK. 
IJ3.mi·:; ist, ;-1ie man leicht sieht, aK ein Körper. Speziell für einen 

l:o=utativen Körpe:- K gilt 8iK=K. 

(2) Sei 'vi(J Dine abelsche Gruppe, .IK ein Körper und 1tli?(K) ein Links
vektorraum mit dem skalaren Produkt • :IK 111.n- 1\0. 

;~= LirJ:svektorraum W) (K) soll nun der "entgegengesetzte Vektor

:rai.'...i:1 11() (31:)" ( "Anti vekto:".'raum") erklärt werden: Die Vektormenge 
W(8K) ist die Vektormenge 11//(K) und die Vektoradditionen in ff0(8tc) 

und in ~?(K) stimmen überein; in 110(K) wird eine skalare Multipli

kation ~ :110x 8tc - 11(? definiert durch 

-c.E!'x:=x.it. '\l'(.~1\0 " 'v'x! K=8iK. 
sJalare Mult. in -wJ(IK) 

Mit diesen beiden Operationen wird 1U)(8tc) ein Rechtsvektorraum 

über 8K. Die Abbildung, die jedem 'tli1IO(K) denselben Vektor 

't" f.()(8K) zuordnet , ist ein Vektorraumisomorphismus, also gilt 

-1\()(IK) a f.ll (8f:); man darf daher identifizieren. 

1) ~un LinJ:svektorrnum 1,lf)(r,;:) c;ehört der projektive Haum lf (11/)(IK)), 

dessen I>i.m.:~te <l.ie eindimensionalen Unterräume K-e. mit 't' 110\ t <rl sind 
;:;um H0chtsvel-:torraum 11i7(f¾C) r;ehört der projektive Raum lf (fl)(aK)), 

<.lcsser:. l'unltte die einrlin<2nsionalen Unterräume 't.l( mit ,ct 110\_ { o--1 sind 

Die fot,nti:'i.1:2,tion von ·rlO(K) und tl0(8iK) bewirkt eine Identifikation 
von lf(110(1:)) und lr(WJ(an:)) c;emäß ll.C-t=ie.a!K. 
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Ist lf('I() (E)) 0.in projektiver n,,um zu~1 ncc:1ts·1r.,~:torr:nu:1 '{)(;:), so 

gilt Kalg ~ K. Der duale projektive 11,mm [li(',O (fi,)]* lrnrn, n::cch 

5.1, Folr-;.6 mitl(1()"(!0) identifiziert 11crd0n, ,·'Or,ei l(117*(K)) 

oin pro;jektiver Haum über üem Linkcve"i-ctorr"~1:;i 'i/l*(E) ist. Dieser 

Lin1rnvektorrmim 1/) * (K) kann nach ob,;n identifiziert 1·1erden mit 

dem Hechtsvektorraum 1/l*(8tc),und lr(1fJ•(aK)) ;rnnn mit 11(11)•0:)) 

identifiziert werden. Pür clen Alc;ebraisier-c.r,::;skörper rr·:;1 [; von 
[lf('ll)(K))J•.1r(1n•(!K))=l(1()•(8tK)) gilt somit IK;1g ~ 8K. 

2) Sei J: tt(1f7(K)) - [lf('l()'([('))J• eine Korrelation (vc;l.3.9). Ifach 

Ausiiben a.er beiclGn obir-;en Iclentifikatfonen ist J eine Kollineation 

7r ( 1() (rr:)) - lf( 1{)'* ( 11K')), uncl auf ,5 kann soni t der z1·mitr, Ifauptsat;,, 

angewendet werclcn: Die Vektorräume 117(1K) und 1)'*('\:') sincl Recht::;-

vektorräume und es p;:Lbt 

zum Körperisomorphismus 

Für af gilt dabei 

eine halblineare :Ji,jektion a:f: 10([;:)-1()'*(1 ~~·) 

af• ,. o,.-, . t r 
!t\. -- U\. r:lJ_ J o = oe~f• 

(H11J)af='t-nf ':-1QnfE'taf+v_tf, (-ex)af=(l(af)'¼(xaf) • (xa.f).(taf), 

und für den Körperisomorphismus af :K _arr:' filt 

( ) a • a • a a • a • a • ( ) ri • n • n • :=-r • a • x+y f=x :f + y f=x f + y f, x.y 'f=x f ~ y f=y·f.x f. 

Wir haben also in af o.uch eine bijol·:tive ,\bbildur,'.:; af:i•: - ;:• 
welche r:ü t der Afüli tion uncl der Iiul tipl ilrn tion n.o_ch V3=·te·0 sch0n der 

Fnktoren eh jst„ Eine ,'JoJ.che Abt,i.~ .. d"c."J_:-:.c I'~~iP.~ ::;,~:5:r~cr-

ontiiso;norphismus",und af heißt daher auc'1 c;_ntii1c:.lbli:-:c,;:;.rr: Ab,Ji.lcl.·i.r;.g 

'1()([()-W"(E' ). Dnmi'c gil"I.;: Jede KorrelFJ.tior, läß-:; sich durch eine 

antihalblincare .Bijektion 'oeschrei.LJe,, und .jede anti'i:aJ ·,;:_ineare 

Bijektion beschreibt eine Korrelation. 

3) :i~s exist;ie.rt Hlso cenau <l.ann ehw Korrelation J:1('l,(K))---["(ii'(if:'))J~ 

wenn es eine antihalblineare Bijektion 8 f:1.?(K)-'/J'*(E:') 

cibt und eine solche exist;icrt c;c~au d:J.nn, i·ieru1 E c.r_~:- V 1 ::nti

isomorph sind uncl. Dim1(/(K)~Tlim',/)'*(,(') gi.lt. 

Spc,;iell für 1(/ =1()' muß [( einen Antio,utomorphismus css'.;i:. ·,;tc.L, fü1rü t 

I (i()) Korrelationen gestattet, denn es gilt stets Dim 0=Dim 111" (bei 

endlicher Dimension). 

nö.mlich die Identit{J.t LjK ==> jeder protjckti vc Ro.1.un zu ci:r:.r:;:1 VtCktor

ro.um über einem kommuto.tiven Körper K (=lr('ifl([C)) is-:; F?-,:0.0.~J) 

gesto.ttet korrelative Gelbstabbildungen. 
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Speziell gilt: Gestattet T(10(1K)) eine korrelative Selbstabbildung 

(~ K gestattet einen Antiautomorphismus), dann gilt nach 3.9 
T ( 1() (K) ) ::: [ 11" ( 10 (IK) )f ~ P r L ( 7f ( 1/J (K) ) ~ J? r L ([lf ( 1() (K) ):t ) • _ 

Wir füllren ohne Beweis eine von H.RNESER (1935) sefundene Aussage 
an: Es gibt nicht kommutative Körper, die keinen Antiautomorphis
mus gestatten. Hieraus folgt: Es gibt Desarguesräume, die keine 
Korrelation gestatten, also zu ihren Dualräumen nicht isomorph sind. 

Bemerkungen: (a) Sind K und K' kommutative Körper und Dim 1/J(!K)= 
=Dim1()1(K'), so existiert eine Korrelation lf(1()(l>:))-[lf(',(J'(l, 1 )1* 
genau dann, wenn K und K' isomorph sind, da im kolllI!lutativen lcall 
jeder Antiisomorphismus ein Isomorphismus ist. Gibt es also im 
kommutativenJ!'all Kollineationen V(W(lc))-T (1()'(~~·)), so gibt 
es auch Korrelationen. 

(b) Zeichnet man in 11) bzu. 1/l'* je eine Basis {1\., .•• ,11-.3 
bzw. \111

•
0

, ••• ,n." "3 aus (2 s. n< ""), so ist ·die antihalblinenre 
Bijektion ar: 1f) (K) -'II)•• (K'). zum Körperantiisomorphismus a:t :E - !: ' 
durch die ( n+1, n+1) - I·latrix ( a '1k ) eindeutig festc;elegt, uelche 
durch -n. 1-af =a;k 11,"'" bestinmt ist mit a 11k 6 E'. Die Koordinaten
darstellu.ne; v:on "-f, welche 'f-=11-1X 1 - 'l"-f=a j 11- 1 •d leistet, lautet 
wegen -e."-f=(x• .. f')ai. 11,••k dann · 

a'k =(x 3 „t)a'i,1.. mit·al-.=IK'. 

D~ "-f eine Bijektion ist I gilt -e "I= o-w.=- -<=-0--0, alsq (x1 "-f )a ';k=O~, ~ 
xi=©k; da x• .... ,=xn=OK gleichbedeutend ist mit x 0 "f= ... =x""!=0"'' 
hat das System z da '-i.=01<, nur die triviale Lösung und daher hat die 
Matrix (aik) den linken Spaltenrang n+1. 
Zu 8 f gehört die Korrelation ö: lf(1{}(K ))--- 1T" (10'*(K')), welche 
durch Xd' =(-e.lK )J =K'(,e!f) bestimmt ist und daher bei festen :2,asen 
in 1() und 1{)'* die Koordinatendarstellung 

~·a~ .. (x;"!)a}k ·mit~ 1clK''-{OKJ 
besitzt. 

Zwischenbemerkung: 

Seien A,() (IK) und W(K') Rechtsvektorräume und af: K - !K I ein 

Körperantiisomorphismus. Eine globale Abbildung tr: 40 .-.10• - !K 1, 
also ( ><. , 't-

1
) - ( ,e., 't-1

) fi' , heißt (linksseitige) Sesquilinearform zum 

Körperantiisomorphismus af, wenn sie folgende Gesetze erfüllt: 

(1) (-e.,~~y.'+11)1JUG"F('t,1'J~ »•Y-1'+(--e.,111)0-.y:z'. Vte-lO,v~:,19;1€10', Vy,_' ,y~ 1 tK'. 

Kurz: 11 6' ist linear im zweiten Argument". 

(2) ( '{1X1H1Xu~· xr=<x1af) (-e. ,-1,r )ö + (x/i )( ~2' 19' )tr V1J'd0', l/-t„'t1 1,10, \/x1, X;_I~ K 
Kurz: II ö ist antihal blinear iu ersten Argument II. 

Die iiriksseitige Sesquilinearform 6' heißt nicht ausrseartet, wenn 
( 'e,1)' )ö aOK, V~ 'di)' ~ 't."' o-.,o{"') und ('t,11)' )6" .. QK' \/,e, 1/) ==> -IQ' •0-..,, (:) 
gilt. 
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<;"' Di::c 11?< 00 ·t1r,ü Di:-:-, 1ii' <w gilt (*)~ (:) (vgl. FolgA,Bem.b), 
-'-'el m,B ::;eniic;t also der ::oclrne:i..s der Richtigkeit von (*), um 6' als 
nicht crnsceartet ;:;u e;:-;:e:ir:en. 

3pe::;lell für h=u:• ·,,::.ü af= '" (=> K kommutativ wegen (xy) 8 i"= 
=yaf .x0 f => xy=yx.) s:;;richt man stat;t von einer Sesquilinearform 

zu '!K von einer Bilinearform. Bilinearformen existieren also nur i~ 

7ci< t;orräu:;ien über ko:cJr:n.~;;ati ven_ ,~örpern. 

0 ·'ür nicht ause;eartete 3esquilinearformen selten fole;ende t:icen

schaften: 

I. Ist af d? (fK) - 1,1r(E') eine antihal blineare Bijektion ,:,um 

,:örpero.ntiisonorphisnus af:K - IK' mit Dirn 11) < oo , dnnn ist 

('t,-1.')' )e- : = ("€0.f ,"';l' > € t:: 1 

ci.no rücl1t ausc:;e,:,..:r+;s'::ce 0;:;squilincarform 'l{)x-/1)
1-K' zum Körperanti-

:--( 217:A ~ \':)c:;c11;{)i±:_m~ v<o';,rC :<']1: 1 1 1 > .,,, < ' > lle<o.• '"' 2. A•<,~m•rtl 
c, 'l•Y1 +XJ,Y;. O - "i!. > ._,1Y1 +1Q,;y2. c 

= < -e'-f ,~!) Y1' + < 'C0f ,11)1>y{ ~. (,e ,1v',)ll'.y1' +('l ,11Dö.y:i.. 
L; .. ,.;c:::-7::.~: .. -:t':..!l'.': VOD (~~) ! 

("l!_,x1i;-c.x1 ,iQ' )o :.>~·<(-e,x,+1,x.,)"f,1:i'> ,.,,.."'f "nl'h"\bti„o.r 
=((X,~f)('€1af)+(X,°f)(-ttf) ,'"J' > • - < ': t, • ..,.,, "'' 1,A•'l·~~n~ 
":(x;'-f)<<e,O.f ,v,i')+(x,°f) <-e;f ,19'> :,~J- (x/f)('l,,"?' )6" +(x,~f)(-e„11)' )eö. 
L':)8.:::-'1)::!:";_~furrg von (,.):1) 1 "fb·' 
(.-e,4?-, )5'= 0~, Y1t)'ei//' =¾ ('<"f,11)'>=0,, 1/19 'G',/)' ~,e_O.f=-o-w•==,\1'-t=-tr,. •• 

:i:.i. ..iür DiD · t,; (1:) =D:.;::; ~?'(?:') < oo gilt: Zu jeder nicht aus[:;cartoten 

:,Js0_~1~ 1 -i n0.n.r:'orw rr: ,.;.o x 1/)1 - K' zw:::i Körperantiisor:iorphismus 

., ~' ::: - ,~' existiert eine antihalblineare Bijektion 
·.:: ~)(~,)-·V,)'*(E') zu a.f: so, daß gilt 

( 'e '-IQ 1 )G' = < '(. Qf ,,1') . 

Bew.: Wir definieren 8 f: 
Dem festen Vektor ,ed() werde durch "-f jene Abbildung h'l'. :1/J' - K' 
zugeordnet, welche dem beliebigen Vektor i.?'"11?' die Zahl 
(<e,~J')O-<" K' zuordnet. Die Abbildung h'(. ist linear, d.h. h,:.'-10'•, 
denn es gilt c1 ) Jle\ 
(•),'y/HJfyJ)hotJ,J ('<,1.);y.l+-tQ~Y;)G" = (t,40nö.y1'+('C.,1Q:):;,y; z' 

: (1.'J.'h„)y1' +(1<),'h'(.)y{ • . 
a.f :ni t ~ ..-h" =: -e. a.r ist also eine Abbildung von 1fJ in -IO' •, wobei 
nach Definition gilt ('<.,11) 1 io=<h'!,1Q'>=<.'taf,4?'>. 
a.f ist antihalblinear zu "f: j),j 

't,X
1
+'ltX,,-..h,,,,+-t,,, =(t1:t1+'1'.1X,.)af; 'rf1!)'.f',{)' gilt ~~~-t,,1 ,-t,f~ •· 

= (t,x,+t1X1 ,1Q1 )Y J.·tl(x,°f)(-e, 1 11)' )ll' +(x.''f)( '{1, "')
1 )cr- zf. ~x,"f J( -IQ'h'!,) + 

+(x:."f)(1Q'h"'•) c [nach Def. von • und + in Hom (11)' ,K' )] a 

~,)'[(xH)h'<,+(x{'!)h-t,J ~ , 
0

, n· a' " 
(,:,x,+tix.J"f = h-t,,,• -e„x,. = (x1"f)h~, +(x„f)h.,, =(x1 f)(-ttf)+(x„f)('l2 f), 

Qf ist regulär: 
'f.,':[ ~ o"' .. ~h'(.'•f·~ h, ('<-,v;' )o = 0~, 'l11J-'d';'. Da 6" nicht ausgeartet ist 
=.:i 't - ~\;. • 
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Li.) Sei cf: T(A,/J(IK))- lf ('H)'*(E')) eine Korrelation, welche durch 

die a~tihalolineare llij el{tion af: A/l (IK) - ,j{)' * (K') beschrieben wird. 

De:r.i ?unk~ X=-e ~: c lf(W (~()) uird durch cf die Hyperebene Xo=( 't-K)Ö = 

.=t: 1 ( '{. ai')= if(kcr 'f.
11f) zuc:eordnet. Der Punkt Y'='9'K 1 " T('\()'(K' )) heißt 

naeh 3.9 konj1,1giert zu X, wenn gilt Y' I' Xcf<=:}Y'eT(ker -eaf)~ 

< a. , > 0 '! i,'JQ = K'• 

fr,ch der Eigenschaft I ist ('taf, 11) 1 > = (>e ,J?')tr eine nicht ausge-

2.::-tete (lir..ksc8i tize} 3esquilinearform zu af. Kurz: Konjugierte Lae;e 

in ein0r i(o:r·relation wird durch das Verschwinden einer nicht aus

gearteten Sesquilinearform beschrieben. Umgekehrt bestimmt dies 

konjugierte Lage in einer Korrelation, da jede nicht ausgeartete 

(linksseitige) Sesquilinearform nach Eigenschaft II eine anti

halblineare Bijektion af de-finiert. 

:2)::ierkun,;cm: (a) Alle Sesg_uilinear.formen, welche die konjugierte 

L'.l.ßC bezü[~lich einer festen Korrelation d' beschreiben, sind in K' 

l:l.nksproportional. 

2e,r.: Hach c,_,:,i:;_ z1-rciten liauptsatz beschreiben zwei antihalblineare 
i}i,j ektioncn "f u!ld "e; gene.u c1ann clieselbe Korrelation o , wenn 
r:ilt a.;7;= a.f.ja.' mit ja_," v>(1/)'*(0 JK 1

)). Zu a.f•j",gehört gemäß Eigen
schaft I di~ Sesquilinearform 
0-,'k)' )& =<-"( Qf 0j",) ,1g' > =<a 1 

( ot. "f) ,-1? '> =a '< '!-•r ,1'J '> =a 1 
( ie,11' )o-. 

e- erc;iot sich also aus r; durch Linksmultiplikation mit a'e 1K 1
'-. {.ol(J. 

(b) 3esitzt nach AuszeichnullG von Basen {-n.t ... ,'11,;('I 
bzw.l11,'" 0 

••• tl,••n} (2 ~n< 00 ) die Korrelation J:lr(1Q(K))--:--- (10'*(1K')) 
r.-:i.ch i!'olr~-3, .wem. b die Jfoorüinatendo.rstellung ~·a~ =(xaaf )a'1k 

u,1d be ze ichr..et 1 'H-i •••• 11,~ i jene Basis in 1()' , deren duale Basis 
{~"·, ••• '!','""} ist, so ist ein Punkt Y'= 41 1 K' e l(W') genau dann 
konjur:iert zu X= 'ylK. E 1f (',/7 ), vrer...n < 't 0f, 1Q >. =. ( 'l ,-Jg-' )6=0 •. gilt. Wegen 
<a: 11-' • •' n'e y'l> "' ( x1 "f) a ik < ,n,' • k 'on. 't > yt = C xa "f) a ~1<. y'k 
l2.utet u.ie Loordinatenclnrstelli.l.Ilß der Sesquilinear:form zu J : 

('{,-ig')o=(x~"-f)aJky'k mit a~ .. elK~ -

Dabei hat (a\k) den linken Spaltenrang n+1 und dies ist gleichbe
deutend mit(•), wie man aus 19'=-t1-\ (1=0,, .. n), also y•k„Jt, erkennt. 
Andererseits ist(:) gleichbedeutend damit, daß (a 1k) den rechten 
Zeilenrang n+1 besitzt, wie man aus -e."'f=11,' ,.L (1=0, ... n), also 
x; a.f= cf, 1 , erkennt. Nach LA ist aber der linke Spaltenrang stets 
gl~ich dem rechten Zeilenrang. 

;_:;,,i::icb.eni)onerb.mren: 

(1) Ist t)*(K) der zu 1/)(IK) duale Vektorraum mit Dim1/)(K) < qo und 

10•*(K) als Vektorraum der linearen Abbildunr;en 10•- 1K der zu 10* 
<brJ.e Vc ::torraun, so ist j: 10 -1() "'" ein Isoriorphismus I wenn man 

clc finic~:;: 
('(j ,~·>:"'<et·.'{> 'r/{}( •il(J•. 

,):.:..rc:1 j :-:ör.:-1en 10 uml 1117** identif.iziert 1;ierden. 
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(2) Ist af: A.{/ ([c) - 1D '• ( 8tK ') eine halblineare Ili;jektion z1..1s 

Körperisomorphismus al- :K-a~C', so i;il t für cUe tr2,nspo;üerte 

halblineare Bijektion afT;'\{) 1**(8K 1 )-1/)*(K) zum Körperisomorphismus 

a.:t-<flK' :__iK nach Def.in 5.2 vor J!'olr;.8: 
<ot.' u af T, '(_ > = ~, S!,> ai -~ 
~~ 

" 1K die 
Identifizieren v1ir '/)' und. 1/)'** c;emäß <11)'j,()(_1 ~> =<Ul'*,1{}'>,so lautet 

die obic;e ßedinc;ung mit U\.
1 

• • = 11' j = 1e' : 
<,.'afT,"l>• (>e..af, -!Q'>ai:-,i. 
:!!'aßt man af: 1() (K) --,'{)' * (K') als ant:Lhal bl:Lneare Bij 0;:Uon z1u:i 

Körperantiisomorphismus af:IK-K' auf, so heißt afT:1(j'(IK')-,j/)•(K) 

die transponierte antihalblineare :i3ijekt:Lon. 

5) Wird die l(orrelation S: ll" ( A/) (K)) - lf ('11?'* (E')) durch üie anti

hal bline.,.re Bijektion af: I{) (rrc)-,l{) '* (K' ) beschrieben, so wird die 

duale Korrelation J * :[lr ( '1() (E) )]*'~' 61! ( 10 * (j~~) -T ( 117' (Q~' )) durch die 

antihalblineare Bijektiont'rTf';,j/)*(K)-101([:•) beschrie·::;sn, d~h. es 

gilt: er• & ( .e"i ) • • ;iE!(OfTj-<' 

Bew. : Sei [Coc" e lf ( 1() * ([C)), so gilt 

([(Ui.* ) ( ""- a; ) * r.V'[lr(ker Q * ) ] ( «-af)" = (-e 1K e T (11?) i < U( •, '{) =O, \ «e ~, = [ (,c,K) ;,e_"{ = 

%1K' ( ,e.af) G tt( 1()' * (IK' )) 1 < OL * , 'l >=OK}= f 1K' "<.' •Elf( 10' * ) 1 < ut • , -'f..' • af-1 > =0.}. 

Entsprechend cler Definition von(8rTr1f;ilt (wir setzen da·oei -IIJ'afT=l{.* 

und ,e,af = >e' •) 

(l.= < Ol* ,'€, • ar-1 > z ( <.'t' • ,OL* ( afT)-1 )af-1 ~ 

('t' *, ut. •(afT)--1> =O.,; nach der Identifizierunc; von 1() und. 1.'J ** ist 

Gl(.*(a fT)- 1d? eine Linearform über 1(/* unc1 die letzte Gleichunr; ;i.st 

glej_chbedeutend mit >t1* E ker iiL*(arTJ1.somit c;ilt 

(K~•)(.ie"f)• ={K',e,'*•1r(10'•)j ,e••,; ker ot"(afT)- 1}. 

• lf( ker a•( a fT)- 1 ) i (l(, •( a rTr1 )K = (Kot•) c( ("fTr• • 

dual zu Identifikation von 5.1 ,6 
Dies gilt V KOL* t 1f ( 1(.)*) ~ J*=(.e."+)*= '«c•t•1-1• 

• Dcmerk--unc;: 7,cichnet man in 1fl bzvr. 10' je eine Be.sis· f 11,,···*,J bzvr.f-r.!, .. ,1\.~J 
aus (2~n~ 00 ) und ist {1i• 0

, ••• ,11-•"} bzt:.Jn 1
•

0
, ••• ,11- ... •} d:.9 rl>J.ale 

Basis in il)• bz1-1. 10 1 •, ist ferner a~ =( x 1 a.j )a'{k die :::oo:::-dinatei:
darstellung von uf: '1D - 11) '•, so r,il t für die transponie:r;-'ce 
antiha1bline8.re Biii.ektion ":fT: 117' -117*, 1·1elche ,e.' =11.i xq 
überführt in ~·nr . = a 1~· 1 gemäß der Def,: 
<"t'UfT,e) 0 f=(aJ<~·1,11,,.>x")O.f=(a-jXl)o..t-(xio.r)(a/'f)} V 1 K =} 

<,e''f ,~' > • <(x1 °f)a 'i„ ,n.' • ~,-nl>x•l., (xi o..t)a 1
1 k x"' x • 

aj = (X' k o.j-1) ( a il,. aJ:-1) • 
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Ist G,c_ •"-L)mi t "',LJa •1k. it die zu ( a ·~~) linksinverse Matrix, deren rech
ter Zeilenrang gleich dem linken Spaltenrang von ( a '2~) t-~also gleich 
n+1 ist so lautet die Koordinatendarstellung von ( "f 'T) : 10• - '1()': 
x•t =ex.' d (a/"!) • 
Zu ("fT)- 1 c;ehört die duale Korrelation Ö*:T(1/l*(K))-1f(10'(K')), 
welche daher in obigen Basen die Koordinatendarstellung -. - --~ -- .... . ~- . . - ~ 

x't~' .. «•ti (ai"f) mit ~'6IK'\\0,J 
besitzt. 

Zwischenbemerkung: 

Sei -10 = 1()1 mit 3 !. Dim A/J < 00 und af: 10 (K) -1() * (K) eine anti

hal blineare Bijektion zum Körperantiautomorphisnus af :K-K ; die 

durch af bestimmte Korrelation rS : T( 'V) (K)) - ,r (1/l• (K ) ) 

wird durch die nichtausgeartete Sesquilinearform ( -t ,1Q)O" = < -e. af ,1Q} 
beschrieben. Die tTansponiGrte antihalblinenre Bijektior. 
a/ i'\l).., (K);;.10(K) -1n• (K) zum Körperantiautonorphismus ai- 1 :E - K 

bestimmt dann ebenfalls eine Korrelation cf d:J(10(K))-1T(1D•(K)), 
a T a a·-1 a - -für welche uec;en <~ f ,-t}-=<-e f,11J> f gilt YcfadIX~XoIY. 

Diese "zu J adjungierte Korrelation o ad" ,-rirö. durch afT bestimmt, 

und da (arr1 die duale Korrelation cl* bestimmt, eilt J ad= cf*-~. 
Konjue;ierte Lage in &ad wj_rd durch die "zu o adjungierte SesQ_ui

linearforn G" ad" beschrieben, für uelche gilt: (19 ,-t. )6 adn(( ,c ,~)e- )af-1 • 

a T a a•-1 ) )a·-1 Bew.: (f,l,'l)!rad"<-tq f,~)•(>e f,11p f =(('t'.,iQ e- f • • 
Bemerkune;: Sind cl' und o' z,-rei Korrelationen lf" -lr* mit Yo' I X~ 
X ö I Y, so ist cf•= cf~ct. !fach der Zuischenbemerkung hat nämlich Jo.4 
diese Eicenschaft und mehr als eine Korr~lation ~· kann nicht 
existieren, da Y8' durch Y cS '=- l X ef:21 XcS I YJ völli~ bestin..'llt ist. 

6) Eine Korrelation o:lf"(f)(K))-lf(10"(K)) heißt nach 3,9 

sel bstadjungiert, wenn cJ = cS" _.., = Jad gilt; r;enau die Polaritäten 

sind die selbstadjungierten Korrelationen. Eine Polarität ist so

mit dadurch gekennzeichnet, daß ö und 6' ad dieselbe Korrelation be

schreiben: 

( 'l , -1.') )c, d=a ( 't ,-l{))G" mit a 6 K , { O,.} =* 
a a• a· a• aA 

[(-e,tJ)6"ad] f.= (1?,,e)ö = [a('l,il))fl"] f = [(1€,11},)0-] f.(a i). 

Setzen wir a:f=: c G [~ \ f o.1 , so gilt 
a· ((-c.,19)0-) f.c • (1Q,'(..)ö. 

Dies ist ein Kriterium dafür, daß die nicht ausgeartete Sesqui

linearform o-:1?~10-IK eine Polarität beschreibt. 



Disk'"ll.ssion: 

?,ü l 1: Wir definieren für 2 !. dim 1l' ( 10) < ~ : 

cJnter einer iTullpolarit1it -v- : 1r (10) - 7r ( 11}*) versteht man eine 

~olarität, in der jeder Punkt selbstkonjugiert ist. ~- ~ 
ti:~ konjusiert ") i, ~ ( ,e , 41 ) 6" =0 , 

-tl.: selbst:;:onjugie:>t VieK l lr(11J) ~ ( ,t., ,e )ü =0 V'l e 1{}. 

Aus (-e,--e)o- =0 't/,et 10 folgt bei einer nicht ausgearteten Sesquilinear

form , daß G" eine Bilinearform ist, d.h. af,,,, t"-. 

:301-,.: Vorauss. = (-e+ilJ,,cH'))ö=O 'r/'C,11)161{) ""9 

(-t,-t)cr+ ('<,-1.))ö+ (~,'t)O-+ ~,. 0 \f'C,11Jl€A.f) ~c-e,~)ös-(1!),'t)ö (•). 
~ VJ 0 

er r.icht ausr;eartet =} .3 ("t
0

,19
0

)t1Dx1/) mit ('(
0

,11)
0

>6" .. :y t O ~ 

9(,co,'10Y-1);•1 (:). . 

Sctzen ,iir dies in das Kriterium für eine Polaritiit ein, so er

halten wir: 
[(-e ;-v. y-1)0-Jaf.c .. (-111 y- 1,e )G"c:>_(,c ,11l y-1 )crc,;)_1=>1.c=-1=>c .. -1. 

0 •O ·io O O d0 

-1 

D:i.mit lautet das Kriterium: 
[ a • /•) , a · 

( ,c ,1Q )o] f=-( 11),'C) u =( 'l,'lf) Jo. Hieraus fole;t f= t[(, denn 6' ist 

surje}:tiv, d.h. jede Z2lll von IT~ uird dm:ch ('i'.,1:))ö erfaßt: 

(ex.) a=O, dann r;ilt nach Voraussctzunr; ( 1e.,,e )0' =O=a; 
( 

l'.l ) ( . · -1 ) -1 (!) 
10 a,i,O: >eo,1/)oY a ü = (--eo,1/)oY )O-a = 1,a=a. • 

ncmer::ur,een: (a) 3 af:K:-E mit af= L" => K kommütativ (vgl.Folg,3). 
i'i'ullpolaritiiten c;::.ot es also nur in PP-lfüumen und die zugehörige 
Sesquilinearform ö ist eine Bilinearform. 

(b) .C:ine .Jiline.'.J.rform e- mit ('C ,it)0" =0 V -e • 1{) heißt 
"altc::-nierend". im obi~en :i3eHeis ~rurdr> e;ezeie;t: Ist 11"('1/)(K))· ein 
:;irojc:ztiver ixamn endlicher Dimension ~ 2 1 so existiert eine Hull
polaritiit c;enau dann, we:m t: konmutativ ist und in ,j{)([C) eine 
aiternierende nicht ausseartete Bilinearform existiert. 

(c) i':ine Dilinearform 6" mit (-t,'i'.))ö = -(-11),-t.)B" V(-e,19~1/J><10 
heißt "schiefsynnetrisch". Jm obigen Beweis wurde r;ezeigt: .ßine 
r.l te:rnierende Bilinenrform ist stets schiefsyrnmetrisch. l!'ür 
Char K * 2 ist umgekehrt jede schiefsymmetrische Bilinearform al
t,flrnierend, da gilt ("e.,1<J)6" • -(11J,~)o => ('t,>t)ö'• -(-e,'<- )o--. 2(.oe,-e)ö• 0 
~ (>e,·c)~ • O V'f.d0. · 
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(d) Eine Bilinearform ö ist für K kommutativ genau 
dann schiefsymmetri-sch, wenn sie nach Ausz~ichnung einer Basis in 
f)(IK) eine Koordinatendarstellung (-t ,-IQ)6" = x 1 ai~Yk mit schiefsymme
trischer Uatrix (a ik) besitzt. Die Bedingung Vt.,ll))ö+ (~,-c)G"• 0 
ist.nämlich.wegen K.kommutativ glei~hbedeutend mit 
O=x~a{i.Y'+y 1 a;1,.x"=x'a 1,y•+ykak1 x~=x 1 y~(a 11,.+aki), und dies ist für 
alle ~,~IE1{) genau dann erfüllt, wenn a 1,+a,i=O gilt. 

(e) In einem klassischen projektiven Raum lf1el(10(K)) 

endlicher Dimension ~2 existiert eine Nullpolarität genau dann, 

wenn dim T~~ eine ungerade Zahl ist. 

Bew.: (a) Nach Bem.c und d ist die Existenz einer Nullpolarität 
gleichbedeutend mit der Existenz einer nicht ausgearteten schief
symmetrischen Bilinearform und nach Bem.d und Folg.4,Bem.b besitzt 
diese nach Auszeichnung einer Basis in 10(1K) eine Koordinatendar
stellung mit einer schiefsymmetrischen Matrix (a 114 ), wobei der lin
ke Spaltenrang wegen K kommutativ genau dann n+1 ist, wenn 
det ( a ~· )-!<O gilt. Spiegelt man die schief symmetrische .Matrix 

( 
0 8.o1 • • • • ) 

A ,. ( a jk) • -.a.0
0

1 . •. ~ : .. : : : : 
-? n ih.rer ri:-.:.:.~tdiar_:-onale, so erhül t man die transponierte Matrix 

AT • ( a~1 -~. : : : : ) • (-1) ( -a~i a0
1 

: : : : ) • -A. 
• • • • • • • • • • • • • ·. • •••••••• il •••• 

l~<:>.ch L.A. is:; det A=det AT~ det -i\=det [(-1)A] =(-1)n•• ,det A " 
det J\.tO ~ 4'.=(-1)" .. ~ ~ n+1 ist gerade ~ dim lf(10)=n ist ungerade. 

(b) Ist u.TJlcekohrt dim 7r ( 10 )=n unr;erade =* Dim 1f}=n+1 ist gerade ~ 
.es exiGtiert eine reguläre schiefsymmetrische Matrix, z.B. 

A ,. {P,o ·- .. ? ) 
{· 0 o 

~ .-·.-. · ~:i;,t~~en der :i!~orm ~ • und A ist regulär wegen 

det A= ( c.et (-~ 6 )J "}! =+1*0· Die durch A bestimmte Bilinearform 
(-t,-IQ) (l" =(X0 y 1 -X1 Y0 )+(x2-y 3-X 3 Y1 )+. • e+(X n•< y"-x"y n-A) ist Wee;en 
det A + 0 nicht ausgeartet und schief symmetrisch wegen ('<} -<.)li'•-("<- 19 )6" 
,-,il t Cb.a:::· Kic2, so stellt lJ eine nicht ausc;eartete al terhterende

1 

:,j_linearform dar, welche eine Hullpolarität beschreibt. 

• l:'all 2: Wir betracht1:;n eine Polarität I\, die keine Nullpolarität 

ist. Da.r.n existiert XoE'P- mit x/i X/1 => 3-e.oc1{)\lo1 mit ('to,'<..)ö ... : 

•:x
0

+O. Durch (,c ,1.) )o= := ('f ,1it)ö,x~" wird eine nicht ausgeartete 

0E':S'}Uilince.r.'.:'or!ll g: definiert mit ( 'l., '!o) e= =1 und ~ beschreibt 

cbn.nfr.lls Ä. Da A eine l'olaritiit ist, gilt für 6' das eingangs 

JJ.e.r2;cJ.ei tete l~riterlurn. 

[(,e.,,e.)o-Jaf.c • (-t.,"t 0 )il"=*1.c·-1 ~ C•1, 
-1 . ~1 1 

·.-lir sc}1re i 1,cn i. f. statt 6' 
=1 

uieder er und das Kri torium lautet 
:rnr.üt: 

cc'f.., 19 )cr-J"r-c 19 ,~)6' v't,1f)ltil) c•). 



I -•• . "-" tl•. d" (*) gine Sesquilincarform ö zum 1.or1)er;:,fü,Jautomorphismus t* L L•, io 

erfüllt, heißt "hcrmitesch''; eine ·nilinc.::Tfor;:; G( 0f. L.:), die (•), 
d.h. (~,11))6"• (1,J,'f)o \/'(.,~I ,1() erfüllt, heißt "sym.T!letriscirn i_:i

linee.rf.orm". 
Notwendig und hinreichend für die Existenz von Nichtnullpolaritä
ten A in lf(10) ist die Existenz von nicht ausgearteten hermiteschen 

Sesquilinearformen oder symmetrischen nicht alternierenden Bilinear
formen. 

Bemcrkuni:.;er.: (a) Ist ö eine nicht ausr;c2:::·tcto l1crCTi tesc~:c Ses
quilinearform zum Körperantiautomorphismus nf( ~ ah 4c), so ist a; 
ein involutorischer Antiautomorphismus, d.h. (ai:)2= LI(" 

8
.f•Ltc• 

Bow.: [(-t,1Q)ö] 0 i: !" ~11],-'(.)o ==H(-t,"".))]('"fi° •[(-IQ,"l)~J o.j • ("l,19)0'". 
'Hieraus fo1r;t (o.f) = l" ,denn 6' ist surjektiv: 
( «) a=O : ( 'l , tr) 6" =0 • 
(ß) a,tO: Die herr.ii tesche Sesquilinearform G ist rJ.cht al ternierer-.c'_, 
denn fiir eine solche ßilt fülCh Fall 1 notw~ndig o.t= LK. 
Bs existiert tlnl10r "e. o E- 1f) '\ l u-'\ mit ( 'lo, '<o) e- = ::c o tO => 
( "-• , 't.o x;~a) -x.. :x:1 a=a • •. 

. (b) Eine Sesquilinearform zum involutorischen Antiauto
morphismus af des (kommutativen oder nicht kommutative~) Körpers 1K 
ist genau dann hermitesch, wenn sie nach Ausz$ichnung einer Basis 
in 10(~) eine Koordinatendarstellung ('t,1<1,)(i=(xj °'f)ahyk mit a 31s = 
=ai..1."'.f besitzt: Die }?edingu.q.~ r(·~,-19)~] o.f"=(IQ,.'t'.)IT ist när:ilicn wegen 
[(x~ "f)ai~.Y l<]"f=(yk°'f)(a 1„ o.r )x 3=(y 1 0.f)(a1< j "'f)x" gleichbedeutend mit 
Y.~"'-f(a„j"f-a 1");_~=0, und dies ist für alle -e.,~IE.-11) genau dann er
fullt, wenn ak1 f=a~k gilt, 

(c) Eine Bilinearform S ist für~ ko=utativ genau 
dann symmetrisch, wenn sie nach Ausz$ichnung einer Basis in 1?(K) 
eine Koordinatendarstellung (~,~)s=xlai1<Yk mit symmetrsicher Ua
trix (a~i.) besi~zt. Der Beweis stillllilt mit jenem von Bem.b überein, 
wenn man dort °'f durch l.r,,; ersetzt. 

(d) Ein projektiver Raum 1"(10(K)) endlicher Dimension 
~2 mit~ nicht kommutativ gestattet genau dann eine Nichtnullpo
larität, wenn 1K einen involutorischen Antiautomorphismus gestattet. 

Bew.: (a) Da für 1K nicht kommutativ keine Bilinearformen existie
ren, ist für die Existenz einer Nlchtnullpolarität II die Existenz 
einer nicht ausgearteten hermiteschen Sesquilinearform und damit 
nach Bem.a die Existenz eines involutorischen Körperantiautomor
phismus notwendig, 

(b) Ist o..r :IK - IK ein Körperantiautomorphismus, so definieren wir 
ü:10x1()-IK nach Auszeichnung einer Basis in '1/?(IK) durch die 
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Koordinatendarstellung ('C,~)6":=(x10.i')J,k yk. Diese Abbildung t, 
ist nach Bem. b wegen cfj1,, = 01,,i o.f eine hermi tesche Sesquilinearform 
und zwar nicht ausgeartet, weil der linke Spaltenrang der Ein
heitsmatrix (Ö11,,) gleich n+1 ist. Jede nicht ausgeartete hermite
sche Sesquilinearform beschreibt aber eine Nichtnullpolarität • 

• (e) Ein projektiver Raum T(10(1K)) endlicher Dimension 
~2 mit 1K kommutativ gestattet stets durch eine symmetrische Bi
linearform beschriebene Nichtnullpolari täten und eine durch her
mi tesche Sesquilinearform beschriebene Nichtnullpolarität genau 
dann, wenn Keinen involutorischen _Automorphismus gestattet. 

Bew.: (a).Definiert man nach Auszeichnung einer Basis in 10(K) dann 
('t,11))G':=x1cfjK yk, so ist G"' nach Bem.c wegen ö1i..=J\.3 und det(d'-ik)= 
=1*0 eine nicht ausgeartete symmetrische Bilinearform. Für jeden 
Basisvektor 11,,L (1=0, ••• n+1) gilt c~L,11,,L)ö=1*0 und daher ist 
u nicht alternierend und beschreibt eine Nichtnullpolarität. 

(b) Ist f:K -IK ein.involutorischer Körperautomorphismus, so ist 
wegen 1K kommutativ fauch ein involutorischer Körperantiautomor
phismus und zu diesem kann nach Bem.d, Beweisteil (b) eine Nicht
nullpolarität konstruiert werden. 

• 
( f) Für Char IK,i,2 ist eine nie ht ausp;eart_ete syr.metriEc·.1, 

Bilinearform fr nicht alternierend ( o.a~ •1. schiefsytJI:J.etrisch): 
(ind.) tr symraetrisch ~ ei schief symmetrisch, d.h.: 1.•o 
( i ,11))ö = (1/J,'t )6""= -(i<;,'e.) o- l/'t,11) 1,w=>2("'J,I(_ )s- .. 0 V ~,-11; l.d? ~ 
~ (t) ,'(.)6 • 0 'v' -e, 1(} je1()~ 0- ist ausgeartet: Widerspruch. 

J!'ür Char [~=2 ist jede symmetrische Bilinearforn auch schiefsymi:ietris, 
und kann alternierend sein. 

SATZ 5.3: Ein projektiver Rau.m lr(1D(l:)) mit 3 ~Dim1(J(IK)<'o:> ge-
stattet genau dann eine Korrelation auf einen pro;;elctive~: 

Haum 1f"(1D'(i, 1
)), wenn die Häume gleiche Dimension haben und rr-:' zu 

K antiisomorph ist. Eine Korrelation wird durch eine antihalolineare 
Bijektion beschrieben und bestimmt bis auf einen Linksfaktor aus 
IK' \\OK,} eine nicht ause;eartete Sosquilinearform fT , die c;enau fi.;r 
konjugierte Punkte verschwindet. Der projektive Re.um i(10(E)) 
gestattet e;enau dann eine Korrelation, wenn [( einen Antiautonorphis
mus r;estattet, speziell ko~utativ ist. Eine Korrelation von lf(iO(K)) 

ist r;enau dann eine Nullpolarität, uenn fS eine nicht ausz-;ee,rtete 
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:::.1 tcrnierende :i,ilinearform ist; für ihre Existenz ist K kom.mututiv 

not,-renrlic, und in ir .. ( 1() ([()) existieren Hullpolari täten gcmm cl.ann, 

uenn dim rKl ungera~e ist. Eine Korrelation von lf ( 10 (E)) ist ßenau 

C.anr, eine PolaritFt verschieden von einer Nullpolarität, wenn 6" 

eine nicl1t ausc;e:::trtete hermitesche 3esquilinearform O(ler eine 

s;:r:noetrische, .d.cht al ter!".ierende Bilinearform ist. Eine Polari tä.t 

,;ersciüeüon von einer lfullr,olari tät existiert genau dann, wenn 

K ko=utativ ist oder wenn K ·nicht kommutativ ist,und einen invo

lutorischen Antiautomorphismus gestattet. 

r;. 1~. -;c;-:1.a.1 ichdi::wnsionale pro.jekti ve Panuusräume über Rechts
v01'::toT.'rä~.1r::en 

=n fol,-:enden setzen uir sl:;cts 1/.)(!K) als llechtsvektorraum über dem 
:~or-E'lutc:,t;iven 1.orper K mit 3 f Dim 1() < oo voraus. J~ine Kollinnation 
ae:11"('\())---: lr(1{)) 1-rird durch eine halblineare Bijektion f:1(.)-1{) 

:·csc1,ric,bcn. 1./ir Hollen e.us rL(11)) jene Bijektionen heraussuchen, 
c'.ie eine "ro.iektive Kollineation oeschreiben. Diese Frac;e ist auch 
·'ür E: nicht kormute.-t;iv sinnvoll; da wir jedoch nur über pro,jektive 
:~olllr~00.t;ionen in PP-Häuuen zusätzliche At~ss2.0en ßC1:1acht hnben, 
·l_:i.:;schr~:_n\:e:n lrir uns D.uf diesen f3onderfall .. 

::: .. ~i:,c:r:·::u:1c;: Für [: :%ort.!llutativ existiert nur der tri'rÜüe innere 
1.ör::er:m:;o:,or::his::ius, d.h. ,ja =L"\io. ElC'-. tü1, uc<.d es r'.ilt ~(1()) 
~s:; cir, i,orm2.lteiler von GL('.11)) (v:·;l.5.?,Folg,5,Bem.c).Wird ~ durch 
-::in~:: lieo:1-re 3ijektion f beschrieben, so siEcl o.11~ halblinoaren 
_jijc::;:;ion0n ·r; , die eoenfo.11s ·?e ocschrei1,en, linc,p;-, rlqnn es 
-Et: ~ 1 =-e~='ile. ~ c;=fj.,_ und c; ist halblinear ~u c;=fj.,_ =f l.._= l:. 
:_n 1:o=:1.,.1:J.L1tntiven J?all gilt o.lso: · 

.!::..::-d ei:,.e projektive Kollineation durch eine lineare Bijektion beschrie--:, 

ben,so wird sie nur durch lineere Bijektionen beschrieben.Weiters gilt: 

In einem PP-Raum über einem endlichdimensionalen Vektorraum ist 

eine 1.;:ollineation ~ 6 enau cla:riri nrojektiv, wenn jede sie beschrei

bende halolineare Bijektion f linear ist, d.h • 

.ie, • PGL( lr(1{) )) ~ f c GL(1/J ). 

:Gew.: (a) ~=.iefPGL(lr(10))=) :Je=-;ie. •••• ~k (k endlich), wobei die 3'.:·c 

:,;,ers:ce:(tive Kollineationen sind. 

Hir zeigen zuerst, daß für -;e~=aef, (f
1 

halblineare Dijektion zu J\ ~lt 

:'-1 = l". Die perspekti ve Kollineation ;e 1 besitzt eine Achse, 

u~,l diese enföiil t sicl1er eine Punl:treihe ,PP.VP. und daher ist 

ae.l'f:lP,vP, = L. Wegen1 0 K=P0tP1 = ~~K gilt {q.,<g,J Lu.; für jeden 

Punlci:; X= ,e, [: € 1,l P, VP, , [P 1 } ist die Darstellung lf.= ia•+ ~ 1 x eindeutig 

(vc1.5.1,Fol3.4). 



- 147 -

('(.[~).e1 =(--tK).tt, =(-tf1 )K; da -.e., die Punkte P
0

, P
1 

und X festläßt 

e;ilt 

-<1•iK=(t1.K).e.1 =(q.r1 ):K} {ljoa0 •4f1, 
"{,!~=(<{.1f1 )K ==93 a

0
,a1 ,axlnc\fo\ mit .tJ1a1•<f,f1, 

,e K=C-'t r
1 

)K • ' ,eax· ;e,f1' 

,ef 1 =((,!. +q„ x)f1 = '$•ao +f.$1 a,, (xf 1 )='fax"~o ax +<g.xax. . 

Wecen f~.,q,! l.u. ist ax=a
0 

V x, K, also a
0

=ax=a1=:a<,,1 r. K, {O] :::;;> 

:za ,,1 =a<,;x:f,.) ~ a7J xa,1> =xf:1 V x f. K ~ f1 =ja • 
1 ~ 

.=-ede pcrs:,el:tiye l{ollineation aefi wird also durch eine halblineare 

:C.,ij ektion f 1 1Jeschrieben, wobei f 1 :x ..... a;;xa<t,ein innerer Automor

phisr1,rn ist. Die projektive Kollineation ae. =~, ••• dti. wird daher 

durch fü'ss P:."odukt r
1 

••• fk =f zum Automorphismus 
• -1 -1 -1 
f :x.t-- 8t1u• •• a,,> xa1,1 •• B.i,)• also x t-- a xa mit a „ a,,A~1 •• • lii,.>beschrieben. 
Da iK kor:rnt'.:!-tiv ist folct f= L, uml f ist eine lineare Bijektion. 

(b) Sei :": 10- "/) eir..e lineare Bijektion. P
0

= q.o.c, P
1

=q,IK und 

i:;=(q. +q1 )~: sind für l~,,q,J l.u. paarweise verschiedene kollineare 

:Punkte=) F 
0

,,ef =( ~.f)IK, P1a::1 =-(~,f)lC, Eief= [(<;1. +-<f, )f J K sind kollinear 

und paarueise verschieden. Da ein PP-Raum vorlie~t,gilt der Fundamen-; 

t:lls::.tz, also e:::dstiert cenau eine Projektivität ~ mit 

P
0

~ =P
0

cef, p1 CX: =P1~f, Eix: =E:ie,. nach 3.6, Folg.6 existiert eine 
:pro;!ektivc h:ollincation l\:'..: lf(10)-lf"(1()) mit cx.lPP.vP, =Öl. 

Die Abbilc:.u:::g r:=ce,·o<.-1 ist eine Kollineation aus PrL(lf (10)) und t' 
leistet P0f =(P0 .ef)«:-A=(P0aef);;z-~ =P0 , P1 -t =P-,, Er-=E. 

Lach .Geueis:Jchritt (a) vird o<.- 1 durch eine lineare Bijektion h (h= ~ 
o8schrieben: IX..-A=ae.,. No.eh Voraussetzung wird .e. durch die lineare 

.c\:.;; ektion f besch.:".'ieben: ze = .ie. t ~ 1t „ ae1"' ·• • .e+.ie, -~1.~ wird durch die 

1 iner,.re :.ijekti.on f 0 h=:r; beschrieben. 

X= 't'. K E ,P. P. vp,\ { P 11 ~ 'l = <go + <{\X~X1' =(-elK)~5 =(-e.g )l(= [( <$0+ cg,x)g] K= 

= [1• 0+(<g, r,; )x ]K. Außerdem gilt für i>- : 

P0 t- =(~ 0 r;)E=P0=<g.K ] [<J.a0 „q.g, 
:-1'1' =(<g.:;)t:=P1 = q,~~ _ ~ J a 0 ,a1 ,ai!: 1 i [C\lo} mit 11a1 -4g, 
""'r=[C~o+~.kJ l.=.r,=(q.+q,)fh: C(.+<g,)ae• 
(,q,+ ~,k= <,1,::;+tg,g=~.a

0
+<,11 11

1
=~.aE+q 1a1~. "q.+1,)g. 

'..Je,z,en {q,,q,} l.u. ist a
0

=aE /\ a 1 =aE ====9 a
0

=a1 =aB=:a€. i!C, t0}. ' 

Daher ~ilt :c-y-=[1.c+(-q 1 e;)x] K=(qoa+q 1 ax)rK"="
0

~ .. (<{aa+<g,xa)IK=[(qc+~,x)a]K= , 

=(~ 0 +<g,::) a:=:{ VXtPP.vP,'\tP1}; für P1 gilt ebenfalls P,ft·=P1 ==>rlfP,vP?·i 
1.:a.ci1 Satz 3.? sind in einem endlichdimensionalen Desare;uesi'aum 

11.ic })J'ojcl:U.ven l:ollineo.tionen cenau jene Kollineationen, deren 

;! ,sclU':i!1':lln:: o.uf eine Pun,(t:::-eihe projektiv ist; da L P Y eine 
• P1 

Projektivität i3t, ü;t '{ eine projektive Kollineation. 

,Y-"' ie<<X.-~~;r1=f~ ult -'f,Dl 1~ PGL (1r) ~ -Jefel'GL(lf ). • 



Demerkunr;: Aus Beweisschr.a folgt: In einem Desarguesraum T(1()(lK)) 
wi:r.d eine projektive Kollineation stci:;,; durch r,';1e :i;lbli;"_cc:r,J 
Bijektion zu eine1;1 in,'le1°on Autor.101~nlüsmus b0sc'n°iebe1:... J;c, mit f 
zu l:x..--a-'xa.(a![{\lOD auch _f~j ... -, cl:Lcselbc ,.o11L:..r:,,_tion -JCGChrci'jt 
e;il t: In jedem Dc-Haum wird eine projektive l,ollineation c1.uch 
durch ~ine line:ire Tii,jektion beschrieben. 

1) Für den surjekti-ven Gruppenhomomorphismus ,u: rr.(1M - PrL(Tt(W)) 

mit f~;ie.f (vr;L5.2, ]'olc;.7) ist ;t l GL(1()) :i,)i ko"'_.;-mtativ0n l:örper 

K ein surjektiver GrnpperJ10111onorphismus GL(1())-> PGL(7i(V/)). D,~r 

Kern von1.!c,L(1{)) i.st kerpr,GL(11))'·J/
1
{Ji(1f))n 1.-;-L(\{))=V>(l()), cienn iI'.l 

konmutativ0n Ihül ißt Ji(i()) c GL({(,)), und zwai· ein NorLialteiler 

von GL(11)) (vr;l.5.2, J•'olc;.7). Ifacil dem IIono;:iorplli0satz für G::-uppon· 

eilt PGL(lr('\O))G;'GL('rf))/{J.(1/)), JJiese Aussage ist i!!l nicht kommu
tativeu Fall wegen J(li)) it GL(10) sinnlos. 

2) Ges'.:;attet ein Körper !K nur dea trivlaleu Automorphismus,so ist <K 
not1-rnnclic ko;nrq1_1ta:tiv 1 dn fü:tnn auch ,j cdc1.0 innere ,·,utomorphisr:-rJ.s 
xi-----.- a---lxa vo. "K\\.Oi die Ic1entitii.t ist. ,Ja1,er eilt: 

Gestattet ein Körper K nur den t;.:'i.{ri~lell .,\.uto:;:--I0rphi::;1:..:2, so i.st 

jede halhlinecl.re llijektion von ·l,-;(K) linear, ä..:::i. rL(V1{:,))=Gia( 'H1(c:)) 

und fü.ther zjec1.o Kollineation von 1r(1()(K)) prcje;c'.:;ic,,d.h, Pf'L(11('-0(K))) 

=PGL( lr ( '\O(K))). 

Beispiel: Der JCörper Q de:c ratio'nnlen Zrilils~i und. ü.er K;)r,~r Et dci" 

reellen Zahlen c;estatten nur clcn triviale!1 Auto.:-:~orr>hi.e~:~1s„ 

l1ew.: Für einen Körperisomorphismus o:[(-11:;:', also in.s,)esonde:re 
für einen Kör_nerautomorphismus ü:IK-IK ~ilt notwendig: -,i 

(1) 0~=0 (2) '15',-,1, (3) (-n.)G" 00 -(aß) (4) (R-~)Ci==(e/J) • 

(a) Sei (j ein Automorphismus von i~. 
'1. _ f:chri tt: a natürliche Zo.hl = <l 

a=1+1+ ••• +1=:n ~ ao =('1+'1+ ••• +1)0- ~ 1+'1+ ••• 4=n=a. 
2. 0chri tt: a ner;ati ve c;anze Z®hl =>,, .•. 
a=-(1+1+ ••• 1)~-n ~ aS =(-n)6 --(nGJ=-n=a. 
3. Schritt: n rational=> 
a=p.g-~ ~~t), P,'1 r;m::~)" <,?-"'O(u_nd)_f,'1_ o.}1d.A. teilcrfrenrl ~ 
ae- =(p.q <> =po.,q o= pu qo n,.q ~2.. 
\;tn 6 Q 13ilt ao =a ~ G" = ~Q• •• ,., ... _. 

(b) Sei s ein Autcmorphismu3 von H. 
\,' a ( Q cH r;ilt nach (o.): aö =a. 

Der Körper .)[t ist boZUt:licl1 der H~:lo.tion ~ linsar ~cor~.-r_.-:;-'; ( ge
ord.:i.et-z:r :KÖ.i"per ~ vgl"? .. 1); \2:e:i. ter:=: gcl ten f,:ilgende z.~ei Ei.e;enschc.fte,1'.1: 
J8d.e positive reelle ZB.hl i:-:1-t Quacl=:iat eirer reellen Zo.t.1. (*) (eukli
discher Körper). 
Für jede positiva reelle Zahl a und für jede 11eliebige ,i&tilrliche 
Zah 1. n gilt! Es ;_;J.bt eint8 n.~ tU.rlichs Zahl rn rni t 1~~~--1 .::; 2!1 <. m ( ! ) . 
Dies a:ilt~ \71::1] !?. :-?i_n 9pr,}1.1·,~0.<1) ~r:hRr Kr>,---r:~-r· i ,:::t: (1r~1- 1 ·7 '1 ~CIY"' ' 
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Seien nun a, b I i. R, 'f: mit b > a (o.B.d.A.) =* 
b-a > 0 ~ 3 c ~ R\tOl mit b-a=c1. tj 
(b-a)G'~>b e- -a6" =(c.c)G' =c G' .cG' =(c e- )1. > 0, 
be- -a6'> 0 => bG' > a6', ·Der Automorphismus 6' ist also notwendie; 
monoton, d.h. b > a => b o-· > acr • (:) ,/\ ~ monoton=$ für a~IR" a ~ 0" 
Afür jede natürliche Zahl-n existiert eine natürliche Zahl m mit 
(m-1 )tr ~ (an)v < mG" ~ m - 1 i aö .n < m. Daraus und aus (!) folgt 
la6'.n-a.nl <. 1 ~ n • laö - al < 1. Aus der indirekten Am·mhrae 
ae- i'a würcle n < ,a.i-a., folgen, vias jedoch im Widerspruch dazu steh".;, 
daß n in (:) beliebir; geuähl t l-rerden darf. Also ist nur a 5 =a 
'va EH mit a > 0 möglich (!,;,). · •• 1 · 

3
> 

Ist atUAa<O~s:=-amit s~RI\ s>O ~ sö=s=>a5=(-sir)'=-(s6)= 
=-s=a(*:). · 
(:*)A(U) => a6"=a Va-.lR~6"=LR• + 
Bemerkunr;: Wie man aus dem Beweis erkennt, gestattet jeder(ko=uta
ti ve) geordnete Körper ( 9 Char K • 0, vgl. 7 .1), der euklidisch 
und archimedisch ist, nur den trivialen Automorphismus. 

Gegenbeispiel: Der Körper C cler kom~lexen.Zahlen gestattet einen 
nicht trivialen Automorphismus; die Bijektion z.=a+ib ,._ °":=c'.-fo ist 
ein solcher, denn es eilt z:;-+zi =~ +z2. UIYl z:;:-z,._ =;z,,.z.1. • 
In den projektiven lfäumen T (10(1/;)) gibt es also auch nicht projek'c>:e 
Kollineationen. 

3) Sei 10(K) ein l~echtsvektorraum über dem kommutativen· Körper JE: 
mit 3 s. Dirn 1() < = . Die Punkte ,g,[C=Po ·und <g...lf.:=P„ und (q.+~,)E=E 
mit lq.,~,1 }..u. sind paar1·1eise verschieden und kollinear. 
'Px:'"1';lp0 p0 1,2.:= 'f:2 PoP~ \ lP1). Hach 5.1, Folg.4 ist für jeden Pmikt 
X= -t.K{E 1:2, clie Darstellung lt:=-<!•+ <j, x (x,; K) eindeutig,und die 
Zuordnung /J.. :X--: x( '- IK) ist eine Bijektion, ja sogar ein Körper-
isomorphismus {,P,,+, o} =K„t,;--K. · 

DEF.5.4-a: Seien A= «IK, B=t-K, C=1-K, X=-e [{ vier kollineare Pun..'lcte in 

1(10(K)) mit A,B,C paarweise ve_rschieden AA+X.Werden durch Um

normung (J(, und {,- SO p;euählt, daß 1, =«.+ß. gilt, und Wird ,e., SO [Cl/N11 t 1 

daß ,e-ax+l,. gilt,so heißt X'- K clas Doppelverhältnis DV(A,B,C,X) der 

vier Punkte. 

Beiperkuni:;en: (q) In Vektqrschreibweise gilt 
IDVlUC.K,h11., (ll:..+6)1K, (ctx+ß-)K) •x. 

(b) Das Doppelverhältnis ist eine Eigenschaft der Punkte 
in l((K))und nicht der ausgewählten Vektoren. 

Bew.: Ula•:uc.', -6-b•:6-', -ic=:1-', 'tA•:"-' (abCt.4'0). 
1,.1-•c-•-ll(•a-•+t1b-'~_1- 1 =(-(+&: mit a-·a•ca-• .. occ, &•&'cb·'-~c. 
,e = it.' 71-, = otx+ 8- .. äxc-'4- g, c ·• ;:'? ,e,• =LKXAc-1+Ellc·•. 
'l'IK• (ztxAc-•+ :C11c-' )IK .. (.!,ix+i)K ~ DV(t-1'..'K, .(,'IK, 1-'K, ,e'K) • x. 

(c) Denützt man Aals U B als O C als E für eine 
Algebraisierung auf ~Aa,so ist µ.:X(6l{~)-nvtA,B,C,X)=x(clK) ein 
Körperisomorphismus nach 5.1, 1i'olg.·L1- und dab.er eL:,e i3ijek"cio1:.. 
Wir nennen DV(A ,B,C,X)=x eine "inhomor;ene proje,~tive i1Aihen-
koordinate" in 12 A& • Wegen X(~ ,P"a \ {A!)=( c.tx~+6-x0 )[{ nH x 0 'f'O 
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ist x=x.,x;1, d.h. x E K läßt sich ols Vcrhiütnis ·der 11hor10[_';enon 
_projektiven ll.eil1en.koordinnten"· x 0 ,x

1 
schreiben. 

(d) Sonderfälle: DV(A,B,C,C)=1"we[;en 1-=l\'.+f,.. 
DV(A, D, C, 11)=0~ 1-rec;en ~=otO,;t-g.. 

(e) In Erwciterunc; der Def.5.11a definieren wir: 

D:.::F.5. 1rb: DV(A,B,C,A):=00 .für A,J,G paarweise verscilieden und kollinear. 

uies0s.S;y;;ibol oo ist kein Element von [l( und daher ist /I=fl45-K u[co] 
:üt ;tl.P,..b= µ. und Afi = oo c:i.ne Di:jcktion. 
·,rcc;c:1 .',=(U(X 4 +(}0)fii: ist eo= ~· = 1- für x," [C\[O} • 
l~ v { oa 1 ist lrnin Körper. · 

(f) Es gilt: H(A,B;C,X) <:=> DV(A,B,C,X)=-1. 

:1c1-r. : :c1 clcn Punkten A=U, Il=O und C=E konstruiert den vierten 
,.,_,._rc:on;_sc:1cn .Purü~t X entsprech0nc1. der neben
ßtel1er..J.cn InzidenztaOcllc unter Dcnützu11ß 
-:les Viorec;(s { 1, ••• 4} • Han erkennt daraus 
lf(A,:S;C,X) <==* X-c-!=0 ~ X+E=O. 
:;;:-,eh 5.1, l"ol0 .[~ ist ,u. ein Körper- X 0°8 EvC . U=A <c> 
is,07of.:'~isr:ius ~AB-c,-, ue_,_ a~s~ ,;_;il t X+E=O <r=9 (X+E);t =Ofl ~XJL +l:;t =O;t~ 
;:i,(.c,-3,C,.-;.)+DV(A,n,G,C)- DV(.,,J,C,B) ~ 

~-'--,-.'--'-J ~---,---' 
ßtm.;,..d1 l.,,~..-;!o 

JV(A,B,C ,X)=-1. • 

(c;) Sind A,J,C,D,j~ tünf kollineare Funkt8 mit A,B,C 

· 0 .::.2r,-,,:,i.s'.' verschieclen nn<l A,D,D paar•·reisc: verschieden m1d A,f8, 

so eilt DV(A,Ä,C,D). UV(A,B,D,E)=DV(A,B,C,E). 

"i·:u1 tiplilcationsforr.icl für das Doppelverhältnis". 

1:w. : ;L= oc K 
1 

:J= & 11.;: und. uir normieren so, claß C= ( ll + &- )K c;il t. 
D= ~i:~,.,~x d+<r )~ =>DVYc,'i:l_,_c,D).=d'" d*O weßen B,i,D. 
-L= -iiL= oce+,)K ~ Dv(A,.u,C,1·,)=e. 
_·n DV A,:i3 D,E) zu oesJ;imien, normen wir lll!!: 
(.(cl=:Zi, 6=:t ~ ~=~+6- =>11.=oce+6-=<A'.ed-~-d,=>DV(A,B,D,E)= ed·•, 
Insr.esc1.mt gilt daher 
.ova,:s,c ,D) .DV(A,B ,D ,E)=ded--1 =e=DV(A,B,C ,B). • 

(h) Seien A=mK, B=~K, C=tK und DaöK vier kollineare 
Punkte mit A, B,C paarweise verschieden und A,i,D => 1- • u>..+ G->-1 mit 
;,, •. >. •• o A (}, - CICp.+ &-,u. mit µ. tO. 

Um hieraus DV(A,B,C,D) zu berechnen, normen,Jlir um: 
()tA,c; Ü, b-11, =: f =}'>=!X+ & =} J,= lfßo+ t'fL• =~ >o;;',u.o+ fri'.~"_µ.., 0 

Da(c'.iµ. 0 11:1+];µ.,\'nlK => 

( B C D) ,-~, -4 ,U. a ) < 
DV A, , "• ~ JJ-o·'<> ".JJ.• = -:,- , - • 

"o P• 
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'dir \/Ollen eine noch allgemeinere l?ormel für das Doppelverhältnis 
herlei tcn: Auf der Punktreihe f.l Pt2 mit qK=P4'Q= 'f K( ~ l ~ , (Jj,S 1. u.) 
sir:.d die Yier Punkte 
i.= «I:=( ~ r· 0 +?,. c.. 1 )~:, 13= (r h~=(qb. +qb• )IK,U= 1-K=( (,1 Co+ 01, C1 )IK, 
D= JL=( q d.+ ~d1 )il: gec;eben mit 1,,B,C paarHeise verschieden und 
A~O:D. Die P.c1.r~:te A,3,C,D haben also bezüglich P= <-g K, Q=~IC, E=("i+q,)K 
die homogenen Reihenkoordinaten ao:a 1 , bo:b., c 0 :c11 do:d 1 • 

:C:uei Pu::kte A,~ nit den homoe;enen Ilcdhenkoordinaten a 0 :a 1 bzw. 
0 0 :b1 sind ~enau dann verschieden, wenn: J1 a~+<-'F'-1,q·oo+cf°::>1} l.u.~aus (qa.+qa1)11 +(~b0 +<.iib1 ),u=tr folgt 
\,l. ,,u)=(O,O) ~ uo.s homoc;ene Gleichungssystem a 0 :ll+b.)l."O, a 111+b,µ•O 
,·csta":t<:t ralL!' die trivüüe Lösur>..g ~ 1 ao b. 1 a b a b 1-0 
.... a" b-1 • • • - • o • 

'.iir drücken z·,.ierst <f und q, als Linearkombinationen von (1( und Ir aus: 
<j • et P• +~p, .. (q a. +"',a-1 )Po +(1 bo +ifb-1 )p, =} 

1~a 0 p0 +b 0 p,} P „ b, •: h P ,. -~. ..~~,, ,.U!b_g.~. 
O=a,po+b,p, ~ 0 Q,b,-o,bo t:i.' i aob, -Q,b •. 6 • /J. A 

c:-:::cn::;c: t1= <.<q.+6'q,=(1a.+<1Ja,)q.+(~bo+qb1)q, ~ 
O=a.q.+b0 q,}- .{)(.a-a!!::+(r ~·. 
'1aa,q

0
+b

1 
q, -; Y A A 

i=~C O +qc, =(c( ~ -t- ~' )c 0 +(-tt X+e,.1.' )C1 • !Xi (b-,C 0 -b 0 C 1 )+t- * (-a,iCo+at;c,.) t 

=: Ao '*o wegen B+C I"': x.-to wegen C+A 
J=<1d.+ctd'I =O! ~ (b,i do-bod1 ~+t,J: (-a. do+a.d, ), • 

.! : P• =: f'~ .o wegen D+A 

Nach obiger Formel gilt: DV(A,B,C,D)• {;- • ~·, =) 

Anwendung: Wie ändert sich der Wert von DV(A,B,C,D) bei Ä.nderung 
der Reihenfolge der Punkte? 

(I) Vertauschen der Elemente im zweiten Paar filhrt das Doppelver-
hältnis J in seinen Reziprokwert J-• über (trivial). , 

(II) Gleichzeitiges Vertauschen im ersten und zweiten Paar ändert 
das Doppelverhältnis nicht (trivial). 

(III) Vertauschen des mittleren Paares führt ,5 in den Wert 1-J über: 
1-DV(A B C D)=1- ta.c,-o,c.l/b.d, - b,d,1 • 

t t ' (boC.-t ~b~c.)(o ... ot,-o. .. clo) 

Nun ist [(bo c,-b, Co )(a0 d1_ -a 1 d 0 )-(a0 c-1-a0 c 1 )(b0 d,i-b0 d,i)J• 
c[-(a.b, -a1 bo)(c.d~-c,d., J) ~. 
1~DV(A B C D).,<a,1o,-.,,h,l(c,a,-,,a.> "'DV(A C B D). 

t t 1 (eo b"-c„bo)(Qod1-cholo) t t, 1i 
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Vier pnr.:r1;rei.se verr;c-hica_enc P,-1nkte A, 1'.15 U}D c:ost2t·!~0n i.~0~·:cs~1:1t 

Ldc:-2li Anorclnunr;0n. Jecte Anor<1m1.nr~ k„r,n ~1.1:c: (1cJr ,,r:orcircu, .. ·(,~,1],G,D) 

durch Vertnuschungen c;cuonnen \,erden, die sich als Zu:JP.::mensctzu:1c.an 

von (I}, (II) und (III) ergeben, z.B. 

DV(A,B,C,D)= t ,!.!;... DV(B,A,D,C)= cf~ DV('d,1\,C,D)=o1 ~l)';(;,c,A,D)="1-J-' 

~DV(C,B,D,A)-1-J" ,!!l.nv(c,D,B,A)=1-(1-J'1)= ,f1S DV(C,D,A, 3)= 6. 
Damit r;ilt: 

(IV) Vertauschen des ersten Paares mit dem zweiten Paar ändert 

das Doppelverhältnis nicht. 

Unter Benützung von (I)-(IV) kann für alle 24 Anordnungen von vier 
paarweise verschiedenen :?unkten das Doppelverhältrüs berechnet wer

den (in der Übersicht ist das Symbol DV weggelassen): 

(A, n,c ?D)'!'(B,A,D ,c)'~(D ,c ,B,A)':'.!(c ,D' A, B)= J 
(A,D,D,C)=(B,A,C,D)=(C,D,B,A)=(D,C,A,B)= i-~ 

(A,C,B,D)=(C,A,D,B)=(D,B,C,A)=(B,D,A,C)= 1-; J 

(A,C,D,B)=(C,A,B,D)=(ß,D,C,A)=(D,B,A,C)= (1-J)-~ 

(A,D,B,C)=(D ,C,B)~(C,Il,D,A)=(B,C,A,D)= 1- J-1 

(A,D,C,D)=(D,A,:3,C)=(JJ,C,D,A)=(C,B,A,D)= 1 ·· (1- J)-• 
Dic:Je scchG Werte d', J·1,1-S,(1-,f)- 1 ,1-J·1, '1-(1-J)·4 r.li:;- J~ I:\{0,1} 

müsnen niclrt alle vcrschiec7.en sein; z. D. bei nari'.lor:.:'.sc:·.cr L2 r;0 

treten nur die Werte -'1,2, ~ auf, 

4) Wird die I:011incatio1'l «:.: 1r ('lt? (E)) ---~ 1f (!,()' ([-::')) ch;~·cr, c:ie r,al"c

lineRre Bijektion f zu f darr;estellt, so c;ilt 

DV(A,Z,C ,D):f=DV(A1>t,B.e,C'IZ,D"<-) fi.Lr t1.,D,C p11. versc'.:c:'.c:d':r. ;:_~_c, A,t:D. 

Definieren i.·rir zusätzlich cof:=oo, so stimmt die Aussage auch fü_r A:i::D„ 

Bew.: A=l1IK, B=!f r0:, C=iff·:=(()(i\+tu.)iK mi.t {ot,&J Lu. uu~ >,,u_ c;,O. 

Umnormunr; erc;ibt Vti',=:ct,t,u.,:t-'=P.A=ci:ITC, Il,,&!i(, C=(ui.+r)i:. 

D= rf [( kollinear A,JJ,C uncl o.B.d.A. DicA ~ J, = ix. x+& ;:::i-.:; 

x=DV(A,B,C,D). 
A~=(ti.K);e =( ()(. f)i~ '=: ot'K'' Boe =(ir)iK' = :&'K'. 

Cat= [(~ + t'. )f] K'=(rxf+if)K'=(ir.,+t')K', also ist bereits. r:'.::::i";ie; 

normiert. 

Di=(vf )K'" [(ocx+&)f ] K' = [(~f) (xf)+ (&f)] K' = [ut.'(x.f )+~']E' ~ 
DV(A -:z,B.e, C.e,D~)=xf =D'J(A, D, C ,D )} • • 

5) In einem projektiven Haum 1f (1/t(IK)) mit 3 ~ Dim 10 < oo /\ '.~ 

koru;mtativ gilt: Genau <lie dopgelverhältnistreuer. ,:ol:Ci,:cc'tio:,,:,n 

sind die projektiven Kollineationen. Jede P'"oje::Ztivit::i:;- j_st 
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doppel verhäl tnistreu. Jede doppel verhäl tnistreue Bijektion ,P'! - 'Ph 
ist eine Projektivität. 

Bew.: (a) ae. .. PGL(lr(11l))=--ae.=~• mit :r linear, d.h. f= L~~~ erhält 

das Doppelverhältnis. 

(b) «: -µ 9-,µh ist eine Projektivität => 
o< läßt sich zu einer projektiven Kollineation c< fortsetzen 

(vcl.3.6, :J!'olc.6),d.h. ii lf.2 9 =o< und es gilt DV(A«,B«,Cot,Doc)= 

=DV(Aii', Bii/, Cöc ,Döi/:1)V(A, B,C ,D). 

( c) Sei ex: ,P9 - ,Pi. eine doppel verhäl tnistreue :Bijektion • .b.uf g 

existieren drei paarweise verschiedene Punl~te A,B,C ~Ao(,Bo<,CoellöPh 

sind .paarueise verschieden. Da in lf PP ( ~ [( kollll!lutati v) der 

Fundamentalsatz gilt, existiert r;enau eine_ Projektivität ß mit 

Aß =A<i,B~ =Bo<, cß·=COi'. Wendet man auf einen Punkt XeP, die Bi

jektion ix bzw. ß an, so e;ilt nach Voraussetzung bzw. nach (o): 

DV(A,B,C/X)°'.;DV(A,,c ,Bo( ,Co<,XO() } ~mit Ai!l=A«,Bl'l=B"',CP.,=C"'- dann 
DV(A,B,C,X)~DV(Aß,Bß,Cß,Xß) · 

DV(Ao< ,B"', Co( ,X«)=DV(AOi' ,Bor:, Co,:,Xß). 

Da das Doppelverhältnis eine inhomogene i(eihenkoordinate ist (vgl. 

Folg.:;, ßem. c), wird die Lage eines Punktes Y bezüglich der l''unkte 

AD<,Bol' ,c"' eindeutig durch Dv'(AD<,B"',c"', Y) bestimmt=> X«=Xll> V X Ei'fle 
=> cx.=fll =>.o< ist eine Projektivität. '•;., 
(d) lst -ae. eine doppelverhältnistreue Kollineation => .' 

<•> . 
ae.lf2,:-'f,2 9-,P~o\ ist eine do3pelverhältnistreue Bijektion·== .elPa ist 
eine Proj ekti vi tät .Da nach Voraussetzung lJ" endlichdimensional und 

desarcuessch ist, ist nach Satz :;. 7 'le. eine projektive Kollineation . 

• Bemerkune;en: (a) Die A'l,lssae;e von Be\·1eisschritt (c) kann e.br;esclwäcl:;:; 
werden. Wir haben im Beweis nämlich nur benützt, daß ()(. eine slob'.'2.c: 
Abbildune; ist, welche drei bestimmte pw. verschiedene Punkte A,B,C 
auf drei paarweise verschiedene Punkte Aoc, B"', C0< abbildet, und <laß oc: 
doppelverhältnistreu ist. Daß ~ eine Bijektion ist 1braucht oan 
nicht zu fordern. 

(b) Wir wollen eine andere Abschwächuns von (c) dis
lrutieren. Sei e< : 9,--p, eine Bijektion, 'l'lclche haroonische Lase er
hält, d.h. es ~ilt 
H(A

1
B;C,D) ~ Hl.Aix,Bot;°"',D«) für alle harI!lonischen Quadrupeln.Logisch 

gleichwertig in TPP ist nach Folg.:;, Dem. f die l1orderung: .,. . 
DV(A,B,C,D)=-1 ~ DV(Ac<,Bo< C«,D«)=-1. Wir fragen: Unter Helchen ,, 
Bedingune;en folr;t aus der Invarianz der har!:lonischen Lage <lie 
Invarianz des Doppelverhältnisses, sodaß IX. dann eine Projektivit:it 
ist? 
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:,~ir.c :Jije::tion .. :,P.s--~-p.h in Tr(-\D(K)) mit iK kommutativ, 1rnlche 

irnr:w:rüsclrn Lc1.'";C cr11::ilt, ist eine Pro,jckl:;ivität, mmn K rn_u_· do;:i 

trivialen Autonorphismus e;esta.ttct und Char Kt2 [jilt. 

_;o,·1.: In 'j:2 9 existieren drei pao.r,:eisc vcrsc:üodcno Punlctc A"oc.ITl,B=ß-K, 
v=iK ur.u es r;clte o.B.d.A. 'l-=0t+C. lfach 5.1, l!'ole;.4 ist clann 
".'-:,P~A\-:1~ nit ~=-tK( e,P,\ tADt4x•lC_ fü:' ~={}(.x+& ein 1.';ÖrJ:)er-: 
isor;o:r:,nismus 'P-'3 - K, uenn zur Alr;corr:usierung A=U, .u=O,C=l, ver
wendet werden.Die Dijektion oc:1]8-1,Zh leistet Ao< =:1JL'IK, T\o<-=:i'K 
Cci(=:1-'K n;_t-i.'=~t'"f,'(o.i1.d.A.)und XO(=(ot'x 1 4;f,')Q( für Xe.,Ps\lAl, 
·.,olici ,d: f;l,.\ (A'l -1(,mit Xoc.(€ ,P" \ lA'3) t-'!-- :c' E: K qbcnfnlls ein 
::örpcr::.so:::orphisnr . .rn ,Ph - 1: ist. Die AbbilduDG f:=,u.-Ao< f'--

1 :rrc -K 
is~ ?~}YJ ~ijc~~t{on, _wobei i:-ach Dd~_5.lJ-a r;ilt: .x'=DV(Af,Do<,C°'JXo<)= 
=:G=lJv(,,,n,C,1..)1. Hir beweisen zunachst, daß f ,r.2 9 ~ -'j'.lh 
ein Körperautomorphismus ist. I' • f J /J-

1 

i< - IK' 
• •r • - n 7 )( + Y 1 0 ß sr -r ~ ( ~ ) -,( • • 

0 cUS ,-.).J.~,::cioy=.lf'- .cO.<:.-t ;[- Cf X,Y l SO<.ccl! A 11, z ;= J. ·· l't drel paar\1CJ_S8 
v0rsc,,_i_cdcEe PuIL.(t,, mit ,l,m hor:io;;ew:m ileihonkoordina ten ( 1 :x), 
(1 ::7), ('i: 9) bezüglich A,B,C sirnl; zusummen mit A(0:1) liefert 

•
1
ol~;.3, Ben. h I: ip I j~ ~ 1 _ ( X+Y ) 

Dv( v y X+Y A) -,1---·:;-,- 11 o 1 = -1 > H X,Y,·~,A .. , ,·2· . ., .:. 
'j !!:-1 " 1 

~t.'.ld clo:iit nnch Vor:,•_tsse\::::u!',e ::(X",Yc<.;(x}i•'r')c<,Ao<). Andererseits haben 
k X -'1 V - ,-"v( N:!:+Y~ /A!X,4.'~:r«~') 1-( "h •• l' A - C _;. 1 '~-

Z; µ ,.1,,_._;(=.:1·r:,.. 1~;::~\ 2. -· ·· /L • uezug __ ic c-i 1 jjr::-:.. 1 ~t wege.z:. J.=f':-'01.,p a.ie 
__ ,::i:-::e:-2:oor,15.naten (·1 :xf)bzw(1 :yf)bzw .. (·1 :~), 1:1as zusn.1:..men mit 
.~O( (0 :1) o.nnloc; zu oben lieferf; x v 
--1 - r / ~ r - ·· Xe< + 'r...; • "\ -----'-. .,.. -c "r ·• - o( + '('.>( ,\ '\. D " D 
"'. '-I\AC!,.c.c~,-1 -, Ao<;=-°I --rll _l,._~,J'..,;.z,-~, .ac<). ·a ein 1 esD-T'/3'Uesrau:.n 
''Orlic---~ w'1l-'- (X~Y )C( Xo<~ 1'1Y1 •-e" 11./,u,'-~ 0 't 
c~~Y5.;t~ci1.:i.5~u_f'µ·'tcxp')},u•·1=~x"'2°~-~,C~S'y~-:./=? =O( s mi 

(~)f·-~ l. - :2. • 

JJ. dic2e Gleichung ffu• :,~y t:eivial8rweise gilt, ict sie für 2:1.le 
x,yle K gültig. · 
"h ;c:1: :.-.:=~; ==>Z~=B"' ist 0.f=O und mit y=O daher (i) f= x_,_f für xtO; diese 
J_~t~::-;e ti-l2ic:lu1~ r~iJ_t 0})cr 2..nch f~~r j:=0 uncl do.n.it für alle x eK„ 
:?::u::.:: is'.:; ( "- ;_ 1 )f~ <x-,11-r.. und daher (x+y)i'=:d+yr· 'r/ x,y 1 ° &e; 
::' is-f;; alsQ ein Isonor:,hismus der additiven Gruppe \li':,+s, sodaß 
( .. x) ==-(::f) sil t. 

A~~s xtc i o_, 1 u:r..cl ?h"r 1'4-2 __ :'olc;t x*:-=~ 11_ -xt-1 1 sofü-,ß d~e Punl:te f=x,u;~ 
-·~(-·r'\t' c-1,,~ -.,c,•,,-.,.1n1c,e ,,nr~c,1 i,,oen S•'1d 11nr1 i!,e D-,,ilri·r- X -XC -<1..- -~J '\ - r __ ,_,(~..,_.,, _, __ ._,,..., l.; ,_)., - """- , ··-'"~ ·':l ., .,..J.. _,_......._ _Ll,1,. .... _._-.._,_, '-) ;I ? 

:(t =(x 1 !A·' haben bezi.igl.ich A, B,.C die homogenen Reihenkoordinaten 
:1:x),(1:y),(1:1),(1:.;;: 2

), Nach Folg.3, Bem.h gilt 

JV(.'-X,Y,C,X 1 )= 1-". 11 ll_),1 __ ,1 - I'( x· X·C x2 ) -- n-rr · 1 ~. ~~ 1 - , => 1 
- • , , 

u:--.ii cla:·:it L2.ch Vor?u0sc_t0unc: II((-}:)c<,Xcx';Co<,(~(2 )c<). Anclc.rcrscits .haben 
( -X)x= ( -x );,e'<x, Xc<-=~µ.-i, X2o< =( Xc(,u.1• X«:,..i').u'.-i bezüglj.ch A"', Bo!, Coc wegen f=.,,-A"'-1'-' 
hor:10;_:;ene r{eihcnlcoordtnatcl}. (1:(-x)f), (1:xf), (1:1), (1:(xr?), 
li:ls :::.us::JJ::L-r:.cn nit (-x)f=-(:cr) an::üor; ::u oben liefert 
il'.'((-X)c<, Xo<, CcX, (X 2 )ct) •0 -1 =;, II( (-X) c<, Xe<; C o<,(X:c<?).. Da ein Desare;ues-
r2-u:-i vorliec;t, gilt (X 2 )o<=(X~Y und i-rer;en µf µ,'-•. o< somit 
(X 2. )"' = X2,u.f,u 1·1=x1 f,11-••(X"')'· =(xf ):r..,.u• - 4 => 

xif=(xf)2.. 
Diese Gleichung gilt wegen oi~o und 1f„1 ( wegen: X2 C = X.. ~c"') 
für alle xtK. Damit erhält man: 
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[(x+y):Jf-(x7+x;y+xy+y:)f=(x~)!+(xy)f+(xy)i+(y~)r1~(xy)f-(x!)(yf) 
( (x+y )f):i. •(xf+yf )'2- =(xf )2 +(xf )(yf )+(xf )(yf )+(yf )2 V x,y j,sK; 

f ist also ein Körperautomorphismus. 

I,3.ch Vor. e;estattet K nur den trivialen Automorphismus ~ f= 1 • 
D,3.n.'1. ist acer DV(A«,Bo<,Co<,Xo<)~DV(A,B,C,X) V A;B,C ,X 1 ,p9 mit 
A, B, C rm. verschieden, sodaß die Bij ekt;ion 0( doppel verhäl tnis
treu und daher eine Projektivität ist. + 
Insbesondere cestatten Q ur,_d H nur den trivialen Automorphismus, 

oJ.so gilt,: Eine Bijektion: ,P9-,Pk in lT(W (Q)) bzw. lf(1()(H)), welche 

h3.rmonische Lage erhält, ist eine Projektivität (Für ~=H ist dies 

<ler "Satz von STAlJD'l"'). 

,, 
f: 

(c) In einem endlichdirnensionalen PP-Haum lf(1{)(!K)) 
ist eine Projektivität c,;_:12 9 -,P,, eindeutig durch At--A', Di--B 1

, 

c .- C' fest";cler:;t. ?ür g=P V Q=( ~ K)V(~t:) haben A,B,C bezüglich 
<j1:,!:I-~: und (1 +l'j,)1: <lie hono::i;enen lloihcnkoordinaten (ao :a,) bzw. 
(bo :b 1 ) inu. ( Co:c 1 ); annlog sind für h=l'< VS=(1r&C) V ( fK) liezüe;lich 
('tK), (H;:), (r+f)~-( die homogenen Reihenlrnordinaten von A' ,B 1 ,c' 
6-:,,n.'1. (a ~: a~J, (b.;, :b;), ( c:,: cn und (x 0 :x ~)bzw. (x ~:x~) von X bzw. X,x, 
,;f'.ch Fol 0:.5 ist die Projektivität IX. doppelverhältnistreu, also 
r;ilt DV(Ati:i,C,X)"'DV(A',B',C',X'), woraus mit J?olg.3,Bem. h folgt: 

1 
"'• c., 1 b. '· j 10·' c~·, 1•;, ,.:, 
a._. CA b„ ll.,i 0,i C-t b.. X1 

-,o. •·1·-10· ,.,·= -,0.,c.,·1·-,a:,,.:, · 
C-t C.,t 0..c X~ b-t C1 01 X1 

D".ll'ch Ausmul tiplizieren und Umbezeichnur,.g entsteht die Bilinearform I' 
c,:

00
x

0
x~ + oc

01
x

0
x1 + lX.iox

1
x~ + ~ 1x1x1 n O Oljk6[{ (""). 

Durch Auflösen nach den·Reihenkoordinaten von x~ erhält man 
(:). 

J.}?. CX eine __ ;ijektion ist, muß eincleirti[';e Auflösung nach Xo!X1 

möglich sein, woraus 1-o<o, -o,:~i ! ,i,O~ !~ 0
" ~ 0 ~ j =det(o< 1, )'l'O folgt. 

°'oo «...-.o ...... ..to "'-t<t " 

Die Bilinei'\rforr;1 ( *) hesi tzt also nicht verschwindende Determinante 
u::id ist daher nicht auncearteta 

ürnce:-:e:ilrt b0schrcibt eine Bili.nearform ( *) mit nicht verschwindender l 
~letermin~Tttc eü1e Projektivität. Die :Dilinearform (*) ist mit 0) 
('leiclrner'.:.ic und ( ! ) beschreibt eine Bijektion o<.: ·P,- ·j2" , da die 
Determinante nicht ve!·scl,Hindet;. Um "'als Projektivität zu erkennen, 
,:'"U]1ren \ri:' in lf(ii)) eine ßasis so ein, daß 1,! = ~., ~=fL, ist; dann 
c;ilt für X(e: {-l.9 )= dC=( flixl)iK=(1,.x"+ -tt.,X")K, also X=(x 0,x\O ••• O)K. 
:i.:,~ocnso_r;ilt in einer z,1eiten Iiasis mit 1t'=1f..,, f =11,,, für X'(e,P.)='{.'Km 
"' (1,,1,x 1'Jl{=(ti,,x0 '+ -tt,,x•')K, also X 1 =(::-::<1',x11,0, ••• 0)K. Dami,:; sind 
(x 0 :x~) bzw. (x 0 ':x<') homogene Reihenkoordinaten (x 0 :x,.) bzw. 
(x:,:x~) in '°P<?. bzw. ,P.1-. • 
Unter Benützung dieser Basen ist 
3Z : (x C' X~' ••• x" )tK ,._,,. (-x 0

, -cs.,x 0 --oc„x 1,« • .,x 0 +«,.x ~. X 1.' x!>' ••• X n )IK 

1

-"·• -"'« 0.,,,. 01 ,-0(. -c1 1 
wegen "c°' "'o" ~:::: ~ 1 : ' " +o eine projektive Kollineation 

b i, ~ , , , . ~ (J,. o. o(,_, 

1["(fi,Q)-1f('{)) und wegen öilf.!~"« ist o,( eine Projektivität. 

1 



(d) Ist C<.:,P 9 -,P9 eine i.1yper,,oli.sc,,"' i'r·o.)':.'.::;;·,:i.ti~t 

im l'P-ibum 1f( 1D (h:)) mi I; <lcn beiden ,hxriur,kt;cn l·-, ,i,'2 , so c;il t .i.\ir 

alle Punkte X ~ ,P 3 \ { I!'1 ,E'21 
DV(l<'

1
, F2 ,X,Xc.:) =konst ( "ch8.rakteristisches Doppel verlüU t;::i::, der 

Projektivität ~·). 

In 1f., ( 10([n) ist; [;GllilU fiir die li.ypertoJ.iscl:en !Jrojs:-~ti,,,,n :;:n
volutioncn (b;:,,·r. clie harmonische::i 1Io:'.loloc5e;1) ,l2.s char:::.b:;eristische 

Doppel verhö.l tnis -1. 

13121-r.: ITD.ch 1„10 7 Folc„8,III sind di_e hype:::,::-ioliscl:0!1 7':lrc_r:A,:~:2-"'rcn I:·_, __ 
volutionen /)(. :,;enau jene Abbildunr,on, 1relc11e 21·1ei Pur..:cte -'• ,Fa. .'..'es 
lO.SSGn Ur!.c1 fiir die .~il t; } l Fvl . i, ?>&(11, f 
H(1''1,:b'2.;X,Xc.-.) 'v'X €'f-(9\,J,',,J."i) ~~ 
DVU1'1 ,F,i,,X,X0<)~-1 vx €. P'l\ l 11. ,F„ 3. • 

(c:) Die pro,ic'd;ivc 0rJli;si;a~,Jil<hJ.:·.·:: oc: j::1 0 -'):9 :i.r:i cndJ.:'..ci,
dinwns:i.on:ücn PP-Haum ii(;u)(i!~)) uircJ. ,.:,_,,_rch c:Lne ::i 1.i.r.·,·:~·~0rn 
0(00 x 0 x~ +o<o„XoY.:~ + o<,.ox,,xb +o<. 111x·"x~=Ü n.::::t (i.et (cx.1~) * 0 0e.schriebl:"1; 
dabei sc:i.(m sm·mhl Xo :x~ als quch x~:x~ hor.1or:cne ,:cih 0;,J:oordina.tcu 
bczi.i.r;lich qn:(=11-li(),q,Kc(~ 6K) und (,;+<1)1~. t,';_;_r cü:e:: :.?i:-::,:•;.,:i:t i:' von (X 

r;ilt fo:f~=,f~:n ~ f~ ~f.~Af~~f,'{ r:üt~cL\(01~ 
O(.,.,f.,f~j +D(o,fof,'? +!1(-,of,f.<i: + o<.,f,f,s =Ü ~ 
o< 00f!+(«. 0 -1+ <X„o)f0 f-1 + 0<-1"f"2.. z:: O; dies ist c:i..r8 qur:1d~~.tis~:l0 Glcichv:::.g 
für f

0
:f~, uclche im kom,1il1tativ0n Yrfrp0r [; für IX4'l höchstei:s ZH9i 

Lösungen bcsit;~t. { l 
Sueziell :::'i~r die Identität l r;ilt Xo:::-c.-1~x~:x~ V (:~o:::r,.) l }~

2 \ (O,C)J=l 
x .. ;~~ - :x1x~~o bcschrci~t riie J:dcnti tö."'.";; d:Lc l(oeff:_2i.0nt0n C.0r 
q;adratischcn Gleichunc; fiir ihre Jiix;mrJrte vcrsch,-r..;__r...d.cn :ülc. 

Zwischenbemerkung: 

m 
Ist K ein kommutativer Körper und p(x): ~I:: Pµ x,.._ ein Polynom ,. .. 
m-ten Grades mit P.ullK A p„-tOA m~1 und ist acK eine Nullstelle 
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von p(x) (also p(a)•O), so existiert ein Polynom q(x) vom Grad 

m-1 über K mit p(x)•(x-a)q(x). Besitzt p(x) keine Nullstelle .in IK, 

eo gibt es einen kommut~tiven Erweiterungskörper K von~ (mit Oi• 
•Ül(•.:•O) und ein Element a~K mit p(a)-0; gilt Char K+2, so gilt auch 

Char K•2. Ein Körper K heißt "quadratisch abgeschlossen 11 
• wenn 

jedes quadratische Polynom über Keine Nullstelle in K besitzt. 

Ein Körper K heißt "algebraisch abgeschlossen", uenn ,jeo.es 

Polynom über K eine liullstelle in K besitzt. 

Damit gilt: In einem endlichdimensionalen PP-Raum lf(1()(K)) 
existieren elliptische Projektivit~ten (und damit z.B. elliptische 

Polaritäten bzw. für n=3 z.B. ovale Quadriken, elliptische Hetze) 

genau dann, wenn [C ~ quadratisch abgeschlossen ist, also z.B. 

für K=R, aber nicht für K=C. 

Ist lf( 1()(ii:)) ein endlichdimensionaler PP-Ho.um und rx eine elliptisc:.c 

Projektivität, so existiert ein projektiver Erweiterungsraum lf(iO ~:':;) 
so, daß C( in lf( 1/)(IK)) mindestens einen :i!'ixpunkt hat; i~t s:rc::iell 

1T ( 10 (K)) klassisch, so ist auch lf(W(K)) klassisch und die ellip
tische Projekti ~i tät ist in 1f (-iö(K)) hyperbolisch. 

Bew.: Die elliptische Projektivität rx:,P9 -,P9 wird durch eine. Bi
linearform beschrieben,in der o<114'0 e;ilt, da (0,1) kein Fi:l.."J)'.l~1kt 
ist. Die Bestimmung der :t•~ixpunkte von 0<, führt daher auf ein 
quadratisches Polynom p( r.), welches in lt; keine Hull8 telle i)esit::;t. 
Hach dem Hilfssatz existieren ein Körper 1K.) IK und ä Eh mit p(ä).;o,.. aH'i:. 
Hach Aus1·iahl einer Basis in 10 kann 10(u-:) mit dei'!_ari thmetischen 
Rechtsvektorraum ifl nq identifiziert ,-,erden und 'ffJ. n« u..TIJ.faßt Q n••. 
Der projektive Raum lf(äl nH ) umfaßt 7TT'l()(~O)" ll,(ll2 n•~). Die :i3ilinec.r
form geschreibt nun eine Projektivität oc:-f2s-12s mit ~l,P9 =c< u._nd3'.hat 
in i(~n••) mindestens einen Fixpunkt, nämlich den.Punkt mit der 
inhomogenen Reihenkoo;rdinate ä. 
Ist Char (C,f,2 ~ Char 1Ki'2; dann ist c<. h;yperbolis.r;_h: 
.{ind.) Daf p(o.)10 gilt 'l!.existiert ein Polynom q(f.) vom Grad 1 über 
1K mit_p( f. )=(i.:_-ä)q( 1: ); das lineare Polynom q(f.-)=:oc f.-+iS mit 
~,/S/€ iK hat in[;: stets eine Hulflstelle und diese ist im narabolisc,,e·: 
Pall ebenfalls ä. Dann gilt q( :)f= ?C-t-a) mit g'E[f\\.Ol urii daher ... 

( ±. ) ( ) i. ( ")2. ( • - )2: - (( f, )2. 2- f, - ,. ) p \o =0<00+ O(o,+O(,. --r-+ 0( .. , To :::; '? fo -a =~ fo - ar;+a o 

Diese beiden quadratischen Polynome stimmen genau dan.."l überoin, 
wenn r,ilt: O(« =?, oc.., + C(•o i:-2ä?, oloo"' e'.2.f und daher a.=- ";·::- ~ ä,K: 
Widerspruch. 
Der letzte Schluß versagt für Char IK=2. • (f) Für 0<.: f29- -j20 in lf.,(10(K))cil t: Die nicht ausgeartete 

Bilinearform (*) in Bem.c beschreibt genau dann eine projektive .In

volution, Henn °'••"' °'•o, d.h. uenn (-*) symmetrisch ist. 
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~~·eir.: :r'iir o<.:X •• ,(x 0 :xA),__Xix ••• (x:,:x~) gilt 
«coXoX6 +OC. o,XoX~ + <X..,X 4 X~+o<.A-\X 4X~ ,;.0 ( •). 
J.st :{o,;

1 =:{, so folc;t aus ( *) 
c<ooX :,x0 + c<o, X~X1 + «,o X~ X O + o<: 4 , X~ X,, nQ, 
Dnr~i1 lott'.Jtraktion ergibt sich I x, x.' , 
_.c<.. 0 -1\.XoX~ - X~ XJ + ~..,o(J~-,X~ - :'~~ X 0 ) = Ü => X-1 x.' l\t<-oi - O(,.o)= 0. 
:Jicse c~ 1.eiclmn::; r:ilt für alle X(tv1cl X"') und 11ec;en o<.* L existiert 
ein I\Gi~t X r:üt x*:{i:t, also 1:: ::,1 *Ü ~ ix.,= <'(, •• 

Gilt un.::;e'.:ehrt °"••= c<,.o , so bl0ibt (*) bei der Vertauschung X-Xe< A 

X X .. •.•• ß 
"',-,,,.. ungeandert ->c< ist eiue ·projektive Involution, falls au er-

dem cc1<c ;für t. ist nach Bem,e c< 0 _,=-.x„0 und wegen Char IK,ia2 dahe!',(01 ,J,c(,o• 

• Ce) Hir en1eJrnen einife Aussagen für einen 
::,ro.:;e::tiv0n Il.crt.u:i. lf(i/) (!i.:)) mit dim 1 (11l(&:))<co und K nicht kommutativ. 
;,,e € PvL(T (tl)(E))) ~;;e uird durch eine halolineare Bijektion f be
sc11rie:.ien~ die zu einem inneren Körpero:utomorphismus.f:x,_...a-"xa 
"'.i.t; a € I:\tü1 3chört. Eine projektive Kollineation ist nicht not
;·c::<li:·; r.lo:,pelverhäl tnistreu, denn x=DV(A,D,C,X) r;eht über in 
ä'xa .;:c:.ll Dodifiziert daher den Doppel -,-erhül trüsbegriff für drm 
:lic11t ko1mutativen :Fall:"Unter einem llopnelverhältnis versteht m,u1 
die !~crc~e aller :m einE:r fe'?te:11 ~~11 x G /K konj\1cicrten .Za.J.ilen'\ d.~. , Lve :,. jy=a- 4,xa 't/ach.\lü1J. ~,ei Verwendun0 dieses Doppclverhaltnis-
bc~riffes ~ilt _ · 
ze.ePc~L(lf(17l(rr()))~c€.. ist doppelverhältnistreu. 'Crotz dieser Ilodifi- 1 
::2.tiorr ist die U11kelll'UTI[; dieser letzten Aussar::;e inrner noch falsch; i 
('!,.r:0:;,;ü; 1cennzeichnete 1931 ,jene speziellen nicht kommutativen Körper,· 
über denen jede doppelverhältnistreue Kollineation projektiv ist. 

C,) Wir Hollen für einen emllichcl.imensionalen PP-flaum den Doppel
','e,.•häl tnisqee;riff verallr;cmeinern. 

DEF.S.4c: Unter einem Büschel.& von Unterrfö.men Ui versteht man 

ein Büschel von Hyperebenen eines Unterralli!les U4 des 

projektiven Raumes V. Der Unterraum U4 heißt der.Büschelraum 

und der Durchschnitt uT· aller Unterräume u1 der Trägerraum des 

Büschels. 

Bemerkungen: (a) Speziell für U6 =T erhält man die Hyperebenen
büschel von lf. 

(b) Der Trägerraum UT'ist eine Kogerade in U~ und 
eine Hyperebene jedes Unterraumes U,•~. Haben die Hyperebenen Ui 
des Büschels~ die Dimension k, so ist dim U~=k+1, dim UT=k-1, 

(c) Für kc1 ist dim Uhs2, dim lJr=O und~ ist ein 
Geradenbüschel. 

(d) Aus 3,2,Folg.5 folgt, daß eine 
Gerade in U~,die U7 nicht trifft, jeden Unterraum des Büschels i,, 
in genau einem Punkt schneidet. 
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:;:JET.'. 5.4<J.: Ist g eine Gerade, die im Raum U.:&- des Büschels /r liegt 

u:::.d den ?rär,erraum Uci des Büschels iJ nicht trifft, so 
-'-

i.:.e:i.ßt je!le ::.ijektion zwinchcn den Punkten. von g und den Unter-

räumen Li von/r, in welcher Ur- und Bildelement stets inzidieren, 

oine Persp0~:tiviti:i.t. J,ine J'unktreibe heißt p1'ojektiv zu einem 

:::üschel $ ·10-r:. 1Jn~errö.umen, \'1enn sie projektiv ist; zu einer Punkt

rei.l:c:, ~:·,lc:1e ::un ili.lschel Ir perspektiv ist. In einem l'appusraum 

verste:O.t :---ra:: unter dem Do'.)!)elverhältnis von vier Unterräumen eines 

~-:üschels ;6 de.s Doppelverhältnis ihrer Schnittpunkte mit einer 

persl:,e;i:t:.. ve!! Pu:nkt"reihe. 

Lemerkun°,:0:-c: (n) 3cis:;:>iel fiir n=3 ,k=2: U4= r~ ,.:6 ist ein Ebenenbüschel 
(\ • Vier .:..;;":!len ,x, 13 , 1' , d' aus iJ schneiden eine zu h=U-r wind-
schiefe So::-?.d.e in vier eindeutic; bestimmten Punkten A,B,C,D und es 
ist DV(1X,ß,,r,J):=DV(A,:_,,c,D). Die in 4.1 ausz,cs::;irochenen Definitionen 
sincl S;e~ia:...:·;5.11e von Def .5.4d. 

("':)) Diese Do:;ipel verhö.l tnisdefini tion ist sinnvoll, 

(.onn de.s Do::1pel ve!'ll:il tnis hfü1gt nicht von der Auswahl der Geraden g 

e.O. 

iew.: U1 ,u2>.I3,u.)c.bA ctg mit 'fl,cut." fsf'lUT=~; nach 3.2, Folg.5 

r;ilt 3*,P0,n,P 9=:Aj (j=1, ... n) und nach Def.5.LJ<l. ist DV(u
1

,u
2
,u

3
,u

4
):= 

DV(i;,_1 ,A2 ,A,_,A4 ). }ur gr~ mit f.1~cU.t."'Pä"UT~=?3*,µu·n'F~=:A. 
- - - - l_ J und für S"'Z ist zu zeie;en: DV(A1 ,A2 ,A

3
,A4 )=DV(A

1 
,A2 ,A

3
,A4 ). 

1.·'0.111: c schneidet g in s=;s4uT. Sei o.B.d.A. A
1

,jcA
1

(d.h.AfS), 

.so ßil t 'PA,A,? U'.I' 1-:ec;en f1s,'f2 9 1 t- U,_l' und ,PA,Ä,c.,Pu, nach Konstruktion =} 

]*Z=t2A,r, n U,_r, do. nach ~--2, Eolg.5 jede Gerade in dem projektiven 

i1aU!:l ü1 eine Hypereber.e ü-:.: von u 1 , in der sie nicht liee;t, in 

cenau einem Punkt trifft. Eine LLation o mit Zentrum z, einer 

Achse durch Z,S und A1 1--'> A1 fül>...rt c; in g über, wobei die Unterräume 

vo!l /J :cst,,leiben, da sie ctas Zentrum Z 6 U,.r enthalten (vgl.3.4, 

l•'ol:;.5), 'Jncl leistet daher auch A .1-- A. (j=2,3,4). Die perspektive a a 
1:ollineo.tion 6" ist aber doppclverhäl tnistreu. 

:!','-11 2: r,; trL"ft c nicht. llir köru1en l!'all 1 zueimal amienden, uenn 

uir eine G:-ro.ue c c:efunden ho.uen, uelche g 

und f, trifft ( =* 12s C uh) unc1 U,e nicht 

t:ri.'..'±'t. LEe G r-·,dcP.. rlurc:1 :;u p9, t1olche UT 

~~chneid.c:n, lir::ccn not1,re:nrlie in Untcrro.um X V Vm, 1',"Pu,. 
-'-_....----

,:clcher eine Jiypc:!:·ebcn() von U.:6 ist, und 
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c; liec;t nicht in XV U,l.' 1 da. sonst n1.ch Ax:io:: r2 r,i" 
exintiort (vr;l.I1'icur). lfrtch 3.?, Pol-.~ J·,rit; dn1v,r 

X VU,_r von U.:6 mit r; c;enau einen Punl-:t L ccr.1oinsc1.:1; 

ist XY eine c;ccic;nete Gerader:;. 

l ~,,,~·t 1,2~ n ,Pur 
d].0 ~7-;r:,··rr,·,,c,:::c 

l'ür ·; E ,P9\ t L3 

• 
SATZ ;i.L~: Eine Autokollineation <1e.. eines encHichi!.inens: on,üen 

pro,jektiven Haumes über einem 1:uchtsvr,;:torrc1-;,;_JJ zu eine;: 

komr,1utativen Kiirp-::r [( ist c;enau c1o.nn proje::tiv, ;-:.c;nr" -;e. ,l;:.rch Ginen 

Vel1:tc2.Ta1.unautomor_phismus besch.:rieben wird, Ge.:c.au die projektiven 

Kollineationen sind die doppel verlüll tnis~::,:,eue1: i:ollir~ca ::i oncn. Die 

doppelverhältnist;reuen Dijektionen ,:Hisc::-:,;1 1-,,:-..::'~:::·e:;_,F,:: s:_r:.C ,:snc·1 

clie Projcktivit;iten. :Die pro,jcktivc C:ruJ:-,c ist =._so:10:~::~~ii :::·,,1..r 1.··,..-~lctor-

c;ruppe cler linearen GruppG des Vck ~orr:ni::,,.s ;,2.c,. il.s::: D:_1,:·:..2.tionc;

gruppe. Gestattet [( nur den t~0 ivialen Automorpi:1is:uus, so ist jcöc 

Kollineation projel:tiv, und jede ßijoktior. zwisc:10n hr-~:';:;:-,:;ihea, clic 

harmonische Lo.c;e erhält, ist eine Proje:ctivitö.t. 

5,5, Projektive Korrelationen 

Dei einer horrelc,tion 6: lf-lT* C:::?ht ein~ Pur0.:t:neii:L2 flo. :.r-: eir.. 
H~y-pcrebcnenbli.r:rchcl D.iTi Ci.er Kor:er,'..i.<1c~ a3 ri.ls r:.:r~i:;·~.::::- :.i:::c:---. -~i~~_-; 
Proj ckti vi t[it zuir:;chcn einer J>u;J:t::·(d be 1~-~-}·: ()2-r:c-:-: JI:,::::-.,::"'t >c :-.0 :.~)~~.2c>, r; 1· 
t·rurd.e in Def.~~.LJ.<l er}:li_;_rt. Dien le<t lol'[.,-1/:.Ü0 ..J„1.·.~ini-'ci;;~·;. f'.'";}-... r..:, 
uelche Def.1.11b und Def.4.5a umfaßt: 

Besch:r-änkung auf eine Punktreihe eine Projektivität ist. 

Wir untersuchen projektive Korrelationen eines projektiven Rau.,'!les 
über einem Rechtsvektorraum 10(1K), wobei 1K nicht notwendig kommu
tativ ist. Dann gilt: 

Eine Korrelation Ö: lf(10(ii:))- lT(10*00) (3S.:Dim,i0<0o) isc c&r-.au 

da.nn projektiv, wenn die sie besch::eibend.'' :tich1;;-,c:_s,·e,,:::i;r,';,-, 

Ei_esquilineHrform O: 11fl" 1u?-e,.. K eine Jjilincrirfo;:-ri :_s·~. Prv.j~)::tive 

Korrelationen existieren r;enau dann, ucn:c r.: ::o;r-:;.,t2-:;:~v i.sc:. 

füiMerkunp;: Hieraus folr.; t: In einem end lichdimensionalen ;-:;:-o.~ r:kti ·rcn 
förnm über einem Vektorraum c;ilt der G,1t:;:; von .Pa:,;;--·.,s-:F2:;cal r;e:r.&u 
dann, wenn der Ho.um einG projektive J:orrGL,tion rest:?.;:;tet. 

Bci-1.: (a) Ist J eine proje]:tivc ,:o:cr,2la-::io:::. = J aeq :~i-':: c"lp,.:1),.-f2:1 
ist projektiv. Es u;ibt clo.her eine Ger:-.,:c ·) € ~ , ,r<:1.c:ie rii,, 1:0„r;::::'?,-c 
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a6 nicht trifft, und die Abbildung cx:'Ra.-1}. mit Xi-Xo,:'=fl•" PM 
ist eine Projektivität. Da T(-IO (K)) ein Desarguesraum 
ist, liißt sich die Proje;tctivität ()(. nach 3.6,:i?olc;.6 zu einer 

projektiven Kollineation -ae fortsetzen, d.h. c1tl,P .. = ex. Nun wird 

cll1. e PGL(1f0.) durch halblineare Bijektionen g: 10-~ beschrieben 

und nach 5.4, Bem. vor Folg.1 kann g sogar als lineare Bijektion 

gewählt werden (also e;= l). Wird die Korrelation cf durch die 

antihalblineare Bijektion af: 1/)-10 zum Körperantiautomorphisnus 

af:K- K beschrieben, so e;ilt: 

a=PQ mit P= q :K'!'tp.C=Q " X c 'J} <1.: X= -e.O:~= (q?i + '-J,fl )KC ~ 
a a a• a a· a Xo =(dr)~Qf =K( 'l f )=K[ (<V, +.qµ) f] -=K[ (). · f )(<t f )+ Y'- f) (q. f)]. 

X~- (-tK)ae11:•( -eg)K .. ( (q\+q,(l.)g]K• ( (<1 g )).+(oi,g )µ]IK • 

Aus Xoc. =X~ und Xoc I Xo V XE 'Po. folr;t 

<(7'af)(4af)+(µ.af')(4af),(1g);\+(q.g)_µ. > =0 V Xe .Pa.~ 
(i\af)<tgaf,1t~:>i +(?.af)<~af,q,g>µ + (J,Laf)<c+af,qg>A +{JJ-af)<q,af..oyg>µ • O 

'</().,f'-) € K \1(0,0)3 (•). . 
Speziell für i\=1,µ=0 fol()t <<saf, <¾g) =0; für ~=0,µ=1·.folet 

< 4 af' 4 r: > =0. 
Daraus folc;t für 11=,u =1: <<gaf,ci,g> +<q,af,e&g> • 0 (:). 

Es gilt <-<t af ,(fß) =: ct0 (ind. <1 af' t~ e; > =0 <=* Po IQ;ie, =Qo< => Po< =Qoc: 
Widerspruch zur Injektivität von~). 

Wir normen r;emäß ij: =<fC--1 um und erhalten 

<1ar,ifg> =<1ar,(oi,c-1)g> •<qaf,(q,g)c-"> •<iaf,q.g>c-~ .. 1. 

Schreiben t1ir i.f.statt q. wieder ,c,h so lautet 0) dann 

<q,af,q,g) =-<-0lf,q.g) =1,und damit liefert(""): 
(">..af)p-(p.af)">--=O v'U,,,-)eK2 '\. {(o,o)). 
Speziell für f,l=1 folgt ;\ af= :\ \7' 11 qc => af= L ~ 
~ (t,1?)6":= ('taf ,11)) i1;1t eine Bilinearform und daher K komnutativ. 

(b) Sei o eine durch die nichtausgeartete Bilinearform ( '{, il),) G" = 

= < 't. af, 1g ) mit af = L beschriebene Korrelation und a=PQ mit xeflo., 

also X=(q °A + O(,;t )K. 
x&'- ('(.K)o „ K(ie.af) = K[(1A+q,tt)af] • IK[11 (~af)+µ(q.af)]. 

Ist b eine zu a6 windschiefe Gerade, so r;il t für den Punkt 

,Pb" ,Px.r =:X' mit P 1 
: =1':lb" 1-2 Pt= lf 'l{ und Q': = ,Pbn '\2QJ =<f'lC dar.n 

X'=( .ig'A' + 4'ru' )K. Wir untersuchen, uie die horioßene Reihenkoordinate:: 
( "- :µ) von X und (i'l':,.u ') von X.' f)ekoppel t sind. 
x•r:;cJ~o, (f¼af)+µ.(oi,af),-q'i\ '+oj,',u.' > .. O {=* 

J\~i'. '+ A\1 af :B..u '+µ~rlf ,q '~,\ '+µ~<1ya_(,0j,'>µ' = 0. 
Qo W<,aen p• ! p.; ": C c: a ;;()'wegen Q I IQö 

Da·b windschief a3 ist, gilt P' tQJ' und Q' ]'.PS, also c,i,011d*O=> 
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c \,u.'+ ct,u"\' =0, d.h. die hor.1or;cncn Hcihenkoordinaten sind in einer 
·,·1· . locl do"·r.r·•····d· ..>L inc'.'.rform c;ekoppel t mit d O = - c ·. * = ie Zuordnm:ir; X,_.. X' 
ü;t eine Proje1:tivität. 

(c) In:: [( kor:unutativ, de.nn existiert nach 5-3,Folg.6,Fall 2,Bem,c 

:dne .n:'.ci1t ausr,eartete Dilinear.form ~ und diese beschreibt nach 

:Je.-1eisschritt (b) eine rirojektive Korrelation. • 
Bemerkungen: (a) Ist ö eine projektive Korrelation, so ist die Be
sch..rän.ku.ng auf jede Punktreihe projektiv; wie man ne.l!llich aus dem 
obigen Beweis erkennt,ist die Gerade a in keiner Weise ausgezeichnet. 

(b) Jede i~ullpolarität wird m.ch 5.3 durch eine nicht 
-ius:-;·2r.~c·tete al ternicrcnde ililinearform beschrieben => jede lTull
,ol:c:'itit ist p.rojektiv.(Diese Aus,mc;e i;ilt· in jedem projel:tiven 
,::u.::i üb0r einen ~kicl1tsve1:torraum mit beliebiger endlicher Dimension; 

vc;l. c1.ncl1 L~.7,J?olg.3, die in jedem ir:P gilt.) 

i) :;:s ~ lf( 1/') ([n) ein klassischer pro,i ekti ver Raum ( ~ [( lcommutati V, 

,~::?.r Lt2) uncerader Dimension, so existieren nach 5,3,Folg,6 Null

~ole.ri täten in 1r. Dann eilt: Je z,·rei Hullpolaritäten in 1f sind 

-"'?Oj c~c~i v kollinear. 

(l:ur:;: I::-L Sir> .. I1c von PGL(lf"' (W(rr:))) existiert genau eine Hv.llpolari tät.) · 

-~-> ri3c:10 ::'. . .-icmerk:un:;-: 

i:st '.O(::) ein ,~cchtsvel:torre.u..r:i der Dimension n+1 über rlem J:omnutativen 

?r :: ::ii t c:'la.r I:t2 uncl ö: V)~ 10 - K eine nicht ausgeartete 

roc:liefsy:.1r:1etrische 3ilinearforn, so existiert nach LA eine ßnsis 

f11., ••• , 11-0 1 c. 10 · sö, clnß rait 't=~i xi, 111 = ni y i die Koorclinaten

,:'.1.rstelluns · von ö die Normalform besitzt: 

(t ,1,;})o ., (xoy 1-x \,o)+(x2y3 -x3y2)+ ••• +(xn-1yn-xnyn-1). 

Bemerkung: In dieser Basis wird die zu <i gehörige antilineare 
Bijektion °f: ilJ -1/1 durch die reguläre schiefsymmetrische Matrix 
aus T längs der Hauptdiagonale aufgereihten Kästchen der Gestalt 1~ 6j beschrieben (vgl.5,3,Folg,6,Fall 1) • 

.ucu.: r;cien Yj (j=1 1 2) zuei l-Iullpolc1.ritäten in lr_r11)(K)),und Y-j .-rcrde 

c'curc:i1 die nicht ausc;eartetc schief symmetrische Bilincarform G"j be

sc11ric·t;cn. ;_;ach clcr Zuisc::1cnbemerkunr; existieren Dasen ;6j (j=1 ,2) 

in'/) so, daß die lCoordinatencle.rstellunr; von ltj bezüc;lich /; j 

_(. 
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c.ie lTorr::al.:orD besitzt • tu den Dasent, und i._ in 1/) gibt es genau 

,::i::10 liL.e::t.:'.'e ;Ji_jektion f: 1() --,-1{) ~ welche die Vektoren der ersten 

7:c.sis in die gleichindizierten Vektoren der zweiten Basis über

:·ü.,'1.rt. ae.,. ist eine projektive Kollineation, die ')), in die ITull

:::,ola.rität 71':/ Y, ;ie./ überführt, und ,iet• V-1 X/ hat nach Konstruktion 

,·on f url /),._ clieselhe D::,.r1Jtellung wie ))2. ==> ;;e.t))-1 :.e.4"' = )).,. • • 
;:.') Ci"i 11( 1()(1::)) ein klassischer projektiver ~1aum endlicher Dimension. 
}..;ine rro.je,:ti'le Polari t2i.t 71, die keine Hullpolari tät ist, wird 
rnch i~c.tz :>-3 durch eine nicht ausgeartete symmetrische · 
,ili,seo::--for•: li be.schriebon; die Koordimtendarstellun.ß von ü 

:)06·:.:,:lic:i. e.i:r.er lls.sis lautet daher 
(1C,1Q)ö =:rk 3.-;, y1 n~t e.,ä =a·ii.. 

;.:ach LA :~il,~ es zu jerier von der Hullform verschiedenen symmetrischen 

'..ili:o.c:ar.'.'c2:::1 IY i2;.10(k~) (mit 3~Dim-1f)(K)=n+1< 00 ) mit K kommutativ-

c::o.cl Char U,2 0:i:ra0 JJasis h c 1() so, daß die Koordinatendarstellung 

von~ Di~r~o~3lfor~ besitzt: 
( ,, ' ,,. .,. , o o " .., 1 " lc 1c . t O < l < d ..,, ..,. ..,, -'-0 ~,")Jv =AoX y +A1 :: y + ••• +/\kX Y° llil - C- n Ull "•"i•••f\-~.,. • 

IJ' ist ssc.a'._;_ d.aX1 nicht ausGeartet, 1:renn k=n gilt. 

, ,'Tede pro2el'.:ti •.re Polari tfi.t ?\ in 1f.,( 1{) (K)), die keine Nullpolarität 

ist, besitzt einen Polsimplex. (d.i. ein Simplex fP
0

, ... Pn1 mit 
l'.7' =P V ••• VP. ,.,V 11

. 1 V ••• Vl' für i=0, ••• n). 
i o 1-, i+ · n 

:'.:eu.: nach der Z,dschenbcmerkunr; existiert eine Basis in 11) so, daß 
.. , .. . 3·1· 0 a· D' lf ("" <\f\)r.- ,..,. o o . ,.ie zu::eno::-ise · i. inear, or11 ie 1 ac;ona orm ·,, ·r1 v = ,1.x y + ••• + 
+;\,,x7n mit A.:\, ••• ;\,,,i. 0 besitzt. Die Punlcte 1'

0
=(1,0 ••• 0)K, 

P1 =(0,'1, ••• O)K, ••• Pn=(0,0 ••• 0,1 )[C bilden einen Basissimplex von 

lf ('l{)(K)). Alle zu l;, J:onjnc;ie:::-ten Punkte Y= (y0
, ••• , yn)[{=1' lC -er

füllen (t ,,9) Ir= 0 mit (x 
0
,x 1 ••• xn)=( '1 ,o, ... 0)JE: ~ y0 =0 ~ 

c:.io Pur.l:t:c P1 ,:?29 •• Pn ::i:i.nd zu P
0 

konjuc;iert =,,P
1 

,P
2 
... Pn liee;en 

".n dcir I:;n,erecir,ne 1'
0

cS ~ P
1 

VP
2 

V ••• VPn=Pi. :C."benso fole;t PiJ 

=P0 V ••• VP:i_1 V Pi+1 V ••• V Pn. • :.:.e::i')rl::u:-1cen: (a) Ist { 1• , ••• , ~ 0 } eine Basis in 1() , bezÜ[ilich der 
tJ Dln:;or..2-lfol'm besitze, so ist i1J:, ... ,q.n.} ein Polsimplex. 

(b) .l"ür n"'2 bzw. 3 ist ein Polsimplex ein Poldreieck 
bzw. Poltetracdcro 



3) DEF,;?,!zb~ Eine projekt:i.ve Polarität in 1f1<,(10(K)),die keine Null-

polar:ttät ist, heißt hyperbolisch,wenn ein selbstkonju

gierter Punkt existiert. Die Menge aller seltstkonjugierten Pur,kte 

ainer projektiven hyperbolischen Polarität heißt eine Q.uadrik 4> in 

T1ci('!O(K)). Eine projektiYe Polarität oh..-ie selbstkonjugierten Punkt 
heißt elliptisch. 

Bemerkunß ': Flir n!:;2 is-t eine Quad.rik dassel ;Je i,;ie eirl :JtauC.. t;scher 
Ker;elscimHt in lf~('\()(K)) (Yc;LDoL2. 1r). ~"ür r..~3 is'; ,:,i'ls ,~·'-'0.0.rik 
dasselbe wie eine Quadrik im Sinne von Def.4.5b in lf~('.';(K)). Die 
Definition 5,5b e;il t für je,lo cncllichc Dir::iension, ,1edoci1 r:·-il' in 
klassischen projektiven Häi..unen über Vektorräumen (vgl. jedoch 5.7, 
Bem.e). 

Zwischenbemerku!?f;: 

Ist 1()(IT:) ein nechtsvektorraum über de1c1 kom::iutotj_vcn ?;1-;:cper n.: mit 

Char IT(t2, so heißt eine Abbilclunc; q :t7(nn- [; eine quc:drat.i.sc'1e 

Form über V, 1'Ver1.n c c::: eine syrn.motrisc!1e Dil inearfo1·n Cf; t/ x _,,I) ....,._,,~""· ,L 

verschieder, von d.er Nullform e;ibt mit 'tq=(-e..,>e.)0- \;/"f..e A{). 

q heißt c;cnau dann r.·cc1.ü ür, wenn G" nicht 2.us;:ea.rtet is-;;. Die Bi linear

.form 0" lllit 'tq"'(tc_,,s:_)0" heißt zv.r quadratischen Form q assoziiert. 

Bemerkuns: Ist g_ t:::i.ne quRclrati.sche :F'orP1 1 so ist. -erq=O,,, Gilt "(..,q_;:;:O 

für 'ta '- 10\10-J, so gilt 1/;'1 "'O für alle 1iJ f -'eoK, <Lh • .::it ;;ec.er 

Uullstelle 'e.o *"" einer quadratischen 11orm c1 bes'ceht der ei:::1-

dimc·nsionale Unterraum "( 0 K nur aus Nullstellen. 

Bc\v.: .v-q=(.o-,,o-)G"=(c-,(J(_O)G' =(-o-,Ui..)0---.0=0. 
,e. 0 q=(l-{.o, l{.o)r,r =0 =:;,('t".oo.)q=(,e_oa,>eoa)a- =a(i.,c.) lJa = a.0.a=O 'r/ a i; E • • Damit wird fole;ende Definition sinnvoll: 

DEF.5.5c: Die Mene;e aller Punlcte von lf_.(1()(!K)), ä.ere:: 2ild b0i 

einer quadratischen Form q: 11?- [.;: die 1;u11 ist, he:.ßt 

quadratische Varietät (IIyperl'läche 2.Ordnur{'.;) in 1f"~, falls sie 

nicht leer ist. Ist q ree;ulär, so heißt die quadratisci1.e Variete.t 

regulär. 

4-) Die Quadriken in lfl<l ( -II) (!K)) sind. ßenau die reculö.re::: quD.d.ratischen 

Varietäten. 

J3ew.: (a) Ist 4i eine Quadrik in lfKL('\D(IK)) 1 so ist cf> :::2ch Dcr.5.5;') 

die I'lonee r.1er .selbstkonjur~ierten. Pu:n.l:t;e eiruJr +~i -r,r,qr: Dype::r ..... 

bolischcn Polnr.itZi~ /\ " Diese ulrcl cluJ_\ch e::inc nicht au'.,;g:;eart{2 LÖ 

s~y1n1n.etr.ische BilinearfOl'IU fi beschrieben,u.nd ein Punkt :~z'tJ{ ist 
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bezüglich l\ genau dann selbstkonjugiert, wenn ('f.,-t.)ö•O gilt, 

d.h. <P = 1X=-t.[(f~I ('t,'(..)0-=0..._ö eine nicht ausgee.rtete symmetrische 

Bilinearform } • Zu 6' gehprt eine ree,1.1läre qui;i.dratische .Form q cit 

'(.q=('t,'(..)G' 't/-t,t{(} und es gilt 4>=\:X=itK&,P.l --tq=0Aq regulär1=> q:, 
ist eine reßUUire quadratische Varietät, falls 4> +13 r;ezeigt ist: 

Da ,'.\ hyperbolisch ist 3 X
0

='toK mit x/.f. X
0

'.A ~ (-t.,t,)o =0 =;> 

X
0

€ q:>=9 q> ,t 0. 

(b) Ist umgekehrt 't' eine reguläre quadratische Varietät~ \t' = 
=(X=tK€f.ll -eq=0 "q eine reguläre que.dratische Form} =t: (6. Die zu q 

assoziierte, nicht ausgeartete symmetrische Bilinearform ~ be

schreibt eine projektive Polarität?-,, d.h. {XE,PIXID,1= 

={X='!K €f21(1(.,>t)ö= o1 ='i ist eine Quadrik, denn "ist weeen !i!* f6 
hyperbolisch. + 

Bemerkuncen: (a) Ist g eine Gerade durch einen Punkt Z= ~ K der 

Quadrik <P, so ist entweder ,P 9 c 4> oder Ps n <\) besteht nur a1.1s :::; ode:· 

aus Z und einem weiteren Punkt R. Eine Gerade hat also·mit einer 

Quadrik, auf der sie nicht liegt, keinen bzl1. einen bzw. zuei 

Punkte gemeinsam. 

Bew.: 1'ür die Qu!J.,drik q, e;il t bei Verwendung obie;er BezeichB:.:ncen: 
IP= tX=-tK e."1<,I XI X;\l={X=<tKE-?-1(-e.,'t.)ö=O!=lX='ffKE,P.l-tq=O! * ~- · 
Die I!yperebene Z).. besteht genau aus allen Pur.kten Y= '19 IK,. die ::u Z 
konjue;iert sind, d.h. Z/\ = t Y='4IK Gfli(} ,11}-)ö =0J. Ist c=ZS ~i ~ 8= if'L 
~ \j X= 't.lK sf19 e;il t >e.= }I\ + -6'JL • Der funkt X c p9 liegt ßenau. dann 
aui' qi , ,-renn 'tq=0 gilt ~ 
~ 0=(1<, ,>-e. )o=("aA + tµ,f'. +-6'µ.)6'~ :,..2.~ + 2>.µ.(} ,-6')6" + ~.1}( f ,f)o- = 0 ~ 
~µ.[2>-(~' 6')0-+,u.(f,-tk]-=0; •O "~'i<-"J.·~ 'li ,,111"'"'· 
Hieraus .folgt einerseits µ =0, d.h. A:_µ. =1 :0, 1·:as den Pu:--.l:t Z i.p'3n4' 
beschreibt, und andererseits 211_(-a.,-6')(,+µ.(-0,-6')O=0. 
Ist (.6 S)ll"=0 ,da,-6')e-=0[<=* SI Zi\] <==> (-t 9 -e)o-=(}71+6','{,:?•+6';t) =0 
V(:>. :,-4~<=* VXe12a gilt Xe q>~{,29c <ll. Im anderen Fall existiert eine 

Lösung (A :µ.) * ( 0: 0 ), und dies sind die homogene_n Reihenkoordinaten 
eines Punktes R~,i:19 nq>, der für (3,6)6'=0[= SI Zi\~,Psc-Pz.).] LÜt 
Z übereinstimmt und für (} ,6 ft* 0 [ ~ ,f.1~4"f.2z;,.] von Z verschieden ist, 

• (b) Eine Quadrik is.t nie Teilmenge einer Hyperebene. 

Bcw.: Ist <!> eine Quadrik zur hyperbolischen projel:tiven '.Pol2-rität 
:>-, so gilt 4' t0. Ist für eine Iiyperebcnc II'. dann cj)" '.fl.-< =/ö 

1 
so ,:ilt 

sicher <j) 4- 12"' ; ansonsten c;ibt es einen Punk;; Z e ,p.,. n cp • .J1.1rc1.l 

den Punkt Z c;eht die Hyperebene Z:>..Nach Bew. zu Bem.a genügt es zu 
zeigen, daß es durch zeq:> eine G0rade g r,ibt, l"/elclle ueder in o< 
noch in ~;11 liegt, denn nach rleri :::;e,.re-Ls existier"'c auf c eir, ,·on :::; 
verschiedener Quadrikpunkt I der ~somit nicht in ex. liest. Gil·~ c<. =;_,\, 
so existiert ein Punkt A nn t A J. o< ~ A,j,~ =* 3* N,::;=.1.3 :'li t 'P-s 4: "R< = Pz:i.: 
gilt dnc;ef•:en. °' * z" 1 so 'l'existiert ein Punkt :].: I "' lco:~p 1 · 
mit P 2 (t>< "½?-.) 1 d .h. P 1- Z)'I und ein 1-\.tnl{t ti I ZÄ 14 · 1"4',ZA r „ 
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~it Q ~ ~O\n Z~), <~.h~ Q J. ~ ~ P*_Q ~ ]* PQ e {J. 
\1oc;Gn ,ü::iom E exJ,stier·t ein l'untz:t Ae ,P.P~\{1',Q} 
/\ A 'J. Z ).., ä.2- JÜ'=Q'=Q,A und 1:' 1. Z">- 11 (~ l c< "=? AtZ I und 
in c;( noc11 in·~>-. 

und es gilt A i c,,. " 
fJ=AZ l:l.or;t weder 

• 
5) D:..::-l. s •. Scl.: Ist rp oino ~'ua.ä.rik, die ,mr projektiven hY[)erbolischen 

Polo.rität A c;ehört, so heißt die PolarhY[)erebene P;>. 
eines (.uadrikr:,unktes P die '2anc;enti,:,J.hY[)erebene von P. ,Jecle Gera.de 

,hu·ch den Quadrikpunkt P in de.c 'i'cu1e;e:i1tialhy-perebene P>, heißt 

'. . .1ancente von . q:i. 

Bemerku.>J.gen: (a) Nach Beweis zu Bem.a gilt: Die Tangenten einer 
Quac1rilc sind genau jene Geraden, die_ entweder ganz auf der Quadrik 
liegen oder genau einen Punkt mit der Quadrik gemeinsam haben, 

(b) Ist Z=j[( ein Punkt einer Quadrik und }K+6iK eim 
Gerade g durch Z auf <p ,so gilt nach Folg,4, Bem.a dann (},6')<r= ,) 
=(G,6')G'=0"9_Alle l'unkte X='ClK= (fi\+6',,u)IK von g liegen wegen 
(} ,"l )ö "-• (,, 3 A +(« )o = (j ,j )6-A + (, , t )ol'- = 0 in der Tangentialhypere 1Jene 
von z. 

(c) Ist:\ eine projektive· Nichtnullpolarität und g eine 

Geraa.e so 9 daß cUe Polarhyperebene keines Punktes von g die Gerade 

g enthält 1 so existiert auf g eine projektive Involution konjugier

ter Punkte C(:,P 9 (X)"'/d 3 (X~) mit X1 :=XA.g; bestimmt /\ eine Quadrik 4', 
so sind die Fixpunkte von ~ genau die Sch...>li 1:tpunkte von g mit 4, • 

Bew,: Nach Voraussetzung ist X1 =X11. g eindeutig bestimmt Vx "°Ps, 
da X\ niemals g enthält. ",'legen x:f,) 9(_X) ;,p.;,,(X]') ?i;,P,,(L;) jst ix. eine 
Projektivität und mit X1=:Y wegen YIXA=}Y11IX=Y1 =Yi\.g=X invo
lutorisch, falls oc'* L gilt. Für Cl'.= l sind die Punkte von g selbst
konjugiert und d8.her liegt g. auf <P ! nach Bern. b ist dann g in der 
T2.ngentialhyperebene Z:>. mit ZI g enthalten, im Widerspruc_h zur 
Voraussetzung. Fü:r- einen Fixpunkt F von c<. gilt F=F1~FIF11~F~<j> • 

• Jede projektive hyperbolische Polarität;\ ist Polarsystem der zu:>, 

gehörigen Quaarik <I>, d.h. zu jedem Punkt P; <I> existiert genau 

eine harmonische Homologie ö P mit Zentrum P und <f,!l' P= 4>, wobei die 

Achse von ~P die Hyperebene P~ ist. 

Bew.: (a) Wir zeigen zuerst, daß die harmonische Homologie ffp1mit 

Zentrum P~<p und der Achse P:\ die Quadrik 4> festläßt. Um 4>6"'p= 4> 
zu bevieisen, ist x~c)>~X<ip 44> zu zeigen; da öt=L gilt, genügt es 

X•~=} Xop€cJ> zu beweisen. Für x~4>n,Pp11 ist die Behauptung trivial. 

Ist dagegen x~<PAX,ZPt., s·o liegt auf g:=PX sicher kein Punkt, 

dess~n Polarhyperebene die Gerade g enthält (ind. :3 SI g mit; g in 

Sii "-"* g ist Tangente von . .:p und liegt nicht auf :P wegen PI g A P !f <!J , 

Nach Bcm.a ist dann ,P 9 (\$ ~{s!; andererseits gilt Xe-j2'3r1q> nach Vor· 

aussei;zung und wegen PI Si\ ~ Pi\ I S ""? S 6 4 n 12 ?i\ =f> 



- 16? -

~ S *X:'lliderspruch) •. Auf g existiert daher nach Bem.o eine pro

jektive hyperbolische Involution konjugierter Punkte, wobei P und 

P1 :=P~.g zugeordnet sind und X einen Fixpunkt abgibt. Ist X der 

zweite Fixpunkt, so gilt 'f./gl"I 4> ={X,XJ und H(P,P" ,x,x)- X= Xöp 

und daher XG""p fi <I>. 
(b) Um die Eindeutigkeit von ~P zum Zentrum Pt<!> zu zeigen nehmen 

nir an, daß O"'p und öJ zwei harmonische Homologien mit dem Zentrum 

P seien, die beide <ji als Ganzes festlassen. Dann hat die projektive 

Kollineation lrpo J- 1 den Punkt P als Fixpunkt ,u.>1d jede Gerade durch 

P bleibt als Ganzes fest~ öpo r• ist eine perspektive Kollineation 

r=i t dem Zentrum P. Au!,erdem girt <!>cr--po- ~-~ = 4> und c/> bleibt sogar 

punktweise fest: 

X t 4i """ X:j;P ~ 3 • g"'XP. 

Fall '1: ,P 9 <t ,P,:~·,pgl"lc/>=tX,X1 mit X*X und X=Xöp=XB~~ Xo.ör~=X. 

Fall 2:,P 9 cf./ü• Da wegen Pigund P+q> sicher,f.29 4,4> gilt, ist g 

nach Bem.a eine Tangente an <Pin X mit ,P9 A<p=fX1 ='? X6p=XSJ=X =9 

::=j Xöp~;·•= X. 

Insgesamt besteht daher q> nur aus Fixpunkten von C-p<1'p-~• Da ~ 

nach Folg.4,Bem.b nie Teilmenge einer Hyperebene ist, gilt notwen-

• 
6) Ist P nicht selbstkonjugiert bezüglich einer projektiven Nicht

nullpolarität A und üp die harmonische Homologie mit Zentrum P und 

Achse P 7' , so gilt ÄG",!' c <rp "\. 

Bew.: Fall 1: i\ ist hyperbolisch. Die zugehörige Quadrik q> bleibt 

bei 6"p wegen P• Q> als Ganzes fest und A ist als Polarsystem von <P 

daher mit ISp verträglich~/\= s;A'.\ist. 
Fall 2: A ist elliptisch. Für P gilt P~cri=P~=P~pAi ebenso gilt für 

XIPi\ d.ann X::\IP=>X?l6p=X>- 0 XopA• Sei nun XtPAX4-f.2p,- und g=PX. 

Die Kogerade g~ ist zu g windschief, da für jeden gemeinsamen Punkt 

S notwendig SI X).. 1/ xep9 gilt~ S:>-. IX; aus SI g ~SI S:.>.. im Wider

spruch zu A elliptisch. Weiters existiert wegen A elliptisch auf g 

kein Punkt, dessen Polarhyperebene g enthält, sodaß in 12s eine 

projektive Involution~ konjugierter Punkte nach Folg.5, Bem.c 

erklärt ist.und D.=Xo<Vg~. Aus PI g ~Pi\l" gi und daherbbleiben 

alle Punkte von ,P 9;. bei Öp einzeln fest. Ist ß: .. oplf.2 9 die liyperbo

lische Involution mit den Fixpunkten P und P~ mPA,g, so ist 

X'AC-{=XocßVg~ und Xup:>-. 0 Xß«Vg~; wegen des Hilfssatzes in der folgenden 

Bemerkung gilt daher 11r::p•= G"pi\• • 
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Bemerkung: Hilfssatz: Ist <X eine projektive Involution auf g mit 

p ......... Hx ( *p), so ist die hyperbolische Involution ß auf g mit den 

Fixpunkten P,Po<. mit~ vertauschbar. 

B~w,: Bezeichnen wir die auf einen Steinerkegelschnitt k 
ten Punkte wie die entsprechenden Punkte in 1,29 
und die Involutionen ebenfalls mit oc und ß, 
so liegt das Involutionszentrum Io<. von oc nach 
Voraussetzung auf der Polaren PTudes Involutious-
zentr\11.Ils I/l bezi.iglicb. k, Fi.ir XcP und X=Pc< gilt ~X 3 Xcxß=Xß«, Ist X-!c lF,Po<., so sind X,Xß,X,3oc,X13«ß ein k '~\ 
einbeschriebenes Viereck mit I~ als eine ß~ß 
Diagonalecke; eine weitere Diagonalecke liegt / 
auf X/lXßc< und ist nach 2.5,Folg,2a konjugiert "'4 

zu Ii! =9 I«ist eine Diagonalecke =t> XXß"P., II.:.=;, Xß.:ß=XO<' =} X?o"ß'=Xo<./3 
und mit ß1 = 1. folgt die Behauptung, • 

r c lfKt(10(K)) durch eine nicht rec;uliire qu2dr,,tischc 

schrieben und q hat eine HormalforrJ der G"stal t 

>eq=>-oCx0 ) 2+ ••• +:\k(x-1<) 2 mit >.., ••• ).,,t,O "0 5-]: < n. 
. V . .. ' r '"' " . r<•> " . Wir ochreiben für diese arictai; • , wou"Jl n cae 

Eigenschaften: 

':Je-

(I) Auf r:1 li8[~t ein (n-k~'l )-dimensiomücr iTnter:i;-aun 7f5 so ,cl<i.;'l 

'r/Y ert)I\ YXElT, mit XtY gilt 'flxycrt. D0r V,,terrauri 1fs hsi;"3i; ",:3Ti:i.tzc;n

raurn von rt'". 
0 '· Bcw o : Wir betrachton die durch x =0 1 ,". :!·~o 1)escl,rie,:,e~c,,, :,:y::!<;r-

b l 1 . ,.. , ,_ ,. r s O s 1 s "] ' · o ' - · e enen, a so cie Aopuru-:-ve !I.\._ 3, '} , .. .,,,> 1 \.(J= , ... ,.k;eo .J:,.ese: 

k+1 Kopunlcte bilden einen S:ir:rplex in f* und besti=en c.aher einen 

Vr::~binduDßsraum in lf• der Kod.imension k =} üie Hyper,ecJ':L'c:l'.! ::ia-

ben einen Schnittraum lf5 der Dincmsion n-(k+'l) (vc;l.;i.8,1-<'olr;.7). 
Für jeclen Punl:t x~Ts r;ilt daher x 0 

..... =xk=o,· 

1 X (0 0 },:+1 n)[' . . . ..,. . , . IT , - 1. f a so = , ••• ,~ , ••• x ,. ßinse~zen in aie ,orua-1or~ 1e ert 

x „ rt v x f, lfs =} lrs c. r ~nJ • Für YE'fsc rt' mit Y+X ~ 12)(, c1rs c r.'"1
• 

Sei Y=(y0 , ••• y-11)1(' r~'" \ lr5 => Ao(Y0 l+ ... +;\k(~)2=0 /\ (y0 , ••• ;lh 
+(o, ••• o). Für Jeden Punkt P der Geraden XY gilt: 

P=((O,, .O,xk•\, ,x")i\+(y 0
, •• y 0 )Jt)IK=(y0

~,. ,y't< ,:t•',.+y~~~, .. x~i+y"l')K. 
Einsc'tzon in clio l1orn'.llf.orm er;;ibt 
;\o(yoµ.)2+, .. +i\,._(ykµ.)2. µ2[Ao(yo)2+,.,+i\.._(yk)2]. µ~0-0 VA:),,(. 

==> 'vP<=f2xr gilt Pt: rt1 =? 1Q.o c. rt•. • 
Bemerkung: Aus den folgenden Eigenschaften (II) und (III) ergibt 
sich mit Fol~.4, Eem,b sofort, daß die für die Punkte des Spitzen
raumes nach (I) kennzeichnende Eigenschaft nur den PUU:-:ter, von 
x ·~ •• , ~x k ~o zukommt; deshalb wurde dieser Un terra= :::ii t Tr's be z.eichnet 0 
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(II)füd.stiert außerhalb des Spitzenraumes Ts einer quadratischen 

Varietät rt' mit 2~k<n noch ein Punkt P von rt1
, so besteht rt' aus 

den Vcrbindune;sräumen Ys V X von T5 mit allen Punkten X einer 

Quadrik 4> in einem zu T5 (bzgl. T) komplementären Unterraun lf5 • 

(Kurz: r ~") entsteht dur~h Projektion von (j) aus Ts) 

Bew.: lrsuird durch x 0 = ••• xk=O beschrieben. l,ach Voraussetzung 

existiert ein Punlct P=(p0
, ••• pn)K ~ rt1

\ 11"5 d.h. (p0
, ••• pk)4(0, ••• O) 

und Ao(p0 )2+ ••• +).k(pk)2=o. 

Durch xk+'l= ••• =xn=O wird ein k-dimensionaler Unterraum Ts i)eschriebc'1, 

denn die n-k Kopunkte K [ rS;°, J/, .. , &/] (j=k+1, ••• n) spannen einen 

Unterraum in lf* der Kodimension n-k-1 auf; der Schnittraum lrs 
dieser. n-k HYJ:lerebene ist daher ein (n-1 )-(n-k-1 }=k-dimensio:::üer 

Unterraum von 11". \Jcc;en k ~ 2 ist ii'5 nindestens eine projektive 1:."::iene 
(für k < 2 \riü-de in 'if5 keine Quadrik q; existieren). 

ifs n r~n1 =:4i 1"1rd durch i\.,(x0 )2+ ••• )..k(xk)2=0 beschrieben. Diese 

quadratische .b'orm ist bezüslich ii\ reg1+lär wecen k=din Tt5 w:tl e.ußer
dem ist ihre Eullstellenmenge nicht· leer: Speziell für (pk+'l, ••• p!:!)= 

=(O,, • • .o) gilt P6 Tls und damit PE if sA rt j gilt dac;e::;en (pk+1, ••• p::ih 

,i,(O, ••• ,O), so schreibt sich jeder Punkt der Geraden, die den Punl:::: 

(O,O ••• o,pk+'l, ••• p11)Kelr5 und den Punld P verbindet in der Form · 

(;)
0_µ.p••P~,Pk+'l(">.+µ.), ••• p11().+µ))K;er gehört genau dann zu if

5
, 

wenn ab der (k+1 )-ten Koordinate alle i{oordinaten verscp.winden, \·,Hs 

z.B. fii.r µ.=-A =1 zutrifft. Der Punkt P=(p0
, ••• pk ,O,O ••• O)E: sehört 

also zu lrs und nach Eigensch,(I) zu rt> ~ P&tp. Hun ist noch 

rt;> =J...JT5 VX zu zeic;en. Klar ist, daß 7r5 in beiden I-lengen enthalten 
X•$ 

ist. 
(a) XErt\lr5;ebenso wie oben für P erkennt man, daß ein Punkt X 

existiert mit XE (lr~VX)n'ifs"X~4>~Xe1f5 VXAX~~~XE U TsYX. 
- x•il> -

(b) x~ U lfsVX ~ es existiert ein Punkt X„Elfs mit XecX„VX unu ueren 
i~ . 1 1 Q 

X1Elr51\XEfc.ri,.'n) folgt nach (I):12xscr"t /\ Xtc1Qx.:;;"'*X6rt1 
•• 

(fil)Wir betrachten noch die quadratischen Varietäten r~~i und rt1 
• 

k=O =} 71.., (x0 )2=o ist die Hormalform ~ die quadratische Varietät 

ist die Hypercbene x 0 =0 ("Doppelhyperebene"). 
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~=1~11.{x0 )2 + :;\ 1 (x1 )
2=0 ist die Normalform. Es gilt dim lf5=n-k-1 =n-2, , 

d.h. der S::;iitzenrau;,i ist eine 1:oc;erade. Uir haben zu unterscheiden: 

.i.>'::ill 1: ,~s existiert kein l~nlct von r~nl außerhalb von lfs~ r~"1=lrs. 
2:]PErt'\if5 =?PVTs ist eine Hyperebene,ffü: uie nach (I) Gilt 

l' Vll5 c r~"~ Dalis clurch x 0 =x1 =0 <l;:iri:estellt v1ird, ist P Ylfs ein 

zu den I,o:::iurü:ten [(['1,0"" .O] unu IK[0,'1 ,o ... O] kollinearer Kopurlld; , 
- , . -- - p ,,,.. , ,. , , . C'l . , ., ' o ß 1 0 'JY:CL c~ic ;~:;perecc~~ · " ll s n0c 0.2.ner eine r eicnunr; uer J.iorn o<. x + x = 

ctit (0( 1 ß)f(0,0).Ist z.J. ß * o, so gilt für PE (lf'sVP)\ li5 sicher 
• 

:·:°tO; se'.;~:'ln 1·1ir x : = ;o , a: = ~, so lautet die Glcichun~; von lfs V P 

clar:m x=:c und ,-1~sen lf5VI' c rt' ist o. eine Nullstelle ci.es qu2-rlratischcn 

i'olynons Ao+">.1X~ Dann existiert aber ein lineares 1>01:ynorn ,fX+<J so, 

~>3 ,--:iJ.t Ao+A,i1=(x-a)("(x+ö), ,1lso i\o(x0 l+),_/x1 i~=(v<.x0 +ßx1 )(Jx0 +rx\ 
' b . . "- J' o '1 0 . P Vlf . - . , .• , d 
11(• ci J. s ,, x + -r- x = e:LnG von s versc 11iec,ene .liypere uene, enn, 

·.:ie V .. •rc::;leich der Koeffizienten zeict, Gilt Ü=e<r+ßS ,Ao = o<.6 ~o ex 4'ÜA 

Aö*O, A1cß/~8~0A,y,io0=>10(, P.,·l=oq,-M„cq·+<X-t"'2cx-r,J,0 (Char K•2). 
cf f' . 

_Im Fall 2 besteht r;"> somit aus zwei verschiedenen. Hyperebenen 
durch die Kogerade T5 • 

:·:,·l'Z ':. ~;: BL::e Korrclo.tion ö: 7r ('\O(t:) )-lf (1()* (II-:)) ist :--;cnau clc1nn 

:;:iro,je::C:tiv, wenn sie clurch eine ,.liehe aus;;c;:i_r"ce!;r1 :C:iline2.r

'orn -:)esc;irieoen Hird. ).;ü1e pro,j01;:tive Korrelation exisr;iert genau 

'.,,:m, ,rcr:::2 a( kommutat;i-, ist. Jede liullpolaritä:t; ist projektiv. 

:i:1: Ti"'(l()(L)) is'.; jede hyperoolische l'olarität das Polarsyster.1 einer 

~,-1.~.,lri::, welche genau die regulären quadratischen- Varietäten sind. 

,~ede nicht rec;ultire quadratische Varietät rt entsteht für k ~ 2 durch 

:c'ro;iold:ion einC?r in eineCT Unter::-aum Ts liec;enclen (~uadrik al'.s dem 

:-:u fs ::0::ipler.10:ntc.ren Spi tzenraii, lfs von r~n> und ist für k=1 eine 

,:o:-;er-:cc .. :, oder cir: Po.ci.'r ve:.:-schiedener Hyperehenen und fi.i.r k=aO eine 

(doppelt zu zählende) Hyperebene. 

, .e::ierl:~tn::: Ist oezH::;lich eii:er :C;:i_sis in 1il(L) (K kor.imutati v, Ch<\r K1,2, 
-~ S Din1n =n+1 < "° ) .die g,uadratisclle l?orm q in der Koordinaten<l.ar
stelh:n--_:: -tq=rq . ., xtxk (.a;,. =ai..i) c;ec;eben, so kann man Hormalform 
::ite .;.'ol~;t herstellen: . 
" .. all a: ·:...;s existiert ein rein quadratisches Glie<l,o.B.d.A. a00 +0 
(sonst ;~nclerun;; der Indizierunc;). " · 
,cq "aik X 1Xkaa 00 \X

0 + ~ X 1+ • • .+ 7f!X" )l·+ ~bj"- X1 x'<. 
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:;:,_n r:e.si suechse l 1q, =ri. r 1\-._, mit 
'11,011:1\,~+~,.of\.1,+ ...... + ~::~n1, .,-1\..._-="1,"'-1. (ksk'~{1, .•. ~)) . . 
1m,l c_;_er ~re,:s:.. orr.e. ,;1ons<10terrn1r1a.nte 1 at0 eehort die Koordinaten
tr,;,.r.sfor::::,. t:..on x 0

' =x0 + ~::x~ + ••• + ~::x~, x"-',.xk,und bezüglich 
c:.er Ee·.le:1 2··.sis hat q die l~oor(line.-cendarstellung (nach Hückkehr 
7,Ur. o.ltc.:-:-: ~,0z 1:ici-1!l'..l!Jf__.::): ~q==D.co(x 0

)
4 + t b;k x1xk. 

:~n d'3r lr;-::c-:e:: ;:;u,::ne tritt x" nicht auf; enthi:tl t diese Summe ein 
rein cua,'.:.:·0.":::..~;c:1es Glied, '.:ird dn.s Vi:,rfruiron iteriert. !fach endlich 
vi,:;lc:r: .-;,;;:-_r.:. ·;c:~n entstept ft • 

'tq=ac .. (xc):i.+ •.• +am.,(x"') +~b~..,xtx"-, 
,·:obei d::..0 ,;:-. ;r-:r ·;J\~ständ.en vor1w.nclen.e Schlußsrnnrne keine rein 
~~ntl=~~~sc~~~ Sli0Qor ent}1lilt. 
l.::J.11. b: ->: ·~2.·:>t 1:ej_n rein qnadrntisches Glied: a11=0; nach 
D,)finition ei!ler .q_uadrG.tischen l!'orm ist ein Koeffizient '1'0, z.B. 
" 0 „ v0 (sonst ~:r_d.0rung der Inc1j_zierung ). 
~\;,..:n ~.,-:.si::·· .. ,~r;}~sr;l 
1-o•,. '11-... 1\.1 ' "1-,,= -11-. + 11,1 ' 11,._, = 11,.._ (k„k ' .. -\.2, ••• n)) 
r::i t · c.er .:.'.c>:>:c.s.:'orma tionsdeterminante 240 gehört die Koordinaten
}~ro.!l.s f or-::10."'::~o~ 
~:

0 =x0 +x•·, ::• =-:: 0 '...:c:•' , x "- =xk~ und. bezüglich der neuen :Sasis hat g_ 
c..ie 1:oor • .:.:-:_'. .. ::::::c..:1rstell ur.r:; (nach Rückkehr zur alten I:lGzcichnung): 
'tq=2:1.

0
,. (x•)2·+ ••• , sodaß Fall a vorliegt. 

:;-:,_eh en<l'.::. c:·, ".'ie lcn. Schritten entsteht (nach Bezeichnuncsä.nderung) 
die .1:0:-:.::.:_i'0::::: l. 
-eq=A.,(x 0 )2.+ ... + /\~(xi..) 0!.kin, Ao ••• :>. .. ,i,o. 
Ist clie ~;,;.:.::.s"'.;elleri_TD.er-..ße in lf (W(~()) nicht leer (leere Nullstellen

.menge ka:rn r,ur für k=n auftreten), so kann die Varietät r~•> an Hand 
der Normalform von q. diskutiert werden. 
,~'..l.S d.er Konstruktion ergibt sich: Die Reduktion auf Normalform ist 
auf verschiedene \'leisen durchführbar. 

"·.8. s".lS'~,---,:,_~:-i_sch.0 Va„-iet;:i.ten in klassischen 1)ro,jektiven Hä.umen 
ü :::i ':::.,.... -1--· · ~:~; or::::~,.1.1_."":!c~ 

1:a.ch 5.5, I'cl 0;.2 '.)esitzt jede s:7TIJ]Jletrische nicht·triviale Bilinear
fo:::·!l (,c ,w))ö i::: T_

1
J'\{)((~)) bezüc;lich einer c;eeicneten Basis in -1() 

ci.ie Koordinatena.arstellung 
(-t,-l<))G" .. i\oX 0 y<'+ ... +i\.,_xky\.. mit Ao,.,A1-+0, Oikin 
u:n.d ist '.~CL".U tür k=n r.icht ausc;eartet. Die quadratische Form 
>eq=(>t,'(..)0- :_:JeßC.'l.reibt r;enau dann eine quacl.ratische Varietät r~n', 
,,eru: ein ~o"-i/)\{c-\ e}:istiert mit >eoq=0 und nach 5.5, Polg.4 gj_nd 
d.ie recuU:.ren cr~:::dratischen Varietüten r~nJ genau die Quadriken. 
\!ir \·;oll'.)n ,reite2.·e i~ic;enschaftcn quadratischer Varietäten beschreiben. 

Folgerungen: 

1) Dual zu Def,5,5c: Die Menge aller Hyperebenen !K,t'" von lft<J:(1fl(IK)), 

deren Bild bei einer quadratischen Form q•: 1() •-[{ die Null ist 

(01,•q*m0), heißt quadratische Varietät r• (Hyperfläche 2.Klasse) in 

-lT"....1 , falls sie nicht leer ist. Ist q• regulär, so heißt die 

quadratische Varietät regulär. 
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Es gibt stets eine Basis {11,• 0
, ••• ,'!l.•n}clT-:*, so, daß qe mit 

Q~~aj~·j koordinatenmäßig durch «•q•=A
0

(a
0

)
2+ ••• +lk(ak)2 mit 

Q" k .s. n dargestellt wird und q~ bzw. r•:;J ist regulär genau dann, 

wenn k•n gilt. 

11\ür nicht I'8ßL1lfix·c quadra ti3c.he v~ rict~i.tcn r* cc1 t,2::1 c..:_ e z-._: 5 ~ ;>, 
Folc;.7 dualen Aµssac;en (vr,l.dabei 3.8, Folr·:.9): 
In r~;•> lioc;t ein (n-k-'1 )-di:r;1cnsionaler l]ntcrrauP.J lls '!O::: ~,yper
ebenen (d.i. die Iienc;o aller Hyperebenen, die einen fe3;:;en 
n-1-(n-k-'1 )=k-di!'lonsion2len Unterraum von 1f en-';hrtlten), soc::,3 für 
alle Hypere.benen Tl G r ';.(") und· für jede Hyperebenen ~(t 71.) € 1[5 '" folgt: 
Da2 Hyperebenenbüschel ur.i die J;oc;cruclc 1 'l cfr.ört c;ariz :·.1 r ':..'"'. 

Sei ü: -!l)~1{) - IT( eine nichtauscec~rtete Dilincar_:.~orn z1.::-- 2.:::-:=:j_lin02.rcn 

'Bijektion af:10-10*, also (-e.,tlJ)ö = <>e. af, "'} >. 
Die Ilenr-;o der Tc1.nr::;entin.lhyperebcncn cler d=ch ~q ~(-e ,~ )cr~O 

darc;estell ten regulären quadratischen Vari.etiit r ~·". = <1:(~ ~uadrik) 

in JK/1{)(h)) ist eine durch 0<.*q*=(«*,e-t*)cr*=O clarp;oste:..j_te re:r~u.Ui::·o 

quadratische Varietät in Ti, ,-1obei die ni.cht m.,.s:::;e:trte:s sy::.::.etri

sche Tiilinearform er*: 10* ~1fJ*-K bestirL'nt ist c1urch (-ot"',8--")v*:= 
=((lt.*af-1,~*af-1)ü. 

Bcw.: Ist i\ die zu c!> r:ehöri0 c hyperbolische proje::ti·,e ?c;:..=ität, 

so _erhr51t mrm alle 'l'Bnc;entialhyperebenen vcn <p, ·,,cr.n ::-.e.::.. jeden 

Punkt X= -elC&<p der Pol~,.rität i\ untervrirft: 

H 6 1r*l1'i'an:;entialhyperebene von <t>1 =f;O,,;i*IX=tC1ocpl =: Qi'.. 

Nit X;\ =(<t.u:);\=IK('t.nl') fole;t 

q>A. =lllC('taf)ic.lr*I '{.c=01 =1lC('(.af)E1i*j(,e_,,e_)cr- =O!. 

\-lir setzen '1'..af=:<,•tc~ 10*); c1a af bijektiv ist r;ilt 

<PA ={h(.("'Elf*l(a*['_C1 , {I(. ,.ac--i )0- ,,oJ. 
1Jer;en <Pt,0~ <l>;\ ,t,0 sind wir fertie;, Henn cezeic;t ist, ä.a.2 t.t.,,::* := 

( ,.a - 1 .,. *ar-1 )""" · 1·· a . . - ,. J/1-- r- ..... = (J( f ,-V\, ~ · u eine rer_~u arc qufY.ro.:_;1.scne 1•or:::1 -~, .. _ .. ::.sv. 

Dazu definieren wir 0-*: f/ * d() * - h durc'.1 (ot';g;, )u* :=(0<...~"-i-1 , (,-•af-1 )ü; 

falls ö* eine nichtausc;eartete Bilinoarfoem ist, so i.ö':: d.iese 

nach ihrer Definition sicher sy:mnctrisch ur.d zur:* as::::>::iert. 
ÜlJCrpri.i.funr; tler Li:neariti.i.t von (1* im erster, A:.~:-;i.;,:ce::.-:;·: 

(a1~+a2«2,ß-· )a-•l>j'·ccaf-q+att2>"~-· .~·o.r-, ]ö :r o.a\,\,,_._o.~ 

=[(0t1"r1 )a1+(ot.2 "-f-• )a2,<,,•ar-• ]G""'l.,·(0!.10.r• ,<,-•o.r1 )Sa +(~•<>r-'' 
, • a f --1 ,,,.. 1><1- " o< ~-~· ( . • ) ( 1 2 u l"a2 = a,,(,(1,"• c;•+a2 t1t2,fr•)ö* Voq,u2,t•IEW•" 

I\ V a1, a2 !, 1K • 
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Ebenso ist die Linearität von O'* im zweiten Argument zu· be\:eisen. 

~· ist nicht ausgeartet, denn es F,ilt 
((l(.*,~*)<r *=0 V-G-"E 10·~· (tt•ar-1.<r•ar-1 )0--0· vi•,t7". Da ar-1 

bijektiv ist, bedeutet dies («*af~1 ;19) 0-=0 V19E1() und da 6" nkht 

ausgeartet ist, folgt hieraus «*af-1 = ~- Hun ist af-1 bijektiv 

und daher ö<. *= o:;,.; wee;en dim 1ll=dim 1/)"<-o., ist somit ö* niclct ausce

artet. • 
Bemerkungen: (a) In gleicher Weise erkennt man, daß die Menge 
der Pole aller Hyperebenen einer durch (OI. • ,a • )o-• • ll'. •q• beschrie
benen regulären quadratischen Varietät r·~·> in lf :, (10(K)) be
züglich der durch~· beschriebenen hyperbolischen Polarität eine 
Quadrik ist. Die Vereinigungsmenge der Punkte und der Tangential
hyperebenen einer Quadrik ist daher selbstdual. 

(b) Ist 111-. , ... ,-ri.1 eine Basis inifJ und {t1-• 0
, ••• ,11,*"1 

die duale· Basis in 1{)*, so wird o.f bzw. ö bzw. q bzw. cp durch 
eine reguläre symmetrische Matrix (a1k) beschrieben (vgl. 5.3, 
Folg.3, Bem, b): . . · 
11-a 0 f • a,j1<1\-~k ,für >e.=1J..1x1 A ,e_"f" ß.i1t•l ~ , . 
=~aic(x1 "'f)a~k[vgl.5,3, Folg.3); (-e..

1
11J.)ö=x1 aj.yk; >e.q=x1 a.;1,.xk. 

Nun ist für C11.*,er*1e1D*dan{l (oc..*,t,.*)o* :&,1;·(cx.'"°'r'.,~•a.r• )6". 
Setzen wir«• "'.r-~ s: 'l = 11-j xl 1µ1d ß.• "r' =:11) =11-i yi, so gilt . 
({)(* "f-A )"f :öe,* x a,'11-"k a (11-j X1 )a.f = x1i,n.a"-f) "'X1a,j1.,1I-*"' ~ 61.k." X1a,j1., • 

Ist (0<."L) die zu (ai,) durch a 1ko<."- =Of eindeutig bestimnte invers: 
1:-',.atrix, ,die riit (o 1t) ebenfalls symmetrisch ist, so folßt · 
a "- 1..l=x1 9 l o< kl=x ~s,i =Jrl; ebenso: y e, = b'k.x. kt.=> 

(-<X.~ ,g..• )o-*=~"( ,:"))o=xi a 1i._Y"•a roc ' 6 a.;k.b 5 o<:~i.. '"8.rd~bso<.5"-= akbs<X k
5 

'" ·~~~·'>•,~·(.c,t.• ,.(,,• )cs"'=a .._°'"'"b s• 

Die zu a-* bzu. q* c;ehörige Hntrix (ix"") ist die zu (a11.,)inverse 
I-'latrix. 

2) In li~(10 (K)) sind die funktmenc;en der quadratischen Kecel senac: 
jene quadratischen Varietäten rt), welche außerhalb des Spitzen

rarunes einen Punkt besitzen. 

Bew.: (a) Der Spitzenraum Ts einer quadratischen Varietät rt in lf~ 
ist nach 5.5, Folg.7 ein (n-k-1)=3-2-1=0-dimcnsionaler fü.>.um, also 
ein Punkt 8

0
; da k ~ 2 gilt und nach Voraussetzunc außer S

0 
noch 

ein Punlct von r:\) existiert, folgt nach 5.5, Folc,7: In einem zum 

Punkt S komplementären Unterraum, also einer ~oene T5 =X nit 
0 -S

0 
J. :,r .existiert eine Quadrik <P, also ein Kc)gelschnitt 1, in x so, 

daß r~" aun allen Verbindunr;s::;crc.d.cr. fJ
0 

V X ni t X~ l: bcste:.,t. iT::-.ch 

4.2, l•'olr.;.1(b) ist aber die Projektion cles Kce;elscimitts k ~1.us 

dem Punkt S
0 

ein quadratischer Geradenke~el, d.h. rt ist ein 

qu:>.dratischer Kec;el. 
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(b) 3c5. 1.incc:.Cchrt r ein quac1:::-c1.tischer K~ir;el in lf' ... JV) (1:-n) mit qer 

13:pitzo .S= f' IK. \lir erc;änzen zu einer Basis f 11-
0
,11,. ,-tt-,,,-11~= 1'! in 10. 

Daru-1 ist lf(H(1h,-t1-,,11,,.))=:X eine Ebene, c1ie lrec;en {1i., .. 11,! l.u. 

:r._icht cht.rch S ceht, und daher ist r" 1r nach 4.2, li'olc;.1(b) ein 

Pur.J:tl:e:.:;elschnitt :-: (d..h. eine Qno.clrik cf> in ::ir), lmd k wircl durch 
r?i!~.t:) r::t::.dr2,tische :1.?or::1 i::_: I-I(·v,,.0;111- 1 ,,n . ._)-e,,. G{ bescJ1rieben~ H::ch ce

ci::;noto:c- 1)o.sisTüll i;1 II(11,o,11,.1 ,1t,.1.) l:i.ßt sich q in Diaconal::'orm 
schrciOen: 

' ( 0 ' )
2 ( 1 ' )

2 '' ( :,.> )
2 · t -,. II A '0 d 0

' '' '' • b i { 1 tq•110 x +i\, x ..-"1 x mi "o , ""' un 't'.=11 • .x +11-,,x +11,,,x ,_wo e il.,,,~,.,ffq 
c"i.io no~w 3o.sis i;:i II(it-~,'1'\.-1 ,'<1,.,_) ist. Es ist q aber auch eine nicht re

guläre quadratische Form zu n=3 und k=2 und beschreibt daher eine 

(~uacl::,0.:::ische Varietät rt>. Diese ist nr..ch (o.) ein quo.dratischer 

i-:0,c:;el ,der n::cch obiger Form von 'tq _den Kogelschni tt k enthtU t 

n::.d c.on Puri.:::t :-c 0
' =x'' =x1.' =0, also 8

0
, als Spitze besitzt; da durch 

Lei tl:c::;clschni tt und Spitze ein g_uadratJ_scher Ke;,~el r eindeutig 

• 
Dio }:l·:'.ssifikatioE der ouadratischen Varietäten ist ein rein 
~l;~ebr·:iisches P»obler:i und nur G.urchfiihrba:i;-, ,1enn üb0r K ccniic;end 
Infori:'.':tion vorliest. Wir becni.icen uns mit zuei .v'ällen: 

3)In lflCl.(lO(IK)) rüt kor:mmtc1.tivcm,g_uadrnti.sch o.bGeschlosscncm I~örper U( 

und. _C,,?.r Kt2 e:cistiort zu jode:ui k r.lit O i k ~ n iu f,inne von PGL(!f1o;l) 

r;enrn., eine quaclratische Vo.rictät rt), also iasbcsondcrc ccnan eine 

:C:,01!.: Die g_u:i.dro.tische Vo.:detiit rt ist clie lrullstollenmcnce cÜ1<.t der 

quccd.ro.tinchen :B'ora q, uolche in einer {\ecignetcn Basis in 10 die 

Diasor:alforr.i t q=;\0 (x0 )1- + •• • +)."-(xk)2 besitzt. Da 1K quadratisch 

noscsclüossen ist,c;ilt ~ E ~c und {11-., .• ,-11-.1,-...(W 1h, •• ,~11,._,11-•• ., ••• 11,.,! 
ist ,-:c:::;en ;\0 •• • 1\ ... *O eir, Basim-rnchsel zur Koordinatentransformation 

(x0
, ••• xn) -( f;C,x0

, ••• ~~k;~~1 •• xn ). Hach ihrer Anwendung und 
-·-, .. . lt ...., . ' ·1t ( 0 )2. (,k') 2 1··· '<. 1füc,~,:enr zur a en .oeze·1.c.1nunG g1. -e.q= x + ••• + :. . • •ur „c n 

ist 'eo"'(o, ••• ,0,1) und für k=n ist '!0=(1,0, ••• ,0,A) eine nicht-

trivi::.le Eullstelle von q, ~o daß zu jedem k" { O, ••• ,nJ eine 

e;_uc\dre.tische Varietät existiert. Analog wie in 5. 5, J!'olg.1 folgt, 

daß je z1·:oi quadratische Varietäten zu gleichem k, deren zw;e

hörige quadratische :C'ornien bezLir,;licll geeigneter Basen in 1/) 

stets dieselbe Diar,onalform besit~en, projektiv kollinear sind. 
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Anu.ererseits kÖn..'1.en zwei quau.ratische Varietäten zu verschiedenen 1: 
k-Werten nicht kollinear sein, da nach 5.5, Folg.7 für den 

3pi tzen2.'aum U5 von r:.'."1 
r;il t dim l\5 =n-1-k. Zusm.'llllen mit lfs hat da

her auch k eine r:er:enüber Kollineationen invariante Bedeutu!lß • 

• ::~neJ'lrnnr;en: ('1.) I!'l lrK/1{) ([()) mit K quadratisch abgeschlossen ist 
i1'1 ßi:n..'1e von PGL(TKl) eine quadratische Varietät durch die Dimension 
r_-1-k (Oi. k in) ihres Spitzenraumes völlig e;ckennzeichnet. 

(b) Ist K quadratisch abgeschlossen, so existiert 
keine elliptische projektive Polarität, da die Diagonalform (t,1)ö• 
=AoX"y 0 +, •• +Anx"y" (~itO) einer nicht ausgearteten symmetrischen 
Bilinearform durch den Basiswechsel aus dem Beweis von Folg,3 in 
x•y•+,.,+x"y" übergeht und daher ~q=O eine Quadrik ist. 

(c) .Ls·~ K quadratisch abc;cschlossen, so existiert in 
ir;L([,) (n~2 J ~;r:nau eine c;,,iadrik im;Jin.'1e vonPGL(li,::(IK)). In 

li;.(L) ,n;ibt es :iarm >eir..e ovale Quadrik, da stets eine ringartige 
(_·iaclrilc cn::i:::t;;i.,..,:;:_,~ (·.r::l. 4.6, Bem.) und eine ovale Quaurik z.u einer 
·,·ir..·•·arti•-cr: (.-1r~ 1~:::·:i.> :::.icht lcollincar sein ko.nn; weiters existiert 
,-·:::i.n';:;°11 ~.; ~ C"n>,· ...... p+-...; o"1lt:i.r> 1 "(1'01 rt'!»\ : .., -<...... ...,..._. __ - .,..,_..,_ - v ..... ....,,..._ . ...,_ ,.\.·..,._~--- 2. • 

( d) ,.'o.',)clle <ler qu2.dro.tischen Ve.rietäten in lf .. ~ (IK) 
1..nd lf!Ln ((:) f'.ir i:.=2 und n=3 mit K konmutativ, quadratisch abc;e-
~,chlossen u!'cd Cna.:::• K,t,2: . 

lf!(K) 

r~~1 
••• (x0 )2+(x 1 )2+(x2 )2.o Punkt-

1.:.ensc eiz~.ez i~e~eJschnj..tts 

r'\ui ••• (x0 )2+(x 1 i=o 
'.:;;:Bi vc:::-sch:Ledenc l"Unk !;reihen 
(:"ac2c 5. 5, .c'ol:;.7: außerhalb des 
r-.,1llJ.ir'.:.'.}!lsio~le=: ::.;Di tzenraumo s 
(0,0,.21 )l~ existiert ein Pu.11.kt 
von 1~'", z.:U. (1,0,o)nc) 

r:11 
••• (x0 >2=o 

~,fr.c (iop:iel t cezillll te) Punkt
:::-eihe (nach 5. 5, ~'olg. 7) 

ir:, (IK) 

f'_"l ••• (xo)2+(x 1 )2+(x2)2+cx3)2=0 
P'l1:'~-::t!:10r.r_:.e cit-cr (.r·inc:o..rtic;en) 
'~"-1..,c.' ..... 7 ~.~ 

lf!~ (IK) 

r *2.'~l ••• ( ao )2+( a1 >2+( a2)2.o 
'l'unc;entcnmenc;e eines Kegel
schnitts 

r"''l.l c 0)2 c 1)2 ~ ••• a + a =0 
Z\,rei verschiedene Geraden
büschel 

roH1.) ••• (ao)2=0 
Ein (doppelt gezähltes) Ge
radenbüschel 

lfj;"(K) 

r: "! .. (a0 )2+( ~)2+(a2 )2+(a~ >2-o 
Tangentialebenem:1enge einer 
(ringartigen) Quadrik 

r „ 1• 1 o 2 1 2 ? 2 
2. ... ( a ) + ( a ) + ( a -) ·=O 

iicno·e uer iilienen uurch die 
'.fonr:cnton eines Lcr;elschni tts 
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rt' ... (x0 /+(x1 /=0 
Zwei vor.schiorlone P..mkti'eldor 
(nach 5.5 1 Folr.;.7: außerho.lb dec 
eindimensionalen Gpi tzenraume s 
x 0 =x1 =0 liq,;t ein Punkt von r1'~

1
, 

z.n.(1,f-1,0,o)!K.) 

r. Ol ( 0)2 
o • • • X =0 

Ein (doppelt r;ezälütes) Punkt-
feld (nach 5.:;i, .iTolg.7) 

r"" C 0)2 (·1)2_0 .,. ••<> e. + a -
Z1utd. -,1erschieclene l7oenei-1bündel 

r •m ( 0)2-o o • • • a -
Ein ((loppel t gezähltes) Ebenen
bündel 

(e) Ein kommutativer, quaclratisch abgeschlossener 
Körper K mit Char Qi:'!'2, Hie er in li'olg.3 vorausr;esetzt \·:ird, ist 
insbesond.ere der Körper der konplexen Zahler:. 

4) Besitzt ein kommutativer Körper K die ::Jeiden 1-:ic;enschaften: 

(i) -1 ist nicht Summe von Quadra·cen in K ( =* Char 1K ,i, 2, da 

sonst -1=1=1,1), 
(ii)ist aEK\\01, so ist entweder a oder -a Quadrat in~. 

so existieren in -r;l(10(K)) im 8ir1ne von 1'GL(Tk:) 0 enau [ n ~ 1 J Quad.riken 
• 0 ( k. • J • [ k -t 1 ] .., ' L • . • und zu jeclem k mit - < n oxiscieren cenau ~ +, quaara,iscne 

Varietäten rt,. 

Bemerkun~: [ ~]bedeutet die r.:rößtc nnti.irliche Zahl~ "~~ , also 
[ -'yL ]= i<.~• für k ungernd8 1 [~]= ~ für k r;er~de. 

Bew •. : ( a) r;·1 wird in einer geeigneten Basis in 11) öu.rch die quadratische 

Form >eq = Ao(x0 )2+. o .+'rl ... (xk)2 beschricbe1,. Da. q c:r_d -q dieselbe 

Varietät bestimmen~ können ·wi.r d.1J_-:cch Inde:-:ö.ncl8ru:c.c; (\·l,'?:.s einem 

Basiswechsel in 11) entspricht) errr,ichen, cla3 ~, ••• , v'i:; 1 e 1':, 
V-'r,.,+1, ••• , V-1\i,. I ,; 1~ mit k~ i i p+-1 i k+'l i n+-1. iiach Arruercdur"c; ö.es durci1 

o n o ,r:;-- p .r-- p+1 .r.- k k+-1 n · (x , ••• ,x ),._ (,fii;,x , ••• ,f/\px ,v-\,;x: , •.. ,v-)..x-,x , •.• ,x) be-
schriebenen Basiswechsels und nach Rückkehr zur alten Bezeichnung 

r;iH teq=(x0 )2+ ••• +(xP) 2-(:x?+1 )2-•.• -(xk/ ( i..t ! p+1 i k+1 5. n+1). 

Pür k < n ist ,e 0 =(0, ••• ,0,'1) eine nichttriviale :;ullstelle ,für 

k=n und p< n ist 'to"'(1,o, ••• ,o,1) eine nichttriviale i:ullstelle, 

während für k=n und p=n wee;cn (i) keine nichttriviale l:ullstelle 

existiert (ind.: vt q=0 mit ot*'°', o.B.d.A. ;;.0 :HO =*Ca 1 ) 2+ ••• +(anl=-1: 

Widerspruch zu (i)). Damit existiert zu je,len '.~;ihJ_0r,r,2.ar (p,k) 

mi_t k;~ i p+1 i k+1 ! n+1 eine quadratische Varietät r~n>unü ZU jedem 

Zahlenpaar (p,n) mit n~~ ~ p+1 < n+1 eine Quadrik. Analo::; uie in 5,5, 
Pole;.1 folgt, daß je zwei quadratische Varietäten zu gleichem 

(p,k), deren zugehörige quadratische Formen bezUclich geeisneter 
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Basen in f7 stet/3 dieselbe Diagonalform besitzen, projektiv 

kollinear sind. Da es zu jedem k < n genau ( k~•] +1 Zahlen p mit 

"t !, p+1~k+1 gibt, existieren in diesem lh:>.11 höchstens eoeEsoviele 

nicht proj ekti V kollineare quadratische Varietäten r :' i für k=n 

dagegen wird nur für p < n eine Quadrik beschrieben, was höchstens 

[ "~ 
1 J nich"::; projektiv kollineare Quadriken liefert. 

(b) Nun ist noch zu zeigen, daß zwei quadratische Varietäten, die 

(abgesehen von der Indizierunc) verschiedene Hormalformen ·üesi t::c~', 

nicht kollinear sind, d.h. daß k und p p_;eornetrische Iledeutur,_g be
sitzen. Für k gilt dies analog l!'olr:;.3 wegcm dimll"s=n-1-k. Heiters_ 

gilt: n-1-p ist die Ilaximaldimension. eines projektiven Unter

raumes' der in r~o) enthalten ist, da: 
Die p+1 Hyperebenen x0 - xP+1 =x1- ;xP+2= ••• =x1c-p-1 -xk=xk-P= ••• • =JC?"'O 
bilden in lT* einen p - Simplex, da die Matrix ihrer H:yper

ebenerü:oordin:iten den föm:,; p+1 besitzt; in.r .'.:,chni ti;rav.::'.1 u c 11" n 

hat daher.die Kodimension p und r..o.ch 3.8, ro1~.7 sonit die Ji:::2n

sion n-1-p. Der ·unterraum U liec;t, uie die lfornalforn vo:1 r~' zeir;'.:, 

ga.l!lz auf rt>. Andererseits haben die I:-P Hyperebenen x-'9+1 = ••• =x11=C 

einen Unterraum Vclf" der Dimension n-1-(n-p-1)=p 5emeinsan, dessc::. 

Durchschnitt mit rr1 nach (i) leer ist, da für jeden Pu.ruct dieses 
D h h ·tt ( o)2 ( u)2 0 u+1 n lt .. ß.... I'-'-urc SC nl S X + ••• + X· = =x- = ••• =X ge en IDU ve. Sv nur. 

W c ·p ein beliebiger Unterraum auf rti, so c;ilt sicher dim ( 'fl /"\V> 

=-1, dim (WVV )!. n und damit nach dem Dir.iensionssatz (3.'?,""'olc;.5) 
dimW +dim VS. n-1~dim W!.n-1-p=dim U. • 
Bcmerkune;en: (a) In ir:( '\(] (IC)) 1 wobei [C clie beiden Bic;enscl:ce.ften 
und (ii) erfüllt, ist im 3inne von PGL(lf~.) eine quadratische 
Varieti.it durch die Dimension n-1-k(O 5. k ~ n) ihres Sni tzer.r::-~ones 
die I1aximaldimension n-1-p eines auf ihr liec;enclen Ünterrr.uneR 
völlie; eekennzeichnet •. 
Die Zahl k-p heißt der Index der quadratischen Form q. 

, . \ 
\. l.; 

(b) Besitzt K die beiden Eigenschaften (i) und (ii), 
so existieren elliptische projektive Polaritäten, deren Normalform 
nach dem Beweismn Folg,4 lautet:('l,'l<J)6".,x0 y 0 + .•. +xnyn. 

(e) Unter den Voraussetzu~en für IK in :u'olc-4 cibt es 
in l[l(K) c;enau zuei Quadrilrnn, nämlich eine ringartige und eine ovale. 
Do. die He.ximaldimension eines Unterraumes auf eiiler rinc;2.rtic;en 
bzw. ovalen Quadrik 1 bz1·1. 0 ist, e;il t für rin0·artir:_;e Quaclril~en 
(p_,n)=(1,3) und für ovale Quaclrfäen (p,n)=(2,3). \.Jeiters eilt: 

Ist die· Nullstellenmenge einer rec;ulären quadratischen Ii'orm 

q=nh. xixk für n=3 in lf~ nicht leer, so besti,;11:1t q eine rinc;o.rti-0 

oder ovale Quo.drik I je nachdem det (a tk.) in 1K ein ~llladrat ist oder 

nicht. 
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·Be1-r. =~ 1''ür die Norm,üform (x0 /+(x1 i-(x2i-(x3)2 bz1r. (x0 )2+ 
+(x 1 )'-+(x 1Y·-(x'f ist die Deterrünante 1 bzw. -1 ~ und. daher 
das E:..".'iterium erfüllt. Der Übe1y;anr, ,mr Iformalform wird durch 
e:i,nen .Dasis1,cchs0l in 10 ,erreicht, müchcr koordinnten.,,11:ißi.a-
x l =t{. xi_' mit det ( t }, ),l.o lautet. Damit e;ilt a-1 x 4x"= "' 
"'a1.._ t\:t~.xi·x-:.: a i,,.1:icl'x"-', Jiso det ( aj,\._,) .. det( a11< ti,t~)~ 
".'det(au,)·det.z.(t ;. ). + 

. ( d) Tabelle aller qüadratischen Varietäten in 1f:i_ (~n 
und lr~7(E.:) für n=2 und n=3 mit 1K kommutativ, wobei fK die Eigen
schaften (i) und (ii) erfüllt: 

li!_(lK) . 

rt ... (x0 i+(x 1 i-Cx2 ) 2=o 
Pur,..:;.:tmense eines Kecelschni tts 
\<L) 0 12 . '] 2 

1 ... ~~05<f ~-1~i.:g 
(a) Der Pun.~t (0,0,1)K 
(nach Körpereigenschaft (i) 
existiert kein uei tcrer Punkt 
von r.i 
(b) Z11ci verschiedene Punlct
rc:i.hen (nach 5.5, Fole;.7: 
e.ußerhalb des nulldimensionalcn 

· Spit:oer..raünes (0,Ö,1 )K existiert 
dn Punkt von r~u, z.B. ( 1, 1 ,0 )vIJ 
,., (L) 0 2 
1 o ••• (x ) =0 
2inc (doppelt gezcfülte) Punlct
reihe {nach 5.5, Folg.7) 

li,!(K) 

lt~:(K) 

r;"1 
••• (a0 )2+(a 1 i-(a2 )2=o 

Tane;entenruenc;e eines Kegelschnitts 

'a) r~<L) •• .(a0 )2+(a1 )2„Q 
(b) (ao)2-(a1)2~0 

(a) »ie Gerade K[0,0,1] 

(b) Zwei verschiedene Geraden
büschel 

r;l1.) ... ( aoi=o 
Ein e,oppelt gezähltes) Geraden
biischel 

1i~~ (K) 

r,~,i. .. (:-:o)2+(x 1 )2+(:c2)2-(x3)f=o (a) r;t') ... (ao)2+( a1 i+(a2)2_(a3)~0 
(x 0 )2+(x 1)2·-(x2Y.-(x3) =0 (b) (a0 )2+(a1)2·-(a2-/·-(a?>Y,·=O 

:~:.,eh l'olc;.l.J-, Bem.c be- (a) die Tangentialebenenmenge 
schreibt einer ovalen Quadrik 
(r) die Punktmenge einer ovalen (b) die Tangentialebenenmenge 
,~1wdri k · einer ringartigen Quadrik 
(b) die Punktmenge einer ring-
artigen Quadrik 

r11 
••• (x0 i+(x1 i+Cx2

)~=0 
(x 0 ) 2 +(x-t)2--(x2.) =0 

(a.) Der Punlct (0 ,o O 1 )[:;: (nach 
Körpereir,enschaft l15 existiert 
1:cin ,·rei terer Punkt auf r ti) 
(b) ,Ienc;e der Punkte eines quadra- (b) I1ense der Ebenen durch 1die 
ti.schen Kcsels (nach Folg.2: Tancenten eines Kegelschnitts 
m1füirhalb der S:pi tze (O,O ,O, 1 )K 
existiert ein Punkt von Pt', z.B. 
(1,0,1,0)K) 
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" 1 ,.., 
4•••X1+X 2. r l,l ·c,Ov: ~- 5''"=0 

(:-:
0 

)
2 - x" =0 

(,1) I't:::kcreihe 2uf der Vcrbincluncs
r-:e:.02.d1_:n ·:on (0,0,'1.0)E und (0,0,0,'1 )K 
(~ach 5-5,Folg,?:nach Y.örpereigen
s·::i1e.f';; (i) ,ixistiert nußerhalb des 
0:..ndi5,~ncior:o.len ;_;J)i tz.011.rt1.u1ies 
x 0 =x"=0 ::ei!l PurJ-:t von [;,"' 
()) ;:-,-:ci vcrscnictenc .Pu.:,.\tfclcler 
(:::o.c!: 5.5, .·olc;.7: :i_ußerho.lb des 
ci:icli~:!l·-Jnsior10 len :~y,j. tzenraumes 
x 0 =:-:., =0 1.icc'.t ein Punkt von r~",z.B. 
( 1 , '1 , 0, 0 )L) 

r {\) · c 0)2 o ••• · X :::..:Q 
i::::..n (clo-p_ryel+; r;ezi.i.hltes)Punktfeld' 
(::w.ch 5,5, 1'oJ.r;.?) 

ln~u1 ~ o~2 ~ 1~2 ( a) 1 ••• a + a =0 
(b) a 0 2 - a 1 2.=0 

(a) 1füenenbi.ischel um die 
3chnittr;erade von K[0,0,1,0) 
und K(0,0,0,1] 

(b) Z\-rni verschiedene 
l!.'benenbündel 

r•"> ( o)2-o o • • • a -
Ein (doppelt ßezähltes) 
Ebenenbündel · 

(e) Ein kommutativer Körper mit den Eigenschaften (i) 
und (ii), wie er in Folg.4 vorausgesetzt wird, ist insbesondere 
der Körper der reellen Zahlen. 

:;·,__,;:z 5.6: Die rec;ulären c;aadrutischen Varietiiten im dualen pro-

,j (:kti ven fömm lf: (W(E)) sind genau die Tune;entialhyper

c".:le.ne:-i:r,or..,~,3n dor Quo.d.riken in lfK, (10). Gpeziell für IK=C existiert 

z·.l jeden 1c !üt 0 ! l: ! n [:en:rn eine quadratische Varietät rt1 im': 

Sinne von l-'GL(lr1e~), S:!.)cziell für IK=[i'. zu jedem k mit O&k<.n genau [~]+1 

Q.iac.ratische Varietäten r:;> und (n~-1 J Quau.riken. 

S,7. Der c:::-ste Ho.untsatz der pro,iektiven, Geometrie . 
Als s::;,ezielle Beispiele von Dcsarguesrli.umcn haben wir in 5.1 die 

~:::-oj ek.ti ven RäUFJe über fö:-chtsvektorräumen kennengelernt. Unser Ziel 

ist zu z·.:i,",en: Zu jedem ::;oliebic;en Desarc;uesraum lr1>e. gibt es einen 

,: chtsvelctorracm 1/)(i;_;:) so, daß lrne. ~ lr (1/l(K)) ist. 

1;0.ch 5.1 ist der Ale;ebr:J.isierul)[';skörper K 1 von lf(A,/l (IK)) isomorph a c; 
zu IK. '.lo,m :üso unser ,3iel überhaupt erreichbar ist, muß tK isomorph 

z·.1.::: Al::oor::i.isierun;;skörper von li k sein. Wir benützen i. f. den 

iügebraisieruncsl:örpcr von lrn._ als Körper (( und suchen einen ge

eicnetcn i{cchtsvo 1:torraum über fi{, Bei der Konstruktion des 

;l1.c;cbr~üsic,.·u~;nkcir:'.)ors von lf:o., in 3.5, i!'olc;.7 bzw. 1."12 wurden die 

fol'.:endon Eeze\ch1,uncen '.Jeni.ltzt: lf "-'; xts<--, mit f,}K 4 p .. ; 
,P,"'Pws:{u1; '\'.l,:",P.x\\UJ; O,El 6 ,P.x, +; IK"{'Px,+,•1, 
il--boi ,::•~' der Punl:'c 0 c,.:•s iJ1ül- und. der }'unkt E dns Einselement 
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1. /Jchritt: Um einen :J0chtsvol~torr0-um V.() ;;_-_)c;r d0;i i:0::-::,:::- L·~{p.,, .. ,·3 
kons truicron zu J,önncn, benötic;cn 1-rir oin0 ::i,.;olscho Gr.:::,:::,o. lkc::u 

wählen wir die. Gruppe o.ller Elationon, Helch0 clie feste 1:y-;e.;:,e:)e::·~ T.., 
a~s Achse haben; das Zentrum Z dieser j,,1.ationen ist ,,elicbi::: r,.·..:.s li,.. 
(nach 3.5, 1"olr;.3 ist cl.ies eine abelsche Gr,lp])C'}. -.lir 0e:'.e:.cl:1:er,. 

PGL(Z,lf..,I Z bel. /\ Z I lt..)"'::T(lr..,) als "Transl8tionsgrappe ·ron 11" 
bzßl. Tr" ". 
Die Operation in '.C(1f.,) ist die Zusammensetzunc; o und das neutrale 

Element von T(ii..,) ist clic Idontitf.i.t Lp c:L. ',!ir cleri::.iE":::-er, nu::. der. 

Rechtsvektorrrnun M (ff,;:), inclcm 1Iir verl8nr;cn, <laß die ,: 0.::c;s::. 1iO 
uncl T(lf..,) übcreinstimmen,und daß die Aduitio:1 + i::. 'tV) C. '.c Zusc-.u:c::

sotzunc O von T(lf.,) bedeutet. Dfo 1üationcn 't" € '..:(T..,) si::.·~, ilU!l 8.ls 

Vektoren anzusprechen und Hir werden daher lür die 1.,1c1 '~:;.oLcm a;;.c~1 

deutsche Buchstaben verucnclen •. Es erc;ibt sich al:m fol::::e1::ie To.::iellc 

von Umbezcichnunßen: 

BezeichnullG in 'l'( T.., ) 

1:'"1 

't"_, o,:-l. 

l 

"t"1- 1 

OC.1 

Ol1 + llf. l. 
(T 

-oc. i 

Wir definieren eine slnlare Hul tiplikation ·; WJ.L -1.?, also 
T(lf..;)x,Px -T(lf"..,), wie folgt 

't".0:• L 

Um zu überprüfen, ob--c;X"T(u..,) e;ilt, zeisen 1,ir sc:tC:..r~·er: 
-r und --r.X sind. I~lationcn ?,um c;lcichcn ;:,cnt::-u.r: /~ ii: c:..er .:.:::~:2-= Ui,,) • 
't".X:=ÖK-~t"G"x läßt alle Punkte von lfw cinz-,ln .fest UL"'- :.z+; ·lar..0r 
eine perspcktivWollinc8tion Y.J.H lr..., ".ls i,c;:o,se. is"; ,e?;:L(:C,lr..,) 
und y I Z =* y('t". X)=(y ß-J(-•)i 8. =(y 8-K-•) ~ ~y, ci.n y&-;• I Z. Jce.lc:!r liißt 
't" .X jede Gr~rade durch Z fest. 

Die abelsche Gruppe {1-W,+1 zusammen • .L -
Dlv üE~r oOen 

sbüaren llul·l;iplikation ist eiri Hcchtsvcktorra:u;:1 üb,.,r E. 

Bew.: Wir haben noch die V0:rtrU:_~liclikcitsr;csetze nac::.zu~r;.;fen. 

('l.) Über:nrüfune; von ({l(,+ot 1)x=IX,X+Ol1 X Vut,~~ .. IE-1</)A\fxEE: oder 

('t"'-,o,J.Xm(1:"4 .X)o(1:"1 .X) \I-C-, 1-r'.1.le,T(lf...,)t\ 'v Xf.Px• 

Die Gültir:;keit ist fU.r X=O klar; r.;elte :cm: 
( 't1 ° tJ , X >;,,f· 0.-1( 't, 0 'i:i) G-;, • (u.·1', u~) ( o;¾:-1 6"x)°J);,l · ( 't 1 • X )o ( ~:i. • :;{) • 
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(b) Überprüfung von ('-'!.x)y={J((xy) '7'oce'¼?"v'x.yli.K oder ('t".X).Y= 

='r. (XY) V-r 6 T(T..,) A Y X, Y I e 't2.: • 
li\ir X=0 v Y=0 trivial; cel te X, i I tO. 

('t' .X). Y 1)~~- ( o-.. ·"-. o-,. ) • Y ~t- tf"y·t ü,c·1 ,: G;c )Gy •( 6"y"1 öth( ö„ ü;, )c( <,,.. öy r~i:-( er-, <r-1 ) 

T• (XY) • üx/ -r 0-•y 

Wir sind fertig, wenn ~Y =G"~G"y e;ezeigt ist. G;.1 und O"iG"y sind. 

Homolo(Sien mit dem gleichen Zentrum O und der gleichen Achse 1f.., und 

stimmen daher überein, ,-1enn sie für einen Punkt verschieclen O 

nicht in it.> classelbe leisten. Es r;ilt aber E~üy=Xvy=XY A:i::O-it7 =XY. 

(c) oc. .11c= oc V (.1(. E: ff() oder 1;.E= -r · 'o' Tc T(lfl<l). 
Wec;en G""E= t eilt -r.E >:J· 1rE·',:-(5""E • L· .. ·n•T. 

(d) Überprüfung von °'C~tYl= ax1 (Xy . \iot.6 W /\ V x.yl*' K oder 
Acld. in O. Ad.cl. 111 11/) 

't',(X+Y)=ec-,X) 0 (T.Y) 'r/ 't" E: T(T...,)A V X,Yli;~~. . 

Hit 't" G PGL( Z ,lfc..) Eilt T.X, T. Y, 't:. (X+Y) 1 E PGL( Z, ü..,) => 
(,:,X) 0 {'t". Y) IGPGL(Z,lii.,)I\ T(X+Y) E PGL(Z, !..,). 
Da diese beiden L~ationen gleiches Zentrum und gleiche Achse habe~, 

sind sie gleich, ,-renn sie für einen Punkt nicht in T..,. dasselbe 
leisten • .is c;enügt daher 0 [-i:-.(X+Y) J =0 [ (-c-.X) o (T.Y)] nachzuueisen. 

Dazu unterscheiden wir: 

l:hül 1: Z=·u ~ 1:"" PGL(U ;r .. ); wir schreiben jetzt besser 't' A statt T 

mit 0't"A=A4f,2. (vgl.1 .12). 

Einerseits c-ilt: 

0 [t,.. (X+Y)] :,~t- 0(5";:Y 't",. G" x +y ) • Da O Zentrum von G" x+y ist gilt 
OG'"x,y =0, sodaß zusammen mit o,:-,.,,;A folgt: 
O['t"A. (X+Y)] =Aöt•Y ~t-~-1

1. A(X+Y);AX+AY (*). 
Andererseits eilt: 1-,,·~•-'I"•· \• K 

0 [ (-r-A. X) 0 ('t" A. Y)] :l'••-J O [(G" /-c-A G" )() ( o·; 't" A ""y) ) . Nach der 1.Eilfs

überlee;u:ng in 1 .12 e;il t \711.·1 't" A 0-x = T A11. bzw, 0- y-~ 't",. ü y ,., 't"AY ==> 
O[(i;,..X) 0 ('t"A,Y)J =0('t"M 0 'C'Ay) • (AX)'i:'"4y mAX+AY (:). 

( *) A ( !) ::::} für Z=U ist die Aussage richtig. 

Fall 2: Z*U· Wir konstruieren einen. 'Isomorphismus /1- von PGL(z;, Y.,) c. 

cT(l~) auf PGL(U,T~) c T(Tw). 
Eine b7.ation-i-6PGL(Z,Tw) ist eindeutig festgelect durch Oi--i/=OT 

mit Hi'fJ. 0z.\lZ! und das µ.-;Bild von T kan.'l ebenso durch o-S=Ctt-f4.) 

mit S, ~ 0 ., \ { Ut eindeutig festgelect werden. Auf der Geraden UZ 

existiert wec;en des Axioms E ein Punkt H,t: 1 z,u. Nach Axio:n 12 ist 
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·.1 Zcnt:rt~m einer Perspckti vität x mit ,Poi. ~ 
'Jir de.:'in.ieren nun µ: 't" ~ PGL(Z,1i...,)i-> 

.,._'9t6 PGL(,,,TI,)) durch Oh·µ):-.. (O,)rr. 

,·,us der i'.onstruktion ist JJ,- un.mittel-

:J::cr als Jijektion PGL(Z,lfw) - PGL(U,lf..,) 

~u· erke~nen. 

:Iilfssatz '1: ( '::', 0 t2.),,U.. = ,,µ. 0 t„p.. ,d ,h.;,. ist ein Gruppenisomorphis
mus• t. ... -..o."'~'-""'>!.\t..,n~ \.;"?C.t. tl.,T,...) \:n.\,). ·,! "?<-1.. lU, T.,.) 

...ie1r., von ::s,1: Ucc,en (t, ot-2),,u, ,' (1;,µ)0(-;:-,. µ. )1 E- PGL(U,lfw) 
es c{(i;, 0 t2.)µ.J=O[t, µ. )o (t„,u. )]zu zeic;en. Seien die Punkte 
n:1cl O t„ auf OZ und damit .-. 1-md -i-J. r:;c3eben. 
=,u:-ch Pro.i el:tion "-US \/ auf OU crhrü t man 
(0-c,)x'S.t· 6(,,,u.) un.cl (O-r.) 'JI: l>tj:• O(T1,I(.). 
·~rir l:or:..struieren_zunäcl1st unter Vcr\fendung 
(e.s ,,:'.~. "s]uri.l:tes P:-O(t,,,u..) den Pi.1nkt 0('l:'4 o-r.J 
'.tnd erl:'?!.l ten durch Projel:tion aus W clen 
Punkt (O(t,o,J.]x "Y~· O['t, o 1:,. )µ.] auf OU · 
(:::;tricl1liorte Eonstrv1,tionslinien in 
:1.cbens: 'c:1.cncler Inziclenztabcllc). 
D;:1. PGL(G{nw) abelsch ist, r;ilt 
0 [ ( '"(; < fl. ) 0 ( S° 1. ,(,(. ) J =Ü [ ( 'Z L f'- ) Q ( '\:' < fl. ) ] ;_ 
•,:-; clie2,01 Pur_c;:t; zu konstri.ueren ,ver-
, :,~!1ii.e:1 ,rir den_I:Iilfspunkt P :=O-r„ und Ot-. 
',S folct F(,.,0=P"t",.soi-rie O[(,L,u.)o('t,µ.)] .. 
=0[(1:,•-c1. ),;.,J (punktierte Konstruktions-0 r,1..,,•P = "' u 
linien). · v..•,r w_.,vO•T.;":J.-.1 

=~i1::ss;1.tz 2: µ. ist nit der 31:aletrmultipli]cation verträ,:r,lich: 

(1:.X),,u.. =(1:"fl).X. 

:-:,m;. vor: I;:;:,.2: 't' E. PGL(Z,li..,) ~ 't .X G PGL(Z, lf..,) /\ cp. E PGL(U 
('t".X),u.t ('t'f-t).X jE. PGL(u{ -r..J •. Do.l1er c;enüc;t 
0s O [<,-c-.~~)J½] =0 [ ( 't" µ, J .~{] zu zeic;en. · 
o [(-i:-.x)p. J ~·(: [0(-r.x)Jx =(Oc;-,.-•"t(i,.)n=O-rö"n. 
0((1:,u.).:c] =0üx·'(,:-µ.)6"x=0(,µ.)G""x ~ 1·0-rnö •• 
'.i:'.r sir:d fertis, ,,enn ü,Jr= Xöx r;ezeü;t ist. 
c'iir O und Z ist <lies trivial; ein Punkt 
Y •lo,:..; nuf OZ F,eht unter G"x über in einen 
I'u::C;:i.; -:üx auf OZ und Yöx wird durch 3r 
,-_er l'un}:t(WYüx).OL'=YC>"Jr zur;eordnet. 
:Uer Punkt Yx =WY.OU t;eht bei 0-x nach den 
Gesetzen einer perspektivcn Kollineation in 
,ÜSO 5ilt YX5i=iGxx yy,,. 12oz. ~ Jtü .. = ü._:,C-. 

genügt 
O-;;, 

w 

u 
über, 

·~ 
1;un kann clie Überprüfune; des letzten Vertriic;lichkeitsc;esetzes. 

't". (X+Y)=-('t" .X) 0 (,:-. Y) beendet ,-rerclen. 

[ t". (X+ Y)] /J- "'J(,: ,U. }. (X+ Y) ::~~,,tu, ~wl (,p.) .Xo (t,u.) • Y ~ 2 (t • X),u.o (-c;-. Y ),.u. ~ 1 

• [ ( 't'. X)<> ('t'. Y) )_µ.. 
,\.n•,,er..clung von p:1 auf obige Gleichung liefert die Behauptung • 

• 
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2.Schritt: uic eindimensionalen Unterräume'vonW) sind genau die 

"l.'::-anslnt::_o::.:e~ zu festem Zentrum, d.h. \{ tt" u 
11!0 (ffe) gilt 

it=PG:S(z,ir...1z r T..,AZ fest). 

::,cnr.: (1:'.) ·,1ir zeir;en zuerst, daß PGL(Z,T.., IZ rir...,A Z fest)c. T(T..,)=M 
ein eindi!.'.!er..sionc'.lcr Untcrraw.'l U. von 1W ist. Dazu muß das Unterraum-

V«.' t)t~ l i. lt J\ V x1 ,x2IE; K ~ (){•X1+ (/(1X2"1A'., oder u.mrormuliert: 
\l't'.,Tz. jcPCL(Z,lfwlZ IT..,AZ=Zofest)A V x,1'X21f.12x~'1:' •• X1°i-i.X26 

l'GL(~~,lf..,). 
Dies ist er1;jllt ,·1ce;en: i-,,1:'1. ltPGL(Z.., li..,) s,•~ -i-~.x

1
, 't'z..X

2
f.PGL(Z., 1{..,) 

~°"",:-,.X1 c.1:'z. ,X
2 

C, PGL(Z0 ,u..,). . 
c,i!l ein-:,n i5r.:';erra1.uu Vl nls eindimensional zu erueisen, muß ein 

V:,ktor Vl,~ o- so ··1xistieren, daß VLJlELl\ lo} e;ilt (!l=O(,.x mit 

:;,: "n:: \ {. 0 \ ; c. fos bedeutet unfornuliert: 3-,;,., L /\ 't",6PGL(Z0 ,lf..,), 
::-:i,lo.ß 1/"t" Ec PGL(Z0 ,lf.,. )\{ L\ gilt , .. -.,..x mit XE:'flx\{OL · . 

Wir legen ~ bzw. 1:',i eindeutig durch 

O,__ O't"(tO) ·nir. oi--o~.(tO) fest :r.;.it O,O,,Ot11 

~.
0 

kollir!+;ar. · 

Wir unterzc1ei<1.en: 
:fall 1 : :.;_*1j. Ho.eh ,',..xiom I 2 existiert der Punkt 

U: ~O't'JuZ;, l!li t H J. OU "'.l J. OZ0 und damit die o 
1'-?rsp-::ktivität :r: Po2..* 'Pou • Zum Punkt X:=O-i;-x(,;O)b"'---6----<~--<AJ 

z::-::ilört p;cnau eine i.Iomol~;:;ie e-. e l'GL( 0, lr..,) mit Eö.l(, =X. Hach der 
In2id.c:;::zco.b0lle ist 0.==0-r-,O-x o~-o Ocr,-•-. 1 ö" J)~t- 0 (c,.X) => -r ='t'",X 

i-rcc;en 't',r •• Xl'-PGL(z0 ,ir..,). 
F'.'.ll 2: Zt"U• Wird 't" durch Qo--ü,:-(~O) feste;elegt und 't"• durch O,__O,, 

(*0)=:E, so existiert eindeutir:; ein G"'x mit FJG;_=O't', d.h. O't' =O-c-.cr" 
nun ist ,.rie in l'all 1 uei terzuschließen. 

(b) ::.iei ·.1IU:::;ekehrt lJt= «.[( mit utf'o- ein beliebie;er eindimensionaler 

'v:1ter:!:'aU."l von tk?, d.h. rnnformuliert t,t ='!.lK mit T* L. Die 

::.:.1.cmente von 1Jl ='t. [~ sitd lilationen 't', X mit X~ 'Px. !fach Schritt 1 ha
ben 't' und 't'.X dasselbe Zrrntrum Z0 , d.h. jedes .i'.,'J.oment von Ut ist in 

PGL(:c'.0 ,li\,)) enthalten=? 1JlcPGL(Z„Ji...,), wobei lJt nach Voraussetzung 

,,_nd PuLC~0;1f ..,) I' .. nc:.1 D01wisschritt (u) ein eindimensionaler Unterraum 

ist ~ lX=PGL( Z0 ,T.., ) • • 

i. 
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Z1-d.schcnbonerkunr~: 

Sirnl 1()1 un<.l.'!01. z11ci fr:.:chtrwcl:t;ori'~i-1une üocr demselben Körper IK, 

so kann das kartesische Produkt 

11!• ~ 10. = l(11l,, 10,)!1<1.• 10, /\ 10„ E-101.J 
zu einem H.cchtsvektorr8um über lc c;emo.cht 1-rnrdcn, ir.dcn ncm die 

Addition in 1(),d/lz. und do.s skalare Produkt (10, x1()L) x r-~-(1()1 x-1()z.) 

komponentenweise definiert: 

('l,,<t,_) + (1<).,'91.) := (>t,t.\Q,,'e.1-t."'7•) \f"l, ,¾j,1~'10, A \f-e.1,11),[l '\öi. 
Add.in 0, bzw. Wl 

(J.t, ,,e, )x: = ('t,~~,e,," 10," V'lLE 1(), A \/ XEK. 
skal.Mult. in 10, bzw.w. 

Der so erklärte l{echtrwcktorraum heißt die "direkte Su..-:-,::10 11?, EtJ 101. 
von-101 1.md-10~"· Der Nullvektor von 10,E!:l1{)z. ist clas PnP.,r (o-,,-Oi), 

wobei <ri die Hullvektoren von 10;. sind. 

3.Schr.i.tt: Wir setzen 10,=K= -P.~ ;102.=M='..'(T..,) und studiere:-, den lkchts

vektorro.um 10 :=K e W)(IK) über IK. Die Elemente 111 von 1(] sind die 

Paare 10 =-(X,.::), ,-,obei die e~s t;c Kompo:1entc ein Pndct X" p. und 

die zweite eine lila tion 1:: ~ 'l'(T..,) ist; der Hull vektor. von 10 ist 

C-=(O,~). 

11),+10~• (X~,--c-~) + (Xz.,Ti.) = ~+X:z.,'t',o-r2 ) 

Add.in [{,;;,p. t Ad~ T(T..,) 

10Y = (X,t)Y • ( XY, -i:. Y) 
t Q ------Mul t. in IK= f.l• 1 skal. Prod. in T(Ti..,) 

Dnnn r;ilt: T~= lf (II(©W)(IK))= l'r(\O(U~)). 

Ilew.: (n) Es [;enUr;t ein0 Kollir~0ation a:!.: T„e. - T (,'.?,'.L)) arrz~

r;cben; diese rmß jedem runkt P&,P. ein ::_,;i,:,~acnt P;ie&lr('I)), also ei::.0n 

eind.imensiorn:üen. Untcrrmun aus u 110 :c;uord:1cn. 

Wir definieren: 

(i) für P,;-f2,., sei P.ie.:=(Ot)K mit'tGPGL(P,11..,)\ttJ; 

(ii) für P~f\'fl.., sei Pae:=(E't)IK mit'tET(1i...,)AÜ't"=P. 

~,,_mit ist ~ eü;c Abbildunr:; TD_t. 7 11" ~1:_)(1q,) 1 ~enn na~~~. ~r,ti::.tl;ior.. 
ist (O,-r-)1-0-, (h,-t-)*-o-, und nacn uchri,;t; ,,_ isc der ei:r:,,J_"l~·r.s1onnle 
Unterraum 1;U~dl0 '1urcll e-Lne beli.ebi,;e Trat,clatlon aus :.:.,;;I,(l', ü"' )\ l ~s 
festg~legt. 

(b) Wir überprüfen, ob-;(>. eine Kollineation ist. 

Zu (I): Nach Definition ist ·<R. global. Zur Überprüfung der 
Injektivität unterscheiden wir: 
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(Cl() P1 ,P2 IE-"{J.wAP1,i.P2 ~ Pi~=(O,'t"-i, )(: mit 't'"-i,~ PGL(Pi' lw)• ;Je5en 

PGL(P 
1 

, lf..,) n PGL(P 2 , lf,)= l t. ! entstar:unen T-, und· 't"~ versc:1iedenen 

eindimensionalen Unterräi.rn1en l>GL(P. ,li..,) (,Schritt 2)=> {-.,,1;L\1.u.~ 
]. . 

{(O,.'t",), (O,'t"~)~ 1.u. (ind.: l.a. 9]X1 , x2 j,-p_" A (X1 ,X2 ),i: 

(0 '0) mit ( o, L )=(0 ;t·. )X1+ (0 ''t"~ )X2=(0 ''t"-1 .x1 ° 1:"~.x2) ~ l=T1.X1° t ... x2' 
d .h. {r .. ,'tz. \ La. :Widerspruch)¼ P 1R. = ( 0,,:-,. )K*(0,'t"z. )K-P2 ;;ie. 

(&) P1 ,~..,AP2 t1:l.,,; nach Definition sind P1.111.und P2.e.v;rschieden, 

denn (o,-c-,) mit 't"1*L und (E;c-J sind l.u. (ind.:3x1 , x21 '- 12" " 
(X

1 
,x2 ),i,(O,O) mit (O, L )=(0, -i;-1 )X1+(E, 't"z.)X2=(X2 , T,.X1ot1..X2 ) ~ O=X2 ~ 

~ l = 't",. x1 = o:;: t"-1(Tx.~ 1:"1 •<,;,LG"x~1 
• ~= W~derspruch). 

C.t) P1 ,P2 1~11wAP1+P2 °=* Piae.=(.t;"t".;.)0{ J:J.it O·q=Pi für i=1,2. 
WegenP1 ctP".) sind"t"1 urul't"1. l.u. Dcicr sir.d {(:c,.-.. ), (E,-,;-L)l l.u. 

(ind.; 3 z~ ,X2I E. 1?-x /\ ex.., ,X2h(O,O) nit- (0,1,)=(l::,-i:-1):x,,+c~, .... 2.):.,~,:= 
=(X

1
+x2 ,r1 .x1 a 't"z.,X2 ) ~ 't,1,X1 ° 1:'2 ,X2= L, uas umformuliert 

ot. 1 x1+Lt2.x2=o- mit (x1 ,x2 h(O,O) bec:;cutet = lot,,ot-i) l.a.: '.-JiC:er
spruch ) ~ P 1-ae= (E,i;-1 )[{*(E,-i:-2 )IK=P2ce. 

Zur Überpriif'ung der Surjcktivität beachten wir, daß jeder ein

dimensionale Unterraum von lf(-1{)) die :form (X,i-)E: mit (X;t)'l'c-.,=(0, L) 

besitzt. Wir unterscheiden d~J1er 

(ex) X=O ~ 'C' * L. Die '.!:ra.nslation 't" e T(Jr..,) stmnmt aus einer Unter

gruppe PGL(P,n..,) von T(ü .. ) und (O,'t")le ist das ~-Bild des PuEJ.ktes 

Pcf:l...,. 

(6) x+o ~ .3*.X:-1 ~ -P.l('\ \_O ! mit xx-1 
"'E; mit (X,1:)t (:ic,-c-)[~ ist 

auch (X,-r- )X-16 (X,-,;- )IK. 

(X,1:')X-1 =(Xx-1 ,--i;.X-1 )=(}~,-c-.X-1 )=:(E,~) nit't' 6 T(T..,). Den l'unkt 

0~ ist als ~ -Bild der eindimensionale Unterraum (E, t )K=(X,~ )tn: 

zue;eordnet. 

Zu (II): Um zu überprüfen, ob ae kollineare Lage von drei 

Punkten P1 ,P2 ,P3,die o,B.cl .• A. paarweise verschieden voraus:.:;esetzt 
uerden, erhält, unterscheiden wir: 

(oc.) P-,,P2,P3IE,P.._, ~ Pi.ie.<=(O,,:-.)ICmitt,~PGL(Pi,lf..,)\{t1. 

Wce;en ""t~'l' L ist 01;-1 *0 ~ 3•C½=OP 2 .~3 .o:-.,) * 0 nach .Am;endung des 
.Axioms I 2 auf das Dreieck ü,P1,P2 und die Gerade r

3
.0t:,; analo:::; eilt 

J*Q3=oP3.(P;:))1:Ji,o. li'i.ir k=2,3 3* ,:-"- '- PGL(Pk, T..,) nit Qi.. =0-'f "- und 
-i; k * L , _ sodaß auch P1c.at <=( 0 ,t'i, )IK gilt. N::>.ch der Inzidenztabelle ist 

0-t/t's =O'r„ und wee;en 't"1 , =t\i\ 1 '- PGL(P1 ,T..,) folgt t 1 ='t1 ·t\. 
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Jann r;ilt 

(O,t"i )+(O, 't'i )=(0,1\.'t\)=(O,t--1), sodaß 

{(0,1;~), (O;t\), (O,i\)) l.a. nncl do..her 
(O,.:-,),,:=P1~, (0,Ti. )K=P2~, (0,1::\ )IK=P

3
.e 

'rnllinc:-,r sind. 
(ß) Der Fall P1 ,P2 1(Pw/\P3 f,P.., 
ist nicht möglich. 

Ct) P1 ff.1w, P,::,,P3 lt ,f.<.., ~ J*-r'~PGL(P
1

,Ti..) mit P
2
z 1 =P

3
,,..t1 *l 

Hef:,'en ?2iP3; 3* 'tt"'.i:(lr..,) mit ÜT.;,=Pi für i=2,3. Es gilt 

01:,.t' =P::;=Ot~, ,·rnraus 1·1er;en 't.i.'C
1

, T~l<oPGL(z3 ,lf..,) folc;t ~: '•I 
'tL '1;1 = 't!, • ~P. 
~nmit silt J t 

:C\~=(O,'t" 1 )[C; P1;:.ie.=(B,-c-._)[~ für k=2;3- Die Vektoren .«! t"a 
0
• 

{(o;r•), (E,,.i.), (E;c-&)lsind l.n. wec;en (E,tJ+(O,-c')=(E+0,.;.1.'t'' )= 

=(E,ti), uncl druier sind P1~, P2'-'!.,P
3

.e. kollinear. 

(J)P1 ,P2 ,P3!t,P..,==9]•-c-,ET(T..,) rüt 0-.:-,=Pi für i=1,2,3 ~IVu~d 
c.rnd es r:;ilt P.,.ie.=(i-:,1:".;. )((. P.. R ~ 

.l. ' • 

J;;r Put~(t z:,,,P1P2 f'\ 11""' ist eincleut.ic; bestimmt T1 o 
,:::xl 3 * ,:-,1 

E PGL(;:;;r..,) ni t P11;'~ =P3 und 3 * Ti' E PGL(Z 'T..,) mit P2t">P3. 
Je,_ PGL(Z,1r,.,) nach Gc1'.ritt 2 ein eindimensionaler Unterraum von 

11,/)=T(Ti...,) ist, existiert einXcf.,\t_OJ mi·l;t1
1 ='l:>1.',X (•) • 

. ,us 0t-,'t)=P-=0t"1 folc;t 't',T.'=-c-,, da --r:,t.',c,IEPGL(Z,71'..,); 
. :? 

0be::130: Ot„-i:-,.' =P .. =O'i:",9 't',.'t{= 't3. 

-·-· ,l') 1 , ? -~ ) , • " 't~ 1., ='1:1 =TL .X=( 1;,. -i:-., • X; dies oedeutet umformuliert 

-ot,+ot ,= ( -(.)(.L+ oc,)x ~ t,'t~x= cx/x-1 )+ Ot.1, also 
1:z..Xa(i;-1 • (X-E)) o 1:1 (: ). 

D.i.e V·.ktorcn (E,1:-~) sind l.o .• : · 

(::C ,--i:::,) (X-i::)+ (E ,TJ=(E(X-E), 't.\. (X.:.E) )+ (E, ""t"-,) = (X-E+i:;,['t";.(X-l·;)] 0 1:'1 ) ~> 
(;J(X,t"2 .:{)=(E,'t".i.)X, und u.o.he:::- sind P

1
ae.,P2.e.,P

3
.ie. kollinear. 
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bzw. z2 bzw. z3, und es gilt z1ae= (O,i-l)K 

wegen ( 0 , i\,.) lK • ( 0 ,r k) 1K für k • 2, 3. 
Wc,:;en T1 = ~.'E\ ist Z1 der· nach r2 eindeutig be

sti;::u:1te P,;_r_;-:t z2z3.(0.0-F„'t'\) =:> z1 ,z2 ,z
3 

sind 

l-:ollinea::-. 
(/:,) X.., ci,O ,-.. Z;:i=X7 =0: dieser J!'all 5.st urunÖßlich, da 

' - / 0 

a·J.s {(xi,'ti), i=1,2,3} l.a,=} 3 Y2,Y3IE-,P)( mit cx-,,1:1)=(0,"C2,)Y2+ 

+ (O,t:?>)13=(0, t,..Y2 ° 't'~ .Y3) ~ 0=X1 im Widerspruch zur Voraussetzung. 

(,r) X„1' :z:2 j toOA :X;:$'o:O, ano.loc; zum Beweis der Durjektivitä-t dürfen 

wir o.3. 11 •. :... X,,=X2 =E annc:men. 

{(E,,:-1), (:i:;;r-J, (O;t\)i l.a.~3Y1,Y2l€-,P. mit (E,'t"-1)Y1+(E,'r.1)Y2= 

=(0,'t"~). D,;_s Urbild von (~,'t"k)E (k=1,2) ist der Punkt Pk=O't"k<i,P\t)...,, 

d'J.s .U:::-bil<l. '!On (O,'t"1,)E. ist das Zentrum P
3

( 11 ,p..,) von Tl• 

D=i t :ol.r<; (0 ''t'; )=(EY1+BY2 ''t'1 • y1 O't".z.:12.)= (Y1+ y2 ''t"1. y10 'Cz..Y2) =* 
C=Y'1+Y2 AT1 =1:"1".:1~-i:z:-:2 b~m. 0=y1+y2 AL1t~=ot 1y 1+0ti.Y2 ~ y 1 =-y2 ,.., (-(.1( 1+0Cz.)y2= 

, ( • 4 ' 'r - "0GT (I:o .,,.. ) =c't~, "-.,.s0 1;1 1;._;. ~')= ~l<i .l ,.u - , ,,.., • P. 
-- h 1 1 r• ' •. .,_ L' t -• :> PGL(P ,,.. ) d -• eQ i !,·1c. , e'.!l. •• Jc.n.ri·0c 16 'l:' 1 't":1. " , 

3
, 11i., ; a 't'1 't"1 ., 

clcm p,)_:ikt ? 1 ir.. r 2 überfiillrt, liegen P1 und P2 auf 't"t r„ 
eine!'.! ,:o,_li:-:-seationsstra.rü durch das Zentrüm P

3 
von 't;'-i::2.~ 

0 
P,1 ,P'),P7 ko:,1.:r:.e2r. 

r._ :,) 
(J) x

1
,z2 ,:;.::3 1 -tcO; 1-1ir u.ürfcn o.B.d,A. X1 =X2 =X3=E annehmen. Das Ur-

bild von (E,'t\)K ist der Punkt P;= 0-C-.;.e,t:2\'µ.., für i=1,2,3. 
~ . ~ . 

(E,-r:.;_)[C ::ollinea:::- <=>{(:S,'"C;,) i=1,2,3j l.a., d,h. JY1 ,Y2 le'j2„ mit 

(C:,'t",i)Y1 +(J';,-C-L)Y2=(E 1 't"~)=(E Y1 +E Y2 ,'t1.Y1 °'rz..Y2 ) => 
Y'i+Y2 =..:: AT1 YfI'.2.Y2 =rc, bz,-r. umformuliert: y1 +Y2'=1 " V<.,Y1 +0l.z.Y2=Ut~~ 

<X,Y1 +ot,_Y 2 +ut1-:;r 2 -vt1Y 2 = ot/y1 +y 2 )+ (Ol.i. - ut1)Y 2= ll{~ ~ (-0<1 +L-"1.)Y 2=-ot1+oc~, 
e.lso ( -c-.-• .. ,:-1. ).12= 1::1-~ 0 t:!> •· Wie in (1") erkennt man hieraus, daß 't","-c-1 

u:c.d 1::,-1't1, zu:n gleichen Zent_rum Z(qQ..) gehören. 

t,-" -c-,. führt P1 in P 2 über~ Z I P 1P2 } ~p ,P- 1 I p
1
z "'* 

'1:".,-• ,;~ fi.ilirt P1 in F
5 

über =>ZIP
1

P
3 

2 :; 

P1 ,P2 ,P3 kollinco.r. • 

SA'l'Z 5. '7: (}~rster fürnptsatz der projektiven Geometrie) Ist lrll.,_ 
ein Desarguesraum zum Alc;cbraisierungskörper K, so 

existiert ein Hcchtsvektorraum 10 über fK so, daß lflle. ~ T (10(K)). 
Der l1Gchtsvcl~torra1.Lin 10 ist do."oci die· direkte Summe des 1{echts

ve1ctorraumes ~: (über h) mit dem Uechtsvektorraum 1(0 der '.1.'rahs-

. lo.tionen in i~ bezüglich einer Hyperebene lf..,. 
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~;~;~~/ccx,, .,'~, :~~1 l ,,O !{f.\~;/~J-~~ ;~, t C'f;§J~} !·•~::, j<r ,' l ~ 
=(X 1 ,'l71),~ , 1 +(': 2 ,'<,.)1.1(;, 01.:'" obr:lc li,,r;,,r-" ;,,,,_j_lf,_,_:'::,· 11)- IK, 
also ein 1•:1ement aus <.:_0,rn zu 1() d.1.J.r:tlnn. Lirii:s·Je1,;.: Co~--:-t-a0.n AJ).,;; für X10 
ist (X,r)~,i,O und daher 't*-0-t1,· Es ist dann ker t»{(X,-r)E1()1X;01 der 
Unterraum l01e1IO von 11) und no.ch 5.1 l<'olf;.G ist 1f( ker ~) = 

·=1r({01Cll 'W,l) eine IIyperebenc in 1(1()), un,, z1-mr nach der Ii0finition 
von .e im 3.Schritt die IIyperebone lf.., ~*. 

(b) ,Teder Dcsarr;uesraum ist im 1·resentlichen (d..h. bis 
auf Isomorphicn)idcntisch mit einc:1,i proje:~tiven c<c11.m üoer 0incr1 
Hochtsvcktorraum. l~s c;ibt keine anc1eren D0sarc;uesräurr.c als die 
pro,jektiven Räume über nechtsvcktorräune:1. 
Zu beliebir; vorr.:;eeebenem Alc;ebraisierunc;skörper fr( und telie'::ücer 
endlicher Dimension n mit 2 ! n < oa ist 0-lso cler ari thr::etisch<? 
projektive Raum 1f ('72 "H) i. w. der einzige Desarguesraurr,. mit Y. als 
Ale;ebraisicruni;_;skörper und n als Dimension. Die ~~lc:::,ente cles 
lr(J}_n••) sind ,x 0

, ••• x 0)K mit x 1 ~~;: A(x'.", ••• x 0h(O, •• ,O). 

(c) Hit dem 1.Hauptsatz echt clie pro.jektiye G,ometrie 
der Desure;uesräumc in der LA uu.r. Zu nich·t;cles2.rcuessch0;:: ::.-.,e::,en 
kann kein Alc;ebraisierunc;skörper konstruiert uerdcn, dc>.::ier ent
ziehen sich diese der DehandluIJG dui·ch c1ie LA. li.HALL ent,:ic::-:elte 
19l~3 ein Verfahren zur Alc;cbraisicrunc von ;:;ichtclesar;:;c:es0b,nen; 
man gelanct dabei :m '.i:'ernärrincen. 

(d) In 1.1 haben rrir auscehe:1e1 von cle:;.• A:-,scl:auv.::c:;s

ebene AE die projektiv abc;eschlossene Ansci:c.uunr:sebene p;c, ei~,:::e
führt. W:i'.r können nun ein Axiomensystem für PAE,anceben, das PA:S 

bis auf Isomorphisrnn völlig bestirm'lt, nänlich {i1 ,i2 ,e,:Ue,lr:~l:,.J. 

Nach Satz 1.12 erfüllt P1,.E üies,cs A:x:iomensysten; ,jecler pro~c,z.:tive 

Raum, der dieses Axiomonsystem erfl\11 t, ist nach dem 1 .;f:-,_1.;::;rtse.tz 

isomorph zum f(7Z3), insbesondere gilt also PAE!:aJr(Z:13). ,,:.:: 

Axiomensystem, für welches je n·rei Modelle isomorph 

sind, heißt 11 :nonomorphes A,""<iomensystem". 

Ebenso lautet ein monomorphes Axiomcnsystcm c.es PA.R(v7,l. 3.1) 

{I1 ,r2 ,E,n=3, 1K :!"fl l , clenn nach Satz 3.5 ur.d \-:er;en di:1 ?i,2=3 er

füllt PAR dieses A::donensystem,und nach dem 1.;Im,ptsat;: :;.st .j-::des 
l' 

Hodcll dieses Axiomensystems isomorph zun lf (1), '), insbesondere 

gilt also PAR =-102 4 ). 

(e) I-lit dem ersten Hauptsatz sind alle D-2fi:,i';io:r:en 
und Aussarjen, die für projektive n.:·,ume über Ilcchtsvei~torräU!:le:::t 
(ve;l.5.'1-5. 6) e;elten,in beli0bicen Dcsarcuesrfüimen c;ül ::ic:;. 

Beispiele: Aus 5.,, 1 lrolr;.5, Bem.e ,:;;,:,n eLnen l'o.::,pusra1::n c:d:o.-'.:;ier::m 
r.;-en,'Ju clo.nn elliptische Projekti.vitäten, uc:111 rlcr Alc;e:J::-r-.isieru.nc;s-

}c:~r%LN~~~;;e}f!t~f'~~t;;;:0!\,1~;{°g~~1:0~fftp;·fi;r,;~N~ ~~~ f~-:;;/k~:::rt~~;=-
b.raisierungskörpe:c nicht quadratisch n.bceschloss n 1.s,J„ 
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Aus 5,6, Folg,3, Bem.c~In einem lfKt. können elliptische projektive 
Polaritäten und ovale Quadriken nur existieren, wenn der Algebra
isierungskörper nicht quadratisch abgeschlossen ißt. 
Aus 5,4, Folg,5, Bem,e•Jeder endlichdimensionale klassische pro
jektive Raum. T~L ist isomorph zu einem arithmetischen projektiven 
Raum über einem kommutativen Körper K mit Char 1K • 2 und dieser 
kann durch Hinzufügen neuer Elemente zu einem klassischen proje~
tiven Raum T über einem quadratisch abgeschlossenen Oberkörper K 
von K erweitert werden; jede in T elliptische Projektivität ist 
dann init hyperbolisch, Damit kann flir den in 4.3, Folg,? (g),(h) 
fehlenden Fall, daß a Passante von k~ und k~ ist, eine Bedingung 
dafür angegeben werden, daß eine Projektivität IX:k 4 -k„ einen 
Regulus bestimmt. Nach Übergang zum isom2rphen arithmetischen ~ro
jektiven Raum und dessen Erwei1erung zu lf geht a in a, k; in li: 1 
über,und a ist eine Sehne von k~._Damit liegen aber die Voraus
setzungen xon 4,3, Folg,7 (g) in T vor, und daher sind in der Er
weiterung T die Bedingungen bekannt, unter denen()(.. einen Regulus 
bestimmt. 

· 5. 8. 1:oordinatisierunc, endlichdiri'?r,sionnler D0sar0;uesräuc1e 

Ist 1r11: e::.n endlichdimensionaler pro.jcktiver De-Haun zum .Alcebrai

sieruncskörpcr 1r:, so ist lf ~ nach dem ersten Eauptsatz iso:::orpl1 zc: 
,r ( Ol nH ) und es existiert do.her (mindestens) eine Kollineation 
µ.:lf;:_ --irca2,n•A). 

DEF.'>.8a:Ist lr11t. ein Desarc;uesraum endlicher Dimension n zum · 

Algebraisierungskörper K und lr( ~ n+1 ) der n-dimensionale 

arithmetische projektive Raum über K, so heißt jede Ko1linee.tion 

p.:T.,._-ü(l2"H ), also XE'fl ,__. X,a.=(x0
, ••• xn)IK mit (x0 , ••• x!l)E: 

€IKn+
1 

\{ (O, ••• o)J eine Koordinatisierune; von T Je.. Die Punkte 

Pj'" (CJ;,s;, ... Jt)lC)~-1 (j=O, ••• n) heißen die Grun6.punkte u:icl der 

Punkt E= (( 1, 1, ••• 1 )K )p:~. der Einheitspunkt der KÖÖ-rd.iÖ.atisierung p.. 

Bemer1;:ungen: (:1-) ~a di: .. vc;ktoren 11-1=(cY{,J;, ••• ,J;)(j=O, ••• n) die 
kanoru.sche Basis _im '6).. büden und daher l.u. sind, bilden cl::.e Punk
t~ P ;_f;l 1_1RC1~ 5.1 1 J!'olg.1 einen Basissimplex in lr( Rn• -i ). lJa bei /J--1 

ein vllas1s s1mnlex in einen BasissimQ__lex übergeht ist 
{P1lj=O, ••• nl ein Basissimplex in lr,c.; er heißt' der "Koordinaten
simplex von ;41. ". 

Von den n+2 Vektoren -lt., ß.1, ••• 11., 1\. =1-o + •• • +11." =( 1, 1 ••• 1) sind je 
n+1 Lu •. , alle aber l.a.,und da.her bilden nach 5.1, 1'olg.1 .die 
Punkte [(1,o, ••• o)K, ••• (o, ••• o,1)E, (1,1, ••• 1)1..:J eine Fundamen-
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(b) Ist spe :üell lf ll<. = lf (10(E:)), so wiru eine Koo:rdi
~atisierunc festcelegt durch Einführung einer Dasis {~., ••• q0 ! 
in "1: . f 
At= q~x 1 (i;-f{)),-....(x 0

, ••• x")e. 32nH ; dabei ist f nach LA eine 
line'.G'0 :Gijektion. D3..nüt c;ilt X=,e.[( [ ~ lf(1D)] ,-1!U- xx,=(x•, ••. x")tK 
[ E. li ( tl2 n• • ) ] , eine, nach 5. 2 ist al?f eine Kollineation, die 
eine Koorclinutisierune p nach Def .5.8a ist. 

. (c) Ist µ, eine Koordinatisierunc; mit x~p)- Xµ. = 
=(x 0

, ••• xn)K, so heißen x 0
, ••• xn die "projektiven Koordinaten 

von X bezüglich ,u. ". Jede Aufgabe im T11t- läßt sich unter Benützu~ 
einer Koordinatisierung p. in eine analytische Aufgabe im 1r ( a2" 4 

) 

überführen. . 

Folr,e-r-up,":en: 

1)Die projektiven Koordinaten xj sind durch eine Koordinaten

fur.d.nmentalfigur abgesehen von einem gern.einsamen Proportionalitäts

f2..ktor ( tO) bis auf einen Körpero.utom.orphi·smus eindeutig bestimnrt;, 

d.h. es e;il t: 
(a) Ist p mit xi--x,-=(x0

, ••• xn)K eine Koordinatisierun~ und ist 

f :K- ~: ein 1...:ör.9erautomo:::phisrms, dann ist X -(x0 J:, •• • xnf )[C eine 

Xoo:rclinatisierull[; zur ;:;leichen Koorclinatenfundamentalfir;ur wie JA. 
(b) SinJ. JA-• ,f'-L z1·1ei Koorclinatisierungen zur r,leichen Koorc1ina ten

fundanentalfie;ur, dann unte:rscheiden sici1 die projektiven Koordina

ten eines Punktes X bezüglich µ.A und bezüglich p.2 abgesehen von ei

nem gemeinsamen Proportionalitätsfaktor nur um einen Körperauto

morphismus. 

:i3cw.: (a) Durch (x0
, ••• xn)i--(x.0 r, ... xnf) wird nach 5.2 eine 

:oro;j8lctive Kollineation oe.: lf( '32n• 4 
)- lr( r.J.. n« ) beschrieben, 

uelche die Punkte 11-,[C,.;.,-ff 0 K und (-1t0 + ••• +11. 0 )[i: wec;cn Of=OA 1f=1 

festläßt. Die Abbildune p- o .e. : lf 0.- lf ( ä2 "• ~ ) ist demnach eine 

Kollineation, ·welche X,._.,. (;.0 :r , ••• xnf)[C leistet, uncl fl O ae. hat 

He[;ell 

(,nd:)( p.o ae )-1 =(11,,L:;:)3e.-~µ.-A =(11.-,n,)fl-4 für i=O, ••• n u::1cl 

.,. 4 (" ,, = 1-1 =(--tt .. + ••• 1L )K u- 1 dieselbe Koorc1inRtenfun(l8men-o -T c;, <> "' /v,_ a,i;;..,1 "' 1 H (. 

talfir:u.r wie f-. 
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(b) ,u.;'op.1.:T('il2"'')-7T(a2n") ist eine Kollineation .e, welche die 

P-,rn.l:t'.: 11-.IK , ••• ,n..K , (11.. + ••• +H-n)n( einer 11'unclamentalfic;ur einzeln 

festln[;c unrl nnch 5.2 clurch eine halblineare Bijektion f:112" • ._ nn•• 
:::lm i~ör:,errr:.1tomorp11ismus :f :IK -IK beschrieben wircl, wobei gilt 

·'t,jf= "',:ie }t (-n. + ••• +,n. )f„ 4',of+ ••• + ,11,,f„ 11-.e. + ••• +11-nen - (11-o + ••• + ,n,.)e ~ 

e 0 ..... -e 11 .. e d0,[O}, da {,i,.., ... '1\. 0 } eine Basis ist.Nach5.2,Folg,7,Bem.a 
lautet dann mit a~'-eJ{ die Koordinatendarstellung 
von .e:XµA•(x0

, ••• xn)K .._.(x0 f, .. . xni)IK=Xµ.,a'.=X;t1.• • 
:2,,~0r:C:c1c1;;en: (a) l;est::i.ttet n; nur den trivialen Automorphismus, 
J.:..:-..::-, sic:0. c.1,, i:o'.)rcli,"!.at,,n bis auf einen gemeinsamen Faktor 
durch eine Koordinatenfundamentalfigur eindeutig bestimmt (z.B. 
K=R, ~-Q). 

(b) G0'.it1o\ttrJt [: n1-1.r den trivin.len Automorphismus, 
·J.c,_::,,_ is'~ ,._ ,.~.eh ::;.4, ~ioJ.,:;.2 not,-,endir; kommutativ uncl nach Satz 5.4. 
is~ d.,1~::1 .;ccic· ,~1.1i;'.)]col2.ir.eation pro;jektiv. Damit ist Bem. a die 
':iel:·J.,_;_"1t0 lcirns&r-;0: In j ed.3m P.i?-~bu.r:-1 ist eine projektive :Kollineation 
1-.J.rc'.1 zugeordnete Fundamentalfiguren eindeutig festgelegt (vgl.3.7). 

2) Der c:-sc;e ::r..::1_ cler zueite fr1uptsatz zusarunen cesta.tton es I eine 

.rCollino:.'.tion <IE'.: tt:ri.. - lf])._ ,mischen Desa.rc;11esräumen analytisch 
7 U c.-~,·~,-,rc-'". '.lirö_ Tllt. bz'.r. lf~ der KoordinGtisierunc; fL bz1·1. p,' 
u.n terworfen, so e~c.tstcht (~o.s ~-~olr~onde Abbilduri-3sdiagram.m: 

lf'k _!_ ,r~ 
,,.1 k 

ircm···J ,,,."',,,;irc n'"''> 
:Jie 1:ollir:.o:,tio:1 µ.-•?lt.;->-' heißt die "Koordinatendarstellung von a 
bei de'1 Koorc.inatisierun.;;en p.,f-' ". Die Kollineation p.-''cf./J.,' leistet 

(::
0

, ••• :-::n)[~ ..- (x• 0
, ••• x'")~{ 1 und nn.ch 5.2 (zHeiter Hauptsatz) 

existi,,,rt eir!.e ho.:!:::)lincarc Bijektion f:ä2n+'l_a2,n+'! zu f:IK-ffC' 

mit ~, =fa!- -~ ~ P,' ; für diene r;i lt x'~f =a 't" (xj f) mit f<S!C' \ { OK,l , 

o.'~ & E' ufal rechter Zeilenrang von (a'f) gleich n+1. 

3eRr:r~·:u:;.[;en: (a) 3onder.i',ül: lf'll<. 1. lf~ 
µ./ "'-._p,' 

T( iJ.2""J - lf( al" .. ) 
µ.-•~f'- 1 

6 PrL (lrl a]"'')) 

ner G;)erc;ar:.r: vo:1. r,ir:.•:r Koordina ti:o icrunc; 7,U einer ancleren y,ird 
du.i•ch x"·,~.'lr (xif) be,,chri.eben. Ifrtben µ,undµ.' insbesondere e;leiche 
Koord.in:, c<:=m undanentalf'i:~uren, dann erc;ibt sich vTieder llolg. 1 (b). 

(b) J.cin.0 ::-.)urJl110.tisi,H·tEl:S f-: lfj),. -- lf(a2 n+'!) ver-



- 192 -

neu .. : 1>' ist; f;lo110.l ·i1ntl die Abl)il.(itln~~ 
11':PrLClf(iR"" ))-1'1L(11„J mil; .x',x':~µ.'Yt.,'f<,_, Y<lf:..'€ irL(lr(a2'"')) 
ex~sl;ic~t,~st ~lobal und in:crn zu~ .~.'r, ::.st i)i.je'.:;iv. 
,r 1::;I:; r.n.t wen (,ruppcnor,cr.:ctJ.Onen vcrtr,.u;licn: 
(ae.,oae..)1"=- ,.u-- 4 (.e,o~,)µ»(,u-'-;ie,p.)o(µ·'ae..F)= ae,r O ae,r-

\ ' i~ •. ,n PrL(T11,) V'.ie,,~~ IE. PrL(lilk). 1.., ... PrL(T(ill""))• 

Amrernlunr·:: 
.,_.,.b ,1 1HS A / ..., 

PrL(lf'D<.);;: PrL(ü (a2.n+,)) ;;- rL(oJ. 11+') J,('ff)_n+t) =) 

PrL(lfl><.) ;;; rL(]2°'')/Ji(a;?"''), wobei ;Q"'' der arithmetische Vektorraum 
über dem Algebraisierungskörper K von T De- ist. 

(c) Der Gruppcnisomorphis1:1us ,y- führt die pro,jektive 
Gruppe PGL(lr1l<-) r;enau in die proj ckti ve C,ruppe P<,L( Tt ( ~ r.+'1)) 

· über. 

Bew. (vgl.auch 1.8, :D'olc;.1): ~ePGL(lflJ<.)~ eil. =:X,· •••• ,.-._, ;1ohei d.i,:, X;. 
(i=1, •• k) perspektive Kollineationen sind. Ist n 1 eine perspektive 
Kollineation mit der Achse T.,., so r:ilt Ax,=A fi!.r A "T ... , ufüi. 
µ_-•x,µ. ist eine Kollineation' Eo rri.( 'a:?, n••), ,:O'Y~::. f;J.::- alle Punk:te 
A' =Aµ. aus cler Hypcrebone lr~.: =(1ro<J ,u.. *-• :ir;, * µ.* ;-[(,,~c:i. ;,_ 'µ.-• :F:1 =l, ;;r, = 
=A=A ',.c,t-~ r.il t 
A't'--•:;;;,JJ- =(A',ü')f- =A'==;. µ_-•x.µ. ist eine :,crspo:::;i.ve Koll:.neeJ:;ior, 
mit der Achse lf .. ,. 
µ.-'3e/J- = ,u.- 1 ( x, . .. .. xk) µ."' ( p.-'x, ,u)( f'- -•x,. µ.) ••• ( f'-• x .. ;,-) 
ist daher Produkt der perspcktivcn Koll i.!1entior.,,:--.. f--":r.:, µ. , also 
ist µ.-A~f'- eine projektive Kollineation in lf( T.)_ "• ). 
Ebonso erkennt m:J.n ,.u--•aeµ € rGI,( lr ( if2 °" ) ) :=,, -e.. :;::;;, ( 7f 'D<-) • • Anuendun;";: :t.m." ,., ,., 
Ist a,: ko1inautativ (~Tipp), .so ist PGL("lrpp<;;:; PGL(7f ( 12"" )) =· ., 
GL ( a2, n ")/ -rJ, ( 'iQ n•' ) =? I'GL(Tp;,) ~ GL( Z!2 n,< J / <}, ( l2."' "), ··:0·:.0i. ~ n 

cler nrithnietische Vektorraum über dem Al,;cbraisir:,:::-1.~:--·-:;,:::;_;:'pcr .-: 
von 1f ,, ist. 

3) Die znr Koordinatisierunr; p. clualc KollincntiDn p.~: ir.; -lf•(Jt''') 
erlaubt es, die Hyperebenen !XE: lfl> .. e. analytisch zu erf:assen, 

und.zwar r;ilt O(..,.U.*=l.: [n
0 
... nn] mit [a

0
, ••• urJ e a:1,.,.,\ { [O, ••• O]). 

Die Gleiclnmc; einer ilyporcllC!18 l:0 ntct :i.o.ch 5.:: dann ajxj=O. Die 

Koordinatonilarstollunr; einer Eor:eclotion J cntr:imnn; ;·_::,::. nv.s 

folc;endem Dio.c;ramr.i: 
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Die "Koordinatendarstellung /J--• 0 J 0 p."' von J für die Koordinati
sierungen p,µ••Uist eine Korrelation und kann nac~ 5.3 durch eine 
antihal blineare Bijektion .af zum Körperantiisomorphismus af :K - K' 
beschrieben werden. 

Nach 5.3, Folg.3,Bem.b gilt 
f a~=(xiaf)aJk. mit ~·E. K 1'\1AJ, ajk € K'und linken Spaltenrang von (a 11,) 

gleich n+1. 

Bemerkung: Zur Kollineation -ae. bzw. zur Korrelation o gehört die 
duale Kollineation ~· bzw. die duale Korrelation cf• und ihre 
Koordinatendarstellung ist die Kollineation p.• -• ae. .. µ. "' bzw. die 
Korrelation µ."-•cl'* /J-'• , welche nach 5.2, Folg.8, Bem.b bzw. 
5,3, Folg.5,Bem. beschrieben werden kann. 

4) Für einen 1fpp(1-0(K)) haben wir in Def.5.4a das Doppelverhältnis 
erklärt; wir wollen gestützt auf eine Koordinatisierung µ das 
Doppelverhältnis in·beliebigen PP-Räumen erklären. 

DEF.5.8b: Sind A,B,C und X vier kollineare Punkte eines 1f PP mit 
A,B,C paarweise verschieden und ist µ: lrp~- lf· ( aJ. n+1 ) 

eine Koordinatisierung von lrpp , so heißt DV(Aµ,Bp,C,,u,Xf) E. 1K u {oal das 
Doppelverhältnis d.er vier Punkte in 1f PI' bezüglich der Koordinati
sierung p.; wir schreiben nv,, (A,B,C,X). 

Bemerkung: DV..,(A,B,C,A) =oo ist unabhängig vonµ., denn es gilt 

A=X ~ Aµ =Xr. DVµ. A,B,C,C =1 ist unabhängig von ,,u., denn es gilt C=X~~=X~. 
DVµ. ~A,B,C,B =0 i1;1t unabhä!?,gi~ von ;;. , denn es ~ilt B=X~Bµ,=X,u. 
DV"' ~A,B1 C,X =-1 ist unabhangig von ft, denn DVµ(.A,B,C,X) .. -1 ~ 
H(A~,BJ<;up,Xp),und eine Kollineation erhält harmonische Lage. 

Sind p.. und p.' zwei Koordinatisierungen des lfpp, so existiert ein 
Körperautomorphismus i :K -- K so I daß für alle zulässigen Punkte
quadrupel DV,.,_,(A,B,C,X)=[DV JJ.. (A,B,C,X)]f gilt. . 

Bew.: f-- 40 )J- 1
: T(in+1)- T(a2.n+1 ) ist eine Kollineation~ Pl"L( lf (1.l n+1 )). 

Nach 5.2 existiert eine halblineare Bijektion f: zin·•- 12n•( zum 

Körperautomorphismus f:K-II:C mit ae 1= µ-~,.,. Nach 5.4, Folg.4 gilt 

U)V(A',B',C',X')]f=DV(A'aer,B'aer,C'~, X'~) für alle zulässigen 
Quadrupel A 1 ,B 1

1 C 1 ,X 1 aus lf (aln+1 ). Setzen wir A'p.-'=:A, ••• ,X'ft-~:X~ 
[DV(A,.u., B,.u, C,-4 ,Xp)] f=DV( (Aµ.)µ.·'p.',. •• (Xfa) µ-~ µ') =* 
(DV~(A,B,C,X)] f=DV~, (A,B,c,x). • 



- 194 -

.1:x., .• u.1,,;\;/Lj,; (a) G-c:sto.ttet 1K :uu.2'.' den trivielen Automorphismus, 
Doppe 1 verhäl tnis nur eine Eigens<c-ha.i't der vier Punlrte 

allein und unabhängig von der Koordinatisierung. Dies gilt also 
speziell für ~=R. 
Gegenbeispiel: Für K=C ist das Doppelverhältnis~ Eigenschaft 
der vier Punkte allein. 

· (b) Nach 5.41 Folg.5 gilt in einem endlichdimensionalen 
fpp (10 (IK)): Eine Kollineation ist genau dann projektiv, wenn sie 
doppelverhältnistreu ist. Da die Gleichheit zweier Doppelverhältnisse 
bei Anwendung eines Körperautomorphismus unverändert bleibt, ist die 
Gleichheit zweier Doppelverhältnisse invariant gegen die gewählte 
Koordinatisierung. ·Damit gilt zusammen mit Folg. 2, Bem. c: Eine Kol
lineation ist genau dann projektiv,wenn sie doppelverhältnistreu ist. 

(c) Da jede Projektivität zwischen Punktreihen nach 
Satz 3.6 zu einer projektiven Kollineation fortgesetzt werden kann, 
folgt aus Bem.b und 5.4, Folg.5: Genau die doppelverhältnistreuen 
Bijektionen zwischen Punktreihen sind die Projektivitäten. 

5) In 3.3 wurde gezeigt: r'st lf ein mindestens dreidimensionaler 
projektiver Raum, so ist jede seiner Ebenen desarguessch. Die in 
3.3 offen gelassene Umkehrung kann nun erledigt werden. 

Ist eine projektive Ebene desarguessch, so ist sie isomorph zu einer 
Ebene eines mindestens dreidimensionalen projektiven Raumes. 
Kurz: Der Satz von Desargues ist ein Kriterium für die Einbettbarkeit 
einer projektiven Ebene in einen projektiven Raum. 

Bewo: Für die gegebene Desa.rguesebene x»<- gilt nach dem ersten Haupt
satz ?t-k ~ lf (iD.l). Ordnen wir jedem Punkt (x0 ,x1,x2)1Ke Ir(l'l) den 
Punkt (x0 ,x1 ,x2 ,o ... O)IK des 1f (iJ2") mit n > 3 zu, so ist dies nach 
5.2 eine Kollineation (=Isomorphismus) des T(tl2 3 ) in die Ebene <X ••• 

x3= ••• =xn=O des 1r(tR") ~ .:lt'll~,;;: lf(a:ll):;,- °' c 1f(iJJ."). • 
SATZ 5.8: Durch eine Koordinatenfundamentalfigur in einem endlich-

dimensionalen Desarguesraum sind die projektiven Koordinaten 
(abgesehen von einem gemeinsf.l.men Proportionalitätsfaktor) bis auf 
einen Körperautomorphismus eindeutig bestimmt und nach fester Wahl 
der Koordinatisierungen besitzt eine Kollineation oder Korrelat~on 
eine eindeutige Koordinatendarstellung. Jede Koordinatisierung ver
mittelt einen Isomorphismus der Kollineationsgruppe bzw.der 
projektiven G~uppe von 11:t>,..auf die Kollineationsgruppe bzw. die 

vcrhB~ tnis bis 
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eine Kollineation ist genau dann projektiv, wenn sie doppelverhältnis

treu ist und die doppelverhältnistreuen Bijektionen zwischen Punkt
reihen sind genau die Projektivitäten, 

.2..:.&..Anwendungen 

1) Eine Punktmenge l X J in einer Pappusebene X-w (!K) ist genau dann 

ein Punktkegelschnitt, wenn bei einer Koordinatisierung p.: .1rpp (K)

-ir~(~3) für die Bildmenge gilt: 

2. k „ k „ k I · 1 
{X,u.1=- { ( f a 0 ku , f a1ku , t a2ku )K ajk~K Adet(ajk);,01\ utlKu(""lJ• 

Bemerkung:A.ls Bildpunkt zu u = oo erhält man nach Division durch u2 
für u-"=0 den Punkt (an, a.:l, a,i,,. )K. 

Bew.: (a) Eine Steinererzeugung eines Punktkegelschnitts k in Xpp 

unter Verwendung einer nicht perspektiven Projektivität Ol! ~ 5 - ~T 

(vgl.2.1 und die Figur) filllrt auf eine Projektivität ß :,Pi,--Ps 
mit X' : =XS. t' ,,__X": =XT, s für X6 k \tS, TJ, welche durch 
T,_..Q=s.t', Q,__S, E'-E" mit E<:k\\S,T} festgelegt ist,wobei 

s bzw.t' die':'angente an k in S bzw. T ist. 

Wählt man f S,Q,T;E} als Koordinatenf'undamental
figur für p., so ist 8µ=(1,0,0)IK= 11-oK, 
Qp.=(0, 1 ,0 )K=-n.,:K, Tf(. :(0,0, 1 )K=11.,IK, Ep.=( 1 11, 1 )[K ... 
= ( 1',c + n.,+11.2.)K und E µ. =(0, 1 ·, 1 )!K=(,n, + 11,,)IK, 

E"µ. =(1 ,1,0)K=(.r • .,+ 11-JIK. _xH 
Weiters ist X';<=(,n.,+112.u)K mit u:=DV,u(Q,T,E',X') )(' 

und X"µ.=( 11,0 + n., v )IK mit v :=DV ,.,_(S, Q, E" ,X" )=DV µ( Q~, Tß, E'/!, ,X'ß). 
Da ß als Projektivität doppelverhältnistreu ist, gilt u = v-

und daher Xµ=(11-.,lK+(.11,.+ll1U):K) ('\ (-tizlK+(1t-0+1t.u)IK) => 'fl.0Ao+C11,+11Lu)A-1 = 
"' 1',2:\,+ ( 1to+ 1h u )i\~ ~ ;\.-),~ = i\ 1-UAl =U/\,, - /\2. =0 =9 X;l=( '1t-. +11-. U+1\,L u1-)IK•( 1, u, u2 )1K, 

also eine Darstellung obiger Art. 

(b) Unterwirft man den Punktkegelschnitt kµ= l (1,u,u2 )1K I u E K u{oo3 ~ 
in li"pp(o.?) der projektiven Kollineation a?.: (x0 :x1 :x2)i--

2 II. 1 k ,. • 

( ~ a 0 "-x :~a.1kx :~a2 kxi<) mit det (ajkh,O, so ist kµ;ie. die oben 
anc;egebene Punktmenge { Xµ\,und diese daher ebenso wie k fl~/J--i ein 
Punktkegelschnitt. 

• Bel!lerkunßen: (a) Aus X,tt,,,(1,u,u'-)'K erhält man durch Elimination des 
"Par3.l!leters"u als Gleichung eines Punktkegelschnitts bezogen auf 
ein "Tall(:;entendreieck" x 0 x 2 -x; =0, wobei X 0 X

4 
-x~ eine reguläre 

quadratische Form ist in Übereinstimmung mit Satz 5.5. 
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Zwischenbymorkunp;; 

Ist [( ein ko.m:mutHtiver Körper und IK[x] der kommutative Ring der 

PolynorL)e übe:r IK, so heißt die Abbildung D:K C x] - K [x] mit 
n k • n k-1 

p(x):= f e.kx :------ p(x): 0 ;;;= kakx (formB-1,) Differentiation in K[x]j 

diese erfüllt die übliche Summen-und Produ1<:tregel. Speziell 

für ~=R kann p(x) unter Benützung der Stetigkei~ von R als 

Differentialquotient erhalten werden. 

Weiters gilt: Sind in 1rpp( ~nH) die projektiven Koordinaten xj 

eines Punktes X=>(x0
"" ••• ~)lK jene Werte, welche Polynome u. ( u) an . ' . • J 

einer Stelle u0 e lK annehmen (also xJ=p,;(u.,)) und 22 eine projektive Kol-., ., k • 
lineation xJ ~a~ x , so erhält man denselben Punkt, wenn nan entweder 

zu~rst differenziert,u zu u0 spezialisiert und dann 2>c anwendet oder 

wen..11 man zuerst o€. anwendet, dam:1 differenziert und. schließlich u 

zu u 0 spezialisiert. 

4{:urz: Ausüben einer projektiven Kollineation und Differenzieren 
sind vertauschbar.) 

Bew,: X(u 01).f:,.(p 0 (u 0 ),,. •Pn(u 0 ))K =}]:(uo) =(L a~'p,(uo)l. ~. ~ a:'p.(uo))K. 
X(u).e=(E a(pk (u),.,. ~ a~·p,(u))iK = [X(u)a,,J" e"( I: a•'p (u;, ••• I: a"'p" (u))K 

und für UmUo ist dies X(u.);\'... k k " • • • 

(b) 
1. 1 1 

Ist X(u):=l( L a 0 ,u', [ a 1ku', L a,'<u")KI ufKj 
' 0 • 

ein iR. Punkt aufgeschnittener Pun:i::tkegelschnitt in 72,{?:?) 1 so 
• ..t.... k-'4 t k-A 

sind für jedes u
0 

"· [K die Punkte X( u 0 ), 

i •·•) • • ( ) • r ) 
X(u

0
):= (~ka 0 ,,u.,,;JHJ,"'u 0 , 

:pca„u 0 1K veJ7schieQen und X u
0 

VX\u
0 

die Tangente in X(u
0

) an 

den Punktkegelschnitt. 

Bew.: ('1) Speziell für X(u ('1,u,u'-)K undu 0 =Ü ist mit obiz::er Be-
zeichnur.'T X(O) ..::S;1-, X(O )::::·C?,;i mit S.t.Q, und. SQ die T~L:!.'~-{;e~te ir1 .. S 1, • 

(2) Speziell für X(u)=:(1,u,1,l-)C>Z mit u 0 fK\ t O i uben wir" die. . 
projektive Kollineil.tion ce : (x 0 ,x' ,x2. )(•·-.,(x ~,u,,x 0 +x ', u 0 x

0 
- 2'.l. 0 x"-;-x 2 )r, 

aus 1:1obci fü:c c.1eil Bildpurik:tkegelc:chni L gilt (1,.~-Uc!,. u ~Uc-2i..1,-:,tHu;)lK= 
,,,(1:ü,ü,..)iK mit u:~,-uo+ucK. Für U=Ü gilt llc\Ch (1) die Ee:::i&u;itur.g 
für den , und dn. o1: rnit der Differentic:tion 
ver·Gausch·ba2:' ist, ?e, '"'-'""·"-'·'V in ver;;chtcdens l?'lJrJi":te u.nd 
Tangenten in gilt a.ie Behauptung ü':Je::.·al 1 für 
(1 ,u ,p~)[C. . 

(.3) Fül1.rt man durch die Folg.1 beniit:z.te projekti7e 
Kollines.tion den Punktkegelschnitt (1, u ,u1-)!K in den 5egebenen über, so 

· folgt; analog wie in Beweisschritt (2) die Behauptung. • • (c) Speziell für Char K=2 ist für X(u)=(1,u,u 2 )X dar:n 
X(u0 )=(0

1
1 ,O)K und daher sind alle Tangenten kopunktal (vgl.2.1, 

Folg.8, Anw.b). 
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(d) Speziell für K=R ist ein in einem Punkt aufge
schnittener Kegelschnitt in l(2Z 1 ) das Bild von R bei einer 
analytischen Abbildung lf :R - lr(ll 3), also eine analytische Kurve 
im Sinne der Differentialgeometrie, wobei die Tangenten im Sinne 
der projektiven Geometrie .mit den durch Grenzübergang erzeugten 
Tangenten im Sinne der Differentialgeometrie übereinstimmen. 

2) Eine Punktmenge {X} in einem dreidimensionalen Pappusraum Tn.(K) 

ist genau dann eine Punktkubik, wenn bei einer Koordinatisierung 

,.u.: TrP~ (I{) - Tpp(it) für die Bildmenge gilt: 
~ k ' k ) k • k 

{X,u.J • t ( ?a
0
ku , i a1ku , ia2ku , ~ a3ku )K lajkeK Adet(ajkh011 u4C u {oo)j • 

Bew.: (a) Eine Punktkubik c in TPP ist· llach 4.8, Folg.6 durch ein 

Schmiegtetraeder {s1 ,s2 ,T1 ,T2J und einen Punkt EltS1 ,s2 eindeutig 

festgelegt, wenn { s1 ,T1 ;T2 ,s2 ,EJ eine Fundamentalfigur ist. Wählen 
wir diese als Koordinatenfundamentalf'igur vo·n µ. mit s1 fl =(1,0,0,0)IK=r.J{, 

T-,)-l =(0,1,o,o)IK=1!1K, T2,u.. =(0,o,1,0)IK=111K, S2,u. =(0,0,0,1 )lK= 1t~ IK, 

E,u..=(1,1,1,1)K=( 11- 0 +11,1 +11-2+11-;)IK, so gilt für die Punkte E':=S1E. 6"2., 

E'~=S2E.O:, mit 5;.:=S2T1T2 A u..==S1T1T2 dann E'fl=(0, 1, 1, 1 )K-(11,1 u.2 +11-3 )K 

und E",.u. =(1 ,1 ,1,0)K=(11-o +111 +11-2 )1K. Da der -Punktkegelschnitt 1,2 0r,s,> r,'f.2;-1=: 
~:k' die Linienelemente (T1 ,T1T2 ) und (s2 ,s2T2 ) sowie den Punkt 

E' enthält,gilt nachAnw.1 für k',u =[(o,1,u,u2.)K I uel[1.1{oolJ; wegen 

u,l ist x0 =0, Analog erhält man für 1t,r,s,>,..,-p", =:k" dann k''.,u.= 
=[(1,v,v2 ,o)K I vncu (ool!;wegen cr-1;• ist x3=0, 

Durch die Punkte Xe c \ l s1 ,s21 werden k' und k" 

X1 :=f2s,xn'f2o-;-X 11 :=f2,,~"'P"• gekoppelt, wobei X,X',X" 
stets in einer Ebene durch die Sehne s1s2 von c 
liegen. Die Punkte s1,u., s2_µ., X';t, X"µ. sind 
genau dan.~ komplanar 1 wenn die Vektoren (1,0,0,0), 

(0,0,0,1), (0,1,u,u2.), (1,v,v'-,0)l.a. sind, 

1 0 0 0 

0 0 0 1 ( ) was 0= =v v-u liefert; wegen 
0 1 u u2 X*S1 ist v*o· 
1 V v20 

Damit gilt Xfl=fl11X~).(s2µX''./4= 
2 =[-11,

0
1K+(-n.1 +11-,_u+11-!u )[{] f\ [-ft.llK+(1to+11-,u+'lt:i.U )IK) =t 

X;t u( 1h +-tt-., u+ -11-:.u2+-tt.lu3 )IK=( 11 u, u2 ' u3 )IK. 

lt' 

Diese Darstellung erfaßt für u =o bzw. u="" auch die Punkte s11'- bzw. 

S;;jtvon CJLund ist eine Darstellung obiger Art. 
(b) Unterwirft man die Punktkubik c ,u. = t( 1, u, u2 , u3 )iKI u~Ku loo! J in lfpp(i!2~) 
der projektiven Kollineation ae:(x0

: ... :x3 )i-- C!a0~JC": ••• :ta11cxk) 

mit det (ajkho 1 so ist cµ.t die oben angegebene Punktmenge lx,u.J, 
und diese daher ebenso wie cp.,.e.p.. ~1 eine Punktkubik. .• 

6 
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r l J_ 1, 3 Bemerkuageu: (a) Ist X(u):,~ (Lao.u\,.o,L a,ku· )iK I uEK eine 
0 0 

im Puuld;; u"' "" aufgeschnittene Punktkubik in J~r(W4), so si:n.d für je--

des u dC die Punkte X(u ),X(u ),X(u ) mit X:=(X) nicht kollinear,die 
0 • 0 0 0 • •• 

Gerade X(u
0

)VX(u
0

) die Tangente und die Ebene X(u
0

)VX(u
0

)VX(u
0

) 

die Schm.iegebene in X(u
0

) an die Punktlrubik. 

Be~.: (1) Speziell für X(u)=(1.,.u u 2 ,u~)!K.und Uo=O is~ mit obi~en Be
ze1.chnungen X(O)=Sµ. ,X(O)=Tp ,X(O)=T,;--L mit S1,T 1,T:i.. nicht kollinear, 
S 1T1 die Tangente s 1 in S 1 und 81 T1 T2. die Schmiegebene ö.-, in S,1• 

(2) Speziell für X(u)=(1,u,u~,u~)iK mit u 0 ,K\tO! üben wir die pro
jektive Ko l linea ti on -;,,, : ( x 0

, x 1
, x1, x~)K-( x 0

, -u.,.,'C0+x•, u!x0 -2u0x•+x 1
, -u~X°+ 

+3u!x'-3u.x'+x1)K aus,was auf (1,ü,ü\ü 3 )K mit ü:s-u 0 +u ,;[{ führt. 
Der restliche Beweis und Beweisschritt (3) sind wie bei Ai:.lw,1,Bem,b 
über Punktkegelschnitte zu führen, + 

• (b) Speziell für Char iK=2 ist für X(u)=(1,u,u 2 ,u3 )!K 
dann X(u 0 )=(0,1

1
o,u 3 )iK, d.h. die Tangenten der Punktkubik treffen 

die Gerade x 0 =x =0 und lie&en daher in einem G~büsch. 
Speziell für Char IK=3 ist X(u 0 )=(0,1,2u 0 ,O)IK 1 X(u.,)=(O,O,'i ,O)!KJ. 
und daher sind die Schmiegebenen kollinear nut x 0 =x3 =0 (vgl.4.ö, 
Folg. 7). 

(c) Speziell für IK=IR ist. eine in einem Punkt aufge
schnittene Kubik in 1r 01 ~) das Bild von lR bei einer analytischen 
Abbildung tj> :IR -1rQ!2 ¼), also eine analytische Kurve im Sinne der 
Differentialgeometrie,und der Tangenten- bzw. Schmiegebenenbegriff 
der projektiven Geometrie und der Ili.fferentialgeometrie stimmen überein. 

(d) All_p,emein versteht man unter einer "rationalen 
Normkurve" in 1f( ~ n -1 ) eine Punktmenge mit , 

In Analogie zu den Beweisscr...ri tten b von Anw, 1 und A.riw. 2 ergibt 

sich: 

SATZ 5 ., 9n: In lf ( ?i2 nH) existiert im Sinne der p.roj ekti ven Gri1ppe 

FGL(li' ('o2n~a)) genau eine rational8 NormkuTVE~ nlulich 

{(1 ,u ,u\ •• o ,un )E: J u ~ 1K u lco31, welche fiir n~2 ein PuIL~tl:egelschnitt 

und für nr-3 eine Punk tkubik sind, 

3) Unter ei:1or 

können Probleme in einem enrllicb:l.imensionalen klassischen projf'/ktiven 

Ro.um dur·<::.h ,,,._,,.,.u.i.w, im Vektor:rsamn iI2 n; ~ übei" dem kommutativen 

Körper iK mit Char [{,i,2 gelöst werden. Dabei sind stets Punktmengen 

gesucht, welche aus gegebenen Punktmengen so zu konstruieren 

sind, daß vorgesciu::iebene Bedingungen erfüllt sind, welche in 1f (;p"+•) 

durch Gleichungen zwischen den Koord:i.naten der beteiHgten Punkte 

beschrieben werden. 
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DEF.5.9: Ein geometrisches Problem heißt algebraisch, wenn zur 
Lösung das Aufsuchen gemeinsamer Nullstellen von endlich 

vielen Polynomen erforderlich ist. Kann man durch schrittweises 
Eliminieren der Variablen die Lösung auf die Bestimmung der Null
stellen eines Polynoms g-ten Grades über Kin einer Veränderlichen, 
aber keines Polynoms niedrigeren Grades zurückführen, so heißt g 
der Grad des algebraischen Problems. 

Dieser Grad ist natürlich unabhängig von der gewählten Koordinati
sierung. Das Aufsuchen des Schnitt- oder Verbindungsraumes von 
UnterräU!:len ist eine lineare Aufgabe (g=1), wie die Anwendung des 
Gaußschen Algorithmus auf ein lineares Gleichungssystem lehrt. 
Ein lineares Problem ist über beliebigem Körper K stets lösbar. 

1.Beispiel: Die Besti=ung der Fixpunkte einer projektiven 
Kollineation -oe.: 7fK~ - TK: ist eine algebraische Aufgabe n+1-ten 
Grad.es. Ist nämlich xi'g=a~ x"' mit q1:: IK\t01 die Koordinatendar
stellung /L-A7R.p . ., von ;ie, so liegt ein Fixpunkt (f 0

, ••• ,f")K*(o, ••• O)IK 
vor, wenn (a{-J/'!)fk=O(j'=o, ••• n) gilt, was det(af-J!'~)=O 
nach sich zieht. Diese Eigenwertgleichung von a t' ist algebraisch 
vom n+1_-ten Grad, und zu jedem Eigenwert ~o ist die Bestimmung der 
zugehörigen Fixpunkte eine lineare Aufgabe; zu jedem Eigenwert ~., 
bilden die zugehörigen Fixpunkte nämlich einen Unterraum, welcher 
der Durchschnitt der n+1 Hyperebenen (ai' - J{ t?o)xk=O ist. 

2.Beispiel: Jede quadratische Aufgabe verlangt die Bestimmung der 
Nullstellen eines irreduziblen quadratischen Polynoms p(t)i=oct1+2/!,t+~ 

(rx1- * 0) und ist äquivalent der Bestimmung der Schnittpunkte eines 
Kegelschnitts mit einer Geraden seiner Ebene,wie man für die Gerade 
1x0 +2ßx1+ocx2=0 und den Kegelschnitt x 0 :x1 :x2=1:u:u 2 (u clKu 100D 
in der Ebene x3=,.,=Xn=0 erkennt. 

3.Beispiel: Jede kubische Aufgabe,welche durch p(u)=ixJ+Au2+iu+I 
(ocJ, 0) bestimmt ist,kann auf die Ermittlung der Restschnittpunkte 
zweier komplanarer Kegelschnitte k: (x0

) 2-x1x2=o und 1: ,t(x0
) 2+ 

+ßx0 x 1+Jx0 x2+ct(x 1 )2=0 (wegen "'J' * 0 ist 1 ein Kegelschnitt ) 
in der Ebene n: x3

x •• ,=xn = 0 zurückgeführt werden, welche · 
in n den Punkt (0,0,1)K gemeinsam haben und dort verschiedene 
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Tangenten x1=0 bzw. x0 ~o besitzen. Setzt man nämlich ;: =:u, 
~ =:v , so gilt u~v, 11u2.+ ßuv +öu+ocv-l.. 0 0 =;, u(tu+/Ju2 +d+"<u.;)=0. 

Die Bestimmung der Restschnittpunkte zweier Kegelschnitte mit einem 
gemeinsamen Punkt und verschiedenen Tangenten dort ist nach 2.7 1 

Folg.2, Bem.e äquivalent der Bestimmung der Fixpunkte einer 
projektiven Kollineation in ar. Da dies nach dem 1.Beispiel 
eine kubische Aufgabe ist, gilt: Jede kubische Aufgabe ist 
äquivalent der Bestimmung der Fixpunkte einer projektiven Kollinea- .. 
tion in einer projektiven Ebene. 

4.Beispiel: Jede biquadratische Aufgabe, welche durch p(u):= xu"+ 
+ßu~+,i-t/+Ju+e(Clf:,t,0) bestimmt ist, .führt auf die Ermittlung der 
gemeinsamen Punkte zweier komplanarer Kegelschnitte k:x0 :x1 :x2 -

•u:1:u2 (u€Ku {00 }) und l:r(x0
)
2+l(x1) 2+Jx0 x1+ßx0 x2+.x(x2 )2„o in n: 

x3- .•. ~xn•O (wäre 1 ein Geradenpaar, so wäre die Aufgabe äquiva
lent der Bestimmung der gemeinsamen Punkte von kund zwei Geraden, 
also nur quadratisch). 

Nach der Algebra ist die Lösung einer Gleichung 4.Grades äquiva
lent d.er Lösung einer Gleichung 3,Grades("kubische Resolvente") 
und der nachfolgenden Lösung von Gleichungen 2.Grades, falls K 
kubisch abgeschlossen ist. Um dies auch geometrisch einzusehen, 
betrachten wir die Polarsysteme Ak und A1(~Ak) und die projektive 
Kollineation -at: ~71k'>. 1 •: n - n. Die Fixpunkte von -ae.. Mnd wegen ?11 • .?, 11 

genau jene Punkte in n, denen in Ak und A1 dieselbe Polare zuge
ordnet wird; ihre Bestimmung ist nach dem 3,Beispiel eine kubische 
Aufgabe. Da K kubisch abgeschlossen ist, existiert mindestens ein 
Fixpunkt. 

Die projektive Kollineation ~(*L) hat daher eine Fixelementfigur 
wie sie in 2,7, Folg.4 unter® - ® angegeben ist. In den Fällen 
® und 0) existiert eine Fixpunktgerade und daher sicher ein Fix
pu_r1kt auf k, da K auch quadratisch abgeschlossen ist;liegt aber ein 
Fixpunkt F von~ auf k, so ist wegen FAk=FA 1 dann Fauch Punkt 
von l,und die beiden Kegelschnitte haben das Linienelement (F,F~k) 
g_emeiµsam. In den Fällen ~ und @ geht durch einen Fixpunkt F 
notwendig die Fixgerade f:=FAk=FA1 wegen f~·~(F~k)Ak•A 1=FA1=f, 
und daher haben kund 1 wieder ein Linienelement (F,flk) gemein
sam. Haben die beiden Kegelschnitte jedoch ein gemeinsa~es Linien
element (F,f), so existiert nach 2,6, Folg.1 genau eine perspektive 
Kollineation zum Zentrum F, welche k in 1 überführt, und die rest
lichen gemeinsamen Punkte von kund 1 sind genau die Schnittpunkte 

.j 
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der Kollineationsachse mit k; deren Ermittlung ist nach dem 2. Bei

spiel eine quadratische Aufgabe und über einem kubisch abgeschlos

senem Körper stets lösbar •. 

Es ist also nur noch der Typus® o.rfen, in dem ~ ein Fixpunkt

dreieck F
0

,F1 ,F2 besitzt. Dann gilt F
0 

]'. Fi'k""Fo''l' da mit F0 I F/1k 
für mindestens einen weiteren Fixpunkt, z.B. F 1 , notwendig F 1 I F 1?.k"' 

F1r.1 gilt ,und kund l somit die Linienelemente (F
0

,FJ,k) und 

(F
1

,F1ttk) gemeinsam haben; wegen 2.5, Folg.2c haben dann alle Punkte. 

von F
0

F1 bezüglich kund l dieselbe Polare im Widerspruch zur 

Existenz von genau drei Fixpunkten F
0

,F1 ,F2 • Die P1mkte F
0

,F1 ,F2 
liegen daher weder auf k noch auf l_und bestimmen ein gemeinsames 

Poldreieck von ?,k und 11 1 • Ist X kein Fixpunkt von ~ , so gilt 

x:>-.k+x11 1 , und die Abbildung ~:,Pn- 'Pn mit x-X:=X'Ak.x;,.. 1 
ist für alle Nich~fixpunkte von~ erklärt und wegen X=:Y>--YAk.YX1= 

=Y mit YIXi\k~YAkIX, YIXA1 =*YA 1 IX gilt Y=X, falls~ 

für Y erklärt und daher YAk * n 1 ist; wo ~ 2 erklärt ist gilt 

~ 2 = L , und daher ist "i in der De.fini tionsmenge von ; 2 involu- . 

torisch. Die Punkte X und X sind nach Definition von~- bezüglich 

k und l konjugiert und daher heißt X ''doppelt konjugiert zu X". 

Die Fixpunkte von ~ sind genau die gemeinsamen Punkte von k und 1, 

da ein solcher Punkt durch XI Xtik A XI X?\1 11 xik * X?. 1 (sonst wäre X 

Fixpunkt bereits von ~) gekennzeichnet ist. 

Um die Fixpunkte von~ zu ermitteln,verwenden.wir folgenden Hilfs

satz: Die Verbindungsgerade x = XF, x = XF doppelt konjugierter Punk

te X,X (l*F) mit einem Fixpunkt F von ae. gehören einer projektiven 

Involution q F- lh an. 

Die Ermittlung ihrer Fixgeraden ist nach dem zweiten Beispiel eine 

quadratische Aufgabe und die gemeinsamen Punkte von kund 1 sind als 

die Schnittpunkte dieser Fixgeraden mit k daher durch zwei weitere 

quadratische Aufgaben bestimmt (gibt es zwei verschiedene Fixpunkte 

von -ae, so kann man die gemeinsamen Punkte von k und 1 auch als 

Schnittpunkte der beiden Paare von Fixgeraden ermitteln) • • Bew. des Hilfssatzes: Aus Y I X=XF ~ Yr,.k I x11.." und -f.2.(Y) -;_ ~.1,. (YJ\k); 
analog gilt '[2,(Y)II" Oj,;,.:(YAt) => l;lxi.•(Yt,.,) 7'. (1,x•(YÄt ), ' 
wobei zunächst XA~ ,t:Xl'lt* vorausgesetzt sei. ' 
Speziell für Y=F =>FA,=Fllt , sodaß mit ZJ..1 
FA" =F11, I lx?\.* ,xAf die obige Projektivität 
als Perspektivität erwiesen ist; die 
Perspektivitätsachse trägt alle Punkte 
Y; =Y/\_I,. .YAt (falls Y~ existi~rt) und 
ist x=XF, da sie insbesondere X und auch F 
enthält, wie man mit Z:=x.F11~cx.FÄt erkennt. 
Ist dagegen XA._ .. ~x11/ =X (,i,F, da X'fFXk ), 
so ist für alle Y 1 x=XF, für_welche ~ x 
~rl;l~rtJst, dann Y=x11t"'x11t=X und daher ,,, 
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Damit ist gezeigt, daß x~XF,_,.x„XF unabhängig von der Auswahl d.es 
Punktes X auf !!: ~st, sodaß eine Selbstabbildung cx.F: GJF(x) -~P(x) 
V?rlieg~; es bleibt zu zeigen, daß 0<. F eine Projektivität H ist; 
mit ~ ist sie dann involutorisch. 
Da .2e ein Drei~ck von Fi.xpunkten und ein Drei seit von Fixgeraden 
besitzt, existiert eine Gerade g mit g71~• * g71,• so, daß g keinen 
Fixpunkt von -ae. enthält; damit ist ti für alle Punkte Yt.,P 9 erklärt. 
Aus 12:(Y) ;.;· 0ll,: ('!A~) .. un~ ,P9(!) 7r CJ 9A~ (Y71L)~ lj 911,{YA~)" 0,p,•(YAd, 
~d d~ese ProJektivitat 1st ru..cht perspektiv, da kein Punkt von p

9 1;1n F1~unkt v~n ~ ';lll~ daher gl\,*.gi\L* nicht selbstzugeordnet 
1st. Q1ese Pr0Jekt1v1tat erzeugt daher einen Kegelschnitts der 
Y~ =:Y 't/ Yc -Rs enthält und durch F geht, da für G:=g.Fi\" =g.Fi\L 
gilt GAL I FAG;\~-IF. Damit folgt 
0 F (x) ,t' f.llY) 71: 0~A,(n.1,) A, q\p(3C) ~ /1F(X) i\ OJF(X), YA1r 
«,: l!I F (xJ 7' ~ F (x) ist nicht die Identität· g>.: 
Ist F z.B. der Fixrunkt F0 , so ist für 
jeden Punkt X•~t0 lFo,F.l der Punkt X) 
erklärt und es gilt Xi\~ I F1 " U,L I F1 /\ Je FA-•F..\, 
Xt\~ toXi\, => X~ = F,.. Die obige Projekti
vitä t "'r. leistet f,a.t- FoF:i. =f1 (,t,f1 ) 
und daher ist ot,... + ~. ~ 

5 .Beispiel: Ist K von TkL (K) kubisch abgeschlossen, so· gehören je 
zwei Kegelschnitte.kund l in einer festen Ebene 1t einem Kegel-

. schnittbüschel an·. 

Bew.: Nach dem 4.Beispiel ist ae: = ',\k 'i\* eine projektive Kollineati
on der projektiven Ebene 1t von kund 1. Ist die Fixelementfigur 
von .Je. vom Typ4s @ , @ , ~ oder @ , so haben k und 1 ein ge
meinsames Linienelement (F,f),und kund 1 gehören einem Büschel 
2. bzw. 3, bzw. 4. bzw. 5, Art an, je nachdem die Achse a der per
spektiven Kollineation zum Zentrum F mit k --1 eine Sehne von k 
mit a 1 F bzw. eine Tangente .von k mit a 1. F bzw. eine Sehne von k 
mit a I F bzw. die Tangente f in F ist (wegen 1K kubisch abgeschlos
sen kann a keine Passante von k sein). Ist schließlich ae vom 
Typus @, so existiert ein Fixpunktdreieck; die projektiven Invo
lutionen .tF. und aF1 sind sicher hyperbolisch und die beiden Fix
geradenpaare haben vier verschiedene Punkte gemeinsam, die auch 
kund 1 angehören und ein Viereck mit dem Diagonaldreieck F0 ,F1 ,F2 
bilden. Dann gehören aber kund 1 einem Büschel 1,Art an. 

Bemerkungen: (a) Die Abbildung doppelt konjugierter Punkte wird 
somit nur für zwei Kegelschnitte eines Bü:;,chels 1.Art benötigt; in 
diesem Fall besitzen nach Satz 2,5a genau die drei Diagonalecken 

. des Grundvierecks in Äk und A1 dieselbe Polare,sodaß ~ genau diese 
Ecken des gemeinsamen Poldreiecks von kund l als Fixpunkte be
sitzt. Nur für diese drei Punkte ist~ nicht definiert und in der 
längs der Punktreihen auf den drei Selten dieses Poldreiecks auf
geschnittenen projektiven Ebene eine Involution. 

(b) Da die Punkte einer Geraden, die keinen Fixpunkt 
F0 ,F1 ,Fi. enthalten, durch~ in di.e Punktmenge eines Kegelschnitts 
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(durc~ F.,F.,F~) übergeht, heißt; eine quadratische Abbildung. 

(c) Der Körper K=C ist kubisch abgeschlossen, aber 
nicht der Körper K=R. 

(d) Ist K nicht quadratisch abgeschlossen und sind 
71,·, r.~ zwei verschiedene projektive Polaritäten in ltAt(K ~, die: auch 
elliptisch sein können, so .ist A= l'I. "A,..• :lt - lt eine pro-
jektive Kollineation, deren Fixpunkte genau jene Punkte in lt sind, 
denen ~4 und 71~ dieselbe Polare zuweist. Abgesehen von diesen Fix
punkten ist die Abbildung ~ :X ---X111 .XA2. doppelt konjugierter Punkte 
auch in diesem Fall definiert und in der Definitonsmenge von~~ 
involutorisch. Aus dem Beweis des obigen Hilfssatzes erkennt man: 
Besitzt~ einen Fixpunkt F, der nicht auf F71k=F71l liegt, und eine 
Nichtfixgerade g, die durch keinen Fixpunkt von~ geht, so werden 
doppelt konjugierte Punkte aus F durch Gera~en projizie:t.~ die ent
weder in einer projektiven Involution oder in der Identitat ge
koppelt sind. 

SATZ 5.9b: In lf KL ist jede kubische Aufgabe äquivalent der 
Bestimmung der Fixpunkte einer projektiven Kollinea-

tion in einer Ebene des TKL, und jede biquadratische Aufgabe ist 
auf eine kubische zurückführbar,falls K kubisch abgeschlossen ist. 
Ist 1K kubisch abgeschlossen, so gehören je zwei komplanare Kegel
schnitte einem Kegelschnittbüschel an. Im Falle eines Büschels 1.Art 
ist die quadratische Abbildung~ doppelt konjugierter Punkte nur für 
die Ecken aes gemeinsamen Poldreiecks nicht definiert,u.nd zuge
ordnete Punkte werden aus jeder Ecke durch eine projßktive 
Involution projiziert, deren Fixgeraden die gemeinsamen Punkte der 
beiden Kegelschnitte,welche die Fixpun1<;te von·~ abgeben,enthalten, 

§ 6. Affine Räume 

6.1,Affine Inzidenzstrukturen 

Sei 7r (,P,l\l,I) ein projektiver Raum~ in dem eine Hyperebene existiert 
( ~ dim lf ~ 0). Wir greifen eine feste Hyperebene lw heraus und 
nennen sie "Fernhyperebene". Ihre Punkte sollel'.l. "Fernpunkte", ihre 
Geraden sollen "Ferngeraden" heißen. 
12 : = ~ '- ,p..., • • • • Menge der "eigentlichen Punkte", 
0) : = (1 '\. OJ w • • • • Menge der "eigentlichen Geraden 11

• 

Iind: =In ( ,P x ~) ist die durch die Inzidenz I in der Menge der 
eigentlichen Punkte und Geraden induzierte Inzidenz. Das Tripel 
(~,6),I;nd'":I) ist dann eine neue Inzidenzstruktur (vgl.1.1), die 
wir aus einem projektiven Raum abgeieitet haben. In 1.3 wurde der 
Bcßriff Isomorphismus zwischen Inzidenzstrukturen definiert. 

i 
f' 
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DEF.6.1a: Iatlf ein projektiver Raum und 1rw eine Hyperebene in 1r, 
so heißt die Inzidenzstruktur ( ,P , 1 , I) ein projektiv 

eingebetteter affiner Rau.m ir = lr \ 1f w • Als Dimension von TI' er
klären wir die Dimension von lr. Ist A eine Inzidenzstruktur, die 
zu einem projektiv eingebetteten affinen Raum isomorph ist, so 
heißt A ein affiner Raum. 

Bemerkungen: (a) Diese Definition läßt es einerseits zu, sich vom 
Ausgangspunkt 1 dem projektiven Raum, zu lösen, andererseits können 
wir jeden affinen Raum (im wesentlichen) als projektiv ein0ebetteten 
affinen Raum betrachten. Wir benützen meist den zweiten Standpunkt 
Ul).d denken den affinen Raum aus einem projektiven Raum entstanden. 

(b) Die Anschauungsebene AE bzw. der Anschauungsraum AR 
sind affine Räume der Dimension 2 bzw. 3. Wir haben nämlich in 1.1 
die PAE aus der AE erhalten, indem wir eine Gerade u und die 
Punktreihe f.2u. hinzufügten, die nun wieder weggenommen werden. 
Ebenso haben wir in 3.1, Folg. 2 den PAR aus dem AR erhalten, in~ 
dem wir eine Ebene w, d}ls Punktfeld p.., und das Geradenfeld i'.llw 
hinzufügten, die nun wi~der weggenommen werden. · 

(c) Es 'gibt. keinen leeren affinen Raum. Ein affiner 
Raum der Dimension O stammt von einem nulldimensionalen projektiven 
Raum lf 0

, also einem Punkt. Das Komplement 1r.., von 11" 0 bzgl. ll' 0 ist der 
leere projektive Raum, der wegzunehmen ist, also ist ein atfiner 
RaWll der Dimension O ein einziger Punkt. 
Ein affiner Raum der Dimension 1 ist eine um einen Punkt verminderte 
Punktreihe. 

(d) Im affinen Raum gilt das Axiom I 1 (~i~). c 
Das Axiom I 2 gilt im affinen Raum nicht; wir könne~ &.lJ 
näml,ich ,r,., so wählen, daß R IT ... gilt und damit R 4 ,µ. P Q T„ 
(Das Axiom i~ gilt in :ir nicht; man kann die Ferngera-
de u durch den Schnittpunkt S 0 zweier Geraden wählen) A 

8 
R· 

Aus dem Axiom E wird ein Axiom E: In jeder PuIJktreihe ~ 
liegen zwei verschiedene Punkte; der Punkt ,P 9 "ir„ wird 
nämlich herausgeschnitten. a S 

·unter der Ordnung N des affinen Raumes verstehen wir die Anzahl 
der Punkte in einer Punktreihe des affinen Ra\jllles. Die Ordnung·N 
eines projektiv eingebetteten affinen Raumes~ stitllllt überein 
mit der Ordnung des projektiven Raumes T (vgl.1.2, Bem.a). 
Bei Punktreihen muß man also stets zwischen projektiven Punkt
reihen ~i und affinen Punktreihen A, unterscheiden. Dagegen ist für 
die (eigentlichen) Geraden x aufgefaßt als Grundelemente kein 
Unterschied zu machen, denn es gilt x • c-?J c ~· 

Unser erstes Ziel ist es die zu 1.2 analoge Frage für affine Räume 
zu beantworten: Ist ein lsomorphismus affiner Räume bereits durch 
die Abbildung der Punktmenge allein beschreibbar? 

DEF.6.1b: Sind ir ('R) und T'(,P,') zwei projektiv eingebettete affine 
Räume, in denen je drei nicht kollineare Punkte existieren, 

• o 0 

so heißt eine Abbildung -ae : ,µ - 12' eine Affinität, wenn gilt: 
(I) i ist bijektiv, 
(.ll) ae führt kollineare Punkte in kollineare Punkte über' 
(ll) ae. führt nicht kollineare Punkte in nicht kollineare Punkte über. 
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Folgerungen: 

1) Nach Def.1,3a heißt ein Paar von Bijektionen ('f~,lf~) ein 
Isomorphismus "ff- - t•, wenn die Eigenschaften (II)_ und (III) aus 
Def.1,3a erfüllt sind; dann ist ~i trivialerweise eine Affinität 
(vgl.1,3,Folg,1 und 3,4,Folg,1). 

Umkehrung: Jede Affinität it- T' "bestimmt" einen Isomorphismus. 

Bew.: (ist im wesentlichen wie in 1.3, Folg.2 bzw. 4.3, Folg.2 
zu führen) 
'f12: = i . Wir erklären lf~ wie folgt: Auf der Geraden g e~ existieren 
wegen N ~ 2 zwei verschiedene Punkte P,Q, und wir setzen gtf~:=Pi.Qi. 
Wegen ';leinjektiv und I 1 ist g~~ eindeutig festgelegt und wegen (II) 
in Def .6.1b ist lf ~ eine globale Abbildung ~ - Oj '. Um zu zeigen, 
daß (f~,~~) ein Isomorphismus ist, gehe man wie früher vor: 
lfq ist surjektiv,denn wegen E kann jede Gerade im Bildraum durch 
zwei Punkte aufgespannt werden. Die Gültigkeit von (II) und (III) 
in Def.1.3a des Isomorphismus ist wie dort unmittelbar aus (II) 
und (III) in Def.6.1b herzuleiten. 'fq ist injektiv, wie analog 
zu 1.3 aus der Eigenschaft (III) folgt. • 
Bemerkung: Aus diesem Beweis entnehmen wir ein Kriterium dafür, 
wann eine Inzidenzstruktur A ein affiner Raum ist: 
A affiner Raum ~ (1) 3 Abbildu.p.g ex. :A- i, welche (I),(II), 
(III) in Def.6,1b erfüllt, wobei f ein projektiv eingebetteter 
affiner Raum ist (wir nennen o1.. wieder eine Affinität), 

(2) A. erfüllt r~, 
(3) A erfüllt E. 

2) Ist ae.: ,P. -11-' eine Kollineation und 1r.., eine Hyperebene in 1f, 
so ist ae.l( {,1. \ ,p .. ) eine Affinität: lf\ 1T ... - lf' \ lf .. ~ ... Dies 
folgt sofort aus Def.6.1b. 

3) Sind 7r und l' zwei isomorphe, projektive Desarguesräume und ist li..., 
0 1 

bzw. lfJ e:i,ne Hyperebene in 1f bzw. lf', so ist lf„ 11"\ Tu>~ lr' \ lr.,. 

Bew.: l .11' lr' ~ 3 Kollineation ~ :lf - ,r• und lf..,ot." ist eine Hyper
ebene in lf'.Nach 3,5,Anw.a existiert im Desarguesraum 1r' eine 

(perspektive) Kollineation ö mit ( lf.., ~* )ir*= lf..,' (für i ... .e. .. = lf,..' 
setzen wir ö = L ) • Die Abbildung ae.o- 1( -p. \ '12.., ) ist dann nach 
Folg.2 eine Affinität: it - 'IT°'. • 
Bemerkungen: (a) Diese Aussage verliert für Nichtdesarguesebenen 
ihre Gültigkeit. 

(b) Sonderfall lfllr.= -ir~: Schneidet man einen projektiven 
Desarguesraum nach verschiedenen Hyperebenen auf, so sind die ent
stehenden affinen Räume isomorph. Auch dies ist für Hichtdesargues-
oh~nAn f'nl Af\.h. 
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(c) DEF,; Ein projektiv eingebetteter affiner Raum lf 
heißt ein projektiv eingebetteter affiner Desarguesraum genau dann 1 
wenn r ein Desarguesraum ist. Ein affiner Raum heißt affiner 
Desarguesraum genau dann, wenn er zu einem projektiv eingebetteten 
affinen Desarguesrau.m isomorph isto 

(d) Ist i" = T\ 11".., ein projektiv eingebett.eter affiner 
Desarguesraum, so kann i algebraisiert werden und man erhält den 
Algebraisierungskörper K. Dabei wurden in :P,,also in einer affinen 
Punktreihe, eine Addition und eine Multiplikation eingeJüh.+t. Es 
ist da.her sinnvoll 1K auch "Algebraisierungskörper von 1r" zu 
nennen. Ist K kommutativ, so sprechen wir von einem "affinen 
PP-Raum", gilt Char ![;,2, so von einem "affinen Fanoraum". In den 
Grundlagen der Geometrie zeigt man, daß De bzw. PP in affinen, 
Räumen schon folgt, wenn nur gewisse affin-ausgezeichnete Figuren 
die De-bzw.PP-Eigenschaft besitzen. Diese Fragen sind erst sinn
voll, wenn der affine Raum axiomatisch gefaßt ist unä nur durch 
innere Kennzeichen beschrieben wird. 

4) Ist i:~ - P' eine Affinität der projektiv eingebetteten affinen 
Räumet= J\T.., und 1r'=1f'\T.,' und gilt N('D")> 2, dann existiert 
genau eine Kollineation -.ie: 'fl-12' mit~= df.l( ,P.'\ ,p.., ). 
Kurz: Jede Affinität kann in eindeutiger Weise zu einer Kollineation 
for~gesetzt werden, wenn N(f) > 2 ist. 

Bew.: (a) Wir definieren eine Abbildung ~= ,P -12' durch: 
(I) VX,'i:2\'):l.,: X~:=X~(e,r.2'\f-2.!,); d.h. :ielf.l =.ie; 
(II) YXt f.1w: Sei O ein fest gewählter Punkt aus fl'\,Pw~OtX. Die 
~ffi:qe Punktreihe {.l. o~ = ,P oi' tX ) enthält einen von O verschiedenen 
Punkt P(c12 ); wir definieren X'<e:=Poäe.Pi",P.'.,.Der Punkt X;ie. ist 
bei fest gewähltem Punkt O und fest gewähltem P e f;; ox eindeutig 
bestimmt, j°edoch ist die Wahl von P € Pox'- LXJ bela~los, da ;y;,_ kol
lineare Lage in ir erhält.' 
Wenn wir zeigen können, daß die so definierte Abbildung -.e. eine 
Kollineation ist, haben wir die Existenz einer ~ fortsetzenden 
Kollineation sichergestellt. 
(0t.) .e ist nach (I) und (II) global. Umgekeh.i:-t kann man von t,2' aus
gehend ae.-~ analog definieren, wenn man Oi dabei als fest gewählten 
ausgezeichneten Punkt nimmt. Da .it-~ dann auch eine globale Abbildung 

ist = ~ ist bijektiv. 
(ß) Seien X,Y,Zjtp kollinear und o.B.d.A. paarweise verschieden; 
wir haben zu zeigen, daß die (paarweise verschiedenen Punkte) 
Xx, Y~, Z~ ebenfalls kollinear sind. Dabei unterscheiden wir: 
Fall 1: X,Y,Z j,-p ~ Xot=X-t, Y.rt=Yi, Z~ =Zi,und i- erhält nach 
Definition einer Affinität kollineare Lage in 1r. 
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Fall 2: X, Y I e '(i /\ Z=: Z .._ ~ ,P.., • Gilt O I XY, so ist man nach 

Schritt II der Definition von ae. fertig. Gelte i.f.O J. XY. 

]•x.,_:='f2oinf.l..,A3*Yu:•f.2cy n ,p..," 
AX.._, Y.._,Z..jpw. verschieden und kollinear, 

wie man aus der Anwendung des Axioms I 2 
auf das Dreieck O,X,Y und die Gerade Xu.Y11. 

erkennt. Wegen N(i)> 2 existiert 

S • -R OY '- [ o, Y}; wendet man das Axiom I 2 
auf das Dreieck O,Y,Zu und die Gerade XS 

an, so erkennt man: 3*T:=XS.OZ11.• Auf die Oi 
Menge {O,X,Y,S,TJ'12 wendenwirae.,also-ae an und beachten, daß~ 
in lf kollir,..r,are Lage erhält. Nach Definitionsschritt (II) von -ae 
gilt 

X""~='PoL-X.f< nP~, Y.,_.e=f.201.vi "f-l~, Z.,_~='f.20:..;rin,P~. 
Wenden wir r 2 auf das Dreieck X~, Yae.,S~ und die Gerade o.;..T.ie an, 

so folgt 3*U':=X~Yi.OiT;i. Uungilt U'(,P~: 
(ind.) U' t p..: = 3 uq'i mit Ui=U'; da k_-~ kollineare Lage in ir• er
hält, folgt U I IT 1t U I OT ~ U=Zu(1J.: Widerspruch zu U E f-1 • Also 

gilt U'=,P.ci:r:."1J.:==>u 1 =Z.._o1<. und wegen U' I Xk:Y1e sind Xae,Y-ae.,Z;ic. 

kollinear •• 
Fall 3: X € ,f2 " Y, Z 1 ~ 1'J.., ist unmöglich. 
Fall 4: X11., Y ... , Zu.lE P ... Sei P ein beliebiger Punkt der Geraden 

OXu mit P•JO,Xu. Nach I 2 existiert Q:=OY .... Pz.._. Wir bilden 
{ O,P, QJ C. ,P. durch ie, also .ie_. ab, und nach 

Definitionsschritt II von~ gilt dann 

~"'-,e.=tJo.,;,~n?~, Y.,.:.e.=1lo¾.a.._n ,p..:. 
lTach Fall 2 gilt Z-..ae='f2pv,.;_" ,P.'... 
Wendet man. I 2 auf das Dreieck oi,x~~, Y~~ 
und die Gerade P ~Qf an, so folgt die 

Existenz von P-i Q~ .X._.e.Y,,_-..a.., und da dieser 

Punkt in ,f.1..: liegt, muß er mit Z..._-ae 
identisch sein~ 

X,,_~, Y~~, .z~l,?. sind kollinear. 

X 

0 

( -f') ae.·~ erhält kollineare Lage, was nach der zu ( I) und (II) 

analogen Definition von -ae-~ wie in ( ß) folgt; damit erhält ~ 
nicht kollineare Lage. 

(b) Nach (a) existiert eine -a'e fortsetzende Kollineation ~-, 

jedoch ist at nach Definition abhängig von der Auswahl des Punktes 0 

(wir schreiben jetzt deutlicher ~Jund nach Auszeichnung von 0 

eindeutig bestimmt. Zu Ö •f.l gehört eine i fo:i.'tsetzende 
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. 
bzw,;, ;tö benütz0n wi.r Pun1;:: t;e P 11 p_ mit X Lollinear; 
da ö'l.0 und ?<.o kollineare Lage er:iw.l ten und lf"'-e;=1L.et gilt, folgt 

,P.,""'"'n'P~"'Xa-.0 VXE x 0-~;i.c_ 0 • Die Definition von ao_ ist somit 

von Oe-P, unabhängig, und~ durch i. eindeutig bestimmt. • 
Bemerkungen: (a) Für eine projektiv eingebettete affine Ebene X=x\u 
ist die Aussa13e von Folg.4 auch ohne die Zusatzvoraussetzur:g H(ct) > 2 
richtig. Im obigen Beweis geht nämlich nur in Beweis-
schritt (a), Fall 2 für O 1- XY die Voraus- u z„ 
setzung N > 2 ein. Dieser Fall kann für eine A 
projektiv eingebettete affine Ebenen folgender-
maßen erledigt werden: Auf der Geraden z~o r 
existiert ein von Zu. und O verschiedene1·.Punkt T. X • 
Unterwerfen wir das Viereck ( X, Y ,o, T 3 c: 12 Xac 
der Kollineation~, also der Affinität k , 0 
so erhalten wir das Bildviereck lXie, Y.e,O~, Z:ie.1, Y Yi 
und. nach den Axiomen L 1 uncl i .2.. existiert 

z„.e u' 

der Punkt U'.=XiYi,OiT;i eindeutig. Da alle • 
Punkte von x im Verbindungsraum eines Dreiecks liegen und ~ 
kollineare Lage erhält, gilt gleiches für .i".und ¾' ist daher eine 
affine Ebene, welche aus einer projekti von Ebene .:rr' du.:-ch Entfernen 
der Ferngeraden u' entsteht. Nach Definitionsschritt II von ~ 
gilt Zu.1'-=12ov.i" ,f:l..,,; wie im allgemeinen Fall ist nun U'=Z..,einzu
sehen-. x~,Y.ic.,Z~~ sind kollinear. 

(b) Es gilt: Char K*2 ==> N(ii") > 2, denn fK== ,P„ enthält 
dann die verscb.1ed{3nsr: Punlrte O,E,:S+E„Dic: U::::o.~:ehr1-.01.g der liussar;e ist 
jedoch falsch (Gegenbeispiel Jeder OberkÖ:i'.'per lL des l".iaiwal
körpers hat mehr als zwei Elemente, obwohl Char L =2 gilt). 

(c) für dim i/-:,2 mit N(ri)=2 gibt es Affinitäten ~, die 
sich nicht zu einer Kollineation fortsetzen lassen (ohne Beweis). 

DEF .6.-Jc: Ein ai'finer Raum t heißt normal, wenn entweder diru t "'2 

oder dim i > 2 A N(ii-)>-2 gilt. 

Somit lautet Folg.4 kurz: Eine Affinität eines projektiv einge

betteten normalen affinen Raw11es in einen projektiv eingebetteten 

a.ffinen Ro.um läßt s:i.ch P:i-r.0101,tie: 7•J ein0r Koll:i.neA.tion fortsetzen. 

5) Sind_ z1,·rei 
und ist 1f normn1 do.nn sind mich lf und, ir· iso:norph. 

O ~ () 0 Cl • 

Bew., ir;;; 11
1 ~ 3eine A.ff::Lnitä:t !:,P-,P1

; da T normal ist, ka:n:n if, 

zu einer Kollineation llt. :'}2-... ·12' fortgesetzt werden~ li ~ 11"1 
• • Bemerkung: Aus Folg.3 und 5 und dem '1.fü1:uptsatz der projektiven 

Geometrie erkennt man: Zwei normale encllichdimensionale affine 
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Desarguesräu.me sind genau dann isomorph, wenn sie gleiche 
Dimension und isomorphe Algebraisierungskörper besitzen. 

6) DEF.6.1d: Ist t • lf\ Ti.. ein projektiv eingebetteter affiner Raum 
0 0 0 • o ,&. 

und l-1 =\,PH~ 0 I 1 :=I"(f,2. x q.)\c II eine Inzidenzstruktur, 
so heißt t ein affiner Unterraum von ir , wenn ein projektiver 
Up-terraum lf1 = {,P., ~·~I} von lf(vgl.Def.3.1b) existiert mit T-14:T.., und 
'121= 'f21'\ (~1nf.l..,) A Oj, = q~\. l ~1" [1.,). · 
Ist A ein zu T isomorpher normaler affiner Raum und A1 c A, so heißt 
A1 genau dann affiner U~terraum von A, wenn A1 isomorph zu einem 
affinen Unterraum von Y ist. 

Bemerkungen: (a) Diese Definition für t. ist naheliegend. Bei A 
dagegen benötigt man die Normalität; die Definition ist nämlich 
nur sinnvoll, wenD: sie vom gewählten Isomorphismus unabhängig ist~ 
und dies gilt nach Folg.4 für normale affine RällJ!le. Sind nämlich 
~ 1 ,«1 :A- t. zwei Affinitäten, so läßt sich, da 1r normal ist, 
oc.;• c<2.: f - 1r zu einer Kollineation a;. fortsetzen ,und ae führt 
Unterräume in Unterräume über. 

(b) Ein affiner Unterraum· t von lf=ü\T„ ist selbst·· 
ein projektiv ei~ebetteter affiner Raum, denn die von ')Q1 weßgeno=e
ne Punktmenge fl,n1<.., ist nach ~.4,Folg.5,Bem. eine Hyperebene in 1r~ ; 
daher gilt nach Def.6.1a dim ,r, =dim1r1,und wir schreiben i.f. auch 
f. = lT.'-. T,n lfw, 

• (c) Die Menge der Unterräume eines affinen Raumes ist 
für dim Tl~ 1 kein Verband. Der Schnitt zweier verschiedener null
dimensionaler-uiit'erräume (Punkte) ist näm\ich die leere Menge, 
und diese ist kein affiner Raum. (:Für dim T =0 sind die Verbands
axiome zwar erfüllt, der Verband ist aber nicht komplementiert.) 

(d) Jede Affinität normaler affiner Räume führt 
affine Unterräume in affine Unterräume üher, denn man kann die 
Affinität zu einer Kollineation fortsetzen und diese besitzt die 
betreffende Eigenschaft. 

7) DEF.6.1e: Zwei projektiv eingebettete affine Unterräume 'Il',=T,\lT,"T"' 
und l= H2. \ T2. "71'.., mit T., lr~I c t-=l\lfl,) heißen genau dann 

parallel et 11 ir2.) , wenn 
{.l. ",r,z.., c ,p„ f"l,y:2.., oder ,p,. /'\ ,p„c f.2,f"l'f.( .. gilt, 
Zwei affine Unterräume A1 ,A2 des normalen affinen Raumes A heißen 
genau dann parallel, wenn sie bei einem Isomorphismus A - f in 
paralleie Unterräume von f übergehen. 
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Bemerkungen: (a) Zwe:i affjne Unte:t-re.ume von 1r sind. parallel i wenn 
?01,ny1111.k:G Ues e.·int:JD. aucl1 des arKlere:n. Unter.r·au.w.es 

Für den PAE bzw. PAR stimmt die hier definierte Parallelität 
mit der elementai,geometrischen_ überein, ,ienn die hinzugefügten 
?ernpunkte wurden über die Parallelität erklärt. 

. (b) Zwei Punkte P, Qli ,P sind immer parallel, denn es 
gilt Pn ,P„ cß C Qn,P.., cß. · 
Zwei Geraden x,y JE 01 sind genau dann parallel, wenn sie den-
selben Fernpunkt haben. o • 

Aus dem Axiom I1 in 1l folgt x II y " 12, "12t *~ _. x=y. 
Nach dem Dimensionsatz gilt: Verschiedene~parallele Geraden be-
stimmen eine affine Ebene. • 
Da I /4 in T gilt, folgt: Durch jeden Punkt Q € f.1 außerhalb einer 
Geraden g gibt es genau eine zu g parallele Gerade ("Parallelen-
axiom"). '· ·. · . 

(c) Die Parallelität ist auf der Menge der affinen 
Unterräume eine reflexive und symmetrische Relation, im allgemeinen 
ist sie jedoch nicht transitiv. Die beiden ersten T 
Eigenschaften sind unmittelbar der Definitio.n . ·~~XT, 
zu entnehmen; wählt man im PAR eine Ebene lf1 /' > 
und zwei zu 11"1 parallele windschiefe Geraden 11"2. >< 
und lf.,, so gilt lfa. llT„ A lf"1 11 lf~ jedoch nicht lf1 II 1T3 • 

(d) In einem endlichdimensionalen projektiv einge
betteten affinen Raum f gilt: Die Parallelität ist eine Äquivalenz
relat:i.on auf der Menge aller TJnterräu.,me gleicher Dimension. 

Eew.: dim t =dim Ti /\ T111 ·fri => dim lf1 "'lf".., =dim lf1. ri lL., ,, o.B.d.A. 
lf,nlr,.,Cl\1.nlL ==> T,nlf..,=.lT'inll'_.,, 
Ur:.gekehrt gilt stets: Jr, n lf.,, = lfi. r, 7fw = 1f1 ll lT:,, .• Für gleichdimensionale 
Unterräume gilt also: t rllt,.~ 7r,n7T-~lr~rilf~· Da die Gleichheit 
projektiver Unterräume transitiv ist, gilt dasselbe für die 
Pa.rfülelität gleichdimensionaler affiner Unterräume. + 

(e) Vom logischen Standpunkt ist die Struktur der 
projektiven Räume einfacher als jene der affinen Räume. In den 
affinen Räumen gilt das Dualitätsprinzip nicht. Sind z.B. 11:. 1 lfe 
zwei verschiedene Hyperebenen von lf, so existiert durch die Ko
gerade c<ß noch eine weitere Ryperebene 1r,..,cl(~.8Dn E gilt auchtim • 
dualen projektiven Raum); im affinen Raum 1r :alf"\lw ist dann >< n Te.,"'~ 
und daher die duale zu:c richti.gen Ausm:i.ge fe.lsch,, 

8) DE.F.G.4f: Ein Paar (P,Q) von verschiedenen Punkten P und Q 'eines 

affinen Raumes heißt Strecke. Ist; tKL ein klassischer 
projektiv eingebetteter affiner Raum, (P,Q) eine Strecke und 
,PPs. n,P .. "':U 1 so heißt der eindeutig bestimmte Punkt 11~ ,ji mit 
H(M,U;P,Q) der Mittelpunkt der Strecke. 
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Bemerkungen: (a)Der eleme:1targeornetrische Mittelpunkt einer Strecke in PAE 
bzw. PAR stimmt mit dem hier definierten überein, wie aus einem 
seeigneten ?arallelogramm und den Sätzen aus 1.10 zu erkennen ist. 
Jede Affinität in einem klassischen projektiv einge- _ 
betteten affinen Rau:n ( ~ Char IK*2 ~ normal) ist 
mittelpunkttreu, denn die fortsetzende Kollineation 
erhält harmonische Lage. p 

(b) Für normale affine Räume A können alle Auss~gen 
aus Folg. 7 und 8 unter Benützung eines Isomorphismus A - lf 
übertragen werden. 

SATZ 6.1: In jedem affinen Raum gilt das Axiom I1 und das Existenz- . 
axiom E. In jedem normalen affinen Raum gilt das Parallelen7 

axiom, aber nicht das Dualitätsprinzip. Die Parallelität ist bei i 
endlicher Dimension eine Äquivalenzrelation auf jeder Menge 
gleichdimensionaler affiner Unterräume. Jede Affinität zwischen 
projektiv eingebetteten normalen affinen Räumen läßt sich ein-
deutig zu einer Kollineation der zugehörigen projektiven Räume 
fortsetzen. Jede Affinität eines klassischen affinen Raumes ist 
i:.ittelpunkttreu • 

. 
6.2. Affinitäten normaler affiner Räume 

Wir setzen i.f. zunächst einen projektiv eingebetteten normalen 
affinen Desarguesraum 7T = lf \ 1L voraus. 

DEF.6.2a: Ist ,e eine perspektive Kollineation lf-1f mit lfw als 
Achse, so heißt ~1t eine Translation bzw. eine Strek

kung in ir , wenn ~ eine Elation bzw. eine Homologie ist. Eine 
.Affinität ie: lT-1f heißt perspektiv bzw. projektiv, wenn ihre 
eindeutige Fortsetzung eine perspektive bzw. projektive 
Kollineation ist. Ist i eine perspektive Affinität, so heißen. die 
Kollineationsstrahlen von~ die Affinitätsstrahlen von k. 

Folgerungen: 

1) Da bei einer Translation oder Streckung die Fernpunkte einzeln 
festbleiben, hat jeder affine Unterraum einen parallelen Bildunter
raum. Bei einer Translation (*L) ist das Zentrum Z von.~ ein 
Fernpunkt, daher sind alle Affinitätsstrahlen parallel,und im 



- 212 -

Jlffinen s:1t..ird::;it=;re?1 keirio Fi~;<.punkte c:- Bei e::Lc.c:r St:reckung ( * t ) . 
heißt daD ZentruEi Z f 'f). Ö.Gi,S "St1·1:;1ckv..11e;slit:n-'c2"LJ_111" und Z ist der 

einzige Fixpunkt im Affinen. 

Aue rJ.e:c Definition folg,;; sofort: Eine nichtt,iviale Affinität 

ist ge11au dann eine Translation bzw. Streckung, wenn jede Gerade 

auf eine parallele Gerade abgebildet wird und kein bzwG ein Fix
punkt existiert. 

Die Menge aller Translationen eines affinen RB.umes bildet bezüglich 

der Zusammensetzung die abelsche Gruppe T(lC..,) (vgL3.5,Tolg.3und 5.7). 

Die Menge aller Streckungen mit festem Zentrum bildet eine Gruppe, 

welche genau dann kommutativ ist, wenn der affine Raum pappussch 

ist (vgl" Satz 106). 

d.ie .fortsel:;z;ende ICollineat;ion -:R. leistet lf,.., ce *= l'i ... G5.l t fü_r die 

Achse lf~ von oe. dann «~=l~, so ist -k. eine Translation oder eine 

Streckung; ist dagegen lf„'l'1r..,, so muß wegen lf~,,lf ... das Zentrum 

Z von -ae. notwendig in lf"w liegen, d.h. die Affinitätsstrahlen sind 

zueinander parallel. Ist ce. eine Homologie· (Z J_ 11.,), so sind die 
0 

Affini tätsstrahlen zm· Af finitä tsachse 1r"' nicht parallel, ist 

ae eine Elation (Z I 71:.), so sind die Affinitätssirahlen zu -/t 
parallel ("Scherung"). 

0 

Sei nun ein lf<i(:=.;; no:c.mal) vor:dU}:;~8--~E.-t.ut"' Aus 3.5, :2olgJ6 wissen 
1Piir ~ Die hc1rlliOIÜscb,eu Ho.wolog.ien sind. gsna\.:t d:Ls .:: ,._.._volu~(>-.:·iscb.en 
perspskt:i7·en Kvlli.tieationer1, Daraus e1:gibt si.ch f-:J.r ~?.iL8 in
voluto:r'Üiche perspekti ve Affini te.t; 
Fall "l; '"ff~~--\~,(~~ Z ;1. "l'fw)"''"'~ 11 S:piegG1;.1:'lg aJ:o. Zen·::r0.Jn Z11

e Es 
--< -- r -· ·p ·, w P #} \ i: 7:} a , '7 • +- - r~" ~~ ·· ·· ,.. li,Z-illc.<~11"';.!::',-"1.; V t, I"-- L.u, .on. u lSo cter 0.v;el.PUD~c, 

(P 1P&). 

e;ilt 

von 

Fall 2: lf~;/Tftv(;;7Z I1t~)a),i)O, 11 Spi0goluns nn der Ilyperebene l:/1
,,, Es 

0 0 

gilt H(Z, 71~ ;P 11'~) V :p E. ,P\P.~, d.ho iler hn1,t ,PP.P,c ri f.2.-< ist ststs 

rl:LttcJ..1n1·ckl: von (P, 

FJ.r eiEc kl0-ssische :projektive I:'bc:t;.e haben wir in Satz 1 ~10 alle 
i.r1.1,roJ.·u.to1·i& 0,;ho11 prujcl~~·;_,_~,,_,0~.J. Kolli,1.~f;:s.!;ior:.ün a:igegeber:~· Daraus foJ_gt: 

0 • • 

Di,z~ einzigen. invol1-,1.tor1,3chcn pI·c:jeJ.:tiven ~Affi:n.it~ite:c. ~LJ.1. ::r i<L sin,e1 

die Spiegelung,:in an einem Punkt und die Spiegelu.r.,gen an einer 

Geraden. 
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In Satz 4.9 wurden die harmonischen Homologien und die wind
schiefen Involutionen als die einzigen involutorischen projektiven 
Kollineationen eines lf ~~ angegeben. Läßt eine windschiefe In
volution die Fernebene l"" fest, so ist sie sicher nicht elliptisch, 
da im elliptischen Fall kein Fixpunkt (vgl.4.9,Folg.10,Fall 3) 
und D3-dual keine Fixebene existiert. Bei einer hyperbolischen 
windschiefen Involution erfüllen die Fixebenen genau die Ebenen
büschel um die beiden Achsen e und f (vgl.4.9,J!'olg.10,Fall 2), 
und daher muß eine Achse, z.B. f I in lr„ liegen. Die entstehende 
involutorische projektive Affini.tät .e. heißt "Spiegelung an. 
der Geraden e II j die Punkte von -p. .. sind .l!'ixpunkte und V p E ,P.\ r. 
ist P.P& parallel zu einer eigentlichen Ebene mit der Ferngeraden 
f,und wegen H(e,f;P1 Pk) ist der Schnittpunkt von P.Pi mit e der 
Mittelpunkt von (P 1t'&). Damit gilt: . 

Die einzigen involutorischen projektiven Affinitäten in t~c sind 
die Spiegelw1gen an einem Punkt, an einer Geraden und an einer Ebene. 

Bemerkung: Ist A ein normaler affiner Raum A, so können
0
die 

Ergebnisse aus Folg.1 und 2 durch einen Isomorphismus lr A 
auf A übertragen werden. 

3) Ist i ein proj0ktiv eingebetteter normaler affiner Raum, so 
bildet die Menge aller Affinitäten t-:- ir bzw. aller projektiven 
Affinitäten t-it gegenüber der Zusammensetzung die Affinitäts
gruppe Ar L( t ) bzw. die affine Gruppe AGL( ir ). Ist t ~ ein 

projektiv eingebetteter endlichdimensionaler affiner Desargues

raum, so operiert die Gruppe AGL(T~) transitiv auf der Menge· 
der n-Simplices in t und scharf transitiv, wenn PP gilt. 

Bew.: (a) Ar L( ir) c Prt( lf) besteht aus allen Elementen von Pr L( n ) , 

welche T.., festlassen, also ist nach 4.7, Folg.6,Bem. die Affinitäts
gruppe Ar L( ir ) eine Untergruppe d~r Kollineationsgruppe Pr L(lf ) ; 

ebenso ist AGL(i) eine Untergruppe von PGL(lf) und es gilt AGL(W)c 
cAPL(f). 

(b) Ist L .A.
0 1 A1 ••• An 1 c ,P ein gegebener n-Simpl ex A. A :i. 

~ ]*Aj:=f.l~,q. n'f:_w für j=1 ••• n. -w.
1
u 7f.. 

Die Menge l A1 ,X2 ••• An:S bildet einen (n-1 )- . 

Simplex in lf" w : A. A A.i 

(Die Inzidenztabelle gilt für n=2) 'A 0 

{ind.) An eli: 1 V ••• V A~~AneAoVÄ 0c.A0V(A 1v ••• V Än--1 )=(A„ V A1 ) V 
(A 0 VA, )V ••• V(Ao VA rH )=(AoVA1)V °"" V(Ao V An-<)= 
=Ao V(A 1 V ••• V An-~ ): Widerspruch zu {A 0 ••• AnJ ist ein n-Simplex. 
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Darn:i.t ist A,; V,., ,Vit,; V Al•1 V, nVÄril:'.:~TL fiir 1'.!'.::1,.,.,,;).,n etuc 

uncl liL:"'A Vif\ sinrln mit n 1r w\:,; Ti\. ,. 
Nacb 3,,7 7 Folg.5,Anw.c haben n Hyperebenon in einen ir~ min<loffbens 

einen e;emeinsamen Punkt" Die :::Typerebonen lT. habeu nun genau einen 
gemeinsamen Punkt A mit A 4 lf;,,_, ; 

(ind~l 34,Bl *, E. Ö Ti "Da (),lri ein :projektiver Unterraum ist, folg,t 
AVB c_Q, 1r.1, A.1.tf A'{B existiert weßen,3.2, Folg.5 ~_gdestens ein 
Punkt A E II w ~ fl E ( (). 1f i) n 1r w =* A,(; Q, ( lf~ n T ..,) = 0, lri • 
Die Unterräume F; sina jene Hyperebenen von !~,_di~ man d~rrch 
je n-1 verschiedene Punkte des Basissimpl ex { A 1 ,A 1. ••• ,A „ 'j von 
1f„aufspa~en kann,ung, solche_Rypig-ebenen haben stets einen le~ren _ 
Durchschnitt, denn (l1 r,.,. n 11-.) V T1<,i''" lf.., ( 1 s k < n) wegen A k.+-t e.lf1 (\ •• ,.,ir„ 
und_daaj t gil:!z . __ _ _ 
dim lf, n 1!:_i. =dim lf1+dimlf1.-dimlfN!fi_ =(n-2)+(n-2)-(n->i )=n-3 
dim[('if; n V.,) n 'if :.] =dim('if, n 'ifJ+d im lf} -dim[ lf1 n 1:i. ) Y ii'3 J = ( n-3 )-:-( n-2 )-(n-1) =Il··4 
usf. _ _ - _ _ - ,... 
dim('li\ri ••• r,7f0 • 4)nlf,-.]~dim(ir1 n •• , nlf0 _ 4 )+dimlfn-dim[(lf,/'\ ,., nlfn-1)V 2,]~ 

+1)] ·!-(i1~-·2)-(n-1 )~-1 : Wide:rsp:cuch ZUI" :3xistonz von Äo 

Analog geht der Schluß für A=A Elf,.,. 

Die (n+2)-pun1':tige l"lenge t A O ,Ä,1 , ••• A n_,A} ist eine Fundamental

figur in lf: 
{ A

0 
;X-

1 
••• An 1 ist ein Basissimplex, da A0 6 12 und { X1 , ••• An 1 

ein Simplex in lf.., ist; ebenso erlrnnnt man, daß {:X1 .°":Xn,A ~ ein 

Basissimplex ist. Es genügt, wenn o.B„d.A. noch {A0 ,Ar··An-'JIAJ 
als Basissimplex erwiesen wird: 

(ind .) A " A
0 

V A1 · V ••• V A !'. 1 "' : lrc{; da A <= (.) Tj =? A e if n "'-~ n V A,1 V ••• V 
A _,1 , Die oe:i.d.en verschierlens:,n RY,J)8rfbenen lr,,_ gnd lf„ schneiden 

, nach der Kor:r0raden A ·i V & e eVA~--! =o;, A E A ,,, V O CO VA n-·1 C 

Wiclercipruch su .A ~ f: . 
d.amit ans Simplex 

eine Fund.8..mentalfigu.r 

welcher dien Pu:,-ikte 

-- - 1 -rr ,A
1 

, , ,, • A-, A ~ in 11 kon;:,,tru.iert, von 

~ , ••• 5An i~ ·uc, liegen. 

(c) Bind 1 
könn.en dazu 

und { A~, , •• A~ 3 zwei n-Siroplices 

die W,~&Q.C,,""'"· {Ao' Ar 0 

in \1 Nach Satz 

i.,_,~?-!lf i,st eine A.ffinit~}.t 11t\SC'.U 

in t 

lf oo'i<z,(A \/ VA ) "' ,, 1.1 A -;:e, ,;I.11 V.,, 0 V lf,,., und. do. ""' ~- .. • .. ,1 , " " • - n, , - n -
A

1
,_,,(A.

0 
V .A

1
) n (A. VI

2 
V V An) usf. und V und n mit einer 

Kollineation verträglich sind, gilt Ape "'Aj(j"'O,." .n). 

j 
so 
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(d) Ist ir ein PP-Raum, so auch 1r und da {A
0

, ••• An} festbleibt unter 
k=*{A

0
,X1 , .• An,A! bleibt fest unter der projektiven Kollineation~ 

nach der Konstruktion der ]'undamentalfigu;r in (b) ~ .e. .. L~-l-t. 
Jede projektive Affinität, welche die Punkte eines Simplex einzeln 
festläßt, ist also notwendig die Identität; wie in 3.7, Folg.8, 
Beweisteil (c) folgt daraus die scparfe Transitivität von AGL(i;.) 
au:f der !-:enge der n-Simplices in 1r • + 
Bemerkung: ~nter Benützung eines Isomorphismus kann man Folg.3 
von einem projektiv eingebetteten normalen affinen Raum auf einen 
normalen affinen Raum übertragen. 

SATZ 6.2: In einem normalen affinen Desarguesraum endlicher Di-
mension n ist die Gruppe der projektiven Affinitäten 

(af!ine Gr-~ppe) transitiv auf der Menge der n-Simplices und 
scharf transitiv, wenn PP gilt, In klassischen affinen Räumen 
sind die i~volutorischen perspektiven Affinitäten genau die 
Spiegelungen an Punkten und an Hyperebenen. Für n=2 sind dies 
die einzigen involutorischen projektiven Affinitäten, während 
für n=3 gelll}U die Spiegelungen an Geraden dazukommen. 

6.3. Eigenschaften klassischer affiner Räume endlicher Dimension 

In ir~: mit 2~n <. = existieren stets Polaritäten A , die keine Null
polari täten sind,und Nullpolaritäten v genau dann, wenn n unge
rade ist. Die Nullpolaritäten sind stets projektiv. Bildet man 
den projektiv eingebetteten affinen Raum t = T~L \. lr.., , so be
ruhen die affinen Eigenschaften von A bzw.~ auf der Auszeichnung 
von w\" bzw. wv". 

DEF.6.,3a: Ist cf eine Polarität in f = lf~ '\_ lr.., , so heißt jeder 
Unterraum von ]" durch den Pol ,wo* der Fernhyperebene w ein 

Durchmesserunterraum von J ; gilt wS*E P.; so heißt wJ * Mittelpunkt 
von ö. Ist A eine projektive hyperbolische Polarität mit einem 
Mittelpunkt, so heißt die durch A bestimmte Quadrik eine Mittel
punktquadrik in T; ist in Adie Fernhyperebene selbstkonjugiert, 
so heißt die Qua.drik ein Paraboloid in T. 
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Bemerkungen: (a) Ist i\ eine projektive hyperbolische Polarität, so 
werden die Be0riffe, welche fÜT II definie:.'t w=den,auch auf die 
durch A bestimmte Quadrik übertragen, z.B.Durchmesserunterraum, 
füttelpun.~t der Quadrik. 

(b) Eine Polarität S hat genau dann einen Mittelpunkt, 
wenn die Fernhyperebene nicht selbstkonjugiert ist. Insbesondere · 
besitzt eine Nullpolarität keinen füttelpunkt. 

(c) Da für eine füttelpunktquadrik die Fernhyperebene 
nicht selbstkonjugiert ist, liegt der Mittelpunkt w:;\ * nicht auf 
der füttelpunktquadrik. 

(d) Speziell für dim irKl =2 ·spricht man von füttel
punktkegelschnitten und Parabeln. 

Folgerungen: 

1) Eine Nullpolarität gestattet jede Translation in Durchmesser

richtung, d.h. 1:/ 't' E. PGL(wy* ,lfw) gilt v-c-*= 't')). 

Bew.: X 1: 12 = Xv ist eine von T"' verschiedene Hyperebene =:>X" n lr.., =: E 
ist eine Kogerade in lfw mit X f: f.}/'~'· 
XVE=XY =>Xn'"c(XVI:)-c*=X't'VEi'"'XtV~, 

denn wegen --rllf"..,,,, LI\ 1f1'clr.., gilt Z::'f = E. 
X e ,f.2 =? X't" e {z und X,XT und das Kollineations- _ X 

1 
zentrum wv* sind kollinear ~ die H;yperebenen XY, (Xt)vund (wv•)y•w 

haben eine Kogerade gemeinsam => (XT)YI*(XvnL)=Z. Aus XzI (X'c)v 

und X't' f -i:h folgt nach dem Dimensionssatz X T)) =X t V i: =X Y T • 

'tf z~,p.; für XE f/w ist die Aussage trivial==} vt"',,, TV. • 
2) Ist ;\ eine projektive Nicht-::iullpolarität mit dem l'littelpunkt 

1'1"' wi\* und ist 6"Mdie Spier:;el,mg ,J so gilt i\ G", . .," = 6"1-1 I\. 
Ist ()( eine Durchmesserhyperebene 

larität \, die nicht 

so gilt i\ 13'"/'" 6"",x /\. 

einer projektiven Nichtnullpo -

ist und t« die Spiegelung an~. 

Bew.: (a) Der Nullpunkt .!1"' ui>.• X w ist nicht selbstkonjugiert 

bezüglich ,.,und d@er ~:Ut 'tlQ',..,* .. 11",A nach 5.5, Folg.6 in lr 1 

dabei ist ffM die harmonische Homologie mit dem Z~nt!'Ulll M UM der 
Achse MA „w und daher 6""" i lr die Spiegelung er„ an .!1. 
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(b) Ist ex, eine in >i nicht sel bstkonjugierte Durchmesserb.yper
ebene, so ist oc11• rw, da ex IwA• gilt. Nach 5.5, Folg.6 gilt 
7'~:= tr,0,• i\ ; dabei ist (]ov.• die harmonische Homologie mit dem 
Fernzentrum 1X.?i ~ und der Achse (X. und daher crotll" 1 fr die 
Spiegelung 6"°' an oc. • • 
Bemerkungen: (a) Ist A speziell eine hyperbolische projektive 
Polarität,so bestimmt sie eine Quadrik cp und die obige .Aussage 
lautet: 
Jede Mittelpunktquadrik gestattet die zentrischen Spiegelungen am 
Mittelpunkt; jede Quadrik gestattet die Spiegelungen an den nicht 
selbstkonjugierten Durchmesserhyperebenen. 

0 (b) Für einen dreidimensionalen klassischen affinen 
Raum Tl~ erhält man aus Def,4,9c,Anw.a: Jede Quadrik gestattet axiale 
Spiegelungen an de_n nicht selbstkonjugierten Durchmessergeraden •. 

· (c) Trifft eine Durchmessergerade eine Mittelpunkt-
quadrik q,cft~, in zwei verschiedenen Punkten P und Q, so gilt Q=PuM 
wegen (a), und daher ist der Mittelpunkt M von <1> der Mittelpunkt 
der Strecke (P, Q). Die Tangentialhyper.ebenen PA und Q11 in den 
verschiedenen Punkten P,Q auf einer Durchmessergeraden sind 
wegen Q"r- =P 6"1-1i\ =(P;>,.) öM""' parallel. 

(d) Ist~ eine nicht selbstkonjugierte Durchmesser
hyperebene, so liegen die Berührungspunkte aller Tangentialhyper
ebenen aus dem Fernpol A=~A· von oc _wegen der Symmetrie der konju
gierten Lage in der Hyperebene (X., und auf jeder Geraden durch A, 
die cp in zwei verschiedenen Punkten P und Q trifft, liegt der 
Mi tt~lpunkt der Strecke. (P, Q) in oc , wie aus den Eigenschaften 
von 0-,. folgt. · 

(e) Speziell für dim ff., =2 lautet Bem. c bzw. Bem.d: 
Schneidet eine Durchmessergerade deinen Mittelpunktkegelschnitt k 
in zwei verschiedenen Punkten P und Q, so sind die Tangenten in P 
und Q parallel; sie gehen durch den Fernpunkt des zu d konjugierten 
Durchmessers d1, 
Ist deine nicht selbstkonjugierte Durchmessergerade eines Kegel
schnitts k, so liegen die Berührpunkte der Ta;?.enten aus dem 
Fernpol d A" auf d,und die Durchmessergerade d 'halbiert" alle 
Sehnen der zu d konjugierten Richtung. 

Projektive Figur Affine Figur 

~ 
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(f) Die Mittellinien d,d 1 eines einem M:ittelpunkt
kegelschnitt eingeschriebenen Parallelogramms (d.i. ein Viereck 
mit zwei Paaren paralleler Gegenseiten) sind konjugierte Durch
messer (durch affine Spezialisierung aus: Das Diagonaldreieck eines 
einem Kegelsctnitt eingeschriebenen Vierecks ist ein Poldreieck, 
vgl.Satz 2.5a). 

Projektive Figur .Affine 

3) In 4.5, Folg.7 wurde für eine projektive Polarität i\ in lr!l 
eine Spurpolarität~~ in einer nicht selbstkonjugierten Ebene :;:r 
erklärt. Wir wollen dies auf eine projektive Polarität ::>. : ,rk~ -,r,;;_ 
(vgl.Def.3.9b und Def.5.5a) übertragen. 

DEF.6.3b: Ist A :lf~L - ir:._ (mit n ~ 3) eine projektive Polarität 
und lfw eine nicht sel bstkonjugierte Hyperebene ~ so heißt 

1\ .. :~..,-1I1enge der Hyperebenen von1r,..,1mit x-X:.\w:=Xt'I n lr.., 
die Spurpolarität von 'i\ in lw. 

Es ist zu zeigen, daß diese Definition sinnvoll und 'i\..., eine pro
jektive Polarität in T.., ist. 11.., ist eine globale Abbildung, denn 
jedem Punkt XE ir ... wird unter 71 eine Hyperebene XA von lr durch 
den Punkt I1:= lf,),*(,l lf,.) zu.geordnet ~Xi\* r._:~1X11n1f"' ist eine 
eindeutig bestimmte Hyperebene von Tw. _ 
Die konjugierte Lage bezüglich A.., ist symmetrisch (mit Iw bezeichnen 
wir die Inzidenz eines Punktes v9,n 1fw mit einer H~erebene von lf.,): 
y t„ X~w=Xflf"llf"w(mit X,Y jElf...,} ~ y I x;\ = Yi\ f X(A X Ili.,) ·"""* 
X L., (YA" fw)=Y7-...,. h 

~w ist projektiv: Sei g=XY eine beliebig~ Gerade in T~; gA ist 
die Kog~rade X:.\() Yi\ VQn H und wegen X, Y II l„ gilt 
X'X, T,\ 1 I I1 =H1 q:2~i ==>g::\ 1." w • Das Hyperebenenbüschel mit dem 
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Träger g~ schneidet daher l.., nach einem zu ihm perspektiven 
Büschel .t von Unterräumen mit dem Büschelrau.m T.., und dem Träger- ,. 
raum g ~"Ti..., =(X11 f"\ Y 71 ) " l!".., =(Xi\ f"\ if...,) C\ (Yi\ f"\ li.., )=X11 ... " Y'/\ .. =(XY) ~ ... =g" ... 
Als9 gilt insgesamt: 1 

1-1e (XH; ,p·~~ (XA) 1. X,. 971.., (X71..,). . '. 
tlbrigens gilt: Die Menge der bezüglich '/\"' sel bstkonjugierten Punkte 
s.timmt überei:i mit der Menge der selbstkonjugierten Punkte be
züglich II in 1T'.., • 

In affinen Raum 7T .: (mit n l 3) bestimmt eine I1i ttelpunktquadrik 
eine Fernsp'.ll'J)olarität 11.,,,,während für n,..,2 auf der Ferngeraden u, 
welche nie 7'arJßente eines llittelpunktkegelschnitts ist, eine 
projektive Involution 11~ konjugierter Punkte existiert; die projek
tive Involution Au soll hier Ferninvolution genannt werden. 

DEF.6.3c: Ist für nL3 bzw. n"'2 die Fernspurpolarität11..,bzw. die 
Fer!linvolution 71„ einer I1ittelpunktquadrik bzw. eines 

I-littelpunktkegelschnitts hyperbolisch, so heißt die Quadrik ein 
Hyperboloid bzw. der Kegelschnitt eine Hyperbel; jede eigentliche 
Tangentialhyperebene in einem Fernpunkt heißt asymptotische 
Tangentialhyperebene. Ist dagegen 1i.., bzw. 71.._ elliptisch, so liegt 
ein Ellipsoid bzw. eine Ellipse vor. 

Bemerkungen; (a) Die Existenz von Ellipsoiden ist eine Körper
eigenschaft. Ist a.er Algebraisierungskörper von lf ;c ( ··~- lf 02 "'~ ) 
mit K korL,:r~tativ uud Char K*2) quadratisch abgeschlossen, so ist 
jede füttelpunktquadrik (jeder Mittelpunktkegelschnitt) ein 
Hyperboloid (eine Hyperbel). Nach 5.6, Folg.3, Bem.b existiert 
dann nämlich keine ellipj;ische projektive Polarität und daher· 
ist ""' stets hyperboliseh; ebenso existier.en keine elliptischen 
projektiven Involutionen. ·, 

"} 

(b) Alle asymptotisc~en Tangentialhyperebenen enthalten 
den I-littelpunkt: Pc(j)" P I ir,.,~ P::\ I wi\*=M. 

(c) Speziell für n=2 heißen die Tangenten v.,und v~ 
in den Fernpunkten V„und VL einer Hyperbel Asymptoten; sie sind 
die Fixgeraden der projektiven Involution konjugierter Durch
messer. 

Die zu 2.1,Folg.8,Anw.b duale Aussage lautet:Schneidet man eine Kegel· 
schnittstangente p (Berührun!$spunkt P) mit zwei anderen Kegel
schnittstangenten v., und v~ (Berührungspunkte V/4 und V~), so 
gilt H(p.v,=:1,p,Viv:2;P,p.V~ VL=:3).Hieraus erhält man durch affine 
Spezialisierung: Der Berü.hrpunkt einer (nicht asymptotischen) 
Hyperbeltangente ist der Mittelpunkt der durch die Schnittpunkte 
mit den beiden Asymptoten bestimmten Strecke-. 
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Affine Figur 

~) Wir behandeln in diesem Punkt speziell Quadriken in einem 
projek~iv eingebetteten klassischen dreidimensior-alen affinen 
Raum 11' ;, • Für eine ring8J.0 tige Quadrik <P gilt stets 9,., 12-- *0, 
also ist eine ringartige Quadrik stets ein Hyperboloid oder ein 
Paraboloid. In~~ werden folgende Bezeichnungen verwendet: 

ringartiges Hyperboloid••••••••••••••• "einscb.aliges Hyperboloid" 
ringartiges Paraboloid•••••••••••••••• "hyperbolisches Paraboloid." 
ovales Hyperboloid•••••••••••••••••••• "zweischaliges Hyperboloid" 
ovales Paraboloid••••••••••••••••••••• "elliptisches.Paraboloid". 
Ellipsoide sind stets oval. 

Die ersten beiden Typen existieren in jedem V~,, während die 
Existenz der letzten drei Typen eine Körpereigenschaft ist. 
Paraboloide bestimmen im Gegensatz zu Ellipsoiden und Eyper
boloiden keine Fernspurpolarität i\.., , denn Tiw ist selbstkonjugiert. 

Eigenschaften: 

(I) Alle asymptotischen Tangentialebenen eines Hyperboloids bilden 
einen quadratischen Kegel ( "Asyr.11ptot0:1kegel") mit der Spitze im 
Mittelpunkt. Alle asymptotischen Tane;entialebenen eir,es hyper
bolischen Paraboloid.B bild.en z1-,ei r·,,.rn7.l 0•;.ebene,ll;üschel; ein 
elliptisches Paraboloid besitzt. keir"e asJTJptotische Ebene. 

Bew.: (a) Affine Spez,ialisierung von '+.6, Folg.3,Anw.a für P:M und 
P11~M11~ • 
(o) Für ein hyperbolüches bzw. elliptisch•.,s Paraboloid <P gil~ 
MCh l}.3: <t:> n flwm{-f.le,"Pd· bzw„ (j) /"\ ,P"' ",0; dabei sind e,f zwei 
ve:cschiedene Erzeugenden von et> , die einander im Berührpunkt 
0= Wf\ • von ll"w schneiden. Jede Tangentialebene eines hyperbolischen 
Paraboloids enthält daher entweder e oder f. • 
(II) Auf jeder ringartigen Quadr.ik tp liegen zwe). Reguli l~f und v:) 9 • 
Die Menge aller Geraden e fü.w:·ch einen Punltt S t,p., die Z'.l einer 
Erzeugenden von ~+ parallel sind, heißt "Richtkegel von Oj <i> mit 
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der Spitze S"; ist speziell der Richtkegel ein Geradenbüschel, 
so heißt seine Ebene eine "Richtebene" von OJ + • Dann gilt: 

Jeder Regulus eines einschaligen H;yperboloids besitzt den Asymp
totenkegel als Richtkegel mit der Spitze im Mittelpunkt. Jeder 
Regulus eines h;yperbolischen Paraboloids besitzt eine Richtebene. 

Bew.: (a) Alle Fernpunkte Eu. der Erzeugenden e der Schar Ojq eines 
einschaligen H;yperboloids bilden den Kegelschnitt k u. = <1' n ,p..,. Man 
erhält die zu e parallele Gerade durch den Mittelpunkt M, wenn 
man Eu. mit M verbindet. Verbindet man jeden Punkt von ku mit 
M= w.1:. l, so erhält man den Asymptotenkegel von 4> i gleiches gilt 
für Uj~. . . 
(b) Jede Erzeugende e der Schar 09 eines hyperbolischen Paraboloids 
trifft die Fern.erzeugende fu. E? Of+ in einem Punkt E,.. Die Geraden 
SEu. liegen für alle Erzeugenden in der Ebene Sfu.; analoges gilt 
für 11~· + 
(III) Ist~ eine Quadrik und oc(+w) eine Nichttangentialebene, so 
ist ,Po(/'\ </:> im ringartigen Fall stets ein Kegelschnitt und im 
ovalen Fall ein Kegelschnitt oder die leere Menge. Der.affine 
Typus dieses Kegelschnitts hängt von der Anzahl der Schnittpunkte 
der Ferngeraden oc.w =:au. von°' mit 4> ab. Insbesondere existieren 
daher auf einem Ellipsoid keine Hyperbeln und keine Parabeln, 
auf einem hyperbolischen bzw. elliptischen Paraboloid keine 
Ellipsen bzw. Hyperbeln. Jeder Nichttangentialschnitt eines 
Paraboloids mit einer Du.rchmesserebene ist eine Parabel. 

5) Wir diskutieren die quadratischen Kegel r in ir~. Liegt die 
Spitze S des Kegels r nicht in der Fernebene w , so ist r n )2.., a:r.., 
ein Kegelschnitt. Durch Projektion des Polarsystems Ar von r ... 
aus der Spitze S erhalten wir das Polarsystem Ar von r (vglo 
Def.4-.2c). 

Eigenschaften: 

(I) Jeder quadratische Kegel (mit eigentlicher Spitze) in einem i! 
gestattet genau die Spiegelungen an jeder Nichttangentialebene 0(, 

durch S in Richtung der zu oc in i1r polaren Geraden. Alle zu o<. 

parallelen ebenen Schnitte von r nicht durch S sind Kegelschnitte 
mit gemeinsamen Fernpunkten-und besitzen Mi ttelpun.kte auf der zu °' 
polaren Geraden a. 
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Bew.: (a) Die Spiegelung 6;. an~ stammt von einer harmonischen 
Homologie 6;,, mit der Achse oc und dem Zentrum im Pol Au.:=a.w der 
Ferngeraden a"" von oc bezüglich r... Daher gilt r ... !f"' = r .... und wegen 
S Ic<. ist S°"'=S. Da der Kegel r durch r„ und die Spitze S ein
deutig festgelegt ist, folgt r G" ... = r. 
(b) Der Schnitt r.._ von r mit w und der Schnitt von r mit einer 
Parallelebene ix (1. S) zu o<. sind perspektiv kollinear mit dem 
Zentrum S; da Au. Pol von au. bezüglich r„ ist, durcblstößt Au.S=a 
die Ebene ci: im Pol von au. bezü~lich ~;.. r , d.h. ao< ist der 
lüttelpunkt des Kegelschnitts 1,l;: n r... + 
Bemerkung: Aus (a) folgt: Jeder quadratische Kegel r in 1;, gestattet 
jede harmonische Homologie,deren Achse eine Nichttangentialebene °' 
durch S ist und deren Zentrum ein beliebiger von S verschiedener 
Punkt der zu«.. polaren Geraden a ist. 

Ein Hyperboloid gestattet die gleichen planaren Spiegelungen wie 
sein Asymptotenkegel. 

Bew.: (a) Ist & eine planare Spiegelung des Hyperboloids </>, eo 
ist u eine automorphe Kollineation mit dem Zentrum Z u. in w • 
Wegen wö *=w und 4>o =- 4:i geht die Achse Zu.Aq, notwendig durch 
die Polare z „ von Zu. bezüglich fl ... /'\ q, =k .... ; wegen Z u. I w gilt 
Zu.t\qI wilf=M=9Z7t_;=z.._N. Also gilt ku.G"" =k,und Mö=M; da der 
Asymptotenkegel r von <I> durch k u. und M eindeutig festgelegt ist, 
läßt Q auch r fest. 
(b) Ist umgekehrt d- eine planare Spiegelung des Asymptotenkegels r 
von 4' , so ist die Achse , von G" notwendig eine Ebene durch M 
und das Zentrum Zu. von G" ist notwendig der Pol der J!"ernspur Zu. 

von lj • Um cp G" =<1> zu erweisen, genügt es Z u.t\ <t = ~ zu zeigen. Da 
k u. die Spurpolarität von qi in (A) festlegt, geht Z o.11 ,t durch die 
Polare z.., von Z..._ bezüglich ku. und wegen Zu I w gilt 
Zu.11,t I wi\~*=M =*Z..,_11 9 =z ..... M= ~. • DEF.6.3d: Ein quadratischer Kegel r in i!, dessen Spitze in der 

Fernebene w liegt, heißt ein quadratischer Zylinder 
in ! 1 

• ist die Anzahl seiner Fernerzeugenden zwei bzw. eins bzw. 
~(, 

null, so heißt er hyperbolisch bzw. parabolisch bzw. elliptisch. 
Die zur Fernebene w im Polarsystem Ar polare Gerade heißt für 
nicht parabolische Zylinder Mittengerade; jede Ebene durch die 
Mittengerade bzw. durch die Ferngerade eines parabolischen Zylinders 
heißt Durchmesserebene. 

Bemerkungen:(a) Alle Nichtfernerzeugenden eines Zylinders sind 
zueinander parallel. 

(b) Elliptische Zylinder existieren genau dann, wenn der 
Algebraisierungskörper nicht quadratisch abgeschlossen ist. Ein 
Zylinder ist genau dann parabolisch, wenn die Fernebene Tangential
ebene ist. 
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(II) Da je zwei Schnitte eines quadratischen Kegels mit Ebenen 
nicht durch die Spitze perspektiv kollinear mit dem Zentrum in 
der Spitze sind, gilt insbesondere für quadratische Zylinder: 
Je zwei Schnitte mit Ebenen nicht parallel zu den Erzeugenden 
sind perspektiv affin in Richtung der Erzeugenden und da.her vom 
gleichen affinen Typ. 
Ein hyperbolischer Zylinder wird von jeder zu den Erzeugenden· 
nicht parallelen Ebene oc nach einer Hyperbel k geschnitten, deren 
Fernnunkte die Schnittpunkte von oc mit den beiden Fernerzeugen.den 
e u. und fu.. des Zylinders sind. Die Asymptoten von k sind die 
Schnitteeraden der Tangentialebenen von r längs e .._ und f.., 
("asymptotische Ebenen des Zylinders") mit .x ;_ die beiden asympto
tischen Ebenen gehen durch die Mittellinie m des Zylinders ,und m 
trägt alle Mittelpunkte der ebenen Schnitte. Auf einem hyper
bolischen Zylinder liegen keine Parabeln und keine Ellipsen. 
Jeder Schnitt eines parabolischen Zylinders mit einer zu den 
Erzeugenden nicht parallelen Ebene ist eine Parabel, deren Durch
~esser von den Durchmessorebenen des Zylinders ausgeschnitten 
werden. Auf einem parabolischen Zylinder liegen keine Hyperbeln 
und keine Ellinsen. 
Jeder Schnitt eines elliptischen Zylinders mit einer Ebene 
nicht parallel zu den Erze:?-!?enden ist eine Ellipse, deren 
I-iittelpunkt auf der Mittellinie liegt; auf einem elliptischen 
Zylinder liegen keine Hyperbeln und keine Paraoeln. 

(III) Da ein quadratischer Kegel alle Homologien mit dem Zentrum 
in der Spitze verträgt 1 gestattet ein quadratischer Zylinder alle 
planaren Spiegelungen in Richtung der Erzeugenden. Weitere ~lanare 
Spiegelunge~ eines Zylinders erhält man aus der Bam.nach (IJ: 
Ein nicht parabolischer Zylinder gestattet die planaren Spiegelungen 
an den nichttangentialen Durchmesserebenen in einer· von der Er
zeugendenrichtung verschiedenen zur konjugierten Durchmesser-
ebene parallelen Richtung; ein parabolischer Zylinder gestattet 
die planare Spiegelung an jeder Durchmesserebene "• wobei das 
Zentrum ein beliebiger ~on der Fernspitze verschiedener Punkt 
auf der zu c.:. in Ar, polaren Ferngeraden ist. 

6) Abschließend sollen die Kubiken in einem T~ besprochen werden. 

DEF.6.3e: Eine Kubik c, welche die Fernebene w als Schmiegebene 
besitzt, heißt eine kubische Parabel. Ist w eine von 

einer Schmiegebene verschiedene Tangentialebene, so heißt c eine 
kubische parabolische Hyperbel. Besitzt c drei verschiedene Fern
punkte, so heißt c eine kubische Hyperbel; sonst heißt c eine 
kubische Ellipse. Jede eigentliche Tangente in einem Kubikfern
punkt heißt Asymptote. 

), 
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Bemerkungen: (a) Kubische Parabeln existieren immer, denn man 
kann das Fernschmiec;element; (U, u ,,,1) belieb:ic VOl'E.;ebcn; durch 
diese Angabe ist die Kubik nocht nicht eindeutig bestir:Uut (vgl.4.8, 
Folg.6). Der Sehnenkegel ·~r<u> einer kubischen Parabel zu ihrem 
Fernpunkt U ist ein parabolischer Zylind.er. 

(b) Eine kubische parabolische Hyperbel mit dem 
Fernlinienelement (U 1u) besitzt noch.genau einen Fernpunkt V; die 
Fernebene~ ist nämlich eine von der Schmiegebene in U ver
schiedene Ebene durch die Erzeugende u des Sehnenkegels GJ r(ul 
und trägt daher nach 4.8, Folg.1,Bem.c noch genau einen Kubik
punkt V. Kubische parabolische Hyperbeln existieren immer,und 
man kann sie durch das Fernlinienelement (U,u) und. den zweiten 
Fernpunkt samt Asymptote festlegen. l:j rcu, ist ein hyperbolischer 
Zylinder mit·den Fernerzeugenden u und UV, während (,,Jrcv) ein 
parabolischer Zylinder mit der Fernerzeugenden UV ist. 

(c) Kubische Hyperbeln existieren immer; man kann 
sie eindeutig durch drei paarweise windschiefe Asymptoten u,v,w 
zu den Fernpunkten U,V,W festlegen (aus 4.8, Folg.3, Anw.g). 
OI r(u) bzw. ~rcvJ bzw. Ol rcwJ ist ein hyperbolischer Zylinder mit den 
F'ernerzeugenden UV, UW bzw. vu, VW bzw. WU, WV. 

(d) Die Existenz kubische.r Ellipsen ist eine Körper
eigenschaft. Da nie vier Kubikpunkte komplanar und zwei Kubik
tangenten stets windschief sind, eine von der Schmiegebene ver
schiedene Ebene durch einen Kubikpunkt noch ge~au einen weiteren 
Kubikpunkt und eine Schmiegebene genau einen Kubikpunkt trägt, 
sind für die Fernpunkte einer kubischen Ellipse c folgende Möglich·- , 
keiten denkbar: 

· (i) c hat keinen Fernpunkt. 
Für eine Kubik ohne Fernpunkt geben wir ein Beispiel in li(z:1 4 ) 
wobei K der Restklassenkörper modulo 2 ist, an (vgl.5.9,Folg.2): 
c=lX(u):..(1, u, u2 , u3 )Kj U6Ku {oolJ ====} 

c:o{x(O ); .. (1,0,0,0)K,X(1): =(1,1,1,1 )rK,X(00): = (0,0,0,1)iK}; 
man überprüft, daßß keiner der drei Punkte 
der Kubik in der als Fernebene w ausgezeichneten Ebene x 0 +x'+x3 •0 
liegt. 

(ii) c hu.t genau einen Fernpunkt U ,;rLt ci.gentlicher Tangente u. 
Der Sehnenzylinder UJ r <u) ein01' kubh;chen Ellipse mit genau einem 
Fc,rnpunJ,t U und der Asymptote t, ist not1,-s:-.ctig ein elliptischer 
Zylincl.er (ind.: (!1 nui besitzt eine Fernerzeugende e "-; die Ebene 
ell,.u ist keine Kubikschmiegebene, da sie 0 rcui nach zwei Erzeugenden 
schnfJ:i.det, und daher ex:i .. stiert. auf eu. nach 4.8 1 Folg.1, Bem.c 
noch. ein Kubikfernpur,kt; dies ist bei einer kubischen Ellipse 
unmöglich: Widerspruch). 
Für eine kubische Ellipse mit 6enau einem FerQpu.t\kt geben wi~ etn 
l3d13:p:ie1., 1n T (62 ~) C ~ FAR) an1 
cctX(u): •(1+u3, 1, u, u2 )1R lu~!R l.l {oo1}. 
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X(0)=(1 O,O,O)R liegt nicht in der als Fernebene w benützten Ebene 
x 0 =0. Ffu:- einen Fernpunkt von c muß 1+u 3 =0 gelten,und ul =-1 
hat in R genau die Lösung -1,also istX(-1F(0 11,-~,1)R der einzige 

· Kubikfernpunkt. 

(iii) c hat genau zwei Fernpunkte u,v mit eigentlichen Tangenten 
u,v. 
Fall (iii) ist unmöglich: t..drcu> ist nämlich ein Zylinder mit 
der Fernerzeugenden UV und der Tangentialebene Uv( * w ) längs 
dieser, also besitz:t 0rcu> noch eine Resterzeugende in w; eben• 
so hat ~ r< v> eine Rest erzeugende in w und der Schnittpunkt der 
beiden Resterzeugenden ist ein dritter Kubikfernpunkt, sodaß 
eine kubische Hyperbel vorliegt. 

(e) Aus Def.4,9c,Anw.b können wir die axialen Spiegelungen 
bestimmen, welche eine Kubik gestattet. Die Achsen einer solchen 
windschiefen projektiven Involution sind notwendig von den 
Tangenten verschiedene Schmieggeraden. Damit von Kubiktangenten 
verschiedene Fernschmieggeraden existieren, muß die Kubik not
wendig einen Fernpunkt U besitzen; ist die Tangente u in U eigent
lich, so schneidet die Schmiegebene ö in U die Fernebene w nach 
einer geeigneten Fernschmieggeraden; ist dagegen u uneigentlich, 
so existiert nur eine von u verschiedene Fernschmieggerade, wenn 
die Fernebene Schmiegebene in U ist. Daraus erkennt man: Nur 
kubische Ellipsen ohne Fernpunkte gestatten keine axiaJ.en 
Spiegelungen. 

SATZ 6.3: Eine Nullpolarität gestattet jede Translation in Durch-
messerrichtung. Jede projektive Polarität in einem 

endlichdimensionalen klassischen affinen Raum, in der die Fcrn
hyperebene nicht selbstkonjugiert ist, gestattet die zentrischen 
Spiegelungen am Mittelpunkt und die Spiegelungen an den nicht 
selbstkonjugierten Durchmesserhyperebenen. 

6.4. Die beiden Hauptsätze der affinen Geometrie 

Zwischenbemerkung: 

Seien Wl ein Rechtsvektorraum über einem (nicht notwendig kommuta
tiven) Körper K, U ein Unterraum von m und a. ein beliebiger 
Vektor aus W. Unter der "Nebenklasse von a. bezüglich 1A. " ver
steht man die Vektormenge [ u + -t 1 't.. ~ Lt J =: a + U . 
Unter der Dimension der Nebenklasse versteht man Dim U. • Zwei 
Vektoren~,~ le111) gehören genau dann zur selben Nebenklasse 
bezüglich U., .wenn 't-11) f lt gilt. 
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Die Menge aller nulldimensionalen Nebenklassen n°1t0 von 1'10(!K) 
ist mit 1iO identisch. 

Für die Menge n
1 W aller eindimensionalen Nebenklassen von #O(IK) 

gilt n 1110 = { t,t + & 1K I t- * ,:r /\ a, \1,- 1 € 111) 1 . 

Wir konstruieren aus dem Rechtsvektorraum ,W}(IK) eine Inzidenz
struktur A(11(J), indem wir setzen: 

1,i-n°1'D=110, ~~ n1fü, I=€; A(W)):=(110, n1
1\.0,e.), 

Bemerkungen: (a) Dim ,j\() =0 =* ,t!O= f o-1 => A(1f0)= f o-,(ll, (ll J; diese Menge 
ist deutbar als einpunktiger affiner Raum. 

(b) Dim10=<1 ~ 11()=a!K mit ot* c- ~ 
A(1lO)=(lllK, {O(IK1, €); diese Menge ist deutbar als affine Gerade, denn 
aus einer projektiven Geraden {12,\-'r2t, E} (wobei 12 eine b,!;liebige 
mindestens dreielementige Menge ist) gewinnt man mit f.2 = f2 "- { U1 
für U '= P die affine Gerade { ,P, { f.1.1, ~ J , und otlK enthält stets die 
beiden Elemente ~.1 und ~.o. Umgekehrt kann jedoch nicht jede 
affine Gerade als A(MO) mit Dim 1\0 =1 erhalten werden, denn I OtK 1 
ist für endliches K stets eine Primzahlpotenz, und nicht jede 
natürliche Zahl ist eine Primzahlpotenz. 

(c) Dim 110 ~ 2: Drei Punkte >t,1Q,} 1 <= A(10) sind 

genau dann kollirear, wenn l J --e, 1J-'G} l.a. ist. 

Bew. ·: ie, 11),} kollinear (=9 es existiert eine eindimensionale 
Nebenklasse ut+ & 1K mit t, VJ , } 1 E ot+ e. 1K ~ J -1(;1')-t I E. ~IK tj 

~l}-"t,1')-"<. \ l.a. . + 
(d) In der Inzidenzstruktur A(.ffO) gilt das Axiom r1 • 

Bew.: 'l,"Q IG -R=1\IJ,*; die Gerade (d.h. eindimensionale Nebenklasse) 
t+(~-ie)K enthält '<. wegen -e.+(1<)-'<-).O='t und 1Q uegen 'e+(-ig-0.1=~· 
Die Verbindungsgerade ist eindeutig bestim~t: . 
'! ,-IQ lf/JI..+ 11- 1K mit -1r 4'c- ==} 3 x,y 1 "'K, sodaß gil~ 
't = c1:.+1rx} Daraus folgt durch Subtraktion 
~ "'l-1:.+1/'y 

~i-'(.=ll'(J:-x); wegen >t,i,~ gilt xty und in [{ ist (y-x).z „ 1 mit 
z=-(y-xr1 lösbar ~ -4 
,i.,-,.(1.)-'i.)(y-x)-1 ~ ()( 0 c'<.-(11)-'<-)(y-x) . Xo • • 
Wir können damit die beiden Geraden (d.h. die beiden eindimensio~ 
nalen Nebenklassen) ve:r~leichen: 1 O'!,+vlK= -t--("'I -,t,)(7-x_lx+((-1<2->e.)(y-x)- JK= 

,. -c+(11) .. 'C.)C(y-x )K-(y„xt1 xJ •tt+(-11) •1(.)K, 
(Vru.'iiert nfünlich '>i in K, so väl:'iiert in bijektivor Weise auch 
(y-x --1 )'X -(y-x)--1. x in IK,) + 
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• ( e) In der Inzidenzstruktur A( 1\0) mit Dim 1\0 > 0 gilt 
die Aussage E, denn:Für .Dim1li)>0 existieren eindimensionale Neben

klassen«+iK mit b•q und jede enthält die beiden verschiedenen 
Punkte ~ und <lt+'-, 

A(-14.1)) ist ein affiner Raum, der für Dim .WJ ~2 desarguessch ist. 

J3ew,: (a) Die Fälle Dim W) a O bzw, 1 wurden in Bem.a bzw, b erledigt. 

(b) Gelte i.f. Dim -wJ ~ 2 (vgl.beim folgenden Beweis die in 5.7 
beim ersten Hauptsatz der projektiven Geometrie benützte Kon
struktion). Die direkte Summe 10: =K (ll 1V) ist ein Rechtsvektorraum 
über K,und zu diesem können wir den projektiven Raum 7r(11> (K)) 

'!)ilden. Nach 5. 7, Bem.a ist 1f (0 e 11-0 )=: 1r w eine Hyperebene und 
damit ist Ti\ lr._.=: f ein affiner Raum. A(W) ist als affiner 
Raum erwiesen, wenn A(110) ~ 1r (IK e 111?) '\ lf(O e W)) gezeigt ist; 

dazu gen:.izt es nach 6.1, Folg.1,Bem. eine Affinität l :A(110)-i=11"\"t' 
anzugeben, denn A('IIO) erfüllt I 1 und E. 
Wir definieren e durch -e [ e A( 11() )] ._.!- ( 1 ,>e.)IK. 

(1 ,e.)K ist als eindimensionaler Unterraum von Ka 11{) = 'VJ ein Punkt 

von lr(Ke 1IO) und (1,t)K liegt nicht in lr.., , denn ein Punkt von lrw 
hat die Form (O,~)~. 
Die Abbildl!:ng E. ist sicher global. 
(I) Um€, als Bijektion zu erweisen, genügt es zu zeigen, daß eine 
globale Urikehrabbildung s-1 existiert. Ist (x,~n)IK ein Punkt von 
7r \ 7f w , so folgt x•O und man kann eindeutig umnormen: (x,w)K=( 1,mx')IK 
und (1, -wi X-~ )K,___ -li<lx""'EA('.W) ist die globale Umkehrabbildung 

von t • 

(II) c erhält kollineare Lage: ,e,"") ,] 1 E A(W) kollinear und 
o.B.d.A. pw. verschieden S~d. \. 1\1) -'{,j - ,<, 1 l.a. A } - 'l '!'u =>'19--t=(} -'t}X 

~-0;,,=-- 1g +f\ + 'C( 1-Ä). 
Die E. -Bilder 'C.e.=(1,-e.)K, 1/)E. =(1,'IIJ)(K, }E. =(1,;i )K sind nach 5.1 genau 
d\nn kollinear, wenn t(1,-t), (1,11)), (1,~)J l.a. in 10 ist; 
dies ist erfüllt, wie folgende nicht triviale Linearkombination 
des Nullvektors -Q'1/) von 1() zeigt: 
(1,t)(1-?,)-(1,1<J)+(1,~)t.= -u-, 

(III) Statt zu zeigen, daß g nicht kollineare Lage erhält, zeigen 

wir die gleichwertige Aussage: Kollineare Bildpunkte stammen von 
kollinearen Urpunl<ten. Die kollinearen Bildpunkte seien (1,-e.)IK, 
(1,~)K, (1,~)K (wir setzen o.B.d,A. die normierten Darstellungen und 
(1,"t-)~,~1,~)K,(1,ä)Klpw.verschieden voraus); die Urpunkte ~,1,) 
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sind nach Bern. d genau dann kollinear 1 ,·;enn { ~ -19,t.- ~ J l .a. ist. 

(1,'e.)IK, (1,',g);;c, (1,})[C kollinear -\. (1,·G), (1,!Q), (1,))~ l.a.~ 

3?.,fll~IK mit (1,) )=(1,t.)i'\ +(1,1Q),u =(r,+,.u.,'<r-+1914) ~ 

1„ '>l+f<- 113= -e.11+1:jfl =9 J="'--A +-i.;f(1 - A)=IIQ+('t. -11})A ~ 

J-~=('t---11])7' ~ {3-11, At--JQ3 La. 
(c) Dirn 110 ~ 2: Nach .(b) gilt A(110) ~ lf (K@ AM))\ li" (0 e 111)), wo-

bei lr(K e ,n()) nach 5.1 als projektiver Raum über einem Rechts
vektorraum desarguesach ist, da wegen Dim 1\0 l>2 dann Dim(KGl tl());i,3 

und daher dim l"(IK@ttn )~2 gilt. Somit ist auch A(M) desarguessch • 

• DEF.6.4a:Ist 110(1K) ein Rechtsvektorraum, so heißt die Inzidenz·-
struktur A(M )=( 110, n 1 11-1) , i;) 

der affine Raum über 1\0. Ist speziell 1r1{)=1.2~ so heißt J...(7.2") der 

n-dimensionale arithmetische affine Raum über K. 

Bemerkungen: (a) A(M) ist kein projektiv ein~ebetteter affiner 
Raum, jedoch gilt A(11{)) ~ lf(IK EB 1-lO) \ 1f (0 a, 11f)J. 
Die nicht surjektive Abbildung €: A(H/J) - lr (117 (IK)) 1-:eißt die 
"kanonische projektive Einbettung den affinen Raumes .A('lw?) ". 
Aus dem Beweis erkennt man flir Dim 110 < 00 : 

dim A(11D)=dim1(K@1l())=Dim(IKElH10)-1=Dim 1K +Dim10-1 = 1+Dim 11/)-1= Dim1J,?. 

(b)A(tl/)) ist normal für Dirn 11()=2 oder Dim „-0>2 1\ IK 1>2. 

. (c) Sei (l(.+U eine l'lebenklasse in 'l,O nit :Din U ~ 1. 
Sind >e,1Q zwei verschiedene Elemente von IJ(.+ 1Jt, so is:; ihre Ver
bindungsgerade 'e. +('I) -'<-)IK eine ganz in 1.11

0
+ VL enthaltene eindimensi

onale Nebenklasse, aenn es gilt 
'(.,1Qlf.C11.o+R- '(.•uto+1,1,,,-":)•oto+4„ mit '11-1,v,,!EU. 
Für alle f E 't +(11)-'C.)IK gilt 
f='i:,+(1Q--e,)h=ot

0
+.#1+(11,,_-'11-1)h f.U(o~(f.._ (hc/K). 

Es ist also sinnvoll, von der I1enge Hller eindimensionalen Neben
klassen der Nebenklasse (}(.+7X zu sprechen und wir schrei::ien dafür 

U 
1 ( Ul

0 
+t/l) : = { t!t + (,. [{ 1 ot, /,. 1 E 1-',D I\ .(, * ,r A ot + <, fK C (}( 0 + U j . 

(d) Gind 11/) ein Rechtsvektorrau:n und .w,i1 ein Unter

vektorraum, so ist die mi. t -(.1{_ d//) geb.Ud,c;te Inzidenzstruktur 
0 ~ 

A(«
0

+1f01 ):=(«
0

+11/J.1, n'(a
0

+4k)1 ), e). 

ein zu A(4W1 ) isomorpher affiner Raum. 

Bew.: ·na A(-nD.i) die Axiome I~ und E erfüllt, g(enügt es r.:.acr_ 6.1, 
J?olc;.1,Bem. zu zeigen, daß die Abbild.11nr; ex, :A 1IO)- ut,, +'Y~?. er
klärt durch ,e, ,.._ O!o+~ eine Affinität ist. Sicher ist <>1... eine 
Bijektion. und die Gliltiglcait von (II) und (III) aus De!.6.1b er
sieht man unmittelbar aus der folgenden Äquivalenz: 
{1--e,-11)-'<..Jl.a. ~ {(Q\.-t-})-(cx..+'(..), (C11..,+~)-('-'l..-t'(.)} La • 

• 
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Folgerune;en: 

1) Sei 111)~ ein Untervektorraum des Rechtsvektorraumes 111). Wir 

bilden A(110) und zu G(oE11/J den affinen Raum (vgl.Bem.c) A(.x.+ 11171 ). 

Es gilt ll!.+ 111),c -UO, d .h. A(U( 0 +'1i/11 ) ist ein in A(11/)) enthaltener 

affiner Raum. 
In Def .6.1d wurde ein affiner Unterraum definiert. Es besteht 
folgender Zusammenhang: 

Ist A(111?) ein normaler affiner Raum, so ist A1c A(1IO) genau dann 

ein affiner Unterraum im Sinne der 'Definition 6.1d, wenn die Punkt

mene;e von A1 eine Nebenklasse in 110 ist. Zwei affine Unte:::-räume 

A1 =a.+'\f\ und A2 =ot.+1102 von A(-M) sind genau dann parallel, wenn 

11/)~~Wl1 oder 1ll)1 ci\1\ gilt. 

Bew.: (a) Sei A1 c A ein affiner Unterraum von A im Sinne von 

Def .6.1 d. Für lr ( 11) )= lf (IK e 1,11)) und 11..,= lf (0 e 10) gilt _A(f/J) ~ 1T = if \ 7T ..,. 

Das Bild A1c von A1 ist ein affiner Unterraum von iT , der durch 

einen projektiven Unterraum lf1 von V bestimmt wird; nach 5.1,Folg.5 

existiert daher ein Untervektorraum 1/)1 von 117 , sodaß li1 = 1(11?1 ) ist. 
Da ll'1 auf einen affinen Unterraum A1 führt, gilt lr1 4 7r.., und daher 

ist lf(101 )nlfi.., nach 3.4-,Folg.5,Bem. eine Hyperebene von lf(-101)°. 
Somit ist A1c = lT(101 )\lf(1fJ 1 )n lfui=: IT(W..,) ein projektiv einge

betteter affiner Raum und mit A
0 

t lT(1{)1 )\ li(1il 1 )fl lf.., gilt 

1f C1D-1) "A
0 

V ( lf (1171 ) n lC„J. 
Der Untervektorraum 11). von tJ=!Ke, 111) hat die Ge'stal t 101 =K e 1101 , \·10 bei 111\ 

ein Untervektorraum von 10 ist (dies ergibt sich sofort durch Aus

nützen des Unterraumkriteriums). Da außerdem lfw= 1T(Oe1V)) gilt, 

folgt lf(101 )1il..,= 1f(O<B111\). Wegen A
0

f lr.., gilt A
0

=(a,M )!K mit 

a*O und daher kann normiert werden zu A
0

=(1,~o)K. 

lf(10-1)=A
0

V[T(1D1 )Alf'w}= Uf.2,.x = U [(1,Vi 0 )K+(O,'(..)K}. 
· X•Jl1/;,)nl!w •«M,\{o\ 

Da der Fernpunkt jeder Punktreihe fAxder Punkt (o,~)K ist, gilt 

nach Normierung 1t.~ = 1,l ..... ,\.f.l.._,,At<..,=C~ ,Jto)+(O,'l)IK:=(1 ,Cl(o+ ,c,K) und daher 

A1 „ ir (101) C 1 =(.._.k!,1~r 'O(.HK)} C 4 =(1, U(,+ 11?1) E.-1= UI.+ 101. 
Die Punktmenge von A1 ist daher die Neh1cnklasse ut 0 +1V?, von 110. 
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(b) Sei A1 = it.+.'~,1)1 eine Nebenklasse von 1V,l • Wir definieren einen 

in der Fernhyperebene lr.., von 1r ( 10 ) liegenden projektiven Unter
raum 7f, ... durch lf, ... : = f ( 0,,e)K l 't'...:: 1l01\ {1>\ 1 c 1f.., 
und bilden 1f1:=A0 V¾., mit A0 =(1,ut.)1Kilf,... Damit gilt -U:u.= tt1 nlf.., und 
1f'1 = U [(1,uto)IK+(O,,e)K], Wie in (a) folgt 

• 't • Hil1-,\lvJ . 
1r;= T, \ T 1 nlf..,= U r(1,oto)+(O,-e)K]=(1,0( 0 +1l01)"'A

1
e., 

-"•11J>,,\tv} o 

d.h. A1 ist i:-1-Bild eines Unterraumes lT1 des projektiv einge-
betteten affinen Raumes t .. Damit ist A1 als affiner Unterraum 
im Sinne von Def .6.1d erwiesen. 

( c) Sind A1 = IAo/ 11/l1 und A2= t._ +!)1. zwei affine Unterräume von A(1!{)), 

so ist A1 t: ~ lr1 =T.;\lfN,A2 c: = lf1 = if,.\ ir,.,._ mit ?f. .. = { (O,'t.)Kl-ed/).\fvH. 

Wegen lf,._ c lfz ... ~ 1!01 c1f01. gilt insgesamt ' 

A1 II A2 ~ 110 1 C 11/),_ V 102, C 411?... • • 

Bemerkungen: (a) Zwei Geraden O(,+ 1t'1 1K und t.+ 11',.!K sind genau dann 
parallel, wenn 11;1K„11'11K, d.h. {1r„11'z} l.a. ist. 

(b) Gelte Dim 11()< .,;, : Jeder affine Unterraum A1 von 
A(1l0) hat die Gestalt A,, =Ol.+1f/J„ wobei 1101 e.in Unterraum von 1IO ist; 
H/J, kann durch eine endliche Basis aufgespannt werden: 

111l1=H(~, , ••• -n.,). I-Ian hat damit: 
't 6 A~<e.<.ut0+H(11,-,,,,,-n.,)e=i,3 :;>., , ••• ">.Ll€K mit 'e=(l(.+11,A,+, •• +-n.,?i,; 
variiert (i'," 1 ••• :\,) in IK\ so erfaßt man alle Punkte des affinen 
Unterraumes A 1 von A(MO) ("Parameterdarstellung" von A1 ). 

(c) Ist A(111)) nicht normal 1 so kann a.+1"?1 (1101 ein 
Untervektorraum von "II) und tllo dl/))als affiner Unterraum von A(11()) 
definiert werden; für nicht normale ai'fine Räume, die nicht 
affine Raume über einem Vektorraum sind, ist dieser Weg ungangbar. 

2) Ist A ein affiner Desarguesraum, so existiert ein Rechtsvektor
raum 1!0(1K) so, daß A .tA(-11/?(K)) gilt ("Erster Hauptsatz der 

affinen Geometrie"). 

Beu.: Nach Definition von A existiert ein Isomorphismus oc von A 

auf einen pröjektiv eingebetteten affinen Raum j "'lf\ lf..,, wobei' tt 
ein Desarguesraum ist. Nach dem ersten Hauptsatz der projektiven 

Geometrie existiert ein Rechtsvektorri:tum 10 (K) mit 1r ~ 1f ( ,f/J (IK)); 
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dabei. gilt 1/) =K e 111] (IE:) nach 5.7 mit 1K EiKalg und -M .sT(J.,) und 

11" .. = ,r ( 0 s "U1')). !fach 6.1 , Folg. 3 existiert ein Isomorphismus /3 : 
ir--li(IK e1V)), ,r (0 e ,m ). 
Zum Rechtsvektorraum 1,() gehört ein affiner Raum A(110), der sich 

durch die Affinität e. :A(W) - ir (lK e 111)) mit 1(.( = ,w)) -c1,1t.)K 

kanonisch in lf(IK e ,w,>) einbetten läßt. Die Zusammensetzung 

°" ß e-" :A-A(1!0) ist der gewünschte Isomorphismus. 

• Bemerkungen: (a) Bis auf Isomorphismen sind die Räume A(1!0(K)) 
alle affinen Desarguesräume. Die einzigen affinen Räume, die sich 
nicht durch Vektorräume erfassen lassen, sind für dim A a. 2 die 
nichtdesarguesschen affinen Ebenen. 

(b) Zu vorgegebener endlicher Dimension n ~ 2 und vorge- i 
sebenem Al6ebraisierungskörper 1K ist der arithmetische affine Raum 
A(,lJn) ein affiner Desarguesraum und nach Folg.4, Bem.c (s.u.) 
sogar bis au.f Isomorphismen der einzige. 

3)Seien g:th?-ffl'eine halblineare Bijektion zum Körperisomorphismus 

g:K - K' und 1,'E1i0
1 ein fest gewählter Vektor. Die durch 

't. [ e A( 111) ) ) ,_ '!-<X:= 'tg+ 1, 1 [ E. A( 1i/J' ) ] 

definierte •Abbildung o<.:A(,ff/) )-A(W') ist eine Affinität. 

Bew.: Die Bijektivität von Ol ergibt sich sofort aus der Bi

jektivität von g .• Daß ""kollineare und nicht kollineare Lage er

hält, ergibt sich aus : • 
{-t,1Q,}} kollinear ~- { J - -c., 11J- -e}l.a.~ {Ci--e)g,(19-1(.)g} La. 

<9 l~g-'tg=}«-'"W',~g--<t.g=~c>(-"(.O<'.ll.a.~ {-eo<,1'J&>< ,a"'1, kollinear • 

• 
4) Ist cx.:A(fiO(rK))-A(1IO'(K')) eine Affinität, wobei A endlich-

dimensional und normal ist, dann existiert eine halblineare Bi- _ 1 

jektion g: 110-1!/J' zum Körperisomorphismus g:IK- IK' und ein fester 1 

Vektor -/EW)'so, daß >eo<=.<e.g+1,' \/'(,E.A(1fl)) gilt. 

Bew.: A(#?(K)) und A(-M'(IK' )) lassen sich kanonisch einbetten: 
0 

f:A(-flO(IK))-li-1r(iK@1IO)\ 11"(0 6111/)) mit 't.....,.(1,,e)K bzw. 

e-1:A(-M 1(1K'))-TI'
1
•lr(IK' $ W' )\ lr(O •. <:B tll)') mit '<.' 1---- (1K,,'t' )IK. 

Mit Aist auch TI ein normaler affiner Raum und die Zusamme~stzung 

C 4 "'e':ir-i• ist eine Affinität; nach 6.1, Folg,4 existiert da
her genau eine Kollineation .e: l(1Ked1{)) - lr(IK 'G:l -11()• ) mit 
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oe.Jfi·=E-1 o<.c'. Nach dem zweiten Hauptsatz der pro-

jekt,iven Geometrie existiert eine lrn.lblinen.re Bijektion f: 111 ~Kll> ,,)_,. 

- ,j()' =K'"' i\0 1 zu einem Körperisomorphismus i :K - iK', sodaß gilt 

ol'. =it'r~""-{•j.,mit j a'EJ(',{)' )o 

Wir wenden .e. speziell auf den Punkt; (1, o )K an: 

[ ( 1 , -t> )IK J ;,e"' [ ( 1 , ;_r) f J 1K ' '" [ ( 1 ,o-) f O ja, J K 1 =:- ( 1 , a-) f. a ' = : (b ' , fr' ) mit 

ß.'dlO' und b' e K', wobei b'*O><,gilt, denn ;,eführt als Fortsetzung 

einer Affinität den eigentlichen Punkt (1,v)IK in einen eigentlichen 

Punkt über. 

Zu a' 1o [{ 1 "- { OK~ existiert ein inverses Element a ,-4 und daher ist 

(1,-v)f=(b 1a•-1, f,,'a'-1 ). Da a' "beliebig aus K' '\.. l oJ wähloar 

ist, können wir so normieren, daß b'a 1 -
1 =11KF:1' gilt, und bezeichnen 

p.en mit dies'em a' erhaltenen Vektor -ß.'a•-1 mit 1-'(d',()').Zu diese;n 

a I gehört eine Bijel<::tion f 0ja, mit ('1,if)f0ja1=(1 1
, -i,' ); wir schreiben 

i.fo für diese spezielle Bijelction f 0ja, wieder f. 

Der Fernpunkt (O,-'e.)!K wird durch ;ie. auf einen Fernpunkt [(0,-e.)f] !('= 

=(0",,'t.')IK' aogebildet. Wir definieren eine Abbildung g: 1r'IJ-11Q'durch: 

(O,{.)f=:(OK1 ,'(.,g) \>',e._€.11()'-{v! 11 qg:=-.<.r..,,. 

g ist eine halblineare Bijektion ZUl:J I<:,ö,J;'Perisomorphisq~s s=f: 
eo"'' c..,_ + 11J)gJ ";!· co,n11 )f = c c o,"{ )+( o,1Q) Jf 1 ~'"'( o, ..,_)f+( o,v).r -,;, 
(O .. ,<tg)+(O ,1?g) "'(O„>egtt,g) ~ (t'+:9)g = 'l[;H,g. . 
[O"'' (--ex)g] ':; (0,'tx)f = [ (0,-e)x)f'';t' (O, "l)f(xf) hJ (O~,,'Gg)(xf)=(O,,,-eg(xf)) 
~ (-e,x)g = "{g(xf). 

g ist bijektiv: Da zwischen A(1i0) und A(fü') eir;e Affinität oc 
existiert, ist dim A( 1l{) )=dim A(M') ==> Dim 1lO=Dim 11;7' ; in diesem Fall 
ist leer ~= f{J'\ das Kriterium für die Bijektivitä'.:;. Pür ,(_Eker G => 
'tß=- ,o-"".~- (0,"<'-)f=(O,<>j; da f bijektiv ist, bedeutet dies (C, -e)= 
=-<r11l =(O,v) =} 'C "'o-. 

Die zum Paar (g, 1,-') gemäß lfolg.3 gehörende Affinität stir:i::rt 

mit !X überein: 

[(1,e.)IK],e = [(1,-e.)f]IK } => 
( 1 1 ,e_) f = [ ( 1 '{J' )+ ( 1 'd] f =( 1 ,o-) f + ( 0, '(,) f = ( 1 ' ' 1, 

1 
) + ( 0 1 ,-tg) = ( 1 1 

''y '+-e g) 

[(1,e,)KJ ;ie = (1 ', 1,
1 +,eg)IK'. 

lfach Konstruktion ist ;il:__= E.-1xf•, elso folgt 

[ ( 1 , 'e )K] E - ~,,«;' = ( 1 ' 1 1,' + 't' g )IK ' .. } 

[ ( 1, 't)K C 1
)"' E.' = "i: 0(. c' = ( 1 ' , •w:)IK' 

~ "Co<='\.' +,eg = -e.g+ 1-' • 

• Ben1erku.ngen: ( a)Folc;. 3 und 4 bilden zusammen den zweiten Haupt-
satz der affinen Geometrie: Zu jeder Affinität weier n:'firnn' 
Räume über Vektorräumen endlicher DLn,msion gehört ei:1 Paa.1° (".;g), 
wobei 1,

1 ein fester Vektor und g eine halblineare Bijektion der 
Vektorräume ist, und umgekehrt legt ein solches Paar eirc.e Affinität 
fest. 



- 233 -

Wir erwähnen ohne Beweis, daß der zweite Hauptsatz der affinen 
Geometrie auch für unendlichdimensionale Vektorräume gilt. 

(b) Wir können nun eine Affinität "':A(W))-A(-110') 
koordinatenmä.ßig erfassen. Zu oc: existiert eine halblineare Bi
jektion g: 1V>-11D'( ~ Dim'IV)=Dim 1t0'), und bei festen Basen l•., ••• 11-.} 
bzw. \11-:, ••• 11,~} von 1l(}bzw.1il)'uird g durch 1hg=11,!a '"' eindeutig fest
gelegt; dabei. ist (a\~) eine Matrix vom rechten Ze.ilenrang n. 
't=iljX 1 t '(1)(=11,~ x'l1 i,' a --~ C 1 1- A '(cl =· 'C.g+ 1-

1 ~ 

xd• a1(xkg)+c'1. 

(c) Bei endlicher Dimension gilt: A(1!0(1K)) ;;;A(17(K')) 

~DimW=Dim10'11 .K=K'. 

Bew.: (a) A(W(K)) ~ A(M'(K?) ~ dim A(1iO)=dim A~,ff/)'~ /\ dim A(M)= 
=Dim fil" dim A( M')=Dim 11()' ~ Dim 1flJ=Dim 111)'. Wegen A 111) ä A( 11{)') 
existiert eine Affinität i:A(M) - A(,m'); ist A 11() . normal, so 
existiert eine hal blineare Bijektion g: M -111)' zum Körperisomor
phismus g :IK - K', d.h. 1K ~K'; ist dae;ersen A( WJ) nicht normal, so 
ist Na:2= 1 K 1 = 1 K 1 1, und der einzige Körper mit genau zwei Elemente:1. 
ist bis auf Isomorphie der Restklassenkörper modulo 2 (l1inioal-
körper). . LA . . • 

(b) Dim 1'I) =Dim 110'" 1K a lC' ~ 11() ll! 11()' ~ es existiert ein Vektor
raumisci>morphismus g und nach Folg. 3 ist -e ,_ -eg eine Affinität 
A(1VJ) --A(110') => A('\IO) ~ A('IVJ'). • 

(d) Durch c :A(M)-t können wir einen normalen 
0 

affinen Raum A(110) stets kanonisch projektiv einbetten;uri.d in~ 
wurden Streckungen und Translationen erklärt (vgl.Def.6.2a). Sie 
sind unter den Autoaffinitäten dadurch gekennzeichnet, daß jede 
Gerade zu ihrer Bildgeraden parallel ist (vgl.6.2, Folg.1). 
Die durch (g,1,-) beschriebene Autoaffinität oc von A(10) ·rührt die 
Gerade v.+,v,1Kmit1r,i,<r in die Gerade 1.-+«g+(1rg)Küber. Bild
und Urgerade sind nach Folg.1,Bem.a genau dann parallel ,1·rnnn 
il'g= 1/'a.,(a.,& K\\O\) ist; bei einer Translation oder Streckung muß 
dies für alle 11' l 11()\. fo-} c;elten =? 
=?a,t=:a*O \l,re11{) (vgl.Bew. zu 5.2, Folg.6) ist unabhängig von 1t' =} 

~ 1rg = 1ra \11tt111), also gilt g=j<\ E-Ü'(-W). Ist umgekehrt g eine 
Dilatation, so beschreibt das Paar ~1,~g) eine Streckung oder 
Translation. Für eine Streckung oder rranslation oc. gilt somit 

'(..Cl( ='f.a+1,-, 

Ist 1 ein Fixpunkt von °', so ~il t '( = i"' = 1a+ 1, =H-( 1-a)= 1. 
Für (1-a),t,O folgt -{= 1-(1-a).- als einziger Fixpunkt von tX. und c,G 

ist daher eine Streckung (*L). 
Gilt dagegen (1-a)=O, so müssen wir unterscheiden: 
1 = 11 ~ ,e"' ='.(., d.h. ex. ist die Identität; 
1,- '* "" ~ ,.:. ( * L) besitzt keinen Fixpunkt, also ist (JI(, eine Trans

lation. 

Für eine Translation "' ( ,i; L) gilt '{. o<.= '! + 1, 

Für eine Streckung oc (,i, t) mit Zentrum f gilt 
(1-+<T). 

'f-o<.= -ea+f(1-a) ( a+1). 
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( e) Die Hence aller Translationen T ( lTw)= Hf) ist eine 
abelsche Untergruppe von Ar Le~./)(iK)) und zwar ein Normal teil er, 
'Nie man aus der Darstellung einer Translation nach Bem.c sofort 
erkennt. Jede halblineare Bijektion g E rL(M) ist nach Folg. 3 
eine Affinität c<. mit dem Fixpunkt -o- 9 also gilt rL(W)) c ArL(if{)). 
Das Paar (g,1-), welches eine Affinität 0c oeschrcibt, ist also 
ein :Element von rLUIO) x 11-{), und jede Affinität ,x: '{ ,.._.., ;e., g + 1, 

entsteht du:rch Zusammensetzung der halblinearen Bijektion ·'-t .......,.}(.g 
und der Translation ,e_ ,__ "€. + -i. ; diese Zerlegung ist sogar eindeutig: 
-ect=-'<-g+-i.='tg' +1,,' \",edli)=;>-eg-'t.g'=1-'-1-,, also gilt für ~=o- insbeson
dere: -i.'-i=,u-; aus 't'.g-'l.g'=-o- V,e,d./1.)folgt aber g=g'. 

I1an schreibt für diese Aussage auch: 
ArL(i\{J(IK))= rL(W)).T(1ii'J):= lg·'t'lg~ f'L('\40)AT€T(1'\())J , 
d.h. rL(il{)) und T(1m) sind 'als Teilmengen der Gruppe ArL(1\l)(K)) 
aufzufassen,und diese ist das Komplexprodu.kt; dieser beiden I"Iengen. 

5) Die Koordinatisierung endlichdimensionaler affiner Desargues

:d.imue beruht auf foigender Isomorphismenkette: 

All.,_ (K) '~' A( 110 (IK)) "'~ 'A(al"). 

m.:J?.6.L~b: Ist A ein n-dimensionaler affiner Desarguesraum zum 

Algebraisierungskörper Kund A(~") der n-dimensionale 

arithmetische affine Raum über IK, so heißt jede Affinität 

µ:A-A('al."), also X,-.....(x\ ••• xn), eine Koordinatisierung von A. 

Der Punkt 0:=(0,0, ••• 0);;.-1 heißt Ursprung der Koordinatisierung 

lind die Punkte Ej:=(d;, ••• J;)ft-1 
(j=1, ••• n) heißen Einheitspunkte 

der Koordinatisierung. 

l3emerkungen: (a) Die durch eine gegebene Koordinatisierung ;.. mitbe
stimmte Punktmenge {o,E1 , ••• E0 } heißt "affines Koordinatensystem". 
Diese Punkte bilden einen n-Simplex •. Man erkennt dies..t wenn man 
A(;Q") durch c in lf(:K © ar ) kanonisch einbettet; die 1>unkte 
(1,0 ••• 0)iK und (1, t;, ... JJ)K bilden nämlich einen (n+1)-Simp1ex 
in lf([Ke, i/2,"), denn die Vektoren {(1,0 ••• 0), (1,t; ••• JJ) für 
j=1 ••• n\ sind linear unabhäI?,Gig und spannen daher einen n-dimensi
ona1en ÜnteJ:'raum von lf([( © al") auf, was zusammen mit dim lf (IK tB 'aZ")=n 
ergibt, daß die n+1 Punkte einen Basissimplex bilden. 

(b) Fi.ir µ:X,_.._ (x\ .•• xn) heißen die Zahlen xj" K. 
die "affinen Koordinaten des Punktes X bezüglich j,. ". , 

(c) Speziell für A=A('¾D) ist eine Auszeichnung einer 
Koordinatisierung gleichbedeutend mit der Einführung einer Basis 
in 11D. · 
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(d) Ist A ein normaler affiner Desarguesraum, so 
sind bei gegebene!ll affinen Koordinatensystem die affinen Koordinaten 
bis auf einen Körperautomorphismus g:K- K eindeutig bestimmt. 

3ew.: Sind ß,und fi1zwei Koordinatisierungen zum gleichen affinen 
Koordinatensystem, dann ist µ.,-, ß, :A( ;un ) ·- A(72,") eine Affinität, 

welche die Punkte -0':=(0,. •• 0) und 11i:=(cfJ, ••• d';) für j=1 ••• n 
einzeln festli:ißt. Hach dem 2.Hauptsatz d.er affinen Geometrie läßt 
sichµ,-~µ,. durch ein Paar (g,1,,) mit 1,<aA(ar)A gErL('il;n zu g be
scr..reiben: --eß.-'j;.,. = "t.g+ 1-; wee;en -o- = -o-g+ 1- ~ 1-= 11 und weiters 
ist 11,;= -ti,~ c;; nach 5.2, Folg.1,Zwischenbemerkung existiert zu ge
gebenem belieoic;en Körperautomorphismus g genau eine halblineare 
Bi~ ektion g: azn - a<", . die eine Basis f 11~1 f~stläßt. 
'f.JJ.,-'/;-, = 'Cg und 'f.= 11,1x 1 ~ ,e g= 11-1g(x 1 g)= -n.ix}g), 
d.h. es eilt aefi,-1 =(x-1, ••• x") und 'f..,,Ü.1 =(x1 g, ... xng). 
Ist umgek8hrt die letzte Koppelung der affinen Koordinaten mit 
beliebigem Körperautomorphismus g gegeben, so liegen zwei 
Koorcli~atisierurujcn zum gleichen affinen Koordinatensystem vor 1 denn xf=::ic beschreibt nach dem 2.Hauptsatz eine Affinität, die 
ürsprung und Ein.hei tspuru:te festläßt. • 

(e) Die Koordinatendarstellung einer Affinität ent
nimmt man folgendem Abbildungsdiagramm: 

Ave ..'S.. A1e 
P. I 1 ;,.' 

A(al") ::- A(12'" ). 
)J. "'•/'-' 

Die Affinität µ'«P-' heißt die "Koordinatisierung von rx bei µ,µ}" und 
~°1lµ' lautet nach dem 2.Hauptsatz der affinen Geometrie 

x'k =a'.j'-(xig);c'k (k=1 ••• n) 

Dabei hat (a•r) den rechten Zeilenrang n. 
Speziell für a 'ak = Si und c' k =0 'v'k erhält man Bem. d. 

(f) Für die dualen Darstellungen der Kollineationen 
und die Korrelationen wurde das Dualitätsprinzip benützt, welches 
im affinen Raum nicht gilt. Diese Abbildungen sind daher zweckmäßig 
im projektiven Raum zu untersuchen, wozu man also zuerst projektiv 
einbetten muß. 

SATZ 6.4: Zu jedem Rechtsvektorraum 111? mit 2 i. dim11/) über einem 
(nicht notwendig kommutativen) Körper 1K gehört ein 

affiner Desarguesraum A(1UJ (IK)), dessen Punkte bzw. Geraden die 
null-bzw. eindimensionalen Nebenklassen von 11() sind; ist A(110) 
norl::lal, so ist die Menge der Nebenklassen bijektiv zur Menge der 
affinen Unterräume von A. Jeder affine Desarguesraum ist isomorph 
~u einem affinen Raum über einem Rechtsvektorraum. Jede Affinität 
A(HO(tK)) - A('N)'(K')) mit A normal ist eindeutig bestimmt durch 
eine halblineare Bijektion e;: 1!{) -110' und einen festen Vektor 1-'e11()1

, 

Jede Affinität der Affinitätsgruppe ArL(ilD(IK)) gestattet eine 
eimleutif!:e Zusammensetzung aus einer halblinearen Bijektion 
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von 1IO und einer Translation; die Translationen von A( f;{) (K)) bilden 
einen abelschen Normalteiler von ArL('11()(i;:c)). Zwei endlichd.imensio
nale affine Desarguesräume sind genau dann isomorph, wenn sie 
gleiche Dimension und isomorphe Algebraisierungskörper besitzen. 

~ Endlichdimensionale affine normale Paupusräume 

Der affine Raum A(11()(1K)) ist ~enau dann pappussch, wenn K kommutativ 
ist. Die affine Gruppe AGL(11()J ist eine Untergruppe von ArL(r,I)). 

Eine Affinität o1_,; ArL(110), die durch das Paar (g,1,) mit g,rL(t!O) 
beschrieben wird, ist genau dann projektiv, wenn g linear ist 
·(d.h. g" ~ I< ) • 

Bew.: (vgl.5.4) Wir gehen analog zu 6.4, Folg.4 vor. Da i normal 
ist, existiert zur Affinität €-1"'€ :lf\1fw-1r\T.., genau eine Kollinea
tion ~: lr - lr mit .elir = C'"' € und ~ ist genau dann projektiv-, 
wenn a(!. durch eine lineare Bijektion f mit ac=.Cf besch:::'ieben vTird; 

für die nach 6.4, Folg.4 aus f gewonnene Bijektion g gilt aber 
g=f. • 

Anwendungen: (a) Gestattet der Körper K nur den trivialen Auto
morphismus ( => 1K kommutativ; z.B. IK=Q oder K=R), so ist jede 
Affinität projektiv. 

(b) Analog zu 6.4, Folg.4,Bem.e läßt sich bei 
kommutativem Körper jede projektive Affinität eindeutig als Pro
dukt einer linearen Bijektion und einer Translation schreiben:. 
AGL(W>)=GL(110).T(lr!O). 

DEF.6.5a: Sind A=-0\,, B=~ und X~-e_ drei kollineare Punkte von A('AO) 
mit ki,B und gilt ,e.~ t-+(ot-ß.)x, dann heißt xcfK dcts Teil

verhältnis TV(X,A,B). 

Bemerkungen: (a) l.Jir schreiben dafür auch in Vektorschreibweise: 
. TV(&+(Gt-·(,,):x:,l\,ß)=x. 

Speziell gilt TV({ll,«,fy)~1 und TV(~,~,~)=0. 

. 
(b) x heißt "affine Reihenkoordinate" in 12Aa, wdl die 

Zuordnung X[1, 12~11 ] ,___ x=TV(X,A,B) [, K] bijektiv ist. 
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(c) A(WJ) kann. vermöge der kanonischen Einbettung e 
als :projektiv eingebetteter '¼_ffiner Raum aufgefaßt werden.Sei daher 
A(11DJ=l(K~111))\ l(Oe110)=:1f, dann gilt A=(1f1L)K, B=(1,t,.)K, 
X=(1 1'(.)K. Die affine Gerade -'f2A8 ist die eindimensionale Ueben
klasse -4-+(u-6-)K und die zugehörige projektive Punktreihe 
f.lAa ={(1,V!)K+(1,t,.)Klbesitzt genau einen Fernpunkt U:= 12,..r." tL ; 
nach 6.4, Folg.1 gehört zum affinen Unterraum 1. +'U. K a.er Fern
raum l(O,-e)KeTj-e..eU,{~3\ und damit ist U=(O,ot-{,-)IK. Unter 
Benützung des Fernpunktes fi gilt 

DV(U,B,A,X)=TV(X,A,B). 

Bew.: DV(U\ B~A,X) = DV( (O\Vl-lr )IKi (1, f, )K, ( 1, <Jt)K, ( 1,ß.+(a -!r )x)IK) • 
Wegen ( 1 ,otJ=, Oµ-e. )+ ( 1 t(r J und , O,tt -t- )x+( 1, &, )=( 1,& + (Cl.-~ )x) folgt 
nach 5.8 DV(U,B,A,X; .. TV(X,A,B).:. • 

Sind insbesondere A,B,X pw. verschieden ( ~ U,A.~BiXI pw. verschieden), 
so können wir die· Vertauschungsregeln aus 5.4, 1rn g.3,Bem.h an
wenden: 

DV(U,B,A,X)=DV(X,A,B,U)=TV(X,A,B) ~ 

Ein Doppelverhältnis von vier paarweise verschiedenen Punkten, bei· 

dem an letzter Stelle ein Fernpunkt steht, stimmt mit dem Teil
verhältnis der ·ersten drei überein. 

Insbesondere ist C der llittelpunkt der Strecke (A,B) genau dann, 

wenn. TV(A,B,C)=-1. 

(d) Für eine Streckung "' in A(11(J) mit dem Fixpunkt { · 
gilt nach 6.4, Folg.4,Bem.d · 
-e.«=:-e..'='C.a+{(1-a) mitaetK'\.{03. . 
Unter dem "charakteristischen Teilverhältnis" der. Streckung IX 
versteht man TV(X,XC( 1 F)=TV('t,'t',{ )=: t ; wegen 't.= -{+(-t'-{)a--f ist d=a-~. 

In t., gilt speziell für eine zentrische Spiegelung 1 H(X,X,,qF, U) -~ DV(X,Xix,JJ', U)=-1 = TV(X 1 Xot,F)= d' =-1 ~ a- =-1. 
Eine zentrische Spiegelung hat daher die Darstellung 't.

1=-1(.+ 2f. 
Wegen o=-1 ist F der llittelpunkt der Strecke (X,XC() für X*F• 

(e) Die kollinearen Punkte A bzw. B bz,1. C mit B,tC 
haben bezüglich P= q und Q="f die affinen Reihenkoordinaten a bzw. b 
bzw. c mit He, also A= llt=q.+(q-q.)a, B=G-=q+(q-q.)b,C=1.=q+(($-~)c. 
Aus diesen Darstellunsen folgt Ot=-1-+ (ß.-1.-)(a-c)(c-ct4 =* 

~ TV(A,B,c) .. (a-c)(b-c)--1. 

(f) Sind A,B,c,D vier paarweise 
Punkte. von fr = ir (!Ke 1t?) \ T ~Oe 110), so gilt: 

DV(A,B,C,D)=TV(A 1 B1C). TV(A 1 B,D)-~ 

verschiedene kollineare 

(das Doppel verhäl tnia i,st das Verhältnis zweier Teilverhältnisse). 
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Bew.: A,B,C,D und der Fernpunkt U der Geraden 12~ß sind paarweise 
verschieden, daher kann der Hultiplikationssatz für Doppelver
hältnisse (vgl.5.4, Folg.3,Bem.g) arigewendet werden: 
DV(A,B,C,D).TV(A,B,D)=DV(A,B,C,D).DV(A,B,D,U)=DV(A,B,C,U)=TV(A,B,C). 

~--·<. Stm-~ • 

(g) Wird die Affinität ci•ArL(A(11())) durch '(_,_ t.g+ 1-

mit gtrL(1!17) zu g beschrieben, sö gilt TV(X,A,B)g=TV(X~,A~,Boc). 

Bew.: i-legen Og=O " 1g=1 dürfen o.B.d.A. die Punkte X,A,B pw. ver
schieden vo~ausgesetzt werden. Für die zu~ gehörige Fortsetzung 
;}e=~tgilt f=t nach 6.4-, Folc;.4 und daher wegen U;iei;"f.., 
TV(X,A,B)g=DV(X,A,B,U)f=DV(X~,A~,Bae,U~)=TV(X~,A~,B~..)=TV(X~,A~,Boc). 

!v,,.,.c. t.,.,,r.1t &m,c. 

: . 
Anwendu~en: (a) Genau. die projektiven Affinitäten (g= L 11,) sind 
teilverhältnistreu (vgl.5.4, Fole;.5). · 

(b) Gestattet 1K nur den trivialen Automorphismus 
(z.B.IK=Q oder IK=R), so ist jede Affinität teilverhältnistreu. 

Der Begriff Teilverhältnis und alle obigen Bemerkungen spielen 
bisher nur in affinen PP-Räumen über Rechtsvektorräumen. Hit Hilfe 
einer Koordinatisierung können wir alle Aussagen in normale affine 
PP-Räune übertragen: 

D:r;;:F.6.5b: Sind A,B,X mit A*B drei kollineare Punkte in einem 
endlfchdimensionalen normalen affinen Pappusraum und 

} :ADe - A(a/") eine Koordinatisierung, dann heißt 
~V(:lß.,Af.,B;i)=:TV;_ (A,B,C) das Teilverhätnis der Punkte A,B,C be-
2üglich der Koordinatisierung Ji. 

Bemerkungen: (a) TVfi(X,A,B)=I0,1,-1 der Punkte X,A,B ist unabhängig 
von der Koordinatisierung µ, denn Gleichheit von Punkten und Mittel
punkt sind affin invariante Begriffe. 

(b) Das tt'oereinstimmen zweier Teilverhältnisse ist 
unabhängig von der Auswahl der Koordinatisierung. 

(c) Geht man von einer Koordinatisierun~ zu einer 
anderen über, so sind die Teilverhältnisse einem Körperauto~ 
morphismus zu unterwerfen. Gestattet K nur den trivialen Auto
morphismus, so· ist das Teilverhältnis eine Eigenschaft der Punkte 
allein. 
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SATZ 6.5: Jede projektive Affinität eines endlichdimensionalen 
nor.nalen affinen PP-Raumes über einem Rechtsvektorraum 

sestattet eine eindeutige Zusammensetzung aus einem Vektor-
raumautomorphismus und einer Translation. _Durch ein affines 
Koordinatensystem sind die affinen KoordiD.3:ten bis auf einen 
Körperautomorphismus eindeutig bestimmt; das Teilverhältnis ist 
bis auf ei~en Körperautomorphismus durch die Punkte bestimmt und 

eine Affinität eenau dann projektiv, wenn sie teilverhältnistreu ist.r 

.Anwendungen: 

(I) Sei speziell Ak=ir=lf'ili..,ein normaler projektiv eingebetteter 
a~f.iner Desargues:sat:-m, ,Ü ~ 1r - A~aJ") .. eine Koordinatisieru~ mit 
Oµ. =(O, ••• o) und Eä,u. =(J'ä,•••,cfi) fur j=1 ••• n und €.:A(tl2") -
r ([{ea2°) die kanonische Einbettung mit (x', ••• x") i-(1,x; ••• x")K; 

d.abei ist l :A(/12") -lf(K(l:) ä;?")'-.lr(Oe ;Qn) eine Affinität. 
Zur Affinität Al : t - lr(E: e 12") '-. lr(O @2!2n) existiert wegen der 
:;ormali tiit von lt genau eine Kollineation p..: lr - 11' (K e lJ 0 

) = 
T:(32••~)..11-mit_}f-(x 0 

••• x")K; daher ist fl eine Koordinatisierung von 7r 
and µ 1 11 = ,"' e. • 

DEF.6.5c: Ist fi eine Koordinatisierung des endlichdimensionalen 
rtormalen affinen Raumes*~~ zum affinen Koordinatensystem 

{O,Ej1. so heißt die Koordinatisierung µ. von T mit ß.t=,u-llf die 
projektive Fortsetzung von f• 

Ist {o,E i I j=1, ••• n J das zuµ. gehörige affine Koordinatensystem, 
so ist 
iO,E1:= ,Poc,",P .. (j=1, ••• n), E:=(E,VE:i,••. V E,..)n ••• n(E~VE2. • •• VEn-ßn )s 
die Koordinatenfundamentalfigur vonµ. 

Bew.: 0µ.=(0fa)e. =(O, ••• O)E. =(1,0 ••• 0)K. 

12o~; (j=1 ••• n) ist die eindimensionale Nebenklasse 4+(~ä-o)K; fü.r 

12oc f\,p...gilt nn.ch 6.4, Folg.1: 
(·J:2:i n ,p,.,) µ.= { (O,e.)K 1 ~ e. ( 11- 1-11 )ITC \{ o'!1 ~ E1_µ. =(0, 11-i )K=(O, ö;, .. . t; )K. 

Weiters ist E.µ.=E.fat=1t,if.-(1,11-;,)IK und Ee.E,VELv •• Jl\~ 
J _J -

EA =(e,-n. )K ~ E1 f<-VE 2,u ••• V Enµ=(1,n)!K V (0,11-JK V ••• V (0,11-.)IK =Z9 

J i\,,•K oit (e,-n.)=(1,11-1)i\ 11+(0,11-2)i\.,_+ ••• (0,11-n)'i\1 •• 

Ebenso folgt aus den anderen Bedingungen für E 

( e, 11, )=( O,"1,, )1.1,+( 1,11,1. )7- ,1.+ ••• +( O,-t1-n.,)\2 ~, +( O, 11-. )fli n . . . . . . . . . . . . ....... . 
( e '11,) " ( 0' 11, )i\ .,.+ ( 0' 11, 1. )). h\.+ ••• + ( 0. ,1j.. n ·1 ),1 ••.• + ( 1 t '1\- n h "" 
~ eu11,, :i\n.=·. ,=J.nn ,lt,= f.-n.;A,:,_ ••• ·= t.11;An' • Da \ -11,1, ••• ,-t1-.,\ l.u. ~ 

1•1 4 a·• J-
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alle AJ,sind gleich (=:11 tO) ~ 

Eµ "'(c ,11,)IK= [ ('1 ,r,.)11+(0,11,)fl+ ••• +(0 1r..)-;\] [(=('1,111 +-ii._+ ••• -nJK'-'('1,'1, •• '1 )K • 

• :nemerkungen: (a) Für die projektive Fortsetzung 11- von)l. gilt; 
0 • • 

X<&lf ~:lyl=(x 0
, ••• x")IK mit x 0 10 =}X,.u.=('1,-;., ••• ;-)IK=X,U(. ~ 

X}t=Ct, ..• f.). 
Xe 11",;,<=9 X1=(0,x 1, ... xn)K. 

(b) Zur Affinität~ des normalen affinen Raumesir 
auf T' gewinnt man aus 

die mit 

(c) Um die Affinität oc zu einer Kollineation fortzu
setzen, benützen wir: 

A(~") ....1L_ A(~'") 
i j J i• 

HKaii1.?")=lf(be32") ---:r:-I(IK'El>'J'Z'")=lf( o~.el/2'") 
Da lf(IKl!)/l2")\lf(OEBi1'2") normal ist existiert zur Affinität <€=l-1ßt' 
genau eine Kollineation ~:T(IK@ä2"J=lf('i12,"'')-1r(IK'@,Q'")=li(22'"' 1 ),und nach 
dem zweiten Hauptsatz der projektiven Geometrie existiert eine halb
lineare Bijektion f: azn., - J2'"'1 mit a>=-aef. Hach 6.4, Folg.4 gilt 
('1,-cr)f=('1',-,.') und (O, "t. )f=(o •. ;eg) mit f=g und ('1,'t)f=(-1,..,.'Hg) = 
für x 0 

,i,Q ßilt , • , , 
( ( x O

, , • ,x" )K] x f a [ ( 1 , }, t • , , f. ) f ]IK' = ( 1 ' , c '' +a ~< ( ;- g), .. , c '" + a ': ( f. g) ]IK.! 
= [x: g, c" ( x• g )+a ': (xk g J, •• , c '" +a \" (x" g) ]K' ; 
für X O =Ü gilt 
[(O,x",,, ,x")IKJ~1=[(0,x~, •• ,x" )f]K'e[(O' ,a~• (x"g), •• ,a:_" (x"g)JK'= 
= [x• g, CH (x 0 g )+a ·~ (x' g) t o , 7 CI n (x• g )+a 'i:' (x "g) ]IK I • 

Also gilt insgesamt 

(x 0
, •• ,x" )[{ ~ 1 (x0 g, c '" (x 0 g)+a': (x"g), .•• ,c'" (x0 g)+a': (:x.1' g)] K. 

Speziell für r'. =l" ist wec;cn 
a \1 a 'i .... a '~ 1 0 . . . 0 
a '-i" a 't'- ••• a '~ c '-1 a 'A,,, ••• a • ~ 

• • • • • • • • • • • • • • ... II, •••••••••• 

a'~ a'~ ... a't c'n a'1n •.. a'11n 
die Determinante der Koordinatend8.rstcllung von ex.. gleich der 
Determinante der Koordinatenda.rstellung von ae. 

(II) Ist A='lf\ii..., ein projektiv eine;ebetteter endlichdimensionaler 
klassischer (.=normaler) affiner Raum und q, eine Qt;adrik in T, 
so he'ißt <p" 12 eine Quadrik in A. Ist µ:A---A(il2") eine Koordinati
·sierung von A und µ, ihre projektive Forts tzung, so wird 4>,.u =: 4> ' 
dul;'ch eine nicht ausgeartete symmetrische Bilinearform ('t ,-IQ) 6" • 
mx 1a1kx k mit a 1k~akt .11 lla~l<II ,i,O beschrieben. 
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(a) Ist <I>' eine Mittelpunktquadrik ,so ist ir.f'.*"': ,r_: (x0 ..:o) nicht selbst
konjugiert und der Mittelpunkt Mist eigentlich; wir wählen 
o.B.d.A. M = 11.K. · 
M;>..t, ={•dK €~ 1 (t.,11-0 )o=O ! = f (x 0

, •• • x• )K I x• a 00 .1+x• a,
0 

.1+ ••• xq an 0 .1=0J ; 
andererseits gilt I1'A.,=il'.:.={(x 0

, ••• :x:")IK I x·=O! =>~-1o"'"•=ano"'O, 
Daraus folgt 1 ~ 0 

• .. • 
0 1 

0=(x 0 )2.+ t x"'a«~x"' mit a«r.,=a,.,"' A J( a.,,..J = lla.cr.. 11 +<0. 
Eine regüiih-e quadratische Form in 12" besitzt nach Satz 5,5,Bem. eine· 
Normalform"" (x•)2. + ••• ;>,.(x 0 )1-, und damit hat die Gleichung einer 1 

Mittelpunktquadrik die Normalform 

(x0 )2 +111'x1 )2 + ••• +A
0
(xn)2=0 mit 111 ••• °rln,t,O. 

(b) Ist $ 1 ein Paraboloid, so ist ir..:(x0 =0) selbstko:rijugiert. Wir 
wählen für den Berührungspunkt von. 4) ' mit T..\ o. B. d. A. 11-nlK :::::} 
(11-nK)'At>, = 1-t.K€ 'P-l('<'.-,11..)ir=Of ={(x•, •.. x")IK I x•a 0 •• 1+ ••• +x"a.0 .1=03; 
andererseits gilt (110 K)i\4>,=lr.:={(x 0

, ... x")K I X 0 =0l => a,.=···=ann"O 
Soo aOi . ••• aon--1 Son 

a.1 ra1, ... a, •. , 10 r---,· r--7 
=)Q* II aii,._11 = : 1 : : :: =iiL ___ :~a;. (-1) =*11:_ __ Jll*O..-. a0 • *0, 

a; r.~l a: I'\·" • • • a ... ~ .. .,...,410 
. a o" ,_o _ :-;: --o- ·'o 

Damit gilt •. , 
1'· .. O=aoo (x 0 f +2ao, x 0 x1 +, •• +2a •• x 0 x"+ {;" x°'a .. ,,x'\und n.ach Aus-
fiihrung des Basiswechsels xi' ,.,x -l- ~. ·• (j=O, ••• ,n-1) 

1

-1 O ... 0 x"'=ao0 X
0 +2a 0 ,X1 + .•• +2a0 „x" 

0 1 ... 0 j 
mit 

0
;. lo.., ... lo~. =2aon *O entsteht nach Weglassen der Striche 

x 0 x"+ !f:'X"a„i!>x =0. . 
Wegen .. ''fi'a"-ll II *Ü besitzt die reguläre quadratische Form im '1l1n-1 
eine Normalform ).._,(x-1)2· + ... +An • ..Cx n- 1 )';und damit hat die Gleichung 
eines Paraboloids die Normalform · 

x 0 xn+71/x1 )2+ ••• +Ah-1(f-1 )2=o mit 111 ••• 'i\l\_,. ,i,O 

Bemerkung: Für spezielle Körper können die obigen Normalformen 
mit den Methoden aus 5.5 weiter vereinfacht werden; wir wollen 
dies nur im Sonderfall K=R durchführen. 
Für K=IR hat eine Mittelpunktquadrik 4>' die Normalform (JI)(a), wobei 
nach ;:i,6,l!'olg.4 die Koeffizienten A1 , ••• 11 0 entweder +1 oder -1 
und wegen~·*~ nicht alle +1 sind. 
~I ist genau dann ein Ellipsoideenn in q:>' kein Fernpunkt liegt,d.h. 

die Nullstellenmenge von ?-.1 (x 1 ) + ••• An (x ")'- leer ist. Dies ist 
genau für 111=, •• =An=+1 oder Ä,= ••• 71n =-1 der Fall; damit lautet 
die Normalform eines h"'J..lipsoidf eines n-dimensionalen reellen 
affinen Raumes (x 0 )=-(x 1)2.-(x 2.) - ••• -(x "Y· "'O. 
Man liest daraus ab: Hinsichtlich AGL( lt (tl ")) existiert genau ein 
Ellipsoid; in jedem endlichdimensionalen reellen affinen Raum 
sind je zwei Ellipsoide affin äquivalent. 
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6.6. Zur Axiomatik der affinen Räume 

In 6.1 wurden die affinen Räume als spezielle Inzidenzstrukturen 
eingeführt, welche isomorph zu einem projektiv eingebetteten 
affinen Raum sind; eine axiomatische Kennzeichnung der affinen 
Räume ist jedoch ausständig. Um affine Ebenen axiomatisch zu fassen, 
gehen wir von einer Inzidenzstrulctur {12,0 ,rJ aus, für die folgen
de drei Axiome erfüllt sind: 

i°1 : "Existenz der eindeutigen Verbindungsgeraden": Zu zwei ver
schiedenruPunkten existiert genau eine Gerade, die mit beiden 
Punkten inzidiert (kurz: i1=i1 ). 

1;: "Parallelenaxiom": Heißt eine Gerade b parallel zu einer Geraden 
a (b!I a) genau dann, wenn entweder b=a gilt oder kein Punkt X <= f-2 
existiert mit XI a A XI b, so gilt: Zu jedem Paar (A,a) t fl >< ~ 
existiert genau eine Gerade b!~ mit A I b " b U a. 

e i "Existenz- oder Reichhaltigkeitsaxiom": Es gibt drei nicht
kollineare Punkte. 

DEF.6.6: Erfüllt eine Inzidenzstruktur {'/2,~ ,IJ die Axiome i1,i2,e, 
so heißt sie eine affine :E.'bene x,... 

Dann gilt: 

SA'.i'Z 6.6: Die affinen Ebenen -lt im Sinne von Def.6,1a sind genau 

die affinen Ebenen rra im Sinne von Def.6.6, 

Bew.: (a) Nach 6.1 ist ir ;;:; '.it \ u, wobei u die als l!'erngerade ausge
zeichnete Gerade der projektiven Ebene :ir ist. Nach 6.1, Be~.d 

0 

gilt in i dann i 1 =i1 = r 1 und nach 6.1, Folg. 7, Bern.d auch i 2 • Da 
in x ein Viereck und damit nach 1.10 ein vollständiges Viereck 
existiert, wobei die drei Diagonalpunkte verschieden von den 
Vierecksecken sind und von diesen sieben verschiedenen Punkten 
rna..'Cimal drei kollinear sind, existiert in ir: ein Dreieck. 
(b) Wird in X"= { ,P., q , IJ_ die Menc;e aller Geraden x 6 0 , die z~ 
einer festen Geraden g t(1 parallel sind ,ein ""Fernpunkt"Gu:., tx'~ !xUgJ · 
und die Henge aller Fernpunkte ,p.._: = { G I g E l;\J die "Ferngerade" u u -
genannt, so entsteht eine neue Inzidenzstruktur :ir(f,~,I) durch 

die Definitionen -
,P.,:=~ulGulg!~_\, ~:=~uiu\, I: 0 Iu {(Gu,g)lgE~Ju {(Gu,u)lgE<b! 
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mit i~= X\ u nach Definition. Es bleibt zu zeigen, daß X eine 
projektive Ebene ist. 
Zu i 1 : Für A,BIEfl ist i 1 wegen i 1 erfüllt. Fü:r Ae,P (9A l- u) 
ur.d Gu I u sei g"q mit Gu. I g; nach i.2. existiert genau eine 
Gerade hEUj mit A I h /\ h II g, also A I h" G„I h. Für G.._,H u.lI u 
schließlich ist u nach Definition eine Verbindungsgerade. und zwar 
die einzie;e: Zwei verschiedene :b'ernpunkte haben keine Ger.ade <= ~ 
cemeinsam, da ein Fernpunkt die I1cnge &1!u: Geraden aus ~ ist, 
die zu einer Geraden parallel sind. 
Zu i 2 : Für a, b I • ~ haben .wegen i 1 die verschiedenen Geraden a•b 
höchstens einen ~emcinsamen Punkt, sodaß a und b entweder be
reits i 2 erfüllen oder in ::it"a keinen Punkt gemeinsam haben; im 
letzten Fall sind sie parallel und haben nach Definition genau 
einen gemeinsamen Fernpunkt. Fü:r a€ ~ und b=u ist Au.== { xc0 1 xttaJ 
der eindeutig bestimmte ßemeinsame Punkt von a und u in x. 
Zu e: Ist A,B,C I•,µ ein Dreieck, so existieren in x- die Punkte 
'!2Ac1"11,l..._ =: 1u bz'\'r. 'P-sc.~f.2..,_=: 2u ; dann ist A,B,1u,2u ein 
Viereck in -'C" wegen A,Bl;l u= 1u 2u und A,B,1u '" 
bzw. A, B, 2u nicht kollinear (ind.: AB II AC, -~--==---~~-
nlso ')2..,e, n ,P.Ac. =[A, 1u~~A,B,C kollinear: 
Widerspruch). 

Bemerkungen: (a) Die af~ine Minimalebene entsteht nach Satz 6.6 
aus der projektiven Mini~alebene durch Aufschneiden längs einer 
Geraden. Sie hat demnach die Ordnung 2 ~ 
und enthält vier Punkte urid sechs Ge-· 
raden (ein vollständiges Viereck mit 
den Diagonalen aber ohne Diagonalpunkte). . u 

, 2 

(b) Auch die affinen Räume, die eine affine Ebene 
enthalten, können axiomatisch definiert werden, jedoch hat sich 
noch kein solches Axiomensystem endgültig durchgesetzt (vgl. z. R. 
Tamaschke II, s.317). 

1 

1 
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§ 7, Endlichdimensionale reelle pro,i(lli"ti ve Räume 

7.1. Anordnung in reellen projektiven Räumen 

Der reelle projektive Raum i(R) besitzt spezielle Eigenschaften, 
die durch die speziellen Eigenschaften des Körpers der reellen Zah
len R bedingt werden, 
Nach 5,7, Bem.d sind 
~ (i1;i2,e,De,[(:i/R) bzw. lr(I~,I 2 ,E,n=3, iz;::;_R) monomorphe Axiomen
systeme für PAE bzw. PAR. Alle folgenden Aussagen für n=2 bzw.n=3 
können in PAE bzw. PAR veranschaulicht werden. 

Zwische.nbemerkung: 

Ein kommutativer Körper 1K heißt geordnet, wenn in X eine Teil

menge P c 1K so ausgezeichnet ist I daß folgende beiden Gesetze er
füllt sind: 

(I) V a E 1K gilt genau eine der folgenden drei Aussagen: 

a e P, a=O, -a f' P. 

(II) a,blEaP=>a+bEPJ\ a.beP. 

P heißt "Positivitätsbereich von K", seine Elemente "positive 

Zahlen"; wir schreiben a E P ~ a > 0 bzw. -3. E P = a < 0 ("negative 

Zahlen"). 

Eine Hene;e I1 heißt e;eordnet, wenn in I1 eine binäre Relation ( ~ ) 
erk:J,ärt ist, welche reflexiv und transitiv ist und das Identitäts

gesetz (x ~ y" y ~ x ~ x=y) erfüllt. Eine 5eordnete I1enge heißt 

linear (vollständig) geordnet, wenn je z,rei Ele::ionte vercleichbar 

sind (d.h. Vx,yiEM~x1-yvy)x). Dann gilt: 

Jeder geordnete Körper kann in kanonischer \Jeise zu einer linear 

geordneten Menge gemacht werden, indem man definiert: a > b <=>a..:.b > O. 

Ein geordneter Körper besitzt stets die Charakteristik O; es 

existiert also in 1K eine zur I1enge N der natürlichen Zahlen 

isomorphe Teilmcngc,uncJ. der Primkörper eines angeordneten Körpers 

ist isomorph zum Körper der rationalen Zar,len. 

Speziell der Körper IR der reellen Zahlen ist geordnet und IR gestattet 
nach p.4,Folg.2,Beispiel nur den trivialen Automorphismus. In 7.1 

formulieren wir zusätzliche Aussagen über 1r (~'t), welche aus diesen 

beiden Körpereigenschaften folgen. 
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Folgerungen: 

1) Nach 5.B, Folg.4,Bem.a ist in T (IR) das Doppelverhältnis 
~(A,B,C,D) von vier kollinearen Punkten A,B·,c,D 6:nit A,B,C pw. 
verschieden) unabhängig von der Algebraisierung p, und wir dürfen 
also i.f. kurz DV(A,B,C,D) schreiben. 

DEF.7.1a: Das Paar (C,D) trennt das Paar (A,B) genau dann, wenn 
DV(A,B,C,D) < 0 gilt. 

Bemerkungen: (a) Der Begriff "Trennen" ist nur für vier kollineare 
Punkte sinnvoll. Aus (C,D) trennt (A,B) [symbolisch OD/ABJ folgt: 
A,B,C,D sind paarweise verschieden ·(für n„A ~DV(A,B,C,D)= oo und 
oo steht mit keinem Körperelement in der 4 -Relation; für D=B 
bzw. D=C =DV(A,B,C,D)=0,1 1 ~ 0). 
Das Trennen ist eine Eigenschaft der ungeordneten Paare: Dies er
kennt man unter Benützung der Vertauschungsregeln aus 5.4, Folg.3, 
Bem.h: _1 
DV~B,A,C,D~=DV~A,n,c,D~-1 DV A,B,D,C =DV A,B,C,D 
DV C,D,A,B =DV A,B,C,D 

~ CD/BA, wenn CD/AB; 
~ DC/AB, wenn CD/AB; 
~ AB/CD, wenn CD/AB. 

(b) Bei jeder projektiven (insbesondere perspektiven) 
Abbildung einer Punktreihe gehen trennende Paare in trennende Paare 
über, weil in 1f(IR) jede Projektivität doppelverhältnistreu ist. 
Trennen ist also perspektiv invariant,da auch nicht trennende Paare 
in nicht trennende Paare übergehen, wie man bei Betrachtung der 
inversen Perspektivität erkennt •. 
Damit kann das Trennen auch für Unterräume ~,ß,t,ö eines Büschels 
U$ definiert werden: 
,x-S/oe~=DV(D(. 1ß,t,J)< O. 

(c) H(A,B; C,D) ~ DV(A,B,C,D)=-1 < 0 ~ harmonische 
Paare trennen einander. 

2) DEF.7.1b: Ein projektiver Raum heißt angeordnet, wenn in jeder 
Punktreihe für Punkte.quadrupel eine Trennungsbeziehun,s 

CD/AB erklärt ist, für die gilt: 
T1 : CD/AB tjA,B,C,D sind paarweise verschiedene kollineare Punkte; 

vier paarweise verschiedene kollineare Punkte zerfallen auf 
genau eine Art in zwei sich trennende Paare (daraus folgt 
insbesondere, daß die Trennungsbeziehung eine Eigenschaft der 
ungeordneten Paare ist). 

T2 : Sind A,C,D drei paarweise verschiedene kollineare Pun1.-te, so 
existiert stets e_in Punkt B mit AB/CD. 
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Sind A,B,C,D,E fünf paarweise verschiedene kollineare Punkte, 

so trennen von den Paaren [c ,D}, {D,E}, [E,C} genau zwei oder null 

Paare das Paar { A,B1. 

(Axiom der planaren Anordnung) 

Seien g und h zwei verschiedene Geraden in der Verbindungsebene 

eines DreiecksA,B,C,die keine Dreieckecke enthalten. Wenn auf 

einer Dreieckseite die beiden Ecken die Schnittpunkte von g 

und h mit die.ser Seite trennen, so gilt gleiches für genau 

eine weitere Dreieckseite. 

Bemerkungen: ( a) Für die Axiome T 1 , T 2. und T 3 sagt man kurz : "Die 
Punltte jeder Pu'Dl.ttreihe sind zyklisch anc;eordnet", da die Punltte 
eines Kreises der Elementargeometrie diese Axiome erfüllen. 

(b) Ist lf ein projektive:r.· Raum, in dem jede Punltt

reihe zyklisch angeordnet ist, dann gilt: 

TL• tj '.i:rennen ist perspektiv invariant~ 

Be1v.: (a) Sei AB/CD mit A,B ,C,Dlt,Prund ct:~,. -,p, eine Perspektivität 
mit dem Sentrum z. z 
G-el te A4'DCI'. /\ t: =A. D

2
oc.. /\ ttr und sei ß die 

Perspekti vi tät 12r 'ff Th • Wenden \-Tir T 4 auf 
das Dreieck A,B,Bß und die Geraden g:=CZ 
und h: ,,nz an1 so folgt A 13 Bß/c ß Dß(auf 
llB,':l ist nämlich Z der einzige Schnitt;punltt mit 
g und mit h, sodaß wee;en T1 keine Trenn
beziehung auf dieser Seite bestehten 
kann); speziell für A=Doc. bzw. t=r kann 
l:l=L sesetzt ..;erden. 0 r 
Wiederholen wir diesen Schluß 
für das Dreieck D«,Cß,C!J(und ... 
die Geraden A,At< und B.~, so ergibt sich: A>\B"'/Co\DO((Dabei 
ist zu beachten, daß ,·regen T1 das Trennen eine Eigenschaft der 
u~eordneten Paare ist). 
(bJ Sei das 'l'rennen eine perspoktiv invariante Eigenschaft. Wir 
setzen AC/B'B" voraus (Bezeic. lmungen vercleiche AZ 
nebenstehende Inzidenztabellen). Gilt speziell 
c;.h=:Z I AB, so besteht \-Togen T 1 auf AB keine 
Trennoeziehung und wec;en der vorause;esetzten A h 
Invarianz bei 'P-Ac li ,P BC fole;t aus AC/B 'B" , 
nun BC/A'A",und damit gilt T 4 in diesem Fall; 8 
ebenso für Z I BC. Gelte i.f. Z tlAB,BC => 
A '*A" und beide Punkte sind von den Dreieck3- 8 A' c 
ecken verschieden, denn nach Voraussetzung 
Gilt g ;rlA,BrC"h l. IA,B,.,c; analoges gilt für C 1 4>C". 
folc;t I>C/A A' wegen 12As"- 'F,H. mit P:=ZA.BC. 
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~un können die beiden folgenden Alternativen 
eintreten: 
!?o.111: AB/C'C", Fall 2: AB/C'C". 
Im ~all 1 bzw. Fall 2 zieht AC/B I B" über 
~Aa'-1la, nach sich: PB/A'A" bzw. PB)CA'A". 
A',A",B,C,Pl~12-u.. sind fünf paarweise _/ __ _ 
verschiedene kollineare Punkte und 
nach Tl -cuß gelten: Von den Paaren (B,C), (C,P), (P,B) 
rrenau zwei oder null de.s Paar (A' ,A"). 
In Fall 1 e;ilt PC/A'A" und PB/A'A", also folgt notwendig BC,x'A'A" 
und damit gilt T4. 
In Fall 2 gilt PC/A'A" und PBIA'A", also folgt notwendig BC/A'A" 
und de.ni. t gilt T lf • • (c) Wir wollen die letzte Figur noch benützen, um in 
rt (R) den (::,rojektiv verallgemeinerten) Satz von l'lENELAOS zu be

·,:eisen: 
Wc 9en der perspektiven Invarianz des Doppelverhältnisses gilt 
DV1.B',B 11 ,C,A)=DV(A 1 ,A 11 ,C,P) und DV(C',C",A,B)=DV(A',A",P,B) und 
daher nach Amrendung des 11ultiplikationssatzes und einer Ver
ta.uschuns-sreael: 
DV[A' ,A" ,B,cl. DV(B' B" ,c,A). DV(C' ,C" ,A B)=DV(A' A" B,C). . 
DV A',A",C,:? .DV(A 1 ,l11 ,P,B)=DV(A 1 ,A 11 ,B,CL DV(A',A"/:,B)=1 ~ 
LV J;.' ,A" ,E,G .DV(B' ,B" ,C,A).DV(C' ,C" ,A,B)=1,_ also gilt: 

In J(n) ist das Produkt der drei Doppelverhältnisse, welche durch 
die Ecken eines Dreiecks und die Schni ttpunlcte der Dreieckseiten 
Eit zwei ve~schiedenen Geraden der Dreieckebene, die keine 
Dreiecks ecke enthalten, auf jeder Dreieckseite bestimmt werden, 
in obiger Reihenfolge gleich eins. 

Jeder reelle projektive Raum ist bezüglich der in Def.7.1a er

klärten Trennbeziehung ein angeordneter projektiver Raum. 

Bew.: Wir überprüfen, ob die 'llrennbeziehung aus Def.7.1a die 

Axio~e T1 , ••• T4 erfüllt. 

DV(A,B,C,D) < 0 9 A,B,C,D paarweise verschieden und kollinear, und 

nach Def.7,1a, Bem,a ist für das Trennen aus Def,7,1a 

das Axiom T1 erfüllt. Zu den Punkten A,C,D existiert ein 
Punkt B nit H(A,B;C,D)"~' AB/CD, also gilt T

2
• 

:l!'ür den l!achweis der Gültigkeit von T3 benützen wir den Mul tipli

kationssatz für Doppelverhältnisse: 

DV(A,B,C,D).DV(A,B,D,E)=DV(A,B,C,E); hiebei ist es unmöglich, daß 

genau eines oder alle drei Doppelverhätlnisse negativ sind, also 

gilt T
3

• 
llach Bem. b ist das Trennen aus Def.7.1a perspektiv invariant, 

<la„lJ.er gilt auch T4 • 

• 
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Bemerkung: Ein projektiver Desare;uesraum ist genau dann an~eor<l_net, 
wenn sein Algebraisierungskörper e;eorclnet ist (ohne Beweis;. lf(IK) 
mit K geordnet ist daher stets fanosch. • • 

3) Der reelle· (=>normale) affine Raum A(IT1) ist isomorph zu 
'fi' (IR):"' lr(Tt n• 1 )\lf.,. Da ITT. nur den trivialen Automorphismus r;e
stattet,ist Tv;.(x,A,B) von der gewählten Algebraisierung A unab
hängig,und wir dürfen TV(X,A,B) schreiben. 

DEF.7.1c: Der Punkt C liegt zwischen den Punkten A und B genau 
dann, wenn TV(A,B,C) < 0 gilt. 

Bemerkungen: (a) Die Zwischenrelation ist nur für kollineare 
Punkte erklärt. Liegt C zwischen A und B{ so sind A,B,C paarweise 
verschieden (für A=B bzw. A=C => TV(A,B,C;= I0,1 ;- 0). 

(b) Aus C zwischen A und B folgt C zwischen Bund A 
wegen TV(B,A,C)=TV(A,B,c)-~. 

• (c) Im projektiv eingebetteten reellen affinen Raum 
l (R) besitzt d:j,e Gerade -f.lAe genau einen Fernpunkt U. SinJ. die 
Punkt;e A1 BJCIE 1.lAe. paarwe~se verschieden, so ist DV(A,B,C,U)= 
.. TV(A,B,c.;), vgl.Def.6.5A, Bem.c) und es folgt: 

C liegt zwischen A und B <-=> CU/AB. 

(d) Die Zwischenrelation ist affin invariant, denn 
jede Affinität aus ArL(A(R)) ist projektiv und so::1it teilver
häl tnistreu • 

• (e) Seien E,0 zwei verschiedene Punkte einer affinen 
Pµnktreihe. 12~ • • 
1,2;:"' {Xtf.2~1TV(X,E,0) < o} ... Ncnge aller Punkte Xe,P„fiir die 0 
Z\-rinchen X~ und E liegt; 
;l',2; :"' { ~t·1~, 1 TV(X,E,0) > 0} • • 
,p,,-bzw. ,p.; heißen negative pzw. _posi\ive Halbgerade von f.l, 
be'züglich f 0 ,E}; es gilt f-1, = ·P..' u 1,2; u [O 1 · 

Ist iIJ. A(4!/)(IR)) speziellE=r,~ 0c=-0'.; >e={JL+(1i-a)x mit 
so gilt M.=1~EMl'f.=lll+('fl.-otJx mit x>0L 

f.l;=l'ltfl{)h:=0(.+(11,-oc)x mit x,0). 
Dafür kann man mit 1r :=11-tt auch schreiben 
'l=vt +11' x bzw. "l= Vl-11' x mit x > 0. 

x E 1R AX=TV(X,E,0), 

DEF.7.1d: Ein affiner Raum heißt angeordnet, wenn in jeder Punkt
reihe für Punktetripel eine Zwischenbeziehune erklärt 

ist, für die gilt: 
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Z1 : Ist C zwischen A und B, so sind A, B, C paarweise verschiedene 
kollineare l?unkte und C liegt auch zwischen Bund A~ 

Z2: Sind A und C verschiedene Punkte, so existiert ein Punkt B 
. . 

so, daß C zwischen A und B liegt. 
Z3: Von drei paarweise verschiedenen kollinearen Punkten liegt 

genau einer zwischen den beiden anderen. 
Z4: (Axiom der planaren Anordnung). Ist g eine Gerade in der 

Ebene des Dreiecks A;B,C,die keine Ecke enthält und eine Drei-

eckseite in einem Punkt zwischen den Ecken~ 
schneidet, so gilt gleiches für genau eine A' 

weitere Dreieckseite. 
. A B ~ g 

Bemerkune;en: (a) Die Axiome z1,z2,z3,Z4 sind die Hilbertschen 
Anordnungsaxiome,_Z4 wird auch das Axiom von Pasch genannt. 

. • (b) In jedem angeordneten affinen Raum kann man jede 
Punkt&ihe ,r:1x durch Auszeichnung von zwei verschiedenen PurSrten 
O,E I t K j.n zwei Halbgeraden zerleg.in: • . 
,f.l; := e,p. lo zwischen X und E}, 1-Lr := {Xtl(.2xl X,i,O II O nicht 
zwischen X und E } • 

(c) Für die Axiome z1,z2 und Z3 sagt man kurz: 
"Die Punkte jeder Punktreihe sind lire ar angeordnet", da durch diese 
Axiome jede Punktreihe zu einer linear geordneten frenge (ohne 
erstes und letztes Element) wird, .wenn man nach Auszeichnung · 
zweier verschiedener Punkte O,Ele,p, festsetzt: 

(I) XE{-2; .:X< 0 X ~fit :O< X 1 
(lL) X, Y 1, ,P..+ : X< Y <=> X zwischen O und Y 1 

X, Y.J e f-2.- :. X < Y ~ Y zwischen X und O 1 
(lll:) Xe,µ;, Yia,p,t: X<Y. 

(d) Ist A,B,O ein Dreieck in einem.reellen affinen 
Raum und g eine Gerade~ die jede Dreieckseite in einer Nichtecke C' 
bzw.A' bzw.B' (vgl. obige Figur) trifft,so gilt TV(B,C,A').TV(C,A,B'). 
TV(A,B,C')=1 (Satz von !'1ENELAOS>.Man erhält diese Aussage aus 
Folg.2_,_Bem,c,wenn h die Ferngerade der Dreieckebene ist und 
DV(A 1 ,u,B,C)=DV(U,A 1 ,C,B)=TV(B,C,A 1 ) mit U I h benützt wird. 

Jeder reelle affine Raum ist bezüglich der in Def.7.1c erklärten 

Zwischenbeziehung ein angeordneter affiner Raum. 

Bew.: Bem. a und b nach Dcf.7.1c zeigen, daß z1 gilt. Da jeder 
affine .Raum isomorph einem projektiv eingebetteten affinen Raum 
ist, führen wir den Beweis o.B.d.A. in l(H). Nach Folg.2 gilt in 

TI'(IR) das Axiom T2 , also existiert-zu A,CI * und U:=12 ... ~(\-P ... 
ein Punkt B mit AB/CU ... ,~~"'·' C liegt zwischen A und B, d.h. 
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es gilt z2 • Ebenso fole;t aus T3 das Axiom z3 und aus T4 das 

A."'{iom z,., wenn h als Ferngerade benützt wird. • Benerkuncen: (a) Auf Grund des letzten Beweises erkennt man, daß 
T=lr \ T„ ein ane;eordneter affineI' Raum ist, wenn 7r ein angeordneter 
projektiver Raum ist und die Zwischenbeziehung in iT wie folgt 
definiert wird: Ein Punkt C liegt genau dann ,zwischen den ver
schiedenen Punkten A und B, wen..'1 {A,B3 trennt 1C, p.,.-r;,.., ,P .. ~. 

(b) Ein affiner Desarguesraum ist genau dann anGeordnet, 
wenn sein Algebraisierune;skörper geordnet ist (ohne Beweis). 

SATZ 7.1: Jeder reelJ,e projektive Raum ist angeordnet und jeder 

reelle affine Raum erfüllt die Hiibertschen Anordnune;s

axi.ome. 

Bemerkunc: Ein geordneter Körper iK ( =* 1K enthält einen zum Körper 
der rationalen Zahlen isomorphen Körper) heißt archimedisch, 
wenn es zu jedem Element a f [( eine natürliche Zahl gibt, die 
Größer als der Betrag von a ist. Jeder archimedische Körper 
ist anordnungstreu isomorph zu einem Unterkörper von IR und da
her speziell kommutativ, sodaß jeder projektive Desarguesraum 
::;u einem archimedischen iU~ebraisierune;skörper ein PP-Raum ist. 
0nter den archimedischen Korpern ist~ schließlich durch die 
Stetickei t ausge.zeichnet 1 die für die Punktmenge P,, .formuliert 
bedeutet: H;i.rd 12, in.zwei nichtleere Teilmengen JP.', 12~ zerlegt, 
sodaß VX'e ,p;,. VX"q:i: gilt X'< X", so hat entweder ,p; ein 
letztes oder ,p.: ein erstes Element. Ein projektiver Desargues
:::'9.U,Q · ist daher genau dann reell, wenn sein Algebraisierunc;skörper 
archincdisch und stetig ist. 

7.2.An'.1endun en der Anordn rr und Orientierbarkeit reeller 
n.roJe~:viver 1. aumc 

'.foc;en Pr L( 1f" (ll:1) )=PGL( ir (IR)) wird die Koordinatendarstellung ,M--
1
aeµ 

einer Kollineation .e. bei der Koordinatisierung µ durch eine lineare 
3ijektion beschrieben: 

k' k' j ·· II k' II x ~ =aj x fur k'=O ••• n A~eR\fü1AC.:= aj tO. 

Genau für reelle projektive Räu~e ungerader Dimension ist 

sign II a~' II eine Eigenschaft von <(.. 

Bew. : Es ist das Verhalten von sii;n t:,, bei Umnormung und 

Änderung der Koordinatisierung zu untersuchen. 
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(a) (x0
, ••• xn)R=(x0 11, ••• ,x~)R für /\ ,t,O ~ 

k, k , j k , j -k, j - - k , II I k • II n+1 x- ~ =aj x 'r-_=(aj!\) x =:aj x =? ll :=llaj = aj i\ • Ist 11.<0, 
so ist sign Ä otsign A bei gerader projektiver Dimension; in diesem 
Fall hat signA sicher keine geometrische Bedeutung. Für ungerade 
Dimension cagegen ist sign A invariant gegen Umnormungen. 
(b) Sind µ. und 14 1 zwei Koordinatisierungen, dann ist µ-'j),': 7f <32.0 +1 ) 
~lf(;{ln+4 ) eine (projektive) Kollineation mit yjo=tix1t"s~o" 

lltkJ II :t,O. Zu (tkj) existiert die inverse !-Iatrix ( 't ~ ) und es folgt 
· L j"k Jl k 1 L' ., 11 

't L. yJ ö = 'r. t, :x:--= kx-=x und analog 't' .;, yj c;- =x • Damit entsteht aus 
1 , . :J K • 

xk'~=a!xJ: 
k' ·1 1..1 i rn s' k' ¾' '-.' ~· i rY'\ s' k' s.1 i m b'' m 't'l,y 10-~=a 1 T.,,y ü~tk,'t'-:f'Y ~=at t",1:..,y ==1y ~=a;t.,'r„y =: ,,,y. 

I 

Für die Koeffizientenmatrix (bs ) von ae bezüßlich 1-'-' gilt daher 

l\b! 'll =ija~ 'ij ·\lt::~ ·\l-rt!= l!a~ 
1

\l · I~~: II· IJtg1-1
= ~a~ 

1

1 ' 
d.h. der Wert der Transformationsmatrix bleibt beim Übergang zu 
einer anderen Koordinatisierung erhalten, und damit auch sign ~ • • Da signA für ungerade Dimension eine Eigenschaft von ae ist, wird 
:'.'olgende Definition sinnvoll: 

DEF.7.2a: Eine Autokollineation ae eines reellen projektiven Raumes 
ungerader Dimension heißt gleichsinnig bzw. gegensin

nig, wenn die Determinante von f--~'*-f- positiv bzw. negativ ist. 

Bemerkungen: (a) Sei T(IR) von ungerader Dimension, dann bezeichnen 
,rir I!li t PGL+( lf (IR)) c. PGL'( ir ([R) )=Pr L( 1r (R)) die Menge aller gleich
sinnigen Kollineationen. PGL+( lf (IR)) ist eine Untergruppe von 
PGL( lf (IR)), denn es gilt 
det ,u.-, (?e, ?e.1),U.. = det ( ,.,,,_-• ~ • .,,u.).det(p.·A-ae._ µ. ) A det µ."1(:}e.·A)µ_ 
= [det ( p. -, 'et'... p. ) ] -• , woraus sofort die Abgeschlossenheit von 
FGL'( lf (!R)) bezüglic:i Zusammensetzung und Inversenbildune; abzu
lesen ist; dagegen ist PGL - ( lf (n)) 1 die Menge aller gegensinnigen 
Kollineationen, keine Gruppe. 

(b) Zu zwei Fundamentalfiguren { A0 , ••• A n,1} und. 
{A;, ••• A'n.-,1 des lf(lR) existiert genau eine (projektive) 
E:ollinea tion .e mit A -j ;ie. =A':., fi.ir j =0, ••• n+1. Zuei Fundamentalfiguren 
hei!3en 3leichsinnig bzu. gegensinnic;, wenn die durch sie bestimmte 
Kollineat:i,on gleich- bzu. gccensinnig ist. Die Gleichsinnigkeit 
ist eine Aquivalenzrelation in der Menge der Fundamentalfiguren. 

Zeichnet man im T(R) ungerader Dimension eine feste Fundamental
figur aus, so bilden alle zu dieser gleichsinnigen Fundamentalfi
guren die "Rechtsklasse" bzw. alle gegensinnigen die "Linksklasse" 
von Fundamentalfiguren. 
Die Zerlegung der Menge der Fundamentalfiguren in zwei disjunkte 
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Klassen heißt Orientierung des projektiven Raumes; ein reeller pro
jektiver Raum ungerader Dimension ist also orientierbar. 

Folgerungen: 

1)Eigenschaften einer reellen Funktreihe (dim T(8)=1). 
(a) Jede gegensinnige Autoprojektivität ist notwendig hyperbolisch; 
jede elliptische und jede parabolische Autoprojektivität ist notwendig 
gleichsinnig. Eine projektive Involution ist genau dann hyper
bolisch, wenn sie gegensinnig ist. 

Bew.: (a) Die Koordinatendarstellung einer gegensinnigen Auto-
projektivität ~ lautet: 
'o' o' o o' 1 1 o' o' x ~ =a O x +a 1 x mi' t A : = a O a -1 
1' 1 1 o 1' 1 w ~ a11 

x ~ =a O x +a 1 x . a O • 1 
Ein Fixpunkt F(f0 :f1 ) liegt für f 1 = ~ f 1 vor ~ 

< o. 

(a~' -~)f0 +a~' f 1 =0 } Dieses homoe;ene lineare Gleichungs-
a! r0 +(a1' -~)f1 =0 system hat genau dann eine nichttriviale 

Ll:i:~, w:~·gillt=0~~2-~(a0 '+a~ 1 )+e..=0, Die Diskriminante 
a

0 
a 1 - ~ o 

D: .. (ag' +o.1
1 ' ) 2-t:,. dieser quadratischen Gleichung ist wegen A< 0 

positiv ~ es existieren zwei verschiedene reelle Lösur..gen ~ o<. 

ist hyperbolisch. 
Ist o<: elliptisch bzw. parabolisch, dann [';ilt 
D<O~ t,>(a~'+a;'/>o=o<. ist gleichsinnig bzw. 
D=O ~ 6.=(a~' +a~' )2 > O =oc ist gleichsinnig. 
(b) Ist cc eine gegonsin.nige projektive Involution, so ist ex:. 
nach (a) notwendig hyperbolisch. Ist umgekel:1rt IX. eine projektive 
Involution, so muß nach 5.4 ,Folg.5,Bem,f die aus 
o' 1' o' o o' 1) ( 1 1 o '1 1 1) 

X : X = ( a O X +a 1 X : a O X +a 1 X 

durch Ausmultiplizieren gewonnene 
'1' o' o '1' 1 0 1 0 1 o 1' 0 1 1 1' 0 a o X x +a 1 . x x -a O x x -a 1 X X = 

nicht ausgeartete Bilinearform 
symmetrisch sein, d.h. 

11 OI 
a1 "'-ao • 

01 '1 1 )2 . Ist «. hyperbolisch <=> D > 0 <=:> (a O +a 1 -ß =-l:!. > 0 ~ OC ist 

gegensinnig. • 
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(b) Ist eine projektive Involution 0(. elliptisch, so gilt AAOG/BBix. 
für je zwei beliebige verschiedene Punkte A,B mit B•.Aot.. Existiert 
umgekehrt in einer projektiven Involution 0(.. ein Punktepaar dieser 

Art, so ist oc elliptisch. 

Bew.: Ist Dl eine projektive Involution A•A~, B*B~ und B*Aol 

(~ B~ +A), so koordinatisieren wir die paarweise verschiedenen 
Punkte A,B,Aoc bzw. BOI'. mit (1:1), (1:0), (0:1) bzw. (1:a) (a*I0,1)= 
DV(Bo.:,B,A°',A)=a. Die durch Ai- AJx, B ,__ Boc: eindeutig bestimtite 
Involution IX hat die Darstellung (x0 :x 1 ),__(x 1 :ax0

) - D=(O+o)2-(-a)=a. 
Ist o<.. elliptisch tjD=a < 0 <=9AArx. / BBix. • 
2) In der reellen projektiven Ebene x(IR) gilt: Ist k ein Kegel

schnitt, so ist genau eine Ecke jedes Poldreiecks ein Innenpunkt 
von k; genau auf den Seiten durch diesen Innenpunkt ist die 
Involutio·n konjugierter Punkte hyperbolisch. 

Bew.: Sei kein Kegelschnitt in der reellen projektiven Ebene und P
0

, 

P1 ,P2 ein Poldreieck von k. Dann existiert eine Koordinati~ierung 

p:x(IR)-1! (zt3) mit Ptu =(Ji,Si,'½)IR, sodaß kf- die Darstellung 
'A 0 (x0 )2+1'1 1 (x1 i-A2 (x )2„o mit A.,Ä~ ,A1. I > 0 besitzt (vgl.5,6,Folg,4). 
Die (projektive) Kollineation ae..: lf(at3) -,r(~) mit · 
(x0 :x1 :x2)i-(6':x0 :~x1 :~x2 ) führt kf- in den Kegelschnitt 
kf-:at.: (x0 ')2 +(x 1')2-(x

21
)2=0 über und läßt die Punkte P .µ. .einzeln 

. J 
fest. Da die Kollineation~ die Eigenschaft Poldreieck bz,'l. 
Innenpunkt zu sein nach 2.3, Folg.5 nicht zerstört2 genügt es, 
die Aussage für den Kegelschnitt 1: (x0

)
2+(x1 ) 2-(x )2=0 und das 

Poldreieck Q .=(dj ,J; J 1i )IR zu zeigen. Die Gerade Q .:X,= :qJ. hat die 
·J J ~ 

Gleichung xJ=o. Man berechnet: 

,Pq.A 1 = {(0 11,1)R1 (0 1 1 1 -1)1R"\ ~ die projektive Involution 
konjugierter Punkte auf q

0 
ist hyperbolisch==> Q0 ist Außenpunkt. 

Ebenso ist~ Außenpunlü wec;enf,2 9,f'llc {(1,o,1)R, (1 1 0 1 -1)&t1 und 
die Involution konjugierter Punkte auf.~ hyperbolisch. 
1l,h n 1=0 ~ Q2 ist Innenpunkt und auf q2 existiert eine elliptische 

Involution konjugierter Punkte. + 
Anwendungen: a) Jeder Kegelschnitt in .;,r(R) besitzt Innenpunkte. 
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b) Alle zu einen Innenpunkt konjugierten Punkte sind Außenpunkte. 

Bew.: Ist P ein Innenpunkt des Kegelschnitts k 1 so liegt auf Pih 
kein Kegelschn.i ttpunkt, denn die Tangente in einem solchen \·Ti.irde 
durch P cehcn. Für einen beliebigen Punlct A I PA, ( ~ A ~ k) be
stin;nt daher die Polare A°A, =:a IP zusammen mit AP und P°Ak ein 
Poldreiseit von k. Da P nach Voraussetzung ein Innenpunkt des zu-
0ehörigen Poldreiecks ist, ist nach Folg.2 die Ecke A ein Außen
punkt von k. • 
c) Jede Gerade g durch einen Innenpunkt eines Kegelschnitts trifft 
diesen in zwei verschiedenen Punkten. Der Pol G der Geraden g· ist 
nämlich nach b) ein Außenpunkt, womit die projektiven Involuti
onen konjugierter Geraden um G bzw. konjugierter Punlcte auf g 
hyperbolisch sind. 

d) Ist P ein Außenpunkt von k und a eine Gerade durch P, die k 
in z,·rei verschiedenen Punkten S1 ,s 2 trifft, so ist jeder Punkt 
X€ f2 5 , 5,_ mit PX / S1 S2. ein Innenpunkt von k. 

'3ow.: Wir betrachten zunächst folgende Figur: 
1:': (x 0 )'+(x 1)~(x"-)'- =O, 

~ ~p 

a S f: = ( 0, 1 1 1 )IR e k' } S, S, o O 
Sl:=(O,1,-1 )RE k' => 1 2 • •• X = ' 
ii':=(1 1o,1)Rek' =Tangente h' in H' an k' ist x 0 -x2=o, 
P' :=h • S~S.{_ ~ P'=(O,1,O)R. 
Es e;enügt die Richtigkci t der Aussage für diese Figur in lf (1(,3) 
zu beweisen, denn nach 2.2, Folg.11- existiert eine Kollineation 
et: lr(IR) - lf ,;2{_ 3

) mit k ae =k', S,ac.=S ~, S,..x=SL l Hae. =H 1 => P ae. =P'. 
,\us der Voraussetzung PX/S1S,.. folgt P'X'/S1 Si (Trennen ist pro
jektiv invariant)= X' ,S~ 1SJ..,P' kollinear und pw. verschieden~ 
X'=(O,x,1)R mit X* 1 +1 1 -1. 
P'X'/S~G:l_ ~DV(P'X'S~t>D=(x+'1)(x-1r 1 < 0 F} lxl<1. 
z: 'Ai.• hat die Gleichung x 1 x-xl.=O und daher gilt für Punkte von 
t:lA'J.,,n k' die Bedine;ung (x•)2 +(1-x,..)(x1/=0. Wegen lxl<1 hat 
diese Gleichung keine nicht triviale Lösung x":x", also gilt 
'Px•;,,~, (\ k 1 =0. und X 1 ist Innenpunkt von k'. • e) Bind für eine (projektive) Polarität ?. in ,r(fR) die projektiven 
Involutionen konjucierter Punkte auf allen drei Seiten eines 
Poldreiecks elliptisch, so ist die Polarität elliptisch (diese 
Bedin..:,rung ist nach 2.1+ für eine elliptische Polarität notwendig, 
in. x(lll.) ist sie auch hinreichend). Wäre nämlich die durch diese 
Angabe bestimmte Polarität hyperbolisch, so besäße im Widerspruch zu 
2.4,Folg.6 der zugehörige Staudtsche Kegelschnitt ein Poldreiepk 
aus drei Innenpunkten. 

f) Ist 0(.:,P 9 -,p~ eine elliptische projektive Involution und 
ß:-$19 - ,P9 eine von 0<.. verschiedene projektive Involution, so 
existi.ert genau ein in beiden Involutionen zugeordnetes Punkte
paar, d.h. 3*(P,Q)~f.l,gx,p,mit PIX=Q AP8=Q. 
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Be,,.: Durch Projektion auf einen Sceinerkegelschnitt k erhalten 
wir die elli:;;,tische Involution "'':k -k, deren Involutionszentrum 
Zoc.• ein Innerc:ounkt von k ist und die Involution /11:k -k mit dem 
Zentruo Z~·· Die Gerade Z", Z13 , durch den Innenpunkt Z"', trifft nach 
Anw. c den Kegelschnitt in zwei Punkten und genau diese beiden 
Punkte liefern das Lösungspaar. • 
:Jemerkur;cen: (a) Es existiert genau ein Punktepaar, das in einer 
elliptischen projektiven Involution zugeordnet ist und zu zwei 
verschisclenen Pun.lcten F ~ und F2- harmonisch liegt, denn alle zu F1 
und F.2. h=:::onischen Paare sind nach '1.'10 in einer h;y]_)erbolischen 
Involution ß mit den Fix-~unkten F~,F~ zugeordnet. 

(b) Sind Dl und ß hyperbolisch, so existiert entweder 
ein c;cm•.;insa.!'.l zugeordnetes PurJctepaar I das auch aus einem ge
~einsamen Fixpunkt bestehen kann, oder kein solches Paar. 

(c) Der obic;e Beweis liefert eine konstruktive 
:2:rmittlunrr des gel!1einsa:nen Punktepaares zweier projektiver In
volutior.e~. 

(d) Die ob:[ze Anwendung c gilt auch für Quadriken 
in lT (11)" ilir ber-.ötie;en Lf. m:,r einen Sonderfall: Jeder Durchmesser 
eines Ellipsoides qJ in 1f (IR) schneidet <P in zwei verschiedenen 
Pun.1'::.ten. r;ach 6.5, Anwendung (II) lautet nämlich die Normalform 
von 9 dann'(x 0 )::..(x•)':: ..... -(xn)'-=O,und die affine Punktreihe auf . 
einer:J. D"J.rcrc~esser g gestattet die Darstellung [('1,o-)+(O,a)i\]IR mit · 
;\ tslRAOl.'i'<Y; f;lr die Sclrnittyunkte f.2s"<P gilt daher Ä2.:c [(a") + •• +(a 0 tr:. 
Has z,;ei verschiedene Schnittpunkte ergibt. ; 

3.) Eine A:.:ini tät 0< 0ArL("A(R))=AGL(A(R)) besitzt bei der Koordinatisie- 1 

rung ß. die P.:oorcl;ä..natendarstellung ;<1-~ ex./;. : 
x"'=a1'xl+ck' für k'='l, ••• n A !:= !af 1 *O· 

Wie in Ee1:eisschritt b zu Beginn von 7.2 erkennt man, daß 4 nicht 
_;rön der Koordinatisierung abhängt und daher sign Ä eine Eigen
schaft ·,ron De ist; der Beueisschritt a entfällt f-Ur affine Räume. 

Dfil'. 7. 2'b: Eine Autoaffi11i tät 0(, eines reellen affinen Raumes heißt 

cleichsinnig bzu. gegensinnig, wenn die Determinante 

von J;.· 10<.p. positiv bzw. negativ ist. 

Bc,L1erl:u:r:e;en: ( a) Die 1-lenc;e AGL + (A(lR)) aller gleichsinn.igen 
Affini tii.ten bildet eine llnter[;rupx,e der affinen Gruppe AGL(A(R)), 
dacec;cn bildet die 11enc;e AGL-t.A(!RJ) aHer gee;ensinnigen Affinitäten 
keine G~uppe. 
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(b) Zu zwei Simplizes {A 9 , ••• An} uncl {A~, ••• A'n} 
existiert genau eine (projektive) Affinität ex. mit Ajeo;=Aj für 
j=0 2 ••• n. Ist; o<. gleichsinnic; bzw. c;ec;ensinni,__;, so heißen uio 
beiden Simplizes c;leic11- bzw. 9cr;cnsinnie;, und wir sehre iben 
S(A 0 , ••• A 0 )=S(A~, ••• A~) bzw. S1,A 0 , ••• AnhS(A~, ••• A~). 

Eine Zerlegung der Nenge der Simplizes in zwei disjunkte Klassen 

heißt Orientierung; ein reeller affiner Rau::l ist also orientier

bar. 

(c) Sind {A
0

=ot 0 , ••• An=utn~unc1 {A~=a;, ••• A~= (A~} 
zwei Simplizes des affinen Raumes A(1\() (IR)) über ei:n.e::i reellen 

Rechtsvektorraum, so c;ilt: 

S(A0 , ... An)=S(A~, ••• A~) ~ sirr,n det (Ol,-ut 0 , ••• ,otn-otJ= 

= Sißil det (()(.'-ot~, •. • 1c.,t~-(J(,~). 

Bew.: Nach Einführung einer Koord.inatisierung µ:A(tll)) - A(n°) ist 
(llj,Ü =( ,1,a•,,,. <jla "), ot.~,Ü. =( cJla'', ••• cj,a "') (j=1, .•• r,.), 

und die eindeutiß bestimmte Affinität~ mit A1~=Aj hat die Dar-
st~llupg. , . 1 , . • "-' 

xk =a\xt+c"-·~~k=a\~,a~+c für s=O, ••• n => 
,, k' ,, ( ¼ l ) f" t 1 cua - {o)a =a1 (\)a -(J;t. ur :;:;: , •• .. n ~ 

det (Ul:-oc~, ••• ()(,~-oc.~)= llak' lldet(ut.-O<o, .. ,<Xn-v'!o), 
Aus dieser Beziehung folgt unmittelbar die Richtigkeit des 
Kriteriums. • 
Hat' ein projektiv eingebetteter reeller o.ffiner Rau;:i -Ü-=T \ 1w 
ungerade Dimension, so ist eine Affinität c<. genau do.:'.., zleich

sinniß, wenn die fortsetzende :Kollineation ~ cleichsi,.,.i3 ist; 

hat der Raum gerade Dimension, so ist eine A~finität c,:. e:sn2.u 

dann ßleichsinnig, wenn die BeschränkurJß -ae.llf..., der for~setzcnden 

Kollineation auf die ·Ji'ernhyperebe:10 c;leichsinnic ist • 

• I k' • k' 
Bew.: Hat 0( die Koordinatendarstellunc; xK = a . xJ+c , so ril t n!lct 

„ o n o 1' Jo 1' k - n' o n' k 6.5, Anw. (I) fur ;;;. dann (x , ••• x )iR. ,-.-( x ,c x +ok x , ••• ,c x +akx )R 
und detfi.- 1ocß., :det/J.,- 1 ;J?.jJ-, 

Ist dim f =diln lf unß'erade , so ist oc gleichsinnig genau dann, wenn 
n o ,( o -ae gleichsinnic; ist. Ist· dim lf =dim 1f gerade, so hat sigr. det /J-- o<.JJ-

kein~ geometrische Bedeutung; dagegen ist lfw dann von tl.!',ßerader Di

mension undmit ce.ll,.,:(x", ••• xn)IR ,_.... <<xk, ••• , X:'x")R gilt 

det ;.-~o< f =det f'--~ae.llfw,,o.. • 
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4) Sei im reellen proj~ktiv eingebetteten affinen Raum t =T (R)\11".., 
die affine Punktreihe ,P, mit dem Fernpunkt U:= ,P,n f2.., gegeben 
und ex.: ,tJ., - 112, eine projektive Involution. Es können zwei Fälle 
eintreten: · · 
Fall 1: U~ =U =* cx. besitzt einen von U v~rschiedenen zweiten Fix-
punkt Fe ,P.. mit DV(X,XiX,:b',U)=-1 'r/ Xe ,t:l,\fF} ~ Fist füttel-
punkt jedes Paares zugeordneter Punkte und oc ist ,~mit die 
Beschränkung der zentrischen Spiegelung an F auf 1"~· 
Fall 2: Ucx. ~U ~ Uoc. =:11"1:2, und I1 heißt der "Zentralpunkt (Hittel
punkt) von "'- ". Die projektive Involution 0<. ist eindeutig 
fest~elegt durch Zentralpunkt 11 und ein zugeordnetes Punktepaar 
X(,iar1; ,__ Xo< • Nach Folg.1 (b) ist ex. e;enau danJl elliptisch, uenn 
XXO(/Ifü gilt, d.h. wennH zwischen X und Xo:. liegt. _ 
Ist cx. eine hyperbolische Involution mit den beiden ei~entlichen 
Fi:lqmnkten F,,F:i.., so gilt H(F~,F~;U,H) nach 1.10,Folg,8,(fil\d.h. der 
Zentralpunkt ist der Mittelpunkt der Strecke (F/4 ,F2.)• 

Eine elliptische Involution et: ,Px -.,p, besitzt stets einen Zentral

pu:n1(t HeiQ,; ist ;,.:f.2, -,µ, die zentrische Spiegelung von "(],an H, 
so ist die zusammengesetzte Abbildung cx.r: = 0co11 : 1J~ -.pK eine hypeT-

bolische projektive Involution mit demselben Zentralpc1.r,.kt H. 

Bew.:cx.rist sicher eine Projektivität.und wegen Uo:.oM =I1oK~M;,. 

Mocu"=UuM.=U ist ocr eine projektive Involution mit dem 
Zentralpunkt I1. Fixpunktepaar von <Xr ist genau jenes Pun..1-ctepaar, 

welches in <X und oM gemeinsam zugeordnet ist; nach Folg.2,.,uiw._.f 

existiert wegen oc. elliptisch genau ein solches (eigentliches) 

Paar (F1 ,F2 ). • 

Bemerkungen: (a) Die Zuordnung e<.-.xr ist ein affiner und kein 
projektiver Begriff. 

(b) Jede elliptische projektive Involution oc mit dem 
Zentralpunkt :n ist wegen C<. = o.:"ü,..-1=0:rö1-1 das Produkt einer hyper
bolischen projektiven Involution mit dem Zen~ralpunkt Hund der 
zentrischen Spiegelung an 11. Wegen OG=iX"üM=c<

4=(0c:rc~)- 1 =0M-A(o<rr1;(j,_.C<r 
ist dieses Produkt kommutativ. 

(c) Umgekehrt ist das Produkt einer hyperbolischen 
projektiven Involution o,:':1:?to-12>! mit dem Zentralpunkt .!'1 und der 
zentrischen SpiegelurJß an :n eine elliptische projektive InvolutioI'. 
oc.."' ()(.ruM• Ist nämlich XG{ols\.{U,lil} kein Fix-punkt von otr, so gilt 
UM10(Xoc~ nach Folg.1 (b), wegen DV(U, M,X,X°''")oDV(U,M,Xh~Xcz.rvM)= 
DV (U,M,X,X0c) und H(U,M;X.xr,xocr6'1-,J .~ DV(U,M,X,Xo..) < 0 =) U1'.l/XXoe ~ 
~ ist elliptisch. 
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5l ?ei nun A(R!= TI"~R)= lr(H)\ lf.., ein :proj~kt~v eingeb~tt~ter reeller 
a„finer naum mit dim A(R) i 2. In lf(IRJ ex1st1.eren elliptische 
(projektive) Polaritäten i\, und zwar .lautet nach 5.5 die Normal
form der i\ beschreibenden nichtausgearteten symmetrischen Bi- • 
linearform x 0 y 0 + ••• +xnyn=o. Da i\ elliptisch ist I gilt l,J i\*= :M qi, 
d .h. eine elliptische. Polarität besitzt stets einen Mittel-
punkt II. Ist &-,,.: ,P -12 die zentrische Spiegelung an M (=> u11 llr,.,=Lr), 
so gilt i\<fM"'=<r,.,), nach 5.5,Folg.6 und 6.3,Folg.2. • 

Die zusammengesetzte Abbildung ·;{ := 't-cr*11 : .P, ....:_ 42"' ist eine 

hyperbolische Polarität niit dem Mittelpunkt M. 

Bew.: Mit A und ü~ ist auch i\reine globaie Abbildung. Unter Ar 

ist konjugierte Lage eine symmetrische Relation : 

X I Y'i{ ,.y71 oM" tjXö,-,I Y Au,/ """*=YA ~xo,.,A I Yi\A*=Y } => X71 r I y. 

Xö,.,ti=X).o-! =Xi\.- . 
Damit ist Ar eine (projektive) Polarität und M ist wegen 

w )C*= w i\*öM =r-Io,.,=M ihr Mittelpunkt; da M i lf„ gilt, ist ?{' keine 
Hullpolari tä t. · 

Ist g eine Gerade durch n, so existiert nach 5-5,Folg.5,Bem,c auf g 

eine projektive Involution ex. konjugierter Punkte bezüglich:- Ä , 

da auf g sicher kein Punkt existiert, dessen Polarhyperebene 

bezüglich der elliptischen Polarität i\ durch g geht. Diese In

volution ot ist elliptisch, da ).. elliptisch ist, und ö,., 1 ,p9 =: P.> ist 
eine.hYJ;Jerbolische Involution. Nach Folg.2,Anw,f existieren genau 

zwei Punkte P,QIE,P 9 mit P0<.=Q11Pß=Q. Wegen Pc<.=Q gilt Pi\ IQ 
und wegen QG",,. =Qt'!>=P ist (Pi\)<r,._*=P:i\r eine HYJ;Jerebene mit P IP/\r~i\r 

ist hyperbolisch. • 
Bemerkunc;en: (a) Die Zuordnung 71 ,_ i\r ist ein affiner und kein 
projektiver Begriff. 

(b) Jede elliptische Polarität i\ mit dem Mittelpunkt 
H ist \fegen /\ = 11r (f ""*-4 = t'{ 6",.,*das Produkt einer hyperbolischen 
Polarität i\r mit dem Mittelpunkt I1 und der zentrischen Spiee;elung 
an :M. Wecen ,1r"' AüM*"' ö,., /\ ist 7\ = SM i\r, und daher dieses Produkt 
kommututiv. 

(c) Die hyperbolische Polarität Ar bestimmt eine 
Quadrik <V mit Mittelpunkt M. Da bei. 6",., alle J!'ernpunkte einzeln 
fest'oleiben, sti=en die Spurpolaritäten (bzw. projektiven Involutionen 
konjugierter Punkte) von /\ und "J,,r in liw überein,und qir ist daher ein 
Ellipsoid (eine Ellipse). 
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DEF.7.2c: nas kommutative Produkt der Polarität an einem Ellipsoid 

mit der zentrischen Spiegelung an seinem Mittelpunkt 

heißt die Antipolarität des Ellipsoids. 

(d) ?fach Bem.c ist jede elliptische Polarität in lr(R) 
:iach Auszeichnun3 einer Fernhyperebene Tw die Antipolarität eines 
2-;J.li:r,soicle s. L':.1:.:;0lcehrt ist die Antipolarität eines Ellipsoides ,P „ 
eine elliptische Polarität ?-.=i\ 0 , oM+, Daß 71 eine Polarität 
ist,folgt nämlich analog zu oben aus der Symmetrie der Konju'giert
heit bei 714,, und At, öM*= a-,..). v ; außerdem ist 11 sicher nicht 
selbstkonjui:_;:iert. Falls ein sel bstkonjuc;ierter Punkt P bezüglich ;>.. 
existiert, so bestimmt er e:inen Durchmesser g von qir-, der (jjr 
m:ch l,'olg.2 1 3em.d in zwei Punkten trifft und da.her eine hyper
bolische Involution konjugierter Punkte bezüglich).~, trägt; die 
Gurch i\ = Ä 4, rs-,.,." auf r:; bc,stirimte Involution konjuc;ierter Punkte 
ist aber dan:1 nach :B'olg.4, Bcm.c elliptisch und da.her P nicht 
selbstkonjur:;iert. 

SATZ 7.2: ,Jeder reelle projektive Raum ungerader Dimension und je-
der reelle affine Raum sind orientierbar. Die elliptischen 

l'ols.:!'.'itäten in 1('.2) sind nach Auszeichnune; einer FerrJ1yperebene T,., 

r;enau. die 1'::i.tipolaritäten der Ellipsoide und die elliptischen 

:projektiven Involutionen gemm die kommutativen Produkte der 

hy:;io:·tolisc]16n projektiven Involutionen mit Zentralpunkt und 
den zentrischen ~piecelu~n am Zentralpunkt. 

7.3. D~ e 1!.:omulexe Fortsetzung eines pro,jektiven Raumes über einem 
reellonVe?::torraum 

ilir nützen in dieseo Punkt aus, daß der Körper IR der reellen Zahlen 
in den Körper C de::- komplexen Zahlen eingebettet werden kann. 

Zwischenbemerkunr.;: 

Ist IR der Körper der reellen Zahlen bzw. 1l7(1R) ein reeller Rechts

vektorraum -u.n.d definiert man in iH x [R bzw. 1? ([H) x10(R) die beiden 

Operationen 

(--cH '€.2.)+(11., -JQ,): c(-t1 + 11,,-~2. +~,.) 1/ ( a.' ~ )G.IR" R, 

( ) ( ) ( ., ,, ... ) V('l,,'CL),(-i.a„1!J,)I 'l,,-e. • a,,a1.. := 't,a,-·-tai,--2.&,+,.,1&2. elR "R bzw, 1/J(R)x 10(R), 
so wird IR x IL~ ein Körper C bzw. 1'7 (lR) x 117 (.R) ein Rechtsvektorraum 

über C; C heißt der "I'örper der komplexen Zahlen". 

Bemerkungen: (a) (-c ,1t).(1,0)=(tt,~), (t],o-).(0,1)=(o-,11)) 9 

('l'.,"'J)=(~,~)+(1","'J)=(~,~).(1,0)+(v,~).(0,1). 
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(b) IR bzw. 10([{) kann kanonisch in C bzw. 1~? (:n) x 111)(~~) 

ein()ebctt;et werden durch den folc;enden injektiven (nicht surje:<
tiven) Homomorphismus: 
x[Ea RJ -(x,O)[tC] bzw. ''l[t',f)(IR)] ,.._ ('l,1r) (t 'll(lR) x ",?(R)J • 

Wir führen folgende Identifikation durch: 
(x,0):;x,insbesondere (1,0h1 b:m. (-t,-cr):; 't; für das Paar (0,1), R 

setzen wir (0,1)=:i. Entsprechend obii;er Definition eilt 
(0,1).(0,1)=(-1,0), also i 2=-1. 
Nach der Identifikation lautet die Darstellur,r; aus Bem.a: 
('l,"'))= 't +~i mit 't,11J jEIR bzw. ,l(J(IR). _ 
Dieser nach der Identifizierung entstandene Vektorraum "•1 (QJ) heißt 
"komplexe Fortsetzune von 10(R)", denn es gilt '11) (lR) c ~~ (C). 

(c) Nach 5.1 ist die Hülle H(ot,i, ••• oti<) de::- Vektoren 
·(}(., ••• Ol.k I E NJ(n) der Unterraum {-e•1/,(IR)h.=014x1

+ ••• Ht„:J' mit xj t E 1 
von 10(1R). 
Als "komplexe Fortsetzung li(Ol.,i, •• • l{.1) von H(ot-1, ••• ot,J" definieren 
wir 
"' f;-- - 1- 1 k j ) H(ot,., ••• otk):= J..'.t'10(C) 'l=ot.1 z + ••• +(l(kz mit z f C ; dies ist ein 
Unterraum von 10(C) und H umfaßt H, jedoch ist H kei::: fü.terraum 

von -0. 
Ist {ot1 , ••• ,(lt.\ eine Basis in 10(n), so ist f{,I'.., •• .'ot~\ eine Basis in 
1Ö(C) und daher ist DimlR10(1R)=Dimc-0(c). 

Folr:;erunr;cn: 

1) Zu den beiden Vektorräumen 1i?(H) und 117(1C) cel,i::rr:r:. üie projelcti,:en 
Räume 11(10(1-0)und l('IO(C)). Die Punkte von 1(10) si:J.ci clie eindimensio
nalen Unterri.iume von 10((H), die Punkte von lf( '1()) ::ii;-L die ein-· 

dimensionalen Unterräume von 10 ( C). Es liegt nun nahe, folgende 
11ltanonJsche Einbettun[j" f: 1f (11?)-:-- lf (W) vorzunehme::.: 
x,;, ..:.R„H(-'{.) [, 11 ('11? )J - X'f"' 'tC=H('f.) [ € J cw) J • 
Diese Abbildune; "{ ict :Lnj okt :L v uncl erhält ko2.: ineare und nic:r~ 
kollineäre Lnge, do. eine in 1ö(n) 1.a. bz;:. 1.u. (~:.:::.:::.ehe) Yckto:r.·
tnen~e auch in ,i7/ Ln. bzw. l.u. ist;. Die Abbildun.3 izt jedoch 

nicht surjektiv, viclmelu• gilt: 

Ile'.t' durch deh Velc1;or 4- ""'<-+"Oi mit t,19 1 d()(R) bestin::ite cindimensio-
,.._ 1-,; ,..,. 

na.1e tJn:berrautn H(-t) von 10(C) ist genau dann die komplexe Fortsetzung 
eines eindimensionalen Unterraumes von '101 wenn { 't1~} l.a. in 1/)(R)ist. 
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Es ist üblich X= '-t!R und X'(= >{C zu identifizieren und dann ist 

lf('i()) C lf(W). 

DEF. 7. 3a: Ist 11" ( 1D (ll:t)) ein projektiver Raum über einem reellen 

Vektorraum und 10(C) die komplexe Fortsetzung von 10(R), 

so heißt lf('lÖ(C)) die komplexe Fort·s~tzung von lr(10(R)). 

Identifiziert man i(11J) mit seiner kanonischen Einbettung in ~(lw?(t)), 

so heißen die Punkte von lf(/4()) reelle Punkte von l(,vJ), jene von 

7r ( 1() ) \ T ( 1() ) imaginäre Pun.'\cte von 11" ( 1D ) • 

Bemerkung: Diese Unter§cheidung hat keinen Sinn hinsichtlich der 
vol],_en Gruppe Pf' L( 1f01)), da zu iri:;end zwei Punkten X,X'aus 
1f ('H? ),auch :für X reell und X'imaginär, immer eine Kollineation 
aus Pr L( 1f (\())) existiert welche den einen in den anderen überführt. 
Die Hen!"'e aller 11 1i(i{)(R ))-treuen Kol.lineationen" aus PrL(n(fl)), 
die lf(10 [~)) als Ganzes f_gstlassen, ist natürlich eine Untergrippe 
PrR L( 1r -i7i)) von Pr L( lf (10)); nur hinsichtlich dieser Unteri::ruppe 
hat die obige Einteilung der PurJcte von lf(,0) einen Sinn. 

Zwischenbemerkunßen: 

(1) Die Abbildung f:C-C mit z:=(x,y)=x+yi..-z:=(x,-y)=x-yi 

ist ein involutorischer Automorphismus von C und zwar der einzige. ,· 

nichttriviale Automorphismus von c, der R festläßt. 

Man kann übrigens zeigen, daß die Mächtigkeit der Automorphismen-·.-:. 
gruppe von C größer ist als die I-lächtißl{eit von IR; der einzige be- W 

kannte Automorphismus C - t ist jedoch f. 

( 2) Ist f: 1()(61) - 1() (IR) eine lineare Bijektion, so existiert 

genau eine lineare Bijektion f: t?(C) - ,ff) (C) mit -cf= '(.f V 'f..c 1/)(IR) 

und genau eine halblineare Bijektion fh: W(C) - /4?(t) mit 

'tl'h"' >tf \r' 't e {()(IR); dabei gilt .fh =>f. 
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f heißt die "lineare komplexe Fortsetzung von f" und fh heißt 
die "halblineare komplexe Fortset;zurJG von f". 

Bew.: Leistet eine halblineare Bijektion g:-V(C)-W(C) zum Körperauto
oorphisrJus g:C- C für allereellen Vektor·en dasselbe wie die 
lineare Bije~tion f: ~(11) - 10 (R) , so gilt V-t,~j, 1/)(IR) "V XER: 

~~~~~=~~~~t~;(d)(xg) } ~ xg•x. Nach (1) folgt g= L c oder g•l'. 
Ic ersten Fall folgt notwendig 
('f.+11Ji)g= -ef+~fi, und g ist tatsächlich linear und bijektiv 
wegen ( 't +701 )g=.o- q -ef „1,Jf = v ~ 't =\)"' <r ~'e+<wJi =o-; 
im zweiten Fall folgt notwendig 
('t +1.;i )g='tf+1.Jf( if) =-e.f -~fi, und g ist tatsächlich eine 
halblineare Bijektion. 

• Bemerkungen: (a) Speziell l 11 wird durch L10 = l.;; linear und durch t~ 
cit ('!+-1? i)Lk = 'ttk- '¼)L~i=" - -11) i halblinear fortgesetzt. Der 
Vektor 'l- -IQ i heißt der zum Vektor "l+ 11-i konjugiert komplexe 
Vektor. Ersetzt man jeden Vektor durch den konjugiert koIIJplexen 
Vektor, so b!¾leutet dies die Anwendung jener halblinearen Bi
jektion von '10, welche die Identität von 10 fortsetzt. Wegen 
't-(-"l)i= 'l+-IQ i gilt l~ = t10 , d.h. tk ist involutorisch. 

_ (b) ·Die Menge aller halblinearen Bijektionen von 
rL(10) 1 die Vektoren aus 1.2(R) in Vektoren ~us 1?(R) überführgn, 
ist eine Untergruppe rttL{10) von rL(in). Eine Bijektion g,rL(lo) 
liegt genau dann in r1tL(0), wenn g lineare oder halblineare 
kooplexe Fortsetzung einer linearen Bijektion f e GL('1ll) ist. Dies 
folgt unmittelbar aus ( 2 ) • 

(c) Die halblineare Bijektion t..,,rRL(1fl) kommutiert 
mit allen-Bijektionen von r111L(1{) ). 

V f~ =g. 
gilt dann wegen l k lfJ „ l 111 1 

• 2) Ist M?fPGL(lf ( ,\/;(R)) )" eine Kollineation von 1r(1fJ(g)); so existieren 
genau eine :projektive und genau eine nicht projektive Kollineation 
in Pr L( T (W(C)), deren Beschränkungen auf lr(-10(8)) mit ae. überein

stimmen. 
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new.: (a) Existenz: ~ c; PGL(lf(-l())) ~ 3 f i: GL(10) mit ae = .-er Die 

~rojektive Kolliileation ~+ und die nicht projektive Kollineation .ei. 
~on p r L(T(-vi)) leisten das Gewünschte :Zu iC 1: T(i>) 3 ) t 10 mit 

1 c .. ~c und (iC );ri""(~ C )aet= [ (!) +-01. )f)«:~( ~f')C ••::'(} f )IR=(} IR)aef" 

Analog für ~f • 
(b) Eindeutie;keit: (i) Sei ·ae-g6PGL(lf (V)) eine oe,fortsetzend.e 

proje?;:t::.ve Ko::!.lineation, also ae.gllr(10)='\-=a?.rllr(10). E~ne Funda
mentalfigur in T (10) ist auch Fundamentalfigur in lr (10) und die 

projel:tiven Yollineationen .e 9 und ilef leisten für die Punkte 

der ~undamentalfie;ur dasselbe; we5en der scharfen Transitivität 

von PGL(lr (,V1 ) )2.uf der I1eP..e;& der Fundanientalfiguren folgt atg"' aef. 
( i:f..) Sei ~t:; e. PrL(1f(-W)) eine .ef fortsetzende nicht projek-

tive Y.ollineation (~ g*Lc),also ae. ll (1/J)=1'f=.ie..,. llT(1()). Für die 

Punkte einer Funda~entalfigur in 1(40~, die auch ~ine Fundamental

fie;u.r 1r (-1{)) ist, leisten .et. und .e 9 dasselbe und Be+, ce.~~ läßt 

cicht nur die :E\rndiunentalfigur sondern auch die reellen Punkte 

auf jeder Verbindungsgerc1.den von zwei Punkten der Fundamental-

_;>ic;ur einzeln fest. Hach 5.2, Folg. 4 ist daher <'er..,~~~ llf(W) = t 11101 , 

Zu .t1" 1e;1 Gehört ,·regen der Kommutativität von C ein eindeutig 

bestirunter Körperautomorphismus (vgl.5.2, Folg.4), nämlich 

f~-1 mit fg-1 IR=tR; nach (1) folgt fg-1 =tc. oder !g-1 =I. Da 

der zweite Fall uegen f 2 = l4:, im Widerspruch zur Voraussetzung 

auf gi> Lc. führt, gilt f~- 1 = l c , sodaß a?, .e:91 eine projektive 
- 'h 

Kollineation in 11" (10(C ) ) ist, die eine Fundamentalfigur punkt-

ueise festläßt => ae. 9 = .ef. • • 
Anwendungen: 

(a) Eine Kollineation a;:_.,, PPL(lf(-k)(t))) gehört genau dann der Unter

gruppe Pr11 L(1r (11> (C))) an, wenn sie lineare oder halblineare 

komplexe Fortsetzung einer (projektiven) Kollineation aus 

PGL(lf(10(1R)))ist, d .h. 3 itf f PGL(1f (1()(!R))) mit ~"aef oder .e „ ae.f ._. 

Be,-1.: ;ie_,prRL(ll"(11l))~.ie.1Tr(1{.))6 PGL(T(10))~ 3fEGL(10) mit ae.11(10) .. ae./~l. 

~ ~ :7J:f v.e=~r~. Die Umkehrung ist trivial. • 



- 2G1~ -

(b) Speziell die identische Kollineation lirMJ=;x> 1 besitzt 2-ls 

einzige projektive Fortsebzunr; clie Identität t 111 w> - ae,: und nls 

einzie;e nicht projektive l"ortsetzune; die Kollineation oel,,;da l h nach 

Folg .1, Bem.a involut;orisch ist, gilt dies Ruch für ae. lh. Von be

sonderem Interesse sind zwei Eir;enschnften der involutorischen 

nicht projektiven Kollineation -ae Lh: 

(i) Gen.au die reellen Punkte sind -ael.., -fix. 

(ii) 'otL" kommutiert mit allen Kollineationen -ae._c Pr lfl,(lf(~) ). 

Bew.: (i) Wecen <ft" 1 tt (117)= l1rrwJ bleibt jeder reelle Pu:nkt fix. 
Andererseits c;ilt: 

<eC = (A(+i()i)C ~ lf(10)$=l \'{_,,11)1 Lu. in 1()<c=>["<-, -11)\ Lu. in 10 <=> 
(itC)ae,Lh~ [('t-+v;Ji)L1)~ • ('t-'li)i)IC 4 lr(i()). 

{ii) Aus d€.~Pfii/,("ff(117)) folgt nach Folc;.2 
. FAtJ,,b rv F1 'f>,;: ,..__ ,..,. 

~=öe:f v ,t,=;ith mit fGGL(10) =!' f,fhlEl'li\L(1D)0' fLh= Lhf, fhLhdhfh=,c> 
~o "" !.1,1'1 "'-f,, = ~ls\' ""-\hlh = :ie_,,fs ==> ot'..tLto(',•hoe,. 

3) DEF.7.3b: Zwei Unterräume 1T1 und lr1, von lf (W(IC)) heißen 

konjuc;iert komplex, wenn sie in der nicht projektiven 

Kollineation -aeL zugeordnet sind, und speziell konjugiert - "-imaginär für 7f1 '1' Tl. • 

t - -Bemerkune;en:(a) Wcc;en a'1h= LTcin> folr,t au;c; lriatL, =if, d::-mn lf,aec.,=lfz._, 
sodaß "oeLh -zuc;eordnct~ eine symmetrische föüation im Ver-,1nnd u 1f('{)) 
der ~Unterräume von lf (10) ist. Konjugiert }rnmplexe Unterräurie von 
1f ( W) haben dieselbe Dimension. 

(b) Die :Jet -Zuordnunrr in u lf ( 1(.)) ist _invariant ceg~P-
(f;U~ !'oU~neo.tionen oe'.°•P~~(lf(,viJ2,denn mit if1 =lf1fL", c;ilt (lf1<>t)ä\,= 
= l\"1"1.tJ< = 1f2. ""- , sodaß o.uch 11,.e und 11,.e in ,e,_ zur,;eordne" su:d. 
Gpe,;;:!:_ell, ist dol1er_die }~~gens'?haft, Fixunterraum von ai:L„ zu sein, 
(~f,ae,,=lf,) Pr;; L(IT(V))) - invariant. 

(c) D_er Schnittraum und der Verbindungsraum zweier 
konjugiert k2,mple~er Un terrjume vgp 1(10(§)) ist ein ct't.-Fixunter
rauru wegen [lf1 o lf1ätlJ ~ lf,~t~ o T1 ~~.,= 7f1a\'.t" o l,(dabei bedeutet o 
entweder f'1 oder Y ) • 

. (d) Ist 1, speziell ein Punkt, so ist er genau dann 
.e, -Ji'ixpunkt, wenn er im Sinne von Def. 7. 3a reell ist. Aus diesem 
G~unde-werden die ae,, -Fixräume 13elec;entlich reelle Unterräume 
von lf (10) genannt. Diese v_sm uns nicht benützte Bezeichnunc ist_ ~ _ 
irreführend, da für dim 1f1 ~1 Q,ie Tlcnc;e der reellen Punkte von r,~r,,"'-L 
nur aus den ceLh-1''i:x-punkten in lf1 besteht und daj_1er nicht 1:i.it d.er ~ 
Punktmenge von f 1 übereinstimmt. 
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4) Jeder k-dimensionale Unterraum lr1 c lf(1ll(R)) ist nach 5.1 von 

der Form l1= lf(H(ot0, ••• ,((k)) mit l<llo,···vtk) l.u. in 11,)(R). Zum 
Unterraum H(~., ••• ,-<Jl .. )c:W(C) gehört ein k-dimensionaler Unterraum 

1T (H(ut. 0 , ••• ot.J )=: i\ c l(,vi ( C ) J, Nach Anwend'lllll5 der Identifizierung 
r:lf(,11)) -T (1Q) gilt T1 c. lt\ , jedoch ist T1 kein Unterraum von 

lf ( 10 ) • Wir nennen if. die "komplexe Fortsetzung von 1i1 ". 

Dann gilt: 

Ein Unterraum l1 von l(~(c» ist genau dann komplexe Fortsetzung 

eines Unterraumes lr1 von lf(1ll(l?)), wenn_ 11 ein aet,. -Fixunterraum ist. 

Bew.: (a) 'if, = l(H(lllo, ••• «k) mit oto, ••• 0t„lE10(R). 

vx.;iceii\ gilt it=oto?i.+.,.+<Xki\l< mit "a'"flj+>-'JiGCAJJh)>il€(R ~ 
Xötth .. (i C ).it lh = ( ( ( at'.p. + ••• + VILµ.)+ (()(.. Yo + ••• + ()tl vk)i] Lh]t-

"' ( (,(J(.p..+, •• + «k_µ. 1.)-( oc.v. + ••• +«i. v .. )i )<C =( Vl5o + ••• +«.5i..)C =* 
Xa\:.LElf(H(l\'.o,•••{J(.i.))=ii\ und das ergibt 'i!\~Lhcif~. Da die Kolli-

" -neation 'leth dimensionstreu ist, folgt Tl. i\. = lf„ 

(b) Ist lf1 ~th = 7f. , so gilt 11\ = t V Tl, ~L.,. Als Unterrauo von 

lf(W) besitzt t die Bauart Ti.=lf(H(3., •• }J) mit J1= ,e.;+1{11iA 

/\ 'ti '-\Qi,IE 1()(lR). 

if,~L., .(-,.cv ... V}i.C)iil-h -(~. C)~l„v ••• V(~,.C)3tt,.•C}. 1,,_)CV ... V()i.~h)C• 

• J. C V • • ,V 5" C • T(H ( ') • , • , , , 1 i.. ) ) • 

Damit gilt 'f1 =1!\ vi\\ ~t,.= lf(H(;3.,~., .. ,)u~i..)). Falls H(J.,J., ••• ,} .. ,'3J= 
=H(-to,19•, ••• , -t.._, 1Qi. ) gezeigt werden kann, ist li\ die ·komplexe 

Fortsetzung des Unterraumes lf1 :::T(H(--t.,-1Q•,·••-'t.._,-1Q..)) c 1!(1()). 

Sei nun ~4H(~o,}o,, .• ,) •• ~ ... )~ -e'.s('C.o+~.i)z.+(>e...-~)z;+ ..• + 

+('<-i... +'ll)~i)z.., +('l .. -"?1i)z:. mit z1 , z;' )E C ~ ~ .. "l..(z.+z ~)+ -i().{iz.-z! )+_. •• + 

+ ie,(z, +z: )H)1o.(izk -iz D ~ .'.e" H('t. ,~. , ..• ,-<.1.. ,'191<). 
Sei nun ~ 'H( 'lo ,1<)•' ••• ''li. ,'\/J "') ~ ,z = 'loWo+il)oW.' + ••• + "• w._ +.iQ,W • ... mit 

w; , w; je C. Wegen ie; .. ~(}i + 1; ),-ig;=if ( ~1 - J;) ~ ~" H(,. , ~. , .. •, }, , '5" .. ) • . -
Bemerkune;: Die Hene;e der reellen Punkte eines aet,, -Fixunterraumes lT. 
von 1 ( 1Ö ) der Dimension k über C bildet einen Unterraum von 1i ( 1{) ) 

der Dimension k über R, 

Bew.: Die Teilmenge 1f1:= T (H(.tt.,t) .. , ••• ,'fi.,11h))c i'i,=lf(H(t.,~ .... ,-e,,1/l)) 
ist nach der Identifizierung f" ein Untf:rraum von T(1() ), und j~der • 
Punkt von ir~ ist ein r~eller Punkt-von T1 • Ist umgekehrt !:i C=X 
ein reeller Punkt von 11',, so gilt XE lf1 wegen: 
iC reell~ 3 't.,; '1(} mit leC=tO; '<C ,-f, =* 
-t.•it.w.+~.w:+ ... +>e1..w1,,+'l{J,w~ mit w;,w}l•C ""* 
'tln •~•>eo Wo +1QoW~ +,, , +'fi.. W1o. +11), W k ~ 
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Durch Aüdition der beiden Darstellungen von ,e., erhält man 
'l = I [ >e.(~a+w. )+ ~.(w:,+w~)+,. ,+ ,e~(w, +w. )+ "'!),(w~+w~ )] , 
Wegen w~ +Wj € IR = ,e. EH( '{o ,40•' ••• ''C, ,1',).) ~ --t!R t lf1. 

Damit ist ir, n lr ( 11) )"' lf, • -
H('(.,19., ••• -e~,11.) über IR und H('lo ,19., ••• -e,,11,) über IC haben nach 
der Zuischenbemerkung dieselben Dimensionen und daher auch ii\ 
und lf1 • • 
Anwendur~en: 

(a) Ist speziell 'ff. ein nicht reeller Punkt, so gilt: Der Ver

bindunc;sraum zweier aeL, -zuc;eordneter nicht reeller Punkte ist 

eine ?e L.,. -Fixgerade g, und die Hene;e aller reellen Punkte in g 
bildet eine Gerade g in 1f ( 1() ) • 

(b) Für eine Gerade g"' TI\ von 1f ( W) kann gelten: 

I!'all 1: ii\ ~Lh = ll\ (vgl.a) 

:C'all 2: li\ ie:L" n Tl\ = { i"qF~,. Sae,:•S, d.h. S ist reell: Schneidet eine 

Gerade in 7T ( '\(} ) die von ihr verschiedene konjugiert komplexe 

Gerade, so. ist der Schnittpunkt reell~ Geraden dieser Art in lr(W) 

heißen auch "niederimaginär". 

In diesem Fall ist if, ~L„ V 1r, eine oel.-fixe Ebene & , d.h. eine 
niederimac;inäre Gerade spannt mit der konjugiert imaginären Geraden 

eine Ebene von lf(1)) auf, in der die Menge aller reellen Punkte 

eine Ebene o von if (10 ) bildet .• 

Fall 3: if. äeln n t =0 (nur für dim 1f (10 ) :,, 3 möc;lich); 

dann liee;t auf keiner der beiden Geraden ein aeLh -fixer, d.h. 

reeller Punkt. Eine Gerade in lf ( 10 ) , die zu ihrer konjur5iert 

iTio.r;inö.ren Geraden windschief ist,heißt "hoch.imaginär". 

Wird die Gerade 'if 1 durch die beiden ve_J'schiedenen Punkte 3.IC= ( 'to + 1j).i)C 
und J,C=('e.+1iJ1i)IC aufgespannt, so wirdl1'1ätl durch ('C.o-'l(),i)C und 
('l, -1.'}-,i )C aufgespannt und daher gilt: h 

(

>eo+ t~) { 2 ~ I, ~,,.,= Tl, 
Re- ,e, +{;,,1. n 3 ~ lr, ist niederimaginär 

0 

'< 0 --+:i·~ 4 $=} 'ir. ist hoch.imaginär. 
,e, -"'},i 

5) Ist C(.:f.2,-1,i, eine Projektivität (insbesondere projektive, 

Involution) einer Punktr·eihe in 1f('I,)) (Dirn 10 ? 3 ) , so existiert 

cenau eine Projektivität (insbesondere projektive Involution) 

i : fJ. - -P.x der komplexen Fortsetzung f.i, von '}(2„ in 1f ( 11) so, daß 

für alle reellen Punkte X q;ix gilt Xoc =Xi1. 
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Bew.·: 1;ach 3.6, Folg.6 existiert eine projektive Kollineation 

ae1: 1r (11?)- Tt (11?) mit öerl-Px=oc. Für die projektive Kollineation 

.l<.f! lf (-0 )- ?r( 11) gilt aqlf.2x= ae.t 112>1. =o<. und daher ist aq lfi.x "': ~ 
eine Projektivität, die das Gewünschte leistet; ist o<. involutorisch, 

so auch «'. , denn in o<. und damit in 0<. existiert ein vertauschbar 

zugeordnetes Punktepaar. Die komplexe Fortsetzung ;; ist eindeutig, 

deIL~ dl.lI'c~ Vorgabe zugeordneter reeller Punktetripel ist die 
Projektivität inP,bereits eindeutig festgelegt. • 
~ ist stets eine hyperbolische oder parabolische Projektivität. 

Ist~ eine elliptische Projektivität 1 so sind die Fixpunkte von~ 
konjugier-:: iI:l.aginäre Punkte (d.h. ~h-zugeordnet; nicht ~t~-fix). 

Bew.: F;;.=F = (Fae,)iZ=F,1\.,1q:=F.q·,,\.=(FO:)ai\.=F;ieL•• d.h. F ist ein Fix

punkt von x.; ebenso auch F~,~ Der Fixpunkt F ist nicht .tL~-fix, da 

sonst Fein reeller Fixpunkt von~ wäre. Andererseits sind Fund 

F~L, wegen des Fundamentalsatzes die einzigen Fixpunkte von ~. 

,fach Folg.4-,.L'lw. a ist die Vorbindungsgerade zweier konjugiert 

ima0 inärer Punkte F,F~L, die komplexe Fortsetzung einer Geraden 
utlR+(.IR in_7l"(',')(R)) und es gilt F=(0t+/;z)C, Foet.=(<-t+6-~)'.J mit z=x+yi. 

Die .Abbilda:c.g °' : (itx 0 +ß.x~ )-(C!Lx
0
'+1rx"'), welche durch die symmetrische 

reelle nicht ausgeartete Bilinearform zzx 0 x 0 '-i( z+z )(x 0 x
10 

+x1 x0
' )+x" x 1

' 

beschriebe:r:. wird, ist eine in lf ( '\/) (!R)) elliptische Involution, 

deren kocylexe Fortsetz;ung die Fixpunkte Fund F~lnbesitzt • • Bemerkungen: (a) Umgekehrt kann ~edes Pa~r konjugiert im~gin~~~r __ f 

Punkte als Fixpu.n . .ktepaar genau einer proJektiven Involution ~-'12~ ~~ 
erhalten werden,welche komplexe Fortsetzung einer elliptischen pro- 1 

iektiven Involution ex.:~. -12" ist. Diese Tatsache hat STAUDT be- 1 
~ützt, um einen reellen projektiven Raum, der nicht notwendig 
projektiver Raum über einem Vektorraum ist, um die Paare konju-
giert imaginärer Punkte zu erweitern. 

(b) Versteht man unter dem charakteristischen Doppel

verhältnis einer in 1f(10(R)) elliptischen Projektivität ot: f.2x -12x 
das charakteristische Doppelverhältnis der komplexen Fortsetzung 

iZ von oc, also DV(F\,F2,x,x;)"'z" (!; mit Ff= Fj, so gilt lzl=1. 
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Bew.: D;j,e Fixpunkte F1 _und F„ von f1 sind konju;-;icrt itis.'.':inä.re 
Pu:nkt;e F, =(~o + 11-;i)C, l~a. =(11-.-11,1i)C. Der reelle Punkt X= ,.,.I[) 
wird durch ;,;_ auf den reellen Punkt XÖl =(11-.x+11-,)C mit x „ n abge-
bildet, daher gilt -

. <- - ---) I{ il 1-i ~I 1+xi 
11

2 _ Z=DV F1 ,F2 ,X,Xo< • 1 
11 

,...,

1

~---'-x

1

"'-l =- -::r=ir ~ z =zz„ 

1-i O 1 
1+xi 1-xi 

1 "'xi-1 · -xi-1 ,. • 
(c) Die einzicen Zahlen z E C r.iit I z 1 =1 und z E n sind 

+1 und -1,wobei +1 irngen X=Xix nicht möe;lich ist. Für z=-1 ist "
eine hyperbolische projekt;ive Involution und damit oc eine 
(elliptische) projektive Involution. Die a€t,, -zue;eordneten Fix
punkte der komplexen Fortsetzung ~ einer elliptischen :projektiven 
Involution oc liegen harmonisch zu jedem zugeordneten Punktepaar. 

N (d) Entfernt man :rns 1i (1()) speziell _eine aet,-fixe 
Hyperebene 111.u i so bilden die reellen Pun1t~e von lf:,-, eine Eyper
ebene lfw von 11.10). Dem reellen Fernpunkt ü von ,P, 1:'.l reellen 
affinen Raum 1f ('\O ) \ 1f 1v ~ntspricht in der elliptische,, Invo½}ti,.s,n ~ 
der Zentralpunl,;:t l·l=Uo< ., -f.<x • In der komplexen Fortset::·.,::J:: il (.li) )\ T:.., 
gilt daher:. Mist Mittelpunkt der aus den konjugiert imaginären 
Fixpunkten gebildeten Strecke. Da umgekehrt je zwei konjugiert 
imaginäre Punkte als Fixpunkte einer solchen projektiven Involu
tion °' erhalten werden können, folgt: Der Mittelpunkt der von zwei 
konjugiert imaginären eigentlichen Punkten gebildeten 
Strecke ist stets reell. Die projektive FasSUDfi der letzten 
Aussage lautet: Der vierte harmonische Punkt zu eir.em reellen 
Punkt bezüglich zweier konjugiert imaginärer Punkte ist ein 
reeller Punkt. 

Zwischenbemerkung: 
Ist ß: '1{)(H) x ,1() (IR) - IR eine von der Nullform verschiBder,e syr.imetri

·sche Bilinearform, so existiert genau eine syr.ioetrische Bilinear

form ß:10(V)x-0(c)-c mit ('( 1!Q)ßc("l.,"'J)/\ v''<-,1l)lc'1./l(!:) und.es 

existiert genau eine hermitesche Sesquilinearforo f\: "•?(q:;) x 10(C)-c 

mit ('e,1/J)(l) c(1t,19)ßh V <e., ,v;Jle1{)(R); dabei ist~. antihalblinear 
im ersten Argument zu ai

11
=f (da C kommutativ ist,kann jeder Körper

automorphismus auch als Körperant;iautouorphismus aufgefaßt 

werden und umgekehrt). Mit ß sind 'i'; und /'ih nicht ausgeartet. 

ß heißt die "komplexe Fortsetzung von /<," und ßh heißt die 

"herµii tesche li'ortsetzung von r.i ". 

Bew.: Leistet eine Sesg_uilinearform ö: J.o (ll)) x -in(~) - C zum 
Körperantiautomorphismus 11 f :C-'V für alle reellen Vektorpaare 
dasselbe 1'1ie. ~:-il)(IR)J\ ,1fJ(IR) -1R, so t,1;ilt V't,1/J l1r 1/J(R) A v x is iR 

~~~:~~~= ~~:J~~·!)~i'l,1q)ß1 ~ xaf.x. Nach Folg.1,(1) folgtQf„ lc, v o.f.l. 
Im ersten Fall fole;t notwendig 
(tA +-e.i,"'J.+'?i.i)ö *('t, ,'1.3• )P:. -(-e,. ,~,)ß +[Ctt ,'lt').)&-(>!• ,-1o3,)ß ]i, und 
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das ist tntsächlich eine sYßll']letrische Bilinearform ß; im zweiten Fall 
ist notwendig (-e..+ 't2.i,il}•+11Jii)<r=('<, ,19,)P:i+(-t1. ,11,)~+[('<t ,.._,.)'->-('(., ,~i)l!>J:i, 
und dies ist tatsächlich eine hermitesche Sesquilinearform ßh • 
Ist ~ nicht ausgeartet und z.B. ß ausgeartet, so existiert_ 

11)= -w.)1 + 11,l:i.i •o-, also (1.).,-lq:i.)• fo·,u) mit (.'.l,...,.+"1.;i.)i5=..,- \f,e,fO(C). 
Dies gilt insbesondere für alle 't=:'t.d>1/)(IR)~ ('<-,,-\i'.l.)~-(,c,,'"d,)/!,=0 
v-e.c.10(R) ~ '1.:),=-t,J,= er : Widerspruch, da f'.:, nicht ausgeartet ist. + 
6) Sei io folgenden dim 7r(10 (R)) ~ 2. Eine (projektive) Polarität 
'i\.:7r(1()(R)) - 7r*(1D(n)) ordnet jedem Punkt X·-te.~eine Hyper;:; 
ebene X:Ä = T (H( -<-¼, ••• ,a,,,_ 1 )) zu. Eine Polarität ,r (10) - ir•(70) 
soll komplexe Fortsetzung von').. heißen, wenn si~ jedem Punkt 
X= "e, C mit "{.. e 1D(R) die komplexe FortsetzuDG 1r (H( -«o, ••• M.-n_1 ) 

der Hyperebene Xi\ zuordnet. Es gilt_:. 

Zu einer Polarität. A: T(10) - ·ir(1D) existiert genau eine 
]._ro;jektive Polarität;\, :11'"(1()) - T(W), welche A fortsetzt. 

Bew.: (a) Konjugierte Lage bezüglich A wird durch die nicht 
ausgeartete symmetrische Bilinearform 6"beschrieben. Die komplexe 
Fortsetzung ;;:; von 6' beschreibt dann eine projektive Polarität~ 1 

die das Gewi.inschte leistet: . 
X=dl~XA =~Y='f.?IR i(-c,11))o=0A 'II) t.o-J =lf(H(Olo, ••• ,Ol„ 4 )) 

X:-e.11::~X~ ={Z:3't j(~,))ir=OI\ 1 to-); 

es ist x~ .. lf(HC.a., ••• «n-1 ) zu zeigen: 
Z= i C=(f + tMi)C € X~# 0=(-l-,) '+f'i )8'- •('(., f )ö +( 'td) 11 )ö i ~ 
( '( t ~ t ) Ö ,_Q I\ ( 't,} II) 0 _,Q ~ 

J 1 
= U o ?. 0 + • • • + ot n-• ?t •· ~ J 

] :i.;,p2 I~~ mit 
11 

~ i\i„,u;i ~ C mit 
} ,.Uf.o#•+ .••• +-Otn•<fln-1 , 

}=} I + a"i: ot.(:>.. +µ.o i) .. , •, T l!tn-,('),n-1 *.M-n-,i)I=* r E A(c.t.,,. • -OI.·-· )~ LC' lf ( H ( (){ O , • • • V\.n-4 )) • 

(b) Die durch~ beschriebene projektive Polarität Ä ist die 

einzige projektive .komplexe Fortsetzunß von A. Jede weitere pro
jektive komplexe Fortsetzung A

1
von A leistet nämlich auf einer 

beliebigen Fundamentalfigur von reellen Punkten dasselbe, wie X , 
sodaß xI- 4 eine projektive Kollineation im PP-Raum lr('JD(C)) ist, 

welche eine Fundamentalfigur festläßt ~ Ä' '3::-1 
= Lirr,d5) ~ X.='>:. 

Bemerkung: Es sei ohne Beweis eruähi:lt 1 daß zu)._ auch genau eine 
nicht projektive Polarität Ah existiert, welche komplexe Fort
setzung_ von :\ ist; diese wird durch e;-r, beschrieben. 

Jede projektive Polarität. 3: : lf'(10) - ir*(W ), welche ei;:e Polari~t 

)..: lf(10) - lf*(1/)) fortsetzt, kommutiert mit _~Lh, d.h.A..e.l~ =a:L/'· 
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13ew.: X wird durch if beschrieben und es gilt: 

0 C )~ ;ie1: = {~ C= (11J' +~" i )C l (} ,1?) ff= 0) ae l• = { ( 1f -19"i )C / (3 '+ }"i ,19 '+11J"i )0-m 

=ÜJ. {C~'-1,)"i)Cl(;f,19~)0-(~",1f')o=ÜA(~",10')<r+()',1,)':_>o=ü}. 
(3 C)aelhi't =[(j '-f'i)ICJ?t = f(10'+10''i)1C/O=()'-f'i,tl)'+tl)"i)ü} = 

= { c,,.,' t 10''i )ic l ( a' ,11l' )6"+ ( }'' ,10") G"'= o A C} ' ,10" )o-(f' ,'IQ' )ö =O J. 
Setzt man 10' •191

, 10" =-v", so erkennt man die Gleichhai t der beiden 

Punktmengen. + 
Anwendungen:· 

(a) Die pro~ektive Polarität ~, welche die Polarität 
A: lf('11?(1R))- 1f•(1(7(R)) fortsetzt,ist stets hyperbolisch,denn C ist 
quadratisch abt5eschlossen. Zu X gehört eine Quadrik if5, 1f (f5(ic)) 
und es 6ilt: 

Ist X ein Punkt von(/), so gehört auch der konjugiert komplexe 

Punkt X ~L h zur Quadrik ~ • Aus Xe $ · folgt nämlich X I X~~ 
X..z1, I (X~)a'!.(n :(Xat.1.);\ ~XaelnE cii. Ist s Tangentialebene von <P,so auch 

q3(',t~, wegen: ~e cJ)•=;)t I 11• tj {ae1)'. ({'h!).ie,.=(iaeth)?\=>~.iet.e cj;•. 
Die Quadrik cf{ -bleibt somit unter <eth als Ganzes fest. Ist lf1 ein 
Unterraum auf <P, so liegt auch der konjugiert komplexe Unterraum 

auf $ • Die f Lh -festen Punkte auf ~ sind genau die reellen 
Piinkte auf <P , also genau die selbstkonjugierten Punkte bezüglich 

::\. Ist....,:\ elliptisch, so e;ilt q5 11 ir(11)) =ß; eine solche Quadrik~ 

von . ir 00) heißt "null teilig". 

Durch Entfernen einer -;.eL -Fixhyperebene lfw werden 1f (W) und lr(!{)) 
h • 

zu affinen Räumen. Eine elliptische Polarität A. in lr(10) ist dann 

nach 7.1 die Antipolarität .eines Ellipsoids cpr, und ;\ bestimmt 

eine null teilige Quadrik cj5 in lr (10 ) • Nach F .riEIN heißt (j) r 
"ein reeller Vertreter von <:p"; diese Begriffsbildung hat nur in 

affinen Räumen einen Sinn. 

DW.7.3c: Eine Quadrik in lr(W(C)), welche durch die komplexe 

projektive Fortsetzung einer in J(W (IR)) elliptischen 
,V 

Polarität bestimmt ist, heißt nullteilige Quadrik in lr(10). Jedes 

Ellipsoid in i'(W (lR) )\ Tw, dessen Antipolarität die gegebene , 

elliptische Polarität in lf (10 (IR)) ist, heißt ein reeller Ver

treter der nullteiligen Quadrik. 

( b ) Die obic;en Überler;ungen lassen sich auch auf ausgeartete 

symmetrische Bilinearformen, also auf nicht recu].äre quadratische 
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Varietäten r anwenden. Wird r c. lf( 11.)(R)) durch 6' beschrieben, so 

.beschreibt 6' eine quadratische Varietät r C 11' (-1() (IR)). und mit 

X e'f ist auch X.e,~ ein Punkt der Varietät: 

J C =( 't H 1i)t eF ~ 0=( "(.Hji,'t +~i) 6' =( "<-,'<. )ö -(40,~ )ö +2(t-t ,1/J )oi ==> 

=9 ( 'C , ,e ) c; -("ol) ,1') )ö •O " ("', 1tJ )6" •O ;_ (3 C )~ l.,_:'('t -~i )C ==> ( '<. -~i ,"- -..gi)S' • 1· 

(-t,"<.)(;"-(11),~)G' -2(~,"Q)oi•0 =>(}C)ae,.," r. 

Der Spitzenr2um von f ist die komplexe Fortsetzung lfs des Spitzen- 1· 

raumes T5 von r . 
::3ew.: H:,ch 7,3,Bem.c existiert eine :Basis {11-0 , ••• 11..h} c /{)(H) so, 
claß die ouarlratische Form "e,~ = (k, "e-) e- in der Normalform ·1 

,ep1,= ).[x 0 J+ :\,(x') + ••• +>..k(x•) mit 0< k < n /\ Aj • ±:1 dargestellt wird; . · 
icach 5.6 Hirf2. de:'.' 8pitzenraum 11"s von r durcl,),, x k• 1 ...... =x"=O be
sclirieb0n, d.h. lr5=7r(H(11,., ••• 11-k)). Auch inW (C) ist{110, ••• ,11-h} 
eine Ilasis, un,1 da f!i" und er für die reellen Vektoren 11,0 , ••• ., 11," 

dasselbe leisten, gilt 
511 = ( 1'. k Z C , 'tt- c Z L ) ij' = Z k Z l ( "'-, > 1\., )o = Ai Z o )'- + i\ 1 ( Z 1 ).'" t • • • + i\ k ~ Z k t • ,-., 
Der Spi tzocre.1.:m dieser Varietät ist aber z • = •••• z =0, also lfs • • . C c ) Beispiel für dim lf(1() )=3: 

(x0 )2+(x1 )2+(x2 )2=o beschreibt in lf (10) die quadratische Varietätr;ll 

:nit der Spi'cze (0,0,0,1 )H und f.U' wird durch (:z; 0 )2+(z 1 ) 2+(z2 )2=0 

beschriebeq; dies ist nach 5-6 ein quadratischer Kegel in lf (W ) 
mit der Spitze (0,0,0,1)C (ein solcher Kegel r~> heißt gelegentlich 

"nullteilig"). Speziell in der Ebene Jt (:x:3=0) bzw. Sc (z3=o) be

stimmen die quadratischen Formen eine elliptische Polarität A bzw. 

eine hyperbolische Polarität r I zu der ein nullteiliger Kegel

schnitt k gehört. Also gilt: Jeder ebene Schnitt eines nullteiligen 

l~cgels mit einer Ebene nicht durch die Spitze ist ein nullteiliger 

Kec;elschni tt (bei seeic;neter Basiswahl ist nämlich stets die hier · 1 

verwendete Darstellung zu erreichen). 

Uogekehrt erkennt man: Die Projektion eines nullteiligen Kegel

schnitts in einer 'd:~h-l>'ixebene 5t aus einem reellen Punkt, der nicht 

in JC liegt, ist ein null teiliger Kegel. 

( d) Jede Quadrik eines dreidimensionalen komplexen projektiven 

Raumes lr(1{)) ist ringartig, da~ quadratisch abgeschlossen ist; 

insbesor.dere ist jede Quadrik $' ringartig, die durch komplexe 

Fortsetzu~ einer Polarität A zu einer projektiven Polarität 

entsteht.Bestimmt 71 eir..e ovale Quadrilc 'i> c. T ('\0(8)), so existieren 

nuf der durch~ besti~mten rinc;artigen Quadrik ~cl(-O(C)) 
lceir..e ~L, -fixen Erzeu:;;cnden, denn die I1enc;e ihrer reellen Punkte 

diro cirse ,~rzeu:.:;ende von 'f' • Ist e eine Erzeugende von Q durch 

den reellen I'ulli~t X=X a!t C ~' so ist e ~l ( ,t,e) die zweite Erzeugende 
h , ~ 
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durch X, und umgekehrt treffen einander zwei niederimaginäre Er

zeugenden von (r in einem reellen Punkt von ip. 
Aus diesem Grunde kann es auf einer nul~teiligen Quadrik ~ 
(;.\ elliptisch) keine niederimaginären und erst recht keine &eLh

fixen Erzeugenden geben~ Eine Erzeugende e und ihre ael,-zuge

ordnete Erzeugende einer null teiligen Quadrik ~ sind stets hoch

imaginär und gehören daher zur selben Erzeugendenschar auf cj;. 

(e)-An einem Beispiel wird gezeigt, wie man unter Benützung von 
1f ( 10 ) Aussagen über 1T ( 10) gewinnen kann. 

In der reellen projektiven Ebene gilt: Ist :\ a eine elliptische 

Polarität und 11(t:A a) eine weitere Polarität, so existiert 
mindestens ein gemeinsames Poldreieck. 

Bew.:Auf Grund des ersten Hauptsatzes genügt es, den Ee];"eis iil 
l (10) mit dim Tf( 10 )=2 zu führen. Wir setzen II b_zv,. )," zu A bzw. :\" 
in lf(,\(J) .fo:rt, und X bzw.';\"- bestimmen zwei verschiedene Kegel
schnitte k bz~.R~. Da C (im Gegensatz zu R) kubisch abgeschlossen 
ist, ge:l].Ör§n k bzw.ka. nach ~r.5.9 Z:l:J. genau~ein_gm Kegelschnittbüschel. 
Ist Xe k,., k'", so gilt X aelh E_k.e,l," k"~L, =k '"' kQ., und ;::ü t jeder 
gemeinsamen Tangente t_von k_und lc" ist auch t cti'.'h eine ge
meinsame Tangente V.Qn k u,nd k a. • Gemeinsame Puntte ur.d gemeinsame 
Linienelemente von k und k" treten nur in ""-L,_-zugeorc.neten 
Paaren auf; dabei sind die Elemente solcher Paare stets verschieden, 
denn k" ist null teilit; und enthält daher keine reellen Punkte. 
Die ·Kegelschnitte K" und k können somit nur einem Büschel 1. oder 
3.Art angehören, denn nur für diese beiden Arten ist die Anzahl 
gemeinsamer Punkt~ und die Anzahl gemeinsamer_Linienelemente ~erade. 
Bestimmen k"- und kein Büschel 1.Art, so ist k"/"\ k= tS,S~l" ,1,T;;e,j, 
wobei diese vier Punkte ein Viereck bilden; das ;Jia;;onal-
dreieck dieses VJerecks Jst nach Satz 2. 5a das einzie;e ce:neinsame 
Poldreieck von 11~ und A • Für die Punkte des Diagonaldreiecks . 
gilt wegen .et_ = L : 
D-i ::2~S VS ;ieL,) I") (TV Ta€t") ==>D1 af. L, =(S;ieln VS) f"\ (T~c. V T)=D 1, 

D2. != SVT)n(S-ie.t VT~t")~D2.;.e.t,=(SctL„VT~t ... )n(SVT)=Di.., 
D 3 := S VT ~Ln) n ~Sat,,VT)~ D,~t,=(S;etVT) n (S VT;){l..)=Dn 
D1 ,D:i.,D, sind also reell und D1 ,Di. ,D, "ist ein gemeinsames 
(reell~s) I'old_reieck von /\ und -;\ <\. • 

Falls k <>. und k ein Büschel 3.Art bestimmen, besitzen sie die 
gemeinsamen Linienelemente (S,s) und (S.et,, s.et).Nach 3atz 5,2c haben 
K"' und k gemeinsame Poldreiecke, wobei eine Ecke stets der Punkt 
D,,: =,Psn 1'.l.s ... r ( ~ D/4 reell) ist und eine Ecke D 2 beliebig aus 
')'.2 5V1J.~·\\S,säeLJ gewählt werden darf; D3 ist der eindeutig bestimmte 
Punkt iuit H(Di ,D 3 jS,S .X.t0 ). Die Gerade s.sael.., ist ;{t"-fix,und daher 
bildet die Menge ihrer reellen Punkte nach Folg .4,Anw. a eine Gerade 'P~ 
von lT(-1() ). Wählt man D1~,P., d.h. reell so ist der P.mkt DA nach 
Folg.4-,Anw. b ebenfalls reell. i\ und 1-"' haben daher unendlich 
viele (reelle) gemeinsame Poldreiecke. • 
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SATZ 7.3: Ein Unterraum der komplexen Fortsetzung 11'(1<1) des 
projektiven Raumes T ( 10) über dem reellen Rechtsvektor

raum 10 ist genau dann komplexe Fortsetz"U.Dg eines Unterraumes von 
l ('IO ), wenn er Fixu.nterraum bezüglich jener involutorischen, 
nicht projektiven Kollineation ~t,VOn 1(10) ist, welche alle 
Punkte von lf(1()) festläßt. Jede über 1r (10) elliptische Polarität )\ 
läßt sich zum Polarsystem einer nullteiligen Quadrik komplex 
.fortsetzen. Jede Quadrik q> von T( 10 ) , welche zu einer projektiven 
Polarität~ gehört, die durch komplexe Fortsetzung einer Polarität 
/\ von 7T(1()) entstand, ist ~ L~-automorph. Die komplexe Fortsetzung 
einer ovalen Quadrik eines dreidimensionalen reellen projektiven 
Raumes 11" ('1() ) trägt niederimaginäre Erzeugenden, während alle 
Erzeugenden einer nullteiligen Quadrik hochimagiuär sind. Eine 
elliptische Polarität einer reellen projektiven Ebene hat mit jeder 
weiteren Polarität dieser Ebene mindestens ein Poldreieck ge
meinsam.· 

7.4.Endlichdimensionale reelle affine Räume mit Orthogonalitäts
struktur 

Zwischenbemerkung: 

Ist 10 ein Rechtsvektorraum und ~: f) x 10 - K eine hermi tesche 
Sesquilinearform zum involutorischen Körperantiautomorphismus 
a.f:IK-IIC, so heißt das Paar (10,ö) ein "metrischer Vektorraum". 
Ein Vektor -e. heißt "orthogonal" zu einem Vektor -11? ( 'f.. .L ~ ) , wenn 
('t,1c'))6' =0 gilt; ein Unterraum Vl~c.10 heißt "orthogonal" zu einem 
Unterraum U1. c 11) , wenn ('t, 1't2)0 =0 'v''t• 6 'Ul~" V-e.dJl1 gilt. Ein 
Vektor ,e, ~ 1{)\{v-\ heißt "isotrop" ("selbstorthogonal"), wenn 
(,e,,,e.)G'= 0 gilt. 
Ist speziell K=IR und o eine positiv de.finite symmetrische Bilinear
form, so heißt (10, 6") ein "euklidischer Vektorraum". Ist speziell 
K=C und ö eine positiv definite hermitesche Sesquilinearform zum 
involutorischen Körperautomorphismus af=f, so heißt (10, Q) 
ein "unitärer Vektorraum". 

Bemerkungen: (a) In jedem metrischen Vektorraum ist die Orthogonali
tät von Vektoren eine symmetrische Relation wegen 
( 't , 'IQ ) ~ "-t • ( 11) , >t )er • · 
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(b) K=R: Eine symmetrische Bilinearform heißt positiv 
definit, wenn (-t,e.)l> >O V~E '11)\{o} gilt. 
K=C: Eine hermHesche Sesquilinearform heißt positiv definit, wenn 
(-e. ,()u>0 \f '<.. ~ iO\{ o-\ gilt; dies ist sinnvoll, denn ( '<-,'t )ö ist für 
alle -edO eine reelle Zahl wegen ('(.,,c.)o- f= ('€.,,e,) <r. 

(c) Wir schreiben i.f. für einen euklidischen ·bzw. 
unitären Vektorraum f?e bzw. 10u, nennen 6" ein "inneres Produkt" 
in 1?0 bzw. 10u 'Und benützen i. f. die Abkürzungen 

. (-e.,1())6" .. : -'e,1<) ,('(.,-e..)öz: --e}(~O). 

Definiert man in ½ebzw. ~~u den Betrag (die Länge) eines Vektors 
durch l't-1:= 'f0' (mit l'e-1=0= -e.=a), so gelten die Dreiecksunglei-
chung "' 

l>e+1QI ~ l't.l + 11?1 
und die Schwarzsehe Ungleichung 

1~-"?-1 !!, l1t. !1411_. 
Man kann in jedem 10i; bzw. 1Du einen Winkelbegriff einführen durch 

cos c.'.:= 1,;\1~1 für >t.,1:)IE"\0\{-0-1, 
und wegen der Schwarzsehen Ungleichung gilt stets I cos o<. 1 6 1. 
Im besonderen gilt 0<.= 'f<=.>cos o<'=O= 1',1/)·= 0~ '€...L-fQ für ~,-,g 1,i,o-. 
In /OE ist cos o<. eine reelle Zahl, und wir dürfen Cl'., einschränken 
auf das abgeschlossene Intervall [ 0 ,:r J; in 10u ist cos oc eine 
komplexe Zahl nicht außerhalb des Einheitskreises der Gaußschen 
Zahlenebene. 
Wegen l'f.-'1Qli.=l"t.12 -tl'l')li-2.kll~lcosC(,gilt mitcos~=0 in 10e und -10u 
der Pythagoräische Lehrsatz. 

(d) Eine Basis !11-<, ••• 1 11-hl eines n. bzw. '10v heißt 
"orthonormiert", wenn 11,;.11, = J1„ gilt. Wie man in LA mit Hilfe des 
Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahrens zeigt, existieren stets 
orthonormierte Basen. Bezüglich einer orthonormierten Basis in 1()~ 
bzw. t)v besitzt S' die Koordinatendarstellung 

( -e.,1? )ö= f,x 1y 1 bzw. ( ,e ,'IQ )G"'= txiy i, 

(e) Der euklidi®he Vektorraum 10 E (R) kann nach 7.3 
in den komplexen Vektorraum 10(C) eingebettet werden, und zum 
inneren Produkt c~,~)ö existiert genau eine komplexe Fortsetzung? 
und genau eine hermitesche Forts,JJtzung üh. llit ö ist auch üh 
positiv definit und daher ist (10(C),~) ein unitärer Vektorraum; 
er heißt die "unit;ä:r;:e Fortsetzung von -\OE". In (1()(it),oh) gibt es 
wegen (i ,i) >-0 VI?. .-11?\f v} keine isotropen Vektoren. Der metrische 
Vektorraum (tJ ,ii') heiß·ti-die "komplexe Fortsetzung von 10i'. Im 
Gegensatz zur unitären Fortsetzung existier~n.in (W,~) i~otrope 
Vektoren; wird nämlich li durch ('t ,1,J)o = ~. x 1 y 1 mit x>, yi I c ~ •. 
koordinatenmäßig erfaßt, so hat 6' dieselj',e D()-rstellung mit x 3 

1 y 3 l•C 
und für 't=(1,0 ••• 0,i) *<r gilt (-t,-t,)ö = .r: (x 1 )2. =0. 

1•< 
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Die Orthogonalität, der Winkel und der Abstand in AE bzw. AR kann 
elementar über ein inneres Produkt erklärt werden. Dies legt 
folgende Definition nahe. 

DEF.7.4a.: Ist 1l/)ein euklidischer bzw. unitärer Vektorraum, so heißt 
der affine Raum A(W)) ein euklidischer bzw. unitärer 

Raum über 1.0. Sind 'l,1:) zwei Punkte von A(n()), so heißt 1 <e.-4(,) 1 der 
Abstand der beiden Punkte. Zwei Unterräume u1 bzw. U< von A(1i0), 
die Nebenklassen zu den Unterräumen 'tA-1 bzw. vt 2 von 11() sind, heißen 
genau dann orthogonal, wenn U_.,orthogonal zu 1A. 2. ist. Ist A ein 
reeller bzw. komplexer affiner Raum, so heißt A ein euklidischer 
bzw. unitärer Raum, wenn im Vektorraum 110 der Translationen von A 
ein inneres Produkt gegeben ist. 

Wir untersuchen, was die Vorgabe eines inneren Produkts- im Vektor
raum der Translationen geometrisch bedeutet. Wir beschränken uns 
dabei auf den euklidischen Raum. 

Folgerungen: 

1) Beka.nntlich ist A(IR):iA(W)(!R)) ;r 1f (IR <:B-1'{,l) \ lf(O e 111) ). Sei in -#() 
ein inneres' Produkt ,t.&- erklärt. Jede Gerade in A (,11()) ist eine 
eindir:iensionale lTebenklasse <Jl0+ O(R, ,q, 'l' -<r \ sie besitzt den Fernpunkt 
(O,tt)H. Für die Fernhyperebe lfw gilt 1-)...,= t(O,Vl)IR I ot ~ ,ff,?\ {-o) ~. 
Wir definieren in lf.., eine Sesqt1ilinearform ß durch· 

((O,Q), . (O,~ )) ß :=- «-. (,. • 

!1an erkennt sofort, daß~ eine symmetrische Bilinearform ist, die 
wegen <,!_ .<.11. *O für C.t * <:r nicht ausgeartet ist. 

Für dim 1r>2beschreibt ß eine projektive Polarität ?-,.a. in lL ... Da das 
innere Produkt positiv definit ist, gilt stets ((O,vt.), (O;vt))ß>O 
V Ot ~ '\iO\ { o-L d .h. in ?-.. a existiert kein sel bstkonjugierter Punkt 
und ) . ._'1 ist dah~r elliptisch. Die durch das innere Produkt in 1,V,J 

bestimmte elliptische projektive Polarität ')...o. in lf.., heißt "absolute 
Polarität". Für dim l=2 ist 11",.., eine Gerade und P.; beschreibt eine ellipti-
sche projektive Involution i~ auf der Ferngeraden; diese Involution 
heißt "absolute Involution" und wird i.f. meist als Sonder.fall 
einer absoluten Polarität aufgefaßt. 
Zwei Geraden sind genau dann orthogonal, wenn.ihre Fernpunkte in Aa 
ZUßeordnet sind. Die Vorgabe von i\°" bestimmt also eine "Ortho
gonali tätsstruktu.r" im reellen affinen Rawn. 
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DEF.7.4b: Ein projektiv eingebetteter reeller affiner Raum be-

sitzt eine Orthogonalitütsstruktur, wenn in seiner 
Fernhyperebene eine elliptische Polarität ),.Q(eine projektive ellipti

sche Involution) als absolut auscezeichnet ist. Geraden heißen 

_orthogonal, wenn ihre Fernpunkte bezüglich 11 "- konjugiert sind. 

Durch Vorgabe einer absoluten Polarität 'i\0 in Üw wird umgekehrt 

im Vektorraum 1lO bis auf einen Faktor ein inneres Produkt be

stimmt, das die durch ?{' festgelegte Orthogonalität beschreibt. 

Bew.: Ä a wird durch eine symmetrische nicht ausgeartete Bilinear

form cr beschrieben, und wir definieren nun umgekehrt ein inneres 

;I'rodukt in 1lO durch 

,(J(, • e,. : = ( ( 0 1 Ot)' ( 0 't-)) (J V O!., e,.. 1 E ,W,) \ f-o- J • 
Nach 5.3 beschreiben alle zu er proportionalen Bilinearformen 

ebenfalls A a,und daher ist mit~ auch«.& nur bis auf einen 

Faktor(tO) bestimmt. 

Bemerkungen: (a) Die Orthogonalität von Geraden und damit V10n 
Unterräumen ist nach Definition translationsinva:.:-iant. 

• 
(b)_ Zu lf(IR_® 1117 )"' 1f(i0) existiert eine ko!llplexe 

Fortsetzung lr ( 10) und lf.., ist dabei eine ce ,., -fixe Ryperebene. 
Nach 7.3 existie:i;:t zu 710. : 7f. . ., - 1L~ genau eine ko!ll:plexe 1.cort
set~ung Ä" und 'i\" ist eine hyperbolische grojektive Polarität _ 
in 11...,. Da '11"'- elliptisch ist, ist die durch ?c'- be~ti;nmte (f"adrik 4'" 
nullteil:ig und natürlich ~t.-automorph. Die in I~lie3e~de_ 
Quadrik c)J"- heißt "absolute QuadriJs" ;_fü:i;:_ dimli=2 bes'.:;eh t tt,"aus den 
konjugiert imaginären FixpurJl:ten 11, 1::. = 1,-e,h der ins ,:omplexe 
fort.i;;esetzten absoluten elliptischen Invo1_ution ?."-, für dim lr=.3 
ist er ein null teiliger Kee;elschni tt in 1f..,. 
Unter einer isotropen Geraden versteht man die eindime:asionale 
Nebenklasse eines isotropen Vektors. Ejne Gerade ist somit genau 
dann isotrop, wenn ihr Fernpunkt auf Q"- liegt. 
Verbinclet man~ini::n eicentlichi::n reellen Punkt P mit allen 
Punl:ten von tP'", so ....erhält man für dim 11~3 nach 5 .6 und. 7. 3 einen 
null teiligen Kegel r/~' , den "isotropen Kegel des PurJ.r.j;es_ P"; für 
dim lf =2 erhält man die konj-ugiert imaginären Geraden P 1„1, 12 • 

(c) Die hermitescho Fortsetzung ß. von ß beschreibt 
eine.~ projektive Polarität in lw, welche die O=thogonalitäts
struktur des unitären Raumes bestimmt. Diese kann hier nicht 
weiter verfolgt werden, da wir über nicht projektive Polaritäten 
keine Aussagen gemacht haben. 
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2) Wir versuchen unter Benützung der absoluten Polarität eine 
Winkelmessung einzuführen. Die Winkelmessung im Vektorraum 1'IJ 
bestimmt eine Winkelmessung zwischen Halbgeraden in A(110). Sind 
nämlich tll.+ruc mit x>O und e.-0 + b-y mit y>O zwei Halbgeraden, so 
ist durch t~it,1 der Winkel °' der Halbgeraden mit O, o<., ~ fest
gelegt; geht man nämlich durch ~.-u:x mit x>O zur anderen Halb
geraden des einen Schenkels über, so geht cos <X. in -cos <X und 
daher oc in .1r - oc über. Beide Halbgeraden besitzen denselben Fern
punkt (0,4-)R und daher kann eine Winkelmessung mit Hilfe von A~ nur 
lcos «. I liefern, also einen Winkelbegriff für "ungerichtete Geraden", 

wobei o.B.d.A. 0 < ol < ~A gilt. Da '.\"" das innere Produkt bis 
auf einem Faktor (*O) besti.mmt und dieser bei I cos -<I heraus-
fällt, muß eine Winkeldefinition mit Hilfe von A~ möglich sein. 

Seien a und b zwei verschiedene ( e·igentliche Geraden). 
Fall 1: 4 (a,b):.:o ~ a II b. 
Fall 2: 4 (a,b) := :,./2. ~ al b. 
Beide Definitionen stehen in Übereinstimmung mit der Winkelmessung 
mit Hilfe des inneren Produktes. 

Fall 3: Sind a,b· nicht parallel und nicht normal,so sind die 
Fernpunkte A.,. und B<t. von a und b verschieden und in A°' nicht 
konjugiert. Die absolute Projektivität A°' bestimmt auf A.._Bu. 
eine elliptische projektive Involution konjugierter Punkte. Ist 
A! bzw. B; der Fernpunl.-t der zur Richtung Au. bzw. Bu. orthogonalen 
Richtung auf A v.. Bu. , so sind nach den Voraussetzungen Av..,A ~,B.._ 
und B! vier :paarweise verschiedene kollineare Punkte. 
DV(A .. ,A;;:,B ... ,B:!:)=:J ist nach Def.7.1a negativ, da die durch A°'
bestimmte projektive Involution konjugierter Punkte auf A u.B .... 
elliptisch ist und daher Au. Au.J... / Bu.B; gilt. 
Aus Al). c(O,¾)R und Bu.=(O,t-)IR kann man Aü:=(O,<x;')IR und B~ =(O,~J.)R 
berechnen; einerseits gilt wegen der kollinearen Lage (O,a~= 
=(0,<Jt)a+(O,~)b mit a,b.lEIR und andererseits gilt O!.ocJ.. =0, da A.,_ 
und A~ in).°· konjugiert sind, also 0= «. (tita+ fr b )= <Jl ,oca+ <JI.,&- b =;, a :b= 

=- « . .ß- : ot. ot; .für die homogenen Reihenkoordinaten von B J. findet 
U, 

man analog (~ .t-:-a.ß.-). Da Au. bzw. B..._ die homogenen Reihenkoordinaten 
(1:0) bzw. (0:1) besitzt, gilt 

r; ~ 1 . , :.-: ~~\1 
s ~ ....,...l _ __,ot.6--,,,,0T 11 1,.t, 1 

Gl(LI, 1 0 -«.& 

tg o<.. = V -DV(A.,_,A~,B ... ,B~)' für A.._ *Bu. /\ A,: '/'Bu. • 
+ 
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Diese Formel kann im Fall 3 als Winkeldefinition benützt werden, 
wenn eine absolute elliptische Polarität An gegeben ist, wobei 
0 < 01. < -''?2. gilt. 

Bemerkungen: (a) Die durch die obige Formel definierte Winkel
messung ist symmetrisch, d.h. 4 (a,b)= Ä-(b,a) wegen DV(Au,A :;,B.._,B!)= 
=DV(Bu. ,B..,\Au.,A 7;.. ). 

(b) In der komplexen Fortsetzung lf(1()) ist noch 
eine andere Definition des Winkels möglich. Die ~L0 -fixe Gerade 
A._._ B" hat mit cp"' ein Paar konjugiert imaginärer Punkte T1 , 12.= T1 aeL„ 
gemeinsam. _ _ _ 
Dabei gilt für 11=(~,i)Q einerseits (0,-i.)=(O,«)a+(O,~)b mit 
ab I t C, illl2- wegen-/1..e (!) 0 andererseits 
((o,-T), (0,-i.))ß= L-i. =0 => («a+t-b).(-()ta+tb)=O => , 
~ ( vr.. <->1.)a 2. + 2 ( {)(, ß. )ab+ ( e,±e,) b 2 = 0 ~ a, bl,,, =~ (-<11.l\-tV(«.ß-)'--((X.(J(X&-.e.)). 
(Da Au. reell ist gilt Au.4 cp" , also lw,i:O; wegen der Ungleichung 
von Schwarz ist der Ausdruck W unter der Wurzel negativ.) 
DV(T, ,T,. ,Au.,B,..)= ..e..., b = -«,t--1/w <«-ot> ,,, 

f,. b, a, (<Jt ,<Jt.) -«.ß,....+_rw_w ___ ..., 
----"'-~ - d (<.d)' 1 ,/ 2 ' 

'{;;.---:ü.," rt.e, V (<K.uJ(~-e,) - -cos o<. - V cos o<. - 1 -cos oc. -i sin 0<. 

____ 1~-ß. +'I (CA.ß.)i -1' -cos0<. + Vcos2 cx. + 1'"' -cos 0<. +i sinoc 
rc;;:;;.~ ~ ( OI ,<A)(l,.I,) 

1 - -
IX •21 log DV( 11 , ll. ,Au.,B-.). 

Nach dieser "Formel von LAGUERRE" kann im arithmetischen affinen 
Raum. der Winkel in der komplexen Fortsetzung durch ein Doppel
verhältnis gemessen werden. 

Diskussion: (I) Aus der Laguerreformel ist die Additivität der 
Winkelmessung abzulesen: _ _ - _ 
-"'·(r,b)+_21--(!?,.f)= -iT log Dy(I,,1,,A",B".)+ :,log DV(J.,,l?-,Bu.,Cu.)" 
=-nlog [DV(1,,1qAu.,Bu.)• DV(1,,1,,Bu.,Cu.)J = {',log DV(1,,12 ,A .... ,CJ= A- (a,c). 

(II) Für die komplexe Zahl z:=DV(~,'2.iAu.,Bu.) gilt· z=re'1 mit r= 1 zl 
und ~~arg z. Weiters gilt nach 7.3, ~·olg.5,Bem.b dann lzl =1 und 
wegen log z=log lzl +i arg z und log 1=0 ~ 

1 .- - . 
o< = 2 arg DV( 11 , 12 ,A..._, B ... ). 

Die Periode von arg z ist 2n und somit die Periode von~ gleich n. 
Die Laguerre-Formel mißt den Winkel zwischen ungerichteten Geraden, 
jedoch ist die Winkelmessgllj5 nicht symmft~isch; e~ gilt ~\elmehr 
k (a,b)=--* (b 1a) wegen DV(1,,1, 1Au,Bu..)=DV(1 1 , 11 ,Bu.kA,.._) 11 log z = 
=-log z. Es ist also zweckmätliger _.:n:h. , .x. ' ,, zu fordern. 
Da jedoch der mit Hilfe des inneren Produkts gemessene Winkel 
in o i; cl „ Je liegt und A" nur einen Wip:k:,§1 mit O ~ oG ' .~1i. liefern 
kann, hat nur die zu c<. = 1 n log DV(1,,1,., Au,Bu.)I geandert;e 
Winkeldefinition einen geometrischen Sinn. 

(III) Im Sonderfall der affinen Ebene kann vermöge ihrer Orientier
barkeit ein Winkeldrehsinn ausgezeichnet werden und man kann auf 
die Betragstriche beicer Laguerreformel verzichten; die Laguerre
formel mißt dann also im Gegensatz zum inneren Produkt einen 
Winkel in der orientierten Ebene (vgl.7.5). · 
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3) DEF.7.4c: In einem projektiv eingebetteten reellen affinen Raum T 
mit Orthogonali tätsstruktur und dim lf ~ 3 heißt ein 

Ellipsoid eine Sphäre (Kugel), wenn ihre Spurpolarität in Tu die 
absolute Polarität ist. In einer projektiv eingebetteten reellen 
affinen Ebene mit Orthogonalitätsstruktur heißt eine Ellipse ein 
Kreis, wenn die projektive Involution konjugierter Punkte 
auf der Ferngeraden die absolute Involution ist. 

Eemerkungen(a) Yir werden i.f. die Kreise als spezielle Sphären 
auffassen. 

(b) Jeder Durchmesser schneidet die Sphäre in zwei 
zum I1i ttelpunkt symmetrischen Punkten; jeder Durchmesser eines 
Ellipsoides ist nach 7.2,Folg.2, Bem.d eine Sehne und seine beiden 
Schnittpunkte mit dem Ellipsoid sind nach 6,3,Folg.2,Bem.c in der 
Spiegelung a;:i Mittelpunkt gekoppelt. 

(c) In der komplexen Foitsetzung gehört zu ein~r _ 
Sphäre 4> die ringartige Quadrik <P • Wegen )..., = A o. gilt 4> :> 4> o. 

in 1f("7>). Ist in f"'c lf(Oe> ,wJ) eine absolute Polarität i\o. gegeben, 
so ist eine Q>iadrik <p in 1f('i()(R))_~enau dann eine Sphä;te, wenn 
ihre komulexe Fortsetzu))G $ in I(w~C)) die Hyperebene iw nach 

. der absoluten Qi~adrik ia schneidet. Für n•2 ist eine Sphäre ein 
Kegelschni~t k, für~den K durch t und T~ geht, für-n=3 etne 
Quadrik qi, für die qi den null teiligen Kegelschnitt 4>0. in li.., ent
hält, Man nennt aus diesem Grund ci>°'={'C ,T~! für n=2 auch "abso
lute Kreispunkte" und q>"- für n=3 auch "absoluten Kugelkreis". 

(d) Die ele~entargeometrische 
kann durch Zentralprojektion der Fernebene 
chen Auge O auf eine eigentliche Bildebene 
werden. Dabei gilt: 

Orthogonalität in AR 
~w aus einem eigentli
x konstruktiv erfaßt 

Bei einer Perspektive geht die absolute Polarität ~a in die Anti
polarität des Distanzkreises k über. 

Bew. : Ist ~: ,P.., -,p,,. die durch die Perspektive bestimmte perspekti ve 
Kollineation, so ist Aa.c := ~-· ;\"~ * eine elliptische Polarität 
in .T und in der affinen Ebene di- daher nach 7.2 ,Folg.5 Bem.d die Anti
polarität einer Ellipse k; da die Involution konjugierter Punkte 
bezüglich ?-a. und ?-a.c. auf der bei r; festbleibenden Ferngeraden u 
von~ übereinstimmen, ist k sogar ein Kreis. Der I1ittelpunkt von k 
ist u(~"')*, also das 5 -Bild des Punktes u(A"-)*, und da der 
Sehstrahl durch diesen Fernpunkt zu~ normal steht, ist der I1ittel
punkt von k der Hauptpunkt der Perspektive. Auf jedem Durchmesser 
von k existiert eine elliptische projektive Involution konju
gierter Punkte bezüglich A0 c., welche das Produkt der hyperoolischen 
projektiven Involution konjugierter Punkte im Polarsystem Akdes 
Kreises k mit der Spiegelung am Hauptpunkt ist. In Aäcsind daher 
stets Gegenpunkte von k zugeordnet, und da solche a.us dem Auge 
durch orthogonale Geraden projiziert werden, ist k der Distanz
kr.eis der Perspektive. 

• 
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Der Distanzkreis ist somit ein reeller Vertreter des in 5r null
teilie;en Kegelschnittes <P0 

\ dessen Fernpunkte auf u die bei ~ 
fest;bleibenden Schnittpunkte von ;pn mit u sind, sodaß 1>" ein 
"null teiliger I<;reis 11 ist. Die durch einen null teiligen Y.reis be
stimmte elliptische Polarität in PA bestimmt auf jedem ~..ITch
messer eine elliptische Involution, deren Laguerrevertreter L 
in einem Schnittpunkt der Normalen zum Durchmesser durch den 
.Mittelpunkt mit dem reellen Vertreterkreis k .~~-o·i· ·----=-
liegt, da aus L zwei Gegenpunkte von k sowie ~ ~ / • , 1.- (~0 <)' 
Mittelpunkt und Fernpunkt durch re.chte Winkel -o / _:;t'. ~.----ii'.,<=-
projiziert werden. Diese konstruktive Behandlung X H;Oi XJ,.'~c 1 

von ?."c mit Hilfe eines "Rechtwinkelhakens" 1 • 

wird in der Perspektive aus einem Seitenriß durch das Auge mit 
L=O'" gewonnen. 

Eine Sphäre ist eine"Orthogonaltrajektorie" ihres Durchmesser
bündels, d.h. in jedem Endpunkt P eines Durchmessers d steht die 
.Tangentialhyperebene E>it normal zum Durchmesser d. 

Bew.: Wegen M,P,Du. =~.t np.,, kollinear,haben M:\+=lf..., D.,_A4 und P)..~ 
eine Kogerade i:' gerne ins am, und zwar gilt r: = lf...., n D.,.:>-..,sodaß Z: 

die dem Punkt D~ in der Fernspurpolarität )..Q von~ zugeordnete 
Kogerade ist => PAt n lr.., = r ist absolut konjugiert zu Du.= d _I_PA4i • • 
Aus dieser Aussage ist für AE (n=2) bzw. AR (n=3) zu entnehmen, 
daß die Sphären die elementargeometrischen Kreise bzw, Kugeln 
sind. 

4) DEB'.7.4d: Ein Simplex [o,P1 , ••• Pn1 in einem projektiv einge-
betteten reellen affinen Raum mit Orthogonalitäts

atruktur heißt ein kartesischer Simplex, wenn die Geraden OPj . 
(j=-1 ••• n) paarweise orthogonal sind und alle Punkte {P1 , ••• PnJ 
auf einer Sphäre mit dem Mittelpunkt O liegen. Ein affines 
Koordinatensystem heißt ein kartesisches Koordinatensystem, wenn 
der zugehörige Koordinatensimplex ein kartesischer Simplex ist. 

Bemerkungen: (a) Die Fernpunkte Pj :=J:lor· nt)., der paarweise orthogo
nalen Geraden OP1 sind paarweise "A°' -k6njue;iert und müssen daher 
einen Polsimplex von A~ in li~ bilden. Da nach 5.3 zu jeder 
SJ'1llllletriscnen Bilinearforru eine Normalform gehört,für die der. 
Koordinatensimplex ein Polsimplex ist, besitzt jede Polarit~t 
Polsimplizes1 und daher existieren n von O ausgehende,paarweise 
orthogonale veraden. Ist 4> eine Sphäre mit Mi ttelpun.kt O, so 
schneidet diese wegen Folg.3, Bem.b ~lle Durchmesser in zwei 
Punkten; wählt man auf den Geraden OPi jeweils einen davon als 
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Pi(j•1, ••• n), so ist {O, P~, ... Pn1 ein kartesischer Simplex. 
Es existieren also kartesische Simplizes, weDD. es Sphären gibt. 

(b) Es soll die GleichUDg der Sphäre~ mit Mittel
punkt 0=(1,0 ••• O)IR durch Pi =(1_,_,q, ••• onlR bezüglich des karte
sischen Koordinatensystems lo1~~•·••Pn\ bestimmt werden. Th.re 
Gleichung als Mittelpunktquadrik zum Mittelpunkt (1,~)R lautet 
nach 6.5 Anw. b:(x 0 )2·+ taik xlx~ =O. Da die Durchmesser OPi paar
weise orthogonal sind ;'"'bilden \.P~ , ••• 1\1 in 1f".., einen Polsimplex 
bezüglich A"; benützen wir diesen als Koordinatensimplex in ir~, so 
wird 'i\" durch A1 x 1 y•+ ••• +;>.0 x•y n beschrieben, während für die 
Fernpolarität der obigen Mit;telpunktiuadrik gilt Y =(O,y~ ••• y")R,._ 
i--1f...,11YA=YA .. ,also.Y;>. ...... x 0 =~ a 1.xt;y =0 • Mit ,-..',.= i\..., folgt 
mit einem Faktor ~ ;:O als Gle'ichung der Sphäre 
(x 0)2.+ ~ (11 1 (x 1 )2-+ ••• + ?\.,(xn) 2)=0. Für. sign ~'-1 = •• = sign ~An =-1 ist q;,. 
ein Ellipsoid mit A~ als Fernspurpolarität, d.h. es gibt Sphären. 
Aus P1 c <P folgt 1 + ~°Ai =0 (j=2, ••• n) und damit als GleichuD.15 
von 4 bezüglich des kartesischen Koordinatensystems {o,P~~··pn~ 

-(x 0 )1- +(x 1 )2.+ •• • +(x ")2.=Q. 

Damit wird in einem kartesischen Koordinatensystem die absolute 
Polarität ?." durch Y=(O,y' ••• ,yn)IR -x 0 =x•y•+x•;y>-+ •• ,+x"1n=0 
beschrieben. In der komplexen Fortsetzung hat ijiQ. die Gleichung 
x 0 =0, (x ~)l-+ ••• + (x nyi.=0. 

Eine Sphäre ist durch ihren Mittelpunkt Mund einen Punkt P(tM) 

eindeutig festgelegt. 

Bew.: Ist M o.B.d.A. der Punkt (1,0, ••• 0)R, so lautet die Gleichung 

der Sphärelp nach6.5,Anw.b: (x 0 )2.+ t./'i1. Kiyk=O. Benützen wir· 

kartesische Koordinaten, so hat nach Bem.b die absolute Polarität 
die Koordinatendarstellung Y=(O,y\ ••• , y")!R ,__ x 0 = x• y'+." •• + xn y" =0 1 

und 4> ist daher genau dann eine Sphäre, wenn ihre Gleichung 
(x 0 ):i..+:Ü(x•i+ ••• +(xn) 2 ]=0 lautet; wegen 4> *RJ ist '),<-0. KeDD.t 

man also von~ außer dem Mittelpunkt Meinen Punkt P=(p0 ,p•,.~~ p 0 )R 

mit Pq2 und P*M,so gilt p";:O und (p1
, ••• ,p"h(O, ••• ,o),und mit 

11=-(p0 )1[(p 1 )2+ ••• +(pn)2 r 1 ist q> eindeutig bestimmt. • 5) Trägt ein reeller affiner Raum eine Orthogonalitätsstruktur; so 
sind jene Affinitäten ausgezeichnet, die mit der Orthogonalität 
verträglich sind. 

DEll'.7.4e: Eine Affinität eines reellen affinen Raumes mit 

Orthogonalitätsstruktur heißt eine Ähnlichkeit, wenn 

sie or~hbgonale Geraden in orthogonale Geraden überführt. 

Bemerkungen: (a) In einem projektiv eingebetteten reellen affinen 
Raum f = lT '\ lf.., existiert zur Affinität '*. genau eine fortsetzende 
Kollineation ~: i - 1f • Die Affinität 0( führt genau dann 
orthogonale Geraden in orthogonale Geraden über, wenn 71.11._konju
ri:ierte Punkte bei °" l,r.., in ;\""-konjugierte Punkte übergehen, d .h. wenn 
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(b) J;!l der _komp],l)xen Fortsetzung bedeutet dies: ~ ei
ne Ähnlichkeit~ (j) 0 (ixllr....,)= <P", 

(c) Wegen Bem.a ist jede Ähnlichkeit sphärentreu. 

. (d) Führt eine Affi!).ität fl eine Sphäre et> in eine 
Sph~e $ 1

. übe~, so.ist sie e~ne J\hnlichkeit 1 da bei j~de~ pro
jektiven Kolh.neation konjugierte Punkte einer Quadrik in konju
gierte Punkte der Bildquadrik übergehen (vgl. 4.6,Folg.6). 

(e) Da AQ auch die Wi!)kelmessung bestimmt.und nach 
Bem. ~ mit der Fortsetzung einer J\hnlichkeit verträglich ist, ist 
jede .Ähnlichkeit winkeltreu. 

(f) Für jede Translation und jede zentrische Streckung 
gilt ce l lf.., = L und daher ist ~eh Bem.a jede Translation und 
jede zentrische Streckung eine Ahnlichkeit. 

• (g) Ist <T" eine Spiegelung an einer Hyperebene lf .,_ , 
so wird u~ durch eine harmonische Homologie ö.,_ mit eigentlicher 
Achse lf" und dem Fernzentrum Z fortgesetzt. Aus W"' jlf w) =Z folgt 
mit Bem.a dann Z(lJ,,_llfw)o)"=Z'>-"' =Z ?I'".( o"'- 11r.., )* => die Kogerade 
Zi\o. in lf.., bleibt unter 15".Jff ... als Ganzes fest. Da t\"' elliptisch 
ist, geht Z11"- nicht durch Z; die einzige Kogerade in 1f..., nicht 
\lurch z, die bei o-,,_l1f.., festbleibt, ist aber T,../'\ lfoe. ~ Zi\o. = 1r....,nlf,., 
d.h. das Zentrum Z bestimmt die zur Achse lr ... orthogonale Richtung. 
Umgekehrt sind dadurch die ähnlichen Spiegelungen an Hyperebenen 
auch gekennzeichnet, denn mit z X''= ii w r. lf "'- ist o"' l lf"' eine 
harmonische automorphe Homologie in »~,beider das Zentrum Z 
und die Achse Z i\o. in \"' Pol und Polarhyperebene (in 1f w ) sind; 
nach 5,5, Folg. 6 kommutieren dann ö"'I 1r.., und i\0

, Eine 
Spiegelung an einer Hyperebene lfoc heißt "orthogonale Symmetrie 
an 1roc", wenn ir.,_ zu den Kollineationsstrahlen orthogonal ist. Die 
ähnlichen Spiegelungen an Hyperebenen sind somit genau die 
orthogonalen Symmetrien an Hyperebenen. 

(h) Seien a und b zwei verschiedene einander schnei
dende Geraden durch den eigentlichen Pur..kt O mit den Fernpunkten 
A.,_ und Bu. Zwei Geraden w, und Wi. mit den Fernpunkten ~ 
w~,. und W'l...._ heißen "Winkelsymmetralen von a und b", lt 
wenn gilt: , w. 1 p_,_ 
1) w,, wL, ab komplanar und kopunktal; 
2) w,:; =W2 .,_, d..h. die Fernpunkte w~u. und Wz..._ JO Wa.. 
sind in "A"- konjugiert; . 
3) H(W~", W 2. ... ; Au.,Bv..)• 
Nach 7. 2, Folg. 2, Anw.f existiert genau ein solches Geradenpaar, 
denn ?." bestimmt auf A .... B.._ eine elliptische projektive Involution 
konjugierter Punkte. Der Name Winkelsymmetralen für diese beiden 
Geraden ist sinnvoll: Die Kogerade W 2.v. 'i\ "'- geht durch W,.._ und 
ir ... :=0 Vih .. ">-"- ist eine H:yperebene in 1T". Die harmonische Homologie 
mit dem Zentrum Wz..._ und der Achse T"' leistet a----b, w1 ,_._ w1 , 
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w,._ -w,._, ist w~gen. W 2. ... "."- = 1f"' " 1f..., eine <;>rthogonale Symmetrie 
un.d. daher als Ahnl:i.chkeit nach Bem. e winkeltreu ~ 4 (a,w1 )= 
= -4 (b,w-1) /\ ..;: (a,w,2.) .. <J (b,w:i.)• 

Sind {o,P1 , ••• Pn\ und{0 1 ,P~, ••• P~1 zwei kartesische Simplizes, 
so existiert genau eine Ähnlichkeit ;.. mit 01( =0 1 A Pi c<.. =P:; 

für j "'1 , ••• n. 

Bew.: Da AGL(~(R)) auf der Menge der Simplizes scharf transitiv 
operiert, ist zu zeigen, daß die durch die beiden Simplizes 
eindeutig bestill!Jllte Affinität /;. eine Ähnlichkeit ist. Es muß 

also gelten: Führt eine Affinität einen kartesischen Simplex in 
einen Jr...a.rtesiscb.en. Simplex über~ so ist sie eine Ähnlichkeit. 
Die Affi~i.. tä.t ~. wird unter Benützung der beiden kartesischen 

· Koordinatensysteme durch -e-'=-eg+ 1- mit g E GL(10(R)) beschrieben; 
wegen O ~ =0' gilt tr J::._ <1 ~ 1- = {r und wegen P / =P j gilt tt.i = (Ji\ o •• Jj) 
-----11,i=(cf:,."°c~) => g=t, also ie'=~. Die SpM.re cp um O durch die Punkte 
Pj mit ·der Gleichung -(x0

)
2+(x 1 )2+ ••• +(xn)2=0 wird durch die 

durch~ bestiwirr;;e Kollineation oc ac:.f die QL1adrik cl:,' mit der 
Gleichung -(x0

')
2+(x

11
)
2+ ••• +(xn')2==o abgebildett welche wegeu 

?olg.4,3en„b ebenfalls eine Sphäre ist. Da;_ die Sphäre cp in dio 
Sphäre o' überführt, ist « nach Bem.d oine Xhnlicb.keit. • · Bemer}f'..mge:u; (a) Die ZusamLJ.onsetzung zweier .Ähnlicl:!l~ei ten ist 
eine Ahnlichkeit und eqenso ist die Inverse einer .Ähnlichkeit eine 
Ähnlichkeit (vgl.Def.7.4e). Alle Ähnlichkeiten bilden die 
Ä.hnlichkeitsgruppe AGO(A(R)). 

(b) Eine Ähnlichkeit heißt gleich- bzw. gegensinnig, 
wenn sie ?,.ls Affini'cät gleich- bzwc gegensin11i9 ist. Alle gleich
sinnigen A.hnlichke;i, ten bilde 2. o.ie Gruppe AGO+c.tu_R)); dagegen bilden 
die gegen.sinnigen Ahnlichkeiten keine Gruppe. . 

(c) Die Gruppe AGO(A(~)) operiert scharf transitiv 
auf der Menge der kartesischen Simplizes. Die Menge der karteai= 
sehen Si!:rplizes zerfällt d2.bei in zwei Orientierungsklassen 
(vgl. Def.7,2,Bem.b). 

SATZ 7o4: E:Ln reeHer aff5.ner Raum besitzt eine Orthogonalitäts-

strukturi wenn er isomorph zu einem projektiv ei~e
bctteten :reellen affinen Raum ist, in desser Fernhyperebene eine 
elliptische Polarität (eine elliptische projektive Involution) 
als absolut e:• .. lSßezeichnet ist. Durch die Orthogonalitätastruktur 
wird ein Winkel zwischen ungerichteten Geraden festgelegt, der 
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unabhängig von der Reihenfolge der Winkelschenkel ist und im 
Vektorraum der Translationen bis auf einen Faktor ein inneres 
Produkt bestimmt. Jede Sphäre ist durch Mittelpunkt und einen Punkt 
eindeutig bestimmt und Orthogonaltrajektorie ihres Durchmesser
bündels. Alle Ähnlichkeiten bilden die Ähnlichkeitsgruppe, welche 
auf der Menge der kartesischen Simplizes scharf transitiv operiert. 

7.5. Die reelle affine Ebene mit Orthogonalitätsstruktur 

Folgerunge_n: 

1) Ist S ein Punkt von A(IR) :;-; .Jt (R) \ u , so ist die Abbildung 
~: qJs-0s, welche jeder Geraden x Eqs die Gerade x~ ~ Ojs mit 
x~.lx zuordnet, eine elliptische projektive Involution, nämlich 
üie Projektion der absoluten Involution A~ aus S. Diese Involution 
~ heißt die "Rechtwinkelinvolution" ums. 

Anwendungen: 

(a) In X(V) gilt für eine projektive Involution ß: 0s - 0s dann 
~ .. ~ => (s\)ß =Sll(j=1,2). 

(b) Die projektive Involution konjugierter Durchmesser eines 
Kre;i.ses ist nach Def.7.4c die Rechtwinkelinvolution; dab.er verträgt 
jeder Kreis die orthogonale Symmetrie an jedem Durch~esser. 
Jeder Winkel, dessen Scheitel Sauf dem Kreis liegt ~nd dessen 
Schenkel durch die Endpunkte eines Durchmessers 6ehen, ist ein 
rechter Winkel (Satz von THAI.ES); ist umgekehrt der Scheitel eines 
rechten Winkels ein Punkt eines Kreises, so liegen die Restschnitt
punkte der Winkelschenkel mit dem Kreis auf einem Durch:::!esser. 

Bew.: In Jf(IV) geht k durch die abeolutcn Kreispunkte 11 und 12 • 

Die _Dur?hmesserenrlp1;1-n.ktr A,B §ind in jener ',•M·J-
proJektiven Involution r, :k - -·k zuc;eordnet, / , 11 

die den Ydttelpunkt I1 als Invol~tionsz\'lntrum ~/ · "-,, • . 
und dab.er die absoluten Punkte 11 und li als 
Fi?5P1u;l)cte h8 t; n;c;ch '1 • '10. c;i lt dann , 1 

/_, ..-- ~ ',, 

H( ld 12.. ;_A,B) =;, ' -: f . 
H(S 11 ,S l.t ;SA,SB) = SAJ_SB. S A - • 

Bemerkung: t.lberträgt man _die Rechtwinke~involution f in 0s a~f einen 
'Steinerkrei s k durch s,so 1st das Involutionszentrum I '! der lu ttel
punkt von k. 
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(c) Ist ß: (!ls - qs eine beliebige von s verschiedene p:r.rojektive 
Involution, so existiert nach 7.2,Folg.2,Anw.f genau ein in~ und~ 
gemeinsam zugeordnetes qeradenpaar, also zwe.i in f!, zugeordnete 
normale Geraden ( "Normalgeradenpaar von ß II). 

Bemerkungen: (a) Dieses Geradenpaar wird nach Übergang zu einem 
Steinerkreis k mit I-littelpunkt l1=Is durch die Gerade It, Ir_ aus k 
ausgeschnitten. 

(b) Existieren in einer pro.jekti ven Involution ß zwei 
Normalgeradenpaare, so ist ß die Rechtwinkelinvolution f• 

(d) DEF.: Jeder Durchmesser eines Mittelpunktkegelschnitts k.der 
zu sein~m konjugierten Durchmesser orthogonal ist, heißt 

eine "Achse von k" und jeder Punkt von k auf einer· Achse ein 
"Sehei tel. von k". Ein durch zwei orthogonale Achsen bestimmtes 
Poldreieck von k heißt "Hauptpoldreieck". 

Ein Mi ttelpu.nktkegelschni tt gestc.ttet ·die orthogonale S;y1i"'letrie 

a.n jeder Achse, Jeder Durchmesse:r ei.nes Kreises ist eine Achse; ein 

·von ei!:tem Kreis •1erschiedener Mi ttelpu.n...ktkegelscl."1...ni tt besitzt genau 

zwei Achsen.Ist 6' die orthogonale Sy=etrie e.n einer Achse einer 

Hyperbel k, so führt diese die Asymptoten notwendig ineinander über 

u..nd daher sind die Achsen nach ?.4,Fclg.5,Bem,h die Winkelspmetra
leu der Asymptoten. 

(e) Jo zwei orthogonale Durchmesser eines Kreises k bestimmen ein 
Hauptpoldreieck~ Ist kein Mittelpunktkegelschnitt verschieden von 
eine!!! Kreis mit den Achsen a1 u..nd a 2.. i so ist { 11 9 a1 .u, a 2 .u 1 
das einzige Hauptpoldreiecke Füx eine Hyperbel bt M ein Außenpu:nkt, 
für eine Ellipse ist Mein Innenpunkt. 
Aus dem Hau~tpoldreieck kann ein kartesisches Koordinatensystem 

0 
gebildet werden ,wobei die Fernge:rad.e u die Gleichung x "'O hat; 

dar> .. n lautet nach 5.s d.ie Gleichu,..11g cles Kegelschnitts 

11
0
(x0 )2+;,,1(x

1 )2 +112..Cx2 >2=o mit /\0A1A2.'i'O. 
Damit M= ( 1 , 0, 0 )fR Innenpunkt bzw c Jrn..ße npunkt ist s nniß s ign ?\ -1 == 

=sign 7\2. bzw. sign /\~* signi\l gelt"ln 1 damit kein Kreis vorliegt,rnuß 
A1*/\1 uach 7.4,Folg.4 gelten, Beachtet man noch, daß bt0' gilt, so 
folgt riach Übergang zu inhomogenen Koordinaten als Gleichung für 
eine 
Ellipse • • • • /1~x~ + /\;xi= 'l 
Hyperbel, • • • /\f xf ..: l"ixi " 1. 

( Ät * /\~,falls k kein Kreis ist) 
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Eine ~"1.lipse bzw. Hyperbel hat somit vier bzw. zwei Scheitel. 

Es folgt: In AE sind die hier definierten Ellipsen und Hyperbeln 
genau die elementargeometrischen ~~lipsen und Hyperbeln. 

(f) DEF.: Bin Durchmesser einer Parabel k, der normal zur Tangente 
in seinem eigentlichen Schnittpunkt A mit k ist, heißt 

"Achse von k" und A "Scheitel von k". 

Ist U der Fernpunkt der Parabel k, so :ist die Achse a von k du.rch 
ihren Fernpunkt UA~ eindeutig bestimmt. 
Wir wählen U=(0,1,0)H, UA~=(0,0,1)R, 
A=(1,0,0)IR; dann ist x0 =0 bzw. x1=0 
die Tangente in U bzw. A; ferner sei 
(1,1,1)1R ein Punkt von k. Aus U,UX';A (1,T,TJIR 

kann ein kartesisches Koordinatensystem 
gebildet werden; die Gleichung der Parabel lautet (x2>2-x0x 1=,o, 
und nach Uoergang ZU inhomogenen Koordinaten gilt für eine 
Parabel. ••• x 1-(x2 )2 = o. 

Es folgt: In AE sind die hier definierten Parabeln genau die 
elementargeometrischen Parabeln. 

Bemerkung: Je zwei Parabeln sind ähnlich, denn die Normalform 
in einem geeigneten kartesischen Koordinatensystem weist keine 
individuelle Konstante auf. 

(g) Ist /3:,Px - 1Px eine elliptische projektive In.volution mit dem. 
Zentralpunkt l'1 (• -p), dann gibt es auf einer Normalen zu x durch 
M zwei bezüglich x symmetrische Punkte L~ und L ·~ so, daß /3 aus Lßi 
und L 113 durch die Rechtwinkelinvolution projiziert wird (L r., und L'ß 
heißen die "Laguerrevertreter von f.i"). 

Bew. : In ~ _hat ~ zwei ~ L., -zugeordnete Fixpunkte F1 und 
mit H(lI,U;F1 ,F2.); diese Fixpunkte müssen 
nach Anw .a aus L~ notwendig durch ~ u u 
isotrope Geraden projiziert werden =} -'-oc-----.--o~--~-o-· 
L l = (!j F, ) • ( I:i. :[2. ) ( "'* re e 11 ) " 
LI) =( 11 E\).( 11 F,) ( ~reell). 
Die orthogonale Symmetrie ~.an x muß als 
Ähnlichkeit in der komplexen Fort
setzung das Paar (t,\) als Ganzes fest
lassen, und da außerhalb der Achse x 
nicht zwei Fixpunkte existieren können, 
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werden bei §\ die Punkte T. und T.. vertauscht => Lt, e!,,_ .. L~ =>Lr,L}d. x. 
Der Schnittpunkt von Lt,L~ mit x ist notwendig der Zentralpunkt M, 
da dieser Schnitniunkt ßach der Inzidenztabelle zum Fernpunkt U 
von x bezüglich F~ und F~ harmonisch liegt. • (h) DEF.: Ist kein Kegelschnitt in einer reellen projektiv einge-

--- betteten affinen Ebene A(IR) mit Orthogonalitätsstruktur, 

so heißt ein Punkt Ff kein Brennpunkt von k, wenn die projektive 

Involution bezüglich k konjugierter Gere.den um F die Rechtwinkel

imrolution ist. 

Zur Bestimmur-1$ der Brennpunkte benützen wir die komplexe Fort
setzung von AlR). Nach Anw. a gilt: Fist Brennpunkt P4 Fist 
Schni ttpur.JJ;t von konjugiert is..9tropen '.r,angenten von k. Nach 7 .3 
gilt: Ist t eine .'.!;a~cnte von k d:i.rch l ,t I so ist die konjug;hert _ 
imacinäre Gerade t "'l• auch TaDgente von K, und zws.r durch / 1ä€.,~!2.• 

Ist k ein Kreis I dann geht k durch T1 und T 21 und es gibt genau 

zwei isotrope Tangenten an k; ilu· reeller Schnittpunkt ist der 

YJ.i ttelpuru~t H von k =:> Der Iü ttelpunkt ist der einzige Brennpu.zll::t 

eines Kreises. 

Ist k ein (littel:punktkegelschnitt verschieden .• 
- (• lJ von einem Kreis, so ist kein Kegelschnitt-<<...,_ ____ _,,"----""' 

weder durch 1,.1 noch durch 1'2 ; durch 11 
gehen Z\·rei verschiedene Tangenten r1 ;r~ 
an kund i1 -.e~ .. und i 1' ~L: sind die zwei 

ver'schiedeneu Tangenten aus T1ce.l," 12 
an k. Die Punkte J?1 : =i1 .I1 cel: und 

F2 :=i1.i1'1t.t„ sind nach 7.2 reell, also - - -Brennpunkte, während F : =i1'. i 1 ce. 1."., 
und F~ ,,,r1 1

i~ 1.:· 11 „r:ie(Jrnnjugiert imagini3.re Punkte sind$ die: 

isotrop(m Geroden. I1 und I~ r:,ach 7. 2 nar gens.u einen rGeJ.len Punkt 

tragen. De.s isotrope Tangentenviersei t besitzt als Diagcnaldrei

sei t das ::-eeJle l?olclr~~zei-t; {F1 F2 ~ fF, ~u1~F
1

F2 ~FF,~:!1 ist der 

!'littelpun .... \:t ,md F1F2 ,FF' sind konjugierte Durchmessero Da ferner 

nuch 1.10 gilt; H(}1~,1'1'i;M.F,!1I<'1 ) =* 1'
1

F2 1.FF 1 =* F,,F2 12nd FF 1 n x(R) 

sind die Ac~sen von k. Die harmonüiche Tiomologie S;,. leistet 
':--' ":""I ~ * ':'"' t * . 
i 1 ....- i 1 , i_,~,. ,.__ i-, ~1.., ==> F

1 
._.. F2 • 

Jeder von einem Kreis versclliedeno I1ittelpunktkegelschnitt be

sitzt so::ij_t genau zwei Brennpunktes die auf einer Achse ("Ifu:upt

achse") liegen und zum !-li ttelpunkt M sym!!letrisch sind. 
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Ist keine Parabel, so existiert aus 71 neben u noch genau eine 

isotrope Tangente r.., an k una„ I.., ~ ,: ist dann die einzise isotrope 
T ,.....,rv ,,.,., ,..,_,.-...,.* 

angente aus 12 =11 -tc„ an k. Der Punkt F:=i
1
.i

1
<>e,h is-: reell und 

der einzige Brennpunkt der Parabel. F liegt 7., U li u U>.'" 

auf der Achse a von k: Da 11 und T2 Fix- .,. X i..e,: ,,,~ 
...... (\. - ...... ,, / 

punkte von:>. sind, gilt H(U,U?i~;,
1

,1
2

)=> .. / 

die harmonische Homologie &u~o. leistet _// 

ic ,__ k und T
1 

,__ Y 2 = I1 ,._..._ I
1 
~ t.. \ 

~ F I (U>-a) 7\k =a. t 
Jede Parabel hat genau einen Brennpunkt, und dieser liegt auf 

der Achse. 

Bemerkungen: (a) Definiert man nach J.PLÜCKER in i' einen Brenn
punkt als Schnittpunkt isotroper Ku:rventangenten, dann hat ein 
von einem.Kreis verschiedener Iüttelpunktkegelschnitt vier Brenn
punkte in :i-. 

(b) In AE stimmen die von uns eingeführten i3rennpunkte 
für von Kreisen verschiedene fü.ttelpunktkegelschnitte und für 

Parabeln und mit den elementargeometrischen Brennpunkten überein. 

Bew.: (a) Sei kein Mittelpu)Jktkegelschnitt mit· den elementaren 
Brennpunkten E und F und X qo„ ein Punl<t von k auf keiner Achse. 
Die Tangente t in X ist nach der ELementar-~~ 
geometrie eine Winkelsymmetrale der Leit- \ ', 
linien XE und XF, die zweite Wi.nkels;_ymmetrale v t 
ist die Normale n zu t in X = H(E, F; T ,N) -c,. 
nach 7.4,Folg.5,Bem.hJJec;en E!T"=,F gilt E MN F r""-- U 
H(E,F;l1,U), d.h. E,F sind in den projektiven hyperbolischen In
volutionen oc bzw. ß mit den Fixpunkten T,H bzw. 1;,u zuceo:::-dnet. 
Da o<. und ß wegen 0( ., ß nach 1.10 höchstens ein gemeinsa:nes Pud::te
paar besitzen1 sind E und F durch diese beiden harmonischen 
Würfe eindeutig festgelegt. Es genügt da.her. zu zeigen, daß auch 
F~ und F1. zu I1,U und zu N,T harmonisch liegen. 
Wir führen die Betrachtungen wieder in iE , sodaß auf jeder Achse 
zwei Brennpunkte liegen. Sind 1''1 ,F:i... die Brennpunkte auf EF so 
gilt sicher H(F.1 ,Fi..;1'1,U). Die vier isotropen Tangenten von R 
bestimmen ein Vierseit in :ff' und sind §omit Grundtn.n{;o_l).ton einer 
Kegelschnittschar- '1.Art, zu det auch k gehört. Da X~ k auf 
keiner Achse von k liegt, gilt nach dem Desarguesschen Involutions
satz: Die Tangenten aus X an die Scharlcurven sir.d in einer pro
jektiven Involution C:. zu.e;eordnet 1 dnr die Paare von Verbindune;s
geraden mit den Gee;eneckenpao.ren des Grundvierseits angehören,und 
die Fixgeraden t, t' von ~ sindßie Ta _ _pgenten a:c. die Sch?kecel
schnitte durch X. Somit gilt (Xl,)ix. :X/2,,t«>t'= H(X71 7 XI ,.;t,t') ~ 
t I j_ t ~ t '=n (der zweite Scha:i:kegE2_lschni tt durch X durchsetzt 
somit k in X orthogonal)=> H(X1 1 ,Xl1.;t,n). Nach dem Desargues
schen Involutionssatz leistet °' weiters (XF 1 ),x'. =XFi.. ~ 
H(XF1 ,XF:2..;t,t '=n) =:, H(F1 ,F1.;T,N). Damit sind die Paare [E, F} und 
{F1 ,FJ identisch und F1 ,F:i. die Brennpunkte von k in :ir-(IR). 
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(b) Ist keine Parabel mit dem Fernpunkt U und dem elementaren 
Brennpunkt E und Xe ,P. ein Punkt von k nicht auf der Achse, so 
halbiert die Pnrabeltangente t in: X nach ~ u 
Sätzen der Elementargeoemetrie den Winkel . · : 
-4' (XE,XU)~H(XE,XU;t.1n) ~ H(E,U;T.1.N)• 

deutig bestimmt; um far ,u ,eigen genügt ~ ~. e . u 
Durch die Punkte U,'.l' N ist damit ..t; ein- · 

es H(F,U;T,N) zu erweisen. Durch (U,u), r, und i1~~~wird in x 
eine Kegelschnittschar 2.Art bestimmt,undjl.iese_bestimmt eine 
Des~guel}..involution !1- um X mit t.x'.=t', (X/ 1 )ö<=X/ 1 und (XF),x=XU ~ 
H(Xl 1 , Xl~;t,t') (dabei ist t' die Tangente des zweiten Schar
kegelschnitts durch X)~ tJ_t• ~t'=n; außerdem gilt H(XF,XU;t,t'=n) 
~ H(F,U;T,N). . • 

(c) Alle Mittelpunktkegelschnitte in x(IR) mit ge
meinsamem Brennpunktepaar bzw. alle Parabeln mit gemeinsamem 
BrennpuP..kt und gemeinsaoer Achse nennt man eine Menge konfokaler 
M„ittelpun..u::tkegelschnitte bzw. konfokaler Parabeln. (In ?f liegt 
eine Kegelschnitt.schar 1. bzw. 2 .Art vor,) '\,{,ie man dem obigen 
Beweis entnimmt, gilt: Durch jeden Punkt x~~, der auf keiner 
Achse liegtj gehen je zwei konfokale Kegelschnitte, die einander 
in X orthogonal durchsetzen. (Nach der Elementargeometrie sind 
im Falle konfokaler Hittelpunktkegelschnitte t und n Tangenten an 
eine Ellipse und eine Hyperbel.) 

(d) Folgender Satz vereinfacht konstruktive An
wendungen: Polarisiert m'l.n einen Kegelschnitt 1 an einem: Kreis k, 
dessen Mittslpunkt in einem Bregnp11,nkt F ion l liegt, so ist l)k 
ein-Kreis. _In 3r gilt nämlich i. "A( = l 1 und i .. ~:,"' l '2.; ~' T~-
Qß i 1 und i.2.. Tane-._.eJJten von 1. sind, geht. somit k •. ~. 1 1 
l A "- durch I , und l .1. , und daher ist l 7\ k e:i.n Kreis u v ~·F 1 

(1-:<.i.. trägt sicher reelle Punkte, da l reelle __ . · "--
Tangenten besitzt). i„ :i._ 

2) Fine ÄhnJ.ichkeit in x(IR) heißt gleich- bzw. gegensinni{!, wenn 
sie als Affinität gleichsinnig bzw. ge~ensinnig ist (vgl. 7.4, 
Folg.5,Bem.b). 

Eine Ähnlichlrni t ~f is't genau danu gleich.sinnig bzw. gegensin.nir;, 
wenn die komplexe :,ortsetzWJ.g ?'!f ihrer projektiven Fc,rtstzung ae.f 

die Punkte T1 und 12 einzeln fes tläßt bzw. vertauscht. 

,._ 
Ilew., Eine Easis f> in 1? ist auch :SaBis in 10. Eat öe.t bezüglich tJ 
die Darstellu.D.g 

o 1 2 . o 11 o 1' 1 11 2 2' o . 21 1 2' 2, . (x 1x_ 1x )R·---:~x 1 a
0

x +a 1x +2 2x ,a
0

x +a 1x +ai:c i itmit 
det(a~ ),t,O 11 a~ ER, so hat JZ.f bezüglich ..6 dieselbe Darstellung 

mit Koordinaten aus c. 
Wird t, a bezüglich ;& o.urch clie Normalform x1y1+:iy2 ,,,o beschrieben, 

so gilt 11 =(0 11 1 i)V und 12 =(0,1 1 -i)C. 
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Leistet '&l nun /~~11 , so gilt 1:i=(a~'+ a1' i):(a:j'+ afi) =;'a~'= -af 
2..' -1' ( j') 1 1 l. 1' 2. 0 "a1.= a 1 ~det ak =(a 1 ) +(a 2 ) > O ""*il<.-r ist gleichsinnig. 

Leistet aer dagegen T1 - T2 , so gilt 1:-i=(a;/+ al' i)(a~'+ af i) => 
1..• -1• 2.' ... , c i-') ·c ,.,,)·2, "'')2 o ~ a_.,=a2. 11 a 2 =-a,1 =?det ak =- a 1 "-(a2. < O=;,~f ist gegensinnig • 

• Bemerkung: Translationen und Streckungen sind daher gleichsinnige 
Ähnlichkeiten und orthogonaie Symmetrien an Geraden nach Bew. zu 
Folg.1, Anw.g gegensinnige Ahnlichkeiten. 

Anwendungen: 

(a) Ist <X'.1 gegensi.nnig, d.h. Ti~rT2, so gilt für den gemäß der 
Laguerreformel gemessenen Winkel: 

4-(a~~, ba,:.t)= ~. log DV(T1 ,T2 ,A ce 1,B ~ 1)= ;. log DV(l1~f, T2ae~1,All,Bt.<.)= 
- _,_;___ - . - 1 u u- - . -1 1 
- 1...: log DV( 12 , 11 ,A,.._,B,J=- TI log DV( I-,, I 2 ,Au.,B,J =- --rr- log DV _ 

=- -rT log DV. (T1 , T2 ,Au,Bu)= - 4. (a,b) (dabei wurde ausgenützt, daß 
~r wegen f=Lc doppelverhältnistreu ist), 
Bei gegensinnigen .Ähnlichkeiten ändert der nach der Laguerreformel 

bestimmte Winkel das Signum, während bei gleichsinnigen .Ähnlich

keihrn der Winkel mit Signum festbleibt. Daher ist die Sprechweise 
sinnvoll: 

Die beiden Orientierungen einer euklidischen Ebene bedeuten die 

Auswahl eines Winkeldrehsinns (in .ir Auswahl einer bestimmten 
Reihenfolge von T1 und T

2
). 

(b) DEF. : Die Einschränkung ,x, * I Ujs einer gleichsinnigen bzw. gegen

sinnigen .Ähnlichkeit ex. auf ein Geradenbüschel «) 5 heißt 

eine gleich- bzw. gegensinnige Kongruenz des Geradenbüschels. 

Bemer~-ungen: (a) Diese Definition ist sin.~voll, da alle Ähnlich
keiten ~, welche eine gegebene Kongruenz ~ * 1~ s fort!=!etzen, ent
weder alle gleich- bzw. alle gegensinni~ sind. Die Ahnlichkeit rx. 
bestimmt nämlich auf u eine Projektivitat Dllp.,_ und für jede 0("' 1 (:;s 
fortsetzende .Ähnlichkeit -/e. gilt .ie.kj:2.,_=.:x.1-P«; nach 7.2,Folg.3 
sti1mnt der Sinn von ö{ mit dem Sinn der Projektivität c<.11,2"" übe;r-ein. 

- - (b) Js~ i ein~*gleichsinnige Ähnlic~git, so 
gilt I 1 öi:=1 1 und 1,_x=l~~o<. lqjs leistet Sl 1 ~ Soda l_.l.nd ST1.,___ 
s;T 1.; ist ;;, gegensinnig, so leistet I * l~s dann SI 1 ,._ S& I ,_ und 
s1.._....-si,1. ·.., 
Die komplexe Fortsetzung c<. *l6js ordnet also notwendig die isotropen 
Büschelgeraden einander zu. 
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Eine Projektivität /':i: 6js --- 0s• ist genau dann eine gleichsinnige 
bzw. gegensinnige Kongruenz, wenn in der komplexen Fortsetzung 
(ST,)ß=S'l1 (==)(S12.)ß=S'IJ bzw. (S1,.)ß=S'l2.(=?(S12 )ß =8'1 1 ) gilt. 
Für eine gleich- bzw. gegensinnige Kongruenz /';,: {1s - q5, gilt 
~a, b )= 4 (a,3, bß) bzw. 4 (a, b )=--1-' (afl.i, bß) \f a,b 1 €. 0s , wenn man den 
'.Jinkel mit Hilfe der Laguerreformel mißt. 

Bew.: Es bleibt nur noch zu zeigen, daß diese Bedi~ngen für eine 
Kongruenz hinreichend_sind. Die jeweils zweite Bedingung folgt 
aus der ersten, weil ß als komplexe Fortsetzung einer reellen 
Projektivität konjue;iert imaginäre Geraden in wieder solche ab
bildet. Die Projektivität ß läßt sich zu einer Affinität~ fort
setzen; si:c.d nämlich (1 1 2,3) bzw. (1 ',2',3') drei zugeordnete 
Pa=e jene~ Projektivität 1 welche durch ß auf u ausgeschnitten 
wird, so wird durch das Viereck tS=A,BE,Ps~\tS,3\,1=C,2=D} 
und ein analog konstruiertes Bildviereck genau 
eine (projektive) Kollineation c<.. bestimmt, ~-c 2•0 3 u 
welche u als Ganzes festläßt und i,.g g,_er 
ko-raplexcm "Fortsetzung die Punkte 1, • 12. a . 
einzeln festläßt bzw. vertauscht. S•A + 
(c) :2ine gleichsinnige Kongruenz /3: Cj s -· o,Js eines Geraden-
1:rUschclB aur sich ist genau dann involutorischs ·wenn ß die Recht"'-" 
winkelinvoliltion ist • 

• 

Bew.: Nach Folg.'1,Anw.a ist die Rechtwinkelinvolution ~ eine gleich
sinnige Kongruenz. Ist umgekehrt ß gleichsinnig und involutorisch 
~ es existiert eine gleichsir..nige P..hnlichkei t ;_ mi~ c1'" IQ!s ~ß 

14.nd 0<. l '12.,. ist dabei inv.olutorisch =>;;, 1 f.!... leistet 1 ~ ,_ 11 und 
12.- T.2.. und ist involutorisch ~«:l,P ... "' 5:.0.=;)/l..= ~. • ~ Ei.n.e gegsnsinnige involutorische Kongruenz eines Geraden

büschels heißt symmetrische Involution. 

Eine projektive Involution eines Ger&denbüschels ~s ist genau dann 
die symm~trische Involution, wenn sie orthogonale Fixgeraden hat. 

Bewo: (a) Die symmetrische Involution 13: Oj, - Gffs bestimmt auf u. eine : 
gegi:;nsinnige pi~ojeh:tive Involution ßu„ 1 w·,?.Iche ne.ch 7o 2i Folg_,1(a) 
hY]?,er'l?,olisch tst; s!nq, F1 ,_,F2. ihre Fixpunkte, ·so gilt für ,fl,u. dari..n 
H(tn ll..;F.,,F2.), Da 1 . .f\,.= 12.gilt ==,, die Fixgeraden SF1 und SF2. 
von r., sind orthoconal. 
(b) Sei f; eine p:t'ojektive Involution ~s - l!js mit den orthogonalen 
fiXt;eraden f 1 und f 1 ; es genügt zu zeigen, daß eine gegensinnige 
Ahnlichkeit et existiert

0
mit (3=J*l(1s. Die Beschränkung ä-""10/sder 

orthogonalen Symmetrie ~ an f 1 ist eine projektive Involution 
oit d0n Fixceraden f 1 und f2. ~ 5-'"'IG;ls = /3 ; nach Bem. ist &- eine 
gegensinniee Xhnlichkeit. • . 
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Bemerkung: Projiz.iert man eine projektive Involution /): u:; 5 -Cls 
auf. einen Steinerkreis, so gilt wegen des Satzes von Thales: ß ist 
die symmetrische Involution~ Involutionszentruo ~ .. / , \ =· 
Iij ist ein Fernpunkt. ! ~'M J 

s .. •' / '"' -- ---=--
(d) Alle Punkte eines Kreises werden aus zwei seiner Pur.kte durch 

gleichsinnig kongruente, nicht perspektive Geradenbüschel pro

jiziert, und umgekehrt erzeugen zwei solche Büschel einen Kreis. 

Alle Punkte einer gleichseitigen Hyperbel (d.i. eine nyperbel 

mit normalen Asymptoten) werden aus zwei Durchoesserenduun.kten 

durch gegensinnig kongruente, nicht perspektive Geradenbüschel 

projiziert, und umgekehrt erzeugen zwei solche Büschel eine 

gleichseitige Hyperbel mit den Büschelzentren als Endpunkte eines 

Durchmessers. 

Bew.: (i) Die beiden Aussagen für den Kreis folgen sofort aus den 
Definitionen nach Übergang zur komplexen Ji'ortsetz;.:ng. 
(ii) Ist 13: Oj s, - «) s~ eine ni.chtperspektive Ger;ensillll?cge Kongruenz 
mit S-1 *S.z., also /3 = &'. * 1/JJs,, wobei oc eine gegensinnige lilinlichkeit 
ist, so geht der durch ß erzeugte Kegelschnitt k durch die Fix
punkte von 0(, Jf.2..., • Dies sind jedoch_ zwei Fergpunkt~ V, w zu 
orthogonalen Richtungen, da für cZ l,P ... gilt H(111T1~ = l2 ;V,W) => k ist 
eine gleichseitige Hyperbel. Die Tangente t 1 in S 1 an k ist 
(S 2 S 1 ) ß- 1

• I-lit -1u..:=S1S2.u und SlS1=S11L\, S"" k 
gilt (Sz.S,1)A-~=S1. 1...,(0cl1'.2u.t1

; analog T.. 1v<'i \1„ W 
erhält man fiir die Tangente tz c(S1 S 2)ß in / ·~ , 
S1. an k dann S 2 • 1u.. (,x, lf.2J. Da cx. lf.lu. eine ·~,$-
Involution ist gilt '1u.(o<. Jf,l,_.J- 1 =1u(o<.l1,2 .... )=: v \';1W 

u 

= :T:.._ ~ t „ II t 2. = 8 1 S2. ist ein Durchmesser. uM 
(iii) Ist umgekehrt k eine gleichseitige Hyperbel und 3 1 S2. zwei 
Durchmesserendpunkte, so sind die Tanr;enten ta bz.-;. t„in l,.., bzw. S 2 
parallele Geraden durch den Pol Tu von S 1 S2.• Eine gegensinnige 
Kongruenz ~ : UJs,- 0s ist eindeutig durch S1 V ,___ S2 V festge
legt, da die Winlcel von 'in ß zugeordneten Geradenpaareu entgegen
gesetzt gleich sind. Da r., orthogonale Geraden in orthogonale 
Gerv.den überführt, gilt (S 1W)0 = S 2 W ==> 0 erzeugt r.ach (ii) 
eine gleichseitige Hyperbel k' mit den gleichen Fernp'.;.r]:ten V, 1,1 
wie k. Die Tangenten an k' in S 1 un.cl 8 2 r,ehen nach (ii) durch den 
zu S,iS:i_.11. bezüglich V,W vierten harmonischen Punkt, also durch Tu. 
Damit haben die Kegelschnitte k und k' die Punkte V und 1,1 und die 
beiden Linienelemente ( S1 , t 0 ) und (B2., t 2 ) gemeinsam und sind daher 
identisch. • (e) DEF.: Ist oe eine n:icht perspektive, nicht affine (projektive) 

-. -- Autokollineation der reellen projektiven Ebene x(R) und 

trägt die affine Ebene X= X\ u eine Orthogonalitätsstruktur, so 

heißt jeder Punkt F, 1' , fü.r den die Projektivitä.t ae• 1~1~ eine 
Kongruenz ist I ein Brennpunkt von .e. • 
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In x existieren genau zwei Brennpunkte, und diese sind die beiden 
Laguerrevertreter F,F' jener projektiven Involution, die bei ;ie. 

in die absolute Involution übergeht. 

Bew.: -.ie*l~:~F -~F.,_ist_genau dang eine Kongr)!enz,wenn in Jf ent
weder (Fl,l'ii* • Fi.,!. oder-(F1 1 )i* ., li.1 1 gilt. 
l!'all 1: (F.1 1 )i.* = F~.l,i=F~.,.~ F'itI T1-5e.1 1 • Da ae,.kollineare Lage 
er__!J.äl t, ! _reell :i_;_st J!nq.,_.ie,. !J!it ~ kommutiert, gilt dalll;l auch 
F;i<c I T '2..~.I ,_ ~ F-:ie. =( t 1./~a!). ( /. 1.1 ,_o1.); nach Folg.1,Am,. g ist der 
Punkt F~ somit ein ~aguerrev~rtreter der projektive~ Involution 
mit den FiXJ2._unkten t 1i, und l ,_.it, also des .i. -Bildes der absoluten 
Involution 71 ,._ • 
Für den Urpunkt F gilt _]'..":;(T 1 i:~ i.., ) • (7_._ Se_-•. T,.), d.h. F ist ein 
Laguerrevertreter des -.c. -B~lde§. '!J:U 71 "-. _ _ _ 
Im Fall 2 erschließt man F'-t I 11 'dt.l ,-" F 'ce. I t il.l 1 => 
F'~ =(T,},~).(Tj,_~) =?F:0.(TJ..~:'i'[~)., T,i<.-".T~ }, d.h. F' ist der 
andere Laguerrevertreter des -e -Bildes von '?<" • • Bemerkung: Nach 5.9 kann jede kubische Aufgabe in die Bestimmung 
der Fix:punkte einer projektiven n:i_cht perspektiven Kollineation~ 
übergeführt werden. Diese .Aufgabe ist nach 5,9,Folg.3,(3) äquivalent 
der Bestimmung der Restschnittpunkte zvrnier Kegelschnitte mit 
einem gemeinsal:len Punkt und verschiedenen Tangenten dort. Ist 
eine Orthogonalitätsstruktur gegeben, so kann man stets erreichenj 
daß diese beio..en Kegelschnitte ein Kreis und oine gleichseitige 
Hyperbel . sind i nämlich die durch ;ie, * I Uj F und .e. • 1 C{l ,, erzeugten 
Kegelschnitte. 

Der reelle d!_"eidimensionale affine Raum mit Orthogonalitäts
strÜkt'.ll' 

In 7. 3 wurde gezeigt, daß in einer reellen projektiven Ebene ;r 
eine elliptische Polarität A" und eine weiter:·e Polarität " 
mindestens ein gemeinsames Poldreieck besitzeno Gehören in der 
komplexen Fortsetzung ~(C) die durch~~ bzw. ~ bestimmten Kegel
schnitte einem Büschel 1.Art bzw. 3.Art an, so gibt es genau ein 
bzw. unendlich viele ge!'.leinsame Poldreiecke in x(R). 

Anwendungen: 

(a) Ist I ein Kegel .tJGLtt,r Spitz,3 s, so 

bestimmt 1r:p~~:1"'u.. eine Polarität Ar„ in lfw~ welche mit der ab

soluten Polarität 7," mindestens ein Poldreie~k X.,_iYu. 1 Z.._ gem~insam 

hat I und SX.., SYcc,SZ"- sind paarweise orthogonale Geraden. Jede 

diesar drei Gerad€:n besitzt im Polarsys·bem des Kegels eine zu 

ih.~ orthogonale Polarebene. 



DEI!'.: Jede Gerade d durch die Spitze eines quadratischen Kegels r, 
der im Polarsystem von reine zu d orthogonale Ebene zuge

ordnet wird, heißt "Achse" von r. Ein durch drei paarweä.se 
orthogonale Achsen bestimmtes Dreikant heißt "Hauptpoldreikant 
von r ". 

Nach 6.3, Folg.5 gestaltet r genau in Richtung seiner Achsen 
orthogonale Symmetrien und es 
dreikant { sxv..,SY._ ,sz„j von 

existiert mindestens ein Hauptpol
r . Nach 7. 2, Folg. 2 ist genau eine 
c> 

Ecke des Poldreiecks Xv..,Y..._,Z..._ von r .... Innenpunkt von r..._= auf genau 
einer Seite ist die projektive Involution konjugierter Punkte 
elliptisch und daher schneiden Ebenen durch· diese Ferngerade und 
nicht durch S den Kegel nach Ellipsen. Jeder quadratische Kegel 
kann somit als "gerader elliptischer Kegel" aufgestellt werden. 

Bemerkung: Die konstruktive Behandlung in PAR geschieht zweck
mäßig in einer Perspektive mit dem Auge S auf eine Bildebene x, .. 
bei der das Bild r„0 von ru. der Kegelschnitt f.lrr,f-1,.-und das Bild A"' 
von AQ nach 7.4, Folg.3 die Antipolarität des Distanzkreises k ist. 
Das gemeinsame Poldreieck der elliptischen Polarität A~ .. und des 
Polarsystems !\ r~c ist durch die Fixpunkte der Kollineation et:" Ar~'" 
(AQ')* bestimmt und kann nach 7.5 auf den Schnitt eines Kreises 
mit einer gleichseitigen Hyperbel zurückgeführt werdenA.. falls <II! 
nicht perspektiv ist (konstruktive Durchführung in den Ubungen). 
Die Kollineation ~ ist perspektiv, wenn unendlich viele ge
meinsame Poldreiecke existieren. 

Existieren unendlich viele Hauptpoldreikante, so haben F ..._ und et>"
zwei Linienelemente gemeinsam. Der quadratische Kegel r heißt 
dann ein "Drehkegel" und jene Achse z, i' ... 
die an jedem Hauptpoldreikant beteiligt 
ist, heißt "Drehachse von r ". 
Alle Ebenen nicht durch S normal zur Dreh
achse z schneiden r nach Kreisen.Jeder Dreh
kegel kann somit sogar als "gerader 
Kreiskegel" aufgestellt werden. 

Bemerkungen:(a) Alle Erzeugenden eines Drehkegels r bilden mit 
der Drehachse von reinen festen Winkel. 
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Bew.: Die Ro:r:ologien [1 bzw.6'~ dL- ,Q„ mit Zentrum z .. , der .ß.chse u:"' 
:=Z7\o. =Zt1~.>.:nd E..._- 11 bzw. E ... - 12.(vgl.Figur) leisten r - ifi" 
und. haben das c~arakteristische ~o~pelverhältnis DV(Z,u,E .. ,7,) 
bzw. DV(Z,u,E ... , / a..)_= DV(Z,u,E ... , li.);::konst. lf E..__~ r .. " E,..J. u für 
k=1,2 = DV(Z,E .... ,l 11u). DV(Z,E.._,u,/1.)=DV(Z,E..._,1.,,7,_)=-konst. ~ 
der Winkel zwischen z und e ist für alle e e. r konstant. • (b) Ein quadratischer Kegel r wird von einer eigent
lichen Ebene ot g~n.au dann nach einem Kre_is geschnitten, wenn ~ 
den Ker:;elschnitt r„ in zwei Punkten von rt>~ tri:f:ft. 
Für einen Drellegel ist daher die Stellung orthogonal zur Dreh
achse die einz::.ge Kreisschnittstellung. Bei einem Nichtdrehkegel 
sind die ger::eir:samen Punkte von ili" und i''... zu Paaren ae, ,-zuge-
ordnet und da.her existieren genau zwei l;r:'eelle) k°r'---1 / 
E!-'eissch~~tstellungen, deren Ferngeraden 1 =" ~~~~-
_u_ael. und .b3'.t,,_ siLd, B\ \ / Y. 

k4,__ §«,. 
A \ lu 

(c) Zur konstruktiven Ermittlung der Kreisschnitt
stellungen i!'.l P.AR für einen Nichtdrehkegel benützen wir wieder_ 
die ~erspektive a'..ls der Spitze des Kegels. Die Kegelschnitte r ~' 
und ~a.· in x gehören einem Büschel 1.Art an,und die Spurpunkte 
X u." 1 Y ,: , Z < c..;r d:,:-~i .. Achsen vo1;1 r "-°!;?ildeJ?- ~hr gemeinsames Pol
d.reieck. DJ_e rolarJ_ i:;a1,en 7\ r: und ?\ definieren nach 5. 9, Polg, 3 
oine Abbildu_.Dg clcpuel t ko~jugierter Punkte, wobei zugeordnete 
PurJcte aus X,: , Y ~t. U!lcl z:;: durch Goraden aus einer projektiven 
Involution projiziert werden; e;enau eine dieser drei Involutionen 
ist hyperbolisch (in der obigen Figur jene in (.j 1:), und ihre Fix
ge:raden a:. b~ sind die Zentralbilder der Ferngeraden der 
beiden KreisschL.ittstellungen (konstruktive Durchführung in den 
u'bungen). 

(b) °Eine Mittelpunktquadrik q, zum Mittelpunkt M bestimmt eine Fern

spurpolarität l\w., die mit der elliptischen absoluten Polar·ität ?,o. 

mindestens ein gemeinsailies Poldreieck Xu,Yu,Zu besitzt, Das Tetra

eder {M,Xu,Yu,Zul ist dann ein Poltetraeder, wobei jede eigentliche 
Kante des Te:traede;_~s normal zu ihrer Polarebene ist. 

DEF,: Jeder Durchmesser deiner M:i..ttelpunktquadrik ~ s dessen 

Fernpunkt io Polarsystem von cp eine zu d orthogonale Ebene 

zugeordnet wird, heißt "Achse'' von 0; die Pu.J:1..kte von cp auf einer 
Achse heißer:. "Sehei tel" von <P o Ein d.urc'!l drei paarweise orthogo= 

nale Achsen -bestimmtes Poltetraeder von cp heißt ''HE:.uptpol tetraeder~ 

Jede i:li ttelpunktq_uadrik gestattet genau in Richtung ihrer Achsen 

orthogor1al0 Sy111netrien und die Achsen eines Hyperboloids s~ nd 

genau die Achsen seines Asymptotenl{egels. Bei einer Sphäre (A~sA4
) 

ist jeder Durchmesser eine Achse, bei jeder anderen Mittelpunkt

quadrik existiert entweder genau ein Ur.mptpol tetra.eder oder 
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unendlich viele; im zweiten Fall (der Fernkegelschnitt <t von ~ 
und ij;" bilden dann ein Büschel 3.Art in fi\, ) heißt cp eine 

"Drehquadri.k" und die allen Hauptpoltetraedern gemeinsame Achse 

die "Drehachse" von cp. 

Benützt man ein Hauptpoltetraeder als kartesisches Koordinaten

system, in dem lfw die Gleichung x 0 =0 hat, so lautet nach 5.5 die 

Gleichung der llittelpunktquadrik (j:> zum Flittelpunkt I1=(1,0,0,0)iR: 

7\aCx0 )2+ A1(x 1 )2+ /\2.(x2 ) 2+ 11~(x3 ) 2=0 (o.B.d.A. sign /\ o =1 ). 

Ist 4> ein Hyperboloid, so ist; die Nullstellenmenge von '\(x 1 ) 2+ 

+A2.(x2 )2+ 71~ (x3 )2 in 1R3 \\_(O,O,O)J nicht leer und daher ist nicht 

sign 11 1 =sign 712. =sign r\~; wegen ~t.0 darf 1 =sign '.\ o =sign /\ ~ =sign ),2= 

=sign~~ nicht eintreten. Daher sind noch folgende Fälle möglich: 
lla A.1-
)o >o --- -·-
>o <o _,._ 

<o >O 
-·--. 

<O <O 
<o >O 

'i\~ 

<o 
<. 0 

>o 
:>:Q --
<O 

l,. 

<O -
>O -
<O -
>Q_ 
>O 

Die letzten drei können durch Jnderung 

der Indizierung von x1 ,x2 ,x3 in die beiden 

ersten übergeführt werden. Im ersten Fall 

ist </> wegen t;.< 0 nach 5. 6 ovul und im 

zweiten wegen 4 > 0 ringartig. Ist 4> da

gegen ein Ellipsoid, so muß sign 7- 1 =sign11,=sign A:; und nicht 

1=sign '-o=sign/\1=signi\ 2=sign A) gelten, sodaß A11 >--2, t-3 1 < 0 ( => t.:,. < 0) 

folgt. Nach Übergang zu inhomogenen Koordinaten·erhält man 

Ell • , id J\2. l. /\1.. :z. Al.. 2. 1 ipso •••••••••••••••••• n 1x1 + 2x2 + ":,,X:, = ; 

E • H /\~ 2. A2 2. /\-t: [ irn;;chaliges yperboloid • • • • 1x 1 + " 2x;:, - ,,x
3 

= 1; 

Z . h 1 · H b 1 . d /\1 .t A2. 'J: /\2 z weise a iges yper o oi • • • 1x1 - n 2x
2 

-
3

x
3 

z 1. 

Es folgt: Im AR sind die hier definierte Iii ttelpunktquadriken 
genau die elementargeometrischen Ellipsoide,cinschaligen und zwei
schaligen Hyperboloide. 

Bemerkungen: (a) Eine Drehquadrik hat unendlich viele Scheitel. 
Die Anzahl der Scheitel einer Kittelpunktquadrik mit eindeutigem 
Hauptpoltetrnedcr folgt aus obio.;en Gleichun.r:;en:Bin Ellipsoid hat 
sechs, ein einschaliges Hyperboloid vier, ein zweischaliges Hyper
boloid zwei Scheitel. 

(b) Die Kreisschnittstellungen in 1r (!R) von q, werden 
durch jene reellen Ferngcro.den bestimmt, welche in der ko::iple_:z:en 
Fortsetzung zwei konjugiert imaginäre gemeinsame Punkte von 1,"' 
und $"'tragen. Bei einer Sphäre bostirrnnt jede Ferngerade eine Kreis
schnittstellung, bei einer Drehquadrik existiert genau eine,welche 
A~-konjugiert zum Fernpunkt der Drehachse ist,und bei jeder anderen 
Mi ttelpunktquadrik zw.ei, welc_he die otL.,- zugeordneten Paare der ge
meinsamen Punkte von et,.._ und <!> o.. verbinden. 
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DEF.: Ein "!fabelpunkt" einer Quadrik 4> in T(R) ist ein eigentlicher 

= Punkt von </> , dessen Tangentialebene Kreisschnittstellung 

besitzt. 

(c) In einem Nabelpunkt sind in der komplexen Fort
setzung die Erzeugenden von~ konjugiert isotrop· Nabelpunkte 
können dahernu,r auf ovalen Quadriken existieren. Auf einer 
Sphäre ist jeder Punkt Nabelpunkt. 

(d) Die Nabelpunkte sind genau die Schnittpunkte der 
reziproken Polaren einer Kreisschnittstellungsferngeraden mit ~. 
Auf einer ovalen M:ittelpunktdrehquadrik liegen daher höchstens 
zwei (und diese sind die Scheitel auf der Drehachse),auf einer 
ovalen Mittelpunktnichtdrehquadrik existieren höchstens vier 
Ns1-belpunkte. 

(e) ~aß diese Maximalzahlen die genauen Zahlen sind, 
erkennt man aus 7.2, Folg.2 und folgendem Hilfssatz: In einem 
reellen dreidimensiona.len projektiven Raum sind von den projektiven 
Invol:y,tionen konjugierter Punkte auf zwei reziproken Polaren g 
und gA 1 bezüglich einer ovalen Quadrik 0 genau ein~ elliptisch 
und eine hyperbolisch;; Ist nämlich g : x O =x" =0 unö. g i\G> :x '- "'X 3 -,Q 
und das Koordinatentetraeder ein Poltetraea.er, so hat d) in TJ(!R) 
die Normalfo1'm (x 0 )'-+(x 1 )1+(x 2 /-(x"?·=o 1 woraus clie Behauptung 
folgt. 

(c) Ein Paraboloid~ berührt iw in einem Punkt U; die reziproke 

Polare a:=;a~ 4 von U;\a.=:ä;ru ist eine eigentliche Gerade durch. U 

und schneidet~ in einem eigentlichen Punkt. 

DEF.: Die reziproke Polare der absoluten Polaren a des· Fernbe-= 
rührungspu!'.Lktes U eines Paraboloids (j) heißt "Achse" von (j) 

und der von U verschiedene Punkt von lt, auf a heißt "Sehei tel" 

von tp • Eine Ebene durch die Achse hei.ßt "Symmetrieebene" von Q) , 
wenn~ die orthogonale Symmetrie an dieser Ebene gestattet. 

Jed&s hyperbolische Paraboloid 9 besitzt Z\-K:i Fernerzeugenden eu, fu 

d1.trch U ~ welche in der komplexen Fortsetzu:o.g den null teiligen Ke-
- {- - l gelscbni tt qi" in zwei Paaren ilG,., ,-zugeoJ::".ine t;er PuDJ:.te A;A c<;'.L"J 

~~!g!~a~:e}!~=~~~;::z~~ut~:!!::· ~::r:::~le ~~/~t\ 
hat ä~X~Y~ als eine Seite, und die beiden - A ~ / 

, !'-,_ 
or·thogonr:.:.len S~ru1metrien an den Ebenen X \,,L.. V a · ,....,.~ .... ,...,,i ''" ""'-~= e1 X.1~- -- Y. 
und Y"' V a zu;n Zentrum Y u.. bzw. Xi... lasse:1 4> ~/ 1 .f'B~,. 4 

fest; ein hyr,erbolisches Fclraboloiü besitzt !,\ "-- _fw , 
somit zwei zu,c,inander ort;hogonale Sy::mnetriecbGnen, r.ä.mlich X"- Va 

und YIJ. V a. Als ringartige Quadrik trägt ein hyr,erbolisches 
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Paraboloid keine Nabelpunkte und es existieren auch keine Kreis

schnittstellungen in 1r (R), da die einzigen reellen :E'erngeraden, 

die in der komplexen Fortsetzung zwei Punkte von ~ auf 4>" tragen, 

die Fernerzeugenden e..., und f._ sind. Sind. speziell e...._ und fu. 

absolut konjugiert (d.h. sind die Richtebenen von~ orthogonal), 

so heißt q) ein "gleichseitiges hyperbolisches Paraboloid". 

Sind e,.,_, f..._ die Fernerzeugenden der komplexen Fortsetzung eines 

elliptischen ~araboloids et> und e u. ( und damit f u. =e,.._ ~ 1-" ) keine 
Tangente von ~~, so liegt die analoge Situation wie bei einem 

hyperbolischen Paraboloid vor mit dem Unter- U•Zu 

schied, daß die Paare :ieL., -gekoppelter Punkte 

nun nicht auf je einer Fernerzeugenden liegen. 

Wieder existieren zwei zueinander orthogonale 

Symmetrieebenen x .... V a und Y 1-L V a • Die beiden 

reellen Ferngeraden au. und b,.._, die in der 
" 

komplexen Fortsetzung die konjugiert imaginären A,A ae.L„ 
bzw. B,Boel„ tragen, bestimmen die beiden Kreisschnittstellungen. 

A ... 

Die zu au. und b .:._ reziproken Polaren a .,_ t..~ und b'.._ "<1> gehen beide 

durch U und schneiden q> in je einem weiteren eigentlichen Punkt; 

ein elliptisches Paraboloid trägt somit zwei Nabelpunkte. 

Sind bei einem elliptischen Paraboloid spezi:lll eu. (und damit fu.) 
'J:angenten von $°; so heißt <t> ein "Drehparaboloid". Jede Ebene 

durch die Achse ist dann Symmetrieebene, nur der Scheitel ist 

Nabelpunkt und die zur Achse normale Stellung ist die einzige 

Kreisschnittstellung. 

Legt man den Scheitel in (1,0,0,0)R und benützt Xu. ,Y..._ und 

Z...., =U zum-Aufbau eines kartesischen Koordinatensystems ,in dem lf ... 
die Gleichung x O =O hat, so lautet die Gleichung der Quadrik 

nach 6.3: 

x0 x\laocr..x«-xß=O mit a..:.i;EIRAl!a"'l!,11*0· Dabei gilt H(UXu.,UYu.;e.._,r ... ) 
0(,,-..1 ""' 

für ein hyperbolisches Paraboloid und H(~,UYu;eu,fu) in 

der komplexen Fortsetzung für ein elliptisches Paraboloid, so

daß { ev.,rll-\ bzw. i. e..._ ,ru .. \ die Gleichungen x 0 =x1 +ocx2=o und 
x0 =x1 -cx.x2=0 mit oce R,-\_oj bzw. o<..€.<C\1,0\ besitzen. Damit folgt 

-- ,. /!, 122.22 für <? n n.., bzw. <\>n12w dann 0= E a..:.f\, x"- :X = c, ((x ) -0(, (x ) ) ~ -r oc.,'-.. "' :::. 
~ ,,x,2 1 ~ IR und 0<, 

2 --> 0 für ein hyperbolisches und o,.7-· <. 0 für ein 

elliptisches Paraboloid. Nach Übergang zu inhomogenen Koordinaten 

erhält man: 

EJ.li:ptisches Paraboloid' ••••• X3+ "1x; +/\ r~ = 0 mit sign A1„sign /\2 
Hyperbolisches Paraboloid ••• x 3+ A.ix1 + "r2. = O mit sign /\1 +sign /\2 
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Es folgt: Im.A..~ sind die hier definierten Paraboloide genau die 
elementargeometrischen Paraboloide. 

(d) Ist )1 eine Nullpolarität, so besitzt die Fernebene w den 
Hullpunkt ü: = w}) •. Die Ferngerade U'.i\a.,: ä geht nicht durch U und 

ist also keine Nullgerade. 

DEF.: Die reziproke Polare d .. er absoluten Polaren des Nullpunktes = der Fernebene heißt "Achse" der Nullpolarität (des Gewindes). 

Die Achse a ist also jener spezielle Durchmesser, dessen Punkte zu 

anormale Hullebenen besitzen. Kennt man die Achse a, so ist die 

Ferngerade ä der zu a orthogonalen Ebenen die reziproke Polare von ao 

3emerkungen: (a) Durch euklidische SpeziaUsierung von 4,7,Folg.7 
ergibt 2,ich: Durch die Achse a k'1d einen zu a windschiefen und 
nicht orthogonalen eigentlichen Gewindestrahl ist ein Gewinde ein
deutig bestimmt. 

(b) Die Menge cl.Gr eigentlichen. Gerader eines Gewindes 

im PAR ist identisch mit der Menge der Bahnnormalen einer stetigeu 

Schraubung um die Gewindeachse. 

Bew.: (a) Bezüglich eines kartesischen Rechtskoordinatensystems 
~at eine stetige Schraubung die Parameterdar- ~l]!!x 
Stellung ~ 1 
x 1 =r CDS'{', x2.=r sinlf, x =p~+c (-oo<t.z,c«:. +oo,r='O); L " __...-x 
dabei ist p konstant und tO. Zu jedem festen r -----r - a. 
und. c ur.d variablem 4' gehört eine Bahnkurva, __,k'><;(<f•O) 
deren TaDqente die Richtung 4 =(-r sin ~, I -----t.._ 
r cos~, pJ=(-x.t x1,p) hat. Die Gleichung der x. 
Normalebene zu 4 durch den Berührpunkt -<¾ = (x1 sx\x;) lautet 
,t(t-1)=0, also -X'x,.+X 2x 1 +X,p-px~=O. Dies ist der Kopun..1i:t 
R[-px 1 ,-x2 +x 1 ,p], Die Koordinaten x 1 des Pun..1i:tes P und die 
Koordinaten Uj der Trägere·bene der Bahnnormalen durch P sind 
also durch 
a 0 !a,. :a,.:e.~-px~ :-xi :x":p gekoppelt, Dies ist ej_ne Nullpolarität; 
ihre Achse" ist die Scb.raubachse, da diese Bahnkurve zu jedem ihrer 
Punkte ist. 
(b) Ist umgekehrt Y eine Nullpolarität I so ist '>' durch die Achse a 
und einen Gewindestrahls nach (a) festgelegt; 
durch den Fußpunkt H der zu a und s normalen 
Geraden n geht gen.au eine zu s normale 
Gerade t. Es existiert genau eine stetige 
Schro.ubune; rni t der Achse a und der Schraub
tangente t, und das mit dieser Schraubung 
nach (a) verknüpfte Bahnnormalengewinde 

a 

,, 
H 
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hat a zur Achse und s als Gewindestra.'11 und stimmt somit nach 
Bem.a mit dem zu v gehörigen Ge,·rind.e überein. • (c) Eine Nullpolarität gestattet jede Schraubung 
ürn seine Achse, da die Zusammensetzung koaxüüer Schraubun(:;en 
kommutativ ist. (Bei Verebnung eines unter Umständen n;ehrfach 
umwickelt gedachten Schraubzylinders wird eine Schraublinie 
geradlinig,und die beim Ko=utieren zweier Schraubungen be
teiligten Schraublinien liefern in der Abwicklung ein Parallelo
gramm.) 

(d) Ist nein parabolisches Netz i~ PAR (erzeugt durch 
die Projektivität '( : Ps -- t s ) um die eigentliche Netzachse s 
mit dem Fernpunkt Su., so heißt S ,,., 'i" =: OG die p

4 
"asymptotische Ebene" von 'Tl; in der zu oc "" x~n 
normalen Ebe?e 'Ci durchs ~ehen_~lle Netz- z 

8 
/ T,,:::::._.,, 

geraden durcn den Punkt Z. = ~ t , den . ., J( Su. 
,"Zentralpunkt" von n. Jedes parabolische / ?5 
Netz n kann in unendlich viele Gewinde 
eingebettet werden (vgl.4.9, Folg. 2,Bem. ); 
eines davon kann wie folgt festgelegt werden: Die Gewindeachse a 
sei die Normale zu .t, in Z und die in X '.r liee;ende zu s normale 
Gerade n durch X E. ,P,s \{Z \ ein Gewindestrahl. Für die durch a u11d 
n bestimmte Nullpolarität ~ ergibt sich dann dieselbe Gleichung 
wie in (b). Dem Punkt X=('1,x\O,O)IR E ,P.,\{Z,S,J wird durch v 
und 1' die Ebene ~XY 1=X,y =R[OJ.-:x: 1 .J.otp ], d.h. -X 1 x'+X~p=O zugeordnet. 
Mit x 1 =ZX und X :X . =tg 4 (z,r, X!rJ entsteht 

ZX=p tg4(Zf,X,r). 

Z:li Kreisp.:eometrie in einer reellen affinen Ebene mit Orthg
p;onal i te.tsstrulctur 

DEF.7.7a: 

Menge der 

Die Vereinigungsmenge der Menge qJ aller Geraden von 
A2 (R) und der Menge if.2 aller Kreise von A2 (R) heißt die 

I1öbiuskreise m.. • Wird der Punktmenge f,2 von A2 (R) .tlE:. 
uneigentlicher Punkt oo hinzugefügt, der definitionsge~äB in 

jeder Geraden und in keinem Kreis enthalten ist, so heißt die 

Inzidenzstruktur 

eine Möbiusebene. 

Folr;erungen: 

'1) Wir denken die reelle affine Ebene A2 (1R)= .¾ in einen reellen 

affinen Raum A3(R)~f mit Orthogonalitätsstruktur eingebettet; 

dadurch ist in n eine OrthogonalitiHnstruktur kanonisch 1"itbe-
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stimmt. Weiters sei~ eine Sphäre des A3(R)= ir. Auf der Sphäre 

können wir folgende Inzidenzstruktur erklären: 

«p 11 : = { 1'J.4-
14 

= c:j> , c.{I $ .. • Menge aller Kreise auf_ q, , E. J • 

Die Möbiusebene nM ist isomorph zur Inzidenzstruktur 4>"'. 

Bew.: (a) Zuerst erklären wir eine Bijektion ~ :,PM-~• Da die 

Sphäre~ auf der Ferngeraden u von :it' eine elliptische projektive 

Involution konjugierter Punkte bestimmt, durchstößt die Polare 

u14 nach 7.6, Anw.b,Bem.e die ovale Quadrik q> N y 
in zwei verschiedenen Punkten N und. S; gelte 

o.B.d.A. N "j_ X. Die Tangentialebene NA4=: >' 

ist parallel zu x • Ist X ein. Punkt aus ,P 1 u 
so liegt NX nicht. in der Tangentialebene N ;>.. 4> :x- x 
und NX hat daher mit <F noch genau einen von N. verschiedenen Rest

schnittpunkt X~; zusätzlich definieren wir c,o ~ :=N. Umgekehrt 

hat jeder von N verschiedene Sphärenpunkt gen.s.u einen Bildpunkt 

in i bei Projektion aus N und daher ist ~ bijektiv.· 

(b) Die Elemente von 1fL sind gewisse Punktmengen; wir· unterSl1cb.en 

nun (1ie mit ~ kanonisch vs:·rknüpfte Abbildung ½ * der Pu.nJct.~1e:ngen 

aus m. o 

(i) Die Punkte E P. einer Geraden g aus 7fl bilden sich bei ; .in 

die von·N verschie~euen Punkte des Schnittkreises der Ebene N9 
mit q> ab; l',egen dGr Festsetzungen o0 € 3 ,'\ oo ½ =N wi?7d die 

Punktmenge des 11öbiuskreises g genau auf die Punktmenge des 

Kreises k: = ,p,..<a1, <P abgebildet. Umgekehrt hat die 
Punkt.menge jedes Kreises auf q> , der durch N geht 1 die um oo 

vermehrte Punktmenge auf der Schnittgeraden seiner Trägerebene (tv) 
0 -,f 

mit X als~ -Bild. 
--1 

(ii) Ein Kreis k &.uf cp in der Ebene o( nicht durch N wird durch ~ 
auf einen Kegelschnitt kf~ in n: abgebildet. In der komplexen 

Fortsetzung schneidet die Tangentialebene V die Q-~adrik 9 nach 

einem Paar niederimaginä:eer~ Erzeugender elf~, , welche wegen $,; c. f 
den absoluten Kegelschnitt cpct in zwei Punkten ~uD.d 'i;, treffen; 

diese Punkte sind wegan v II :J[ die absoluten Punkte von i . Der 
"" - ,_ Kegelschnitt k auf ,,+, in der Ebene o-, trifft die beiden Er-~• ~~ 

zeugenden eN und fN in zwei Punkten 9 welche bei der Projektion~-

aus N in 'lt i.md '7; übergehen; daher ist k t:,-• ein Kegelschnitt 

durch 1; und 'i:; , d.h. k ~-~ ist ein Kreis. 
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Umgekehrt ist ein Kreiß 1 in Jr wegen seiner Erzeugung durch 

gleichsinnig kongruente Büschel eindeutig durch drei Punkte A,B,0! 6 12 
bestimmt; die drei Punkte A4 ,B~,c~ 1 6 ~ sind nicht kollinear, da et, 
keine Erzeugenden träet,und ihre Verbindungsebene schneidet ~ 

nach einem Kreis k, der bei ~ - 1 in einen Kreis k~:~ durch A,B,C 

übergeht, d.h. l=k~-~. Damit ist auch~* bijektiv. Somit sind 

~: ,aM- <P und s*: m - 0ctH als Bijektionen erwiesen. Das Paar 
(~•\*) erhält Inklusionen und Nichtinklusionen und ist daher ein 

Isomorphismus ;i:-M - <p H. + 
Bemerh7.lngen: (a) Wie man aus dem Beweis erkennt, kann statt der 
Sphäre auch eine ovale Quadrik benützt werden, welche in einem 
Punkt N zwei niederimaginäre isotrope Erzeugenden in einer zu :1/: 
parallelen Tangentialebene besitzt (N ist dann ein Nabelpunkt). 
Da jede ovale Quadrik nach 7.6 Nabelpunkte besitzt, gilt: Die 
Punktmenge jeder ovalen Quadrik eines 1r1(1R) ist bijektiv zur 
Punktmene;e einer Nöbiusebene x M. 

(b) Ordnet man jedem Kreis der Sphäre <P den Pol 
seiner Trägerebene zu, so ist dies eine Bijektion zwischen den 
Kreisen auf$ und den Außenpunkten von ~. Die Zusammensetzung 
mit ~ liefert: Die Menge der Möbiuskreise m ist bijektiv zur 
1'1enge der Außenpunkte einer Sphäre q, (bzw. ovalen Quadrik) in lf 3 (1R). 

(c) Die Abbildung ~-1: q> -,PM heißt "stereographische 
f:rojektion von ij:> ". 

2) Die stereographische Projektion der in N punktierten Sphäre 

ist winkeltreu (konform), d.h. schneiden einander zwei Kreise 

auf 4> in einem von N verschiedenen Punkt T, so _ist ihr Schnitt

winkel in T gleich dem Winkel der ~- 4 -Bildmöbiuskreise. 

Bew.: Der Schnittwinkel der beiden Kreise k1 und k 2 auf 4> wird 
in der Tangentialebene i- des Schnittpunktes T(*N) gemessen, gemäß 

der Formel von Laguerre über das Doppelverhältnis der beiden 

Kreistangenten t_,, und t 2 und der beiden in T liee;enden isotropen 

Geraden durch T. Wegen !P"'c. (P sind dies aber die beiden Erzeugenden 

eT und fT von~ in f, d.h. 4(k1 ,k2 )=- ~L DV(eT,fT,t1't2). 
Die Erzeugende e~ bzw. r; von ~ trifft fN bzw. eN, und daher führt 

die :Perspektivität f.> :,P._ - ,Px dann e, und f 1 in die isotropen 

Geraden e,ß und i\ß von 3f durch T f~ über. t i ist entweder die 

Tangente an den Kreis k 1 f 4 oder die Gerade k a ~ -~ • Also gilt 
i "1 -- ,.._.... - ,... 

1°(k~f ,k tf1)= TI DV(er~ ,f ,~, t 1 /), t 1~) • 



Da die Perspekti vitä.t 'ir do:p:pel verhäl 'tnistreu ist, stimmen die 
beiden Winkel überein. • 
Bemerkung: Ist k ein Kugelkreis in einer Ebene e, nicht durch N 
und ist E= e). ~ • der Pol von € bezüglich <P , so durchstößt NE 
die Ebene if im Hittel:punkt von k ~-~ • 

Bew.: Da die Erzeugenden von i isotrope Geraden sind, ist die 
projektive Involution konjugierter Tangenten in jedem Sphä.ren
punkt nach 7.4 die Rechtwinkelinvolution. Die Erzeugenden des 
Tangentialkegels aus E an ~,der t längs k berührt, bilden da
her mit der Tangente von k im jeweiligen Berührpunkt einen rechten 
¼inkel. Bei Projektion aus N bleibt dieser Winkel erhalten; k 
wird in den Kre:j.s k,;-• und die Erzeugenden des Tangentialkegels 
werden wegen E l- ., in die Geraden des Büschels l;j (NE.*> projiziert 
=>k8,-~ ist Orthogonal trajektorie des Büschels q) <NE :f) =} NE.i ist 
fü ttclpunkt von k ~ -, • · + 
3) Jede automorphe Kollineation von (j) ist ein Automorphismus der 
Inzidenzstruktur cj) M • Die Menge aller Kollineationen des ir~(IR), die 
sich als endliches Produkt von harmonischen automorphen Homologien 
von cp darstellen lassen, bilden eim Gruppe von Automorphismen 
der Inzidenzstruktur cpM; es sei ohne Beweis erwähnt, daß diese 
sogar mit der Gruppe aller Automorphismen von (jl M übereinstimmt„ 
Durch Übertragung -mittels des Isomorphismus ~-1 : c/>t-1 - ~M 

erhält man hieraus Automorphismen der !1öbiusebene ( "I1öbiustrans
formationen"). 

DEF. 7. 7o: Ist rs eine harmonische automorphe Homologie von q> , so 
heißt ;,- : "'~ ö \;

1: ,PM- f2M eine Inversion der Möbiusebene. 

Aus dem unbewiesenen Satz folgt: Die Gruppe aller :Möbiustrans
formationen besteht aus allen Abbildungen ,p M - 12 M, die endliches 
Produkt von Inversionen sind. 

Man gewinnt Eigenschaften der Inversionen durch Übertragung von 
Eigenschaften der harmonischen Homologien ö : 

(I) Jede J..nversion bestimmt einen in~olutorischen Isomorphismus 

der Inzidenzstruktu.r ,r M • 

(II) Jede Inversion ist gegensinnig winkeltreu. 

Bew.: Bei jeder harmonischen Homolo.sie ö werden in der komplexen 
Fortsetzung di_e beiden Reguli auf <l> vertauscht, da jede Er
zeußende von qi in eine Erzeugende von q> übergeht, welche diese _in 
einem Punkt der Achse von ö=- schneidet. Die Winkelmessung in T € q:, 
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wird durch die Erzeugenden eT und fr bestimmt, wobei bei 6' gilt 
e T,__. f,.-, f r ,-... eT •• Da er schneidet f N dagegen f Tc schneidet e N ' 

führt die Projektion aus N auf ii: von in o zugeordneten 'l'angenten 
in T bzw. Tönach Folg.2 auf entgec;engesetzt gleiche Winkel in i, 
falls die Winkel mit der Laguerreformel gemessen werden. • 
(III) Ist das Zentrum Z von o ein Außenpunkt von <!>, so besitzt 

die Inversion fl = ~ ü~ -< einen Fixpunktmöbiuskreis m, der für 

Z l- Ni\,t ein Kreis und für Z I Ntlq eine Gerade ist. Im ersten 

Fall wird dem l"littelpunlt M von m durch die Inversion ,,u.der Punkt oa 

zugeordnet und jedem Punkt X 1<{.2M\{l1,oo} der zu X bezüglich m 

konjugierte Punkt auf dem Durchmesser MX von m; im zweiten Fall 

ist die Inversion die orthogonale Symmetrie an der Fix-geraden m. 

Jeder m orthogonal schneidende Möbiuskreis bleibt bei /.J.. als 

Ganzes fest. 

Bew.: i, 1 q> läßt den Schnittkreis k:= cp 0120.. fest. Für Z i NA+ 

gilt N 1 k und k !i- 1 ist ein Kreis m; für Z .f N11+ gilt Nt k und 

kf 1 ist eine Gerade m. 

Fall 1: Z 'l. Nt\~ • Nach Folg.2, Bern. ist M~ der von Ii verschiedene 

Restschnittpunkt von NZ mit q, => N>-1> 

M~r, =N=M,u=Mficr-~- 1 =H~-1 "'°"'• P>.; 
Für Xe f,)M \\M, oo ~ liegen die Punkte 

x,x~ und X~u in der E'oene o<: :=NZX=Nr1X=> 
==?X;t .liegt auch in dieser Ebene c,c und 

demnach sind X,X,u. und M kollinear. Es 

ist noch zu zeigen, daß X und Xµ polar X x 

bezüglich des Kreises m=k,-1 liegen. 
M m 2 U 

Die Polarität von m bestimmt auf MX eine hyperbolische projektive 

Involution /:i konjugierter Punkte, welche 1 und 2 (=,)QM,"• k) als 
Fixpunkte besitzt. Projiziert man ß in der Ebene o<.. auf den Steiner

kreis 1 :=P~0$,so hat 13' :=f<f.>~:1~1 das Involutionszentrur:i z, da 1~ 

und 2~ die Fixpunkte von ß' sind. Daher leistet ß' auch X~ ,_X~ s 
und (', daher X ,--.. Xjl. 

Fall 21 Z I N/\1,. Der Bildpunkt 

ist ein Fernpunkt Z~ mit dem alle Punktepaare 

X,:X:f kolUnear eind, Wie in Fan 1 erl~ennt man 

H(X,Xµ ;1 12„z c ) , also liegt eine Spiegelung 
an der Geraden m vor. Die Gerade X.X,u. 

ist stets orthogonal zum: Der Bildpunkt z< 

X X;,. 
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von Z gibt die zum orthogonale Richtung an, denn m ist parallel 

zur Tangente an k in N und diese ist normal zu ihrer konjugierten 

Tangente NZ..NzC. . 
Ein m(=k ~ -~ ) orthogonal durchsetz.ender Möbiuskreis ist das r.__Bild 

eines Kreises 1 auf (jJ, der k orthogonal durchsetzt, denn 1-~ ist 

winkeltreu. Da für jeden Sphärenpunkt die projektive Involution 

konjugierter Tangenten die Rechtwinkelinvolution ist, geht die 

Trägerebene von 1 durch den Pol Z der Trägerebene Z>-,i, von k. 

Da. Z Zentrum von ö ist, bleibt deshalb 1 unter ö als Ganzes fest • • Bemerkungen: (a) Wegen H(X,X ,u .. ; '1.12). sagt man zu einer Inversion 
mit einem Fixpunktkreis m auch "opiegelung an m". 

• (b) Ist in J: der Fixpunktkreis m gegeben, so kann zu 
Xe f.! \{M,oo 1 der Bildpunkt Xµ.durch die nebenstehende Konstruktion 
gefunden werden. xu B 
Es genUgt H(X,X;t i1,2) zu zeigen: 
Dazu projiziert man a.iese vier Punlcte 
aus B auf m und erb.äl t X' ;X" auf dem zu 
r1X orthogonalen Durchmesser; für die 
projektive Involution auf m mit den 
Fh„'"l)unkten 1 und 2 ist der Fernpunkt der 
das Involutions.zentrum und X' und X" sind 
H(X' ,X";1 1 2); durch Rückprojektion aus B 
hauptung. 

Xµ 
X' 

zu MX orthogonaJ en Richtung 
in i...lrr zugeordnet ==> 
auf I1X folgt die Be-

(c) Bei Spiegelung an m wird ein Kreis a nicht durch 
M auf einen Kreis a µ. ":a' abgebildet, der nicht durch M geht 
(a<i ist ein Kreis nicht durch I1t; =fü, und nicht durch N, daher 
geht a .;c, nicht durch N und nicht durch M~ und a' nicht durch oo 
und nicht durch M). Die Spiegelung an m ist nicht mittelpunktreu, 
jedoch liegen die I-1ittelpunkte A bzw. A 1 von a bzw. a' auf einem 
Duxchmesser von m. Mit Bem. b ist a' leicht zu konstruieren; dabei 
ist zu berücksichtigen, daß die u.U. 
vorhandenen Schnittpunkte a n m bei der 
Spiegelune; an m festbleiben. Nach Folg.3 
gilt dabei 4 (a,m)=-1 (a';m). Ist 
speziell 4(a,m)== 11., so gilt nach 
Obigem a=a'. Die Menge aller m x 
orthogonal durchsetzenden Möbiuskreise .--"-k"'----- P. 
heißt das "h;yperbolische Kreifibündel 
zu m"; die Trägerebenen der ~ -Urkreise 
auf (\l gehören zum Ebenenbündel durch 
den Außenpunkt z. 
Ist dagegen a ein Kreis durch 11, so ist a 1 ein Kreis durch M~ :Ne; 
und daher a ~ t, ein Kreis durch N, 1

0
, 

weshalb aµ..=:a' eine Gerade ist. 
Speziell bleiben alle Geraden a 
durch M, welche dem hyperbolischen 
Kreisbündel zum angehören, bei 
Spiegelung an m fest, denn die 
Trägerebene des Kreises. ai; geht 
dann durch M\, N und z. Wegen der 
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gegensinnigen Winkeltreue der Inversion steht die Gerade a' 
orthogonal zum Durchmesser MA eines Kreises a durch M. 

• 
(IV) Ist das Zentrum Z von o ein Fixpunkt von 4>, so besitzt die 

Inversion p=\Ö{- 1 keinen Fixpunkt. Es existiert ein Kreis mr so, 

daß sein Mittelpunkt M dem Punkt oo zugeordnet und jedem Punkt 

Xef.2M \fM,°"} jener Punkt auf dem .Durchmesser MX von mr zugeordnet 
wird, der zu X bezüglich mr antikonjugiert ist. 

Bew.: Da Z Innenpunkt ist schneidet die 

Sphäre nicht und daher haben ol~ und /J, 

Q:=ZN.Z).t l- N>-<1>, da kein Punkt von Nil~ 

ein Innenpunkt von <P ist 9 Q::\<1> I Z 

und <!> ,.., 'f2G:¾ ist ein Kreis k r nicht 
durch N, dessen ~-~-Bild mr den 

Punkt NQ.x als Mittelpunkt M hat. 

Die Punkte x,x1 und X~o liegen 

in der Ebene IX.: =NZX=NMX ~ 

Xµ. liegt auch in der Ebene oc und 

demnach sind X,Xft und M kollinear. 

Achse Z,1t von ö die 

keinen Fixpunkt. 

N -

Es i.st noch zu zeigen, daß X und Xp. X ,r M 2 U 

antipolar bezüglich k1_, =mr liegen. 

Die Antipolarität von mr bestimmt auf MX eine elliptische pro

jektive Involution f.> konjugierter Punkte, welche 1 .-- 2 und 

:n ,__U leistet. Projiziert man ß in der Ebene ex. aus N auf den 
Steinerkreis l:=,P„n cp, so hat ß':•f~ß~:1-1 das Involutions

zentrum 1~2~.M~N=Z. Daher leistet ß' auch X 1 ,- X~o und ß da-

~r X -X~. • 

Bemerkungen: (a) Man sagt daher für /J- auch "Antispiegelung an mr". 

(b) In der komplexen Fortsetzung 5f besteht zwischen 
(III) und (IV) kein Unterschied; mr ist dan12_reeller Vertretel' 
jenes null teiligen Kreises m, der sich als f1-Bild von 1Z1.I+" q, 
einstellt. 

(c) Nach 7.6 erfolgt die 
Konstruktion des zu X bezüglich m r anti
inversen Punktes X~ wie in der neben,.. 
stehenden Figur. 
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(d) Wie bei der Spiegelung gilt bei der Antispiegelung: 
Kreise nicht durch M werden auf Kreise, Kreise durch M auf Ge-
raden abgebildet. Wie aus der Konstruktion in Bem.c ersichtlich, 
bleibt jeder Kreis a, der mr in Endpunkten eines Durchmessers 
schneidet, bei der Antispiegelung an m r als Ganzes fest (Der 
Kreis a~ auf o hat eine durch Z gehende Trägerebene). Die Menge 
aller Möbiuskreise, die einen festen Kreis in Durchmesserend
punkten schneiden, he:Lßt "elliptisches Kreisbündel zu mr ", die Trä
µ;erebenc der ( - 1Jrkreise auf cj) bilden das Ebenenbün.del um den 
Innenpunkt z. Geraden durch M gehören zum elliptischen Kreis-
bündel zu CT r ux:.d bleiben bei der Antispiegelung als Ganzes fest. 

4) DEF.7.7c: Eine J1enge von Möbiuskreisen heißt ein Büschel der 

Y.öbiusebene, wenn sie das stereographische Bild der 

Eenge aller !:reise von rp in den Ebenen eines Ebenenbüschels ( 9 
ist. Zwei Kreisbü.schel heißen konjugiert, wenn sie von Ebenen

büscheln u:n ::;Jo:.are Geraden bezüglich (/) stammen. Ist g eine Sehne 

bzw. 'I'angen-te bzw. Passante von (jl , so heißt das Kreisbüschel 

elliptisch bzw. parabolisch bzw·. hyperbolisch. 

Eigenschafte:c.: 

(I) Schneiden zwei Iföbiuskreise a,b aus konjugierten Büscheln ein

ander in ei·ne:n Punkt Tf verschieden oo, so sind sie orthogonal. 

Bew.: Da 1 ·;;icl:eltreu ist genügt es zu zeigen1 daß a~ und b~ 
einander ort:C:.ogonal schneiden. Da die pr-ojektive Involution kon
jue;ierter .5'1 e.c"b.entangenten in jedem Sphärenpunkt die Rechtwinkel
involution ist bedeutet die Behauptung, daß die Tangente ta. im 
Schnittpunkt T(* c.o,;=N) an a~ die polare Gerade zur Tanger..te tb 
in T an b~ ist. I.,iegt a!;, in der Ebene O(q_'...s und bt; in der Ebene 
ß". 'l9$,,; ~ ... tctI~<X.=ta. ~r~fft g~t,,_I T =: tct°A* trifft g?-.,"tu.7'.,l"'T114. 
Anc.erer'i:ei vs gJ.l 12: t b ._,rifft g11~ /\ t b I T 11+. 
F~ll~_gA,.l:T;r"f',4 }'. T ~ilt,l. f~lgt aus~den let~ten Inzidenzen~tat
sachlich '-'ct't=, 0 • FaL.s gritI T), 4 " g71q X T gilt, .folgt 8=g71~.T=T:\</> 
~ßn<P={T1; dies ist u=Qe;lich, denJ;)./;l,,-,qi ist der Kreis b,;. 
Analog folgt in Falle gA1 }'.*T?.<1>"gA_,Z'T,,daß,P."n4' =fT}gilt, was 
11.._n Q =a~ widerspricht •. b'ür g?I~ I*T114 A g714> t T folgt g E. 1-h,T:>.+ 
d.h. g und _, sind in der projektiven Involution konjugierter 
Tangenten zug<;;o!'d.net und dal:ler zueinander orthogonal; was mit 
tQ.=g und tb=g7'~ in diesem Fall die Behauptung liefert. • 
(II) Falls die ~rägergerade g des Büschels ( 9 nicht durch N geht 

und nicht in Ht,~ liegt, ist Hg die einzige Ebene von { 9 , die q:> 
mi.ch eine:n 1:.::-eis c~ durch N schneidet. Das zugehörige Büschel 

der iföbiuse::;er:e enthält genau eine Gerade c=Ng.n: ("Chordale des 

Büsctols"). Die lüttelpunktc aller Kreise y eines Büschels sind 

n.ach Folg.2, B<:!!l. die Projektionen der Pole Y der Trägerebenen e: 
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der Sphärenkreise Y~i wegen f.f{ 3 gilt Yc f.2 9 ~1 , also lie5t die 

Menge der Mittelpunkte aller Kreise eines Büschels auf der Ge-

raden z:=(N.g?\ 1 ) .n; ("Zentrale des Büsohels"). Aus den Kon-

struktionen von c und z erkennt man: Die Zentrale eines Büschels 

stimmt überein mit der Chordalen des konjugierten Büschels. 

Schneiden einander die Möbiuskreise c und z aus konjugierten 

Büscheln in einem Punkt verschieden=, so schneiden sie einander 

nach (I) orthogonal = Haben Chordale und Zentrale einen von oo 

verschiedenen Schnittpunkt, so stehen sie zueinander orthogonal. 

(III) Ist g eine Sehne der ovalen Quadrik <P , so ist 

nach 7,6,Anw.b, Bem.e g~~ eine Passante und umgekehrt, d.h. 

das zu einem elliptischen Büschel konjugierte Büschel ist hyper

bolisch und umgekehrt. Ist g Tangente von <ti,so auch g"A~ und da

her ist das zu einem parabolischen Büschel der Möbiusebene konju

gi_erte Büschel ebenfalls parabolisch. 

Fall 1: Elliptisches Kreisbüschel. 

Sei zunächst g eine Sehne von tj> nicht durch N und f.1s...., 4> ={P1 ,P21s; 
alle Kreise, die von einer Ebene ( ~ ( 9 aus <P herausgeschnitten 

werden, gehen durch P1 und P2 , und umgekehrt wi;rd jeder Kreis 

durch P1 und P2 von einer Ebenectts ausgeschnitten. Daher gehen 

alle Iföbiuskreise des zugehörigen Büschels der i1öbiusebene durch 

die.funkte P
1

~-a und P2 1-~ ("Grundpunkte des Büschels") und umge

kehrt gehört jeder Möbiuskreis durch P1 ~-~ und P2 ~-~ dem Bü?chel 

an; die Chordale c des Büschels ist die Gerade P1 f'.P2 ~-~. 
Die Zentrale z des Büschels ist nach (II) orthogonal zur Chordalen 

c und geht durch den Mittelpunkt Z der Strecke (:J_(", P2 ';i -•): · 

Durch Z als Ilittelpunkt und P11-~ ist 2~'-· .. 
nämlich genau ein Kreis k festc;elegt' (r / --------- »· 
der auch durch P2 ~-~ geht=;k gehört \_ . (_ ~- __ \ } 

zum Büschel und sein Mittelpunkt Z _____ :6-~J~_Chon:Jafec __ 
liegt nach (II) notwendig auf der ~ff~j"1r• 
Zentralen z. <:!zentrale z 
Ist :;;peziell g eine durch H gehende Sehne von ~ , so ~ 

besteht das elliptische Büschel der I-1öbiusebene aus p~ ~-.!_ 

allen Geraden durch den Punkt g,TC =P1 ~ -i • \ 

Ein Geradenbüschel ist also ein elliptisches BUachel der :föbius
ebene mit den Grund.punkten P1 ~-• ( ,ri und oa • 
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Bemerkungen: (a) Vom Standpunkt der Möbiusgeometrie besteht 
zwischen den Fällen g t N und g IN kein Unterschied; unterwirft 
man nämlich ein elliptischen Kreisbündel mit den Grundpunkten 
p.., '!,- 4 , P2.~-~ 1 'l'oo einer Spiegelung p. an einem Kreis m mit dem 
Mittelpunkt P,,~-·, so erhält man ein elliptisches Kreisbüschel 
mit den Grundpunkten oa und P2.1 -';1-, also ein Geradenbüschel. 

(b) Geht man von der I"löbiusebene -"H zur projektiven 
Ebene x über, so bestimmen alle Kreise x eines elliptischen 
Büschels mit g l N in de:i;:_komplexen Fortsetzung Kegelschnitte x 
in :i welche die Punkte 1., la. und P-1~-·, P1T4 gemeinsam haben. 
Die Kegelschnitte x gehören also einem Kegelschnittbüschel 1.Art in n 
an. Auf ein solches kann der Desarguessche _Involutionssatz ange
wendet werden,z.B. wird auf der Zentralen ')2 1 eine Desarguesin
volution J bestimmt, die komplexe Fortsetzung einer projektiven 
elliptischen Involution "'-: 'f.21 - ,p:.,_ ist, wobei P11r• ur,..d P2.~-• 
nach dem Satz von Thales die Laguerrevertreter von 0(. it_ind. In 5f 
si12d \'l;ie Fixpunkte von ;z die Projektionen <;1.er-Punkte ·j2 97-," 4i = 
=lQ"Q2..\ aus N auf x: Die Punlde P-,,P2._und Q,,Qz. bestimmen nämlich 
ein isotropes Erz_eugendenvierseit von 4> • Da bei ~-• isotrope · 
Erzeugegden von Ql auf isotrope Geraden von i . abgebildet werden • 
ist (P„Q 1)r1 die isotrope_Gerade durch P,~- 1 ; da P,,{\-1 Laguerre
vertreter· von oc ist, ist Q„ nach 7. 5 ein Fixpunkt von ;;: • 

Fall 2: Hyperbolisches Kreisbüschel. · 
Sei zunächst g eine Passante von~ nicht in NA 9 • Die polare 
Gerade g~q, ist dann eine Sehne von q, nicht durch N und(.,. best;inmt .. 
das konjugierte elliptische Kreisbüschel mit den Grund.punkten 

P1f\ P2 f~; dabei gilt {P1 ,P2 'j = --

" (f;li ,P9~. Der über den Grundpunkten 

P1 f', P2 ~- 1 errichtete Kreis k des \ 
elliptischen Kreisbüschels muß 

wegen (I) notwendig jeden Kreis P,(" 
des hyperbolischen Kreisbüschels \ 
orthogonal durchsetzen; wegen (II) \\_"-..,_ 
. . · Chorda/ec ··"'"'-.:------rnt P

1 
~ -~ .P2 r 1 die Zentrale z . '-

des hyperbolischen Büschels, und die dazu normale"'Gerade durch 

den Mittelpunkt Z von (P1r\P2 r·") ist die Chordale c des hyper
bolischen Y„:reisbüschels. Umgekehrt ist jeder Kreis y mit dem 

Mittelpunkt l'1y auf P1 ~- 1 .P2 ~- 1
1 der.k in einem Punkt T~--1 

orthogonal durchsetzt, ein Kreis des hyperbolischen Kreisbüschels; 

dazu ist zu zeigen, daß die Trägerebene 'Tj_ von y 1 durch g geht. 

Wegen My I P1 r;,-1 ,P2 ~-1 liegt der i\~-Pol Y von 11 ~ach Fo!g.2,Bem. not-
wendig in der Ebene NVP1~- 1 VP2 f 1 = NVP1VP2=NVg'.>,~='l'/_ I NX.t.g ("); 

die Tangente ty in T (tN) an Y1 ist normal zur Tangente tk an k 1 =? 

ty\,=tk. Da tk schneidet g\,, trifft ty dann g; wegen tyP'L geht 
11. durch den .Punkt ty.g (;rN:>-,), woraus zusammen mit (*) folgt 7tI$ g. 
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Die Sphärenpunkte P 1 und P 2 sind übrigens die Berührpunkte der 
aus g an <P legbaren Tangentialebenen; diese Ebenen schneiden 
jedoch <P nicht nach Kreisen. Man benützt gelegentlich die 
Sprechweise: P 1 ~ -~ und P 2 f 1 sind die "Nullkreise des hyperbolischen 
Büschels 11

; ein Nullkreis ist kein Möbiuskreis. · · 
Gilt ,speziell g I•m, und ist g Passante, so ist g11,p eine Sehne von 4> 
durch N; alle Kreise des zugehörigen hyperbolischen Büs~hels 
haben daher den Punkt I'l=g~<l> .lt zum Mittelpunkt, 
und das Büschel besteht aus konzentrischen 
Kreisen. Das konjugierte elliptische 
Büschel ist das Geradenbüschel um den ge-

. meinsamen Ni ttelpunkt, denn g~<l> =Nl1. 

Bcmerkune;en: (a) Vom Standpunkt der Möbiusgeometrie besteht 
zwischen_ den Fälle1;1 g_/* N'i\<l>. und !1i I* N,\p kein }!nt~rschied. Ein 
hyperbolisches Kreisbuschel zu g J* NX~ kann namlich durch 
e:ine Spiegelung an einem Kreis m, dessen Mittelpunkt in einem 
Hullkreis des Büschels liegt, in ein Büschel konzentrischer 
Kreise übergeführt werden. 

_ (b) In der komplexen Fortsetzung_T durchstößt g die Qua-
str:_ik CjJ ~ll einem taa~ 'lfLn-ZUgeordneter Punkte• Q 17 §'2 U1;J.d durch Q1 s-~ 
~2.f1 SO\Ue durch 11' 12. gehen alle Kegelschnitte Y, die durch 
komplexe Fortsetzung von Kreisen y des hyperbolischen Büschels 
entstehen, falls man von der Möbiusebene zur komplexen Fort-
setzl,!_ng ~ der projektiven Ebene :;r übergeht. Nach Fall 1 sind Q1 ~-1 
und Ql~-1 die Fixpunkte der durch das konjugierte elliptische 
Büschel auf c bestimmten Desarguesinvolution ;_ und P1 ~ -1 und 
P2.'j" 1 sind die Laguerre-Vertreter von o.::. 
In x liegt also ein Kegelschnittbüschel 1.Art vor und daher kann 
auf die Kreise eines hyperbolischen Büschels mit g t*N11~ der 
Desarguessche Involutionssatz angewendet werden:'Alle Kreise des 
Büschels bestimmen auf der Zentralen eine hy:perbolische Desargues
involution mit den Nullkreisen als Fixpunkten und Z als Zentral
punkt. 
Zu den Kreisen eines hyperbolischen Büschels konzentrischer 
Kreise gehören Kegelschnitte in 5r , die ein Büschel 3.Art be
stimmen; alle di~se ~egelschgittE!,.. haben nämlich die beiden 
Linienelemente ( 11 ,MI,) und ( 12. ,I11 2 ) gemeinsam. 

(c) Konstruktive Anwendungsbeispiele 
in PAE: 
( i) Nan kann die Fixpunkte einer hyperbolischen Y 
Involution ,x. mit Zentralpunkt Z und A ..- A°' 
nach Obigem wie in der nebenstehenden Figur 
konstruieren. . z 
(ii) Auf der Geraden a ist eine 
elliptische projektive Involution oc . 
durch ihre Laguerre-Vertreter L,L' festgelegt; man konstruiere 
einen Kreis y,der durch einen gegebenen Punkt P geht und in der 
komplexen Fortsetzung die beiden Fixpunkte ]\ und ll\ von öi:.. ent
hält (kurz: Gesucht ist Kreis y aus einem Paar ~Ln-zugeordneter 
Punkte und einem reellen Punkt). 
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a 
Durch L und L' als Grundpunkte wird ein 
elliptisches Kreisbüschel festgelegt und es 
existiert genau ein Kreis x dieses Büschels 
durch P. Für den x in P or.thogonal durch
set·zenden Kreis y des konjugierten hyper
bolische~ Bischels gilt nach obiger Be
l!lerkung F 1 , F1 1 „ y. Dabei ist y die .§inzig.e 
:i:iösung, der..!! durch die fünf Punkte 11,Ti.,J?, ,'F„ und P ex.istiert in i 
Gew.u ein Kegelschnitt. 

Fall 3: Parabolisches Kreisbüschel. 

Ist g eine Tangente von 4> in P(4N), so haben alle !1öbiuskreise 

des Büschels das Linienelement (P~-\ Ng.:ir =:t) gemeinsam und 

umgekehr·t gehört jeder Höbiuskreis mit 

diesem Linienelement zum Büschel. Alle 
Y..reise des konjugierten Büschels gehen 

. ebenfalls durch P5-~ und berühren 
dort die z1.1 t normale Tangente, 

,·rnlche die Z,:;ntrale des gegebenen 

Büschels ist. 

Zentrale 

Chordate t 

Ist speziell g Tangente in N, so besteht das Büschel aus zueinander 

parallelen "3-eraden. Das konjugierte Büschel besteht aus den zu 

diesen orthogonalen Geraden. 

Bemerkungen: (a) Vom Standpunkt der Möbiusgeometrie sind diese 
beiden Fälle nicht zu u.nterscheiden denn durch eine Spiegelung 
an eir;.eCT Kreis mit dem Mittelpunkt P1-1 kann der erste Fall in 
den zweiten übergeführt werden. 

(b) Zu den Kreisen keines ~arabolischen Büschels 
(mit G J_ U) gehören in 5r Kegelschnitte k, die einem Büschel 2.Art 
angehören. 

SA'.l:Z 7. 7: Die ste1~eographische Projektion vermittelt einen Iso„ 

morphismus der Möbiusebene auf jene Inzidenzstruktur, 

welche durch c..as mengentheoretische Enthal tensein zw:i.schen a.en 

P-cl1J.kten und Kreisen einer Sphäre bestimmt wird. Jede Inversion 

ist eine involutorische, möbiuskreistreue · uri..d gegensirmig 

winkeltreue Bijektion der Möbiusebene. Eine Inversion ist ent

weder eine orthogonale Spiegelung, eine Spiee;elung an einem Kreis 

oder eine Antispiegelung an einem Krei,s; bei der Spiegelung bzw. 

Antispiee;elung e.n einem Kreis bleibt jed.er Iföbiuskreis des durch 

den Inversionskreis bes'cimmten hyperbolischen bzw o elliptischen 

Bündels als Ganzes fest. 
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Zwei I1öbiuskreise aus konjugierten Büscheln schneiden einander 
in jedem von oo verschfefümon c;emeinsRmen PurJ<t orthogonal. Ein 
elliptisches Kreisbüschel mit eigentlichen Grundpunkten kann 
durch Spiee;elung an einem Kreis, dessen Mittelpunkt in einem 
Grundpunkt liegt,in ein Geradenbüschel mit eigentlichem Scheitel 
übergeführt werden. Ein hyperbolisches Kreisbüschel kann durch 
Spiegelung an einem Kreis, dessen Mittelpunkt in einem Nullkreis 
des hyperbolischen Büschels liegt, in ein Büschel von konzentri
schen Kreisen übergeführt werden. Ein parabolisches Kreisbüschel 
geht il.urch Spiegelung an einem Kreis, dessen Mittelpunkt im ge
meinsamen Berührpunkt liegt, in ein Büschel paralleler Geraden 
über. 

C Abstandsmessunß in euklidischen Räumen 

Nach 7.4 ist durch Vorgabe einer elliptischen (projektiven) 
Polarität ?-.° in lf.., ein inneres Produkt in 11/) nur bis aui" einen 
Faktor festgelegt. Ein reeller affiner Raum mit Orthogonalitäts
struktur ist daher noch kein euklidischer Raum. Um das innere 
Produkt in t!D eindeutig festzulegen, definieren wir im reellen 
affinen Raum A(IR) mit Orthogonalitätsstruktur eine Abstandsmessung. 

DEF. 7 .Ba: Unter einem Abstand verstehen wir eine Abbildung d: 12 " 12-
IR+ u {.o 1 (-,fienge der reellen Zahlen > 0), also (X, Y) ,__ 

(X,Y)d=:XY,mit folgenden Eigenschaften: 
(I) d ist translationsinvariant: XY=Xt Yt \lr-,T(A(IR)), i X,YI E A(IR). 
Es genügt daher i.f. als ersten Punkt X stets einen festen Punkt 0 

zu nehmen und OX zu erklären. 
(II) X=O: OX:=0. 
(III) Ist cl>e eine fest gewählte Sphäre mit dem Mittelpunkt 0 
("Eichsphäre"), so ist OX:= 1 TV(X,E,O) j mit E,X,O kollinear und 

E E <Pe V X • ·~ \ \ 01 • 

Bemerkungen: (a) Diese Definition ist sin.~voll, denn ein Punkt E 
wie in (III) existiert nach 7.4, Folg.3.a,. Bem.b. Es existiergn 
jedoch zwei zu O sym:nctrischc Punkte E,J~ mit 120, n 4>e ~ lE,E} und 
daher ist zu überprüfen,_ob die Abstandsdefinition unabhängig 
von der Wahl von E oder E ist: 
DV(U,Q.,E\E).DV(U~O,E,X)cDV(U,O,E,X) => (-1 ).TV(X,E,O)=TV(X,E,O) => 
ITV(X,E,O;I "' ITV1.X,E,O). 
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(b) Für alle Punkte X 4-~e gilt ::X::=E, also 
OX= ITV(E,E,O)I = l11=1, Die Eichsphäre heißt daher auch :Einheitssphä-
re. 

(c) M:=fX&,P.IPX•r mit r > O} ist eine Sphäre mit dem 
Mittelpunkt P (kurz: Die Sphären sind die Abstandsflächen der Ab
standsmessung gemäß Def.7,8a). 

Bew.: Für P=O ist r=OX= ITV(X,E 10) 1 = IDV(X,E,0 1U) 1 auffaßbar als 
charakteristisches Doppelverhältnis einer zentrischen Streckung~ 
mit Zentrum o. Alle Punkte der Einheitssphäre werden bei ~ auf 
Punkt~ von M abgebildet, d.h. ~e~ =M. Da jede zentrische Streckung 
eine Ahnlichkeit ist (vgl.7.4 Folg,5?Bem.f)ist mit ~e auch Meine 
Sphäre (nach 7.4,Folg,5,Bem.c~.Ist dagegen P*O, so existiert genau 
eine Translation, die P t-;:-0 leistet; · nach Def. 7.8a die Abstände 
nicht verändert und als Ahnlichkeit Sphären in Sphären überführt • 

• Unser Ziel ist es.zu zeigen, daß die Vorgabe eines inneren Pro-
duktes in 1{(J gleichwertig ist zur Vorgabe einer absoluten Po
larität 71.o. in ll"...., und einer Eichsphäre 4'e. 

Folgerungen: 

1) In einem euklidischen Raum A.(110) gilt: Die l"Ienge aller Punkte >e.. 
mit it.'t-r2=0 (r6IR'\\01) ist eine Sphäre mit Mittelpunkt ,o- im 
Sinne jener Orthogonalitätastruktu.r, welche durch das innere. 
Produkt nach 7.4, Folg.1 bestimmt ist. 

Bew.: Wir definieren eine nicht ausgeartete symmetrische Bilinear
form er: 1'J x 11]-IR mit 1/J = 1R"' 11() durch ( (x,,e.), (y ,1:1)) G' : = ,e. .11) -xy r 2 

v''C.,1? 1 ~111), V x,yl e R. . . 
We_gen ((x,.,-c.,)7'1+Cx2.,-e.:t)A2-,(Yti,J))ö= c~;A~+"{.,.i\,.).1Q- (x,A,+X2.'A,)yr 2 = 
= ('( 1 .V}- x,yr1.)A 1 +('€-2..11]·- x:i.:rr:i.JA:i. = ( (x-,,'<.-,), (y~))ff't\~+((xi.,'( 2 \(y,1..'.)))ö>-2. 
ist <i linear im ersten Vektor. Da das innere Produkt symmetrisch 
und H kommutativ ist, ist er symmetrisch und daher bilinear. Aus 
((x1'{.),(Y;~))6""'0 V(y,19)e/,') folgt mit (y, 1,1)=(0~½'~) wegen der 
positiven Definitheit des inneren Produk'\;es 'l.=<s und mit (-y,19)"' 
(4 ,u-) dann x=0 1 sodaß 0' nicht ausgeartet ist. 
(J" beschreibt eine (projekcive) Polarität in f('I{;), in der wegen 

((O,ie.),(0,'-e ))<r ~-it.'e,, tO l;/,e_.;,!fiO\to\lcein selbstkonjug:i.erte:c· Fern
punkt existiert. Die 1'1enge deI' selbstkonjugierten Pu.rlkte (·1 ,'t.)!R iu 
f "'1r \ lf.., ist durch ( ( 1 ,,e..), ( 1, 't-)) 0- = 1e.. 1{. -r2=0 bestimmt, sodaß 
alle Punkte 1(, aus A(1W) mit ,e.i.e.. -r2,,,o eine Quadrik i:p erfüllen, 
die ein: Ellipsoid ist und wegen ( (·1 11") 1 (0 ,~)) 6" =0 V 'w;} G 4iO \ { ,;-'j 
den Hi ttelpunkt " besitzt. Dur.eh d,as innere Produkt in A~ wird 

in T.., nach 7.4-, Folg.1 die absolute Polarität ;,."'· bestimmt und 
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diese ist wegen ((0,"-),(0,1,;}))G" = -t.'11) die Fernspurpolarität von 4>. 
Das Ellipsoid q:, ist daher eine Sphäre. II 

2) Ist in einem reellen affinen Raum eine 0rthogonalitätsstruktur 
und eine Eichsphäre gegeben, so wird dadurch im Vektorraum der 
Translationen eindeutig ein inneres Produkt bestimmt, und die 
Abstandsmessung im Sinne der Def.7.8a stimmt überein mit der 
Abstandsmessung unter Benützung dieses inneren Produktes. 

Bew.: Bekanntlich ist A( 11) =' A( m) ;;; lf(R@ 1-\0)\ l( Oadll)). Die absolute 
elliptische Polarität ~n in Vwwird durch eine symmetrische nicht 
ausgeartete Bilinearform 6"' in 7T (0 @ 'UO ) beschrieben. Durch 
((0,~), (0,ifJ'))o=:(1,,J)ß wird ein inneres Produkt ß in1f0definiert 
(vgl.7.4). Die Eichsphärecpe ist durch den Mittelpunkt 0=,tV und 
einen Punkt P

0
= q0 + o- eindeutig festgelegt. Wegen (-<5 0 ,10 )~>0 

können wir normieren und erhalten in 
~)D 

,t3 ·11) ==u5,lJ,1/'J · 
ein eindeutig bestimmtes inneres Produkt in 1![). 
I"Iit 1t;=;(J"+(11--.(J')x A E=11-E.cj)egilt TV(X,E,0)=x und nach Def.7.8a ist 
ox;ITV(X,E,O) 1

2
= XL. Aus EE <Pe folgt 11,• 'fv a1; diese Aussage ist 

nämlich für E=P
0 

auf Grund der obigen Definition des inneren 
l?roduktes richtig und da nach Folg.1 durch ~-~=1 eine Sphäre 
um 0 durch P

0 
beschrieben wird, die bereits durch 0 und P

0 
ein

deutig festgelegt ist, ist die Punktmenge ~it /e·-'e -1=0 die 
gegebene Eichsphäre !p e • 

Für den durch das innere Produkt gemessenen Abstand 0X=l~I gilt 
daher l·d'"='L'l= (<.r+(1i-<r)x).(o-+(11---o-)x) = (,n..11,)~2.~x 1 • 

Da bei beiden Messungen der Abstand nicht negativ ist, erhält 
man die Gleichheit der beiden Abstände für von 0 ausgehende 
Strecken. Um die Übereinstimmung für beliebige Abstände zu zeigen 
genügt es, die Translationstreue der mit dem inneren Produkt ge
messenen Abständen zu erweisen. Wendet man auf V"e · -<e- = l-<e 1 

1 'lt I die '.rranslation 't mit ,e, = "e.+ 1,.- an, so g1. ,(J'-1,," 'C.---e, also 
1 -<e. '- d - 1 -e - ,<Y 1 = 1 -<e. / • 

• 
Bemerkungen: (a) Das Teilverhältnis gestattet in tlberei~timmung 
mit der Elementargeometrie die Deutung: TV(A,B,C) = ~ (B~C)~ 
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Bew.:·Wegen der Translationsinvarianz genügt es C=O zu betrachten. 
Für A=O gilt TV(A,B,0)=0 A ÄÖ=O; sei i.f. At0:IDV(O,U 1A,B)I =* 

IDV(O U,B,E)l = IDV(O,U,A,E)I =* __ 
lTV(A,B,o) 1. jTv(B,E,O)I = /TV(A,E,o)I~ ITV(A,B,o)I • OB=OA • 

• (b) sign TV(A,B,C)=-1 ~ C zwischen A und B. 
Speziell für den füttelpunkt 11 gilt TV(A,B,I1)=-1 ~ Ar1=ill1 /\ I1 
liegt zwischen A und B (damit ist der Name "Mittelpunkt" begründet). 

6. 5, Anw.t. 1 
(c) Wegen DV(A,B,C,D) = ' TV(A,B,C).TV(A,B,D)

erhält man für A,B,C,D eigentlich und paarweise verschieden in 
Übereinstinmung mit der Elementargeometrie: 

AC • AD DV(A,B,C,D)=. BC • ß.D • 

sign DV(AiB,C,D)=-1 <=:)> genau einer der Punkte C und D liegt 
zwischen A und B. 

{d) L'l der komplexen Fortsetzung 3f existieren 
isotrope Geraden. Eine Ge~ade~ ~ +1F © ist genau dann· isotrop, wenn 
i/ .;;;::, =0 gilt. Zwei Punkte 1gk= 't'. + i,'.\(k=1 ,2) einer isotropen Geraden 
haben dahe::-: stets den Abstand o wegen 1-0-~ - -i?,},1- v~).,.~A~ ~~AiWY:--0. 
Die isotropen Geraden heißen deshalb auch "Minimalgeraden". 

j) DEE'.7.Bb: Eine 1\hnlichkeit eines euklidischen Raumes heißt 
eine Kongruenz (Isometrie), wenn zwei verschiedene 

Punkte existieren, deren Abstand ungeändert bleibt. Jede gleich
sinnige Kongruenz heißt eine Bewegung. Jede Bewegung mit einem 
Fixpunkt heißt eine Drehung. 

Bemerkungen: (a) Jede Translation ist eine .Ähnlichkeit und nach 
Def.7.8a abstandstreu1 also eine Kongruenz. Aus der Darstellung 
t'= -'e+ -1-- folgt ,:;:,. =1 > u und daher ist jede Translation gleichsinnig. 
Eine Translation ist eine fixpunktfreie Bewegung. 

(b) Jede zentrische Spiegelung an Fist eine involu
torische gegensinnige Kongruenz, denn aus TV(X,Xti"F ,F)=;-1 folgt 
XF=X6',Fs, :c.ach :Jfolg.2, Bem.a und aus der Darstellung i:. =·\".+2f 
(vgl.6.4, Folg.4, Bem.d) folgt L::,. =-1 < O. 

( c) Jede orthoe;onale Symmetrie 6' an einer Hyperebene <l 
ist eine involutorische gegensinnige Kongruenz: 
X...Llf,<.,=s> f.lno- I"\ ,p„ =a:F ist &" -Fixpunkt mit TV(X,X6",F)=-1 ~ 
XF=Y. e- F o => 6' ist eine Konc;ruenz. Wäbl t man ein kartesisches 
Koor<lina te1c13ystei:1 { 0 ,P1 ••• ,P nl mit X=P n "' ( 0, ••• 0, 1) und 
OVI'V ••• VP0 .,:ü.,, so gilt 

1 
, • 

Xµ:,..Pn =(0,0, ••• 0,-1):: ~n und <{s, = ~H (j=1 ••• n-1). Wegen 
d1;t ~'J,-1,P„ 'ln-10)=+1 und det (11

1 -1'., ... q:,-f~)=-1 ist 6" gegen
sinm.g. 
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DEI?.: Unter einem "orientierten orthogonalen n-E:ant" versteht man 

n :paarweise orthoe;onale Ger;Jden durch einen Punkt O, wobei 

auf jeder eine Halbgerade ausgezeichnet ist. 

Zu zwei gegebenen orientierten n-Kanten existiert genau eine 

Kongruenz, welche das einen-Kant in das zweiten-Kant abbildet, 

Bew.: Eine Sphäre um O trifft die j-te Halbgerade des ersten 

n-Kants in genau einem Punkt Pj, eine zu O kongruente Sphäre 

um O' trifft die j-te Halbgerade des anderen n-Kants in genau 

einem Punkt Pj. Für die gewünschte Kongruenz gilt notwendig 

Pj i-- P ! • Zu den beiden kartesischen Simplizes { O,Pj} und 

{ }
J .. 

O',P! existiert genau eine Ahnlichkeit mit O ,_.... O' und 
J 

Pj,_._pj' und diese ist wegen OP1 =0'P4 eine Kongruenz. • Anwendungen: (a) Jede Ähnlichkeit ist das Produkt einer zentrischen 

Streckung und einer Kongruenz. 

Bew.: Durch eine Ähnlichkeit~ wird ein kartesisches Koordinaten
system { O,PJ} und die Sphäre d) um O durch P j in ein kartesisches 
Koordinatensys!iem \o' ,PJ} und die Sphäre cp' um O' durch P.j.' trans
formiert. Die .Ahnlichlceit /x, ist durch O>-... O', I'j--~ P~' ein
deutig festgelegt. Die zu cp I kongrueni_e Sphäre 4-' um O bestimmt 
ein kartesisches Koordinatensystem { 0=0, QJ-: Punkt von ~ auf der 
Halbgeraden OP;) • 
Nach Bem. c existiert eine zentrische Streckung IY'o mit cp ',-.,... 'f' , 

0 

also mit o-o,Pj -Qi,und nach Folg.3 existiert eine Koq;ruenz <11.. 

mit O >-- O' und Qj ,-,... PJ. Die Zusammensetzung öe& der beiden 
Ähnlichkeiten ero und ae ist eine li.hn.lichkei t I die Q ,-- 0' und 
P j ,__ Pa· leistet =? & = cr0 & • • (b) Bei einer ilihn.lichkeit wird jeder Abstand mit 

einem festen Faktor ( > 0) multipliziert. Bleibt ins"t,esondere 

ein-einziger Abstand ungeändert (~ Kongruenz), so ist dieser 

Faktor notwendig gleich Eins und es gilt:Bei einer Kongruenz bleibt 

jeder Abstand ungeä.nclert. 

Bew.: Nach Definition ist; ÖX= 1 TV(X,E,O) 1; sei o.B.d.A. x+o und 0 
I1ittolpunkt der föchsphELr.e c/Je. Jede Ahnlichkeit ~ ist teilver
hältnistreu, d.h. TV(X,E,O)=TV(Xoe1Et-,O<i'<). In A(H) existiert eine 
Translation~ mit 0~ .L-0, und~ ist ebenfalls teilverhältnistreu: 
TV~X,E,O)=TV(X~ .. ,E&,,0~,=0). Weiters gilt 
DV o,u,x~ .. ,E;;'t'). DV(o,u E&c.B 1 )=DV(O,U X«.--c- E') mit E' E,i::lo,A,h-f'l~e.· 

ITV Xh,E&.T,0 )l. l(TV(E&.T ,B 1 ,o) 1 = 1 TV(X,h,B 1 ,o )1 ~ITV(X, E, 0) l • 1 A 1 = 
.,.ITV(X&.1:,E' ,O)I. 
Dabei ist 11 :=TV(E&:c-,E' ,o)+o wegen Eoe't" 'i'O,und :A. bedeutet das 
von der Auswahl des Punktes X w1abhingige charakteristische TeiJ
verhäl tnis einer zentrischen Streckung mit E~-r -E' . 
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Unabhängig von der Lage des Punktes X liegt E oc 't" stets aui' einer 
bestimmten Sphäre cb I um 0 und 7'- hä)lgt nur von q, e und t1> 1 ab. Auf 
Grund der letzten Gleichung gilt OX 1, • .1 = 0Xcx.'t" 1 weiters ist 
0 X&-. =0 ~ -r X~-r =0&. X~, da die Translation -r- -• a.bstandstreu ist. 
Damit ist die Aussage für alle in 0 beginnenden Strru,_ken richtig. 
Sei nun (P,Q) eine beliebige Strecke (P=l=Q). Es ist PQ l'>d =P& Q& 
zu erweisen. In T(A(IR)) existiert eine Translation 't p mit Pi--->- 0; 
wir setzen Q~e=:X. Wegen der Translationsinvarianz des Abstandes 
gilt PQ=Pi-P Q 'Cp=OX. Nach dem ersten Beweisteil folgt 0& X&. =OX l ,'.\ 1. 
Da T(A) nach 6.2 Normalteiler von AGL(A) ist, stell~~'t'p.;. 
eine Translation '1:'' E~ fuLr, also gilt ,i= ;t,:-• ~ P&.Q.t = 
=P;.'t"' Q.;<.-r' =P'ti/4 Q i-pJ =0..Xa<. =OX f >.I =PQ IX 1. • 

(c) Aus Anw.b folgt un.mittelba.r,daß die Menge aller 

Kongruenzen hinsichtlich der Zusamrrie'nsetzung eine Gruppe GO(A(iR)) 
bildet ("Gruppe der Kongruenzen"s "Isometriegruppe"); GO(A(R)) ist 
eire Untergruppe von AG0(A(R) ). Die Menge. aller .Bewegungen bildet 
eine Untersruppe GO+(A(IR)) von G0(A(lR)), dagegen ist die !1er.ge 
GO-(A(IR)) keine Gruppe. 

(d) Jede involutorische li.b.nlichkeit & ist eine 

Kongruenz. 

Bew.: Wir benützen zweimal Anw.b und erhalten 1/P,Q: 
PQ '"' =PkQc!.. APQ=Po<:& QM =P,:;,Qo<. l'A/ =PQ l11ll.=l> !>-""l='1A71>0"""'> /\ =1. 

·• Zwischenbemerkung: 
Sei 1/0(R) ein euklidischer Vektorraum und f: 14{) - 1l./) eine lineare 
Bijektion. f heißt "orthogonaler Automorphüimus von 1!{)" genau da:r:n, 
wenn gilt 

-e • ..g = >t.f-11Jf' V-t,1-9 E W), 

Alle orthogonalen Automorphismen bilden die "orthogonale Gruppe" 
0(W)) von WJ. Ein Automorphismus ist genau dann orthogonal, wenn 
er in einer orthonormierten Basis durch eine orthogonale Matrix 
beschrieben wird, d.i. eine Matrix (ajk) 1 für die ajka\ = s¾L gilt. 

Bemerkungen: (a) Jeder orthogonale Automorphismus ist im Vektor
raum längen- und winkel treu~ 

(b) M.an kann die obige Forderung für einen orthogonalen 
Automorphismus abschwächen zu 'e • 'e. =t'f. -ef V ,e; ir 1/f}. Mit anderen 
Worten.: Ist ein Automorphismus längentreu, so ist er notwendig 
winkeltreu. 



. . (c) Für eine orthogonale Matrix (a ! ) gilt notwendig 
det (a t) = ± 1 ; Automorphismen, deren Matrix den Wert +1 bzw. -1 
hat, heißen gleichsinnig bzw. gegensinnig orthogonal. 

4) Eine Affinität ~: A(1/i)(R))- A(110 (R)) wird durch.le,,-,..'eg+ 1-

beschrieben mit g € GL(1/D). Zu welchen linearen Bijektionen g ge
hört eine Kongruenz & ? Es gilt: 

o'.: ist eine Kongruenz ~ g ist ein orthogonaler Automorphismus. 

Bew.: (a) Ist&. eine Kongruenz=>l-i.:J--e.1= l"';}'-'t.'I =l(~g-1,)-

-( 't g- 1- ) 1 = 1 ( "'.}- -t) 1 g => 11i/) 1 = 1111) g 1 '9' 111) € 1IO # -tl() .111) = 

= 1\/l g. m g V 1IO l!i 10 => g ist orthogonal. 
(b) Ist umgekehrt g orthogonal, so erhält~ rechte Winkel wegen 

0= ,e:.1? = >tg.,iq g, .und die Ähnlichkeit ~ ist auch längen treu wegen 

l'<.l=~.Z=V,c,g.-eg = lotgl. 

Anwendungen: (a) Jede Kongruenz läßt sich eindeutig zusammen
setzen aus einem orthogonalen Automorphismus und einer Translation 
OG(A(!R)) Q;;'. 0(111)). T(11!)). Insbesondere gilt OG+(A(!R))~0+(111}).T(1/0). 

(b) Aus Folg.3, Anw.a und der Darstellung einer 

zentrischen Streckung durch 't. ,_.... >-e.a mit ae: CR\{o} folgt 

AOG(A(R) )~ J, (H/)).0(1h?).T(1J/)). 

(c) Eine Kongruenz wird bezüglich eines kartesischen 

Koordinatensystems durch 
~· k' . k' . k' . .. = ~j xJ+c dargestellt I wobei (aj ) eine orthogonale Matr:r.x 

Eine Ahnlichkeit wird bezüglich eines kartesischen Koordinaten

ist. 

systems durch 
k' k' . k' x =a. xJ+c 

J 
dar5estell t, wobei (a~ 

1

) eine orthogonale Matrix ist.· 

(d) Sei~ eine Kongruenz mit einem Fixpunkt F. Wir 

wählen o.B.d.A. F= o- ~ 1- = o-. Ist ,;_, gleichsinnig, also eine 

Drehung, so folgt: Die "Drehungsgruppe" ist isomorph zur Gruppe 

o+(;;f)) der gleichsinnigen orthogonalen Automorphismen von 1\0~ 

01- (M) heißt· auch "Drehungsgruppe des Vektorraumes11-/) "). 

(e) Jede Bewegung ist das Produkt einer Drehung um 

den Ursprung und einer Translation (vgl.Anw. a ). 



Zusammenfassend gilt: Die nicht trivialen Bewegungen eines drei
dimensionalen euklidischen Raumes sind die Translationen, die 
axialen Drehungen und die Schraubungen. Daraus folgt:. Hat eine 
Bewegung eines dreidimensionalen euklidischen Raumes einen Fix
punkt, so existiert eine Achse von Fixpunkten (Satz von EULER). 

Wir wollen noch alle ebenen gegensinnigen Kongruenzen bestimmen. 
Wegen det(a~

1

)=-1 kommt nur(~ ~1 ) als Matrix der Normalform in 
Frage. Damit lautet die koordinatenmäßtge Darstellung 
x 1 ' = x· 1 + c1 , xi•= ..;x2. + c'-. 

Setzt man mit der Translation SE'1=x"·, x1 =x1
- c1 zusammen, so erhält 

man · 
X~ I =X -t + C '1 t X 2. 

1 
= - X 2. • 

Für c" =0 entstehi.; x"i =x .. , x:1.• =-x'"=* alle Punkte der x-t-Achse 
sind fest,und es liegt eine orthogonale Symmetrie an der x"-Achse 
vor. 
Für c 1 tO liegt die Zusammensetzung einer orthogonalen Symmetrie 
an der x"--Achse mit einer Translation in Richtung der x"-Achse vor. 
Man spricht von einer "Gleitspifilgelung längs der x'1-Achse"; diese 
hat keinen Fixpunkt. 

Zusammenfassend gilt: Die ebenen gegen.sinnigen Kongruenzen sind 
genau die orthogonalen axialen Symmetrien und die Gleitspiegelungen. 

6) Anwendungen im dreidimensionalen euklidischen Raum: 
(a) Jede Drehquadrik (vglo?.6) verträgt alle Drehungen um ihre 
Drehachse. 
Bew.: Jeder nicht leere ebene Schnitt der Drehquadrik normal 
zur Drehachse ist nach 7.6 ein Kreis mit dem Mi_ttelpunkt au.f der 
Drehachse, und umgekehrt liegt jeder Punkt der Drehquadrik ent
weder auf der Drehachse oder auf einem solchen Schnittkreis. Bei 
jeder Drehung um die A.chse gehen diese Kreise als Ganzes in sich 
über, denn sie sind Abstandskurven,und die Drehung ist abstandstreu • 

• (b) Auf jedem einschaligen Drehhyperboloid existieren zwei Dreh-
scharen von Erzeugenden. 

Bew. :E:ine ringartige DrehquadrL~ ist notwendig ein einschaliges 
Drehhyperboloid; welches nach 7.6 bei Drehung einer Hyperbel um 
ihre Nebenachse entsteht. Greift man eine Erzeugende heraus und 
unterwirft man diese allen Drehungen um die Drehachse, dann durch
läuft die Erzeugende einen Regulus auf dem Drehhyperboloid; dazu 
genügt es zu zeigen, daß zwei durch eine Drehung zusammer.hängende 
Erzeugenden e 1 und e~ einander nicht treffen. Jeder solche 
Schnittpunl{t wäre nämlich ein Fixpunkt der Drehung und müßte da
her auf der Drehachse liegen; bei einem einschaligen DreW.1.yper
boloid liegt jedoch kei.n Quadrikpunkt auf der Drehachse. • 
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(c) E;in elliptisches Netz TI, in lf(1f)(lR)) kann nach 4,9,Folg.7 

durch eine gewisse (projektive) Kollineation 'l'.: P« -- fl,; erzeugt 

werden. In 1f ( fi5) erzeugt ae. : Po.: - ,Pß ein hyperbolisches 

Netz fi_ mit fi_:in,und TI hat zwei windschiefe Achsen e und f. Da die 

Projektiv:ilii.t i.l,f2 ... ß. mit aetJP ... ß kommutiert, sind die Fixpunkte E und 

F von äelfio<ß dann .{,~-zugeordnet. Da ;:;c und 8 bei der Erzeugung von Tl 
nicht ausgezeichnet sind, gibt es ein weiteres •*\, -zugeordnetes 

Punkt:,paar E1 und. F1 auf e und f ~ 
e aet, =f. Die komplexe Fortsetzung ·n eines elliptischen Netzes 11. 
ist ein hyperbolisches Netz mit einem Paar konjugiert hoch

imaginärer Achsen. Da ffw eine -aeL"-Fixebene ist, liegen die wind

schiefen Achsen von ll nicht in if.., • Tore Fernpunkte sind ein

deutig bestimmte ~, ... -zugeordnete Punkte E ,F. Liegt insbesondere 
- -a - - a -a u u 
Eu auf t? , so liegt auch F auf 4> = <li 1111( 

- - -a u . 
Die Punkte Eu ,Fu / € cp haben eine <l'lt ... -fixe Verbindungsgerade, 
deren Pol bezüglich AQ. daher ein reeller 

Punkt Au()'./ Eu,Fu) ist. Durch Au geht genau 
ein Netzstrahl a des elliptischen Netzes 7l 
und a ist eigentlich, denn EuF~ ist 

die komplexe Fortsetzung der einzigen 

Hetzgeraden von 7l in tu • Die Gerade a · 

heißt die "Drehachse" des Netzes n. 
c 

DEF.: Ein elliptisches Netz Tl in T(1()(R)) heißt ein "Drehnetz", wenn 

seine komplexe Fortsetzung TI isotrope Achsen hat. Die Netz

gerade durch den absoluten Pol der einzigen Fer~etzgeraden heißt 

die "Drehachse von Tl 11
•• 

Jedes Drehnetz gestattet alle Drehungen um die Drehachse.a. 

Bew.: Zur projektiven Fortsetzung 2e:lr - lf einer Drehung ie ge
hört genau eine komplex~ Fortsetzung ~. Es genügt zu zei~n, 
daß die _Achsen e,f von n bei ae. als Ganzes festbleiQ_en. ~ läßt 
Au. und 4i" fest und dahe:i;: auch die Berührungspunkte E" und F..., 
der Tangenj;en aus A,.._ an cp o.. Die Punktreihe 1,/.Q. ist Fixpunktr_eihe 
bei -ae.. => f.lo.ist Fixpu!!ktreihe bei ie.; da a d:!:_e Achs~ e bzw. f• 
in einem von E.., bzw. F.,_ verschiedenen Punkt B bzw. C trifft, blei
ben je zwei Punkte von e und von f bei -ae fest. • 



(f) Jede gegensirmige Kongruenz ist das Produkt 
einer orthogonalen Spiegelung an einer Hyperebenes einer Drehung 
um den Ursprung und einer Translation, denn durch die orthogonale 
Spiegelung wird aus einer gegensinnigen Kongruenz eine Bewegung. 

Zwischenbemerkung: 
Jeder orthogonale Automorphismus feines euklidischen Vektorraumes 
~W besitzt in einer geeigneten orthonormierten Basis eine Koordi
:J.atendarstellung mit Hilfe einer "erweiterten Diagonalmatrix" der 

T~l~1. O \ mit D -( _csoi~ V, ~~~ t) 

\ 

:..1 ) und -lt< 'fi < lt und 'f; ,i,O. 

·o o._o 
(Es muß nicht jeder Typus der drei möglichen "Diagonalelemente" 
aui'treten.) 

Bemerkungen: (a) f gleichsinnig orthogonal~ det ( ••• )=+1 ~ 
J.nzahl der auftretenden (-1) ist gerade. 

' (b; Wird eine Affinität J koor-dinatenmäßig durch 
;}>-' "' a ~ x~ tc k i.-erfaßt so gi],. t für die Koordinaten fk eines 
Fixpunktes f =-a j f 1 +c t ='> f 1 (tf -a 1 ) = c k. Notwendig für die 
Existenz eines Fixpunktes ist II J1 - aj II* 0. Diese Bedingung 
ist nicht hinreichend; nach LA ist vielmehr hinreichend, daß 
der Rang der Gleichungs_rr:atrix ßleich dem Rang der ex·weiterten 
Gleichungsmatrix ist. 

5) Wir wollen für eine euklidische Ebene alle Typen von Bewegungen 
2.ngeben. Eir::.e Bewegung wird durch _;e, =,<eg+ ,,,, beschrieben, wobei g 
eine gleichsinnig orthogonale Bijektion ist; g wird daher bei 
geeigneter Basis durch eine Matrix mit Normalform dargestellt. 
1Jegen /1 a~ 

1 
1/ =+1 ko=en nur die folgenden drei Typen in Frage: 

J 

(a) (b) ( cos lf sin lf) mit -lt l.. ~ < lt 
-sin~ coslf l\~tO 

(c) (-1 0) 
0 -1 

Zu (a): 't-'= "° + '• stellt für 1- =- -o- die Identität, für 1, '!' AY eine 
Trannlation dar. 

Zu (b): Wegen 

1
11-cos -;, sin ~ 1/ 2 2 . 2 ( ) 
1 -siP- lf/ 1 _cos ~ 1 =1-_cos <\' +cos ~ +sin <i/ "'2 1-cos ~ cJ,0 

existiert nach Bem.b ein Fixpunkt Fund es liegt somit eine 
Drehung&:. vor; durch eine Trens,.EJ.tion kann man F=O erreichen. Da
mit lautet die koordinaten.~äßige Darstellung der Drehung 



x 1'=x 1 cos ~ +x"sin l\', xi'=-x 1 sin ~ +x 1 cos 'f. 
Nun kann auch der Name"Drehung" begründet werden: 
FX=FX~, denn oi. ist längentreu; weiters gilt für <t(OX,OX*)=:ljl dann 
cos w=~ =(x1fcos<j+X 1 x1 sin ~ -x:x1 sin 'L._-t{x1 i'cos ';Q _ 

. ' 1 i.t 11-e'I ( V<x"T'+TxW- - cos 4' 
=;}lj' ist unabhängig von X. Wegen 'f=y(.,jO,n,-n) gibt es außer O 
keinen weiteren Fixpunkt. 

Zu (c): :Man gewinnt diesen Fall aus (b), wenn man dort 'f'=X setzt, 
also liegt eine Drehung durch den Winkel <.! ~n vor. Andererseits ist 

!t'=-,'l+ ,i, die Spiegelung am Fixpunkt 'f = ! . Jede Spiegelung an 
einem Punkt läßt sich als Drehung um diesen Punkt durch den 
Winkel X auffassen. 

Zusammenfassend gilt: Die nicht trivialen ebenen Bewegungen sind 
die Translationen und die Drehungen um einen Fixpunkt. 

Für Bewegungen im dreidimensionalen euklidischen Raum kommen 
folgende :Matritzen in Frage: 

(~ ;J 
I 

_;) 
(a) 0 (b) 

( 1 0 0) (c) (~ 0 

1 0 COS'f sin"I -1 

0 0 -sin 'I' cos i 0 

Zu (a): >e'= '(.+'\. ist entweder die Identität oder' eine ':::'ranslation. 

Zu (b): Unterdrückt man die 1.Koordinate, so erkennt man, daß die 
Projektion in Richtung der 1 -Achse auf die 23 - Ebene eine ebene 
Drehung um einen Punkt Fist; durch eine Translation erreichen 
wir, daß die x 1 -Achse durch O geht. Da ein Punkt X=(x",O,O) dann 
in einen Punkt (x4 ',o,o) übergehen muß, folgt 1- =(c• ,o,o). Damit 
wird die Bewegung dargestellt durch: 
x 1' ,.,x• +c4 

x'l.' x„ cos 'I' +xl sin '\' 
Je' -x"- sin '\' +x 3 cos ~ 
Wir unterscheiden: 
c• =0: Alle Punkte der x 1 -Achse sind dann,einzeln fest, es liegt 
eine "Drehunr, um die x 1 -Achse" vor. 
c 1 40: Die Bewegung setzt sich dann aus einer Drehung uo die x"'-Achse 
und einer Translation in Hichtung der x 1 -Achse zusa;;.;:;:en; :n.an 
spricht vcn einer "Sehrauhun1:~ um die x'-Aehse". Eine Scb.raubung 
ist keine Drehung, d.h. sie hat keinen Fixpunkt, denn ;:ei:;en 
c1 ,t,0 stimmen niemals die ersten Koordinaten des Ur- ur.d Bild-
punktes überP.in. 

Zu (c): Man gewinnt diesen Fall aus (b), wenn man dort f=n setzt. 
Für c•,.Q liegt eine Drehung durch den Winkel 1t, für c"tO eine 
Schraubung zum Drehwinkel lt vor. 
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Unterwirft man eine Uetzgerade x von nallen Drehungen um a, so 
entsteht eine Drehschar auf einem einschaligen Drehhyperboloid ~, 
und jede Gerade der Schar gehört zu 11,; ein Drehnetz zerfällt so
~it in Drehseharen auf einschaligen Drehhyperboloiden mit der
selben Drehachse. In f treffen alle Geraden x einer Drehschar die 
Achsen e und ~ d.h. e und f sind :Erzeußenden von qi und EI~ 
daher die Funkte e.a=:B ~nd f.~=:C konjugiert imaginäre a r 
Pur..ktc von '? . Dann sind B und C Sehei tel von g5. Alle a_ 7 
so entstandenen Drehhyperboloide haben die (nicht reellen) Scheitel 
auf der Drehachse gemeinsam. Da diese Scheitel auch Punkte der 
ko:nplexen E::weiterung der I1eridi11.nhyperbel von~ sind, gilt: 
Alle I-leric.ianhypcrbeln haben in li gemeinsame Nebenscheitel. 
Schneidet ::an n mit zwei ~,,.-fixen Ebenen ix ~-.-. / _,.--
und ?; , die einander längs einer Geraden 1 ' ,,.,,. 
von n sc:!lneiden,so werden die Durchstoß- 0 j 1/'. -----/ :J.1 
punkte der Netzgeraden mit <(, und ß in jk:: 
einer (projektiven) Kollineation E, ,,.., --·. --~1---t----L-t-----.-

Gekoppelt. Legt man insbesondere~ und~ durch die_Netzgerade EuF~ 
(.,.,.,.°'II ß ). so läßt die Kollineation i die Punkte ·Eu.und Fu. einzeln 
fest. De. Eu. und F.,. die absoluten Kreispunkte von ö1: und 7-; sind, ist 
~ die l'.:o:-:plexe Eortsetzung einer gleichsinnigen .Ähnlichkeit ,p .. -,p11 , 

Sir..d. UJ'.!!€eLe!'.=-t zvei parallele gleichsinnig ähnliche (insbesondere 
}:ongr-c1.erst'::), nicht perspektive Ebenen gegeben, so sind die Ver
oindung=::c;e:::·ad.en zugeordneter Punkte in einem Drehnetz enthalten, 
falls eine Verbindungsgerade orthogonal zu D<.. und ß steht. 

SATZ 7.8: Ein reeller affiner Raum ist genau dann euklidisch, wenn 

:i_n ihm eine Orthogonalitätsstruktur und eine Eichsphäre 

ausgezeichnet sind. Jede Kongruenz ist abstand.streu, und bei einer 

Ähnlichkeit wird jeder Abstand mit einem positiven Faktor multi

pliziert. Eine Affinität in A(~D) ist genau dann eine Kongruenz, 

,~enn sie das Produkt ei,nes orthogonalen Vektorraumautomorphismus 

und einer Translation ist. Jede Bewegung ist das Produkt einer 

Drehung und einer Translation. 

?.9. Ge.ometrien in Desarguesräumen 

Zu jedem Desarguesraum lfJ>e gehört bis auf Isomprphismen ein Agebrai
sierungskörper Kund nach Auszeichnung einer Hyperebene lw eine 

Translationsgruppe T(Tw)='ill)(IK). Nach dem '1.Hauptsatz ist lflle :;;:lT(10)= 

., lf(IK EB 1/0 ), und nach dem 2.Hauptsatz gilt für die Kollineations

gruppe Pr L(!pe) ~ r L(1i?) / rJ. ( 1/)). 

Nac!l J.DIEUDOHNE (1955) bezeichnet man als .klassische Gruppe die 

Gruppe TL(',D) und jede ihrer Untergruppen. Nach dem Erlanger 

Pl'ogramm von F .IG:,EIN ( 1872) versteht man unter einer Geometrie 
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die Menge aller Aussagen, die gegenüber allen Abbildungen einer 
Gruppe invariant sind. Jede Gruppe von Abbildungen, die auf 
einer Objektmenge operiert, definiert eine Xquivalenzrelation 
auf dieser !1enge; eine wahre Aussac;e über eine Teilmenge \;:i der 
Objektmenge heißt geometrisch im Sinne der Gruppe, wenn sie 
eine wahre Aussage über alle zu f im Sinne der Gruppe äquivalenten 
Teilmengen der Objektmenge ist. So ist die Geometrie der 
Desarguesräume die Geometrie der klassischen Gruppe rL( 1/7 ) / ~ ( ,j(J ), 

und auch jede Untergruppe von Pr L( lrk) bestimmt die Geometrie 
einer klassischen Gruppe. Damit entsteht eine Hierarchie von 
Geometrien: 

;prL(lrll.) ;;;_ rL(10)/~(W) :Kollineationsgruppe ••••• Geometrie der projekti
ven Desarguesräume 

PGL(l~ :Projektive Gruppe ••••••• Projektive Geometrie 
;;;_ GL(W)/c$('10) für K kommutativ 

ArL( An) .:i rL(M). T(M): Affini tätsgruppe •••••••• Geometrie der affinen 
Desarguesräume 

AGL(A~) :Affine Gruppe ••••••••••• Affine Geometrie 
;;; GL(11o).T(1W) für 1K kommutativ 

Speziell für K ~ IR: 

AGO.(A(R))= cJ.(111)) .0(110) .T(11{)) :Ähnlichkeitsgruppe ••. .Ä.hnlichkei tsgeometrie 

GO(A(R));;i O('\IO) • T(110) :Kongruenzgruppe ••••••••• Kongruenzgeometrie 

GO+ (A(R));;o+ (11D).T(,WJ): Bewegungsgruppe ••.••..•. Bewegungsgeometrie 

Das Erlanger Programm ist auch heute noch ein brauchbares Ein-_ 
teilungsprinzip der Geometrien klassischer Gruppen; jede A:.1ssage 
der projektiven Geometrie ist z.B. eine affine Aussage, jede 
Aussage der affinen Geometrie eine bewcgungsgeometrische Aussage 
usw. Als Definition der Geometrie ist das Erlanger Programm un
brauchbar. Einerseits ist durch die Gruppe allein noch nicht die 
Objektmenge erklärt, auf der die Gruppe operiert; wir sind des
halb von axiomatisch erLlärten Inzidenzstruktu_:-en ausceE;anc;en 
und haben erst dann ihre Automorphismengruppen untersucht. 
Andererseits gibt es geometrische Teilgebiete z.B. in der Differen
tialgeometrie, die nicht über eine Gruppe von Abbildur.6en ge
kennzeichnet werden können. 








