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§ 5.Die beiden Hauptsitze der projektiven Geometrie

5.1. Der mrojekxiive Raum iiber einem Vekbtorraum

lir wicderzolen einige Begriffe und Aussagen der Linearen Algebra

Unter eixn
xommutat :mrm }C verstepu man eine nlcht leere 1er Té VOn
wlemente: oren”x,er,.,.,.), eine Abbildung +: M x¥) -~ (”ﬁddltlon“
2 eine ung LW r K~ ¥ (Vskalare Multﬂnllkqtlon”), wobel
i ende naften zelben: 1,4} iet eine abelsche Gruppe
tral n% ¢ heilt "Nul lvektor") und

(ct+(1r).a =.a+ b.a .
w.(a+b) = ot.a+ 0t.b :

a.(ab) = {(a.2).b Vo, ledp n VY a,blek

.1 = o

(1« ist das Einselement von K; die Addition in K wird ebenfalls
mit + bezeichnet; die skalare Multiplikation wird i.f. olne Punkt
geschrieber.) )
iralog definiert marn einen "Linksvektorraum" mit «: K« —= %7,

ilmc:\)e U von #), die bevugm ch der Operaticnen
um ieb, heifit "Unterraum' von #). Es 11L
aum & wa+ b h « WM Vau,blelt A Va, b?
iebige Weilmenge von Wy o ¢ #) heilit "1 lnear—

¢, falls v sich 1n der’ Form e ct, g o, e oot a”
2 a‘e K (endlich viele «!) darstellen 188t. Unter der
() von U verstent man die lMenge aller Vektoren von ¥,
arkombinatioren vor ¢4 sind. s gilt: H(4) ist ein Unter-

Teis
(&)
_Oo‘

ranan \L,s. )

Endlich vielf1 'ektoren el heiBen linear unabhéngig (1l.u.),wenn
gilt: w,a” rogat e .. 8= vsrataate, ., 28" =0, und sonst linear
abhingig (l.a.).

Zine Tellmenge (1<17 heifit 1.u., wenn Jje sndlich viele Vektoren
aus {{ l.u. sind; sonst heiBt ¢ 1l.a.

Bine Lellmenpe £’ heibit "Basis® von 4 . wenn 4 linear unsbhingip
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ist und H(#)=¥ gilt. Nach dem Austauschsatz von Steinitz (I4) sind
Je zwel Basen gleichmichtig. Jeder Vektorraum, der nicht nur aus
dem Nullvektor besteht, besitzt Basen, wie man mit Hilfe des Aus~
wahlaxioms erschlleBt, Dsher ist folgende Unterscheidung sianvoll:
Existiert eine Basis & von ¥ mit 18)=n¢ee, so heilt 4?7 n-dimensio-
nal (Dim %7 =n); der Vektorraum ¥={v} heifit nulldimensional; in je~-
dem anderen Fall heiBt 41 unendlichdimensional.

In einem endlichdimensionalen Vektorraum #2{(Dim #7=n < oo ) gilt:
Ist {b44.0.0n1 =& eine Basis, so besitzt jeder Vexbtor ¢¢ ¥

eine eindeutige Darstellung der Form: £=6t'+...+6, x" =: 6;x%
(Tritt in einem Produkt der gleiche Index eirnmal als unterer Index
und einmal als oberer Index auf,so ist 1.f. vom 1 bis Dim V) zu
gummieren.) Das n-tupel (x',...,x") £¥ heiBt das "Koordinaten-
n~tupel von % beszliglich der Basis &".

Speziell aus der Menge KP aller n-tupel aus Flementer des Kdrpers K

kann man einen Rechtsvektorraum bilden, indem man +:K"x X" "
und .:K"* K — K" komponentenweise erklirt:
(tyeeesX™) b (F 50 oo )ia(X ey e eey X7 37Dy

Addltlon im Vektorraum Addition im Wdvrper K
(2%, 000, enim (x'8,0..,%X"8).
Damit wird X" zum Rechtsvekbvorraum 4" {iber K; A" heilt "arithmetischer
Rechtsvektorraum iiber K" und seine Dimension ist n,da L PE
(3=1,..,0) eine Basis ist (dabei bedeutet Ji =0 bzw, 1 fir j=k dbzw.
J=K). Analog 1#Bt sich K" zu einem Linksvektorraum 22,Ubsr K machen;

r
wir wollen seine Vektoren i.f. mit [x,,...,x,] bezeicknen.

Ist #) ein beliebiger Vektorraum iiber K mit Dim ¥ =5 und der Basis s,
so ist die Abbildung, welche Jedem Vektor *¢¥) sein Xdordinaten~
n-tupel { ¢ " ) zuordnet, ein Vekbtorraumisomorphisz Wy o RN,
Big auf Isomorphismen gib¥y es zu gegebener endlic lmension

n und gegebenem FSkalarenkdrper K genau einsn Recht “torraum bzw.
einen Linksvektorraum, némlich R bzw. 7, (LA).

Unser Ziel ist es,aus dem Rechtsvekborraum W7 (K) einen projektiven
Raum zu konstruieren.

a e\ {o}, H(a)= {aalac K} =: aK , Dim H(a)=1.

Unmgekehrt kann jeder eindimensionale Unterraum so dargestellt

werden. Wir bézeichnen die Menge aller eindimensiocrszlen Unterriume
von M) mit uw'¥).

y ble ) A {a,8) Loue (=2 a,b]%0 ),H(a,b)={uartbla,bie K} =:aK+$K,
Dim H(x,6)=2, :

Ungekehrt kann jeder zweidimensionale Unterraum so dargesbtellt
werden., Wir bezeichnen die lenge aller zweidimensionalen Unterridume
von ¥) mit uei),

Die mengentheoretische Inklusion c(wKc #K+% K)ist eine Teil-
menge von WM x w20,

Setzen wir Q:= 1’10, (g:=u21(>, I:=C, so ist das Tripel
T (u110 ,u2'10, CY=: T({K)) eine Inzidenzstruktur.
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Bemerkungen: (a) Pim¥=0, d.h.? ={s] == 0¥ =P, WV ag == ¢ =g ==
=T (N=T (#,%,8) ist also der leere projektive Raum T,.

(b) Dimf) =1, d.h. M =K mit aso = u'¥) = {10} =14, a.h.
f besteht aus einem einzigen Punkt, u®¥) =@, ¢ =@ == T (4,8,8)= Taist
also der einpusktige projektive Raum. '

(¢) Dim 17 2 2: A,Bleq, d.hA=aX, B=tK mit «,bl*o.
Es gilt A#B ¢ {w, 6} 1.u.,denn nach LA sind zwei eindimensio-
nale Unterrdume oK und 6K genau dann verschieden, wenn « und 6
l.u. sind. '

{(d) Dim ¥ 2 3: A,B,C |, d.h. A=uK, B=LK
C=+K mit a.b,v|l+ v. Bs gilt A,B,C kollinear &= {«,b,1} 1.a.
Bew.: (&) A,B,C kollinear =% Jge( , d.,h. 4K+ 4gK mit {y,9}
l.u.,wobei gilt A,B,C | I g, d.h. aK,0K,1K|cgK +4y K =
es existieren Darstellungen der Form:
U=4ga,+9a,, & =gbstyb,r=dcs+ Uc,.
Um zu zeigen, daB {a, (5,1«3 l.a, sind, geniligt es zu zeigen, daB
A .0 6K existieren mit A,,u,»)#(0,0,0% und ad+bu+ 1y =v,
Nach Einsetzen muB also gelten: :
g(a+biu+ e,y ) + 4 (a,A+b, p+cav )= wegen fa,gllu.= .
2 A+DUFC Y =O} Dieses lineare homogene CGleichungssystem fir A,u,v
a,A+0 u+cay =0 hot weniger Gleichungen als Unbekannte,und nach
LA existiert dann sicher eine nicht triviale LOSsung.

(B){o, 6,41 Liac=> 3 (A,x,v)] e K, 2(0,0,0) mit ed+bu sy = 0 3
gelte 0.B.d.h. vo#0 =3 v =unr + 064, alse -2 K ¢ K +6K .Wir unter~
scheiden:

Fell 4: {a,6) l.oos= alK+ 8K ist eine Gersde g, fir welche gilt:
A,3,C1I g’ =3 4,B,C kollinear. : .

Fall 2:{u,6} l.a. == «E= 6K =% 1caK, d.h. 1K= aK= { K =

A=B=C, Dim #1222 = 3 v¥mit {«,2] l.u. und «&+ PK ist eine Gerade
g mit K =t K= ¢+K ¢ uK+ VK, d.h. 4=B=C | I g == 4,8,C kollineat.

T n(K)) ist ein projektiver Raum.

Bew,: Fir Dim#:=0,1 heben wir dies in Bem.a,b eingesehen; wir
setzen i.f. Dim %7 2 2 voraus. ‘ '

Zu T,:VAB|efR, # J*gel mit A TgABTg:

Ah= uK, B= 8K und verschieden, d.h. {u«,0} 1l.u. = H(x,&)=0k+ ¢E

ist eine Gerade g mit AIgaBlg. Die Gerade g ist die einzige CGerade
mit A T gaA 3 I g Jeder zweidimensionale Unbterraum g', der «i

und ¢K enthdlt, enthdlt notwendipg euch elle Linearkombinabiocnen
ven @ und & , d.h. g'o H(«x,b)=g. Enthilt jedoch ein k~dimensionsler
Unterraum %' einen k-dimensionalen Unterraum U, so ist U=U'(xzl.LA);
speziell fiir k=2 = g'=g. ‘

Zu I,: Ist A,B,C ein Dreieck und PI ACAQIBC = JRe{d mit R,P,Q
kollinear und R,AE kollirnear. Nach 3.1 geniligt es I, zu iberpriifen,
wenn gilt A#P3C A B+Q#C (= PxQ):
A=uB , B=6K , C=1E bilden ein Drei~

™ .

ock ‘%3 {u, &,1} L.u.
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Bam.d k
?,A,C kollinear -—4{3,M v} lea. = 4 =da+tc mit ac#*Q wegen P=A A P2C.
Q,B,C kollinear = {g,6,+] l.a. = ¢ =bbird mit bd+0 wegen Q“B/\‘QS‘JO
Vir setzen #i=¢ ¢ -c¢d4, dabei gilt w=+ ¢ ,.da4¢ und 4 l.u. sind ==
=vEsR ist ein Punkt. Wegen {w,¢,9}! l.a.=>R,P,Q kollinear und
aasw>uQ&ac“4+¢)~(ébdﬁ’+¢}.folgt {v}a,é} 1,2.%2 R,A,B kcllinear,

Za i Aufl jeder Geraden g exisbtieren mindestens drel Punkte:
g=aK+ 6 K nit {u,8} l.u. &uf g liegen die Punkbte &= uX, B= &K und
Ci={ot+ &K (vegen u+bso und {w+&)K < H(u,b)). Die Punkte L, 3,0
sind paarweise verschieden:

{o, 8} Lou. == 4sB; {u, a+ 4} L.u., = A4sC; {6,u+6) l.u.=> O3B,

- DEF.5.1: TIst 5 K) ein’Rechtsvektorraum {iber sinem X&rper K, so

neift TUN(K)) der p;ogektlve Raum Uber dem Rechtsvektor-
reun ¥ . Ist speziell #=2 ", dann heiBt T (™) ein avithmetischer
projektiver Raum {iber K.

Semeritungen: (a) In analoger Weise kann zu jedem Linksvektorraum
=2in projektiver Raum definiert werden. .

(b) Zu den Punkten ¢K=P und 4K=Q mit {P,@} L.u., d.h.

P+Q, kann R,q =P¥Q gebildet werden, und mach dem fiir I; gefilarten
Sovels rllt. v
j(’m:/u (thmv{O u H(g t;)‘w/g(aa)\ YD)

"ilenge aller eindimensionalen Unterrdume in 4K+ K",

solzeruncent

1) Sind die Vektoren.qn...qklﬁ % (K) 1l.u., so sind 4K=P; (i=1,...%)
Punkte und H(94,...yk) ist ein k~dimensionaler Unterraum von
XK);bildet man den progektlven Raum I (H(44,...4,)), so gilt:
{PeﬁlPeTT(H(c;“..,qk))} =u H(g“...qk) 7P VE,... VP
] bch

Bew.:
Mir k=2 ist die Behauptung nach Bem,b richtig( Wir filhren einen
InduktionsschluB:

P, V...VP P2 U pve U (YA + g u)K=
~——--—,———~—JV 1V i PeT! k v’vw‘(ﬁ o

LTS TeK
=t q‘H Gy Yusd

B(.un-b

=) [(‘{ At T g x«g)?\*‘{a/ﬂ]K U ((34}‘4 ‘iuu/“i—a“{x/“)K gudﬂ(”s““'iqtz)‘l

(LSRRG [RL S AL Aeptat "Jhnl‘u‘ Gonud o
Aadmte X ,u..,,.l‘k .

K 2
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Bemerkung: P,=4.K,... P =4,k ist ein Simplex & {4 ...,4J 1.u.

Bew.: Simplex bedeutet P 4¢P Vi..YP_, VP, V...VP, fir 1=1,...,k,d.h.

(SL K ¢u' h(U4,-o-,va4,‘{ms.--y‘h)@‘) 4 ‘H(‘]«y"“»‘ft%"{u“""‘{k ==
iq,‘,-..,f,‘) l.u. ’

2) Fa gilt: Din W (K)=n+1 < dlmTT (U)(K))-n(—'ls n <o) und Dim W(K)a o
= dim T () )= oo

Bem.,: Dim is% die '\fe;ctorraumdlmensmn" der LA und dwm ist die in
Def.3.70 erkléZrte ‘projekxtive" Dimension,

Bew.: (2) Fir n=-1 ist nach Bem.a die Behauptung richtig.

(0) Din¥(E))=n+121 < Fhure e e Yooy (€40, Lou. mit HYu,yoothd=
=) &= Y K= P;’“,’,"f“h“PnJ/\ sind Punkbte und nach lolg.1 gilt
P,V ...V P ,~;’Z:Caﬂ,.,.gm)~u N=R = {Pj} bilden ein Basis-
simplex 4==> u im T (0)=n.

(¢) DinW{(K)=oc0 & es existieren Vektoren #v aber nicht
epdlich viele l.u. Vektoren, deren Hiille #(K) ist, d.h. TUD=+* T,
e os existieren nicht endlich viele Punkte, deren Verbindungs-
raum TH)) ist cin T ()=c0. $

Bemerkungen: (a) Speziell fiir den arithmetischen Vektorraum a~"

zilt Dim R ™" =n+1 dim (R "** J=n.
(3) Dim¥l= 3==>d1m71'(1()) 2, d.h. T(¥) ist eine projektive
“bene. Dim >3 =aim T (M > 2 3 ist desarguessch.

3) Der projektive Raum T(#)) iiber einem Vektorraum #? ist fiir Dim¥ 23
stets desarguessch. »

Bew.: Hach Bem.b geniigt der Beweis fiir Dim #) =3. Nach 1.5 ist in
einer pro,jektiven Ibene in Sonderfillen der Satz von Désargues
trivialerweise richtig und wir diirfen voraussetzen (Bezeichnungen
aus 1.5): P/(a 3 Q,] Q27Q5’ZIIPW‘*x Zy1Zpy2 3IPW *.

Zu zeigen ist:ip, A2’A3 sind kollinear mit A1=P Pk.Q Qe (J,k, l]xr)
u—jh P, mu‘ N Q =¢ K und pw. verschieden ==
{3,”} 1. A A4, Hil U. A {4{1,%,1 l.u. (3=1,2,3).
B,,0,,2 koll inezr =2 {4., 04,3} l.a.=
Iroul € 4(0,0) mit 3= g+ gapue € wegen
{a ,%4’3 1.v. gilt pe40, wegen {3,491 L.ou. i
531t A,#0).

Setzen wWir G.i=g.A,, Fuim-dfi, 80 gllE
3 =g, =g nit [’L Ko g K=Pyn GK=9qK=Q,4 .
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Analog: 3= Lgi Fas ¥ §3- Fs = 4,7 % = 4}','% =
SEECAR AT TIPS LR R A TP N 2R R
Fir den Vektor u, gilt a# v (wegen P 4#P5 ist {(g,, .}'} l.u.);
ebenso M, ;|4 v =« K sind Punkte, und zwar gilt Ay= « K:
rg,-q,_:{uta o j1-a.=aK, P,,P, kollinear

o1 = aE=PP,.Q0,=A,.
m;::o;, G =550, -2 =u K, Q,Q kollinear 12 2703
Ebenso fir 1=1,2.
Fun ist a4 o+ 0= 0 = K, W, Udy Lia, = A’I’AE’AB kollinear,

¢

Bemerkung: Da Jeder projektive Raum liber einem Vektorrzum desarguessch
ist, jedoch nicht jede projektive Ebene eine Desarguesebene ist,
lassen sic¢h sicher nicht alle projektiven Riume aus Vektorriumen
gbleiten.

4) Dex Desarguesraum TC (K)) mit Dim MW(K)2 3 kann nach 1.12 bzw.
3.5 algebraisiert werden, und man erh#lt einen Kdrper Kalg'
Es gilt: Kalg ~ K.

Bew.: (&) Dim m>3=¢3¢30,(ga,ugzl 0, l.u. = ¢ E=P, (i=0,1,2) sind
nicht kollineare Punkte aus TF(W). Nach 1.12 bzw. 3.5 ist die
Algebraisierung unabhingig von der Auswahl der Geraden x, den pasr-
weise verschiedenen Punkben O,E,U auf {2, und der Hyperevens TT,‘,
(x¢T,,UeR,); wir wihlen 0=P =4, K, U=P,=4,K urd 2=, -wu) B
R=P,V P,. Fiir einen belleblgen Punkt X e PN (Ul = B, &

X=1K € u"H(tg,,%)zwe GoAo + 4 A, mit Ao +0 wegen XU und 2 # o =
Ri=nn = 4o 11:_4.347\7\ =14, + g, x mit xe Kk, )
Jedenm Punkt Xe¢ {2, wird dadurch ein x¢ K zugeordnet; dies ist sogar
eine (zlobale) Abbildung M : ’ﬁ K, denn x ist unabhingig von der
Wahl des Vektors # aus “K: X=etK=2'K mit ¢'=2xA"A X'« 0 =

=2 e =(gohot QAN => F' 1ot (M) ! = go+ g (XA (RA )=

=gt QAN AN TR = g QA= grgax,

Die Abbildung M ist sogar eine Bijektion: Umgekehrt ist zu jedem xe¢K
der Vektor <&,+(g1x¢@:, da {tgo,gg4§ l.ue ist, und (Yo+4,x)K ist der
einzige Punkt von R, , der x als u~Bild hat.

(b) In der Punktmenge ’ﬁx wurden in 1.12 bzv. 3.5 eine Addition +

und eine Multiplikation . erklirt,und damit ist H&, stse § der

Algebraisierungskb’rper Kalg' Wir zeigen:

Die Bijektion a: {2, —K ist ein KSrperisomorphismus K lg’—" E,d.h.
A = B)/'uuA/L+\ Bu und (A, B)u = A/U_a.bb{.a

Addition in fi, Addition in K Multipl.in {4 I’ultlpl in K



-7 -

(c) Addition: S
T. sei eine zu P, kompleméntire Hyperebene durch P,]V Py (nach 3.2,

Folg.4 existiert eine solche); A,Blef,.
Nach 4.2 ist A+B=ATa , wobei T, jene
Flation aus PGL(U,T,) ist, die OB
leistet. ' ,
Speziell in T(M) wollen wir bei der v .
Konstruktion von A+B (vgl.neben- ‘ \
stehende Inzidenztabelle) den Hilfs-
punkt P=(4,+4,)K Z x, P I P P, bem -
niitzen. N : ' ;
A=(4.+4q,a)K, 8lso Au=a; Bx(4.+4.b)K, also Bu=b.
Pram fagn Poe =[('.g.+ag;b)K+ ,K) n [4.K+(go+4, )K] =
IR mit (Gu+4DIA+ Gudy= QA+ (ot d)Nye
Wegen {1%,;&%4, (%,_’3 l.ou. gllt Aq =AmD A= han A~ A =0, also
(Go+ g DINs+ @A =(Got @D+ A, = P'r5=(<5,+<f4b+4g,_)K."
Q= Rne nRe,e, = [(4. +4,8)K+ (g +4. K] n [ 4K+ 4K] =
(Gt qe@d N+ (ot B Aym QAF Gy Ay == A+ Ag=@A =Ag= A=2,=0,
also Q=(4.g‘a—4%l)K. '
A+B= oo ape, =[ 4K+ 4 K]~ [(gea=42)K+ (g 44D+ )K] = )
G oAt g ny =4, a“-@z)?\s"‘((xo""bb*‘{z‘;)?\'\ = A= Aym Am8As-bA = A3-2 =0,
also A+B=[q,+ ¢ (a+b)IK =2 (A+B)u =a+b=Au+Bu.
(d) Multiplikation: <
In K, ={fu+,. } gilt A.0=0.4=0 nach Def.1.12. Dem Punkt O=g.K
wird durch u das Nullelement O,des Korpers K zugeordnet, denn
es gilt 4{.=<’§a=<g° + 4,0=9 Ou =0, Andererseits gilt in K:
X.0=Q.x=Q, Vxe¢K = (A.0)u =Ou =0za.Q=Ap.Ou, und ebenso (0.A)u=
=O,J..Aiu_ . ] ..
© Seien i.f. A,Ble f2x\ {0} (= a#0,Ab#0);
wir konstruieren den Punkt A.,B=A&y ,
wobei ¢ Jene Homologie aus PGL(O,T,)
ist, welche E+ B leistet. Speziell -
in T{?) wollen wir dabei den Hilfs-
punkt P=(q.+lg;+q1)K Ix, PI EP,
beniitzen.
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Pog=Ronn Roo =[(4ot ¢, 0)K+ g K] n (4, K+ (Yo+q,+ 4. )K] =
(4ot 4 DI N+ G0 = YA+ (Go + G0+ G2 )Ny = Ay=Ag= Ay =bA = Ay= A= A=0,
also Pb‘a-(g.q-gdbﬂ'g,b)K. . :

Q= R v Ran, <[ (Yo + a8 )K+( g+ 4.+ 4, 0K] 0 [4,K+ ¢,K] =
(4ot @ad)ra+( g+ Gt GIN= GGy = At A2=8R, 40 =R 3= A=Ay =0,
8190 Q=[(got 4.+ 4 )(~2,)+(¢go+ ¢,2) 24 JK=[4,(a~1)~ 4.IK.

A.B= o, nRaps, = [4K+ K]0 [(y (a1 )= 4 ) K+ (g + g b+ g, bIK] =
Gor*+ Gurr=(g,(8=1)= g2 A+ (ot GO+ DIy = A=Ay = A= (2-1) A =D Ay =
= A= bA, =0, : .
also A.Be[gﬁ%(b«r(a-'l )b)]Kn[gﬁ «gA(ab)]K = (A.B)u =8.b=Ak.Bu.

Bemerkungen: (a) Fir Dim 23 gilt nach 1.12 bzw. 3.5 und KoK
T (1 (X)) ist pappussch <> K kommutativ g

T (" (K)) ist fanosch & Char K2 .

T K ist klassisch & K kommutativ und Char K2,

“(b) Zu jedem n mit 2xn<oo und jedeéem Algebraisierungs-—
“Orper K existiert ein Rechtgvektorraum ) iiber K mit Dim ¥ =n+1,
urd dazu existiert ein projektiver Raum T () mit Kag ¥ K und
din T =n; speziell ist T{(& "*' ) ein solcher projektiver Raum.
Jmit kann die Liicke aus 1.12 geschlossen werden, ob es nicht-
nappussche Desarguesrdume gibt. Um einen solchen zu finden, nehme
man einen beliebigen nicht kommubativen Korper K (z.B. den .4
Juaternionenkdrper); der arithmetische projektive Raum T{(Z "7" )
Uber kK ist ein n~dimensionaler Desarguesraum, der nicht pappussch
ist, :

3) Ist ¥} ein Rechtsvektorraum iiber X und T(#) der projektive Raum
iiber ¥, so gilt:

Die Henge ul) aller Unterrdume des Vektorraumes ¥). und die Menge
4T (0) aller Unterrdume des projektiven Raumes J| (1)) sind in
"natiirlicher Weise" bijektiv, '

Bew.: (a) Jeder Unterraum U ¢%) des Rechtsvektorraumes #) ist
selbst ein Rechtsvektorraum,und daher kann zum Rechtsvektorraum U
.der projektive Raum T (U ) konstruiert werden, dessen Punktmenge U
~endB Def.5.1 durch U= { K e T(MN) | e U.\{o}} erklirt ist; wegen
ey ist UCT(M). ¥ir X= 2K, Y=%K ] €U gilt wx+wy €U und fiir

tx +0y +0 gilt (ex +my ) KeU, sodaB Ry ¢ U folgt; damit ist

T (W) nach 3.1 ein projektiver Unterraum von T (¥)).

(b) Sei umgekehrt U die Punktmenge eines projektiven Unterraumes
des projektiven Raumes T(#)). Falls zu U ein Unterraum M von 1) ge-
hirt, mub dieser auBer dem Nullvektor notwendig genau alle
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Vektoren +ei?\{o} mit <K ¢ U enthalten. Diese Menge U:={te¥)|¢K ¢ Ululs}
ist tatsdchlich ein Unterraun von #), da

Vewleuw = e'i=extyy U v x,yl¢ K gilt:

Wir unterscheiden dazu

()t'=v = ='eU, Lf, sei ¢'#o,

(B)t=v,p+0 = eK=(yKanKel = 'cU.

(#) £+ v,n + 0 => 2K=X, YK=Y [eU,und «'K=:X' ist ein Punkt von T(),
der wegen {%,% ,%'l l.a. nach Bem.d mit X,Y kollinear ist. Da U

ein Unterraun von T (1) ist, gilt X'=+'K ¢U = ='¢ u.

len kann dazer (W) bilden und nach Definition von U ist T(U)=U.

Zvischenbemeriung:

Sei #7{K) ein Rechtsvektorraum iiber dem Krper K. Der Kdrper K kann
gls Kechtsvekbtorraum ) iber K aufgefaBt werden. »

Eine Abbildung a*:¥ — M (=K) heiBt linear (Vektorraumhomomorphis-
mus), wenn a* global ist und '
(exeny)ar=(eat)x + (u*)y Veuien AV x,y ¢ K gilt,

Statt ta*(€K) verwenden wir i.f. das "Klammersymbol™ #a®*s:<x®,e> (eK).
Die Linearitdt schreibt sich daan {a* gx+yyy=<a*,eyx+{0*, 90y,

Die lenge Hom (#? ,K) aller linearen Abbildungen von %) in K kann

dureh folgende Derinition eirner Addition und einer skalaren Multi-
plikation in Hom(¥) ,K) zu einem Linksvektorraum gemacht werden:

Qv b, edt= Latyed+ (8%, 4
Can™, <> 1= ala”, 2>

‘Der Dinksvektorraum {Hom M,X), +,.} =:0* heiBt “"dualer Vekbtor-
reun" zu #). Der Hullvektor «* von #% ist die Nullabbildung: ¥ — K
mit {o*,e>=0 Veecl), _ :

Das Klammersymbol ist daher eine Abbildung <, >:¥* x4 — K.

Sei i.f. Dim¥l=n (oo ; dann besitzt ¥ eine Basis {fsy...%, }] und jeder
Voktor “¢¢%) hat cine eindeutige Darstellung der Form %= #;x?t.
Y¥ach LA ist der Vekborraumhomomorphismus w* eindeutig festgelegt,
venn man die Bilder der Vektoren einer Basis von ¥ kennt; durch

{a*, 130 =:a4 ¢ fip j=1,...,n ist w* bestimmt und es gilt:

a*y ) =La*, 18 = (at, n5>x1= a; xt (k).

V< 610}\7’0{’,&']& Hom(#) ,K)AY ac K.

% heiBlt dsher auch Vektorraum der Linearformen von 4); es gilt
Dim47=Dimn¥7* (LA). Line Basis von % wird nach LA z.B. durch die
Vel:torrau::homomc;rphismen #** e om(?,K) gebildet, welche gemiB

e *ton,. > = 48 (§=1...n) ,

derfiniert verden. Diese spezielle Tasis {4*?} heiBit "duale Bamis"
zar Dasis (%;) .

sum 40!, so heifit die lienge

T
r o .
{reWlny =o' =:ker v der "Kernraun" von ¢. Nach LA ist ker ¢
ain Unberraum von AJ.

st ¢ eine lineare Abbildung des Vektorraumes #) in den Vektor-
a
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6) Ist u* € 1)* ol v*, so ist

Ti=Lex e TN)| Ca*,e> =0 nnesol =T (ker a*)
eine Hyperebeng in T{#) ). Jede Hyperebene 1iBt sich so darstellen,
Fir Dim ) <o igt der zu (¥7) duale projextive iaun[T(#) J*zun
projektiven Raum T(#)*) {iber dem Linksvektorraum 1™ isomorph.

Bew., : (a)ﬂ}x ist eine Hyperebene:
Wegen arro* =2 gel) mit 45#0’ Ao ,<5)~ peEN {o}.
<8P~~n#v=><a,ﬂ> Car,gpD=La*,4y>p'=pp'=1;
daher ist #+¥=E ein Punkt von T(#) mit E¢7T,. Da ¥er a* ein Unter-
raum von ¥} ist, ist T, nach Folg.5 ein (projektiver) Unterraum
von T(#)). Sei Y=9K ¢« T (#)) (=29 #v) mit T+ (=> {n,»] 1.u.),
so gilt

=ty -n.{a¥, mds, da{aﬁ,n}l u = To=(#-nla*,i > ist ein
Punkt von T(# ), der wegen iﬂ %) ¥ }l a. auf der Geraden EVY liegt.
AuBerdem gilt Yqéﬂ' wegen {a*, 9> = (a4 - sl At 955 -

=La® > -Lah 1y Lat 31> = 0= #y ¢ ker o .
Fir alle Y « Tf\m) und ingbesondere fiir Y=E gilt deher ¥ 6LVT!',<
EVT=T (M) =T, ist eine Hyperebene.
(v) Nach Folg. 5 gehdrt zu einer Hyperebene Ty von T (40) der
Unterraun % :={2e¢ 0 [2 K eT,Yu{o] von ’»0 .
daB ein b6*<#*\{o*] existiert mit § = ker &*
Te ist Hyperebene =y JE=uKe T (L’)) { o') mit B €Ty ABVTL=TH;
wir definieren &* schrittweise:
(1) <%, ad>r=14 A ¢, aad=n VAcK,
Ist <¢¢4) ein Vektor mit {% el 1l.u. (= w o), so ist
X= #KeTT (1)) ein von E verschiedener Punkt und wegen EVT,= 'lr(if))
exigtiert ein eindeutipg bestimmbter Punkt X,l=‘c4K in Tp mit J{,I,K,B
kollinear == { - ,%,n} l.a. = » kann, da {<.,*} l.u. wegen
X, +B, eindeutip dargestellt werden in der Form #=*A+4X nit
A#0 wegen X+E und %, A ¢ f . Der Xoeffizient x von # ist dabei umab-
hidngig von der Wahl des Vektors #, aus dem eindimensionalen Unter-
raum X,] da nur A von dieser Wahl betroffen ist. Jedem Vektor ~e¥)
mit {%,#} l.u. wird daher eindeutig ein x¢ K zugeordnet; wir

Es genligt zu zeigen,

definieren:
(1i) bt ) =x.
Wir zeigen nun, daB die durch (i) und (ii) definierte A% dung

b*:¥)—¥ linear ist, d.h. &*e ¥ *:
(mlt =A ¢ % ist Ciha € 6} Y= b tadexa=

€ a={0A K ) an et

={G¥, > a;
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€+ =(then x)+(194,a+1sy)- A+ )+n(x+y) (mit <A ,Qq/uleﬁ ist
e )= b‘mﬂg) mx+y= {4 e > + bt 9.
Wegen <4*,4> =1 ist 6%«o*,

Wir zeigen f=ker &*: Sicher ist scker &*;es gilt e eh\Jote= tReTpe
X=X, tKatK e =M a0 Chv ) =0 < te ker £*\{ol.

(¢) Die Elemente von T(#7*) sind die eindimensionalen Unterriume
Ew* (a*+0*) des Linksvektorraumes 47*. Ordnen wir jedem FElement
A*=Ko*s T (#7*) die als Kepunkt aufgefaBte Hyperebene T(ker w*)

von T(#7) zu, so ist damit eine globale Abbildung a:T(40*)-—[II®)}
erklirt mit A%w=T(ker «*) (fiir au* mit a €K\ {0} ist wegen {n*;)=0
era{ut > ={an*,%) =0 nimlich ker a*=ker. au* ). Die globale
Abbildung 4 ist ein Isomorphismus: :

(x) 4 ist surjektiv, denn nach (b) kann zu jedem Kopunkt « (zu
jeder Hyperebene T, von T(#)) ein a*e 42*\{o*} gefunden werden -
mit Tx =T ( ker w*). '

(B) u ist injektiv: A*=K @w* ¢ B¥sKb* == fa*y8*Y 1.u. Dann gilt

ker «* sker b*: ' ‘ '

ind.: ker.a* = ker b*=: f, == § ist ein Unterraum, zu dem die
3€p erebene Tr(? gehtrt == J E=4K ¢T() nit E ¢T{H)= w2oand
=, 1) %0 A (b*, > $0 =

EatK\{O] mit a(&* W) = Ca*, nd = {ab* 1>= <0L' #e

Jeder Vektor <<4) 1iBt sich nach (bv) eindeuﬂg darstellen in der
Form t=r:A+nX mit iAceh Annél), Wegen

do* o2 =4oi* A x =i ey +<ott ) x=0+{a* ap>x (da e.he f.=ker o)
Cab? ) =<ab® oAt deallht ey {al® adx= 0+¢a® i>x (da m\dyker &)
gilt <a®ser= <aG—“ <> V*c eA) =« =abt = {oe (r‘i l.a.:Widerspruch,

ker a*+ker 6° A v e ker u* o ker &* = Jee4) mit weker w* 4 <tker b* A

A 2o =$X=2¢K ist ein Punkt von A*u =T (ker a*), der nicht zu

B*u =T(ker &*) gehfrt = A*u + B ===>,u ist injektiv.

(7} Die Bijektion u ist fir Dim #7< o eip I=omorphismus:

Wegen dimlTWH = aim T(®) und Dim ) = Dim ¥)* == dim T(¥2) =ain[TE)]"

Piir die u bestimmende Kollineation geniigt es daher nach 3.7,Folg.6,

Bem.b zu zeigen: ‘
Sind A*,B*,CHeT®*) kollinear, also{u*,6*,+% 1.a., so sind die

Kopunkte A*u, B*su, C*. kollinear, d.h. die Hyperebenen T(ker «*),
T(ker %), T(ker 1*) gchoren cinem Biischel an. Ist A*+B* 0.B.d. A,,
so gilt nach Voraussetzung 1*=aa*+b6* jeder Punkt X=~<K aus

T (ker ot*)n T (ker 6*) erfiillt wegen <a*;%>={4%x%) <0 auch
4,2 ={anttbbr > =alat ey +b{b* %> =0 und liegt gomit in T(ker +*),
sodaB T(ker . +*) > T (ker w*) n T (ker (s«*) Bilt == A% ,BY%u,C%
sind kollinear in [F(10)]*. é
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Bemerkungen: (a) Der Isomorphismus u ermdglicht die i.f. stets
beniitzte Identifizierung W )=[T WD}, wobei jeder Kopunkt « < (17)]*
als jener eindimensionaler Unterraum A*:Koc"‘ deg Linksvekbtorraumes
¥1*(K) aufgefaBt wird, flir den T ( ker a*)=T, gilt. o

(b) Gilt speziell Dim 4 < eo und sind {#;} bzw.,{n”}
duale Basen in %) bazw. W', 80 gilt == ﬂix‘* e 4) bTW. g¥= azntie N,
Der projektive Raum T#7) bzw. T #*) ist nach Auszeichnung der Basis
bow, der dualen Basis isomorph zum arithmetischen projektiven Raum
T{R™") iber dem Rechtsvektorraum A" der n-Tupel (x...,x")

bz, zun arithmetischen projektiven Raum T (M n+q) iiber dem Links-
vektorraum %,y der n-Tupel [84,...,8n ] . Die Inizidenz X I L
bedeutet CAF, %> =0, also < 8;#%3 m xD=a;n*d > x =a;dlx" =a,x*=0,
Mira fest ist das die 'Gleichung der Hyperebene T.", fiir X fest

die "Gleichung der Kohyperebene A"(=Hyperebenenbiindel)., Fir die -
Koordinaten a; von « bzw. x? von X gilt dabei: )

Cu*y miy = Cannt® nd> =a, 4 =a . J
Kp*iedy =<atdyqx*> =fix* =x7, '

CATZ 5.4: Zu jedem Rechtsvektorraum 4) mit Dim 47 2 % iiber einem
(nicht notwendig kommutativen) Kdrper K gehdrt ein

nrojektiver Desarguesraum T (#7(K)) mit dim T(# (K))=Dim¥ ~1, dessen

Purksé bzw. Geraden die ein- bzw. zweidimensionalen Unterrdume von )

sind und dessen Algebraisiefungskarper isomorph zu K ist. Die lMenge

der Unterrdume von ¥ ist bijektiv zur Menge der Unterriume von TyD,

webel speziell den Kernraumen der nichttrivialen linearen Abbildungen

von ¥) in K die Hyperebenen von TEN) entsprechen., Fir Dim #<eoigt

dor zu T vd‘uale projektive Raum isomorph zum projekbtiven Raum

tiver dem zu ¥) dualen Linksvektorraum #7*. '

5.2. Der zweite Hauptsatz der projektiven Geometrie

Zwischenbenerkung:

Ist {:K — K' ein Isomorphismus des Kérpers K auf den Kdrper K'

und ist ¥ (K) bzw.#)'(K') ein Rechtsvektorraum liber K bzw. K', so
heiBt eine globale Abbildung f: MW (K)— ¥'(K') mit den Eigenschaften
(2+9Q)f = 2f+ 0f ’

(ex) £ = (e£)(xf)
eine "haldblineare (semilineare) Abbildung 47 — ' zum Kdrper-

Voe,ple®ay xek

.

isomorphismus fr. . )
Fir £ gilt stets «4,f=. Ist £ bijektiv, so gilt ker f={wv,}, d.h.
aus ¢ f=0y folgt % =40, f heiBt dann auch "reguldr". Gilt zusHtzlich
Ui V({)=Din V'K )<=s , so ist ker f={e¢,} hinrveichend fir die

Dijektivitdt von f. it £ ist auch £ eine halblineare Bijektion,
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urd zwé.r zum Edrperisomorphismus f4 sK'—K.

Gilt speziell E=K' und f=1g, so heiBt f eine "lineare Abbildung'.
Ist eine lineare Abbildung f: (&) — #)'(K) zusitzlich bijektiv,
so heiBt £ Vektorraumisomorphismus, .

Wir 9 =% (=E=E')bildet diec Menge aller bijektiven halblinearen Ab-
bildungen %) —= #) beziiglich der Zusammensebzung eine Gruppe, welche -
die '"halblineare Gruppe [L(4?) von " heiBt.

Die Untergruppe aller bijektiven linearen Abbildungen #) — 4)
{(Vektorraumautonorphismen) heiflt die "lineare Gruppe GL(¥)) von 40",

Bemericunzen: (a) In der Definition einer halblinearen Abbildung
genligt es zu verlangen, dalB f: K — K' bijektiv ist. Aus den beiden
Eigenschaften von f kann dann gefolgert werden, daB f ein Kdrper-
isomorpnismis ist (vegl.LA).

{b) ¥ir einen Kdrperisomorphismus f gilt bekanntlich:
£=1

Og;f.=0&i.und 1 £

(¢) Pir eine halblineare Bijektion f:#7(K)— #2'(K')
ilt: Die Bildmerme einer endlichen llenge l.u. bzw. l.a. Vektoren

Fe CY

st l.u. bzw, l.a.

Bewo: (2) {%0cat loae = F(c' e, e K®, #(04,055...0,)

mit sct+ e, et =0,  Vendet man hierauf f an, so ergibf sich
(~:4c‘+...w{,‘c‘)rw(%«i‘)(c‘f)h..+(~£.‘f)(c“£)aq,fucrwmit I S A L
¢So weeeOp) = {8, 00,921 1.a. \ . »
(D) §eu yooeted Lotte Indst {Hef,encfy dist loa.=> 3 (ctl...ct )K",
# (Ogry e essOpo) mit (%) 't toeet(  £le' "= wy, Wir wenden £ ™% an

und erhalten [( e f)c'’ oo +( rey £ K] £71 = (s ff™") (e £ 1)
teeetl £ E ) =g f = oy mit (e E ™ 00, ¢™E T (Ohy 0000y ) =
{4500s%,] Lea.: Widerspruch zur Voraussebzung. @

(d) Aus (c¢) folgt: Bei einer halblinearen Bijektion
gehen eindimensionale Unterrdume von %) in eindimensionale Untere
ridume von 4)' Uiber. :

Fblg erunsgen:

1) Sei f£:47() — M'(K') eine halblineare Bijektion. Wir definieren
eine Abbildung 2¢: T(W (X)) — TUN'(K')) durch (e K)m;:=(rx XK',
Wir zeigen: Diese Abbildung ®¢ ist eine Kollineation (kurz:“Jede
halblineare Bijektion bestimmt eine Kollineation").
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Bew.: Nach Bem.d ist ®, eine Abbildung der Punktmenge von TEHEY).
Zn (I): %y ist global, denn zg ist fiir alle lunkte <K eT (W (X))
erklirt, weil f fiir alle <« <¥) erklirt ist.

2, ist injoktiv: X=eK+yK=¥ = [+, 9} 1.u, =
Xaef=(*tf)K’ A (Yaef)=(1gf)K'. Wegen ‘yc,sg} Lo, =5 {er, @f} Lou.=>
= X 2 fﬂ‘ L
%, ist surjektiv: X'=2'K'e T(N'(K')) = ='e ‘;/7'\{%}; da
f eine Bijektion, also surjektiv ist, existiert xe¥\{o} mit «f=¢'=
= ('C[K)?Qf=(*{,f)[{'=‘€'K'.

Zu (II): Sind X=«K,Y=9 K, Z2=3 K |e TW(K)) drei kollincare Punkte =
= {,%,1} loa. 2 {ef,mf, 3£} l.a. =2 (< £)K'=X ® o, (YEIK =Y %,
(3 f)K'=Z%; sind kollinear. e

Zu (III): Aus X,Y,Z nicht kollinear folgt {*,%) ,3} 1l.u. ==

ferymr, 3 £} lou. =2 Xz, Yxg, 2z, nicht kollinear. &

Bemerkungen: (a) Ist f:W(K)—#'(K') baw. g: ?'(K')—=4"(K") halbline-
are Bijektion zum Kdrperisomorphismus £iK —K' bzw. G —=K" so
ist feg:N(K) —=#"(K") eine halblineare Bijektion zum Edrper-

isomorphismus fog:K —~ K" und es gilt: Bpomg= R (Lo .
Bew.: (a) feg ist eine Big’ektion W(K)— 4"(E") mit .

(t+y)fog= [(2+9)flg = (Lf+yf)g = (Log)+n(Log),

(ex)fog = [(x)flg = [(ef)(xf)]g = x(fog)x(fg).

(v) S@Kgaein(*cfgi({’/\ g{'g’)& :(*&;g)lji". C(es)

(K )y omg = [ (¢K) 2y ]1®g =[ (L)K ' Jieg =[ (€ )gIK" . }-;:;

() vy, =l%(£og) K =[ (e )gIK" Ve e T0)
=—.>aefoze9- &fogo Q

(b) Ist speziell ¥=%" (=K =K'), so ist T{) =T (%').
Zu f¢ PL(N) gehdrt nach Folg.1 genau eine Xollineation ;¢ PPL(T(N))
und damit 1st eine globale Abbildung INL() — PPL(T (")) erkldrt, die
nach Bem.a mit den Gruppenoperationen vertridglich ist, also ein-
Gruppenhc))momorphismus, (Offen ist, ob dieser Homomorphismus surjek-
tiv ist.

Zwischenbemerkungen:

Sind #7(K) und 41(K*) Rechtsvektorrdume mit 3 & Dim¥)=Dim¥'=n+1¢ oo ,
f1K—K' ein Korperisomorphismus und {O]o, > on ffn} bz {g;, .o (zn'}
eine Basis in ) bzv. #)', dann existiert genau eine haldlineare
Bijektion f zum Kdrperisomorphismus £ mit cggf=<§i fir i=0,...,40.

Bew,: (a) Yalls ein solches f existiert, so muf es :
Vektor «¢#? mit der eindeutigen Darstellung t= :

C 4 & 2L T ] &
iberfibren in 2f= (qix‘)f:(%f)(x?f)::q,'x’mit X' =x
exigtiert also hichstens eine Lisung.

B

H

biye )

N
%

AN

@

0



- 125 -

(b) Die durch (*) definierte Abbildung f£:4)—4#)' ist eine halb

Lineare Bijektion, denn ™

(‘<+ 9)f= (g, X yH)f={ g (xt 4y e 2 g [(xteyh)i] =gf ((F)e (34 )=
i iy (Xf %3 i i

(@(x}?h gq, ‘)fo [q,(x*x)] £= 4 (x¥ x)1] = 4 (x'4.xb)=(q; x"D(xE)¥

=(2f) (%

Rf=o,= (tg,x* f°q,(x’f), da die Vektoren(.g eine Basis in 4)'(K') bil-

den, ist x° =0,, fiir ,jnO,...n = x!=0 =}»e_=o1,=¢f ist bijektiv. 0

2) 1st TW(K) bzw.T(W(K')) ein projektiver Raum iiber dem Rechtsvek-
torraum ¥ bzw. ¥ mit 2¢ dim T(#(K))=dim T(W'(K'))=n <o, f:K — K'
ein Kérperisomorphismus und {P_,...P 1 baw. {P} ...an}eine
Fundementalfigur in ¥ bzw. T', dann enstlert mindestens eine
halblineare Bijektion f zu f so, daB'die nach Folg.1 bestimmte
Kollineation %; leistet Bat;= B, fiir «=0,...n+1.

.Bew.: Die Punkte Py = ag“l{s’. bzw. P,(' -@'K‘ bilden eine Fundamental-
figur in T bzw, T'=> {qo...q}bzw.{q....tg | ist eine Basis in ¥
bazw, 4() =, es existieren eindeutige Darstellungen ¢n.. =§_' q,e’a g,e’
und tgm— Cg, e't = %e *, dabei gilt e3¢o,\e'3¢o JUr j=0,...n0

(ind.: €%=0,0.B.d.A. = Gn ¢ H(4aye..q0) =‘é§‘Pn+1e ByV .. VP :
w:.derspruch denn die Py bilden eine Lhndamentalflgur)

Wir nehmen i‘olgende Umnormung vor:

Fi=tied w4, ;1= gje e'Js0,, fiir §=0...n. (NICHT summieren!)
{qa,...fg} bzw.{dsse .. §,} ist wieder eine Basis in 40 bzw. ¥’ und

nun gilt:

Goea= Go+esotdn, tg,w = Goteeet o o

Gend dem in der Zwischenbemerkung bewiesenen Satz exlstlert genau
eine halblineare Bijektion £ zum K8rperisomorphismus £ mit q,i‘— cg,
fir J=O,...n. AuBerdem gilt fir f:
qun(q,h..+Lg,.)f=<g°f+...+qnf=<5°+...+q,, anw

Fir die zu f entsprechend Folg.1 konstruierte Kollineation #; gilt
daher Paef =(4K)wy = (q,ﬁ()m:(%f)l{‘ (gg'K‘ q’iK‘-Pé (3j=0yaeeyn) und
Pppq® "(3 ppKd R p=(4 g DK = 4 n+'lK'_Pn+1' @
Bemerkung: Die halbllneare Bijektion f ist nicht eindeutig bestimmt,
g:ﬁg%urCh 1Po y.+.Po} ist die Basis {4o,... ¢y} nicht eindeutig fest~

3) Zwei projektive Riume T(¥ (K)) und T(M'(K')) iiber den Rechts-
vektorridumen (K) und 0'(K') mit 2% dim TU) <o und 24 dim TE) Coo
gind genau dann isomorph, wenn sie gleiche Dimension besitzen und K
isomorph K' ist. ' '



Tach 5.1, Tolg.4
von W(H(K)) baw. T(N(E)): Ko

ACL) = K¥K'.

™)

(a) T isomorph T'

Fed 4
gilt

(3} +F.b

EST K

25" @i T =qin T'
a1g=“alg ).

“o den Alrearaisi - v K-
flir den Alpetraisierungskdrper Kalg bzw. K ilg

> ] 1 L [
. K bzw. Kalg E'(2).

(o) Gelte nun dim T=dim T'(<w)A K¥K' (KSrperisomorphismus f). Nach

3.7 existieren in vprojektiven Riumen endlicher Dimension stets

Fundamentalfiguren, also z.B, {P

o’“'"’ n+1

YeT und {P,..P} JcT.

Vegen dim T=dimT kann Folg.2 angewendet werden,und es existiert

e . . 2
eine halblineare Bijektion f zum KBrperigomorphismus f

S0,

dafd

die Kollineation x;ﬁr—* T'aie beiden “undamentalflguren vertauscht

=>T kollinear ' =» T isomorph T'.

*

4) Sei (¥ (X)) ein projektiver inum iiber dem Rechtavektorraum #)

nidv

246dinT=n¢ee und ®: 1 -~ T eine Kollineation, welche alle

Punlcte der Fundamentalfigur { P« = O,@,.,n+1} einzeln festlyBt.
Uann exisbtieren ein ucrperuutomorphlsmus‘f.h - K und eine halb~

lineare Bijektion £: ¥ (K) —#(K) zum Kérperautomorphismus f so, .

daB

Somersung s
wollineation a:TUNX)
erfassen 1ldfit;
spezielle Kollineationen

o
e

ilfggats: Ist W eln projekiiy

2=®; gilt.

Vortereituns; des

in Folg.4

Dies ist der ersbte Schritt

um zu zeifen, daBl sich jede

Y= T (' (X")) durch halblineare Bijektionen

3eweises ceigen

ver Desa

wir folgenden

wird die Aussage zundchst nur fiir ganz
bestatigt.

rguesraum endlicher Dimension n

und ®: T —T eine Xollineation, welche die Punkte P, (¢ =0,000y041)
giner rundamentalfigur einzeln festldBt und zus8tzlich alle Punkte
eirer Verbindungsgeraden von gzwel Fundamentalpunkten, so ist = die
Identitatb.

T3 P

Mir die Rollineation 2n
ZUr ¢=0,.40,0+1 und o.3. d A,

ir zeigen zuerst =l PV Py =L fiir
Verbindu qraum von n Yurkiten

Als

Tr1 k«

PV.L"; cee

VPV

c2 V Pryy

=1,

~T gilt nach Voraussetzung Be =P,
P vV P, '
k=2,.4. 4,041,
ciner Pundamnnue]flgur ist
eine Hyperebene und die

uerade Iy V P, 11egt nicht in Tag, denn Pr¢ T, und Px ¢ Tuc; nach

5.2, Folg.5 nau daher PaV Py

mit T, genau einen Yunkt Iy gemeinsam
it Bk £ Pay,Py und Ea Z YoV ¥,, da P, ,P, ,P, nicht kollinear sind.
Lis Pr=P, flir«x=0,...,n+1 folgt <.14 V P )& =PyV Py A Tx*=T, =Bz =E.

ir die ebene Autokollineation = | Revpve, B11E R [Rewp, = L= ael'Pp.vmvp,

*st eine perspektive kollineation mit der Achse P, VP4,

die auflerhald

ier Achse die beiden verschiedenen rixpunkte Py und E4k begitzt =

15,52

k=1

w| Revevp = L
yo o+,

.

y

hieraus folgt

insbésondere %=|Re.vp=t

fir
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Enenso wie man aus der Voraussetzung ®|Q...=t die Aussage &!pp.vpt"ﬂ
Tir k=1,...n+1 erschlieft, folgt aus »|Rap=t nun 2|4 yp, =t

fir 1=0,...n+1 A 14k,

"Danit ist * einé hollineation, die alle Verbindungsgeraden PxV Fp
( ,Bl#f {0y4e0,n41)) der Punkte einer iundamentalfigur einzeln fest~

188%. -

Wir benlitzen nun vollstédndige Induktion.

Induktionsannahme: = |RVE Voo VB, =t (oi# &, flir itk A o6{0,... 041},
2¢m<n) fiir alle aus {B} zu bildenden (m~1)~dimensionalen Verbindungs-
riune. Ur zlP,VE,V...V P, ., =t fiir alle m~-dimensionalen Verbindungs-
riume zu zeisen, genligt es etwa =lP,V...V P, =L zu erweisen.

15

Fir PoVusoVPmea=2 -4 gilt nach Induktionsannahme #®|Tm-(=1 und
Tt i3t eine Hyperebene in Mai=E, V ...V P, = ®|Tn ist eine
perspeltive ¥ollipeation mit der Achse Tn-4 . Dig Gepade Pm-4 V Py
liegt (wegen P.¢ Tm-4 ) nicht in der Hyperebene lm.4 =5 der
einzige Punkt von P-4 V Yo iIn Tm.s ist Pe-4 = J PePo, VPn mit
P#|P,._, yPm = P¢T 1. Nach Voraussetzung ist F,x =P,.und aus #|P.V By=(
folgt Pz=P =» die perspektive Kollineation =iT, hat auBerhalb der
Achse Tm.« zwel verschiedene Fixpunkte P,Pm’?:;"aelﬂ'm-t.

Fiir m=n ergibt sich =2|PV...VP 4 =2|T=z=L,

®

Bew.: Von der sundamentaliigur Px = ¢, K flir «=0,...n+1 gelangen wir
wie im Beweis von Folg.2 durch Umnormung zu einer Basis {q,,..ee ifn}
mit Pi = QK flir i=0,...0n und  Gnoa = Goroo #Ga &

flach dem Dewels des Hilfseatzes gilt fir den Punkt Eo.iem,anV.,..Van
dann Eo,‘?£=EQ,1 mit Eo’]’Po’P'! kollineir und~Eo,‘¢|PO,P1.,

Egq= ﬂo,lﬂi,PoF,Pq. kollinear =¢~ foq™ GoPot iRy (.

Egq q}:o'l EN %1 H((’%z»,.,.qn,% n+'l) =

tgq= Tdate et Faha+ (oren et D A, (1.

CIAME) A (Goyene, G} Bisis = }": Zm—']’)“: 7\n+']’ 0=+ Ay q THr
322,000,800 =  Ag =Ny = %of(%* q4)>\°=mo,][{=(qo+ K.,

Un den K8rperautomorphismus £:K— K zu konstruieren, algebraisieren
vir auf der Geraden POVP,1=:'p,. VWir wdhlen dazu O=P0, E=E01’ U=P,‘,
und {-’Qx',+,.} = Kalg ist der Algebraisierungskdrper von T (47(X)).
.Kalg ist isomorph zu K und nach 5.1, Folg.4 o:t:dnet dieser »
Isomorphismus /“p‘zKalg_’ K jedem Punkt X eflx die Zahl X u=x €K zu,
wobei gilt X=#K=({,+{d,x)K; diese Darstellung ist eindeutig. Wir
definieren f:K —K durch: ’

fr=pto %l Beop o

£ ist ein KSrperautomorphismus:

4 und a*sind Korperisomorphismen; da Ow =0, E= =E und U= =U,ist enalog
zu 1.12, rolg.2 die Kollirneation = mit den Kbrperoperationen in /ﬁx
vertridglich == t ist Produkt von K8rperisomorphismen = f ist ein
Korperisomorphismus Kk —K, also ein K&rperautomorphismus.

1 leistet .

x(e K) & Aa(§os FOK(efe) S X = (@K Lo xt, aloo xf = (Xe.



- 128 -

Nach Tolig.2 existiert zum Kdrperautomorphismus f£:XK-—= K und zur

gegebenen Fundamentalfigur {Pd in T mindestens eine halblineare

Bijektion £t 10 —40 so, daB Py ®; =B, fir x=0,...n+1 gilt (dabei

188t £ die Basis {@,,M. (?1} fest). Es geniigt #y=% zu zeigen.

Po=Px A Py %; =Py ..flir «=0,...0+1.

Flir einen Punkt X =(i§c+(}]x)'&{ ejaox gilt nach Definition von x':.

Xz= (g, +g,x" K

Ey=(re K)o = (e K[ (§o + §oxx )T IK= (Lo £+ (4, £)(xP)IR=[§, +§, %" JK=Xz =

Xe=Xwe; V Xefxn Ppe =P =P, = o|Rap =2 | Rop =

%% =1¢ ist eine Kollineation =T, welche die Fundamentalfigur

{P,(} punktweise fegtldlt, und fiir die g!'pm‘ =1 gilﬁ gg=aeae}‘=t=>&”&{'
' 4

5) Sind T(# (E)) und T(M'(K')) zweil projektive Riume {iber Rechts~

vektorrdumen mit 2< dimTW) <oe und ist %:TW)—T () eine

Kollineation, dann existiert mindestens eine halblineare Bijektion

Fr4) — ' nmit =2 . .

Bew.: Nach Folg.3 folgt aus den Voraussetzungen dim T(%)=dimT#)=:n A

K=2K', d.h. es existiert ein Kbrperisomorphismus f‘O:K“K‘. Fach

3.7 existiert in T()) eine Fundamentalfigur iPo"“’an’:g und

{Poze, =:P(;9“.,Pn+,]ae=:}?1'l+,l} ist eine E\m@amem:alfigur in T (W),

Hach Folg.2 existiert zum KOrperisomorphismus f, mindesvens eine

halblineare Bijektion f: == mit Py ®y, =Py =Px2 flr «=0,.,..0+1

= die Kollineation w=s®y' :T ()~ T (1) 148t die Fundamentalfigur

{P,( =O,...,n+11 punktweise fest; daher existiert nach Folg.4 ein

KSrperautomorphismus f‘,':K — K und eine halblineare bijektion

L4340 =4 zu fymit s, =%eey! = R = ®eomy, . Hach Folg.1, Dem.a

ist i.‘:sf;‘,l o fo:m — 4} eine halblineare Bijektion zum Kdrperisomorphis-—

mus i‘:=f,i’f0:[{ — K' und es gilt ®=2, R =~ Rg.p, = Ryg- 0 ‘

Bemerkung: Zeichhet man in #? brwu. ¥)' je eine Lagis {8.,... 2.} bz,
{#gee.taf aus (24n¢ =), so ist die halblineare Bijekiion Z: 40 —~4)'
zum Kdrperisomorphismus f:K—=K' nach der Ywischenbemeryuny vor
Folg.2 durch die lenge [#of,...,%af}, welche eine neue uasis in ¥’
darstellt, eindeutis festgelegt, und wird daher durch die {(n+1,n+1)-
Matrix (a'}), wolche durcii #;f=sl aj mit a'«K' definiert ist,
v6llig beschrieben. .. -

Gilt e=n;xicd), so ist xf=(r;x¥)f=n;f(x’f)=nta't (x'£),

Andererseits besitzt «fe)' eine Darstellung <f=#;x't; da die
Darstellung in einer Basis eindeutig ist, folgt

x"™=a'F(x*f) mit a'f<K’'.
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Da f eine Bijektion ist, gilt f=o.=> -t= e, 8180 *(x‘f)-0e=>x"°x{
da x°=...=x =0 gleichbedeutend ist mit  x®f=...=x .f:é _
das System a'fz'i =0y nur die triviale Ldsung und daher die
Matrix (a't) den rechten Zeilenrang n+1.
Zu f gehort die Kollineation w: TEK) ) — T (40" (K')), welche
nach Folg.q1 durch X =(x K)z¢ =(¢f)K'  bestimmt ist und daher
,be:. festen Dasen in 4) und #?' die "Koordinatendarstellung"
(x% .. x"K=>(a" (x1£),...ay (x} £))K’ besitzt.
-Dafiir ist auch dle Schréibwei'se
x™ g'=a’* (xif) mit Q'EK'\{O.}
~iiblich. :

Zwi.sch‘enbemerkungen :

(1) Ist K ein K8rper und ae K\{O}, s0 ist die Abbildung 3a:[{-°[£,
“die jedem x¢ K das Element aVxa €K zuordnet, ein Edrperauto-
morphismus ("innerer Kiirperautomorphismus“) Zu jedem a gehdrt
ein :Lnnerer Automorphismus ja, Jjedoch folgt aus aib mcht not-

. wendig J *Jb‘ Z.B. gilt fiir einen kommutativen K&rper Ja- L[

V¥ a ¢ K\{0}. :

(2) Unter einer "Dilatation" des Rechtsvektorraumes ﬂ?(k) ver—'
‘steht man eine globale Abbildung j : ¥ ~= #? nit % Jg="a,
wobei a ¢ KNO} fest ist. Dann gilt:

Die Dilatation Jg ist eine halblineare Bijektion zum. inneren.
Korperautomorphismus J a*

Bew.. ('t+ dia = (*c+'39)a—'€a+10a-' at % Ja

(ex) Ja '4(*(12)51-&&(1:&) e (aaT? xa)= 'e.a(a“xa.)"é‘('f,;).,_)(x,j‘1

d.h. ja ist halblinear zu ja . Aus der Definition von .],_ folgd
unmittelbar, daB ja bijektiv ist. ’

Bemerkungen. (a) Speziell .fiir einen kommutatlven Korper ist ;j
fiir alle ac¢ K\iO} die Identit&t und daher ist Jja dann eine lineare
Bl;jektlon :j — 4}, also ein Vektorraumautomorphismus.

(b) Alle Dilatationen von 4} bilden eine Untergruppe
0(40) von 'L(#)), welche (fiir Dim 4)*1) isomorph zur multiplikativen
Gruppe des Korpers K ist. J()) ist ‘Normalteiler von ['L(#?).

Bew.:(I) Jedem a¢K\{O} wird genau ein jo¢8(#?) zugeordnet und um-
‘gekehrt; zu a+b folgt Ja+de (ind. Jo=J,: Da Dim4jr1=TJee)\{o]=
= @ Ja=ta=0j, =¢b = *e(a-b)=v/uu<r =2a-b=0: Widerspruch) und
auBerden gilt Ja° g ’3“" wegen:

(Jaed I=(tIa)ds =(ea J),"(*Ca)b=’€(8b) o VeedD,
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(II) Sei ja <0 (1) und £ePL(M). Nach 1.8 ist £ gafedh®)

zu zeigen. . . .
(£ Go£)=l(RE™" )Jalfal(ef*)alf=(ef £)(af)=e(af )=y Vieed),
af<K\{0} wegen a*K\{O}=> £ jaf=ja} ¢4 UN). ,

(¢) Ist speziell ¥ kommutativ, so ist Jede Dilatation
linear und () Normalteiler von GL().

Bew.: gaed{m), ,j.q ix e g xa sx Ve = Jo€ GLED).
LeGLM) = £=179 £ 3. f=Ja €0 (4) nach Bem.b. &

&) Seien 10 (K ) und ¥W(K') Rechtsvektorriume mit 34 bim ¥ (K). Die
halbvlineare Bijektion f: #)—4) beschreibi genau dann die
Identitit von (), d.h.se,=1, wenn £ ¢ b () gilt. Zwei halb-
lineare Bijektionen £:¥(K)—#(K) und g:W(fI{);”’O'(H{') beschreiben
genau dann die gleiche Xollineation T (9 )— T (10", d.n. sey=a,,
wenn es eine Dilatation ja,éd(w) zu a'e K'\{O}gibt mit &=L e

Dew.: () Vs.: Jg € 4 (#0), Beh.:Rj,= 1.

X eje =(t K)oy, =(e ja)K:(“Ca) K= 2K=X VX ef.

(b) Vs.:f: )47 ist eine halblineare Bijektion mit 2=t ,

Sen.:J ae KN{Q] mit f=j,. ,

VI gilt Xog=(tDE=t K=X=>nf ¢ ¢ K=>nf=w2a, mit as K\{0,};

wir sind fertig, wenn gezeipt -ist, daB das Skalar a,. nicht von
der Wahl des Vekbors # abhingt:

(e+9) 2= e T =ra+ 1) ay }

(e+y)f= ('e+1g)at.,0.=ta,,,q +9) By

Sind {e,%! Ll.u., so folgt hieraus @ . =Byuy A 8x =8y => 8y =Ay=ia.
Sind {x,%} l.a. (A, o), so existiert wegen Dim ¥(K) 23

ein Vextor 3 mit {x,31 1l.u. (==>{19,3} l.u.) und man erschlieBt

wie oben ay =ay =a; =ta. Wegen of=v=-0a gilt daher #f=‘ea Veh.,
(c) Va.: g=fcja,, Beh, 1®g=%; «

X'oegz('ei{)ae_ =(’eg)[§'=[~e(foja,)} K' = [(x2f)a'] K'=Cef)K'=X R VXeR.
(@) Vs.: f,g halblineare Bijektionen M—-M0' mit == g,

Beh.: 3 j, €P() nit g=fj,. .

g = ,,e’f'_1oge T )—TM) ist die Identitdt. Wegen

%
g g -1 . .
Rp-r°® =W’f"«g gilt Xy =1 & a'eK"\{O¥mit £ °g=J 4= g=fodg .

g g ’
Bemerkungen: (a) Durch ® wird f nur bis auf eine Dilatation in ¥)*
bestimmb. Da nach Folg.1, Bem.a zu fJar der Korperisomorphismus
fiaii =K' gendrt, wird durch = der Kdrperisomorphismus nur bis
auf innere Automorphismen von K' bestimmt. Ist speriell K(TK')
kommutativ, so ist die Identitdt der einzige innere Aubtomorphis-
mus und daher f durch % eindeutig bestimmtb. )
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. (v) Ist {"e,.c.,%} baw.{nt,...n:3(380n¢*) eine feste
Basis in ¥ bzw.¥? und besitzt f die Koordinatendarstellung
x'k=a'l (xil),so ist wegen wfje=(n;f)a'=(n, a'}f )a'=m(a'} a') die
Pransformationsmatrix durch ® bis auf einen Rechtsfaktor a'e K'\{0u}.
bestimnt, wie dies auch in der Koordinatendarstellung von =
irn folg.5, Bem. zum Ausdruck kommtb.

P} -

vwischenpenerkunc:

Sei E eine Untergruppe der Gruppe G. Ist a ein beliebiges Llement
aus G, so heiBt die Hcnge all aller mdglichen Produkte ah, wobei h
die. Untergruppe H durchlauft, die durch a definierte "linksseitige
Nebenxlasse" der Gruppe G nach der Unbergruppe H; enalog ist die

"pechteseitige licbenklasse" lla erklart.
1

3 ig
Ist speziel) H ein llormalteiler, so gilt aH=Ha Y a€G nach
cfinition eines lormalteilers.Die llenge aller Nebenklassen nach
inem Lormolteiler H heiBt "Zerlepgung der Gruppe nach dem Normale-
eiler II". siir die Ilebenklassen einer Zerlegung nach einem Normal-
ler H kann eine Multiplikation kanonisch definiert werden

durch aH.,bH::(ep.b)H
geg.liltiplikation in G.

Die Zerlepung der Gruppe G nach dem Normalteiler H bildet besziliglich
dieser Imltiplilation selbst eine Gruppe, welche die "Faktorgruppe
G/H1 von G nacn H" heillt, ,

Sei a:G &' ein Homomorphismus der Gruppe G in die Gruppe Gf

und e' das neutrale Xlement vor G'; unter dem Kern von a versteht
man dic lienge ker /L:='{x éG’lX/J.,=e'} . '

Zs £ilt ('Homomorphiesatz fiir Gruppen"):

Izt w2 G—=G' ein liomomorphismus der Gruppe G in die Gruppe G', so
ist ker u ein Hormelteiler von G; ist a surjektiv, so gilt
G/kerus G'. -

7) Die Kollineationsgrupve PP L( T (%)) des projektiven Raumes

T () iiver dem iechtsvektorraum )(K) ist isomorph zur Paktorgruppe
der halblinearen Gruppe ML() nach der Dilatationsgruppe ¢40)
(=Hormalteiler): PLU)/ A W= PIL(T (7).

Bev,: Die Abbildung u:MLU#))— PPL(T (0)), die jeder halblinearen

fop
also (.’.'O.f;)/u. =fucou . Die Abbildung uw ist sogar surjektiv, denn

nach 5.2, Yolz.S ewisticrt zu jeder Wollineation weP[L{T(W2))

5.2, rolg.1, Bem.b wewen & =aef°3eg ein Gruppenhomomorphismus,

nindestens eine haldlincare Nijektion T: ¥ —4) mit w=2¢, d.h,
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f,u,vm'x. Das neutrale ILlement von PIL{T ())) ist die
ker u={felL() | fa=1gun} - Tach 5.2,i0lg.6 becen
halblineare Bijektion f: ¥ — 1) genau dann die Idexn
wenn £ e 4 () gilt, d.h. ker u=d (). Vendet mon aul
Homomorphiesats an, so ergibt sich:

PL()/¢ (0 )EPL(T(N))., &

Démemcunﬁen (o) Vach Auszeichnung einer Bnsis (e ge0. Tn )
in %) ist eine halblineare Bijekbtion £: W T zum wlore nmorphls-
mus f; K—-K bestimnt durch #;f=4, a‘; mit 33€K und rechtem Zeilen-
rang (a" J=n+1,und £ hesrwu nach Folp.B, :em. die Koordiraten-—
darstellun( . .

l‘ k (X’f)’

wobel «f= ‘M'X“' gesetzt wurde (d;e ﬁeot’“lcnbneﬁ Indines mahlren
zum Bildvektor und laufen wie Jeder “Index von O bis n). -
Die Kollinecationen =<PPL(T (10)) haben dann die Koordinatendar ~

stellungen
x"¢ =af (x}#) mit geK\{0}.

(bg Sind Tr(wgm‘)g und Tr(m (K'))
cher {endlicher) Dimension(32) nit K=K , 50 f
und dailerhl st m(m gveggggaumﬁ)(lac)?c&rz%)
wepen WE K'Y ist ¢ = ["L{

Pl o) = BRL )

Zwischenvenerkung :

Seien M(K) und M'(K') Rechisvekbtorridume mit 3 & Dim¥)=Dln 4)'< oo

@
H
4
n
o
o

y
ie}
X
N
4}
=]
I
0

und f£: M~ 1" eine halblineare Bijektion zum ¥3rp
2 -

f:K—K', Wir definieren elne Abbildung W —10*,
Wirkung der Lincarform M."f auf einen beliebigen Vi

angeben:
@rgh i@ eniT vareps 4 Veen,

€40 2 e
«K ¢K!
T ‘K
" heiB% die zu f transponierte Abbildung.

m ) .
£ ist eine halblineare Bijektion zum Kérperisomorpnismus f 1:&2'*?:.

Bew.: (1 "+(,-'* Flag'* GemeT, Def. der Add in Hoe [V, K) A
((2:114_2'22%‘# ) D‘I )<0¢':"+&f':'+‘(¥f)ff 4 /{ K&rperisomarph amus
SLCAY 303 SRR ALINE 3% Sulis 54 (a'*f",*c>+(€r"f7' € = (a'fTHE LT

Veedd, Def.der Add.in Hom (#,K)




- 133 -

( ) (a '*) f (a'i"q)(m”‘fT) Def. der Slunl Mult. m  Hom (V).K)

(auot)f Qti'f(a msa 'Cf)f- - \
é gt »ef))r Y (et )<, »<f>f" (a'f"‘)ﬂn"‘fT =
-<(a’rf S(UL"fT) > VYeed) A va' eK
£’ ist bi ekt:w*
(2')‘f"= oy == <u?' sfT > =a'* Rf>F™* =0, Ve e =°<vt",tf>-0w Veet)
baw, Vefel) =3 o'* -o,,... AuBerdem ist Dim 17 *=Dim 40* . : .

8) Seien 11‘(10([{)) und TWKK')) projektive Riume gleicher (endlicher’
Dimension (2 2) iiber den Rechtsvektorriumen V(K) und #(K') und

sei %: T@) — T(40') eine Kollineation;diese kann nach Folg.4 durch
eine halblineare Bijektion f: 4)— 4)' beschrieben werden, d.h.

z=zg, Mit % ist die duale Kollineation =*: Q."—-@,'* der Hyperebenen
verkniipft.

Die Abbildung #* kann durch (fiy'1 H*—= A)'* beschrieben verden, d.h.
es gilt 2{’.*= &fc = ’&({T)‘4. )

Bew.: ®,° ist eine Abbildung (TUN)* —[T@N]* und =4y ist eine
Abblldung IT(«)*) — T('*) definiert durch Folg. 1: (Ka®)&gryi=
=K'(ot‘(f )" ) (e TA'*)). Bevor aaf‘ und Rgvy4 vergllchen werden
kénnen, miissen zuerst [TM)1* und T(40*) gendB 5.1, Folg.6
identifiziert werden, d.h. wir setzen Kw*=T (ke;‘ «*), Sei T, eine
Hyperebene von T(W), also ein Kopunkt x, 80 gilt nach 3.8 und
5.1, Polg.6 Ta=ua= F(ker o)=K u* und damit:
R RS [ T(ker Ui")] ae‘*— {eK e TO0)| Lax*,¢ > =03 w4 _{(m)aei _(@)K'
eT(0) ] <o, <> =0} = <K eT@H<ar <t -0

J.Jntsprechend der Deflnltlon von (f ) gllt

Qs Cos R £y = Ca®(eT ) e Fescas (£7) T e 0.

Damit folgt: Heutfikation qachy 544 Fob

3= [0 KT )| Car (£7)7, "> <O }T( ker o (£ >“‘> £
K (a (£7) )R w0 )2 e |
#,° und %qr)-¢ leisten fiir alle Hyperebenen Ty dasselbe.

4

Bemerkungen: (a) Es sind auch andere Bezeichnungen gebriuchlich,
die von unseren verschieden sind.Statt von der zu f "transponierten
Abbildung ¥ f£7 spricht man auch von der zu f "dualen Abblldung”.
Diegse Bezeichnung wiirde bei ung zu Irrtiimern fiihren, denn f£7

geht von #)'* nach #1*, wihrend bei uns die duale hollineation von
T* nach T'* geht.

: (b) Zeichnet man in ¥ bzw. 4 ‘Je eine Basis ﬁo,...,'n}
bzw. Ho,...,m } aus (28 n¢w) und ist {a*° 1o #*" Y baw. fate ..., ""]
die duale Basis in ¥)* bazw., W1'*, so gilt (a"f a0 §i und <n'°* LRI
Ist £:4—1' eine halblineare ulJGl tion zum KSrperisomcrphismus
{1k —K! , welcher bezugllch der obigen Basen die Koordinaten-
darstellung x'* ~a“‘ (x4 1) besitzt, 80 gilt fir die transponierte
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halblineare Bijektion fT:.W'*“.W*, welche ut‘*:a'g%"i
Uberfilirt in «'*f7 =a;n*? gemiB der Definition von f :

W' HET ey = (@<t m o> xM)=axh .. } kem .
<u'“,tf>ff4f(a2<ﬁ”"%i)aﬂf(xkf))ch(aga’a)f”x“ VeieR =
a,=(a% ati )E" y -
Nach LA existiert zur Matrix (;a'k’) rnit dem rechten Zeilenrang n+1 |
eindeutig eine durch a'l «'* =4} bestimmte rechtsinverse Matrix («'X) |
mit «'¢X' und dem linken Spaltenrang n+1, und damit lautet die :
. KXoordinatendarstellung von (£7)" : 4% — 4'* :
aty=(a f)ce.

" Z2u (£7T)1 gehdrt die duale Xollineation %(ﬁr4=?%’Jyeﬂ(ﬁ)ﬁt¢mYWTKWﬂ?
welche nach Folg.5, Bem. daher in obigen Basen dis Koordinaten-
darstellung '

v
P
i

g'al = (a, )} mit ¢'cK'\{O}
besitzt. '

(c) Ist speziell #)=4' und f linear, also f= lxy SO
cwird f bzw. £T bzgl. der Bagis [fo,...,Mn} bzw. [4%°,...,n%"}
durch xkzzazx’ibzw. akcafai beschirieben, also durch transponierte
Matrizen. : ’

SADY 5.2: Jede regulire halblineare Abbildung 7 (K)— W'(K') be~
schreibt eine Kollineation = T(9 (K)) — T (#'(K')) und
Jede rollineation 148t sich durch eine halblineare Bijektion be-
schreiben. Zwel halblineare Bijektionen f und g beschreiben genau
dann dieselbe Kollineation, wenn es eine Dilatation ja: W) — #)'
ait g:ﬁﬁa,gibyﬂ
Jwel projektive {dume {tber endlichdimensionalen Iechtsvektorrdumen
#) () und N'(K') sind genau dann isomorph, wenn sie gleiche Dimensi-
on (32) habten und K isomorph K' ist. Beschreibt f die Kollineation %,
30 beschreidbt 7Y die duale Kollineation =*. Die Kollineations- '
~ruppe PTL(T (A (K)) ist isomorph zur Faktorgruppe der halblinearen
ruppe [L(4)(K)) nach der Dilatationsgruppe J(N (K)). Zwei pro-
jektive uwHume gleicher (endlicher) Dimension (32) mit K isomorph K' |
sesitzen isomorphe Kollineationsgruppen. :

. Semerkungen: (a) Wir flihren ohne Beweis an: Bis "|" gelten die Aus-
sagen auch fir unendlichdimensionale Riume.

(b) Xin Beispiel eines projektiven Raumes der Dimension
n iiber einen gegebenen Kbrper K ist der arithmetische projcktive
haum T@ "1 ). Alle projektiven Wume T (iiber Rechtsvektorrdumen)
nit dim T=n(34n<~) und ¥, *K sind nach Satz 5.2zu T(@ "**) isomorph.
s Jeden Algcbraisi’erungsfcﬁrper gibt es einen projektiven Desargues~
raun vorgeschriebener Dimension m (24 n < o0 ),
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: (¢) Satz 5.2 heiBlt der "Zweite Hauptsatsz der projektiver
Geometrie . Er gll“ fir jene projektiven RAume, die sich als pro-
Jek‘flve Faume {iber Vektorrdumen darstellen lassen.

5.3, Ikorv-.el tionen in nrojektiven RAumen iiber endlichdimensionalen

=3

cchtavektorriumen

Wir sebzen i.f. stets 2¢ dim T())< = voraus.

Zvischerbermerkunsens

(1) Sei ¥ ein (nicht notwendip kommutativer) Kérper mit der
Addition + und der Maltinliketion + . Aus K kann der "entgegen-
) ~esetote Ydrper SK" ("AntikBrper") zu K konstruiert werden, indem
=an fUir dic lenge K setzt M{=K und die Operationen + und ©
delfiniert durch:
a¥pi=o4b, albisd.a Ve,bleK="K.
Damiv ist, wie man leicht sieht, 8K ein Korper. Speziell filir einen
vommutativen Kérper K gilt %K=K.

(2) Sei WJ eine abelsche Gruppe, .K ein Kdrper und #9(K) ein Links-
vektorraum mit dem skalaren Produkt .:Kx40— 40,

sum Linksvektorraum W0 (K) soll nun der "entgemengesetzte Vektor-
raum W) ("Antivektorraun") erkldrt werden: Die Vektormenge

0(%) ist die Vektormenge #X(¥) und die Vektoradditionen in #)(°K)
und in 49(X) stimmen iberein; in H#0(K) wird eine skalare Multipli~
xation & MIx%K — #) definiert durch

e xiax.e Yeem) A Vxe K=K,

skalare Mult. in WNK) )

Mit diesen beliden Operationen wird M(BK) ein Rechtsvektorraum
iiber %K. Die Abbildung, die jedem 2 ¢#)(K) denselben Vektor

% ¢ #)(PK) zuordnet , ist ein Vektorraumisomorphismus, also gilt
40(K) & #0(®K); man darf daher identifizieren.

iSplperunmen:

.4) Jum Dinkevektorraum MWI(K) gehdrt der projektive Raum T (WI(K)),
desson Punkte die eindimensionalen Unterrdume K< mit ¢ HI\{o} sind
Zun Reehtsveltorraum W) (%K) rehdrt der projektive Raum 1 (0 (%K),
dezsen PYunkte die eindimensionalen Unterriume <K mit <e WI\{o] sind
Die Identifilkation von W(K) und #(%K) bLewirkt eine Identifikation
von T (A7) una T(HI(PK)) gendB K = =2 2K,
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Ist T (K)) ein projektiver Baum zum Reochtsvekforraum ¥ (H), so
gilt qu 2 K. Der duale projektive kaum [T(4# (&.)]* kann nach
5.1, Folg.6 mit TU*(K)) identifiziert werden, wobei T(#7*(K))
ein prOJektlver Raum {ber dem Tinksvekbtorraum M*(K) ist. Dieser
Linksvektorraum ¥ *(K) kann nach oben identifiziert werden mitb
dem Rechtsvektorraum N*(*K), und T4 *( K))Kann nit WE* (D)
identifiziert werden. Iir den Algebraisierungskdrper I von

. al
[T0(K))T* =T (€))=T(* (%)) gilt somis &g, * K. =

2) Sei dJ: T (K ))'*‘[W(V?(&FD]' eine Korrelation (vgl.3.9). Fach
Ausitben der beiden obigen Identifikationen ist § eine Kollineation
T (N ED) —*1T(ﬂ?*(aKD), und auf § kann sonmit der zwelte Hauptsatz
angevendet werden: Die Vektorriume ¥(K) und (%) sind Rechts=
vektorrdume und es gibt eine halblineare Dijektion B @)=
zum Kérperisomorphismus 8P K — %" mit J\=i£#.

Fir % gilt dabei

Cer®r= e $7f = 2P refr, (xex) £=(® f)a(x £y = (x75). (e%1),

und fiir den Korperisomorphismus af g2 cilt
Gy)?=x? § 3PPt 328, (xoy)?P=x®P 2 y3P=yT i1,

Wir haben also in “f auch eine bijektive Abbildung “1:i ity

welche mit der Addition und der Mulbiplikation nach V

Faktoren vertriglich ist, Mine solche Abbildung heifit Shabelshal
antiisomorphismus”, und 8¢ heilt daher auch antihalblinesre Abhi léung
A (E)—=40"(K'). Damit «ilt: Jede Rorrelation 18A/% sich durch ein
antihalblineare Bijcktion beschreiven und jede antinal
Bijektion VLeschreibt eine Korrelation.

3) ©s exisbtiert also prenau dann eine Korrelation &:i(% (KD-*’[”C”(&)U‘
wenn es eine antihalblineare Bijektionm 2£:¥(K)—~%'*(E')

gibt und eine solche existiert genau dann, wenn ¥ urd F' znti-
isomorpn sind und Dim'W(K):DimiU*(K‘) gilt.

Speziell fir 47 =%' mul K einen Antiaubomorphismus gesheitbon, den
T (¥7) Korrelationen gestattzt, denn es gilt stets Dim #)=Dim #* (bei
endlicher Dimension).

Ist W kommubavliv, so geslattel & siets cinen AnlUisulollrnililinus

nimlich die Identitét e =2 jeder projekitive Raum zu
raum iiber einem kommubabiven Korper K (&= T(4)(K)) iss FP-laun)
gestattet korrelative Selbstabbildungen.,
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Speziell gilt: Gestattet W(40 (K)) eine korrelative Selbstabbildung
(& K gestattet einen Antiautomorphismus), dann gilt nach 3.9 .
TWE) =[(TWEY=PrL(T (ME)) = PIrLIT (WE)F).

Wir fiilhren ohne Beweis eine von H.ENESER (193%5) gefundene Aussage
an: Es gibt nicht kommutative Kdrper, die keinen Antiautomorphis-
mus gestatten. Hieraus folgt: Es gibt Desarguesrédume, die keine ‘
Korrelation gestatten, also zu ihren Dualrdumen nicht isomorph sind.:

Bemerkungen: (a) Sind K und K' kommtative Kdrper und Dim Y(K)=
=Din ¥(K'), s0 existiert eine Korrelation T (40 (K))—{N(4'(i*)I*
genau dann, wenn K und K' isomorph sind, da im kommutativen ifall
jeder Antiisomorphismus ein Isomorphismus ist. Gibt es also im )
kommutativen Pall Kollineationen T (M (K))— T (M'(K')), so gibt
es guch Korrelationen,

(b) Zeichnet man in ¥ bzw. #'* je eine Basis {fley.eestn}
bzw. #*°,...,8""} aus (P4n<e), so ist die antihalblineare
Bijektion &f:4#(EK) —¥"*(K') zun K&rperantiisomorphismus &f: — !
durch die {n+1, n+1) - Matrix ( a%, ) eindeutig festgelegt, velche
durch #;4f =aj #'*% ‘bestimmt ist mit a'j. ¢ K' Die Koordinaten-
darstellung von °f, welche 4=u;x? — «%f=a}j n'*? leistet, lautet
wegen <°f=(x?°f)al «'** dann . .

a' =(x3*f)ay. mit alcK'.

Da %f eine Bijektion ist, gllt %= o= x=0y,, also (xi°f)a' =0, =
x320,; da x°=...=x"=0y¢ gleichbedeutend ist mit x°°f=...=x" *t=0,,
hat das System z'!a'%,=Ow nur die triviale LSsung und daher hat die
Matrix (a’h) den linken Spaltenrang n+1.

Zu  %f pehtry die Korrelation d: T(M(K ))— T (40*(K')), welche
durch XJ& =(¢K )§ =K' (e®f) bestimmt ist und daher bei festen Dasen
in 10 und 4)'*  die Xoordinatendarstellung

g'al = (xief)ag mit g'ek'\{o}
besitzt. ‘ .

Zwischeribene rkum :

Seien # (K) und M'(K') Rechtsvektorrtume und f:K — K' ein
Korperantiisomorphismus. Eine globale Abbildung 6 : 4) ‘,10' — Kty
also (#,%')=(x,%' )&, heiBt (Linksseitige) Sesquilineerforn zum
K8rperantiisomorphismus af, wenn sie folgende Gesetze erfiillt:.
(1) (e ay/+935200 = (4 9s 03y + (e L )oiy s Veed), Vi, n9i]e', V3, 7y €K'
Kurz: "@ ist linear im zweiten Argument". ' ‘
(2) (exe,x,, k;(xff)(m,*tf}' )b“+(xff)('c2,49' Yo Vel Ve e, [, Vx  x, leK
Kurz: "6 ist antihalblinear im ersten Argument'.

Die linksseitige Sesquili.nearfo_rm 6" heiflt nicht ausgeartet, wenn
(49" )6=0, ¥4p'el)' = t=0,(*) und (' )6=0,, Vect) = 1)' =0, (2)
gilt.
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T Dinm Moo und Dinm ¥ <eo gilt (*) e (2 ) (vgl. Folg.lL Bem.b).
J“l uns seniigt also der lLiachweis der Richtigkeit von (*), um 6 als
nicht azsgeurtet U erZennen.

- .

E=3

;’-}ne:iell fir K=i' vzd "= tx (= K kommutativ wegen (xy)a‘f'ﬁ

=y PP = Xy=yx) spricat man stabb von einer Sesquilinearform
U L g von einer Bilimearform. Bilinearformen existieren also nur ig
Jexborrdumen liber kxommuvativen Korpern.

#Ur nicht ausgeartete Sesquilinearformen gelten folgende Ligen-—
schaften:

e Ba - . . - . sy
I. Ist "4 (K) — W'"(K') eine antihalblineare Bijekbtion mum
iSrperantiisonorphisnus “1:K ~ K! mit Dim 4 < oo , damn ist
(CRYIDLEER A HNTE 4

cine rnicht ausgearteiz Dasquilinearform W *#'—EK' zum Kdrperanti-

Sov Uberorifuns von (’I <, > linear im 2. Arqument
(¢, 4(‘ yi+ dzyl)a ECR {ref 4 =

= et T Ayl <xof z.>yL (ve,w §5)’1+(‘5y"01)53/’1'

%fe,'r?; L;(::'" yor 7"‘ <(ag X‘+r(le) £ 49 > = M addihalblinear

=<(x f)(»€1 ?)+(XI f)(,{;f),«) m e <3 > bntar ;G Argument
=(x2E)CelE, >+ () CeiEy > P (17 E) (00,19 )6 +(x7E) (0,09 )T
herprilfung von (*)i,

(»6,49 Yo =0, Ya'ed) 2 (eor ) >=O.<. Y et d*&“f:oh,,“b”’»c e ¢
Sy Dim W) =Din W(E ) <oo gilt: Zu jeder nicht ausgearteten
souilinearforn F: 410" — K' zun Korperantiisomorphisnus

w!' existiert eine antihalblineare Blaektlon

Z; "n)(;‘) — 10" * (') zu 27 s0, daB gilt

(.10 = <eSF,p'> o

Bew.: Wir definieren °f:
Dem festen Vektor =< werde durch %f jene Abbildung h.:¥'-— K'
zugeordnet, welche dem beliebigen Vektor w'ed) die Zahl
(¢,¥')oe K' zuordnet. Die Abbildung he ist linear, d.h., hee#?*,
denn es gll )
(e yd Hszz Ngw"é )('t TR ART/INAD LN € ED N SRS G/ 0
= +h +(#'h P
G"'(glt xy;h‘(i::t“% ist also eine Abbildung von ¥ in 47'*, wobel
nach Definition gilt (‘t,v) )6 _<h,,4() > = <»c°‘f,u) >
“f ist antihalblinear zu 2.
%Xﬁ{lxg—»h,.,hh «(mxw‘(lxl) £ e4) gilt 19};1{** s tagy m

(%«xﬂwlxzm} )~ xS ) ey 1! )5+(Xa“f)('(114/) o X 5E) (4" g, ) +
+\x f)(? Enach Def. von . und + in Hom (W',K')] =

)hm*’(xz.

' :D'-‘

=4 [(xs Jnx, 1 =
AP OR I m,“‘ (S0, + (xS Vh e, = (X 0E) (20 )+ (xS (E2E) |
%f ist reguldr o

of = © ety T=T

(') =0, Vv‘}’g%()'. Da 6 nicht ausgeartet ist
..__?'f_-U

4
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£) Sei §:T(MNE))— T (W'*(K')) einc Korrelation, welche durch
die antihalblineare Bijektion 2f:M (K) — #'*(K') beschrieben wird.
Dom Punki A=K ¢ T (K)) wird durch d die Hyperebene Xd=(2K){ =
(= ®0)= T(ker «¥f) zugeordnet. Der Punkt Y'=1'K'e T(#)'(K')) heiBt
nach 3.9 konjugiert zu X, wenn gilt Y'T*' X& e Y'eT(ker #2f) &=
<e®r,%'> =0

Tinch der Eigenschaft I ist <'~:af,1g'> = (ew)e "eine nicht ausge-
ertete (Linksceitice) Sesquilinearform zu 8F. Xurz: Konjugierte Lage
in eirer Korrelation wird durch das Verschwinden einer nicht aus-
gearteten Sesquilinearform beschrieben., Umgekehrt bestimmt dies
konjugiérte Lage in einer Korrelation, da jede nicht ausgeartete
(linksseitige) Sesquilinearform nach Eigenschaft II eine anti-
halblineare Bijektion 8¢ definiert.

Alle Sesquilinearformen, welche die konjugierte
iner festen Korrelation d beschreiben, sind in K'

Loy

.t Hach dem zwelten Hauptsatz beschreiben gwel antihalblineare
Jiiektionen *F und % gensu dann dieselbe Korrelation & , wenn

t fg= %Bi, mif Jjo € PUFCK')). Zu °fj,, gehSrt gemiB Eigen-
aft_I die Sesquilinearform

1 )T =< (g ) "> =<a (), 9 D =a ke, g =a (L9 ).

rgivt sich also ocus 6 durch Linksmultiplikation mit a'e K'\{0.}.

-
LN
i

[}

b

sc
(+

a
o«

(bg Besitzt nach Auszeichmung von_Basen {fe,...,%n
baw. (4. .. w5 (2¢n< =) die Korrelation §:T(M(K)) ‘j"i"(‘i’)"(&(' »
rach #olr.3, Sem.b die Hoordinatendarstellung g'a, =(x3i3f )a;-k

und bezeichnet {#d.... %2} jene Pasis in #)' , deren duale Basis
(4" ... '™} ist, so ist cin Punkt ¥'= 4'K'e T(4)') genau dann
konjumiert zu X=<K €T (40), wenn <¢°f,%'y=(¢,9')6=0,g1lt. Wegen
afa'*h,ny YO =(x20)al <k mly >yt z?xﬁ ef)al ¥ :
lautet die hoordinatendarstellung der Sesquilinearform zu g

(6,9 ) =(xé1)al 7" mit ajeK! : - -

Dabei hat (a’%.) den linken Spaltenrang n+1 und dies ist gleichbe-
deutend mit (¥), wie man aus 4'=+ (1=0,...n), also y'k=d{, erkennt.
Andererseits ist () gleichbegeutend damit, daB (a¥,) den rechten
Zeilenrang n+1 besitzt, wie man aus <% =4'*'(1=0,...n), salso

x?%f= d*, erkennt. Nach LA ist aber der linke Spaltenrang stets
gleich dem rechten Zeilenrang.

sSuischenbeneriunsen:

(1) Ist 1)*E) der zu ¥(K) duale Vektorraum mit Dim M(K) € ¢ und
W**(K) als Vektorraum der linearen Abbildungen #*— K der zu AP
dunle Vettorraunm, so ist j:A) —4)** ein Isomorphismus, wenn man
definiert:

e x> =i e>  Yoceds,

Durch § rormen ) und ** identifiziert werden,
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(2) 18t Bf: A () — m'*(aﬁ(')eine halblineare Bijektion zum
Korperisomorphismus & R —2 K'y so gilt fir die transponierte
halblineare BijektiOﬁ BrTA) (B ) —1*(K) zum Xorperisomorphisnus
8i"ag ' —~K pach Def.in 5.2 vor Folg. 8

P ETPILERY v i

W Aol‘!l (:10"
\._-——v‘\—)
e K eK
Identifizieren wir %)’ und #)'** gemdR WIS =ty >, 80 lautet

die oblpe Bedlnp*ung mit a'**=4'=a'

%t T e = ¢l "> 8,

YaBt man “f:0(K) ==#'*(K') als antihalblineare Bijektion zunm
Kérperantiisomorphismus &f:K—K! auf, so heift ey oL (X' )—4*(K)
die transponierte antihalblineare Bijektion.

5) Wird die Korrelation &: T (40 (K))— T W*(K')) durch die anti-
halblineare Bijektion e ) ()0 (K) beschrieben, so wird die
duale Eorrelation &*:[T (4) (E)NFL™T(40* (1)) —T (42'(K1)) durch die
antihalblineare -Bijektion (FE%) 40 (K) — 47 (K*) veschrievsn, d.h. es
gilt: d* = (Ray)* = R agr)e '
Bew.: Sei Ka*e T (40*(K)), so gilt < .
(B ) (o )*"E T (ker a*)T(Rag)*=(xKeTW)|<an* > =Q R og = {(LE ) s =
=K' (2)e T * (K" )]« ®* 2> =0 = (K" w' * T * )] co® o' 2287 1520 )
Entsprechend der Definition von (® fT)'1g;i1t (wir sstzen dabvel ' arT ye
und «8f ='%)
Q= <ar e 3y o (e ar (PrTy 1)1 =
e *.ut‘(afT)“> =0,;nach der Jdentifizierung von #) und 47** ist
()c’(arT)"‘eV) eine Linearform tber 41* und die levzte Gleichung ist
gleichbedeutend mit «™* ¢ ker a*(2{"), Somit pilt
(Ba*)(®q;)" -={K »e"eTf(m" I»e"e xer o (2£T)" 1 -
“TCker ur BE) ) 5 (@ (1)K = (Kot ) jagry -

dual zu Iden ifikation von 5.1,6
Dies gilt V Ka* ¢ T (40*) = I*=(Ra)*= Raprpre

4

Bemerkung: Zeichnet man in 47 bzw. 40 jo cine Basis m,, Y DI, w1
aus (2$n<°° ) und ist {#*°...,1*"} bzu. [on° yren g0 '} die dvale
Basis in ¥* bzw. ¥ '*, ist ferner aj =( xi°f DES i die zoordinaten~
darstellung von “%f: 4 — 40 '*, so gilt [iir die urans*aoﬂlm e
antihalblineare qu_exc’clon arTi ' —~ 4, uolcne b=y x‘4
iiberfihrt in ~'*f7 = a, 4*$ gemiB der Def.

Ae'“fT e>f = (a N SIS THLY 2 (a;x1)°f = (x*“f)(a af) VixieR =

f,»q>u<(x1°f 41."“ X't a (xa“f)a“x' xe

=(x'* °‘f'4;)(a'ﬂ°f’1).
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Ist &'*Ymit oc‘”a',’k:«f‘t die zu (a'j) linksinverse Matrix, deren rech-
ter Zeilenrang gleich dem linken Spaltenrang von (a'y) _4als‘o glei.ch
n+1 ist, so lautet die Koordinatendarstellung von (“f‘s 0 —=4N':

x'taa't(a;0f).
7u (*£7)"% ' gehdrt die duale Korrelation &*:T (W*(&D— T (0'(x9),
welche daher in obigen DBasen d;jLe Koordinatendarstellung
‘ x'te' = x'ti(a;°f) mit @eK'\{0J]}
besitzt.

Zwigchenbemerkung

Sei A0=%)' mit 3 {Dim 4 < e und 2f: 4)(K) —*(K) eine anti-
halblineare Bijektion zum Xdrperantiautomerphisnus 88K —K ; die
durch 8f bestimmbte Korrelation & : T( 4 (K))— T (W*(K ))

wird durch die nichtausgeartete Sesquilinearform (~ ,1)C =<‘caf,y)>
. beschrieben, Die transponierte antihalblineare Bijektion
aszW“(K)'iiO(K)—'W‘(K)zum Kdrperantiautomorphismus 2#74:k —= K
bestimmt dann ebenfalls eine Korrelation Jad:F(W(K))“’HW)‘ (8)),
fiir welche wegen <4 a1‘.'T.'c>_-= <'eaf,4q>ai""1 gilt YJademXJ 7Y,
Diese "zu & adjungierte Korrelation &,4" wird durch ®i7 bestimmt,
und da (?sT)* aie dauale Korrelation ¢* bestimmt, gilt Sag= d*%.
Konjugierte Lage in dgg wird durch die "zu ¢ adjungierte Sesqui-
linearforn 044" beschrieben, fiir welche gilt: (¥,t )&'ads(('c,'o)o')af'q.

Bew. + (0,80 aq= "t i 0o T (Ce) % ®

Bemerkung: Sind & und ¢' zwei Korrelatiomen T.—T* nit ¥4'I X <=
X8I Y, so ist ¢'=deq. Hach der Zwischenbemerkung hat ni#mlich dag
diese Eigenschaft und mehr als eine Korrelation J' kann nicht

existicren, da Y& durch Y d'= { XeR|XS I Y] v61llig bestinmt ist.

" 6) Eine Korrelation d:T ((K)—~T{#°*(K)) heiBt nach 3.9
selbstadjungiert, wenn J= 6*‘4=<5;id gilt; genau die Polarititen
sind die selbstadjungierten Korrelationen. Eine Polaritdt ist so-
mit dadurch gekennzeichnet,; daBl 6 und Cad dieselbe Korrelation be-
schreiben: .
(2,9 )G'ad=a('c,4g)6’ mit ae KN{O}=

as as ax ;. &
[Ces9)0aq171 = (9,7)0 = [a(e,9)61%F = [(e,9)1%F, (1),
Sctzen wir af=:c ek \{0od , so gilt

((e)) )% .c = ty, )6

Dies ist ein Kriterium dafir, daB die nicht ausgeartete Sesqui-
linearform ¢:¥2x#)—~K eine Polaritdt beschreibt.
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Disxussion:

Fall 4: Vir definieren fiir 2 4dim T (1)) ¢ & : ‘
Jnter einer Mullpolaritit » : T M) — T(4*) versteht man eine
Polaritédt, in der jeder Punkt selbstkonjugiert ist. ‘ '

W Xonjugiert 4k € (£,4)0 =0,

T selbstionjugiert VXK e T() &= (%, % )0 =0 VYr e4).

dus (%,%)8 =0 Y=e4) folgt bei einer nicht susgearteten Sesquilinear-
form, daB 6 cine Bilinearform ist, d.h. 8t Lo :

Bew.: Vorauss. = (¢+4,%+9)6=0 Yeylen = :

(%v:to)cw (%,%)6 + (ﬁ,&)0+ (%,Oﬂ)a =0 Ya,0let) =(eu)e=-(y ,'6.)6‘ *).
¢ richt au_s;geartet =7 (e g4, )ex4) mit (€M), X0 = 1y +0 =
=t M T F=1 (1), - -

Setzen wir dies in das Kriterium fir eine Polaritdt ein, so er-
halten wir: ' .

(e % ¥Ne18fc=ly v )6'(:) ~( '4)6’(“:') -1=;;'l Cc=-] => Cu~T
Yoo ° MoV 1o oYY . *

1

Domitv lautet das Kriterium: :
[(»c,@)b‘] af:-—(/rq,'c) (7‘:”(»6,19)6‘. Hieraus folgt af:tK, denn 6 ist
surjektiv, d.h. jede Zahl von & wird durch (¢%)é erfaBt:

(x) a=0, dghn gilt nach Voraussctzung (2e,% )@ =0=a;

n) a¢o;(,e°,4/)'°y‘4a)5'= (‘eaav)oyﬂ) Ca (;)1-a=a- : 0

Bomeriungen: (a) 8 :K—K mit %=1y = K kommutativ (vgl.Folg.3).

tullpolaritiaten gibt es also nur in PP=Riumen und die zugehdrige
Sesquilinearform ¢ ist eine Bilinearform.

(b) iine Bilinearform & mit (x,e)0r =0 Ve<¢4) heifBt
. "alternierend'. Im obimen Beweis wurde gezeigt: Ist T(H)(K)) ein
projeittiver Raum endlicher Dimension 22, so existiert eine INull~
volaritit genau dann, wenn K kommutativ ist und in #)(K) eine
alternierende nicht ausgeartete Bilinearform existiert.

(¢) ¥ine Bilinearform 6 mit (%,%))6 =~ (,e)8 V(e )1
nelft "schiefsynmetrisch”. Im obigen Beweils wurde gezeigt: Bine
2lternierende Bilinearform ist stets schiefsymmetrisch, IUr
Char K + 2 ist umgekehrt jede schiefsymmetrische Bilinearform al~
tgronierend, da gilt (%,1))F = ~(1),2)0 =2 (%, 2)0 = ~(e,2 )0 =r2(%¢,2)6=0

2

2 (e,2)6 =0 Vel
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(d) Eine Bilinearform ¢ ist filir K kommutativ genau
dann schiefsymmetrisch, wenn sie nach Auszeichnung einer Basis in
(K) eine ¥Xoordinatendarstellung (t,4)F = x?a;, y* mit schiefsymme-
trischer Katrix (a;.) besitzt. Die Bedingung ‘z't,'\f))6'+ (4,4)6=0
ist ndmlich wegen K kommutativ glei¢chbedeutend mit
O=x?a;, y*+yda; x“=x?a;, y*+y*a; xi=x?y*(a;,+a,;), und dies ist fiir
alle x,4le¢4) genau dann erfully, wenn a; +a, 3 gilt.

(e) In einem klassischen projektiven Raum W, ((K))
endlicher Dimension 22 existiert eine Nullpolaritdt genau dann,
wenn dim Ty, eine ungerade Zahl ist.

- Bew.: (a) Nach Bem.c und 4 ist die Existenz einer Nullpolaritdt
gleichbedeutend mit der Existenz elner nicht ausgearteten schief-
symmetrischen Bilinearform und nach Bem.d und Folg.4,Bem.b besitzt
diese nach Auszeichnung einer Basis in ¥X(K) eine Koordinatendar-
stellung mit einer schiefsymmetrischen Matrix (a;,), wobei der lin-
ke Spaltenrang wegen K kommutativ genau dann n+1 ist, wenn
cdet (a,, )40 gilt. Spiegelt man die schiefsymmetrische Matrix

0 3.04‘ ceses

vAa(aJk) -(-ao, 0 e
2n ihrer ncuntdiaronale, so erhiilt man die transponierte Matrix
7 0 ~804 ec.. -0 Bos eees
A ={a, O ) = (-1)| -8,y O caee = -A,

Tach LA ist det A=det AT = det A=det [(~1)A] =(-’\§"”-det A oA
et L#0 = 4=(~1)""" = niq ist gerade =2 dim TW))=n ist ungerade.
)

Ist umgekehrt dim T(47)=n ungerade =» DimA)=n+1 ist gerade =>
¥istiert éine reguldre schiefsymmetrische Matrix, z.

=
A= |/ D'~~.O
( o o

Wistchen der Form EE] ,sund A ist reguldr wegen

ty O
W

o 1
1 = | det (-4 o)J ¥ =4+1%0, Die durch A bestimmte Bilinearform
(,90) 0 =(y 'y M+ (P =2y Mo+ (X" ¥ =x"y ") ist wegen

icht ausgeartet und schiefsymmetrisch wegen (v,x)6=- 49 )
3ilt Char W+2, so stellt 6 eine nicht ausgeartete alternierende
Zilinearform dar, welche eine Nullpolaritidt beschreibt.

£all}.2: Vir betrachten eine Polaritdt A, die keine Nullpolaritit
ist. Dann existiert X, e R mit XOZ' XA = Jeo e\{o] mit (&.,1.)5&:
=:X_#0. Durch (et )& := (¢ ,V))(T.xg" wird eine nicht ausgeartete
Sesquilineerform € definiert mit (%.,%.)8 =1 und & beschreibt
ebenfeolls A . Da A eine Polaritiit ist, gilt fiir § das eingengs

=9
o©

<t
=
b
o
[»]

nergeleitete Lriteriun.
Spociell fiir £ =4)=% folot [(#.,%,)8)% .c = (e, ¢ )F =1.c=1 = cai,
St e
| =" -
R e ——)
- » ) - LI . Py [red . :1 ” . .
Jdir schreiben i.f. statt 6 wieder & und das Kriterium lautet
somit: '

(e i)0] (g, 26 Veymledd (=),
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Eine Sesquilinearform 6 zum Korperantiautomorphismus *{# 1, die (*)
eriiillt, heiBt "hermitesch"; eine Dilinearforn G(O{-LK), die (*),
d.h. (e,9)6=(¢)e YV ¢,4]¢H) erfiillt, neiBt "symmetriscue Ui-
linearforn".

Notwendig und hinreichend filir die Existenz von Nichtnullpolarita-
ten A in T()) ist die Existenz von nicht ausgearteten hermiteschen
Sesquilinearformen oder symmetrischen nicht alternierenden Bilinear-~

formen.

Bemerkunger: (a) Ist ¢ eine nicht ausgeertote hermiteschs Ses-
o as s . .
quilinearform zum Kérperantiautomorphismus®{(= ®f+ ), S0 ist af
P - . L. \ . a.
ein involutorischer Antiautomorphismus, d.h. (af)2= Ll A I*txe

Bow. : ((&,q)cﬂ“rr (0,0)8 S0, ICE =[(0,2)6] 2 = (¢ )T
‘Hieraus folgt (*f)* =4 ,denn 6 ist surjektiv: .

Eug a=0:(x,0r) § =0,

f) a40: Die hermitesche Besquilinearform § ist nicht alternierend,
denn fiir eine solche gilt nach Fall 1 notwendig %f= L.

s existiert daher *eeM\ {o} mit (%o,%ec) 0 =ixo #0 =

(o, te ') =X, Xa=a. &

.(b) Eine Sesquilinearform zum involutorischen Antiauto-
morphismus ®f des (kommutativen oder nicht kommutativerr) Xsrpers K
ist genau dann hermitesch, wenn sie nach Auszeichnung einer Basis
in’W%&) elne Koordinatendarstellung (%,?)G:(x’“f)aéky“ mit aje=
=a,; *f besitzt, Die Bedingun g(e;@)qja =(w),2 )6 ist ndmlich wegen
[(x%“f)agky“]°f=(yk°f)(a5““f x¥=(y?2*f)(aw;°f )x" gleichbedeutend mit
yi*f(ay; f-aju)x;=0, und dies ist fir alle %,yle®) genau denn er-
fillt, wenn ay;®f=a;« gilt.

(¢) Eine Bilinearform 6 ist fir ® kommutativ genau
dann symmetrisch, wenn sie nach Auszeichnung einer Basis in 4(K)
eine Koordinatendarstellung (e,4)§=x'a;, y* mit symmetrsicher Na-
trix (ajx) besitzt. Der Beweis stimmt mit jenem von Bem.b iiberein,
wenn man dort *f durch vy ersetzt.

(d) Ein projektiver Raum TH#)(K)) endlicher Dimension
22 mit K nicht kommutativ géstattet genau dann eine Nichtaullpo~
laritat, wenn K einen involuborischen Antiautomorphismus gestattet.

Bew.: (a) Da fiir K nicht kommutativ keine Bilinearformen existie-
ren, ist fiir die Existenz einer Nichtnullpolaritdt A die Existenz
einer nicht ausgearteten hermiteschen Sesquilinearform und damit
nach Bem.a die Existenz eines involutorischen Kdrperantiautomor-
phismus notwendig.

(b) Ist ®f:K—K eln Kérperantiautomorphismus, so definieren wir
6" :47x4) — K nach Auszeichnung einer Basis in A47(K) durch die
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Koordinatendarstellun§ (‘c,«g)b’ =(x5“f)<$gky . Diese Abbildung &
ist nach Bem.b wegen djk =Jy;*f eine hermitesche Sesquilinearfornm
und zwar nicht ausgeartet, Weil der linke Spaltenrang der Ein-
heitsmatrix (djx) gleich n+1 ist. Jede nicht ausgeartete hermite-
sche Sesquilinesrform beschreibt aber eine Nichtnullpolaritat.

(e) Ein projektiver Raum TUXK)) endlicher Dimens:m
22 mit K kommutativ gestattet stets durch eine symmetrische Bi-
linearform beschriebene Nichtnullpolaritdten und eine durch her-
mitesche Sesquilinearform beschriebene Nichtnullpolaﬁité’it genau
dann, wenn K einen involutorischen ’AAutomorphismus gestattet.

Bew.. (a), Definlert man nach Auszeichnung einer Basis in #(E) dann
*8)6 =x16j, y%, s0 ist G nach Bem.c wegen dj.={&u; und det(diu )=

z:'Hv eine nicht ausgeartete symmetrische Bilinearform. Fir jeden

Basisvektor #, (1=0,...n+1) gilt (n_,%.)§=1+0 und daher ist

6" nicht alternierend und beschreibt eine Nichtnullpolaritit.

(b) Ist f:K—K ein involutorischer E8rperautomorphismus, so ist
wegen K kommutativ f auch ein involutorischer Korperantlautomor-
phismus und zu diesem kann nach Bemn. d Beweisteil (b) eine Nicht-
nullpolarltat konstrulert werden.

L 4

(£) Fir Char K+2 ist eine nlc,ht ausgeartete symmetriscl

ac

Bilinearform 6 nicht alternierend ( “%S5 '* schi ei‘symmetmsch)

(ind.) & symnetrisch = o schiefsymmetrisch, d.h.:
(£4)6=(1,x)6= -(40,%)0‘ V1) (et =52(4,% )6 = o v »eno!e«f)

==;>( fe)o=0 V%, 13 let)=> 6 ist ausgeartet: Widerspruch.

Mir Char K=2 ist Jjede syunetrische olllnearform auch schiefsymmetris:
und kann alternierend sein.

SATZ 5.3: .Tin projektiver Raum T (#(K)) mit 3 {Dim VI(K)<® ge-
stattet genad dann eine Korrelation auf einen projektiven
Raum T (#'(K')), wenn die Riume gleiche Dimension haben und ' zu
K antiisomorph ist. Iine Korrelation wird durch eine antihialblineare
Bijektion beschrieben und bestimmt bis auf einen Linksfaktor aus
K'\ {0} eine nicht ausgeartete Scsquilinearform & , die genau fir
konjugierte Punkte verschwindet. Der projektive Raum T(40(E))
gestattet genan dann eine Korrelation, wenn K einen Antiautomorphis-
mus gestattet, speziell kommutativ ist. Fine Korrelation von T(Q(K))
ist genau dann eine Nullpolaritdt, wenn & eine nicht ausgeartete
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alternierende Bilinearform ist; fir ihre Existenz ist K kommubativ
otwendig,und in T (M (K)) existieren Nullpolaritiiten genau dann,
wenn dim Ty ungerade ist. Eine Korrelation von T (¥ (L)) ist genau
dann eine Polaritiit verschieden von elner Nullpolaritidt, wenn 6
einc nicht ausgeartete hermitesche Sesquilinearform oder eine
symnetrische, nicht alternierende Bilinearform ist. Fine Polaritst
verschieden ven einer Illvolaritit existiert genau dann, wenn
K kommutativ ist oder wenn K nicht kommutativ ist,und eimen invo-
lutorischen Antiautomorphismus gestattet

5.0, TmAlichdinensionale projektive Papousriume i{iber Rechtg—
vorLorraurner

en

In Folrenden setzen wir stets () als Rechtsvektorraum iiber dem
Aormutfwlven worper K mit 324 Dim40 < oo voraus. iine Kollineation
T ) — T W) wird durch eine halblineare B.Lgektlon £:4)— 10
>esm richen. Wir wollen aus NL(H)) jene Bijekbionen heraussuchen,
¢ie eine nrojektive Kollineation Leschreiben., Diesze Irage ist auch
Sir K nichy wormutativ sinnvoll; da wir jedoch nur liber projektive
Pollineabionen in PP-RAunen vus"mllcqe Aussagen gemacht haben,
| ken wir uns auf diesen Sonderfall.

riung: Fir K kommutativ existiert nur der triviale innere
S0 ‘“OW*uuo,.or“ﬂ.lunuo, d.h. Ja =LxVa eKN {0}, und cs pilt S04 )

. liormalteiler von \vL("/’)) (TH'L,;M_,FO_Lg 5 Bem. c)o‘V:er & durch
lineare 3ijektion I beschrieben, so sind glle halblinearen
Jorsionen £ 4 die ebenfcalls = bes chreloen, Lin AT denn c¢g
~iits aef—éeg ® ¢ g=fja und ¢ ist halblinear zu g={ja ~fL «f‘

o kommutabtiven all silt also:

i-d eine projektive Kollineation durch gine lineare Bijektion beschrig-
ben,so wird sie nmur durch linesre Bijektionen beschrieben.Weiters gilt:

In einem PP-Raum iiber einem endlichdimensionalen Vektorraum ist
eine Kollineation % genau dann projektiv, wenn jede sie beschrei-
vende halovlineare Bijektion f linear ist, d.h. )

®ce PGL(T(N)) &> £ & GL(W ).

Bew.: (a) ®=%gRGL(T(MN))= e =%,...%, (k endlich), wobei die 28

nerspekbive Kollineationen sind.

Wir zeigen zuerst, dL\B filr w,= ae{, (i‘ halblineare Bijektion zu f il
= . Die perspektlve Kolllneation ®, besitzt eine Achse,

und diese enbthilt sicher eine Punktreihe [Rg.p und daher 1st

&I'Fl pove, = L. Wegen g.K=P 4P, = ¢,K gilt {4.,9.3 L.u.; fir jeden

Funkt X=x0l € ’Qp_vpd\iP 3 lSu die Darstdlung =gt X eindeutig

(vel.5.1,Folg.4).
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(e i), =(~2 K)xy, =(*ef,‘)K; da %4 die Punkte P, }?,1 und X festlaBt

silt . ‘ ‘
BoB=(qK)Re =(GoT, K 980" GeL1> .
GuBi= (et K = J ao,a,‘,ax!e K\ {0} mit 1 4e@q~ 4Ly ;
0 K= (",“1 18 ‘ ' tBay= )eif‘l'
:e,‘q=(q.,+4_gw<)fq=cjoa,+tg,a4(xf1)='€ax=tgua +Q.xa. : ‘

Vegen {4.,4.} l.u. ist a =a_ V x€K, also alo—ax-a,I Je EN {O] =

fam'“«{‘l )= a(:l xam Xf Vxe K= 1, T

vede pers *)ol:tlve holllneatlon ®, wvird also durch eine haldblineare
Sijektion fy beschrieben, wobei fl x'—“a(e;‘xau)eln innerer Automor-
phismus ist. Die projektive Kollineation % =%,...%, wird dsher

(,urch das Produkt fq...* =f zum Automorphismus !
f.xl—- a(k,. . .a“;‘xa“r «.8,8l80 xX+>a 1xaL mit a= 8B o .ambeschrieben. |

Da ® konmutotiv ist folgt f=L, und f ist eine lineare Bijektion.
( ) Sei £: 4 —=A4) cine linearc Bijektion. P =qulf, P, =¢d und
(qa+{g1)m gind fir {q,,(g} l.u. paarweise verschledene kollineare
Punkte =>PO&F=(QO- K, P,‘aefa(%f)h, Be=[(4,+4,)f ] K sind kollinear

und paarveise verschieden, Da ein PP-Raum vorliegt,gilt der Fundamenw;

=)

valsatz, also existiert genau eine Projektivitdt X mit

F oc =P 0¥ P Ec =P PEIN Zx =Ex;, Nach 3.6, Folg.6 existiert eine

rod 6Ltl‘f€ “ollineation «s TMH)—~TU) nit x|Re,vp, =&,

ie Abbildung y.-aey’o(‘ ist eine Ixolllneatlon aus PIML(T (42)) und 4
leistet POY =(P aef)ez =(P )X =P, P,¢ =P, Ly =E.

1iz

b“o

‘ach Dewei SCI}l‘.’Lt"J (a) vird «™* durch elne llneare Bijektion h (h= Ly
teschrieven: a¥=#%, . Nach Voraussetzung wird % durch die lineare
sijektion £ beschrieben: R=Ry = 4= ¥ '=x® =2, wird durch die
linedre Jijelttion feh=:g beschrieben.

X=eK e Royp \{Pq] == g+ x=Xy =(ck)rg=(eg )K= [(¢o+ (&x)g] K=
=[gos+lg % I K.  AuBerdem gilt fiir ¢~ :

Py =(4ep)hi=P = &K aufgg,
Pt (R g o Jaguagsay | E0] mte] gacmars,

Lg= [((‘o*ﬁfg‘()\)] K=i=(ge +g, K ( +(g')a :
(4o 4)C= 4.3+ 5= 4elo 40y = oot §dyse =(ger 4.

degen {¢, g ] l.u. ist ag=ap A ay=op = a;ofa,‘=aE=:ae K'\ {0}.

Daher gilt Xy =[4.5+(g,e)% ] K=(goat g, ax)K "=""(go a+ g, xa K=[(g: + @.x )aK=
=(go+4,) L=X VXeR, o N{Py}; fiir P, gilt ebenfalls P,y =P, 21,0
iacir Batz 3.7 sind in einem endlichdimensionalen Desarguesraun

die projektiven Kollinectionen renau jene Kollineationen, deren
Zeschrdniiung auf eine Punktreihe projektiv ist; da VP, eine
Projektivitdt ist, ist ¢y eine projcktive Kollinestion,

y = eext=rE=gn nit qele PGL T = %€ PGL(T ). &




Bemerkung: Aus Beweisschr.a folgt: In einem D erqrguesraum THW®))
wird eine projektive Kollincation stets durch cine helblivesre
ngpktlon zl einem inneren Automorphismus Leschrieben. Ja mit £
zu Lixe~a'xa(aeBN\{0}) auch jq- dicselbe wollincation veschreibs
gilt: In jedem De~Raum wird eine projektive Kollireation auch
durch eine linenve Bijektion beschrieben.

Folperungen:

1) Fir den surjektiven Grupperhomomorphismus u:[L{{#))— PIL T(W))
mit =% (vg1.5.2; Folg.?) ist ](xL(’f’) bel kormwutativen Ldrper

% ein surjektiver Grupnor*homomorruf\l smus GL(AD ) — PCLLT(0)). Der
Kern von /L{\rTJ('t()) iet kpr/unGL(/l())” ”d(m)n GL{W) )=A(40), denn in
kommutativen Fall ist H(47) < GL{4)), und zwar 2in Normalteller
von GL(4) (vpl.5.2, iolg.7). Hach dem flonomorpaiscsatz filr Gruppen:
5ilt PEL{T (A0)) ¥ 6L ) /A(M). Diese Aussage ist im picht kommu-
tativen Fall wegen d(1)) ¢ GL(X)) sinnlos.

2) Gestattet ein Kdrper K nur den trivialep Automorphismus,so ist K
notvendig kowmatativ, da dann auch jeder innere Aubtomorpnismus
x> a 1xa Vase vK\iOi die Identitit ist, Nahker

, S50 ig®

Gastattet ein Xérper K nur den trivialen Automerphiszmus
jede halhlineare Bijektion von ¥{K) linear, d.n. PL{WID)=GL{M ()
‘und daher jede Kollineation von T(H¥2 (X)) prejsksiv,d.h. PIL(TEN(E)D)

=PGL( W (4(K))).

T omem 102 - £ -
der Kironer K der

;-,

Beispicl: Der XOrper @ der rationalen Zohlen un
reellen Zahlen gestatten nur den trivialen Automorphigmus.

Bew.: flir einen Kirperisomorphisnus & :M—K',

s0 i
fiir einen Korperautomorphismus ¢:K—FK §1lt notwendig -4
(1) 06=0 (2) 161, (3) (=)o ==(a8) (4) (a"")6=(a6)"".

(a) Sei 6 cin Automorphismus von Q.

1..5chritt: a na uurlu,ne dohl == a

a=1+14ewotd=in = aG =(1+T+...+1)6 —)’l+’l+....—n a.

2. Bchritt: a negative panze Zghl =

azme{1+14+ . o1 )==n = ab =(-n)@ B (n6)2ln=a.

3. Searitt: a rational =

a=p.q™ mit p,q ganz A q+0 und 4p,q o.Ai d.A. teilerfrend =
r?p-q“)e‘- #5004 )6 o (6) ", yo.a7i =2,

Vaeq &l

b) Sei & ein Automorphismus von k.
a €QcR gilt nach (a): a6 =a.

Der Korpor I is®h bezicslich der Helavion 2

ordnetcr Korper; vgl.7.1); weiters golten

Jede positive reelle Zahl isy Quadrat einer

discher Korper)

Flir Jede p

nsoesondere

'Lt __.:.__.} 6— = LQ. S:,m

tee”e Zahl a uvnd fir j
bt eine natirlic
Diga z11 rall 2in archis
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Seien nun_a,ble R, # nit b>a (0.B.4.4.) =

b-a> 0 =3 c¢R\{0} mit b-a=c*=> :

(b-8)6 7 -a6 = c.c)E =c G .e6 =(cB) > 0.

be -a6> 0= b0 >a0. Der Automorphismus 6 ist also notwendig
monoton, d.h, b>a =>bF > ad . {J:) A6 monoton = flir aeRaa> 04

A fiir jede natﬁrlict{xe Zehl n existiert eine natiirliche Zahl m mit
(m=1)e ¢ San)b'( n6 2> m-1% af.n ¢ m. Daraus und aus (%) folmt
laGin-a.nl ¢ 1 = n .{a6 -~ al < 1. Aus der indirekten innahme

a® #a wiirde n <& gécw folgen, was Jjedoch im Widerspruch dazu steht,
daB n in (%) beliebip pewdhlt werden darf. Also ist nur a6 =a

YaeR mit a >0 mbglich (}9. t9 : o
Ist aellaa< 0 =s8i=—anit se¢eR A s3>0 %5 56 =5 = a6 =(~s6)==(s6)="
=~g=a(ff). . .

(i*)/\zii) = a6 =a VYaeR = 6=tg. ¢

Bemerkune;: Wie man aus dem Beweis erkennt, gestéttet jedei‘(komuta-
tive) geordnete Kdrper (= Char K =0,vgl.7.1), der euklidisch
und archimedisch ist, nur den trivialen Automorphismus..

Gepgenbeispiel: Der Korper € der komplexen .Zahlen gestattet einen
nicht trivialen Automorphismus; die Bijektion z=a+ib ~—+ T=p.id ist
ein solcher, denn es gilt 2, T2, =24 +Z, Und Z.-2; =Z4+22

In den projektiven Riumen T (0(C)) gibt es also auch nicht projexiive
Kollineationen, .

3) Sei 4)(K) ein Rechtsvektorraun iiber dem kommutativen Kérper E
mit 3¢Dim4) < o ., Die Punkte 4K=Po und ¢E=P. und (4.+4 E=E
nmit {(&,,034} l.u. sind paarweise verschieden und kollinear,
Ren Qe 0y Ruai= Rpop, \ P«]. Hach 5.1, Folg.X4 ist flir jeden Punkt
X=#lie £, die Darstellung #=4,+ g, x (xeK) eindeutig,und die
Zuordnung M :Xr+x(e K) ist eine Bijektion, ja sogar ein Kérper-
isomorphismus {fRi,+,e } o ey & - '

DEF.5.4a: Seien A= uK, B=(K, C=+K, X=+¢ K vier kollineare Punkte in
TW(K) mit 4,B,C paarweise verschieden a A+X.Werden durch Um-
normung « und & so gewdhlt, daB 4=a+f gilt,und wird < so gewidhlt,
‘daB g=ax+b gilt,so heifit x e K das Doppelverhéltnis DV(A,B,C,X) der
vier Punkte. B ' '

Begerkuncen: (g) In Vektorschreibweise gilt
DV(aK, 4K, (uul X, (ax+%:)K) -x.

(b) Das Doppelverh#ltnis ist eine Eigenschaft der Punkte
in @K )Hund nicht der ausgewdhlten Vektoren.

Bew.: aa=:n', bb=:¥', 1c=:4", ¢A=:2' (abch+0).

tetiec e g'a 4D 2 4 F+E mit A=a'ea=ae, Ee b'chi=be.
R= ' N4 = ox+ & = ExCH btz 2 <Ex e+ A,

CR= (@xAc+ Frc™ Ka(Gx+ 5K = DV(a'K, 4'K, +'K, 2'K) = x.

(¢) Beniitzt man A als U, B als 0, C als £ fiir eine
Algebraisierung auf fRap,s0 ist ,u:x(ek{m)'—'DVtA,B,C,X).—.x (¢&) ein
Kérperisomorphismus nach 5.1, [olg.4 und daher eine Bijekbvion.
Wir nennen DV(A ,B,C,X)=x cine "inhomogene projektive isihen-
koordinate" in Ry . Wegen X(eRap \{AV)=(ax,+bx)K nit x, +o0
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ist x=xx3;% d.h. x¢K 140t sich als Verhiltnis der "homogenen
projekhven Reihenkoordinaten™ x,,x, schreiben.

(d) Sonderfille: Dng B,C,Cg 1 egen  4o=arb,
DV(A,B,C O wemen b=a0s&.

n

’..\.)
(e) In Erweiteruns der Def.5.4a definieren wir:

DEF.5.4b: DV{AB,CA)i== riir A,3,C paarweise verschleden und kollinear.

Dieses, Symbol co ist kein Blement von K und daher ist M: ﬁ,\i;-K uiedd
mit ,El L= M und A,u =00 aire Bijekbion.
1 ome :{ A=(oot, +B0) 1ot co= % = -;— fiir x, ¢ ﬁx\fO}

ist kein horpar.
(£) Bs milt: U(A,B8;C,X) < DV(4,B,C,X)=~1.

Jew.: Lu den Punkten A=U, B=0 und C=E konstruiert man den vierten
onigcaen Punkt X cnt«*prechr‘pq der neben~ 4 2

wien Inzidenztabelle unter Lenlitzung "2 u
Vierecks {1,...4} . lan erkennt daraus -3ty
4,8;C,X) < X1,=0 & X+E=0, N
ac SJ, Folg. 4 ist a4 ein K8rper- X 0=8 E=C U=4
‘sowor“ﬂlsmus : AB""“ K, also nilt X+E=0 = (3 +L),u ~O,1<‘—-f,n{/~+p,u ~O/4.¢9
DV(4,3,0, )+QV B,C C) Dv(a, 3 C B) o=
ch d1 },m«.o

DV(4,B,C,X)=-1. &
(g) Sind A,TB,C D,k fiinf kollineare Punkte mit A,B,C
naarwoeiss verschieden und A,3,D paarweise verschieden und A$E,
il% DV(A,3,0,D). U\I(A,D,D,b):DV(A,D,C,L,).
tiplikationsformel flr das Doppelverhdlinis'.

Rav.: a=al, D= §K und wir normicren so, daB C=(a +§& K gilt.
D= OK= gx a+l g{h =DV(i,B,C,D)=0's A+0 wegen B+D.

= tli=( e+ b K = D\/('ﬁ. 3, & ,it)=e. ‘

‘m DY (4,3,D,E) zu besd muon, normen Wir

Mi=il, 62 8 S Ao AL o n Lotorl = Ged% &=>DV(A,B,D,E)= ed”.
Insre sant gilt daher

pv(4,5,C,D).DV(A,B,D,E)=ded™ =e=DV(A,B,C,E). ¢

(h) Seien A=4K, B=tK, C=tK und D=dK vier kollineare
Punkte mit A,B,C paarweise verschleden und A+D=> 1 = A+ b2y mit
Ao A 0 A (3-0(,44.*-6,4.14 mit 4,40,

Um hieraus DV A,B,C,D)_zu berechnen, pormen 'vir um:
Ghe=illy by = =>/Lmﬂ*£-==>fj’z0?,ao+é/u4=mA o S fae
Da(o:,uo”/\w%@z,ud “)K =

4 Lo, 2s
DV(A,B,C,D)= st Ayt = e
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dir wollﬂn eine noch allgemeinere Formel fiir das Doppelverhdltnis !
herleiten: Auf der Punktreihe {20 mit ¢K=P#Q=9gK(= {4, 1. u.)
sird die vier Punxte

A= ohl _Eu :,J-q,H%L, B= (.vh-(qb, +qb4 MK,C= +K=(q co+opca )K,

D= b 4 do+ q 44 Jii_gegeben mit A,B,C paarweise verschieden und

isD. Dic Pux:be h,3,C,D haben also beziglich P=¢K, Q=4K, E=(y+9)X
die homogenen Reihenkoordlnaten 8,%8,, Dotbyy Coic,, 4, d4.

uswel Punizte 4,3 mit den homogenen Reihenkoordinaten as:a, baw.

o, B, sind genau dann verschieden, wenn:

q 'xQMZ 45 G Dot b4} l.u.< aus (Ga,+gaq)A +(o; b°+o;b4()f=a folgt
O, )

\A ,,a) 0 & u s homogene Gleichungssystem a,A+b,u= aA+b,u =0
cestat L(,., nur die triviele Lisung <= |8, bo ~a_b, -a,b, 0

a, ‘b4 o™ 40 . !
iy driickern zuers und 4 als Linearkombinationen von ot und & aus:
4- ap. +ép. =(4a, +ma4 po+(<gb +4b 4 )p« =
=8,Pe+bho b . be -~ Q. - oy B Qs
O=a4§>:+b g:}z"“ Eyr Yok ) Sl wy A“‘?‘f upx -6z ;
menso: —uqc+6q4=(<;a +48.4 )9, +(4 Do +yb 4 Ya. = !
O=a.,qo+b Qa —ud a.,
1=a q°+b:q4} groazrb g

1=qc.+qc4=(ctz—lr %‘)ca+(-—a ey )c4-vu(b Co-bocy )+er(-—a,,c +agc, ),
. =12,40 wegen B#Cl=: 1, +0 wegen C#A
d=qd,+qd =0z (b, d,~b,d,) )+er (~a,d,+8,d,).

e =130 wegen D#A
Nach obiger Formel gilt: DV(A,B,C,D)=4>. l‘;‘- =
8, Co b, dl
a i C4 'b4 4
DV(4,B,C,D) = b Col |a. d
b, ¢, a,

Anwendung: Wie #ndert sich der Wert von DV(A,B,C,D) bei Anderung i
der Reihenfolge der Punkte ? ‘

(I) Vertauschen der Elemente im zweiten Paar fihrt das Doppelver-
hdltnis § in seinen Reziprokwert J iiber (trivial).

(II) Gleichzeitiges Vertauschen im ersten und zweiten Paar &dndert
das Doppelverhdltnis nicht (trivial).

(II1I1) Vertauschen des mittleren Paares fiihrt § in den Wert 1-4 iiber:
{0.C. = ascal(boda = bads

1—DV(A,B,C:D)=1— (tn:‘ ‘ob.cc.)(oadd.’-q‘g\:) . )

Nun ist [{b.c,~b.c, )(a,d,-a,d, )-(a,c,~a,¢c, )(b,d,~b d, )]l=

=[~(8°b4 ‘aﬂbo)(ccd4"c4aos :‘19 o o ° 4' o

14DV(4,3,0, D)= ezt ed by (4,0, 3,D).
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Vier pasrweise verschiedene Punkte A, 3,0,D gestatten irsmesant

4]=24 Anordmungen, Jede Anordnung karn aus dor nborunat;( ,J(Jﬂ)
durch Vertauschurngen gewonnen werden, die sich als Zusamrensetzunsen
von (I), (II) und (III) ergeben, z.B.

DV(A ,6,D)= 8 = DY(B,A,D,0)= & "Em DY(B,A,C,D)=8 DV (3,0, A D) =g
Lt DV(C B,D,A)s1- 8" = DV(C,D,B,A) =1~ (1-67= {‘»‘—‘2 DV(C,D,A,3)=

Damit gilt:

(IV) Vertauschen des ersten Paares mit dem zwelten Pear #ndert
das Doppelverhdltnis nicht,

Unter Beniitzung von {I1)-(IV) kann fiir alle 2% Anordnungen von vier
paarweloe verschiedenen Punkten das Doppelverhdltnis berechnet wer-
den {in der Ubcrsicht ist das Symbol DV weEgelassen).
(4,3,C,0)2(B,4,D,0)3(D,,B,A)2(c,D,A,B)= &
(4,5,D,0)=(B,A,C,D)=(C,D,B,A)=(D,C,A,B)= &
(A,C,B,D)=(C,A,D,B)=(D,B,C,A)=(B,D,A,C)= 12§

(A,C,D,B)—(C, ,B,D)-(r,D,C,A)=(D,B,A,o)= (1-4)71
(4,D,B,C)=(D,4,C,B)=(C,B,D,8)=(B,C,A,D)= 1~ ¢ *
(4,D0,0,B)=(D,4,3,C)=(?,C,D,A)=(C,B,A,D)= 1-(1-§) "

Disse sechs Wertbe J,Jﬂﬁw&(1w0",4—crg A-(1-8)"" mis de N{0,11}
miscen nicht alle verschieden sein; z.3. vei harmonischer Lege

treten nur die Werte -1,2, % auf.

4) Wird die Kollineation w=: T (M (K))
lineare Bijektion f zu £ dargestellt, so
v(4,2,C D)f DV(An,Bwv,C%,D2) fiir A,B,C pw.verschicden und AsD.
Definieren wir susAtzlich wf=w, so stimmt die Aussage auch fiir A=D,

Bew.: A=uK, B=f K, b"tL~(MA+4u)K mit &n@} l.u. und %¢~rh
Umnormung ergibt a?— &, bp=: &‘?Awu{h’ B= K, C=(d+ J/1¢

D=d ¥ kollinear 4,3,C und o.0.d.A, DA = <} Ax+ b mis
x=DV(4,B,C,D).

Ar=(K)we =( & LK =: ', Bw =(f LK =K

C= [(H + £ ) TR =(Rf+E 1)K = (bt )K", also ist bereits richtie
normiert.

D#E=(POIK = [(Gxc+ 6) T 1K = [(He) ()4 (F)] K= [ (B )b =
DV(A=,Be,C»,De)=xf=DV(A,B,C,D) . &

5) In einem projektiven Raum T (4(K)) mit 3 & Dim ¥} <o AL
konmutativ gilt: Genau die doppelverhdltnisireuecn FKollirnestionen

sind die projektiven Kollineationen. Jedc Projektiviitiy ist
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doppelverh#ltnistreu. Jede doppelverhdltnistreue Bijektion Rya— R,
igt eine Projektivitdt.

Bew.: (a) auPGL(TI'(v)))ﬁ'ae-a§ nit £ linear, d.h. f= D% erhilt
das Doppelverhdltnis.

(b) x: R~ 4R\ ist eine Projektivitit =

o 148t sich zu einer projektiven Kollineation & fort tsetzen
(vgl.3.6, ¥Folg. 6),c1 h, & 1Rg =« und es gilt DV(Aa( B, cu , Do) =
—DV(A{J( B CO( DN)—UV(A B C D) :

(¢) Sei x:Pe™ R eine doppelverhiltnistreue Bijektion. Auf g
existieren drei paarweise verschiedene Punkte A,B,C ——vf?Aa(,Bu Cat |62
sind paarweise verschieden, Da in “—Pp(':‘V kommutativ) der
Fundamentalsatz gilt, existiert genau eine Progektlvﬂ:at B mit
AB =Au,BD =Bx, Ch =Ca. Wendet man auf einen Punkt Xefy die Bi-
jektion « bzw. B an, so gilt nach Voraussetzung bzw. nach (b):
DV(A,B,C,X)2DV(Ax , B, Cot, Xo) }::mit A=A, BA=Bx,Ch=Coc damn
DV(A,B,C,X)%DV(AR,BA,CR,XB) o v :
DV(Ax,Bet, Cot, Xt ) =DV (Ao, Bex, Cox, XB)

Da das Doppelverhéltnis eine inhomogene Reihenkoordinate ist (vgl.
Folg.3, Bem.c), wird die Lage eines Punktes Y beziiglich der Punkte
Ax,Bx,Cx eindeutig durch DV(A«,Be,Csx,Y) bestlmmt = Xua=Xh V x eps
= =M= x ist eine Projektivitit. Se v
(d) Ist = eine doppelverhiltnistreue Kollineation =% '
2 f,:2s R4z ist eine doppelverhdltnistreue Bijektion = aelp, ist
eine Projektivitidt.Da nach Voraussetzung T endlichdimensional und
desarguessch ist, ist nach Satz 3.7 ® eine projektive Kollineation.

Bemerkungen: (a) Die Aussage von Beweisschritt (c) kann abgeschwichs
werden. Wir haben im Beweis n#mlich nur beniitzt, daB « eins globzl
Abbildung ist, welche drei bestimmte pw. verschiedene Punkte A,B,C
auf drei paarweise verschiedene Punkte A«,B«,Cx abbildet, und dafll «
doppelverhdltnistreu ist. Dall x eine Blaektlon ist, braucht man
nicht zu fordern.

(b) Wir wollen eine andere Abschwichung von (¢) dis-
kutieren. Sei « :fs—~fn eine Bijektion, welche harmonlscr Lare er~
h&alt, d.h, es gilt
H(A B :C D)=?H%A1x BwjCxDx) fiir alle harmonischen Quadrupeln. Logisch
glelchwertl{r in T,.p 1st nach Folg.3,0en, £ die Porderung: & .
DV(A,B,C,D)=-1 = DV(A«x,B«,Ca,Dx)=~1, Wir fragen: Unter -welchen
Bedlnp‘ungen folgt aus der .’[nvarlanz der harmonischen Lage dis .
Invarianz des Doopelverhaltnlsseg, sodaB « dann eine Projektivitit
isgt ?
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Zine Bijektion x:RgRn  in TUN)) mit K kommutativ, welche
aarmonische Lage erhiily, ist eine Projekbivitdt, wenn K nur den
trivialen Automorphismus gestattet und Char K+#2 gilt.

Jew.: In Ry existicren drei paarveise versciniedene Punkbe A=al{ , B=bK,
U=1K und es pelte o0.B.d.A. 4=asl. llach 5.1, Folg.4 ist dann

a RN K nit X= K eRN\ [AS)»-—»,{GIL fir e=ux+b ein Kbrper-
isomorohismus Rq — K, wenn zur Algebraisierung A=U, 5=0,C=£ ver-
wendet werden.die Bijekbion x 1 Rq— My leistet A« =10, D=1 4K
Ca=:v' K rit 1'=0'+6(0,B,d.A) und x(oc—(mx 24K fiir X a'Pa\[A Vs

wobei A RN (AT —K nit Xale Ra\{A']) - xteK ebcnf'xlls'cln )
Lorperisomorphismus '19.». —— [ ist. Die Abbildung fr=a "« a K —K
igt eine .)lJCn‘LlOIl, wobei nach Def.S5.4a qilt: x -DV(uoc B ngx{cx)—

».u;‘"DV\’& 3,0,X)f. Wir beweisen zunidchst, daB £ ’f"s sy ’ﬁn ,
ein Yov‘perautomorphismus ist. P K H B(,,'-l
Aus sy=im_ folgt 0 v[x,y, sodaB X, Y (%) « ™ drei paarveise

'». hiedene Pumkte mit den homo;zenen “elhonlxoordlna‘(en (1:x
{(1:7 3 (1: ——-'“) beziiglich A,B C sind; zusammen mit A(0:1) 1lefert

wolg ,o), Ben. h 4 4 l l
X 1 . X
DV(X,¥, X*Y ) = ——}M"-fi— - = -4 = H(X,Y;—%I.,A)
y L:J 'x 4 .y

oi . Ja b}, Andererseits haben
: xéﬁ)“ u g}lf‘i}l Ac‘x,tﬂh Cec wegen .L—-/.L""’ot/).‘ die
zwu( abdy s zusamuen it

und donit nach, V%" issgbzune (X« s 1%
¢ be
Kee=3gu %y T =

inat "l‘

Ax (0:1) nalorr zy oben l“e}er*
X x*Yn(

'.‘)"I(Xc.,';p , TS Ao(,_—. == H(H&, Tey ™7, Ax). Da ein Desarguesraum
o] i Xy . X .\’Eg A e ; 7

(OI‘ ) ()u_Y_) % ~-?r( R o&*‘)}i’: 5 /u =« somif

EERE W M —y‘")f fo ke (2L 3E ),u,

x4

(232 f= .i,__yf
Ja diecse Gleichung fir x=y tzivialsrwelse gilt, izt sie fiir alle
x,yle K gliltig. . o '
Uoreniw=s = la=Bx ist Of=0 und mit y=0 daher (%) f=% fiir x+0; diese
1 lzichung ¢ils aber aunch Tlir x=0 und damit filr alle % <K, :
(= ijw —’21)1 und daher (x+y)f=xi+yf Vx,v e K;
qu ein Idomor*mlumus der eadditiven Gruppe (K,+3, sodal
xi) silt.

Aus x#[0,1 und Char K42 folgh x#-x A —x#1, sodaB die Punite A=xu)'
—u:«( ) “‘ C=qu™ jvw:".-rclse verschieden sind, ;und die Punkte X,-X,C,
Ta(x? ﬁjx ! haben btezliglich 4,3,C die homogeneu Rpiherﬂrooidlnsten

’1 %), (1:y),(1:1),(1:x%), _Nach Folg.3, Bem.h gilt .

Y I 2 Y v w2
(=X, %,0,xX )= i T =e == H(~K,¥;C,X°)
4 % x*
urd damit nech \.’or:m%se zung HGX e, Koty Cxt (‘x VoY And 2its habcq

(=X = (=X ), Xocmzg il , X2 = ( Kot Xo(,u)u ‘bezuﬁllch Aoy Box, Coc w gen f=pep
homocens 1\8*1[10”1.&\001‘(;’4“1?1\401} (1:(=x)%), (1: X_l), 1 ,’l), (1: (xf)"),
'I.A., susammer mit (~x)f=-(xf) analog 7 oben liefert

7K ), Kok, Cot ) (X2 )et) -—.::;u(f X)et, Loty Gt f ) ). Da ein Desarpues-
“ﬂu.u vorller“t, gilt (Xx=(X«)* und \regen Af ' T somit
(X)) = X,u.f,u x* V= (X )> = (xf)"/k" =

x*f=(xf)*.

Diese Gleichung gilt wegen Of=0 und 1£=1 ( wegen: X=C = Xx=Co)
fir alle x¢<K. Damit erhdlt man:
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ey )t 1= (X eageny ey ) Fu(x ) Pe (xy ) E+ (o Yo+ (32 )F ] = (xy ) Ee (xF ) (3
%g&grr-&fﬁ)ﬁgrf+(§f>(y§’§f(x}(>g3>1§§fg* (‘g?ylé(;;)(y )

f ist also ein KS8rperautomorphismus.

lach Vor. gestattet K nur den trivialen Automorphismus =»f=1 ,

Dann ist aber DV(A«,B«,Cu,Xx)=DV(A,B,C,X) Y 4,B,C,X]|¢R, mit

4,B,0 pw. verschieden, sodaB die Bijektion « doppelverhdltnis- i
treu und dabher eine Projekbtivitdt ist. ’

Insbesondere gesbatbten § und R nur den trivialen Automorphismus, ’
also gilt: Bine Bijektion: Pg—=f, in TN (Q)) bzw. TUH(R)), welche

bharmonische Lage erhdlt, ist eine Projektivitit (Fiir K=R ist dies "
Ger "Satz von STAUDL"). v

: {¢) In einem endlichdimensionalen PP-Reum T(H)E))
ist eine Projextivitit «: s, eindeutig durch Ar—~A', B+—B!,
Cr= (' festrelegt. Fir g=PV @=(14 K)V(4K) haben A,B,C Dbeziiglich
43,45 und (4 +%)% Qie honogenen Reihenkoordinaten (acsias) Dbzw.

(0o :by) bzu. ( Ceity); analog sind filr h=R VS=(# K) V ( #K) beziiglich
k), (), (r+f)K die homogenen Reihenkoordinaten von A',B',C!
dann (abralh (bi:vi)(cdiel)und (xa:ix40bzw.(x5:x)) von X bzw. Xet.

reh Foles.5 ist dile Projekbtivitdt x doppelverhdltnistreu, also

1t DV(4,5,C,X)=DV(A’,B3',C' X)), woraus mit Folg.3,Bem. h folgh:

gn.. c.} be x.l !a.‘ c.‘l be x

Qe Ca ba Ka ar ed b Xy
. = .
oe Gal lu. x.l bs (o al x
\
b4 Cq as x¢ b ¢4 o4 ¥

Durch- Ausmulyiplizieren und Umbezeichnung entsteht die Bilinearform
. ' r %'+ ' s X! - € “).
%o0%o¥e T XoaXoXa ¥ %1oXq%g * Hq¥q%Xq = 0 K )
Durch Aufl&sen nach den*Reihenkoordinaten von X« erhdlt man

LI ' - - . q o
xg 1 xym =CogaXg + oqgqXg) 1 (g o Xy ¥ g%y) (.
Da o« eine Lijekiion ist, muf eindeutige Aufldsung nach Xo:xy

514 e | Res ey [ %o Koyl . .
moglich seln; woraus Xon ca:; I¢O<r:-> ixm ot det(oc1k)¢0 folgt.

Die Bilinearform (*) hesitzt also nicht verschwindende Determinante
und ist daher nicht a2usgeartet.

Umpelkehrt beschreibt eine Bilinearform (*) mit nicht verschwindender !
Determinznte eine Projektivitét. Die Dilinearform (*) ist mit (%)
sleichuertig und (%) Deschreibt eine Bijektion «:Re— Ru, da die
Determinante nicht verschwindet. Um « als Projektivitét zu erkennen,
fiihren wir in T(4) eine Zasis so ein, daB 4 =, =04 ist; dann

rilt fir X(eRa )= el=(;x )=(4.%" v aDK, also L=(x°,x1,0...0)K.
wbenso gilt in einer zweiten Basis mit ¥=t., £ s5e, fir X'(6Ru)=kK=
= (opxd=( 4, %% 4.2V, also X'=(x%x",0,...0). Damit sind
(x%:x*) baw. (x°':x*) homogene Reihenkoordinaten (x.:x,) bzw,
(xh:%3) in He bzw. R\ . .

Unter Beniitzung dieser Basen ist .

W (R, x Y, kMWK (xS K K Y Koo TR X A X 2, % B L MK

CXay e Ol ] “Roy oy

N HKon s Dae.e B : 3

gegen | %p0 %o St S o= . y 0  eine projektive Kollineation
X3 Blao

: RO SR
TG —= T ¢0) und wegen &[4« 18t « eine Projektivitit.




- A5G -

(@) Ist «x:Ry—Ra eine hyperioliscin Irojoictivitiy
im ¥P-Raun WA (W)) mit den beiden Fixpurnkhen ¥ayifsy 80 £il% fiir
alle Punkte X 61125\{1",],1*‘2}
DV(F,l,Fg,X,Xoc)ﬂ»:onst “charakteristisches Doppelverh#liris der
(8

Projektivitit of').

Bow,: Seien X,Yle
]Lxlbnlatr eu,; d.h,
h)'s tu,bz,X,i'): Vgl*‘,,,b 2, X, Yoc) Fach Folp.3,lem.g rilt:

o<) Dz dis linken Seiten
,1'-:o<) iibereinstimmen ==

Qs\ﬁ?q ,FP}G Tst x projektiv = « ist donpelver-

DV(F g, X, 7). DV(E, Fq, ¢, Ke)=DV (i, I'2,%,X
Dv J.‘4,L’7_7[ ). J)V(l',‘,yl )\0{ ,LO(\ I)V l' iy
DV u,»-z,:\ TR ) =DV (i ) e T, Yo p
DV(ity l,}L,,{«) Tvonnt Vs ps\{u.,

Die Besch Smung einer I
gtrahl g ist eine hynerbolischoe
und a2, Flir je zwel Koll’meationsgtra}x .en slnd die Be cnrdnkun,gen
durch eine(sicher doppelverhdltnistreue)Perspektivitit ge 5

koppelt und daher ist es sinnvoll zu definieren:Unter

. E
S0 5e.0

den "charakteriutischen Doppelverhdltnis einer X 1
Homologie" wversteht man das charakteristinche ZW A

Doppelvernilinis der Beschrinkung der Homologle
auf irgendeinen Kollineationsstrahl.

In T (40 (D)) ist genau iz die Lyperbolischen nrojekstis ine-

- . v . , . - - -
volutionen (bzw, die harmonischen liomolegien) das charsithberisbische

Dopnelverhiltnis ~1.

‘Bew.: Mach 1.10, Folp.8,ITI sind die 1
volutionen &« menau jens abbildunsen, v
lassen und J"1)z 1‘}5 oL H\{

H(l' 4, g X, X X e R\ {74, 77, ‘
DV(J«:,L‘;,, Ko)=1 VK € g\ {Fa,kg . &

Folg. 3s Bem. f

Y

(o) Die projeitive Selbshabbildy
dimensionalen PP-Raum T(H) (X)) wird durch eine D
QooXoX b + oy HoTl + KaoXy g + Xt X5=0 nit det (xik ) # O neschrieben;
debeli seien sowohl xo:x4 als auch 140.*{4'}-0*10"@0 neihen 'onr@J 1atel
beziiplich g (=tK), 94 K(~ 6K) und (g k();)nv i :

c\':»ﬁg*"fﬁg im endlich-
ilinanelop

ir einen Jimpunkt © von o
Filt Lol =081} LL a1, gafi=tfg mit geiN{0] =

Koofofo@ +Xoafo f§ +o(.‘oqu‘.§ +o<“f,‘f4g =0 =

Kool d +(Kost Kao) £y + oty £4 O dies ist eine quad
fiir £4,:54, wnlche in Lommu iven Eorper K fiir «+t
LEio\mgen begitzt.

Speziell Tir die Identitdt ( {j,ilt YOSh T 4
X%y ~ tyxb=0 beschreidt die iden '+"~‘7; die Noeffizi
quadratlschcn Gleichung fiir ihre Jllzpurkte verschvinden 2

Zwischenbemerkung:

Ist K ein kommutativer Kirper und p(x): «Xp x* ein Polynom
m-ten Grades mit p,eKAp +0am1 und iat acK eine Nullstelle
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von p(x) (also p(a)=0), so existiert ein Polynom q(x) vom Grad

m-1 iiber K mit p(x)=(x-a)q(x). Besitzt p(x) keine Nullsfelle,in K,
80 gibt es einen kommutativen ErweiterungskOrper € von K (mit Og=
=«Og=20) und ein Element #¢K mit p(&)=0; gilt Char K+2, so gilt auch
Char K+2, Ein KSrper K heillt "Quadratisch abgeschlossen", wenn
Jjedes quadratische Polynom iber K eine Nullstelle in K besitzt.

Zin Korper K heilit "algebraisch abgeschlossen', wenn jedes

Polynom iiber K eine Nullstelle in K besitzt. '

Damit gilt: In einem endlichdimensionalen PP-Raum W(4(K))
existieren elliptische Projektivitdten (und deamit z.B. elliptische
Polarititen bzw. fiir n=3 z.B. ovale Quadriken, elliptische Iietze)
genau dann, wenn K nicht quadratisch abgeschlossen ist, .also z.B.
fiir K=R, aber nicht fiir K=C. ' '

Ist T(AO(K)) ein endlichdimensionaler PP-Raun und x eine elliptiscic
Projektivitdt, so existiert ein projektiver Erweiterungsraum T )
so, daB « in D)) nindestens einen Fixpunkt hat; ist sveziell
T (4 (K)) klassisch, so ist auch TT(@(E)) klassisch und die ellip-

tische Projektivitét ist in T #(K)) hyperbolisch.

Bew.: Die elliptische Projektivitit o:fg—Ry wird durch eine.Bi-
linearform beschrieben,in der x«+0 gilt, da (0,1) kein Fixpunkt -

ist. Die Bestimmung der Mixpunkte von x filhrt daher auf ein
quadratisches Polynom p('&), welches in K keine Tullgtelle besitzt.
lach dem Hilfssabz existieren ein Krper K> K und Zelkmit p(8)=0a ¢K.
Wach Auswahl einer Basis in 1) kann ©(K) mit dem_srithmetischen
Rechbsvekbtorraum & "*4 identifiziert werden und 8 "** umfaft 27,

Der projektive Raum (&R "** ) umfalt TN E))= (@ "**), Die Bilincer-
form beschreibt nun eine Projektivitit &: g f¢ mit & |R,=« vnd & hat
in T@"* ) mindestens einen Fixpunk’, ndmlich den Punkt nit der
inhomogenen Reihenkoordinate &. ‘ :

Ist Char K+2 # Char K+2; dann ist & hyperbolisgh:

{ind.) Da, p(%)z0 gilt, existiert ein Polynom q(7:) vom Grad 1 iiver

K mit_p( % )=(- 8)q( {i )y das lineare Polynom g($)=:&% 4+ + 4 nit
%:Ble nat in K stets eine Nu(llﬁi:el}cf(und)diese ist (_Lin}x parabolischern
Pal)l ebenfalls &, Dann gilt q (), =S (£-8) mit T€K\O} und dsher

D{ B )= woot (ot o) Bt e (577 = S(E 5) =3 ((I%Lo Y -28 f£48%).

Diesc beiden qquadratischen Polynome stimmen genau dann {ibercin,

wenn ilt: aw= §s Kou+ Kao==28 T, doo= E°¢ und daher He- SFLES = FeK:
Widerspruch. “

Der letzte Schluf versagt fiir Char E=2,

_ (£) Fiir x:Re—= £ in T (& Deitt: Die nicht ausgeartete
Bilinearform (*) in Bem.c beschreibt genau dann eine projektive In-
volubion, wenn ®e=®., d.h, venn (*) symmetrisch ist.




Dew.: Mir « A...(xo.x4)r-Xm...(x° X4) gilt
KeoX X+ oX Xy + KX 41X 5+ XAt X 4X | = (*).
Lst Xa*=X, so folet aus (*)
®ooX §X, +c<mx°x,+c(,.°x X ot olan XA K, =0.
uurvn uuouraktlon ergibt sich Xe
xﬂwcu, -~ xh %) + «40(:c4*f' -k X,) = 0= lxq ,(-l\om xa0) =0
Diese G2 CWCAanT £ilt fir alle, Z(und Xe) und WVegen okt °sttlerL
ein Punkt X mit X+Xe, also ] 40 T Xoi™ Kao s
Gilt umselreNTt oy= Xao , 80 bleibt (*) bei der Vertamuschung X+—=X« A

4.
Lo X ungedndert B ist elne projektive Involutiorn, fallsg auBer
dem x#4;fUr v ist nach Bem.e «g.=-at,o und wegen Char K+2 dsher ,@4¢dwu

A 4

{(g) ¥Wir ervihnen einl e Aussaan flic_einen
Jektiven Raum (W (E)) mit dim TMW(E) )< und K nicht kommutativ.
2 PG (T'GOO M &% wird durch eine halblineare Bijekyion f be-
scirieven, die zu einem inneren Ldrperautomorphismus.f:xv=a ¥xa
mig a.él\{o sehdrt. Line projektive Koll*neatlon ist nicht not-
QOﬂnolvernaltnl sreu, denn x=DV(A,B,C,X) geht iiber. in
L modifiziers dnhcr uen Dowpelverhdltn¢soeg;1ff fir den
1'uhu 101muu°t1Vcn Fall:"Unber einem Dopnelverhdltnis versteht man
ze aller zu einer festen Zahl x ¢ K konjugiertern Zshlen", d.i.
yzq“xa 4 aéii\[oii Bei Verwendung dieses Donpblverhaltnis»
res £ilt ’
ﬂ‘(m(m)»=%za ist doppelverhilétnistreu. Trotz dieser lMedifi-
ist die Umkehrung dieser letzten Aussage immer noch falsch;
3,70 kennzeichnete 19351 jene spezlellen nicht kommutativen Korper,
Uber denen jede doppelverhdltnistreue Kollineation projektiv ist.

&) Wir wollen fiir einen endlichdimensionalen PP-Raum den Doppel-
verhdltnisbegriff verallgemeinern.

DEF.5.4c: Unter einem Bilischel & von Unterriumen U; versteht man
eln Biischel von Hyperebenen eines Unterraumes U, des
rojektiven Raumes V. Der Unterraum U, heifBt der Biischelraum
und der Durchschnitt Uf aller Unterrdume U; der Trigerraun des
- Blischels.

Bemerkungen: (a) Speziell fiir Uééﬁ erhdlt man die Hyperebenen~
biischel von T. -

(b) Der Trégerraum U;iist eéine Kogerade in Uy und
eine Hyperebene Jjedes Unterraumes U;e¢4. Haben die Hyperebenen U;
des Biischels &4 die Dimension k, so ist dim Uy=k+1, dim U.=k-1.

(c) Fir k=1 ist dim Uy=2, dim U;=0 und 4 ist ein
Geradenbuschel.

(d) Aus 3.2,Folg.5 folgt, daB eine
Gerade in Uyz,die U, aicnt trifft, Jeden Unterraum des Blischels %

in genau einem Punkt schneldet. .
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DEF,5,43: Ist g eine Gerade, die im Raum Uy des Biischels f liegt

und den Irdgerraum U, des Blischels & nicht trifft, so
reiBt Jene Lijektion zwischen den Punkten. von g und den Unter-
réumen U, von J, in welcher Ur- und Bildelement stets inzidieren,
cine Persrpentivitib. ine Punktreihe heifllt projektiv zu einenm
Lischel & von Unbterridumen, wenn sic projekbtiv ist zu einer Punkt-
, uszlche zun Bischel & perspektiv ist. In einem Pappusraum
verstent man unter dem Dovpelverhdltnis von vier Unterrédumen eines
Siisenele & das Doppelverhiltnis ihrer Schnittpunkte mit einer
sepsrnextiven Punktreihe,

pelverhélitnisdefinition ist sinnvoll,
dngt nicht von der Auswahl der Geraden g

/]
nilt B*pc;n?f:Aa- (d=M...n) und nach Def.5.4d ist DV(U,,U,,U 5, 4)
DV (4, shoyhzady ). T q it g cUga P3 Uy =>3 pu nRa=:
und fir g+3 ist zu zeigen: DV(A JA ,A 4) D\I(A ,Aq).

Bew.: U ,172,35,7}41%,\' gef mit U, o RyaUy=P; nach 3.2, Folg.5

¥2ll 1: ¢ schneidet g in S=»84¢ Up. Sei o0.B.4.A. A,‘#A (d.h. A{#S),
50 zilt Pz ¢ Tp wegen Y, P | $U; und Raxcfly, nach Konstruksion =
F*Z=,1, N Up, da nach 2.2, Folg.) Jjede Gerade in dem projektiven
‘ilaum U4 eine Hyperebere UT von Uy, in der sie nicht liegt; in
genau einem Punkt trifft. Line Elation & mit Zentrum %, einer
ichse durch %3 und A, = L, fiihrt g in g iber, wobei die Unberrdume
von &b f‘est’*lciben, da sle dag Zentrum Z e Uy, enthalten (vgl.3.4,
¥olr.5), und leistet daher auch Ajk—~— AJ (3=2,3,4), Die perspektive
Aoll:-nec.tlon ¢ 1ist aber doppclverhdltnigtreu.

fall 2: g trifft § nicht. Wir kOnnen #all 1 zveimal 'mwerden, wenn

vir eine Gorade ¥ ormefunden haben, wvelche g

und 7 trifft (= Ry ¢ Uz) und Up nicht g

trifft, Zlle Goraden durch }fépé,welche Uny

schneidon, liegen notvendip im Unterraun XVUm, 'Ps 2Py,
:2lcher oine Ilyperebene von Uy ist,und

Be fiir n=3,k=2:U;=T*,2 ist ein Ebenenbiischel

£, aus 4 schnelden eine zu h=Us+ wind-

sol deutis bestimmten Punkten A,B,C,D und es
is D)Adl)le in 4,14 ausmesnrochenen Deflnltlonen
ci 5.44.



¢ liegt nicht in XY Uy, do sonst mach Axion I, cin ixnt Rgnfy,
a

exintiert (vil.Migur). Mmech 3.2, Tol~.5 bat drher die iiymerebnone
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SBATZ 5.4: Tine Autokollineation ® eines endlichdimensionalen

projektiven Raumes itber einem ilechisveirtorraim cu einen
kommubativen XKérper K ist genau dann projeltiv, wenn % durch einen

) & [® k]
Vektorraumautomorphismus beschrisben wird. Genau die projektiven
§

Rollineationen sind die doppelverhilltnisireven iollineationcn., Die
doppelverhidltnistreuen Dijektionen zwvischon
die Projcktivititen. Dic projektive Grupre

gruppe der linearen Gruppe des
gruppe. Gestattet K nur den trivialen Automorphismus, =0 ist jede
Kollineation projektiv,und jede DBijckiion zwischen Pun

harmonische Lape erhdlt, ist einc Projektivitit.

5.5, Projektive Korrelationen

Bei einer Korrelation &: [ —T* poht gine B
Lyperebenenbiischel mit der Kogerad ad ols
Projcktivitit zwiaschen einer Punlitreihe uni
vurde in Defl.S.4d criilirt, Dics lern
wvelche Def.1.11b und Def.4.5a umfallt:

folpeide Uzlix

Dig

Beschridnkung auf eine Punktreihe eine Projektivitd@t ist.

Wir untersuchen projektive Korrelationen eines projektiven Raumes
iiber einem Rechtsvektorraum W(E), wobei K nicht notwendig kommu-
tativ ist. Dann gilt: :

Eine Korrclation &: T(4 (K))— TW*(&)) (3 & Dim ¥ <oo) ist renau
dann projektiv, wenn die sie beschreibends nichinus—esn

Sesquilinearform 6 :¥x¥—=K eine iilincarform is%., Projeittive

Eorrelationen existieren genau dann, wvenrn & llomrmutabiv ist..
Bemerkung : Hieraus folpb: In einem endiichdimensionalen rro’ckiiven

wum Uiber einem Vektorraum gilt der Hatz von Parnus-Fozcal gensu
dann, wenn der Raum eine projektive Korrelation restotiet

2.

Bew.: {(a) Ist § eine projeitive Horralatiorn == 3 aeq
ist projektiv, s gibt daher eine Gerade hé q , welche dis lnreraie
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aé nicht trifft, und die Abbildung o:Ra—A, mit X Xw=Pn P
ist eine Projektivitdt. Da T(40(K)) ein Desarguesraum

ist, 14B%t sich die Projektivitdt « nach 3.6,Folg.6 zu einer
projektiven Kollineation # fortsetzen, d.h. %[, «, Nun wird

% € PGL(T,,) durch halblineare Bijektionen g:¥) —~1) beschrieben
und nach 5.4, Bem. vor Folgs.q kann g sogar als lineare Bijektion
gewdhlt werden (also f=1). Wird die Korrelation d durch die
antihalblineare Bijektion 8e:0—1 zunm Kérperantiautomorphismus
8f:K—K beschrieben, so gilt: '

a=PQ mit P= 4K+ql=Q A X eQa: X=k=(gr+4u)K =

Xé=(ek g =K (1 £ )KL (g2 +au) L 1-KL (A1) (4%0)+ (1 2E) (42 10)].

X %= (%K)xgﬂ({g)!{ﬁ{(qu'q,u)g]Kt[((%g)?\-&(o;,g),u.]ﬁ{ . .

Aus X =Xe und X« I X6 VXef, folgt

«(A%1) (g f)+(,uaf)(op £), (‘gg)M(Lys),u) =0 VXefRa&>

()¢ 81, cég”\ +(A%E X8t qe0u + (121)<g? £,88on +(® f)(q f,o;.g),a =0
VO € KN0,08  (*).

Speziell fiir 7\-'1,,0.—0 folgt (g f, gg> =0; fir A=0, g =1 fo

(0;« f,4p% =0

Daraus folgt i‘ur?x = 4=t <<§ f,o;g> +<vyaf,tgg> =0 (1.

Es gilt <(42f,4z) =:c40 (ind. <¢%f,q g =0 & PJ TQu =Qu = Pwx =Qu:
Widersnruéh zur Injektivitdt von o ).

Wir normen gemaB gi=gc “1 um und e:rhalten

4’f,Ge> =<g%f, (qe"Ng> =<4®f, (gl -<g,af,qg>c-4 =1.
Schreiben wir i.f.statt § wieder ¢, so lautet (%) dann

<4 i‘,vpg) —-<0y £ qg) —'l,und damit liefert (*):

(AB2) u ~(p®E)A =0 V(A,u)ék N\ {(o,01. ‘

Speziell fiir p=1 folgt A Bf= Vke{xzﬁ Bt =

= (¢4 )6:= A ;%7 ist eine Bilinearform und daher K kommutativ.

(b) Sei 4 eine durch die nichtausgeartete Bilinearform (x, )G =
= {x® fy4g 2 mit 8f=1 beschriebene Korrelation und a=PQ m.t xefl,,
also X=(g A +gu)lK.
“X&'= (eK)S = K(?1) =K[(ga+qu)®r] =K A (g0 )+ulg®r)].
Ist b eine zu & windschiefe Gerade, so gilt fiir den Punkt
RonRxe=:X" mit P':=RenRes=¢'K und Q=0 Ree =¢'K darn
Xt'=(4'A +4's' K. Vir untersuchen, wie die homogene i ?elheﬂ.kcoordlnau n
(A ,a) von X und (A:u') von X' gekoppelt sind.
x'mamu\(c& f)m(oy £),4'A el -=0*='

g 3‘)7\’”\(3 Q Dt +,u<% g')?\ +ple GOM =0
L)) “‘33"‘ P EPS %‘%ﬁe‘é’en Q TQ&

Da b windschief ad isb, gilt PA fQé‘ und Q' ZPA‘, also c4#0A 440 =
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7l

An'+

[¢]

~
sy

' N . o S . . .
,u7‘\ =0, d.h, die homogcmn Reihenkoordinaten sind in einer

3ilinearform gekopnelt mit ’d o] =~-c.d40 ™E"™ die Zuordmung X+ X'

» - !
ist eine Projeltivitit. ‘ f
(e) Is% K kommutativ, denn existiert nach 5.3,Folg.6,Fall 2,Bem.c

2ine nicht ausgeartete Bilinearform & und diese beschreibt nach
Beweisschritt () eine projektive Korrelation. @

Bemerkung;en (a) Ist § eine projektive Korrelation, so ist die Be~
schrinkung auf Jede Punktreihe projektiv; wle man ndmlich aus dem
obigen Bewels erkennt,ist die Gerade a in keiner Welse ausgezeichnet.

(1) Jede ITmllpolaritit wird nach 5.3 durch eine nicht
teve alternierende Bilinearfornm beschrieben = jede Iull-
~olarltat ist projektiv., (Diese Aussage gilt in jedem projektiven
Joum iiber einenm Rechibsveltorrsum mit belleblver endlicher Dimension;
vgl. auch 4.7,Folg.3, die in jedem T, gllt )

ansneny

doloerunsent’

1) ist T (&)) ein klassischer projektiver Roaum (& K kommutativ,
‘Char B+2) ungerader Dimension, so existieren nmach 5.3%,Folg.6 Null-
~olarititen in T . Dann £ilt: Je zwei Nullpolaritdten in T sind
~rojeitiv kollinear. '

(Furz: Im Sinne von PGL(T, (mo;))) existiert genau eine Mullpolaritit)

~rigchanbemeriunc s

st WD) ein Hechbsvekborrauwn der Dimension n+1 iber dem lomnutativen
rper I mit Char B2 und 6:¥ 44 — K eine nicht ausgeartete
schiefsyunetrische 3ilinearforn, S0 existiert nach LA eine Basis

{ns ,...,n,,} <4l so, daB mit =% X Vo= n,y’ die Koordinaten-

carstelluns von 6 die Normalform besitzt: : i

'

('C,‘V‘))«T - (xqu*x1y°)+(xzy -x y2)+.. +(X -1 n__xnyn-’l). '

Bemerkung: In dieser Basis wird die zu 6 gehSrige antilineare
‘Bijektion %f:14) —4) durch die reguldre schiefsymmetrische Matrix
aus 23t léngs der Hauptdiagonale aufgereihten Kédstchen der Gestalt

beschrieben (vgl.5.3,Folg.6,Fall 1).

]
Sew. - Selen v5(J=1,2) zwei Nullpolaritdten in Tfm(ﬁ)([{)),und vj verde
durch die nicht ausgeartete schiefsymmetrische Bilinearform G;be-
schricben. Liach der Zwischonbemerkuns existieren Dasen 6‘ (3=1,2)
in 1) so, daB die Koordinatendarstellung von P beziiglich ﬁ

.

&
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¢ie lormalforn besitzt . Zu den Basend, und 4, in 1) gibt es genau
2ine lineare 3Bijektion f£:4) —4) , welche die Vektoren der ersten
Lesis irn die gleichindizierten Vektoren der zweiten Basis iiber-
Tihrt. 3€f ist eine projektive Kollineation, die ¥ in die Iull-
Solaritit #; Ya ®* iberfiihrt, und ®3' vy hat nach Konstruktion
‘wvon [ urid, dieselbe Darstellung wie v, = RyviR = ¢

‘CJ

ktive Polaritiit A, die keine Inllpolaritdt ist, wird
,._5 durch eine chht ausgeartete symmetrische

m 0 beschrieven; die Koordinatendarstellung von 6
>iner Basis lautet daher

N

3 ko =g
N

ty

ol
|5

Cwigchernherariunc:

fonm O in 4.0 (L) (mlt %< Dim V)(K) n+1<= ) nit K kommutativ.
: ¢4) so, daB die Koordinatendarstellung

& D . s 3
({,4{))6‘=7\u}:0y0 A T ... A % Y mit 04kS<n und AcAg... A #0.
0 ist genau denn nicht ausgeartet, wenn k=n gilt.

[ Jede projektive Polaritit A in T, (10 (K)), die keine Nullpolaritit
ist, besitzt einen Polsimplex (d.i. ein Simplex {P Pn} mit
T, . =F V... VP, VP V... VP fir i=0, ...n).

or*t*"

o
o
¥

Zev,.: liach der Zwischenbemerkuns existiert eine Basis in (2 so, daB

Jie rzuzehdrige 3Bilinearforn die Diagonalform (&,M})G=7\5x0y0+.’..+

+7\w“7’“* mit AsX...%a#0 besitzt. Die Punkte P =(1,0...0)K,
—(O 1,00.00E, 0.0 —(O 0c..0,1)K bilden einen Bas:Lssunplex von

W ()Y, A1le zu L Jzonduglertnn Punkte T=(y° yesesy )[\.—19 K ere

fillen (¢ *Q)(Tz 0 mit /H’,x“...x 1)2(1,0,...00K = y°=0 =

die Purkio Py ,‘29..13n s zu PO konjugiert =?131 ,P2...Pn liegen

in der Iyperebene 1’05 =3 ]E’,1 VP2 Veeo \/Pn=l’oé'. Ibenso folgt Picf =

=PO\/ cee VPi-']VPN V oeoeo V Pp‘

i+ ! 0

Cemerkungen: (a) Ist {4o ,..., 4,} cine Basis in #), beziiglich der
G Diagornalform besitzt, so ist {fgoﬂi,.“,%ﬂg ein Polsimplex. .

¥

\j,
&

(b) fMir n=2 bzw.3 ist ein Polsimplex . ein Poldreieck
bevie Poltetracdeor, ’

(Y) ein klassischer projektiver Raum endlicher Dimension.
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z2) DEF,5.0b: Eine projektive Polaritiét in T (0(K) ), die keine Null-

polaritit 1st,heillt hyperbolisch,wenn eln selbstkonju-~
glerter Punkt exlstiert. Die Menge aller selbstkonjuglerten Punkte
einer projektiven hyperbolischen Polaritét heiBt elne Quadrik ¢ iu
Tal(KX)). Eine projektive Polaritdt ohne selbstkonjugierten Punkt
hellt elliptisch.

o

Benﬁ"kunw uw n=2 ist eine Quadrik dasse be 1
Kepelschnitt nW“(‘(\(V)/ (W" Def.2.4), Jir n=3 is% ai 106
dasselbe wie eine Quadrik im Sinne von Def.4.5b in Tr\(.”(x )) Die
Definition 5.5b gilt fiir jede endliche Dimension, jedoci rur in

g1 auS]).SCﬂOn projektiven Raumen {ber Vektorrdumen {vgl. Jedoch 5.7,
em. e

Zwlgchenbemem wange

Is*b () ein Rechbsvektorraunm iiver dem komautativen Rérper K nmit

Char K+2, so heiBt eine Abbildung g W)~k eine quadratische

Form iiber ¥, wenn es eine symuetrische Bilinearfornm §: PxA) —= I
verschieden von der Nullform gibt mit eg=(2,%2)6 Veed.

q heilit genav dann regulidr, wenn 6 nicht asuszeartet ist. Die Bilinear-
form @ mit wg=(2,2)¢ heilt zur ouadraclqcllon Form g assoziiert.

%

Bemerkung: Ist ¢ eine quadratische Torm, so i
fir %o e O\{e}, s0 gilt 4q =0 “w alle % ¢ K, d.h
.

dimensionale Unterraum ®oK nur sus Nullstellen

Bew.: & q=(w,0)0 =(o, mog(f =(o,8)0-0=0,
o Qe ('co,»f,o)(: =0 =% (%on)q={ea,%0a)0 =alt,,t) 0 a=2a,0.2=0 Va s i.

Damit wird folgende Definition sinnvoll:

DEF.5.5c: Die Menge aller Punkte von T (40 (K)), deren 2ild bei

einer quadratischen Form g: M)—= K die 1ull ist, heiBs
quadratigche Varietdt (Hyperil#che 2.0rdnung) in T, £21ls sie
nicht leer ist., Ist q reguliir, so heiBt die quadratische Variet#t
regulir.
4) Die Quadriken in T, (¥ (K)) sind genau die regulirern quadratischen

~ Varietiten.

Bew.: (a) Ist  eine Quadrik in ’Y}—MMO(I’&})9 20
" die Menge der gelbstkonjupiervten Punkte sine

bolischen Polarvitil A . Diese wird durch eine nicht a:
syumetrische Bilinearform § beschrie u&ﬂ,md ein Punkt Z=nE ist
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beziiglich A genau dann selbstkonjugiert, wenn (e ,< )6 =0 gilt,
d.h, ¢ = {X=nKeR|(¢,2)0 =045 eine nicht ausgeartete symmetrische
‘Bilinearform J. Zu 6 gehdrt eine resulire guadratische Form q mit
q=(t,e)6 Veed) und es gilt ¢={ X=wKef| q=0A q regulér j=> ¢
ist eine regulire quadratische Varietit, falls @ #@ gezeipt ist:
Da A hyperbolisch ist 3 X, =K mit XOT Xo7\<==> (oy®a) 6 =0 =

X, ¢ b= ¢ + 4.

{(b) Ist umgekehrt ¥ eine reguldire quedratische Varietdt= ¥ =
={X=tKef] xq=0 A q eine reguléire quedratische Form}+ J. Die zu q
aggoziierte, nicht ausgeartete symmetrische Bilinearform ¢ be-
schreibt eine projektive Polaritidt A, d.h. {XeR|XxIxal=
={X=nK €f [ (%,2)e= 0} =¥ ist eine Quadrik, demnn A ist wegen W% §
hyperbolisch. o &

Bemerkungen: (a) Ist g eine Gerade durch einen Punkt Z=3 K der
Quadrik ®, so ist entweder Ryc® oder Pynd besteht nur aus O oder
aus % und einem weiteren Punkt R. Eine Gerade hat also mit einer
Quadrik, auf der sie nicht liegt, keiren bzw. einen bzw. zwei
Punkte gemeinsam.

Bew. : Fiir die Quadrik ¢ pgilt bei Verwendung obiger Bezeichrungen:
P={X=tK e Rl XTI X\ ={X=rKeR|(®,e)6=0}={X=tKeR]eq=0] +g2.

Die Iyperebene ZX besteht genau aus allen Purkten Y=%K, die zu 2
konjugiert sind, d.h. ZA = {Y=yKef|(3,)6 =0}. Ist g=0S mit 5=k
= VA=K efly gilt =3\ + £ . Der Punkt Xeflg liegt genau dann
auf d:( s w%nn( %\q=% gilt;:); Uy ) : r g

> 0=( e )5 =32+ fu,3\ +0u)C 3,306 + 2Au(3,£)6+ pH (1, /)5 =0 &
=223, £ +a(f, 8o 1=0; b::?;;m Vol

Hieraus rolgt einerseits a =0, d.h. Aru=1:0, was den Purkt 7 efqndp
beschreibt, und andererseits 2A\(3,4)5 + u(6,8)6 =0,

Ist (8,6)6=0a(3,6)o=0[e 5ST22] & (%,¢)0= (37 +6u, A +6u) =0

Y (A :,asc:r-b VXefy gilt Xedp=QRgcd, Im anderen Pall existiert eine
Losung (A1) % (0:0), und dies sind die homogenen Reihenkoordinaten
eines Punktes Refgnd, der fiir (3,66=0[ = SI Za&RacRun ] nit
7 ibereinstimmt und flr (3,6 %+ 0 [ Re¢Rpm]von 2 verschieden ist.

%
(b) Eine Quadrik ist nie Teilmenge einer Hyperebene.

Bew.: Ist ¢ eine Quadrik zur hyperbolischen projeltiven Polapitit
A, 50 gilt $#@. Ist fiir eine ligperebene « damm &a R = so ilt
sicher ¢ ¢ R« ; ansonsten pibt es einen Punk: 2 ¢ R n $ . burch
den Punkt Z peht die Hyperebene ZA.Nach Bew. zu Bem.a genligt es zu
zeigen, daB es durch Z€® eine Gerade g givt, welche weder in «
noch in ZAliegt, denn nech den Deweis existiert auf g ein von J
verschiedener Quadrikpunk?, der_somit nicht in o liegt, Gilt wx=IA,
s0 existiert ein Funkt A mit A [ « = A%l = J¥ a=17 nit R ¢ Ri=Ry:
gilt dgpepen o« # ZA , s0 _existlert ein Punkt 2 [ « g B '
mit P 2 (x aZA), d.he B Z 2N und ein Punkt qﬁ Za . é »
. . K &.

2

<r
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nit @ 7 (kn2X), d.h, Q Ze«=> PxQ = F* Pge(]. v o
Wegen saxiom B existiert eip Punkt Ae R, \{P,;Q] und es gilt Afa 4
A AT 22 dn AP=OP=CA und ¥ I 2 Q 2&2?,&:}:74;1‘11’1& =07 Lliecph weder
in o noci in zA. , ' 7S

5) _Iv):m‘j«‘id Ist ¢ cine Quadrik, die zur projektiven hyperbolischen
' Polaritdt A gehort, so heiBt die Polarhyperébene P

2ines Cuadrikpunktes P die Tangentislhyperebens von P, Jede Gerade

durch den Quadrikpunkt F in der Tangentialhyperebene PA helft
Uangente von . '
Bemerkungen: (a) Nach Beweis zu Bem.a gilt: Die Tangenten einer

Ql_ladrik sind gensu Jene Geraden, die entweder ganz asuf der Quadrik
liegen oder genau einen Punkt mit der Quadrik gemeinsam haben.

{v) Ist Z=3K ein Punkt einer Quadrik und 3K+0K eins

Gerade g durch 2 auf ¢ ,s0 gilt nach Folg,4, Bem.a dann (3,8)e =
=(6,0)6=0 = Alle Punkte X=%K= (3A +6u)K von g liegen wegen

(3,¢)0 = (3,37 46 )5 = (3,2)60+(3,6 )5 =0 in der Tangentialhyperebens
von Z. } i

{c) Igt A eine projektive. Nichtnullpoleritit und g eins
‘Gerade s0; daB dle Polarhyperebens kelinsg Punkltes wvon g die Gerade
g enthilt, so existiert aufkg eine projektive Involution konjugier—
ter Punkite s« (X)~R(X,) mit X ,;:=X2.g; bestimmt 2 elne Quadrik ¢,

50 gind die Fixpunkie wvon & genau die Schnittpunkte von g mit ¢ .

Bew,: Nach Voraussetzung ist X,=X\.g eindeutig bestimmt VXed,

da XA niemals g enth#lt. Wegen ec:{l4(X) %’Q;;\(}Q) R (X ;) ist « eine

Projektivitidt und mit Xa=:Y wegen YI XA =YAT X = ¥, =Y, g=X invo-

~lutorisch, falls «xt gilt., Plir o=t sind die Punkte von g selbst~
konjugiert und deher liegt g auf ¢ ; nach Bem,b ist dann g in der

Tengentialhyperebene ZX mit 21 g enthalten, im Widerspruch zur

Voraussetzung. Fir einen Fixpunkt F von « gilt F= R PFIFA ST,

Jede projekt’ivei hyperbolische Polaritdt A ist Polarsystem der gz A
gehdrigen Quadrik ¢, d.h. zu jedenm Punkt P4 existiert genau
eine harmonische Homologie &, mit Zentrum P und (bc“p:‘(b, wobel die
Achse von G, die Hyperebene PA ist. -

Bew.: (a) Wir zeigen guerst, daB die harmonische Homologie &p imit
Zentrum P44 und der Achse PA die Quadrik ¢ festldst. Um d&,=¢

Zu beweisen, ist Xede X6,¢¢ zu zeigensy da 63 =. gilt, genligt es
Ked = X6,60 zu beweisen. Fiir XednfR,,ist die Behauptung trivial.
Ist dagegen Xeda XI PA, so liegt auf g:=PX sicher kein Punkt,
dessen Polarhyperebene dle Gerade g enthlt (ind.:Z SIg mit g in
87 = g ist Tangente von.$ und liegt nicht auf b wegen PIgaP ¢ &,
Nach Bem.s ist dann Pgnd :JS}; andererselts gilt Xeflgnd nach Vor-
aussevzung und wegen PISA =PATS =86 § n Npm =
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=% 8 X:Widerspruch).. Auf g existiert daher nach Bem.c eine pro-
jektive hyperbolische Involution konjugierter Punkte, wobei P und
P,:=Pl.g zugeordnet sind und X einen Fixpunkt abgibt, Ist X der
zweite Pixpunkt, so gilt 2,0 d ={X,X} und H(P,P,;X,X)= X=Xs,

und daher XGp€¢ . :

(b) Um die Sindeutigkeit von 6, zum Zentrum P¢+d zu zeigen nehmen
wir an, daB &, und 6% zwei harmonische Homologien mit dem Zentrum
P seien, die beide ¢ als Ganzes festlassen. Dann hat die projektive
XKollineation 0,64"' den Punkt P als Fixpunkt ,und jede Gerade durch
P bleibt als Ganzes fest = 6,65 ist eine perspektive Kollineation
nit dem Zentrum P. Auferdem gilt dopsd =4 und ¢ bleibt sogar
punktweise fest: '

Xed =2 X4P = J* g=XP. »

Fall 1t R ¢ RS Rgnd={%,%] mit X+X und T=Xe, =Xo'\=> X665 =X.
Fall 2: 0, ¢Run. D2 wegen PI g und P¢ ¢ sicher 44 ¢ gilt, ist g
nach Bem.a eine Tangente an ¢ in X mit Rgnd={X]| = X6,=X6)=X =

=% X662 7%= X,

Insgesamt besteht daher ¢ nur aus Fixpunkten von 6,6%™. Da ¢
nach Folg.4,Bem.b nie Teilmenge einer Hyperebene ist, gilt notwen-

dig Gpbi == 6p=CGh. ®

6) Ist P nicht selbstkonjugiert beziiglich einer projektiven Nicht-
nullpolaritdt A und G, die harmonische Homologie mit Zentrum P und
Achse PA, so gilt AGF=Tp\.

" Bew.: Fall 1: A ist hyperbolisch. Die zugehdrige Quadrik ¢ bleibt
bei 6, wegen P¢¢ als Ganzes fest und A ist als Polaréystem von ¢
daher mit Gp vertrdglich=> A=6,"A6%.

Fall 2: A ist elliptisch. Fiir P gilt PAc%=PA=PG,A; ebenso gilt fiir
XIP\ dann XATP= XA6g =X =X6,A, Sei nun X+PaX¢fQ,, und g=PX.

Die ‘Kogerade gh ist zu g windschief, da fir jeden gemeinsamen Punkt
S notwendig sIxx VXGQQ gilt = 8x I ¥; aus SIg= sIsa im Wider-
spruch zu A elliptisch. Weiters existiert wegen A elliptisch auf g
kein Punkt, dessen Polarhyperebene g enthdlt, sodaB in 'ps eine
projektive Involution & konjugierter Punkte nach Folg.5, Bem.c
erkldrt ist.und ¥A=X«Vgh. Aus PI g =yPAI* gh und dahertbleiben
alle Funkte von fqi bei 6p einzeln fest. Ist A:=6|{d, die Nyperbo-
lische Involution mit den Fixpunkten P und Px =PAr.g, so ist

X2cE =X« Vgh und XGpA=XB«Vgh; wegen des Hilfssatzes in der folgenden
Bemerkung gilt daher AtS=G,A, : 0
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Bemerkung: Hilfssétz: Ist « eine projektive Involution auf g mit
P+ Px(+P), so ist die hyperbolische Involution # auf g mit den:
Fixpunkten P,Pu mit x vertauschbar.

Bew.: Bezeichnen wir die auf einen Steinerkegelschnitt k projizier-
ten Punkte wie die entsprechenden Punkte in 7,

und die Involutionen ebenfalls mit = und A,

g0 liegt das Iavolutionszentrum I, von o« nach
Voraussetzung auf der Polaren PPrdes Involutions-
zentrumg I beziiglich k. Fur X=P und X=Px gilt
Xoxlh=Xhe, Ist X*%P,ng so sind X,XA3,XAx,XA«A ein k
einbeschriebenes Viereck mit I4 als elne
Diagonalecke; eine weltere Diagonalecke liegt

auf XA¥XA«x und ist nach 2.5,Folg.2a konjugierst

zu Ip=> I ist eine Diagonalecke => XXBaA I I = XBuh=Xx = XA =Xxf
und mit A* =t folgt die Behauptung. 49

72) Hach Def.5.5¢ wird eine nicht repulire quadrati
M N ({)) durch eine nicht regulire quadravische Form g be-
schrieben und g hat eine Normalform der Gogtalt
Wszc(x°)2+...+Xk(xk)2 Mit MNoe.sru#0 A 0k ¢ n,

. . N . e (n) w s {ny .. . .ozl oA
Wir schreiben fir diese Varietdt [y, wobei [ die Cmadrilken sind.

Eigenschaften:

I) Aur M1liept ein (n-k~1)~dimensionaler Unter aun I 50,448
K [ s 9
VY e[["a VXeT; mit X+Y gilt R M Der Unterraunm Ty heifs "Spitzen-

{n)
raun von [, "".

Bew, : Wir betrachten die durch X°=09,a,xk:0vbeschriobe“.n
ebenen, alsc die Kopunkte&1[5;,5;*,..,,Jf](jzo,.o,k>q Diese
k+1 Kopunkte bilden einen Simplex in T* und bestimmen daher einen
Veibindungsraum in T* der Kodimension k =» dis Hyperebercn ha-
ben einen Schnittraum Mg der Dimension n-(k+1) (vrl.5.3,¥ols.7).
Mir jeden Punkt XeTg £ilt daher xos...cxk=0{

also X=(O,...O,xk+1,...xn)K. Binsetzen in die Formalforn liefert
Xe VXeTg=p Tec M | Fiir YeTe MY mit Y4X = 2y ¢ Fs € U™

Sei T=(3%, . P ¢ PN T, =A%) % . oA (7)%=0 A (+°,...70¢
#(0,...0). Fiir jeden Punkt P der Geraden XY gilt: '
P=((0, 40, L X" M+ (5, o ¥ " VOK=(FH o7 S A4y e, L xR ay K
Einsctzen in die liormalform ergibt

A% ATWZ B P A ()P 1B0-0 ¥ A
.=V Pef,, gllt Pe N =R ¢ ne . 0

Bemerkung: Aus den folgenden Eigenschaften (II) und (III) ergibt
sich mit Folg.4, Bem.b sofort, dafl die flir die Punkte des Spitzen~
raumes nach (I) kennzeichnende Bigenschaft nur den Punkten von
A%=...=x"=0 zukommt;deshalb wurde dieser Unterraum mit Ts berzeichnet.
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(1I) Existiert auBerhald des Spitzenraumes Tg einer quadfatischen
Varietit ™ mit 2%k<n noch ein Punkt P von T{™, so besteht ™ aus
den Verbindungsréumen TgVX von ¥gmit allen Punkten X einer
Quadrik ® in einem zu Tg (bzgl.T ) komplementdren Unterraun Ng .
(Kurz: " entsteht durch Projektion von -5 aus Ts)

Bew.: TWgwird durch x° ...xk—O beschrieben. Nach Voraussetuung
ex1st1ert ein Punkt P= (p yee DK e M\ T; d.h. (p° ,...p “y¢(0,...0)
und A,(p°) +...+7\k(n y2-0.

Durch ¥t 1=...=x™=0 wird ein k-dimensionaler Unterraunm Ts beschrieben,
denn die n-k Kopunkte K [J,,J,‘, e+ 6;"1(j=k+1,...n) spannen einen
Unterraum in T* der Kodimension n—-k-'l auf; der Schnittr(hum '.U-'s

' Unt;erraum von 'If \Jeqen i 22 ist Tgmindestens cine prodehtlv Zbene
(fiir X ¢ 2 wiirde in Tg keine Quadrik ¢ er:lstiere 1), ,

Ts n Pu™=:0 wird aurch A.(x° )2+...7\k(x ) =0 beschrieben. Diese
quadratische Form ist beszliglich TI'S reguldr wegen k=dim TS und uBe“
dem ist ihre Iullstellenmenge nicht leer: Speziell fiir (DL+1,...T) J=
=(0,404.0) gilt PeTg und damit PeT s zilt dagegen (pKH,,..J‘\::
#(0,...,0), so schreibt sich jeder Punkt der Geraden, die den Punk:
(0,0...O,pkm,...pn)!(e'ﬂ.s und den Punkt P verbindet in der Form -
('volu,,...pk/,‘_, L Q+p)ye .0 O +u)}Kjer gehdrt genau dann zu 'IT

wenn ab der (k+1)-ten Koordinate alle hoordlnaten verscmvlnden, was
z.B. flir g=-X =1 zutrifft.Der Punkt P=(p°® ,...p ,0,0...0)K sehdrt
also zu Ng und nach Eigensch.(I) zu e = Ped. Iun ist noch
r‘"" UT VX zu zeigen. Klar ist, daB Ty in beiden lNengen enthalten
ist.

(a) Xel[™T, ebenso wie oben fiir P erkennt man, daB ein Punl.t X
existiert mit Xe (MVX)nTsAXed =X eT VT A X =X e U TsvX.

(b) Xe U TsVX => es existiert ein Punkt X ETS mit AeX ¥X und wegen
X,‘C-TSAAecpc M™ folgt nach (I): Ryg¢ f“‘“ A Xef 5 —==7Xe ro,

(I )wWir betrachten noch die quadratischen Varietdten IS und 05 .
k=0 = A, (x° ) =0 ist die Normalform =2 die quadratische Varietit
ist die Hyperchene x°=0 ("Doppelhyperebene™),
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k=1=¢A£xo)2 + 14(x4)2=0 ist die Normalform. s pilt dimTg=n-k-1=n-2,
d.h. der Spitzenraun ist eine Kogerade. Wir haben zu unterscheiden:
Fall 1: ©s existiert kein Punkt von I'Y" auBerhalb von g =2 My =Ts,
FaXT 2: P e M\Ty== PVT, ist eine Hypeérebene,liir die nach (I) gilt

P VT"C P& Da Te durch x -y1~O darmestellt wird, ist P VTs cin

zu den Kopurkten ¥[1,0...0] urd K[0,1,0...0] kollinearer Kopunkt ,
und die iHyperebenre PVYTg hot daher eine Gleichung der vorm o x°+63 =0
it (o, 6)#(050).153 %.3. h+0, so gilt flir P& (TVP)\Tg sicher

=%0; setzen wir x 1= s 9 ai=—%, so lautet die Gleichuns von TgV P
dann x=a und wegen VP e ™ ist a eine Fullstelle des quadratischen
rolynons X°+)1x. Dann existiert aber ein lineares Polynonm gx+d - so,
nd 5il% A aaX=(x-a)(yw+d), also Ao(xo)2+k4(xq)2=ﬁxxo+ wq)(dxo+qul
Ddabei ish cfx°+y-xq=0 eine von PYTy verschiedene Ilyperebene, denn.
vie Vergleieh der Koeffisienten zeigh, gilt O:ay+ﬂ&,ko:(xéé§?c<¢OA

AS#0, Ay = AyM3840 A4 40 =

{5 .
?‘=x7—6§nm3+ay=2af#0 (Char K*2).

Im Fall 2 besteht ™ somit aus zwel verschledenen Hyperebenen
durch die Kogerade Tg.

e Korroclation &: T ME))—=TU)*(&)) ist seonou dann
projextiv, wenn sie durch cine nicht ausgeartete Lilinear—

Torm bescarieven wird. kine projektive Korrelation existiert genau

innn, wenn K kommibtativ ist. Jede liullpolaritdt ist projektiv.

I f,(E)) ist jede hyperbolische Polaritét das Polarsystenm einer

nandrili, welche geénau die reguldren quadratlschen Varietdten sind.

Fede nicht reguléire quadratiscie Varietdt M" entsteht fiir k22 durch
‘einer in einen untnr“aumlﬂgllogon&en Quadrik avs den

mu g komple,entiren Spitzenraun Tg vonf‘k und ist fiir k=1 cine

sJozerads oder ein Paar verschiedener Hyperebenen und fir k=0 eine

(doppelt zu zdhlende) Hypetebené.

ono““w“r'ist beuu"llch einer Dasis in W) (K kommutativ, Char K+2,
=n41< oo ), dle uadratische Torm g in der Koordinatvendar-
11'”? Q=R i xtxk a,k—ak‘) gegeben, so kann man lormalform

[RSE4

U‘\D

ie 01-* herstellen:

sall as U3 existiert ein rein quadratisches ulleu 0.B.d.A. a_,*0
{sonst Apderunh der Indizierunp).

Q=8 4, X X =866 (x"+ 52 x‘+...+—°—'—°x“)"+ S;b,kxix“
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3

Tuam Dasisvechsel i =aln, mit

Qo co ot T fary A= M (k=k 6{1,...!1}

Z s;orﬂvulnnsunteruln ante 140 gehort die Koordinaten-—
blon x° =x%+ G x4, 0+ 3%, x¥=x%,und beziiglich ‘
iz hat q dle Loordlnacendarsteﬂ.mo (nach Riickkehr :
ciecnmung )t R QEdee (X°) 74 by xPx*

Sumne tritt xe nicht auf; enthilt dlese‘Summe ein
es (lied, wird das Verfahren iteriert. Nach endlich
LTen entsteht"

veata o (x™* +;b1kx*xk i
netanden vorhnndope SchluBsumme keine rein
n Glieder enthilt,

t kein rein guadratisches Glied: a43=0; nach
0T quadratischen Form ist ein Koeffizient #0, z.B. ;

@

srderung der Indizierung).

ot O

<

%)
vielen Jef i‘ Te
+

*q=ac, (x°)

-‘;"’ﬂzo*‘“ﬂt,’“ru."'%x (knk'e{2,...n3)
ovm°ulonsdeterm1nante 240 gehdrt die Koordinaten-

', x* =x",und beziiglich der neuen Basis hat
arstellunsg (nach Rickkehr zur alten Bezeichnung):
Q=20 4, X7 +..., sodaB Fall a vorliegt. !

die Iozmol form:
2q=Ao (x°}2'+...+7u(xk)1 Oskén, Ao, .. A, %0,

Ist die ullstzllenmenge 1nT'GO(K)) nicht leer (leere Nullstellen-
menge kann nur fir k=n auftreten) so kann die Varietdt P™an Hand

der Normalform von g diskutiert werden.
s1g der Konstruktion ergibt sich: Die Reduktion auf Normalform ist
auf verschiedene Weisen durchfiihrbar.

Tinch endlich vielen Schritten entsteht (nach Bezeichnungsinderung) i

. bGmodreiische Varveusten in Xlassgischen nrogektlven REumen

Joﬂ'n \'\\'wn"]

uoer

N

Iacn 5.5, xﬁ‘> 2 besitzt jede symmetrische nicht triviale Bilinear-
»O“D.(&,k)o in TL40(K)) veszliglich einer geeigneten Basis in 40

die Koordinaten arstellung

(!,10)6'87\@3( y°+...+7\kx“y“ mit Aooookl«*O ¢ 0¢ks$n

und izt rernnu fir k=n npicht susgeartet. Die quadratische Forn

eg={, &)G’ bascareibs Pcnau dann eine quadratische Variesdt [,

wenn ein <oeM\{ol existiert mit *%oq=0 und nach 5.5, Folg.4 31nd

die resuliiren ou:cratlschen Varietdten ["a’ genau die Quadriken.

Uir wolleon weitere iwipenschaften quadratischer Varietdten beschreiben.

Folgerungen:

1) Dual zu Def.5.5¢: Die Menge aller Hyperebenen Kua* von T,(W(K)),
deren Bild bei einer quadratischen Form q*: %) *—=& die Null ist
{(t1*q*=0), heiBt quadratische Varietdt ['* (Hyperfldche 2.Klasse) in

T+ falls sie nicht leer ist. Ist Q* reguldr, so heiBt die
quadratische Varietdt regulér.
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Es gibt stets eine Basis {#*°,...,u*"}e T2 so, daB q° mit
W =g ard koordinatenmiafBig durch'a*q'=%°(ao) +...+kk(ak)2 mit
Q+k 4n dargestellt wird und g* bazw. """ ist regulir genau dann,

wenn k=n gilt.

[
t
¢
s
\J
®
N
©

Mir nicht regulire quadratische Vorvietiten 0* celten 41
Folg.7 dualen Alssagen (vpl.dabel 3.8, Folp.9):

In M liegt ein (n-k-1)-dimensionaler uUnberraum
ebenen (d.i. die lienge aller Hyperebenen, die einen f
n-1-{n-k-1)=k-dinensionalen Unterraum von T enthalten
alle Hyperebenen wé (1™ und fir jede Hyperebenen gl
Daz Hyperebenenbischel wun die Kogerade §v pendrt ganz cu 1™

Wt von liyper-
n fes

2

Sei ¢ :¥)x4) — K eine nichtausgeartete Bilinearlorm zur antilinearen
‘Bijektion *£:40—=40*, also (e, = < %f, 4>,

Die Menge der Tangentialhyperebenen der durch xg=(¢,2)r=0
dargestellten reguléren quadratischen Varietét [Mi™ = ¢(= Quadrik)
in T (A (K)) ist eine durch a*q*=(m*, o )0*=0 dargestelite uldr
quadratische Varietdt in T}, wobei die nich% ausseartsets
sche Bilinearform o*: {1* KW*~—éK bestimmt ist durch {u*,8*)5

=2~ 2 Nyg,

*

Bew.: Tst A die zu ¢ gehﬁfigo hypervolische projeittive
so erhdlt man alle Yangentialhyperebenen ven ¢, wenn mzr jeden
Puﬂkt X=rKe® der Polaritit A unterwirfi:

{4 € T¥|g Yansentialhyperebene von ¢ § ={XXeT*|X=etied} =: dn.

Mit XA =REMA=K(*F) folgt
A = {KCeP e TH %o=0} = {K(Pr)eT*| (x,e)5 =0}.

Wir setzen x%f=:a(c¥W*); da ?f bijektiv ist gilt

oA ={kar e ar?s™, w*?s~T)o =0},

Wepen O+ = &A #f sind wir fertig, wenn pezeigt ist, dal a*e*:=
=@x*af"1,<n*af"q)€ eine resulére quadraitische Form *—II ist.
Dazu definieren wir ¢*: P *xf* — & durchvGxﬁé”)G*::Gk’;f"q,G‘af“1)%
falls 6'* cine nichtauspeartete Bilinearform ist, so iz® diese

nach ihrer Definition sicher symmetrisch und zu q* aszozisrt,
Uberpriifuns der Lincaritit von ¢* im ersten Armusent':
(a1m%+32“é,6*)F‘gj[(a1a;+aéné)“f“,&‘“f“]s(j
=@ Yoy (ad °F " )ag b0 00~ J0 T2 (0 7Y 60004 e (agor
6‘“f")Ta23“’Ax‘“"5161%3G‘)G‘+82@K§.6‘)6‘ Votagié,%‘lé'm‘ﬁ

T antilinear

AY aq,a2l€K.
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Ebenso ist die Linearitdt von ¢'* im zweiten Argument 2zu beweisen.
¢* ist nicht ausgeartet, denn es gilt '

(600 *=0 ¥4 e 0" B @ k=2 e 0 Vht e, Da 8]
bijektiv ist, bedeutet dies .(o*?f =1 #) 0 =0 V«Qe't() und da ¢ nicht
ausgeartet ist, folgt hieraus axde 1. =1, liun ist ag -1 bijektiv

und daher a*= 0L wegen dimA)=dim 40<oo ist somit 6 * nicht auspe-
artet. ' ¢

Bemerkungen: (a) In gleicher Weise erkennt man , daB die Menge
der Pole aller Hyperebenen einer durch (0*,a*)s* =a*q* beschrie-
benen reguldren quadratischen Varietdt l"“"’ in TKL(W(K))b8°
zliglich der durch 0* beschriebenen hyperbolischen Polaritédt eine
Quadrik ist. Die Vereinigungsmenge der Punkte und der Tangential—
hyperebenen einer Q,uadrlk ist daher selbstdual .

(b) Ist (%o ,.vs, el eine Basis in4) und {n* ,...,n‘"}
die duale Basis in #)*, so wird °f bzw. 6 bzw. q bzw. ¢ durch
eine regulére symmetrische Matrix (a,,) beschrieben (vgl. 5.3,
Folg 3, Bem.b):
fy faaﬂw*“ fir o=n;xi AR = gjn*t = .
=¢aj=(x? f)a“[vgl 5.3, Folg.3]; ('cfg)ﬁ'sx a,..y ; 'Lq=x‘a;kx5.
Nun ist flir a* &*lef*danp (o*, &*)6‘ b (o of= &* apha )6,
Setzen wir of °f ¢ = ie=4jx! und (’:‘“f"‘ =1g=1iy% so Bilt
(a*ef4)°f =¢x* = a«v" = (0 x1)f = xiI(4;°f) = x'a 4" =3 g, = x 2y .
Ist (x*) dic zu (ai ) durch ay, o« DA A elmleutlg bestimnte invers:
Mdtrlxc, die m:u, (a,“t eoenfallo svmmntrwcn ist, so folgt )
8, % aklayin, w oy i§,€ 2t ebenso: y ¢ = bkt = '
(o> y6° )0'{({‘ *Q)ﬁ“x‘au\)'“-a e T4 8., b 5 *sa bt
B R (RN D ALY I N

Die zu 0 * bzu. g* r*ehonge Matrix (') ist die zu (a; 4 Jinverse
Matrix.

k ks
a, b

2) In '11':(1() (K)) sind die Punktmengen der gquadrasischen Kégel genau
jene quadratischen Varietiten 'y, welche auBerhald des Spitzen-
raumes einen Punkbt besitzen.

Bew.: (a) Der Spibzenraum Ts einer quadratischen Varietss Iy in T
ist nach 5.5, Folg.? ein (n-k-1)=3-2-1=0-dimensionaler Reum, also

e

ein Punkt S ; da k22 gilt und nach Voraussetzuns auBer 8, moch
ein Punkt von I existiert, folgt nach 5.5, Folg.7: In einem =zun
Punkt S komplementsren Unterraum, also einer rbene Ts—or nit
ix exlstlert eine Quadrik <S>, also ein Kegelschnitt k in x so,
dal T aus allen Verbindungsmeraden uov X mit X< bestehrt. ilnch

N

4,2, Polg.1(b) ist aber die Projektion des Kegelscianitts % aus
dem Punkt S, ein quadratischer Geradenkegel, d.h. MY ist ein

quadratischer Kegel.
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©) Sci umgekehrt M ein quadratischer Kegel in T, (40 (K)) mit der
pitze 5= f K, Wir erginzen zu ciner Basis {%Mlh,ﬂm,mb= Mint,
Dann ist W(H(Ms,h, M. ))=:X eine Fbene, die wegen {n,..#} 1.u.
nicht durch S geht, und daher ist Max  nach 4.2, Folg.1(b) ein
Punkticeselschnitt k (d.h. eine Quodrik & in x),und k wird durch
eine nuadratische Porm q: H(we,#4,4, )~ K beschrieben. Nach pge-

Ta o~

eigreter Dasisuahl in (4., M,,n;) 146t sich q in Diagonalforn

schreiben:

1q-lo(x°’)2 K;(x")2+kl(x1’)2 mit AA R0 und =mX°+e,X " +u,x" wobed fa,t.,m,]

{ie neue Basis in U(4s,M,,4.) ist. Bs ist g aber auch eine nicht re-
guldre quadratische Form zu n=3 und k=2 und beschreibt daher elne
cuadratische Varietdt [, Diese ist nsch (o) ein quadratischer
ezel,der nach obiger Form von ®q den Kegelschnitt k enthild

wnd den Punkt x® =x* =x*'=0, also 8_, als Spitze besitzt; da durch

. o?
Leitkeselschnitt und Spitze ein quadratischer Kegel I' eindeutig

vestinnt ist,pilt =", - : ®

Die ul’oqlleathH der ouadraUlqchen Varict8ten ist ein rein
»liebraisches Problem und nur durchfithrbar, wenn iiber K geniigend
Inforuntion vorliegt. Wir begniigen uns mit zvei #dllen:

7\)In'h' W(K) mit kormutativem,quadratisch abmeschlosscnem Rorper K
und Cuzr K#2 existiert zu jedem kmit 02k<n im Sinne von PCT. (T
ganau éine quadratische Vorietdts F:“, also insbesondere penau eine

yeliad

Low,: Die quadratische Varietidt ﬂf’ist die Hullstellemmenge CﬁLLder
quadratischen Forn q, welche in einer geeigneten Basis in 4 die
Diaconalfeorn € g=A,(x Oy FeestAi (zk)2 besitzt. Da K quadratisch
nbgescilossen ist,ilt YAz €K und {ey ey = (VAT e 5 oo BT 00y Burnseea Bad -
5 wecen Ac...Aw #0 ein Basiswechsel zur Koordinatentransformation
(x°, 00 x™) = ({Aox° ,...V_-x%xk ..xn). Hach ihrer Anwendung und
Riickkehr zur alten Bezeichnurg gilt Qq:(xo)l+...+("k‘2 Pir k< n
ist 2o =(0,.+.,0,1) und fiir k=n ist #6=(1,0,...,0,Vy-1) eine nicht-

rivizale lullstelle von q, SO dal3 zu jedem ke {O,...,nS eine

Pl

pan
2 O

1,

uadretische Varietdt existiert. Analog wie in 5.5, ¥olg. folgt,
iafl Je zwel quadratische Varietdten zu gleichem k, deren zure-

")" Fu ,’3

WOrige quadratische Formen beziiglich geeigneter Basen in W)
stets. dieselbve Diagonalform besitcen, projektiv kollinear sind.
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Andererseits kOnnen zwel quadratische Varietéiten zu verschiedenen

k-derten nich

t ¥kollinear sein, da nach 5.5, Folg.? fiir den

Spitzenraum By von h‘ gilt dim Tg =n-1-k. Zusanmen mit Ts hat da-

her auch % eine peneniiber Kollineationen invariante Bedeutung.

Zemerkuniien:
in Sinne wvon PGL(Ty
r-i=k (0% ¥k £n) ihres

4

{2) In Wh(ﬂ?(K)) mit K quadratisch abgeschlossen ist
eine quadrablsche Varicetdt durch die Dimension
Spitzenraumes vollig gekennzeichnet, -

(b) Ist K quadratisch abgeschlossen, so existiert
keine elliptisc e proaektive Polaritét, da die Diagonalform (¢,4)6=
=AeX°F%+ . et Anx"y" (A;+0) einer nicht ausgearteten symmetrischen
Bilinearform durch den Basiswechsel aus dem Beweis wvon PFolg.3 in

XY+ utxty"

jSa1cy

und WE° () i n
LchOSSen er Char K42:

Tf,i g
23]

2 ()2 ()24 (x%)2e0 Punkt-
nense eines nercelachnitts

Pfﬁ..(10>2+(xﬂ)2=0

i verschiedene Punkbreihen
5.5, Folz.7: auBerhald des
1l MWc“ﬂm‘e" Spitzenraumcs
0,0,1 4 ex*s iert ein Punkt
on P¥) 2. 350 (1,¥-7,00K )

p:\ (x 0)2
wine Qopneld P67?n1u8> Punkt-
roibhe (nach 5.5, ¥olg.7)

Tal®)

.(x0)2+(x1)?+(x2)2+(x5}2=0
nre eirer (ringartipen

2 2 2
.(IO) +(xq)‘L(x2) =0
ruritte cines ouadrati-
: /\"" (rmnn ((O1fr el
tuerhalb der Spitze (O O 0,1XK
“obiert oin Punkt vonl, »B

WN=1,0,0)4 )

tbergeht und daher xq=0 eine Quadrik ist.

Uudratlsnh abgescnlosuen, so existiert in
ine Guadrilk im Sihne von PGL(T“(K)) In

2 vale Quadrik, da stets eine rlnwartlpe
4.6, Bem.) und eine ovale Quadrik zu einer
ny xolWF§3 ar sein kann; weiters existiert
al

el T9,%.

) “avelle der quadratischen Varietiiten in WD (K)
und n=3% nit K kommutativ, quadratisch abge-

2 (k)

e, a2 (a)2e(a8)Pa0
Tangentenmenge cines Kegel-
schnitts :

Tr™ L (a2 (aM)%=0
Zwel verschledene Geraden—
oLschel

r\un (aO)E =0
Ein (doppelt gezihltes) Ge-
radenblischel

Ti* (k)
L (222 8)24(?)2Ha )20

mangentialebenenmenge einer
(ringartigen) Quadrlk

My ™ (2% ()% (a%)?=0

lienge der ubenen durch die

Tanhonton eines Kepelschnitts
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i ol
P e ()2 (xH2=0 L ()% (a0
Zwel verschiedene Punktfelder Zrrel verschiedene uoerenounde¢
{nach 5. 5, Folg.7: auBerhalb des
elndlmensxonalen Gpibzenraumes
x°=x"=0 liegt ein Punkt von I},
z.B.(1,¥1,0,0)K)

M., (x°)%=0 M ... (a2)%=0
Ein (dokpelt peuan]beog Punkt- Ein (doppelt gezihltes) Ibenen-
feld (nach 5. 5, folg.? biindel

(&) Ein kommutativer, quadratisch abgeschlossener
Korper K mit Char lk+2, wie er in Folg.? vorausgesetzt wird, ist
1nsbe°ondere ‘der Korper der komplexen Zahlen.

4) Besitzt ein kommutativer Kdrper K die beiden migenschaften:
(1) =1 ist nicht Summe von Quadraten in K (=Char K 2 2, da
sonst ~1=1=1.1), '
.(ii)ist ack\{0%, so ist entweder a oder -a Quadrat in K,
80 existisren in TR(N(K)) im Sinne von PGL(TD) verau{ J"uad“lkeh
und zu Jjedem k mit 0%k« n existieren genau {»1 ]+1 quadratische
Varietdten [, '

.

Bemerkunﬂ f”i‘]bndeutet die proBtc natiirli , also

{532 1= 3%1 fiir k ungerade, [®]=% fiir k cerade,

Bew, (a)F“’wird in einer geeigneten Basis in4) durch die qgaqrqtlgche
Form ®q = Ae(x° ) Faoot A (x“)2
arietit bestimmen, konnen wir durch Indexinderuns (was eine
V: b i , X dureh Ind l o ( en

beschrichen, Da

T ]
0
¢
I
i
Q
o
"
D
]
®
it
o'
@

Basiswechsel in 4) ents ﬂricht) errcichen, dad Ab,.,m,JK; I e i,
VR:;,...,V—_—I el mit *“‘p+1-—n+ £ n+t. Uach Anwendung des dureh
(%, e e, X)) (Bx%, ... V%P ,Vhwxp+?...,V3ﬂxk,xk+1,...,xé) be-
schriebenen Dasiswechsels und nach Riickkehr zur alten Bezeichnung
gilt eq=(x2)%4 et XMP-GP oL (X7 (B ¢ p+1€ ke ¢ ne).
Pir x<¢ n ist %, =(0,...,0,1) eine nlchttrlviale allstelle fir

k=n und p<n ist #0=(1,0,...,0,1) eine nichttriviale iullstelle,
wihrend fir k=n und p=n wegen (i) keine nichttriviale Iullstielle
existiort (ind.:aq=0 mit a#o, 0.B.d.A. 2°=140 =(a 1)+, . .+(aB)%=1
Viderspruch zu (1)). Damit existiert zu jedenm Snhlenpear (p,k)
mit 5%L£4p+1$ k+1¢ n+4 eine quadratische Varietdt Mi™und zu jeden
Zaehlenpaar (p,n) mit 9£i$p+1< n+1 eine Quadrik . Analog wie in 5.5,
Folg.1 folgt} dall je zuei quadratische Varistiten zu gleichem
(p,k), deren zugehdrige quadratische Formen beziglich geeigneter
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Basen in 4] stets dieselbe Diagonalform besitzen, projektiv
kollinear sind. Da es zu jedem k< n genau [5i§] +1 2ahlen p nit
5fL$1H45k+1 gibt, existieren in diesem Fall hochstens etensoviele
nicht projektiv kollineare quadratische Varietdten [Mi; fiir k=n
dagegen wird nur fiir p <n eine Quadrik beschrieben, was hichstens

[ 3% ] nicht projektiv kollineare Quadriken liefert. '

(b) Hun ist noch zu zeigen, daB zwei quadratische Varietdten, die
(abgesehen von der Indizierung) verschiedene Hormalformen besitzen,
nicht kollincar sind, d.h. daB k und p geometrische Dedeutung be-
sitzen. Mir k gilt dies analog TPolg.3? wegen dinTg =n -1-k. Yeiters
gilt: n-1-p ist die laximaldimension eines projektiven Unter-
raumes, der in ["," enthalten ist, da: '

Die p+1 Hyperebenen 1O Py (P P KD, PO
bilden in T* einen p - Simplex, da die Matrix ihrer Hyper-
ebenenkoordindten‘den Rens p+1 besitzt; ihr thnittraum vefhn

hat daher.die Kodimensior p und nach 3.8, Folr.? sonit dis Dimen-

<

ganz auf Mi™. Andererseits haben die n-p Hyperebenen P+ -

sion n-1-p. Der Unterraum U liegt, wie dic Hormalform von ™ zeigs,

Zewemx =0
einen Unterraum ¥V €™ der Dimension n-1-(n-p-1)=p gemeinsan, desescn
Durchschnitt mit M nach (i) leer ist, da fiir jeden Punkt dieses

Durchschnitts (x°)2+...+(xp)2=0=xp+q=;..=xn gelten miiBte. ISt nun
W< TM ein beliebiger Unterraum auf M™, so gilt sicher dim (WA V. )=
==1, dim (WVV )< n und damit nach dem Dimensionssatz (3.7,i015.5)

dinW +dim V4 n-1=>dim Win-1-p=dim U. $

Bemerkungen: (a) In Wﬁ(ﬂ)(K)), wobei K die beiden Eigenschziten (i)
und (ii) erfillt, ist im Sinne von PGL(TWR) eine quadratische
Varietiit durch die Dimension n-1-k(04¢ k £n) ihres Spitzenrzumes uni
die Maximaldimension n~1-p eines auf ihr liegenden Unterrcuncs
vSllig gekennzeichnet. | :

Die Zahl k-p heiBt der Index der quadratischen Form q.

(b) Besitzt K die beiden Eigenschaften (i) und (ii),
80 existieren elliptische projektive Polaritédten, deren Normalform
nach dem Beweiswvon Folg.4 lautet:(t,s))6 =xX°y°+...+x y".

(¢) Unter den Voraussetzungen fiir K in Folg.4 cibt es
in T*®)genau zwvei Quadriken,némlich eine ringartige und eine ovale.
Do die MHaximaldimension eines Unterraumes auf eirer ringerticen
bzw. ovalen Quadrik 1 bzw. O ist, gilt fir rinsartige Quadrilen
(p,n)=(1,3) und fir ovale Quadriken (p,n)=(2,35. Weiters gilt::

Ist die Nullstellenmenge ¢iner repulidren gquadratischen Form

=n4, x'x* fiir n=3 in T* nicht leer, so bestinmt g eine ringarti~o
oder ovale Quadrik, je nachdem det(ay, ) in K ein Quadrat ist oder

nicht.
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Bew, ¢ e dle Nbﬂm*lform (x )?F(X )? (YP)E (YB) bz, (Xo)g
+(x4)‘+kkl) ~(x** ist die Determinante 4 bzw. =1, und daher
das kriterium erfiillt. Der Ubersang sur Mormalform wird durch
exn@z’rqq*swochsn] :n‘m .erreicht; welcher koordinatenmifig
Yi =t .x" mit aet t} )40 lautet. Damit gllt a4 x’x“z

o BLEN XX g x* élso det (a‘w) det(a;, thLtk,
-deu(aﬂ) det"(% ‘, )o .

. (d) Tabelle aller quadratlschpn Varistiten in T (K)
und TA7(E) fiir n=2 und n=3 mit K kommutativ, wobei K die Eigen-
schaften (i) und (ii) erfillt:

) .
Tu(®) - 25 (K)
L 2% ()2 (x2)2=0 FE™ L. (a2 (ah)?-(a%)%0
Punittmenge eines LGbClSChﬂlttu Tangentenmenge eines Kegelschnitts
ay 042, /152 ‘a P 0.2 2
vaalX s =
4 .co$2-+ T4 z_8 {b 3 :031 243%8
ga) Der Punkt (O 0,1)K (a) Die Gerade K[0,0,1]
ach Lorperelvenschaft (i)
existiert kein weiterer Punkt
von [
(b) Zwei verschiedene Punhtm . (b)) Zwel verschiedene Geraden-
reihen (nach 5.5, Folg.7: biischel
auflerhalb des nulldlmen51onalon
‘Gpitzenraunes (0,0 1)L existiert
© ein Punkt von rrg z.B, (1,1 O)m)
"L )20 SRR
Zine (dopwelt gezéhlte) Punkt- °  Ein @oppelt gezahWtos) Geraden-~
reihe (nach 5. 5 Folg.?) ‘bilschel
WZ(K) _ T3r(K) v
Po 0 2+ X’] e 2_ X3)2‘=O (a) l—;”“’ 0)2 . a2yl _ a3 20
§X°§2+é 43" (X’*gl-gx3)l=0 (v) ga °)+ ga‘;g‘ éa’“g éas% =0
nch Folg.®, Bem.c be- . (a) die Tangentialebenenmenge
schreibt einer ovalen Quadrik
(e) die Punktmenge einer ovalen (b) die Tangentialebenenmenge
yuadrilk einer ringartigen Quadrik
(D) die Punktmenge einer rlngw
artigen Quadrik
Ig)“. +° 2+ X’] ?_ 2 ? =0 éa) PN“ gao 2+ a’] 2 é 232_0
Xo l+ x4 2.__ 2, "'O b) ao 2.+ at 2. 2. =0
(&) Der Punkt (0,0 O 1)K (nach (a) Bie Ebene K[1,0,0,0]

nornerelgenscnaft t existiert

liein weiterer Punkt auf Y

(b) Menge der Punkte cines quadra- (b) Menge der Ebenen durch'die
tisehen Kegels (nach Folg.2: Tangenten eines Kegelschnitts
auBarhalb der Spitze (0,0,0,1)K ,
exigtiert ein Punkt von P‘”, 2.5,

{1,0,1 0)[\)
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2 142 —wu\ 042 12
+(x " )==0 a)l a )-+(a )-=0
o~ 5~<‘§‘~o E b) §a°§’--§a‘§’~=o
(a skisreine auf der Verbindungs-— (a) Ebenenbiischel um die
~eraden von (O, O 1,00 und (0,0 O ,10K Schnittgerade von K[0,0,1,0]
nach 5.5,Folg.7: ‘nach Yorperelgen- und K[0,0,0,1]
scnafs (i) mrlmleit auBerhald des
eindimensioralen Spitzenroumes
¥Oo=x=0 1:ez.n Punlct von [
(3) Zwei verscniedenc Punkctfelder (b) Zwei verschiedene
{no 5 solp.7: auferheld des Ebenenbiindel
cindime ’o nolen Snitzenraumes
%x0= 3"’” ein DPurkt von I'P,z.B.
2=0 M., (a2)%=0
01+ mezithl teu)Punl’tfcld Ein (doppelt gezdhltes)
Yolp.7) Ebenenbiindel -

(e) Ein kommutativer KSrper mit den Eigenschaften (1)
und (ii), wie er in Folg.4 vorausgesetzt wird, ist insbesondere
der Kdrper der reellen Zahlen.

AR 5,61 Dle remuldren cuadratischen Varietdten im dualen pro-
jektiven Roum TIANEK)) sind genau die Tangentialhyper-

esgnenmencen der Quadriken in T, (W). Sveziell fiir K=C  existiert

g1 jedem k nit O ¢ X £n genau eine quadratische Varietdt M im®

Sinne von PGL(TY), speziell fiir ﬁ\-h 2 jedem k mit O¢k<n genau [%1]+1

] Quadriken.

guadratische Varietiiten IN” und [®

5.7, Der ersgte Houptsabtz der projektiven Geometrie

Als spezielle Beispiele von Desarguesriiumen haben wir in 5.1 die
rrojekxtiven Rdume lber RechtsvektorrBumen kennengelernt. Unser Ziel
ist zu zeigen: Zu jedenm beliebipsn Desarpguesraun TD,_ gibt es einen
szchtsvektorraun () so, daB T, = T Ua(K)) ist.

iimch 5.1 ist der Algebralsierun@sk'drper Kalg von T4 (K)) isomorph
1 K. Wenn also unser Yiel Uberhaupt erreichbar ist, muBl K isomorph

Alsobroisierunsskdrper von Np sein. Wir benlitzen i.f. den

-

*N

Algebraisierungsikdrper von Wp. als Kérper K und suchen einen ge-
cigneten Hechtsvelttorraun lUber K. Bel der Konstruktion des
Algebraisierungskirvers von Ty in 3.5, ifolp.? baw. 1.12 wurden die
folrenden Bezeichrungen beniitzt: Tw; xe) mit x4 R

‘f\'pw {U} \Q P- \iU} 0, Ftepu +; K= {)QX5 '}‘
Drbeil wor der Punkt O dogs IMull- und der Punkt I das Einselement

dop Alsebraisicrungskorners b,
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1. _Schritt: Um einen Rechtsvektorraum W) iher den ¥Zrnor U= {ﬁ‘ s
konstruieren zu kénnen, bendtigen wir eine abelsche Gruvnoe. Danu
wdhlen wir die Gruppe aller Elationen, welche die feste Lyperebens T
als Achse haben; das Zentrum % dieser lationen ist bel icolt aus W,
(nach 7.5, Folg.3 ist dies eine abelsche Gruppo). Jir benelchnen
PGL(%, M| 2 el A 2T
bzgl. T e

Die Operation in T(T,) ist die Zusammensetzuns © und das neutrale

. T(Tw) als "Transletionssruppe von T

Element von T(W,) ist die Idenbtitdt Lg=t. Wir d=7inieren
Rechtsvektorraum ™) (K), indem wir verlangen, daB die ix

N

wnd T(Tw) iibereinstimmen und dafl die Addivion + iz

“setzung © von T(T.) bedeutet. Die Blationen v € 0(T,) =sini
Vektoren anzusprechen und wir werden daher fiir die Ilationen auch
deutsche Buchstaben verwenden. Es ergibt sich also folrende Tabe
von Umbezeichnungen:

Bezeichhun(; in T( T, ) Begnichmung in )
T k Oty
TyoT, ’ A+ ”h;.
L ; ‘ o
Tt %y

Wir aefln*erc*l eine skalare Iultiplikation < iWihki—%), also
T(Tw)xpx —T(Tw), wie folgt
TeO0:m L

T xef .
T X =06 mit BE6x=X A Gx¢PGL(0,T.) } VT e 2T MEeR. oY

Um zu iiberprﬁfen, ob wXe T(Tw) gilt, zeigen wir sc
T und vX sind Flabionen zunm gleichen Jendrum o in
T X:=06,"4T6x 148t alle Punkte von Wuw fir\zel“z fest
eine perspcktive Xollineation mit Tw szls ichse. I
und y I 7 = y(T.%)=(y 07 &« (y@“)@~y da y0Oy
T X jede Geradn durch Z fest.

Die abelsche Gruppe {'W) +} zusammen mit der oben Gefiricriszn
skalaren Multiplikation ist ein Rechbsvektorrawn iiber &.

Bew.: Wir haben noch die Vorbrislichkeibssosebze nachzuprifen,
(2) Uverpriifung von (0, +U)x=0t,x+0,%x YV ., v} eW) A ¥xeK oder
(ty0t) - X=(T,4.X)e (T, .X) Vi, TleT(ML)A ¥ Xei}l.

Die Giiltigkeit ist fir X=0 klar; gelte X#0:

(t,ot) X2 67100 T) 6 = (637, 636,74, 50 P8 (T, . X)0 (72 ).
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(b) Uberpriifung von (ux)y=wt(xy) Voed) AVx,erK oder (T. K) =

=T (XY)  VTen(T,) AV XY|ef,.

Pir X=0 v Y=0 trivial; gelte X,f | #O.

(T.0). 1% (rrtr )Y s 520y =(65* ) (6% 67)= (65 67 ) (ouey)
T.(XY) = 635" T Gy

Wir sind fertig, wenn GOyy =040y gezeigt ist.0y und 030y sind
Homologien mit dem gleichen Zentrum O und der gleichen Achse T, und
stimmen daher iiberein, wenn sie fir einen Punkt verschieden 0O

nicht in 'lh, dasselbe leisten. Es pilt aber E6,¢,=X0y=XY A 20y, = XY,

() =& Vooe 1 oder n.E=xt VTe T(T,)-
Vegen G= t gilt v .E ¥ orvey = v s

. (@) Uperprifung von et(xyy)= ax+ ay Vae W) AYx,yleK oder
Add.in U2 Add.din W)

() =@ X)o (T Y) Ve T(Tw)A V X,Y|e L.

Hit ve PGL(2,W) giltt.X, . 1,%T. (X+1) ] e PGL(Z,T,) =

(xX)e{v .Y) |e PGL(Z,Fu) A T(X+Y) € PGL(Z, ).

Da diese beiden Flationen gleiches Zentrum und gleiche Achse haben,
sind sie gleich, wenn sie fiir einen Punkt nicht in T, dasselbe
leisten. s geniigt daher 0 [T.(X+¥)] =0 [ (vX) e (x.¥)] nachzuweisen.
Dazu unterscheiden wir: ' : ) .
Fall 1: Z=Us=% Te PGL(U Tu), wir schreiben jetzt besser T Statt T
mit 0‘(:‘,\=Ae‘(2,L (vgl.1.12).

Einerseits gilt:

o [x,. (X+Y) 1% o((r‘4 4T 4oy e D2 O Zentzum . von G, ist gilt
06,,,=0, sodall zusammen mit 0T, =A folgt: '

0lt,. (X+Y)] =45, EW** A(X+Y)~AX+AY (*).

Andererseits gilt: A :
oL(r,.x) e (T,. )] ™' 0 [(GX"*C'AG’ )67y T, 0,)] . Fach der 1.Hilfs-
itberlegung in 1.12 gilt e *T, G0y = ‘t,\l bzw. b‘, Taly = 'tA,
OL(Tp . X)o(Ts.Y)] =0(’rM°'cA,) (AX)(.AY = AX+AY  (%).

(*) A ($) = riir 2=U ist die Aussage richtig.

Fall 2: Z+U. Vir konstruieren einen Tsomorphismus g von PuL(u,T Ye
CT(L;) auf PGL(U,Tu) ¢ T(Tu).

Bine Elatlon'réPGL(a T.) ist eindeutig festgelegt durch Ol—'n—O‘L'
mit Repoz\{ 23 und das 4 -Bild von T kamn ebenso durch O = S=0&pu)
mit Se€ Rou\ { U} eindeutipg festgelegt werden. Auf der Geraden UZ
cexistiert wegen des Axioms B ein Punkt W | 2,U. Nach Axion 1, ist
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W Zentrum einer Perspeltivitat z mit Ror H fou-
Wir delinieren nun m: T ¢ POL(Z,Te)
T PEL(U,Ty) durch O@ru)i= (0w,

Aus der Honstruktion ist m unmitbtel- 0

var als 3ijektion PGL(Z,Tw) — PGL(U,TwW

7u erkennen.

Hilfssatz (Ma TLIM = Tapbp T2 sdohe g 1st eir Gruppenisomorphis-

mus . lusammcn%e\u\nq u\ POLLT, VL) baw. n PAL LU, To)

Sew, wvon US,1: Vegen (T.ew)u , (7:4,&)0( T e PGL(U,T,) geniigt
es O&m OTL),UJ Ofta i Do (Top Mz 791("911. Seien die Punkte Ot
uncl Ot,_ auf 0Z und danmit 7, und T, eseben.
Jurch Prowl tion aus ¥ auf QU erhdlt man
aO'c,)x < 0(Tyu) und (OWx ¥ 0(Ta).
: konstruleren zundchst. unter Verwendung -
spunites P=0(T.u) der Punkt O(T,oty)
2alten du:-c_f Proae“tlon aus W den
mt[o(hov,_ " Qs o v, Ju] auf OU
(strichlierte Konstrukxbionslinien in
“cberv tahender Inzidenztabelle).

PGL(U Tm) abelgch ist, gilt
0T el a1 00 [t So (e m)ls,
un diesan I‘umw zu Lonstmuer\en SVer-
wenden wir den_HilfspunktPi=07, uncl

G[EOht 1)3(1: (P’v,_ sovrie O[(Tim Jolrap)l= // / S~ ]
=0[(tsov: Jul (punktierte Konstruktions- =
llnlen).L 0 GepP O, 0 Ol 5 a] fu

©

ilfssatz 2: u ist mit der Sl:alarmdltiplikation vertrizlich:
(T Xu =(Tp).X.

O1r. WO LiS.2: T & PUL(J,(\Q,)_:’:) T . GP(J‘L(Z .ﬂ- ) A 'C’,(,L €P(‘L(U T- )=7

ctx{\,u, (Ta).X € PCL(U, ¥y . Daner geniigt

2s O[(T i), ]—-O[ T:,w}.& zu zeigen.

O[§r Ag M g L [o(t &)Jx "(O(Tx“’tlf,\)TraOTG‘m.
o). X] =06¢ 4(‘!:‘#)6'x=0(’t,0.)<7x9§ Otnéy.

Vir sind lertlg, wenn 0xX=X0% sezeigt ist.

Sir O und 4 ist dies trivial; ein Pu'xkt

Y#{0,5 auf 0L geht unter Gy {iver in einen

Punxt T6x auf 02 und Y0x wird durch x

er Punkt (WYG6x).0U=16yx & zureordnet.

Dwr Punkt Yx =iiY,0U geht bei 6k nach den
esetoen einer pbrsnek’clvcn Kollineation in den Punkt I(szr iber,

Jso 5ilt mr(;; J.o‘;x VLepu:-_; XOx = Gx X » @
4

Tiun kann die U’berpriifung des letzten Vertr‘dglichkeitsgesetzes‘
T (X+D)=(T.X)e(v.?) beendet werden. '

. <y Fall 1
[t. (X0 T 3t ) () S e (TA) Xo (Ta) .Y (T X )0 (T Y B

= [(Tv.X)e(v.Y)Ipe
Anwendune von u'auf obige Gleichung liefert die Behauptung.

4
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2.Sehritt: Die eindimensionalen Unterrdume’ von W) sind genau die E
& 5 n zu festem Zentrum, d.h. YUWe u 'W)(II\) 3ilt ‘ |
ITAZ fest). !

Zewe: (2) Wir zeigen zuerst, daB PCL(Z,T,12 ITua 2 fest)c T(T,)=H#
ein eindinensionnler Unterraum W von ) ist. Dazu muB das Unterraum~ '
¥riterivm erfiillt sein:

Va.,adeu A VX, Xole K=o X+ o, x50, oder unformuliert:
YT, Ty 1€ POL(E, Tl 2 ITon 2=2,fest)a ¥ L o le'axr-i:fm.x °T, X, 6
POL(Y,TL).

Dies ist eriiillt wegen: Ta, Vo |€ FGL(T, Tw
=TT X e X,y e PGL(Z4,T0) .
Tm ein2n Unterraum W als eindinmensional zu erweisen, mif ein Co

) Schalt A N 1

= T Xy, 'r,_.XgePGL(Z.,.'K..,)

Voktor o, ¢ & =0 oxistierén, dal VaeU\{eo] gilt a=ot,x mit
»e B \N{0} ; dies bedeutet umformuliert:dr+ L A T@P&L(A,T..,),
soial Y1 € PGL(Zo,Tu )Nt} g1lt T=To.X mit Xef {0},

Wir legen *© bzw. T4 eindeutig durch

Gr= O0t(#2) vzw. 0+=0v(#0) fest mit 0,0v,0%,
i xollinear.

Wir unvers ﬂheiden:k

¥e L.'L 1: 4#U. Hach axionm 1'2 existiert der Punkt
U205 UL, mit W ZOUAY Z 0Z,und damit die o
Perspektivitds x: POL% Rov « Zum Punkt X:=O'wc(#0) E Otxei X
~on8rt genan eine Jomolegie Gx¢PGL(O,T,) mit 16y =X, Nach dexr
Inzidenzseballe ist 0T=0T.0% ‘2° 06,7 T, 6,78 0 @&.X) = T=7T.X
wegen T, T, . X|ePGL(Z4,Tw).

_Fall 2@ 42U, Wird T durch O+ 0Ot(#0) festgelegt und v, durch 0+ 01,
(+0)=:E, so existiert eindeutig ein 6x mit £6,=0T, d.h. 0% =0T, 0% 3
run ist wie in ¥all 1 weiterzuschlieBen. .

(’o) Sei umsekehrt W= oK mit wse ein beliebiger eindimensionaler
Unterraum von W2, d.h. umformuliert U =T.X mit T+L, Die

lemente von W=7.K sind Slationen . X mit Xé’p,‘. Hach Schritt. 1 ha-

ben ¥ und T.X dasselbe Zentrum Z,,d.h. jedes [lement von W ist in
PGL(Zg W) enthalten = We PGL(%,Tw), wobei W nach Voraussetzung

vnd POL(LeTw) nach Besveisschritt (a) ein eindimensionaler Unterraum 1
ist = UW=PGL(Z,T, ). ® ‘
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Zwi.schenbenerkuny.:

Gind ¥, und4), svel Rechitsvelktorvrdume Uber demselben Kdrper K,

s0 kann das kartesische Produkt

W x40y = { (0ay 0] 026 K], 4 0, € 40,3

zu einem Rechitsvektorraum iiber & gemacht werden, indem man die
Addition in hx4), und das skalare Produkt (40, x40).) x K —=(4) x4),)
komponentenwcise definiert:

(eare) + ("O«;V)t) (’€4+"2;1'f-1t"’7 ) V. "QA!E'V)A A V'Qzﬂqlk W
d.in bzw. W
(Mayre ) 1= (s V'eae/l().AV'c el n V¥V x<K .
“ekal.Mult. 1B '{le)Tzw’.W; o

Der so erklirte Hechisvektorraum heiBt die "direckse Summe ¥ @10,
von 4, und ¥,". Der Iullvektor von #h@4), ist Gas Paar (0., ),
_ wobei o; die IMullvektoren von #); sind.

z.wchr]tt Wir setzen #=K= ’(-l,( ,401—%() =(To) und studieren den Rechtg~
vekborraum 1) =K & W) (K) iiber K. Die Elemente v von 4] sind die
Paare 4 =(X,v), wobei die erste Komponente ein Punkt Xe’é. und
die gzweite eine llation te I(Tw) ist; der Wullveltor von A7 ist
o =(0,1),
W+ 10, = (X4 YT+ (X2 Ty ) = (X +Xg,Taem, )
Add.in KB, | Add.in (T.)

Y= (X,t)Y = ( XY,T Y)

Mult.in K f& | skal.Prod.in T(T,)

Dann gilt: Ty 2 T (Ke WIK))= TAWI)),

Dew.: (a) fs genii{;‘b eine Kollireation iy, —= T WD) anzu-
geben; diese muB jedem Punkt Pe’[Q ein Wlement Pee T({)), also einnn
eindimensionalen Unterraum aus u ’V) A ed s Betcs vil

Wir definieren:

(1) fiir Pefd, sei Px:=(0T)K mit T€PGL(P,T. )Mt} ;

(i) rir P\, sei Pe:=(ET)K mit ve T(Tu)A OT=P.

Damit ist ® eine Abbildung Tru‘—’ T @0(K)), Genn naci Delinition
ist (0,v)+0, (FD+4, und nach Schritt 2 1st der eindimersionale
Unterraum clle4? durch eine beliebime Trans 1auor~ aus COL{P, TuN LG
festgtlegt.

(b) Wir iiberpriifen, ob ® eine Kollineation ist.

Zu (I): Nach Definition ist =% global, Zur Uberpriifung der
Injektivitédt unterscheiden wir:
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COR3 ,Palé'p.uAP,‘-tPe = P,&= (0,7, )6 mit 7€ PGL(1>i,Iw).~:«Jegen
P(:L(P,], W) n PGL(P,, T,)= { 1 entstammen T, und T, verschiedenen
cindimensionalen Unterrdumen PGL(P , ) (8 ChI‘lbL 2)=> {T‘,’t&l u, =
{0,x), (0,%)} 1.u. (ind.: l.a. =>3x Mz‘ A (X, X)x
(0,0) mit (0,1)=(0,r, )X +(0, ’(:',_)X =(0, ’t.‘.X,] 'cl.X )=:t—T1.X1°T; 29
d.h. {t.,74 1. a..“’Jiderspruch) =>an (0,7t E+(0,72 JK=P, 2.
) P e’puAP2¢’ﬂ“, ; nach Definition sind P % und Peae_ verschieden,
denn (O ;T mit Tl und (2,7 sind l.u. (1nd..3/ 2l€ ’Qn
(X,],Xg)4=(0,0) mit (O,L):(O,m)X,ﬁ(E,t,_)X2=(X2,r,.J{,,lotl £2) = 0=X, =
= L= TaoXy= 04, T(0y = Ty =G A6, =1 Widerspruch).
() Py Py HRuA Py#Py = P =(d,T)K mit Om=P; fiir i=1,2.
We"ren P,];*P,) sind Ta und Ty l.u. Daher sind {(E,'n),' (B0} 1.u.
(ind.: 3 X% | e ‘{).x A (X 4 %,)+(0,0) nit. (O,u):(E,v,‘)}IﬂJr(;),*r,_)}:i:
-.(J{ +85,Tyeky @ T Xy ) = T X, © Tpdo=1, vas umformuliert
AXqtlyXp= 0 mit (x ,xg)*(o 0) bedeubet == io«.“otl} l.a.: Wider-~
sprucn ) = P %= (E,v, )K+(E,1, JK=Py2.

Zur Uvberpriifung der burge*:tlv_ltat beachten wir, dafBl jeder ein-
dimensionale Unterraum von T(H)) die Form (X,T)E mit (L,v)+e,=(0,1)
besitzt. Wir unterscheiden daher . ‘

(x) X=0 = T % L. Die Translation v e T(F,) stammt aus einer Unter-
gruppe PGL(P,T,) von T(T,) und (0,v)K ist das 2~Bild des Puniktes
Pefe. ' ,
() %40 =2 F*x e 1Qx\ {0} mit XX7 -1 =B mit (X,v)e (X,0)K ist
auch (x,r)x"“e (X,’t)ih _

&) =(xx™? L xD=ET X )= (8,%) nit T € 2(T,). Den Punkt
OF ist als o ~Bild der eindimensionale Unterraum (E,T JK=(X,v)K
zugeordnet. ' ‘

Zu (II): Um zu iiberpriifen, ob 2 kollineare Lage von drei

Punkten P,I,PP,P,,dle 0.B.d.A, paarwveise verschieden vorausgesetzt
werden, erhilt, unterscheiden wir:

(&) ByyPpyPyle Ry = Piw=(0,TOK mit TiePOL(P;, Tu) N1l
Wegent,#L ist 0T, 0 =3 O =0P (P3 )+ 0 nach Anu endung des
Axioms I, auf das Dreieck O,P ,1’2 und die Gerade 13'0t“ gnalos nilt
3*(33=01>5.(on«:)¢-0. Fijr k=2,3 ~3* %, ¢ PGL(P,,T,) nit Q, =0T, und

¥, *t, sodaB auch . Fax =(0,T, )X gilt. Noch der Inzidenztabelle ist
0%, %y =0T, und wegen T,,T,T, |¢ PGL’(P,] \Tw) folgt Th=% T
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Jann gilt
(0,%,)+(0,%)=(0,%.%,)=(0,t1), sodaB
{(0,%), (0F), (0,F,)} 1.a. und daher
(0, T =P pe (0 ﬁ}K=P23e, (O,%a')K=Paae
“ollinedr sind.
(A) Der Fall P, Pelcpw/\P 612,.,
ist nicht moglich.
(+) e, P, PjH Re == 3I*t'ePCL(P,,T) nit qu‘—P AT H
z-re{«_:cn Po#Py; 3 tre (Mo ) wit OTy=P; flI‘ i=2,3. Bs (Tllt
Ot . v* ~P5—O'r§, woraus wegen 1,7t , TilePuL( ,T.,,5 folgt
Tr= Ty .
D'um't eilt . .

2 =(0,T")K; l_ae (B,T, 0K flir k=2,3. Die Vektoren 0
{(O;t'), (E,1,), (L:T;)Ssind l.a. wegen (E,tp+(0,t)=(E+0, r,.'x: )=
=(E,Ty), und daher sind P®, P, P)ae’ kkollinear,

(J)p1,p2,p [¢ D= J*1, ¢ T(T,) mit O’c _P fiir 1i=1,2,3 " P Eoz
und es oilt Poa=(E,T3 )K. P A 5
der Punkt Z:=P Par\ T, ist eindeutig bostlmmt Ty 0

wrd J* v, ePGL(u,‘II' ) mit P,{cq =P; und J*1,'ePCL(Z,T,) mit 1’21‘1':1’3.
D2 PGL(Z,T,) nach Schritt 2 ein eindimensionaler Unterraum von
W=2(T,) ist, existiert ein X € P,\{0} mit T4 =TlX ™).
Sus ot =P;=07;  folgt TAT, =Ty, Ao Tary, Ty | € PCL(Z,T,);
obenso: O1,.ty' =P.=07Ty=2 TiTi= Ty

T = R .1(:(?17,_“1,,). X; dies bedeutet umformuliert

o ol a= (=0t €)X = ety X= 0t{X~1 )+ 014, also

Ty Xa[Ty . (X-E)JoTs (2).

Die Vokboren (X,T;) sind l.o.:

(u,’t3)(1(—b)+(b T =(E(X-E) T'a.(i(-—-L))—P(B,T,‘) (X=Er 3, [Ts, (J{-J,)]Om) =
—~<A(,Lz LA)=(E,7, )%, und dgher sind P,Iae,ane,P;,ae, kollinear. ‘
i
Zu (III): %= erhalt nicht kollineare Lage, d.h. drei kollineare Punkte
(,xl Ti)E fir 1=1,2,3 von T{#)) stammen von kollinearen Urpunkten.

Wip dlirfen o0.3.d4.4. (X, y \.,)L pw.verschieden qnneh'nen é je zwel
der Vekbtoren (Xi,’t‘&) sind l.u.; (X T YK kollinear & {(Xl,’n)
i=1,2,5} 1.a. .
(x) X,=X,=%5=0 A (¥;,7;) l.a. =7 Yg,'%le‘ﬁx mit (0,74)=(0,T)Y +

+ (O 73)_,~(O Ty 150 T, .1"5)@ T =T,_.'Ig°1:5.‘[5. Dabei sind T4 bzw.

Tt =T Y, bzw T3.~T3 Y5 Elationea aus T(W,)=M) mit den Zentren 2,
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bzw. Z, bzw. 23, und es gilt Zie= (0, T XK

wegen (0,T, )&= (0,7, )K fir k=2,3.

Vesen Ty= T T, ist I, der rach I, eindeutig be~
stimate Purkt 2,23.(0.0%%,) = 2,,2,,2; sind
kollinear,

(A X, 40 A f.ij{) -0: diesor Wall ist unmdglich, da
aus {(,{ sTidsy 151,2,3) lia.=* 3 In,Y5 lefd, mit (X,37T4)=(0,Ta )Y o+

+ (0,7t )L 5(0 T,_.1?°'(.'5 N )==>0 =X, im Widerspruch zur Voraussetzung.
) Ly 7y ! +0a X Zy =03 a‘mlog zum Beweis der Surjektivitit diirfen

vir o. 3.&..1. £, /aﬂ.. annehnen. .
{Erd, Ew, O] lea=23Y,,lef mit (B,Ta)Y,+(,7)Y,=
={0,%y). Duc Urbild von (&, & (k=1,2) ist der Punkt Pk=0'rké'p\’ﬂw,
das .Urbild von (0,%s)K ist das Zentrum P5(6 f,) von Ta.

Damit folps (0, Ty )=(¥1, BT Ty Ly 0Ty 2)—(Yq+{2,’t,‘."f,‘° TL.Y2)=)
C=t,4Y5 ATy = Tl ”c,_‘;, baw. O=7,+7 5 Aky =0 J, +0,T , = y1=-y2/\(-o(‘+o(,l)y2=
—cc_.,, alao (T, ). Ts= The ”CT<13,Wu)'
Iach dem 1.0caritt ist T Y, e PC‘L(P3 W)y da ', &
on Punki .L,, in .L’? tiberfithrt, liegen ZP und P2 suf

o

jde

nem Lol liz_eatlorsswzml durcn das Zentrum P3 von Tyt =

oo

9 5 o8

) 1:,‘,;{ x:tgo; wir diirfen 0.B.d.A. X, =X,=X,=F annehmen. Das Ur-
/

t der Punkt Py= Ot, e’Q\’pw flir i=1,2,3.

.1

4)5{ zollinear {(u,’t, 1= 2,9} l.a., d.h. 3Y4,Y2|6’Q‘ mit

"c,‘) 40T ) o=(E, T d=(B Y48 Y, Ty X, 0T, Y,) =

~ e~ T
[STI ST SN
- |
q

<‘
yj
/\o
sl
-
;i
s
=
1B
U)
F

e
-

/‘
’i,,‘+ Toy=a AT4Y,{’LZ_2~T1 bzw. umformuliert- y,‘+y,)=1 A of,,ay,|+o¢,_y2~vt;
ATy T, +hT ~AT5 ~°‘“y44y2)+(0u UDT 5= s =3 (=0l + KT == Uttty
also (Ti ter, ).L? Ta ety Wie in (¢) erkennt man hieraus, daB +{‘t,

und Ty, zun gleichen Zentrum Z(ef.) gehdren.
Tt v, finrt P, in P, lber =221IP
To T, fihrt P,} in P5 iber =»Z1P,P

P ,PQ,P5 Zollinecor.

1P2}=>P2,P,j IP2 =

173

$SATZ 5.7: (Erster Heuptsatz der projektiven Geometrie) lat T,
ein Desarguesraum zum Algebraisierungskorper K, so

existiert ein Rechisvektorraum 4) iiber K so, daB Ty ¥ T {KJ).
Der Rechbtsvektorraum 4) ist davei die dirckte Summe des Hechts-—

vektorraumes £ (iiber ) mit dem Rechtsvektorraun W) der Trahs-
labvionen in Tk beziiglich einer Hyperebene T .



women {(XA$®QGQ; .
~(X,7®4)q o+ (KT

ning

,,/\9; : x
also ein Blement aus onﬁ zZu M? ‘dunien Linis elborraurn: s fiir X0
ist (X,7)¢#0 und daher g .- Bg ist dann ker {x{(X r)»m;x O} der
Unterraum {0}9%0 von 4) ung nacihh 5.1 Bola.o ist ker q) =

({0}® MW2) eine Itypercbenc in Y(w3 nd zwar nach der LUefinition
von # 1m 3.5chritt die Hyverebene

(b) Jeder Desarguesraum igt im wesentlichen {d.h. bis
auf Tsomorphien)identisch mit einem projektiven waum liver einen
Rechtsvektorraum. Iis gibt keine anderen Desarguesriume als die
projektiven Riume lber Rechtsvektorriumen.

Zu beliebig vorgegebenem Algebralﬂlerungszorﬂer & und beliebi
endlicher Dimension n mit 2&n<ee ist also der arithmetische
projoktivD Raum TW{Z"**) i.w. der einzige Desarguesraum mit K als
ebralslcrunrskorper und n alsg Dimension. Dic ilemense des
% P14) gind (x°...x")K mit x?e R A (X5, X" )*(O,..,O)

ger

o ct

(¢) Hit dem 1.Heuptsatz ent die projektive Grometrie
der Desarguesrdume in der LA auf. Zu n¢vhuuesfrﬂaev“cn Zoenen
kann kein Alrobralslerunﬂskorno¢ konstrulert verden, da2her ent-
ziehen sich diese der Behandlung dJdurch die LA, Ii. HALu entwickelte
1943 ein Verfahren zur Almebraisierung von Iiichtdesarjuessbenen;
man gelangt dabeil zu Ferndvringen. ’

(4) In 1.1 haben vir ausgehend von der Anschauuncs-
ebene AE die projektiv abgeschlossene Anschouungsebene PAX singe=
fihrt., Wir kdnnen nun ein Axiomensystem fir PAE ,angeben, das PAR

bis auf Isomorphisren villig bestimmt, namllch {11,12,e De,& =R 1.
Nach Batz 1.12 erfiillt PAT dieses Aviomensystem; Jeder projextive

Raum, der dieses Axiomensyutem erfiillt, ist nach dnn 4
isomorph zum W(ﬂ ), insbesondere gilt also PAR =HCQ . ZEin
Axionensystem, flir welches je rwel Modelle isomorph e
sind, heifit "monomorphes Axiomensysten"

Ebenso lautet ein monomorphes Axiomensystem des PAR(vzl.3.1)
{Iq,Ig,E,n=3,E(§Ei}, denn nach Satz. 3.5 und wegen din Picl=3 er-
fiillt PAR dieses Axiomensystem,und nach dem 4.uahntauuu ist jedes
Hodell dieses Aylomen ystems isomorph zum 'W(Q "), insbesondere
gilt also PAR ET(’IZ R

5
und Aussagpen, die fur ﬂroaektlve RLamn ubor ﬂcc tsvenuorr
(vgl.5.1=5. 6) gelten,in beliebigen Desarguesrivmen giliis

3

Miqddedms5Ju}M]m5,?wlﬁﬂr
mena davn ellAptlsche Pro;eLu1v1td

m oo

bia*51prun~CR drper nicht guadrat igok
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Aus 5.6, Folg.3, Bem.c=>In einem W, kOnnen elliptische projektive
Polaritdten und ovale Quadriken nur - existieren, wenn der Algebra-
isierungskdrper nicht quadratisch ebgeschlossen ist.

Aus 5.4, Folg.5, Bem,e=*Jeder endlichdimensionale klassische pro-
Jjektive Raum Ty, ist isomorph zu einem arithmetischen projektiven
Raum iiber einem kommutativen Kdrper K mit Char K # 2 und dieser
kann durch %inzufﬁgen neuer Elemente zu einem klassischen projek-.
tiven Raum T iiber einem gquadratisch abgeschlossenen Oberkdrper K
von K erweitert werden; jede in T elliptische Projektivitdt ist
dann in T hyperbolisch. Damit kann fiir den in 4.3, Folg.?7 (g),(h)
fehlenden Fall, daB a Passante von k, und k, ist, eine Bedingung
dafiir angegeben werden, daBl eine Projektivitdt «:k, —~k, einen
Régulus bestimmt. Nach Ubergang zum isomgrphen arithmetischen Ero-
jektiven Raum und dessen Erweiterung zu T geht a in &, k; in k;
tiber,und & ist eine Sehne von kj. Damit liegen aber die Voraus-
setzungen yon 4.3, Folg.? (g) in T vor, und daher sind in der Er-
weiterung T die Bedingungen bekannt, unter denen & einen Regulus
bestimmt. i

‘5.8. Loordinatisieruns endlichdimensionaler Desarsguesriune

Ist Yﬁ_ein endlichdimensionaler projektiver De-Raun zum Alcebrai-

sierungskorper &, so ist ﬂ;; nach dem ersten Hauptsatz isomerph zu
4 . . N . . - N

T(R™') und es existiert daher (mindestens) eine Kollineation

AL —T(R™).

DEF.5,8a:Ist Ty, ein Desarguesraum endlicher Dimehsion n zun

' Algebraisierungskdrper K und T( R "*" ) der n~dimensionale
arithmetische projektive Raum {ber K, so heiBt jede XKollineation
meTp == T(R™"), also Xe P ~ Xp=(x°,...5x™K nit (x°,...x3)e
ek \{(O,...O)} eine Koordinatisierung von Ty, . Die Punkte
Pj= CCHT TP J;)K)/E* (j=0,...n) heifilen die Grundpunkte und der
Punkt E=((1,1,...1)K " der Einheitspunkt der Koordinatisierung .

Bemerkungen: (a) Da die Vektoren #3=(d. 8 ... 80 (5=0....0) ai
kanonische Basis im R""bilden und1d§héf i:u. éié%fabgidenpgigliMnk_
te P u nach 5.1, Folg.1 einen Basissimplex in T(R "4 ). Ua bei u*
ein ?a51551mn1ex’in einen Basissimplex iibergeht, ist

{Pi1j=0,...n] ein Basissimplex inl%sb; er heifBt der "Koordinaten-
simplex von A ", : o
Von den n+2 Vektoren By Baseos fay b =totoeathn=(1,1...1) sind je

n+1 l.u., alle aber 1l.a.,und daher bilden nach 5.1, Folg.ﬂ,die
Punkte {(140,e0e00,¢0.(0,0..0,1, (1,1,...1)K}  eine Fundamen~



,*itﬂj ¥
f’&li& - 3 o,wgia,: Yoine ST
in da. sie G "Loordinate enfundamentalfigur von ,i- oder
Xurs ein 'hOOI'CLlna’teHSJSuﬁ‘m in Wy.0

: (b) Ist spesiell Ty —Tf(m(lh)), s0 wird eine Koot‘dl-
atzﬁleru’lu festgelegt durch Einflihrung einer Basis {q oyese (gn
in 40
A= Lg,x‘(ﬂf))""(Y yeosX")e RM** ;i dabei ist T pach LA eine
ineare Bijektion., Damit milt X= RE [ € T @] - Xep=(x",...x" K
lew{(@m"* )], und nach 5.2 ist %y eine Kollineation, die
eine Koordinatisierung a nach Def.5.8a ist.

(e¢) Ist M eine Ixoord:.nablslerunsr mit XHQ)’*’ T =
=(x° yo+-X")K, so heiBen x°,...x" die "projektiven Koordinaten
von X besliglich a'". Jede Aufgabe im Tp 188t sich unter Benutzung
giner noorulnatlsmrunﬁ M in eine analytlsche Aufgabe 1m T(R~*")
uberfupren. .

Folgerunzens:

~4)Die projektiven Koordinaten_xj sind durch eine Koordinaten-
fundamﬁnta]fipur abgesehen von eincm gemoinsamen Proportionalitdts-
faktor (#0) bis auf einen Kbrperautomorphismus eindeutip bestimmt,
d.h. es gilt:
(a) Ist p mit X'“fXﬂ=(Xo,...Xn)K eine Koordinatisierung und ist
Fi— 1 ein Korperautonorphismus, dann ist X'—*(xof,...xnf)ﬁ eine
'Koordinatisierung zur gleichen Koordinat onfundamentalilvur wie M.
(v) Sind Pt g pha zuei Koordinabvisierungen zur rleichen Koordinaten—
Ffundanmentalfigur, dann unterscheiden sicih die projektiven Koordina-
ten eines Punktes. X bezﬁgliéh fa und beziiglich ﬁq abgesehen von ei-~
nem gemeinsamen Proportionalitdtsfaktor nur um einen Kdrperauto-
morphismus. ‘

Bew.: (a) Durch (3°,...x") —(x°%, ... x"f) wird nach 5.2 eine
- nrojektive Kollineation : Tf( At H)y—TCcnr" ) beschrieben,
velche die Punkte 2K,...,#,K und (i, +...+4,)K wegen 0f=04 1f=1
festlift. Die Abbildung ,uoze :Toe— T (R ™" ) ist demnach eine
holl1neat10n, wel che X "*'*(x f,...x f)ﬂ\ leistet, und uo® hat
wegen. '
CRIgEE )"1=(ml?{)9?.‘fa;[" =( )t fiir i=
CTIESY ) N TR Taltte +oo ot XK p™! dieselbe Koordinatenfundamen-—

O0y...0n und

talficur wie M.
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(o) pitop,: (™) —=T(R™) ist eine Kollineation = , welche die
Pankte 2K yi..,0.K , (Mo+...44)K einer Mundamentalfigur einzeln
Testl80% und nach 5.2 durch eine halblineare Bijektion f:f™t— R
zun norpersutomorpihlsmus 1 —K beschrieben wird, wobei gilt
Wif=rze sy (Bata. ot )= a o it fute +oo b en=(Mot. ot m)e =
€,2...=e =e cK\{0O}, da {m,,...m} eine Basis ist.Nach 5.2Folg.7,Bem.a
lautet dann mit a,-eJ die Koordinatendarstellung

von w:Xu=(x%, .. XK —(x°f, .. .x B E YK =X pie =X dae ¢

: () Gestattet K nur den trivialen Automorphismus,
iz iloordinaten bis auf einen gemeinsamen Faktor
Koordinatenfundamentalfigur eindeutig bestimmt (z.B.

(b) Gestattet K nur den trivialen Automorphismus,
rach 5.4, rYolg.2 notwendig kommutativ und nach Satz 5.4.
Autolzollincation projektiv. Damit ist Bem. a die
et hussape: In jedem PP-Roum ist eine projektive Kollineation
lurca zugeo“dne te Fundamentalfiguren eindeutig festgelegt (vgl.3.7).

ste und der zyueite Hauptsatbz zusammen gestatten es, eine
1lineation & :fy,— Th zuischen Desarpguesréumen analytisch
*
unterworfen,so entsteht das folgende Abbildungsdiagramm:
T, A T
i Ve
TR aC’MT(ZD'"")
Die Hollincation ,u."at,ut heiBlt die "Koordinatendarstellung von =
vei den Koordinatisierunsen m,m' ". Die Kollineation w™au' leistet
(0, 0™ = (2% ...xMK' und nach 5.2 (zueiter Hauptsatz)
existisert eine halbdlineare Bijektion f: szlm Z2‘n+/‘ zu f: IK—*!I’
Cmit ‘&;:}4.' ’pm' g fir dicse gilt x™¢! =a‘;‘ (x'jf) mit ¢'eK’ \{o
a"; e K' urd rechter Zeilenrang von (a';j") gleich n+1. |
Beperxungen: (a) Sonderfall: T, 'W'
SN
TR — T(R"") '
Ao pl e PRLITIR™Y) ‘

Der L,mw“'r““ von einer Xoordinatisierung zu einer anderen yird
durch x® } H ‘(x3f) beochrieven. Haben u und M insbesondere gleiche
Noordinntenfundamentalfisuren, dann ergibt sich wieder Tolg.1(b).

(1) dine Ioordinatisiecrung w: Ny —= T(R "1y yer-

mistelt einzn Grunnenisonornhisnus

$ PO L(Tp )= PPLAT(R"™)) nit oy = u™ % M Y 2eP M L(Typ,).
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Bew.: 4 dist global und die Abhilduns

T LOT (RN 3y PP BT mib a0t e ot Ve PPLIT(RY))
e,us-,lert,ist global und invers zu ¢ == ¥ ist bijelkiiv,

¥ ist mit den (rmwpono“or“**onc‘n vcr«,r('r 1ich:

(aemael)a‘v Ao m)u= (e Yo (7 aellu)';se‘ t;aetg-

lus in PPL(T?t) V&‘,xl '6 pr‘L(rm) Ws.in PPLET(R™Y)

Alrmenrlunﬂ~

Pro(,) S Pro(m <za“”>> £ orua™/ dm) =

PF‘L(WD,_) g PL(R™ /N (@™), wobel ™ der arlthmetlsche Vektorraum
iiber dem Algebralslerungskorper K von Ty, ist.

(¢) Der Gruppenisomorphismus 4 fithrt die projektive
Gruppe PGL(TWy, ) genau in die projektive Gruppe PGL(T (7))
iber. :

Bew. (vgl.auch 1.8, Folpg.1): aeeP(rL(Tfm)zv ® =Xy.. K, wobel die X;
(i= ’1,..k) perspektive Kollineationen sind. Ist n, eine perspektive
I\olllnead ion mit der Achse T,., 80 rilt AXxy=A fir A € Ta, U
MT'my 0 izt eine hoUlneatwon e PL(@ "), wobel fir ?’19 Purkte
A'=Am aus der Hyperebene T, .~(TE,<1)M* A g */.L* wazen A'MT Ta=A T =
-A A',u Filt

PAR p ~(A M )(u. =A'=> wi'mu ist eine nerspeitive Kollineation
mlu der Achse Ta4.
Mirpm = Al (Ko e m = (T p ) ptwa ) (Tt )
ist cnher Produkt der perspektiven Follineationen (u ‘ximo, also
ist - :;e,,u eine progektlve Kollineation in T¥( 22 A J.
Ebenso erkennt man aTem € PGL(T (2°'" )) = % <25 T;;.)

Anvenduns s T, T4
Ist K homnuua’cav (=Tep), 50 ist BGL\’WP 2 ql,(\ (@) ="
GL (@"*)/H (@) = PEL(Tem) Z oL@ /d\n""/, 0kl

dexr "rltametlocup Velktorraun iiber den Alr;cx,r110 IEDubhels

von -“-pp ist. . .

%) Die zur Koordinatisieruns u duale Kollineation u®: 1‘5,’_’ ead I /AN
erlaubt es, die Hyperebenen e Tl'l{’e analytlisch zu erfassen,

undzwar gilt em*=i [a ... T nit [ag,...a.]€ Ra.\ {[0,...017%.
Die Gleichung einer IIyT)oI‘rbf‘nn leutet nach 5.2 dann aJ =0, Die
Koordinatendarstellunyg einer lorvelation d entrimmt r=n aus
folgendem Diagramn:

'3
Trlk - Tr'D‘e*
M ‘ 'u:t

T\&Z“”)WW’T(D"”)

A B s




- 193 -

Die "Koordinatendarstellung ac‘edeu'” von & fiir die Koordinati-
sierungen ,u,/A""ist eine Korrelation und kann nach 5.3 durch eine
antihalblineare Bijektion 8% zum Korperantiisomorphismus 8f:E—K!'
beschrieben werden. :

Nach 5.3, Folg.3,Bem.b gilt

Q'a"g(x“af)a;k nit ¢'e« K'\{0J}, a,j.ke K'und linken Spaltenrang von (a},)
gleich n+1. :

Bemerkung: Zur Kollineation ® bzw. zur Korrelation & gehdrt die
duale Kollineation »* bzw., die duale Korrelation d * und ihre
Koordinatendarstellung ist die Kollineation u™™*ee™ u'* bzw. die
Korrelation m*™*d* u'* , welche nach 5.2, Folg.8, Bem.b bzw.
5.3, Folg.5,Bem. beschrieben werden kann. .

4) Fir einen T, (#0(K)) haben wir in Def.5.%4a das Doppelverhiltnis
erklért; wir wollen gestiitzt auf eine Koordinatisierung u das
Doppelverhdltnis in beliebigen PP-RHumen erkldren.

DEF.5.8b: Sind A,B,C und X vier kollineare Punkte eines Tpp mit
T A,B,C paarweise verschieden und ist w:Te—~ T (27*")
eine Koordinatisierung von Tpp , so heiBt DV(Ap,Bu,Cu,Xu)e Eufo] das
Doppelverhdltnis der vier Punkte in TWgp beziiglich der Koordinati-
sierung g ; wir schreiben DV, (4,B,C,X).:

Bemerkung: DV,(A,B,C,A) =oo ist unabhéngig von u, demn es gilt
A=X &= Au =X 4.
DVu (A,B,C,C)=1 ist unabhiéngig von AL, denn es gilt C=X&Cu=Xy,
DV =0 ist unabhéngig von u , denn es gilt B=X&=Bu=Xu.
DV, (4,B,C,X)==1 ist unabhingig von u, denn DV,,%A,B,C,X)=-_1 =
H(A,u,B/u;é sXu),und eine Kollineation erh#lt harmonische Lage.

A,B,C,B

Sind u und u' zwei Koordinatisierungen des T,,, so existiert ein
Korperautomorphismus £:K —K so0, daB fiir alle zglﬁssigen Punkte-
quadrupel DV, (A4,B,0,X)=[DV, (4,B,C,X)]{ gilt.

Bew. : ,u.“o,u‘ : T(ﬂln’v‘)—* TT(ZlnM) ist eine Kollineation € PML( W(n’“")),
Nach 5.2 existiert eine halblineare Bijektion f: &"''—= R""' zum
Kérperautomorphisms f:K —~E& mit ry=ptut o Nach 5.4, Folg.4 gilt
bv(a,B',C",X")E=DV(A'%;,B'%,,C' 2, X'®p) fiir alle zuléissigen
Quadrupel A',B',C',X' aus T (@), setzen wir Aulad, . XH X
[DV(Ap,Bu,Cu, Xu) ] EDV((ARIM 'y s e R 7 ') =

(DV.(4,B,C,X)] £=DV,, (4,B,C,X). é
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Bemerkungen: (a) Cesbatdet K nur den trivialen Automorphismus,

dann ist das Doppelverhltais nur eine Rigenschaft der vier Punkte
allein und unabhingig von der Koordinatisisrung. Dies gilt also
speziell fir K=R,

Gegenpelspiel: Fir K=C igt das Doppelverhdltnis keine Eigenschaft
der vier Punkte allein. . )

(b) Wach 5.4, Polg.5 gilt in einem endlichdimensionalen
Teo (10 (K)): Eine Kollineation is% genau dann projektiv, wenn sie
~ doppelverhdltnistreu ist. Da die Gleichheit zweier Doppelverhdltnisse
bei Anwendung eines KOrperautomorphismus unverdndert bleibt, ist die
Gleichheit zweier Doppelverh#ltnisse invariant gegen die gewshlte
Koordinatisierung. Damit gilt . zusammen mit Folg.2, Bem.c: Eine Kol-
lineation ist genau dann projektiv,wenn sie doppelverhdltnistreu ist.

(¢) Da jede Projektivitét zwischen Punktreihen nach
Satz 3.6 zu einer projektiven Kollineation fortgesetzt werden kann,
folgt aus Bem.b und 5.4, Folg.5: Genau die doppelverhdltnistreuen
 Bijektionen zwischen Punktreihen sind die Projektivitdten.

- 5) In 3.3 wurde gezeigt: Ist T ein mindestens dreidimensionaler
projektiver Raum, so ist jede seiner Ebenen desarguessch. Die in
3.3 offen gelassene Umkehrung kann nun erledigt werden.

Ist eine projektive Ebene desarguessch, so ist sie isomorph zu einer
Ebene eines mindestens dreidimensionalen projektiven Raumes.

Kurz: Der Satz von Desargues ist ein EKriterium fiir die Einbettbarkeit
einer projektiven Ebene in einen projektiven Raum.

Bew.: Fir die gegebene Desarguesebene ¥, gilt nach dem ersten Haupt-
satz %, = T (R%). Ordnen wir jedem Punkt (xc’,x",xe)liie T(®R*) den
Punkt‘(xo,x1,x2,OQ..0)K des T (@") mit n>3 zu, so ist dies nach

5.2 eine Kollineation (=Isomo:phismus) des T(R?) in die Ebene ...

Wau..=x2=0 des T (R") = 7y ¥ T(RD T o c T(A™. .

SATZ 5.8: Durch eine Koordinatenfundamentalfigur in einem endlich~
dimensionalen Desarguesraum sind die projektiven Koordinaten

(abgeséhen von einem gemeinsamen'Proportidnalitétsfaktor) bis auf
| einen Kérperautomerphismus eindeutig bestimmt und nach fester Wahl

der Koordinatisierungen besitzt eine Kollineation oder Korrelation
eine eindeutige Koordinatendarstellung. Jede Koordinatisierung ver-
mittelt einen Isomorphismus der Kollineationsgruppe bzw.der
die Kollineatiénsgruppe Pzw. die

N
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eine Kollineation ist genau dann projektiv, wenn sie doppelverhBltnise -
treu ist und die doppelverhdltnistreuen Bijektionen zwischen Punkt-
reihen sind genau die Projektivitédten.

5.9, Anwendungen

. 1) Eine Punktmenge {X} in einer Pappusebene 7, (K) ist genau dann
ein Punktkegelschritt, wenn bei einer Koordinatisierung u: Tep K)—
~— T»(R?) fiir die Bildmenge gilt: :

z k ¢ k ¢ k ‘
{X,r“-k’ { (% aopk z Bapl s 3 agu K 'ajkéK "det(ajk)*OA uéKu(‘”S}.
Bemerkung:41ls Bildpunkt 2zu us=e erh&lt man nach Division durch u2
fiir u=0 den Punkt (ao:. s 8oan 9By )K'

Bew.: (a) Eine Steinererzeugung eines Punktkegelschnitts k in .
unter Verwerdung einer nicht perspekbiven Projektivitit ot (fg-—= Uy
(vzl.2.41 und die Figur) fiihrt auf eine Projektivitdt A :fy— Rs
mit X':=XS.t' = X":=XP.s fiir Xe¢kx\{S,T}, welche durch
Tr=Q=s.t', Q—5, E'—=BE" mit Eek\{S,T} festgelegt ist,wobei
s bzw.t' die®Tangente an k in S bazw. T ist. :
Wihlt man {S,Q,T;E} als Koordinatenfundamental-
figur fir m, so ist Su=(1,0,0)K= #.K,
Qu=(0,1,0)E=1K,Tx =(0,0,1)K=4,K, Eu=(1,4,1 MK=
=(+ o+, 0K und E'/JL=(O,1',’I)K=(11,4+4»L)K,
E'u =(1,1,0)K=(4,+ n,)K. ,X
Weiters ist X'w=(#,+4,u )& mit u:=DV.(Q,T,E',X*) o\
und X"w=(fo+n,v)K mitv=DV,(S,Q,E",X")=DV,(QA,TA,EB ,X'B).
Da f als Projektivitdt doppelverhdltnistreu ist, gilt u=v-
und daher Xm=(toE+{n,+1,WE) n (4,K+(ngen udK) = w2+ (40,00, =
= gt (Mot iy WAL =3 Ao=Ay = A=Ay =uA,=A, =0 =>X,u=(m+mu+n}_u")tl{x(_1,u.ua)ﬁ(,
also eine Darstellung obiger Art.
(v) Unterwirft man den Punktkegelschnitt ku= { (1 ,u,u2)lK Juek uiod}
in Top(2?) der projektiven Kollineation @: (x%ix :x%)—
(Zf_' aouxkzgaqu“:ga“x") mit det (a 1) *¥0 , so ist kux die oben
angegebene Punktmenge {X,u’hund diese daher ebenso wie k,uae,u" ein
Punktkegelschnitt. ' .

&

Bemerkungen: (a) Aus Xu=(1,u,v)K erh#lt man durch Elimination des
"Efarameters"u als Gleichung eines Punktkegelschnitts bezogen auf
ein "Tangentendreieck” x,x,-x; =0, wobei X,x,~-x. eine regulire

quadratische Form ist in Ubereinstimmung mit Satz 5.5.
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Zwischepbemerkung:

- Tat K ein kommubativer KBrper und Kix] der kommubtative Ring der
Pelyneme iiber K, so heiBt die Abbildung D:K [ x] — K [x] mit
p(x) = X:fakxk’r——w pl{x)i= Z:: kakxk"1 (formald Differentiation in Klx];
diese erfiillt die {ibliche Summen-und Produktregel. Speziell
fiir K=R kaon p(x) unter Beniitzung der Stetigkeit von R als
Dirfferentialquotient erhalten werden. ' )

Weiters gilt: Sind in Tep{ B ) die projektiven Koordinaten e,

eines Punktes X=(x%,...,x")K jene Werte, welche Polynome pj(u) an
einer Stelle uo ¢ K annchmen (also x‘]:pi(uo)) und 2 eine projektive Kol-
lineation x']'r-al‘z'xk,so erhdlt man denselben Punkt,wenn man entweder
vzu'erst differenziert,u zu u,spezialisiert und dann 2 anwendet oder
wenn man zuerst ® anwendet, dann differenziert und.schlieBlich u

zu U, spezialisiert.

Kurz: Ausiiben einer projektiven Kollineation und Differenzieren

sind vertauschbar.)

Bew, : X(u e (Do (4o), 00 P (U)K =K(uo) =(Larp.(ue),--- L alh,(u.) K.
S X(w)e=(X adp, (u), ... T alp (U)K = [X(u)=] ~(X az‘pk(us, ee.ratp, (u))K
und fir u=u, ist dies X(u,)=. ; s P :

(b) Ist X(w):={ }iaaku", ZZL: agu, Ei: a, UK usk}
gin im Punkt us= aufgeschnitbener Punktkegelschnitt in T,(7%), so
sind fiir jedes u,¢K die Punkte ¥(u), }'{(uo):z (gkaohu‘;"?f}ca,ku“;‘,
ika“u'é"‘)ﬁ verschieden und X(uo)vf{(uo) die Tangente in X(uo) an
({en Punktkegelschnitt.

Bew.: (1) Speziell fir X(ul=(1,uu)K und u=0 ist mit obiger Be-
zeichmung X(0)=8u, X(0)=9u mib 5#Q und 8¢ die Tangente In 5.

(23 Speziell fiir X(u)=(1,u,udX mit v\ {0} iiten wir die
projektive Kollineation = :(X°3X‘,xl)@;eww(:«;‘i’,—uox%x Yy U - fu(,:c“-;a;: r}}
ays, wobel fur den Bildpurktkegelzchniltlt gilt (’h~wu?+ uﬁ,yc—c*i(,uauo)uz
=(1,0 09K mit Uis~uo.rus K. Fir UW=0 gilt nach (1) die Behauplung
fir den Bildpunktkegelgchnitt, und da = nit der Differentiation
vertauschbar ist, = ve gdene Punkte in verschicdeni unkbe und
Tangenten in Tangenten it gilt die Behauptung lverall fur
(1,0 0K ‘ ) )

(2) Mihrt man durch die Folg.1 beniitzte projektive B
KollinesSion den Punktkegelschnitt (1,u, K in den gegedbensn tbder, 80O
folgt analog wie in Beweisschritt (2) die Behauptunge. ® :

. (¢) Speziell fir Char K=2 ist fiir X{u)=(1,u,u*)X dann
X(ug )=(0,1,0)K und deher sind alle Tangenten kopunktal (vgl.2.1,
Folg.8, Anw.b).

b
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(d) Speziell fiir K=R ist ein in einem Punkt aufge~
schnittener Kegelschnitt in T(Z *®) das Bild von R bei einer
analytischen Abbildung ¢ :R—=T(Z*), also eine analytische Eurve
im Sinne der Differentialgeometrie, wobei die Tangenten im Sinne
der projektiven Geometrie mit den durch Grenziibergang erzeugten
~ Tangenten im Sinne der Differentialgeometrie iibereinstimmen.

2) Eine Punktmenge {X} in einem dreidimensionalen Pappusraum T,(K)
ist genau dann eine Punktkubik, wenn bei einer Koordinatisierung
Ml (B) — T (@) fiir die Bildmenge gilt:

3 3 1 ) ‘
{xud ={( 2aokuk, )X a,]kuk, );aekuk, };. aBkuk)K laa.keK Adet(ajk)::O/\ ueku {wi} .

Bew.: (a) Eine Punktkubik ¢ in T, ist nach 4.8, Folg.6 . durch ein
Schmiegtetraeder {sq,sg,m,‘,ma} und einen Punkt E|+5,,5, eindeutig
festgelegt, wenn {Sq,quTe,Sa,E} eine Pundamentalfigur ist. Wihlen
vwir diese als Koordinatenfundamentalfigur von u mit S 4 =(1,0,0,0)K=%.K,
Typ =(0,1,0,00K=%K, Tyu=(0,0,1,0)K=1,K, S,u=(0,0,0,1)K=1,K,
Epa=(1,1,1,1)K=( #t, +t,+5,+4,)K, s0 gilt fiir die Punkte E'=5,E. G2,
E'=S,E.0) mit 6=5,T,ToA 6,3=8,T Ty dann B'a=(0,1,71,1)K= (. + %4, )E

und E"u =(1,1,1,0)K=(t; +#,+4,)K. Da der Punktkegelschnitt Ry, ~Rs=
=1k' die Linienelemente (T,,,T,]’l‘2) und (82,82’1‘2) sowie den Punkt

E' enth8lt,gilt nach Anw.1 filr kX 'u ={(0,1,u K | ueKu{=}}; wegen

6,4 ist x°=0. Analog erh#lt man fiir RgrisynRe, =:k" dann k'"u=
=[(’l,v,v2,0)K | veRu {wl};wegen G p* ist X0=0.

Durch die Punkte X ¢c\ {8,,5,§ werden k' und k" durch
X' = QunPet=X" 1 =0 s, gekoppelt, wobed XXX
stets in einer Ebene durch die Sehne S,]S.2 von ¢
liegen. Die Punkte Sq,u, 52//., Xtu, X"u sind :
genau dann komplanar, wenn die Vektoren (1,0,0,0),

(0,0,0,1), (0,1,uuy), (1,v,v30)1.a. sind, " S
49000
was 0= |0 00 12 =v(v-u) liefert; wegen T,
01 uu”| X5, ist vso. : .
) 1v v20
Damit gilt Xu =81/1X;4¢).@S2;¢X"/4)= s, '
w [ K+ (gt tu+ 150" K] A [ K+ (Mot Bouetu®)K] = . k

Xpu =( o+t ut n,_u2+4¢,u3)l{=(’1,u,ue.ua}K. ‘

Diese Darstellung erfaBt fir u=0 bzw, u=o auch die Punkte S,Lpnbzw.
Spuvon cpund ist eine Darstellung obiger Art. ,

(b) Unterwirft man die Punktkubik o ={(1,u,u%,w K| uekutsi} in T (B*)
der projektiven Kollineation @:(x%:...:x”)re (280X teeeida,x")

nit det (a k)*O, 80 ist cu® die oben angegebene Punktmenge iX,a}’

und diese daher ebenso wie cpu® ™ eine Punktkubik. &
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3 3
Bemerkusgen: {a) Ist X(u):a{({:a“uk, eyl a,u" K | uéKﬁ eine

im Punklt u = < aufgeschuitbtens Punktkubik in erp(@"), s0o sind fir je-

des u €K die Punkte X(uo)?ﬁ(uo),:ﬁ(uo) nit i’::('i) nicht kollinear,die

Gerade X(u, )Vi(uo) die Tangente und die FEvene X(uo)Vﬁ(uo)Vﬁ(uo)
die Schmiegebene in X(uo) an die Punktkubik.

Bew.: (1) Speziell fip X(u)=(1,u

84T, die Tangente 8,4 in S, und S,T,7, die Schmiegebene 64 in S,.
(2) Speziell fiir X(u)=(1,u,u*,u*)K mit u,c¥\{01 {iben wir die pro-
Jektive Kollineation = :(x°x",x% %2 )& (x° ~ux+x", uh=2u x¥x2, ~udxt+
+3u -3u x+x3)K aus,was auf (1,d,0,0°)K mit G:=-u,+u sK fihrt.

Der restliche Beweis und Beweisschritt (3) sind wie bei Aaw.7,Bem.b

tiber Punktkegelschnitte zu filhren, @

. (b) Speziell fiir Char K=2 ist fiir X(u)=(1,u,u,u?)K
dann X(uy,)=(0,1,0,u®)X, d.h, die Tangenten der Punktkubik treffen
die Gerade x°=xi=0 und liegen daher in einem Geblisch.,

Speziell fiir Char K=3 ist X(u,)=(0,1,2u,,0)K, X(u,)=(0,0,4,0)K
und da_‘c)ler sind die Schmiegebenen kollinear mit x°=x3=0 (vglall-oé9
Folg.?7). :

. (c) Speziell fiir K=R ist eine in einem Punkt aufge-
schnittene Kubik in T (Z'Y) das Bild von R beil einer analytischen
Abbildung ¢ :R —T(@"Y), also eine analytische Kurve im Sinne der
Differentialgeometrie,und der Tangenten- bzw. Schmiegebenenbegriff

der projektiven Geometrie und der Differentialgeometrie stimmen iiberein.

(a) Allgemein versteht man unter einer "ratioralen
Mormkurve" in T( R ™" ) eine Punktmenge mit

.
. n
{( };‘ Qo Uy ey Z;a,?ku“ Y] ag K adet{ay )s0a ueku fe13.

In Analogie zu den Bewelsschritten b von Anw. 1 und Anw, 2 ergibb

sich:

= = 4. . s - v a
PCLLT (™)) gerav eine rationale Normkurve, nimlich
- n ) 5 e 'y 3
{(’{ ST N ) M wel v =1y, welche fiir n=2 ein Purktkegelschnitt
und iy n=3 eine Punktkubik sind.

3) Unter Verweadung elner Koordinatisierung us Ty -—= T (@™

kOnnen Frobleme in einem endlichidimensionalen klassischen projektiven

. . . ) A . s

Raum durch Rechtung im Vektorraum @A {ber dem kommubabiven
Korper K mit Char €32 geldst werden., Dabel sind stets Punktmengen
gesucht ,  welche aus gegebenen Punktmengen so zu konstruleren

sind, daB vorgeschriebene Bedingungen erfiillt sind, welche in T (2™)

durch Gleichungen zwischen den Kocrdinaten der beteiligten Punkte
beschrieben werden.

u?,u3)K und U, =0 ist mit obigen Be-
zeichnungen X(0)=Su ,X(0)=Tu ,X((S):Tz,u, mit €4,74,T2 nicht kollinear,
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DEF.5.9: Ein geometrisches Problem heift algebraisch, wenn zur
T Lbsung das Aufsuchen gemeinsamer Nullstellen von endlich
vielen Polynomen erforderlich ist. Kann man durch schrittweises
Eliminieren der Variablen die LSsung auf die Bestimmung der Null-
stellen eines Polynoms g-ten Grades iiber K in einer Verédnderlichen,
aber keines Polynoms niedrigeren Grades zuriickfilhren, so heiBt g
der Grad des algebraischen Problems.

Dieser Grad ist natiirlich unabhiingig von der gewdhlten Kcordinati-
sierung. Das Aufsuchen des Schnitt— oder Verbindungsraumes von
Unterriumen ist eine lineare Aufgabe (g=1), wie die Anwendung des
GauBschen Algorithmus auf ein lineares Gleichungssystem lehrt.
Ein-lineares Problem ist iber beliebigem XSrper K stets ldsbar.

41.Beispiel: Die Bestimmung der Fixpunkte einer projektiven
Kollineation = : 'TKT e TK': ist eine algebraische Aufgabe n+i-ten
Grades. Ist nHmlich x’g-a x“ mit ¢eK\{0} die Koordinatendar-
stellung A~ aep, von %, so liegt ein Fixpunkt (f£° ,...,f )K*(O,...O)K
vor, wenn (ak d"e)f =0 (j=0,...n) gilt, was det(a J" e)=0
rach sich zjeht. Diese Eigenwertgleichung von a“’ ist algebraisch
vom n+1-ten Grad,und zu jedem Eigenwert Qo ist die Bestimmung der
zugehOrigen Fixpunkte eine lineare Aufgabejzu Jedem Eigenwert go
bilden die zugehlrigen Fixpunkbte némlich einen Unterraum, welcher
der Durchschnitt der n+i Hyperebenen (af - Ji‘ 3 )xk=0 ist.

2.Beispiel: Jede quadratische Aufgabe verlangt die Bestimmung der
‘Mullstellen eines irreduziblen guadratischen Polynons p(t)x=o¢t"+2f5t+,x
(x4#0) und ist &Hquivalent der Bestimmung der Schnittpunkte eines
Kegelachnitts mit einer Geraden seiner Ebene,wie man filir die Gerade
yx°+2(5x1+ocx2=0 und den Kegelschnitt xo:xq:x2=1:u:u2 (u €Ru {=})

in der Ebene x5=.a.axn=0 erkennt.

3.Beisplel: Jede kubische Aufgabe,welche durch p(m)zuu3+/5u2+ﬁ»u+cf
(o(J‘g- 0) bestimmt ist,kann auf die Ermittlung der Restschnittpunkte
zweler komplsnarer Kegelschnitte k: (xo)enquguo und 1: /}*(xo)2+
+/Sx°xq+cfx°x2+oc(x1)2=0 (wegen «d +0 ist 1 ein Kegelschnitt )

in der Ebene mn: XBx...zxnzO zurilickgefiihrt werden‘, welche .

in n den Punkt (0,0,1)K gemeinsam haben und dort verschiedene
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Tangenten %1=0 baw. x°=0 besitzen. Setzt man pimlich f%% =11,

-é; =iv , 50 gilt vk v, gu*+ Buv +furavt=0 = u(yurbu? +d+xu®)=0.

Dis Bestimmung der Resbtschnittpunkte zweier Kegelgchnitite mit einem
gemeingamen Punkt und verschiedenen Tangenten dort ist nach 2.7,
Folg.2, Bem.e Hgquivalent der Bestimmung der Fixpunkte einer
projektiven Kollineabtion in & . Da dies nach dem 1.Beispiel

eine kubische Aufgabe ist, gilt: Jede kubische Aufgabe ist
&quivalent der Bestimmung der Fixpunkte einer projektiven Kollinea-..
tion in einer projektiven Ebene.

4.Beispiel: Jede biquadratische Aufgsbe, welche durch p(u):= acub
+hud+gut+ Jute(we #0) bestimmt ist, fiihrt auf die Ermittlung der
gemeinsamen Punkte zweier komplanarer Kegelschnitte k:x°:x1:x2g
-u:’l:u2 (ueK v {=1) und l:y(x°)2+£(x1)2+5x0x1+6x°x2+u(x2)2=0 in m:
xi?...axnao (wdre 1 ein Geradenpaar, so wire die Aufgabe dquiva-
lent der Bestimmung der gemeinsamen Punkte von k und zwei Geraden,

also nur quadratisch).

Nach der Algebra ist die Losung einer Gleichung 4.Grades dquiva-
lent der LSsung einer Gleichung 3.Grades("kubische Resolvente")

und der néchfolgenden Losung von Glelchungen 2.Grades, falls K
kublsch abgeschlossen ist. Um dies auch geometrisch einzusehen,
betgachten wir dle Polarsysteme'hk und %1(*)k) und die projektive
Kollineation a:»xk%l‘:n'-n.'Die Fixpunkte von = sind wegen )1"111
genau Jjene Punkte in n, denen in %k und_ll dieselbe Polare zuge-
ordnet wird; ihre Bestimmung ist nach dem 3.Beispiel eine kubische
Aufgabe. Da K kubisch abgeschlossen ist, existiert mindestens ein
Pixpunkt. ' o :

Die projektive Kollineation #(#() hat deher eine Fixelementfigur
“wie sie in 2.7, Folg.4 unter C)-C) angegeben ist. In den Féllen

® und @ existiert eine Fixpunktgerade und daher sicher ein Fix-
punkt auf k, da K auch quadratisch’abgeschlossen ist;liegt aber ein
Fixpunkt F von = auf k, so ist wegen FAk=FA1 dann F auch Punkt

von l,und die beiden Kegelschnitte haben das Linienelement (F,ka)
gemeipsam. In den Fdllen (® und @ geht durch eilnen Fixpunkt F
notwendig die Fixgerade f:=FA =FA; wegen f=*=(FA A "2 =FA; =1,

und deher haben k und 1 wieder ein Linienelement (F,F)k) gemein~
sam. Haben die belden Kegelschnitte jedoch eln gemeinsames Linien-
element (F,f), so existiert nach 2.6, Folg.1 genau elne perspektive
Kollineation zum Zentrum ¥, welche k in 1 iliberfiihrt, und die rest-
lichen gemeinsamen Punkte von k und 1 sind genau die Schnittpunkte
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der Kollineationsachse mit k; deren Ermittlung ist nach dem 2. Bei-
spiel eine quadratische Aixfgabe und iber einem kubisch abgeschlos-
senem Kdrper stets l8sbar. : -

Es ist also nur noch der Typus @ offen, in dém = ein Fixpunkt-
dreieck F ,F,,F, besitzt. Dann gilt FozrokkaFoAl’ da mit F I Fo?\k
fir mindestens einen weiteren Fixpunkt,z.B. F,‘, notwendig F, I F,l?\ks
F,A; gilt ,und k und 1 somit die Linienelemente (Fo.Fc?\k) und
(F,‘,F,]?\k) gemeinsam haben; wegen 2.5, Folg.2c haben dann alle Punkte
von FOF,‘ beziiglich k und 1 dieselbe Polare im Widerspruch zur
Existenz von genau drei Fixpunkten Fo'F'l’F2‘ Die Punkte FO,F,I,F2
liegen daher weder auf k noch auf 1 und bestimmen ein gemeinsames
Poldreieck von 7‘k und 7\1. Ist X kein Fixpunkt von %, S0 gilt
XAy X2y, und die Abbildung §: 2, — 3, mit X—=X:=XA,.X%,
ist fiir alle Nicht‘:fixpunkte von ® erklidrt und wegen X=:Yf—~Y7\k.Y>\l=
=Y mit YIXA, =32 IX, YIX7\1==>Y7\IIX gi%t _Y=X, falls %

fir Y erkldrt und daher YA, +YA; dist; wo §{° erkldrt ist gilt

I:,2 =1, und daher ist %, in der Definitionsmenge von ‘,72 involu-
torisch. Die Punkte X und X sind nach Definition von § beziliglich
k und 1 konjugiert und dsher heiBit X "doppelt konjugiert zu X".

Die Fixpunkte von ¢ sind genau die gemeinsamen Punkte von k und 1,
da ein solcher 'Punkt? durch X1I X'/\k/\ XI Xhl/\ X?xk ¥ X'Al (sonst wdre X
Fixpunkt bereits von ®) gekennzeichnet ist. o

Un die Fixpunkte von ¥ zu ermitteln,vervlvendenvwir folgenden Hilfs-
satz: Die Verbindungsgerade x = XF, 3c"=iF doppelt konjugierter Punk-
te X,X (+F) mit einem Fixpunkt F von =2 gehSren einer projektiven
Involution ¢ = f4 an. v

Die Ermittlung ihrer Fixgeraden ist nach dem zweiten Beispiel eine
quadratische Aufgabe und die gemeinsamen Punkte von k¥ und 1 sind als
die Schnittpunkte dieser Fixgeraden mit k daher durch zwei weitere
quadratische Aufgaben bestimmt (gibt es zwei verschiedene Fixpunkte
von %, so kann man die gemeinsamen Punkte von k und 1 auch als
Schnittpunkte der beiden Paare von Fixgeraden ermitteln).

Bew. des Hilfssatzes: Aus Y I x=XF = YA, IxA* und R(Y) x (5. (YA,);
analog gilt Ru(Y)x Cas (YA )= Jar(YA) & Gor(YA ), *
wobei zundchst xA; #xA* vorausgesetzt sei.
Speziell fir Y=F = FA=FX_ | sodaB nit

Fay =F2 I IxA,xAf die obige Projektivitét
8ls Perspektivitdt erwiesen ist; die )
Pergpektivitédtsachse trigt alle Punkte

Yy =Yhy YA (falls Y¢ - existiert) und

igt x=XF, da sie insbesondere X und such F
enthdlt, wie man mit Z:=x.FA =x.FA, erkennt.
Ist dagegen x A, *=xA* =X (#F, da x+F)_ ),
s0 ist fir alle Y I x=XF, flr_welche %
erklédrf ist, dann Y=xA{=XA*=X und daher
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Damit 183 gezeigt, daB x=XFs>¥-XP unabhingig von der Auswahl des
Punktes X auf % ist, sodaB eilne Selbstabbildung ops (X)) = (%)
vorliegt; es bleibt zu zeigen, daB «, eine Projektivitdt =+ ist;
mit % ist sie dann involutorisch.

Da 2 ein Dreleck von Fixpunkten und ein Dreiseit von Fixgeraden
besitzt, existiert eine Gerade g mit g2’ + gA* so, daB g keinen
iixpzf%t)vgn % enthdlt; damit ist 4 fiur alle Punkte Yefly erklért.
us Po(¥) ® Gong (T und Pe(Y) X G gar (YA = Tans(YA) & Gara( YA
und diese Projektivitdt ist%nicht pggsiektiv, dégiein ﬁunkég%ﬁg ﬁig’
ein Fixpunkt von 2 und dsher gM*.gn* nicht selbstzugeordnet

ist. Diese Progektiv}tat erzeugt daher einen Kegelschnitt s, der

Yg =:Y VYefg enthdlt und durch F geht, da fiiv G:=g.FA, =g.FA,
gilt GA T FAGH, IF. Damit folgt

YrCOR R(Y) A Poar(IAD A u(X) = Ge(x) 7 § ().
ar! Be(x) 7 0f¢ (%) ist nicht die Identitit:
Ist F z.B. der Fixpunkt F,, s0 ist fiir
jeden Punkt XeR N\ {Fo,F,} der Punkt Xy

erklirt und es gilt XA, TF, A XA I Fya x FAy=Fx
XA, #XA, = Xy =F, . Die obige Projekti-

vitdt Ar, leistet fz"'—. Fch =f4 (*fl) ) g

und daher ist op, #t. : ' ' ‘ ®

SbBeispielz Ist K von T, (K) kubisch abgeschlossen, so gehdren je
zwel Kegelschnitte k und 1 in elner festen Ebene wn einem Kegel-
-schnittblischel an. :

~Bew.: Nach dem 4.Belspiel ist &:=kk2]f eine projektive Kollineati—
~onm der projektiven Ebene n von k und 1. Ist die Fixelementfigur
von’x vom Typus () , () s C) oder () s 80 haben k und 1 ein ge-
meinsames Linienelement (F,£);und k und 1 gehdren einem Biischel
2. bzw. 3. bzw. 4. bzw. 5. Art an, Jje nachdem die Achse a der per-
spektiven Kollineation zum Zentrum F mit k +=1 eine Sehne von k
mit aX F bzw. eihe Tangente von k mit aZ F bzw. eine Sehne von k
mit aIF bzw.-die.Tangente £ in F ist (wegen K kubisch abgeschlos-
sen kann a keine Passante von k sein). Ist schlieBlich ®= vom
Typus (), so existiert ein Fixpunktdreleck; die projektiven Invo-
lutionen af, und &g sind sicher hyperbolisch und die beiden Fix-~
geradenpaare haben vier verschiedene Punkte gemeinsam, die auch
k und 1 angehdren und ein Viereck mit dem Diagonaldreieck FO,F1,F2
bilden. Dann gehdren aber k und 1 einem Bilischel 1.Art an. ‘}

Bemerkungen: (a) Die Abbildung doppelt konjugierter Punkte wird
somit nur flir zwel Kegelschnitte eines Bilischels 1.Art bendtigt; in
diesem Fall besitzen nach Satz 2.5a genau die drei Diagonalecken
. des Grundvierecks in A, und A, dieselbe Polare,sodall ® genau diese
Ecken des gemeinsamen Poldreiecks von k und 1 als Fixpunkte be-
sitzt. Nur fiir diese drei Punkte ist ¢ nicht definiert und in der
langs der Punktreihen auf den drei Seiten dleses Poldreiecks auf-
geschnittenen projektiven Ebene eine Involution.

(b) Da die Punkte einer Geraden, die keinen Fixpunkt
F,yF,,F, enthalten, durch § in die Punktmenge eines Kegelschnitts
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(durch ¥,,F,,F,) libergeht, heifit § eine quadratische Abbildung.

(¢) Der Kérper K=C ist kubisch abgeschlossen, aber
nicht der Kdrper K=R.

(a) Ist K nicht quadratisch abgeschlossen, und sind
A«yAy zwel verschiedene projektive Polaritdten in nn(KS. die.such
elliptisch sein k8nnen, so ist A=A Al :n —~mn _ eine pro-

jektive Kollineation, deren Fixpunkte genau jene Punkte in n sind,
denen A, und Az dieselbe Polare zuweist. Abgesehen von diesen Fix-
punkten ist die Abbildung & X —X2. X\, doppelt konjugierter Punkte
auch in diesem Fall definiert und in der Definitonsmenge von ¢
jnvolutorisch. Aus dem Beweis des obigen Hilfssatzes erkennt man:
Besitzt w einen Fixpunkt F, der nicht auf FA.=FA, liegt, und eine
Nichtfixgerade g, die durch keinen Fixpunkt von 2 geht, so werden
doppelt konjugierte Punkte aus F durch Geraden projiziert, die ent-
weder in einer projektiven Involution oder in der Identitat ge-
koppelt sind.

SATZ 5.9b: In T, ist jede kubische Aufgabe Hquivalent der
Bestimmung der Fixpunkte einer projektiven Kollinea-
tion. in einer Ebene des Tk, , und jede biquadratische Aufgabe ist
auf eine kubisgche zurlickfithrbar,falls K kubisch abgeschlossen ist.
Ist K kubisch abgeschlossen, so gehdren Je zwel komplanare Kegel—
schnitte einem Kegelschnittblischel an. Im Falle eines Biischels 1.Art
ist die quadratische Abbildung y doppelt konjuglerter Punkte nur fiir
die Ecken U&eg gemeinsamen Poldreiecks nicht definiert,und zuge-
ordnete Punkbte werden aus jeder Ecke durch eine projektive
Involution projiziert, deren Fixgeraden die gemeinsamen Punkte der
beiden Kegelschnitte,welche die Fixpunkte von'g abgeben,enthalten.

§ 6. Affine Riume

6.1, Affine Inzidenzstrukturen

Sei T (R,0,I) ein projektiver Raum, in dem eine Hyperebene existiert »

(& dim T 2 0). Wir greifen eine feste Hyperebene I@ heraus und
‘nennen sie "Ferrhyperebene". Inre Punkte sollen “Fernpunkte", ihre
Geraden sollen "Ferngeraden" heifBlen.

R:= @\Rw ... DMenge der "eigentlichen Punkte",

(3:= Q‘\(a% eves Menge der "eigentlichen Geraden". v
Iai*In(Rx ) ist die durch die Inzidenz I in der Menge der
eigentlichen Punkte und Geraden induzierte Inzidenz. Das Tripel
(ﬁ,ﬁ,lmda:I) ist dann eine neue Inzidenzstruktur (vgl.1.1), die
wir aus einem projektiven Raum abgeleitet haben. In 1.3 wurde der
Begriff Isomorphismus zwischen Inzidenzstrukturen definiert.
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DEF,6,18: Ist T ein projektiver Raum und T, eine Hyperebene in T ,
P o e

80 heifit die Inzidenzstruktur (H,d ,I) ein projektiv
" eingebetteter affiner Raum N = T\ T, . Als Dimension von T er-
kldren wir die Dimension vonT, Ist A eine Inzidenzstruktur, die
. zu einem projektiv eingebetteten affinen Raum isomorph ist, so
heiBft A ein affiner Raum. ‘

Bemerkungen: (a) Diese Definition 1#Bt es einerseits zu, sich von
Ausgangspunkt, dem projektiven Raum, zu ldsen, andererseits kdnnen
wir jeden affinen Raum (im wesentlichen) als projektiv eingebetteten
affinen Raum betrachten. Wir beniitzen melst den zweiten Standpunkt
und denken den affinen Raum aus einem projektiven Raum entstanden.

(b) Die Anschauungsebene AE bzw. der Anschauungsraum AR
sind affine Raume der Dimension 2 bzw. 3. Wir haben ni#mlich in 4.4
die PAE aus der AE erhalten, indem wir eine Gerade u und die
Punktreihe 2. hinzufiigten, die nun wieder weggenommen werden.
Ebenso haben wir in 3.1, Folg.2 den PAR aus dem AR erhalten, in-
den wir eine Ebene w,dhs Punktfeld R und das Geradenfeld..(jw
‘hinzufiigten, die nun wieder weggenommen werden. '

(c) Es gibt keinen leeren affinen Raum. Ein affiner
Raum der Dimension O stammt von 'einem nulldimensionalen projektiven
Raum T°, also einem Punkt. Das Komplement T, von T° bzgl.T°® ist der
leere projektive Raum, der wegzunehmen ist, also ist ein affiner
Raum der Dimension O ein einziger Punkt. i
Fin affiner Raum der Dimension 1 ist eine um einen Punkt verminderte
Punktreihe.

(d) Im affinen Raum gilt das Axiom I,(=i,). ¢
Dag Axiom I, gilt im affinen Raum nicht; wir kdnne
pémlich T, so wihlen, daB R IT. gilt und damib R#% . PR\a
(Dags Axiom i, gilt in & nicht; man kann die Ferngera-

de u durch den Schnittpunkt § _zweier Geraden wihlen) 4 B R
Aus dem Axiom E wird ein Axiom E: In jeder Purkireihe b
liegen zwei verschiedene Punkte; der Punkt f4-T, wird

pimlich herausgeschnitten, 2 S

‘Unter der Ordnung N des affinen Raumes verstehen wir die Anzhhl

der Punkte in einer Punktreihe des affinen Raymes. Die Ordnung N
eines projektiv eingebetteten affinen Raumes stimmt iiberein

mit der Ordnung des projektiven Raumes T (vgl.1.2, Bem.a).

Bei. Punktreihen muf man also stets,zwischen projektiven Punkt-
reiben R« und affinen Punktreihen {x unterscheiden, Dagegen ist flr
die (eigentlichen) Geraden x aufgefalt als Grundelemente kein
Unterschied zu machen, denn es gilt x ¢ {f ¢ g-

Unser erstes Ziel ist es, die zu 1.2 analoge Frage fiir affine Riéunme
zu beantworten: Ist ein isomorphismus>affiner Raume bereits durch
die Abbildung der Punktmenge allein beschreibbar ?

DEF.6.1b: Sind T (R) und T(R') zwei projektiv eingebettete affine.
Riume, in denen Jeodre% nicht kollineare Punkte existieren,

80 heiBt eine Abbildung % :d—= ' eine Affinitét, wenn gilt:

(I) % ist bijektiv,

(I) 2 fithrt kollineare Punkte in kollineare Punkte {iber,

(i) & filhrt nicht kollineare Punkte in nicht kollineare Punkte iiber.
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Folgerungen:

1) Nach Def.1.3a heiBt ein Paar von Bijektionen (%, q) ein
Isomorphismus T — F', wenn die Eigenschaften (II) und (III) aus
Def.1.3a erfiillt sind; dann ist ¢4 trivialerweise eine Affinitdt
(vgl.1.3,Folg.1 und 3.4,Folg.1).

Umkehrung: Jede Affinitdt f— 7' "bestimmt" einen Isomorphismus.

Bew.: (ist im wesentlichen wie in 1.3, Folg.2 bzw. 4,3, Folg.?

zu fiihren)

%::a’é; Wir erkléren gy wie folgt: Auf der Geraden ge(;j existieren
wegen N2 2 zwei verschiedene Punkte P,Q, und wir setzen g%'~Pi.Qa‘e.
Wegen % injektiv und I, ist g9y eindeutig festgelegt und wegen (II)
in Def.6.1b ist ¢35 eine globale Abbildung 03 — ', Un zu zeigen,
da8 («fﬂ,«m) ein Isomorphlsmus ist, gehe man wie frither vor:

95 ist surjektiv,denn wegen E kann jede Gerade im Bildraum durch
zwei Punkte aufgespannt werden. Die Gililtigkeit von (II) und (III)
in Def.1.%a des Isomorphismus ist wie dort unmittelbar aus (II)
und. (III) ir Def.6.1b herzuleiten. ‘N;‘ ist injektiv, wie analog
zu 1.3 aus der Eigenschaft (III) folgt. ¢

Bemerkung: Aus diesem Bewels entnehmen wir ein Kriterium dafiir,
wann eine Inzidenzstrukitur A ein affiner Raum is%®:

A affiner Raum &= (1) J Abbildung &« :A— T, welche (I),{II),
(III) in Def.6.1b erfiillt, wobei T ein pro;jektlv elngebetteter
affiner Raum ist (wir nenmen o w:.eder eine Affinitét),

223 A erfiillt

3) A erfiillt k.

2) Ist =:0—R' eine Kolllneatlon und T, eine Hyperebene in T,
so ist =[( R\ Qu ) eine Affinitdt: T\Tw — T' \Tux", Dies
folgt sofort aus Def.6.1b.

3) Sind T und T zwei isomorphe, projektive Desarguesriume und ist T,
o
bzw, T} eine Hyperebene in T bzw. W'so ist T=T\¥,sT'\T,.

Bew.: T *T'¢> J Kollineation =:¥ —T' upd T,2" ist eine Hyper-
ebene in T'.Nach 3.5,Anw.a existiert im Desarguesraum T' eine '
(perspektive) Kollineation & mit ( T %% )e*=T.' (fir T.x= T.'
setzen wir €= 1), Die Abblldung 20 |( 2N\ Rw ) ist dann nach
Folg.2 eine AffinitHt: F— 1.

¢

Bemerkungen: (a) Diese Aussage verliert fiir Nichtdesarguesebenen
ihre Giltigkeit.

(b) Sonderfall T,=Ty,: Schpeidet man einen projektiven
Degarguesraum nach verschiedenen Hyperebenen auf, so sind die ent-

stehenden affinen Réwme isomorph. Auch dies ist fiir Nichtdesargues-
sheanan falanh.
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) {¢) DEF.: Ein projektiv eingebetteter affiner Raum T
heiBt ein projektiv eingebetteter affiner Desarguesraum genau dann,
wenn T ein Desarguesraum ist. Ein affiner Raum heifit affiner
Desarguesraum genau daun, wenn er zu sinem projektiv eingebetteten
affinen Desarguesraum isomorph ist.

() Ist T = T\ T, ein projektiv eingebetteter affiner
Desarguesraum, sc kann T algebraisiert werden und man erh#lt den
Algebraisierungskdrper K, Dabei wurden in'ﬂhalso in einer affinen
Punktreihe, eine Addition und eine Multiplikation eingefiihyt. Es
ist deher sinnvoll K auch "Algebraisierungskorper von T" zu
nennen., Ist & kommutativ, so sprechen wir von einem "affinen
PP-Raum", gilt Char K+2, s0 von einem "affinen Fanoraum”. In den
Grundlagen der Geometrie zeigt man, daB De bzwe. PP in affinen.
Riumen schon folgt, wenn nur gewisse affin-ausgezeichnete Figuren
die De-bzw.PP-Eigenschaft besitzen. Diese Fragen sind erst sinn-
voll, wenn der affine Raum axiomatisch gefaBt ist und nur durch
innere Kennzeichen beschrieben wird.

4) Ist 'a"e:’op - fl' eine Affinitdt der prdjektiv eingebetteten affinen
Riume T = T\T, und T=T"\T. und gilt N(¥)> 2, dann existiert
genau eine Kollineation #:R— @' mit &=22|( R\ e ).

Kurz: Jede Affinitdt kann in eindeutiger Weise zu einer Kollineation
~forpgesetzt werden, wenn N(¥)> 2 ist. :

Bew.: (a) Wir definieren eine Abbildung a:fR —~R' durch:
(I) VXep\R,: X :=X& (e R\PRL),; d.h. 2R =% :

(_II) YXef,: Sei O ein fest gewdhlter Punkt aus 2 \R.=20+X. Die
affine Punktreihe "(iox =P {X 1 enthdlt einen von O verschiedenen
Punkt P( e'fl ); wir definieren ¥ :=oz,3nRe. Der Punkt Xoe ist

bei fest gewdhltem Punkt O und fest gewdhltem PefQox eindeutig
bestimmt, jedoch ist die Wahl wvon Pﬁfiox\[x} belanglos, da ® kol-
lineare Lage in T erhilt.

Wenn wir zeigen kénnen, daB die so definierte Abbildung =2 eine
Kollineation ist, haben wir die Existenz einer % fortsetzenden
Kollineation sichergestellt. '

(x) % ist nach (I) und (II) global. Umgekehrt kann man von 12" aus—
gehend ®™* analog definieren, wenn man Ox debei als fest gewdhlten
ausgezeichneten Punkt nimmt. Da #' dann auch eine globale Abbildung
ist = & dist bijektiv. . !

(%) Seien X,Y,Z|¢R kollimear und o0.B.d.A. paarweise verschieden;
wir haben zu zeigen, daf dle (paarweise verschiedenen Punkte)

X%, Y®, Zx ebenfalls kollinear sind. Dabei unterscheiden wir:

Fall 1: X,Y,Z [¢R => Xa=X&, Yz=Y%, Z% =2%,und & erhélt nach
Definition einer Affinitét kollineare Lage in W.
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Fall 2: X,Y]¢Q A Z=:Z.¢R. . Gilt 0 I XY, so ist man nach
Schritt II der Definition von %= fertig. Gelte i.f.0 ,Z XY,
o= RoxnPuaI Y= Reyn R A X
AXy,¥u,2Jpw. verschieden und kollinear, &

wie man aus der Arwendung des Axioms 12 E‘/
auf das Dreieck OXY und die Gerade X,¥,
erkennt. Wegen N(T)> 2 existiert 0 .
Sef oy \{0,¥}; wendet man das Axiom I,
auf das Dreieck 0,Y,2, und die Gerade XS
an, so erkennt man: E*T =X8,02,. Auf die
Menge {0,%,Y,S, }C’a wenden wir ®,also % an und beachten, dafl %
inf[ kollinsare Lage erhdlt. Nach Definitionsschritt (II) von =
gilt

Xx=PozxznRuey Yur=Rosyz nfll, Z.x=fowxanfl.

Wenden wir I, auf das Dreieck X2, Y£,5% und die Gerade O&.TX an,
so folgt 3*U':=X2Y%,02T%. Nun gilt U'epu.

(ind,) U'¢ 2 = 3 U612 mit U#=U'; da %! kollineare Lage in T' er-
hdlt, folgt UL XY AU I OT = U=Z,f;: Widerspruch zu Ue ’r-Z . Also
gilt U'=PozranPu=U'=Z x» und wegen U' I X&¥2 sind Xw,Ye,Z2
‘kollinear. .

Fall 3: Xe/{2 A Y,2]l¢Re  ist unmbglich.

Fall 4: Xu Y., Z.l¢Ru. Sei P ein beliebiger Punkt der Geraden
00Xy mit Pg’*lO,Xu . Nach 12 existiert Q:=0Y, .PZ,. Wir bilden
{0,P,Q}cR durch =, also % ab,und nach
Definitionsschritt II von = gilt dann
X.o=QRozeanfl, Yu=MRoapan /Pu'.

I.Tach Fall 2 gilt Zuz={lesaz ~ 2.

Wendet man I, auf das Dreieck 0#,X.2, Y.%
und die Gerade P#%Q#% an, so folgt die
Existenz von P% Q= .XxY.®,und da dieser
Punkt in A liegh, muB er mit Z.%
identisch sein =%

X%, Yu», Z,% sind kollinear.
(#) ®* erh#lt kollineare Lage, was nach der zu (I) und (II)
analogen Definition von =* wie in (A) folgt; damit erhdlt 2

nicht kollineare Lage.

(b) Nach (a) existiert eine ® fortsetzende Kollineation =,
Jedoch ist ® nach Definition abhingig von der Auswahl des Punktes O
(wir schreiben jetzt deutlicher ®o)und nach Auszeichnung von O
eindeutig bestimmbt. Zu 5615 gehdrt eine € fortsebzende
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o 4 o
Kollineation % mit %,|fl =%;|f= % . Un den Punkt X,¢T, unter =,
. A - PR N . 1,£ ~ & N -~
bzw.#g sbzubilden, benlitzen wir Punkte P,gle wmit ¥ _,P,Q kollinear;
da 25 und 25 kollineare Lage erhalten und Toeel=T,xi gilt, folgt
0= Rpgeanfi=Eeg  VXeQu,=%=%g . Die Definition von #® ist somit
von OeR unabhidngig, und # durch % eindeutig bestimmt. .

Bemerkungen: (a) FMir eine projektiv eingebettete affine Ebene I=x\u
ist die Aussapge von Folg.4 auch ohne die Zusatzvoraussebzung 1 W(hy»> 2
richtig. Im obigen Beweis geht nédmlich nur in Beweis-
schritt (a), Fall 2 fir O Z XY die Voraus- u  Za
setzung N> 2 ein. Dieser Fall kann fir eine
projektiv eingebettete affine Ebene # folgender-
mafen erledlgt werden: Auf der Geraden 7,0
existiert ein von Zu und O verschiedener,Punkt T. X
Unterwerfen wir das Viereck {X,Y,0 ’I‘}c/ﬁ
der Kollineation =, also der Afflmtat 2

so erhalten wir das Bildviereck =, 12 Ox,Zael,
und . nach den Axiomen i, und i, e;ugtlert

der Punkt U'=X&Y%.02T% eindeutig. Da alle
Punkte von ® im Verbindungsraum eines Dreiecks llegen und *®
kollineare Lage erhdlt, gilt gleiches fiir Fyund &' ist daher eine
affine Ebene, welche aus einer projektiven Ebene &' durch Entfernen
der Ferngeraden u' entsteht. Nach Definitionsschritt II von =
gilt Zur=osrs 0 Ruw; wie im allgemeinen Fall ist nun U'=Z einzu~
aehen = Xo,You,Z,x sind kollinear.

. (b)) Es gllt Char B#2 =2 N(W) >2, denn K= Qx enthilt

dann die verschiedenen Punkte O,E,E+L.Die Uz gehlmlg der Aussage ist
Jedoch falsch (Gegerbeispiel: Jeder Oberkdrper L des Minimalw-
korpers hat mehr als zwei Elemente, obwohl Char L = 11t)

2
(c) Tir dim T>2 mit N(F=2 givt es Affinit
sich nicht zu einer Kollineavion fortsetzen lassen

DEF.6.1c: Ein afflner Raum 71" heifit normal, wenn entweder dim 'ﬂ' =2
oder dim T > 24 N@E)»2 gilt.

Somit lautet Folg.4 kurz: Eine Affinitit eines projektiv einge~
betteten normalen affinen Raumes in einen projektiv eingebetteten
affinen Roum 18Bt sich eindeutig zn einer Kollineation fortsetzen.

iektiv eingebe ttetc affine Riume T =T\T un AT =TT

5) 8ind zwei proj
nd ist T normal, dann gind such T und T' isomorph.

i
1mmnmh und
Bew,: F =T = TJeine AfFinitBt £:0—12'; da T normel ist, kann 2
zu einer Kollineation % :R—=P' fortpesetzt werden = T =2 T,
Bemerkung: Aus Folg.3 und 5 und dem 4.Hauptsatz der projektiven
Geometrie erkenot man: Zwei normale endlichdimensionale affine
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Desarguesrdume sind genau dann isomorph, wenn sie gleiche
Dimension und 1somorphe Algebralslerungskorper bes:.tzen.

6) DEF.6.1d4: Ist 'ﬁ' T\T ein projektiv eingébetteter affiner Raum
und T, = Wn 0}4, ar=In( . x 03«)} ¢ eine Inzidenzstruktur,

so heiBt TT, ein affiner Unterraum von T y Venn ein projektiver

Unterraum = {124,034,1} von W(vgl.Def.3.1b) existiert mit T,¢T, und

'pa ﬂq\(ﬂm’ﬂ ) A 034 014\{0}4"\01 } : )
Ist A ein qu:Lsomorpher normaler affiner Raum und A,‘ ¢ A, so heiBt
A, genau dann affiner Unterraum von A, wenn A,1 isomorph zu einem

affinen Unterraum von T ist.

Bemerkungen: (a) Diese Definition fiir T, ist naheliegend. Bei A
dagegen bendtigt man die Normalitdt; die Definition ist némlich
nur sinnvoll, wenn sie vom gewdhlten Isomorphismus unabhanglg ist,
©und dies gllt nach Folg.4 fiir normale affine Riumpe. Sind namlich
oy 40y tA—* T zwei Affinitéten, so 188t sich, da T normal ist,
xi*oeg t ¥ = T 2zu einer Kollineation fortsetzen ,und 2 fu.hrt
Unterrdume in Unterrdume iiber.

: (b) Ein affiner Unterraum T von T=T\F. ist selbst
ein projektiv eingebetteter affiner Raum, denn die von {2, wepggenonne-
ne Punktmenge 'Q.n!}ﬁ., ist nach 3.4,Folg.5,Bem. eine Hyperebene in Ta
daher gilt nach Def.6.1a dim T, —dlm'ﬁ'.,,und vir schreiben i.f. auch
T =TNTAT,.

(c) Die Menge der Unterriume eines affinen Raumes ist
fiir dlmT 2 1 kein Verband. Der Schnitt zweier verschiedener null-
dimensionaler Unterriume (Punkte) ist ndmlich die leeré llenge,
und diese ist kein affiner Raum. (Bir dim7T =0 sind die Verbands-
axiome zwar erfiillt, der Verband ist aber nicht komplementiert.)

(a) Jede Affinitit normaler affiner Riume fiihrt
affine Unterrdume in affine Unterrdume {iber, denn man kann die
Affinitdt zu einer Kollineation fortsetzen und diese bes:Ltzt die
betreffende Eigenschaft.

7) DEF.6.1e: Zwei projektiv eingebetteté affine Unterrdume ﬁ' =T\ T,
und T,,- T\ AT, nit m,LICT T\T, heiBen genau dann

parallel (T, || 'ﬂ}) , wenn

PinARae € RuenRu oder un RucfZinf gilt.

Zwei affine Unterridunme A,\,A2 des normalen affinen Raumes A heillen

genau dann parallel, wenn sie bei einem Isomorphlsmus A—T in

parallele Unterrdume von W iibergehen.,
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Bemerkungen: (a) Zwei affine Unterrsume von T sind parallel, wenn
Jeder Ternpuukt des elpen auch Pernpunkt des anderen Dﬁi€¢‘dhmw»
ist. Flir den PAE bzw. PAR stimmbt die hier definierte Parallelités
nit der slementargeometrischen liberein, denn die hinzugefligten
reznpunki,e wurden uber die Parallelitét erklirt.

. (v) 2wel Punkte P thp sind immer parallel, denn es
gilt Paf.=Fc Qnf, =P.
Zwel Geraden x,y !¢ sind genau dann parallel, wenn sie den-
selben  Fernpunkt haben.
Aus dem Axiom I, in R folgt xlly & B, A 'ﬁy @ = x=y,
Nach dem Dimensionsatz gilt: Verschiedene parallele Geraden be~
stimmen eine affine Ebene.
Da I, in T gilt, folgt: Durch jeden Punkt Q¢ ﬂ auflerhalb einer
Geradeg g gibt es genau 91ne Zu g parallele Gerade ("Parallelen~
axiom'

(c) Die Parallelltat ist auf der Menge der affinen
Unterriume eine reflexive und symmetrische Relatlon, im allgemelnen
ist sie Jedoch nicht transitiv. Die beiden ersten
Eigenschaften sind unmittelbar der Deflmtlon
zu_entnehmen; wihlt man im PAR eine Ebene T,
und zwel zu Ty parallele windschiefe Geraden T
und T, so gllt T Ty A Tyl T, jedoch nicht T, 4 T,.

(@) In einem endlichdimensionalen projektiv einge-
betteten affinen Raum T gilt: Die Parallelitét ist eine Aquivalenz~-
relation auf der Menge aller UnbterrBume gleicher Dimension.

Bewos Aim Ty =3im T, A i T = dim Ty nT,=din T, n Ty A 0.B.d.A,

TinT, ¢ TanTe = TunT.= Ton Ty .

Ungekehrt gilt stets: un Tu=Ten T, = T, 1 T Fir gleichdimensionale
Unterriume gilt also: T, I T, = TinTa=T oM. Da die Gleichheit
projektiver Unterriume trans'.l’c:w ist, gilt dasselbe fiir die
Parallelitét gleichdimensionaler affiner Unterriume. &

" (e) Vom logischen Standpunkt ist die Struktur der
projektiven Riume einfacher als Jjene der affinen RHume. In den
affinen Raumen gilt das Dualit&tsprinzip nicht. Sind z.B. T, Tp
zwel verschiedene Hyperebenen von T , so existiert durch die Ko-
gerade ot noch eine weitere Hyperebene TsT(denn E gilt auch im |
dualen projektiven Raum); im affinen Raum T =T\T, 1517 dann ﬁ',m Ta nﬁ
und daher die duale Auﬁs%ag% zur richtigen Aussage I, falsch.

8) DEF,5.1f: Fin Paar (P,Q) von verschiedenen Punkten P und § 'eines
affinen Raumes hellt Strecke. Ist ’"F ein klasgsigcher

projektiv eingebetteter affiner Raum, (P, Q) eine Strecke und

Res nf,=:U, so heilit der eindeutig bestimmbe Punkt M f’2 miv

H{M,U;P,Q) der Mittelpunkt der Strecke.
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Bemerkungen:(a)Derelementarge@nmzischeNﬁxtelpunkteiner Strecke in PAE
bzw. PAR stimmt mit dem hier definierten iberein, wie aus einem
geelgneten Parallelogramn und den S&btzen aus 1,10 zu erkennen 1st.
Jede Affinitdt in einem klassischen projektiv einge-~
betteten affinen Raum (=9 Char K+2 = normal) ist
rmittelpunkttreu, denn die fortsetzende Kolllneatlon
erh8lt harmonische Lage.

(b) Pir normale affine RHume A kOnnen alle Aussagen
aus Folg.7 und 8 unter Beniitzung eines Isomorphismus A — T '
{bertragen werden. ‘

SATZ 6,1: In jedim affinen Raum gilt das Axiom 11 und das Existenz— |
axiom E. In jedem normalen affinen Raum gilt das Parallelem|
axiom, aber nicht das Dualitd@tsprinzip. Die Parallelitdt ist bei i
endlicher Dimension eine Aquivalenzrelation auf jeder Menge .
gleichdimensionaler affiner Unterrdume, Jede Affinitdt zwischen }
projektiv eingebetteten normalen affinen REumen 188t sich einw-
deutig zu eirer XKollineation der zugehlrigen projektiven REume
fortsetzen. Jede Affinitd%t eines klassischen affinen Raumes ist
pittelpunkttreu,

6.2, Affinitdten normaler affiner REume

Wir setzen i.f. zunichst einen projektiv eingebetteten normalen
affinen Desarguesraum T = T\ T, voraus.

DEF.6.2a: Ist = eine perspektive Kollineation T— T mit T, als

. Achse, so heiBt adﬁ eine Translation bzw. eine Strek-
kung in ¥, wenn = eine Flation bzw. eine Homologie ist. Eine
Affinitds %: T — T heiBt perspektiv bzw. projektiv, wenn ihre
eirdeutige Fortsetzung eine perspektive bzw. projektive
¥ollineation ist. TIst % eine perspektive Affinitét, so heiBen die
Kollineationsstrahlen von ® die Affinitdtsstrahlen von ®.

Folperungens

1) Da bei einer Translation oder Streckunz die Fernpunkte einzeln
festbleiben, hat-jeder'affine Unterraum einen parallelen Bildunter=
raum. Bei einer Translation (#L) ist das Zentrum Z von . ein
Fernpunkt, daher sind alle Affinitdtsstrahlen = parallel,und im




Bei elner Streckung (" L )
o und Z igt der

der Definition folgh sofort: Fine nichttriviale Affinitit

genau dann eine Translation bzw, Streckung, wenn jede Gerade

auf eipe parallele Gerade abgebildet wird und kein bzw. ein Fix-
punkt ex1st1ert.

Die Menge aller Translationen’ginesbaffinen Raumes bildet beszliglich
der Zusammensetzung die abelsche Gruppe T(T,) (vgl.3.5,Folg.2und 5.7).
Die Menge aller Streckungen mit festem Zenbtrum bildet eine Gruppe,
welche genau dann kommutativ ist, wenn der affine Raum pappussch

ist (vgl. Satz 1.5),

reffan eine Einteilung der perspekiiven Affinitidten oy

2) Wir tx
die fortsebzende Follineablon ® lelistet 113a1*=ﬂ;3 Gily fiir die
Achse T, von % dann T,=T,, so ist % eine Translation oder eine
Streckung; ist dagegen lx# T, S0 muB wegen [ #'=T, das Zentrum
Z von ® notwendig in T, liegen, d.h. die Affinitétsstrahlen sind
zueinander parallel. Ist % eine HomologieASZ 21&), so sind die
Affinit8tsstrahlen zur . Affinitdtsachse Ty nicht parallel, ist
% eine Elation {Z I'E), so sind die Affinitdtsstrahlen zu TT
parallel ("Scheruag").

normal ) voraus
nigehen Homologlen gir
‘;;lb&tWOﬁe . Daraus
sgei{t"‘ ve Affinitst:

der Mittelpunkt wvon
I S s ,
Z izm)ccs “5pleg@¢unc an der Hypera ene .7, Is

Punkt /pp PR
(e 2.) P, PR .

Geraden.
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In Satz 4.9 wurden die harmonischen Homologien urd die wind-
schiefen Involutionen als die einzigen involutorischen projektiven
Kollineationen eines T, angegeben. L&Bt eine windschiefe In-
volution die Fernebene §, fest, so ist sie sicher nicht elliptisch,
da im elliptischen Fall kein Fixpunkt (vgl.4.9,Folg.10,Fall 3)
und Di-dual keine Fixebene existiert. Bei einer hyperbolischen
windschiefen Involution erfiillen die Fixebenen genau die Ebenen-
biischel um die beiden Achsen e und f (vgl.4.9,Folg.10,Fall 2),
und daher muB eine Achse, z.B.f, inT. liegen. Die entstehende
involutorische projektive Affinitét = heiBt "Spiegelung an_
der Geraden e"; die Punkte von f. sind Fixpunkte und VPe Q2\{f2, '
ist P.P% parallel zu einer eigentlichen Ebene mit der Fernpgeraden
£,und wegen H(e,f;P,P%) ist der Schnittpunkt von P.P2 mit e der
Mittelpunkt von (P,P2). Damit gilt:

Die einzigen involutorischen projektiven Affinitdten in ﬁ';L sind

die Spiegelungen an einem Punkt, an einer Geraden und an elner Ebene.

Bemerkung: Ist A ein normaler affiner Raum A, so konnen die
Ergebnisse aus Folg.1 und 2 durch einen Isomorphismus T — A
auf A libertragen werden. :

3y Ist T ein projektiv eingebetteter normaler affiner Raum, so
bildet die Menge aller Affinitdten T—-T vzw. aller projektiven
Affinititen T —T gegeniiber der Zusammensetzung die Affinitats~
gruppe AP L(T ) bzw. die affine Gruppe AGL(T ), Ist T3 ein
projektiv eingebetteter endlichdimensionaler affiner Desargues-
raum, so operiert die Gruppe AGL(%&,) transitiv auf der lMenge-
der n~-Simplices in T und scharf transitiv, wenn PP gilt.

Bew.: (a) AT L( TYCcPIL(T) besteht aus allen Elementen von PrLn(y),
welche T, festlassen, also ist nach #.7, Folg.6,Bem. die AffinitHts-
gruppe AT L(T ) eine Untergruppe der Kollineationsgruppe B L(T );
ebenso ist AGL(]?) eine Untergruppe von PGL(T) und es gilt AGL(fr)c

c ArL(E). -

(v) Ist i,AO,A,‘.,, ,An} <R ein gegebener n-Simplex i
= E*Kj.-:-’QMM Ay fir j=1...n.

Die Menge {K,] "y “‘Xn}‘ bildet einen (n~1)-
Simplex in T, :

(Die Inzidenzbtabelle gilt fiir n=2)

(ind.) Apn €A VooV A PAAVECAN(E V...V Ay )=(AeV AV
(ho VANV I VAo VE 0y )=(Ao VAV IV (A6 ViALD=
=Ao V(A 4Veee V Aq., )i Widerspruch zu {A, ...A,.} ist ein n-Simplex.




Damit ist A, V...YA_ VY T Voo ,)\/Z,_ =T fiir 1=1,...,0 sine Kogerads
und Tys= A VT, sind n Hyperebenen mit T, n Tes T, .
Nach 2.7, Folg.5,4nw.c haben n Hyyerebenen in einem T mindesbtens
einen gemeinsamen Punkt, Die Hyperebenea T, haben nun genau sine
scemeinsamen }\.,mki'?‘ Anit A¢ T, '
find.) 3.& Bl *,e T

Gt

=;

. Da fl'fr? ein projektiver Unterraum ist, folgh
AVBc ; ALf AV3B exi rt wegen _’5 2, Folg.5 ;nlndestens ein
PunktAefr AAe(Q‘T )nT = %e ,,nTu,%

Die Unterrdume T; sind jene Hype*ebenen von To,_die man durch

je n-1 verschledene Punkte des Basissimplex -[A”A,_ .,“,A Y von

W, aufspannen kann,und solche H},@ereoenen haben stets einen leeren _
Durchschnitt, denn (Tneson TV T =T (14k<n) wegen X, €Tyn.al,
und _damit gllt

aim Tyn Ty dlm”ﬂvdlmﬂ«dlmﬂ\/m (n-2)+(n-2)-(n-1)=n~3

AimfT, A V Yo Tl =dimTanT)+din T -3inl T T, )V Til=(a=3)+(n~2)=(n-1)=n-4
usf.

Al T A o ors Toea) A Tad=ddm(Ta A v e nFoos )+diu7fnmdim[(1'4 Aoosn T, "A)V? IE
=[n~(n-1+1)1+{n~2)={n~1)=~1 * Widerspruch zur Sxistenz von A.

4

Analog genht der SchluB fir A=AeT,,

Die (n+2)~punktige Menge {A,,K,,...A,,A} ist eine Fundamental-

figur in T:

{AOQA,].“A 3 1st ein Basissimplex, da A eﬁ und {A ,.c.A 3

ein Simplex in T, ist; ebenso erkeunnt man, dafl 1% M,AD,AS ein

Bagissimplex igt. Es genligh, wenn 0.B.d.A. noch {AO,A,a“An ,igA}
als Basissimplex erwiesen wird:

(1nd.,) AeA VE ' V...VE, ,=:T; da A€ Q’ﬁ}—# AeTn =4,
~-1» Die bew@en verschiedenen F{;m@rebenen T, und T schpeiden
einander nach der Korf@rnden AV, L VAR, = Ac i, VOM\/A.,,”.@ ¢ T2

Widerspruch #u A ¢ T, .

je8 8328

R
v Punkten 'SA PRI W
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die Fundamentalfiguren {Aag

T konstruiert werden., Nach

Y ozwed nmSJ_mp'! ices in

tens ein wePCL{ T, ) mit A

(i::*l“an) und Aaa:A.'g, |
f==|T ist eine nitit wogen

A, s(é JA )n(ﬁ\/éﬂ esaVE ) usf, und’ V und N m;t einer
Ke“_U 1neat10n vertragllch sind, gilt A j% mA';(amO,.“n)
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(a) Ist T ein PP-Raum, so such T und da {Ao,...An} festbleibt unter
&=>{a ,&;,.. K ,4} bleibt fest unter der projektiven Kollineation
rach der Zonstruktion der Fundamentalfigur in (1) % = l=s2al,
Jede projektive Affinitdt, welche die Punkbte eines Simplex einzeln
festldBt, ist also notwendig die Identitét; wie in 3.7, Folg.8,
Beweisteil (c) folgt daraus die scharfe Transitivitét von AGL(ﬁQ)
auf der Menge der n~Simplices in T. ¢

Bemerkung: Unter Benlitzung eines Isomorphismus kann man Folg.3
von einem projektiv eingebetbteten normalen affinen Raum auf einen
normalen affinen Raum iibertragen,

SATZ 6.2: In einem normalen affinen Desarguesraum endlicher Di-

mension n ist die Gruppe der projektiven Affinitédten
(affine Gruppe) transitiv auf der Menge der n-Simplices und
scharf transitiv, wenn PP gilt, In klassischen affinen Réumen
sind die involutorischen perspektiven Affinitdten genau die
Spiegelungen an Punkten und an Hyperebenen. Fir n=2 sind dies
die einzigen involutorischen projektiven Affinititen, whhrend
fiir n=3 gerngu die Spiegelungen an Geraden dazukommen.

. 6.3, Eipenschaften klassischer affiner Riume endlicher Dimension

In Tmit 24n<eo ex1st1eren stets Polaritédten A , die keine Null-
polaritédten sind,und Nullpolaritédten y genau dann, wenn n unge-
rade ist. Die Nullpolaritédten sind stets projektiv. Bildet man
den projektiv eingebetteten affinen Raum T= T4\ T, , S0 be~
ruhen -die afflnen Elgenschaften von A bzw. v auf der Auszelchnung
von wA* bzw. wy ¥

DEF.6.3a: Ist ¢ eine Polaritét in T =72\ T. , so heiBt jeder
Unterraum von 1 durch den Pol wd* der Pernhyperebene w ein
‘Durchmesserunterraum von § 3 gllucﬁ*EQ, 80 heiBt wd* Mittelpunkt
‘vor 6. Ist A eine projektive hyperbolische Polaritét mit einem
Mittelpunkt, so heiBt die durch A bestimmbte Quadrik eine Mittel-
punktguadrik in T 5 ist in A die Fernhyperebene selbstkonjugiert,
50 heiBt die Quadrik ein Paraboloid in T . :
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Bemerkungen: (a) Ist A eine projektive hyperbolische Polaritét, S0
werden die Begriffe, welche fur 2 defiuniert wurden,auch auf die
durch A Dbestimmte Quadrik {ibertragen, z,.B.Durchmesserunterravu,
Mittelpunkt der Quadrik.

(b) Tine Polaritét & hat genau dann einen Mittelpunkt,
wenn die Fervhyperebene nicht selbstkonjugiert ist. Insbesondere
besitzt eine Nullpolaritédt keinen Mittelpunkt.

(¢) Da fiir eine Mittelpunktquadrik die Fernhyperebene
nicht selbstkonjugiert ist, liegt der Mittelpunkt wA* nicht auf
der Mittelpunktquadrik.

(a) Speziell fiir dim TI',“ =2 spricht man von Mittel~
punktkegelschnitten und Parabeln.

.

Folgerungen:

1) Fine Nullpolaritdt gestattet jede Translation in Durchmesserw
richtung, d.h. VT ¢ PGL(wy*,T,) gilt vr*= Tv.

Bew, : Xe/ﬁ => Xy ist eine vonT, verschiedene Hyperebene =X v nT,=:%
ist eine Kogerade in T, mit X &Ry =5 "
IV =XV = Xyt*=(XVI)Tt*=XTtVIT=Xr VZ,
denn wegen TITo=1 A TpeT, gilt ZF =% .
X 612 =» XTe 'fl und X,XT und das Kollineationg- XX

zentrum wy* gind kollinear == die Hyperebenen Xv, (X’t)vund Cwv ™ Iv=w
haben eine Kogerade gemeinsam == (XT)vI*(¥vnT,)=Z, Aus Xt I (X%)»
und X7 ¢y folgh nach dem Dimengionssatz Xty =Xt V& =X vtT*

Vx«fz; fiir X6 ist die Aussage trivial =2 »T"=7TV. @

tnullpolaritdt mit dem Mittelpunkt
ung an M, so gilt A Em = G A .

2) Ist A eine projektive Nich
M= wA* und ist OO“M die Spiege
Ist ® eine Durchmesserhyperebene einer proJektiven Hichtnullpo-
laritdt A, die nicht selbstkonjugiert ist und Oa‘« die Spiegelung an «,
80 gilt A& %= Gy A,

Bew,: (a) Der Nullpunkt M= ud* 7 w ist nicht selbstkonjugiert
beziiglich A,und daher gilt Ag,*=¢,A nach 5.5, Folg.6 in T j
davel ist &, die harmonische Homologie mit dem Zentrum M und der
Achse M) =w und daher G, |% die Spiegelung G, an M.
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(b) Ist o« eine in A nicht selbstkondugiertg Durchmesserhyper-
ebene, so ist xA Iw, da « I«* gilt. Nach 5.5, Folg.6 gilt

A ¥= 6+ A ; dabei ist O, die harmonigsche Homologie mit dem
Fernzentrum «A% und der Achse « und daher G,.|  die
Spiegelung 6, an o . ¢

Bemerkungen: (a) Ist A speziell eine hyperbolische projektive
Polaritdt,so bestimmt sie eine Quadrik ¢ und die obige Aussage
lautet:

Jede Mittelpunktquadrik gestattet die zentrischen Spiegelungen am
Mittelpunkt; jede Quadrik gestattet die Spiegelungen an den nicht
selbstkonjugierten Durchmesserhyperebenen.

o (v) Fiir einen dreidimensionalen klassischen affinen
Raum 7%, erhdlt man aus Def.4.9c,Anw.a: Jede Quadrik gestattet axiale
Spiegelungen an den nicht selbstkonjugierten Durchmessergeraden. |

A (¢) Trifft eine Durchmessergerade eine Mittelpunkt-
quadrik $efn in zwei verschiedenen Punkten P und Q, so gilt Q=Pon
wegen (a),und daher ist der Mittelpunkt M von ¢ der Mittelpunkt
der Strecke (P,Q). Die Tangentialhyperebenen PA und QA in den
verschiedenen Punkten P,Q auf einer Durchmessergeraden sind
wegen QX =P &, A =(PA) 6 4* parallel. :

(d) Ist « eine nicht selbstkonjugierte Durchmesser- -
hyperebene, so liegen die Berihrungspunkte aller Tangentialhyper-
ebenen aus dem Fernpol A=aA* von o« wegen der Symmetrie der konju-
gierten Lage in der Hyperebene «, und auf jeder Geraden durch A,
die ¢ in zwel verschiedenen Punkten P und Q trifft, liegt der
I’b‘.ttg_lpunkt der Strecke (P,Q) in o, wie aus den Eigenschaften
von Ox folgte :

(e) Speziell fiir dim . =2 lautet Bem.c bzw. Bem.d:
Schneidet eine Durchmessergerade 4 einen Mittelpunktkegelschnitt k
in zwei verschiedenen Punkten P und Q, so sind die Tangenten in P
und Q parallel; sie gehen durch den Fernpunkt des zu d konjugierten
Durchmessers d4.
Ist 4 eine nicht selbstkonjugierte Durchmessergerade eines Kegel=-
schnitts k, so liegen die Berithrpunkte der Tangenten aus den
Fernpol d A * auf 4,und die Durchmessergerade d"halbiert" alle
Sehnen der zu d konjugierten Richtung.

Projektive Figur ' Affine Figur

M
p
//,‘\

/s
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(f) Die Mittellinien d,d, eines einem Mittelpunkte
kegelschnitt eingeschriebenen Parallelogramms (d.i. ein Viereck
nit zwei Paaren paralleler Gegenseiten) sind konjugierte Durch-
messer (durch affine Spezialisierung aus: Das Diagonaldreieck eines
einem Kegelschnitt eingeschriebenen Vierecks ist ein Poldreieck,
vgl.Satz 2.53).

Projektive Figur Affine Figur

.3) In 4,5, Folg.7 wurde fiic eine projektive Polaritét A in T3
eine Spurpolaritét A~ in einer nicht selbstkonjugierten Ebene o
erkldrt. Wir wollen dies auf eine projektive Polaritét A :Tqa —Ty
(vgl.Def.3.9b und Def.5.,5a) iibertragen.

DEF.6.%b: Ist A:Tp —= To (mit n23) eine projektive Polaritit
_ und T, eine nicht selbstkonjugierte Hyperebene, so heilBt

nu:ﬁ;*{Menge der Hyperebenen vonTl'mg mit X—=XA,:=XA n T,

die Spurpolaritdt von A in T, .

Eg ist zu zeigen, daf diese Definition sinnvoll und 2., eine pro-
jektive Polaritdt in Te ist. A, ist eine globale Abbildung, demn
jedem Punkt X e T, wird unter A eine Hyperebene XX von T durch

den Punkt Mi= TA*(Z T.) zugeordnet = XA % T,25'XAnT, ist eine
eindeutig bestimmte Hyperebene von T, . -

Die konjugierte Lage beziiglich A, ist symmetrisch (mit I, bezeichnen
wir die Inzidenz eines Punktes von T mit einer Hyperebene von Tw):
Y I, XA=X0eTu(mit X,Yel,). = Y I XA=YA I X(A X IT,) =

X Iw (Y—)\"\m-n):Y?\un ~

A, ist projektiv: Sei g=XY eine beliebige Gerade in T,; gn ist

die Roggrade XAnYA von T und wegen X,Y%I T, gilt .

XA, YATSI M=MeRi=gr I"w, Das Hyperebenerbiizchel mit dem
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Trager g% schneidet daher T, nach einem zu ihm perspektiven:

Biischel & _von Unterrdumen nit dem Blischelraum T, und dem Trager- "

raum gAnTe =(EAAYAINT, =(XA A Ty ) o (TAATL )=X2un YA, =(XT) A, =227, .

Also gilt. :.nsgesamt. , v

?X§ g.’\ \‘(A)f '6'3?\‘., (X7\m) *

rlgens gilt: Die Menge der beziiglich A selbstkonjugler+en Punkte

stimmt Uberein mit der Menge der selbstkonjugierten Punkite be-

ziglich A in T, .

Im affinen Raum 7. (mit n2 3) bestimmt eine Mittelpunktquadrik
eine Férnspurpolaritdt A.,wBhrend fir n=2 auf der Ferngeraden u,
welche nie Tangente eines Mittelpunktkegelschnitts ist, eine
projektive Involution A, konjugierter Purnkte existiert; die projek-
tive Involution A, soll hier Ferninvolution genannt werden.

DEF.6.3c: Ist fiir n2 3 bzw. n=2 die Fernspurpolaritét A, bzw. die
T - Ferainvolution %, siner Mittelpunktquadrik bzw. eines
thtelpunktkegelschnltts hyperboliach, so heiBit die Quadrik ein
Hyperboloid bzw. der Kegelschnitt eine Hyperbel; jede eigentliche
Tangentialhyperebene in einem Fernpunkt heiBt asymptotische
Tangentialhyperebene. Ist dagegen A, bzw. 7, elliptisch, se liegt
ein Ellipsoid bzw. eine Ellipse vor,

Bemerkurgen; {a) Die Existenz von Ellipsoiden ist eine Korpe
eigenschafs. Ist der Algebraisierungskérper von To (¥ (Z?"*4)
mit K kommuva iv und Char Ks2) quadratisch abgeschlossen, so ist
jede Mittelpunktquadrik (jeder Mittelpunktkegelschnitt) ein
Hyperboloid (eine Hyperbel). Nach 5.6, Folg «3y Bem.b existiert
dann ndmlich keine elliphische proaektlve olaritidt und daher

ist A, stets hyperboliseh; ebenso ex1st1eren keine elliptischen

projektiven Involutionen. _¥

(b) Alle asymptotischen Tangentlalhyperebenen enthalten
den Mittelpunkt: Peda P I T,,=>Pr I wAr*=M,

(¢) Speziell fiir n=2 heiBen die Tangenten v, und v,
in den Fernpunkten V,und V, einer Hyperbel Asymptoten; sie sind
die Pixgerader der projektiven Involution konjugierter Durch-
messer.

Die zu 2.49,Folg.8,Anw.b duale Aussage lautet:Schneidet man eine Xegel-
schnlttstangpnte p (Beriihrungspunkt P ) mit zwei anderen Kegel-
schnittstangenten v, und v, %Beruhrungspunkte ¥V, und V,), so

gilt H(p.vi=:1,p. vy=:2;P,p.Vy Vo= 5) Hieraus erhdlt man durch affine
Spezialisierung: Der Bertuhrpunkt einer (nicht asymptotischen)
Hyperbeltangente ist der Mittelpunkt der durch die Schnittpunkte

mit den beiden Asymptoten bestimmten Strecke.,
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Projektive Figur Affine Figur

4) Wir behandeln in diesem Punkt speziell Quadriken in einem
projektiv eingebetteten klassischen dréidimensioralen affinen
Raum T . Fiir eine ringartige Quadrik ¢ gilt stets ©nHe =8,
also ist eine ringartige Quadrik stets ein Hyperboloid oder ein
Paraboloid. In T, werden folgende Bezeichnungen verwendeb:

ringartiges Hyporboloid seesaceccsseass "einschaliges Hyperboloid"
ringartiges Paraboloid seessssssssssses 'hyperbolisches Paraboloid”
ovales Hyperboloid sasseseessssssesasss "zWwelschaliges Hyperboloid"
ovales Paraboloid eceesscsesessssssessse "elliptisches,Paraboloid”.

Ellipsoide sind stets oval.

Die ersten beiden Typen exigtieren in jedem T2 , wdhrend die
Existenz der letzten drei Typen eine Korpereigenschaft ist.
Paraboloide bestimmen im Gegensatz zu Ellipsoiden und Hyper-
boloiden keine Fernspurpolaritdt A, , denn ¥, ist selbstkonjugiert.

Eigenschaften:

{I) Alle asymptotischen Tangentialebenen eines Hyperboloids bilden
einen quadratischen Kegel ("Asymptotenkegel") mit der Spitze im
Mittelpunkt. Alle asymptobtischen Tangentialebenen eines hyper-
boligchen Paraboloids bilden zwed Parsllelebenenblischel; ein
elliptisches Parasboloid besitzt keine asyuptotische Ebere.

Bew,: {a) Affine Spezialisierung von 4.6, Folg.3,Anw.a fir P=M und
PrA=MAr=1. .

(p) FPir ein hyperbolisches bzw. elliptisches Paraboloid ¢ gilt
nach 4.31 & n =1, R} bzw. ¢ n Ruw =P; dabei sind e,f zwei
verschiedene Erzeugenden von @& , die einander im Beriibrpunkt

0= wA* von T, schneiden, Jede Tangentialebene eines hyperbolischen
Paraboloids enthdlt daher entweder e oder f. ®

{II) Auf jeder ringartigen Quadrik ¢ liegen zwig Reguli (o und @}.
Die Menge aller Geraden e durch einen Punkbt Sef, die 2u elner
Erzeugenden von (J, parallel sind, heilt "Richtkegel von (f, mit
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der Spitze S"; ist speziell der Richtkegel ein Geradenbiischel,
80 heiBt seine Ebene eine "Richtebene" von (J,, Dann gilt:

Jeder Regulus eines einschaligen Hyperboloids besitzt den Asymp-
totenkegel als Richtkegel mit der Spitze im Mittelpunkt. Jeder
Regulus eines hyperbolischen Paraboloids besitzt eine Richtebene.

Bew.: (a) Alle Fernpunkte E, der Erzeugenden e der Schar (4 eines
sinschaligen Hyperboloids bilden den Kegelschnitt k, = ¢ nfl.. Man
erhdlt die zu e parallele Gerade durch den Mittelpunkt M, wenn
man E, mit M verbindet. Verbindet man jeden Punkt von k, mnit

M= w()-?:’ go erh8lt man den Asymptotenkegel von ¢ ; gleiches gilt
fir Ge. o

(b) Jede Erzeugende e der Schar J, eines hyperbolischen Paraboloids
trifft die Fernerzeugende fy ¢ Gj—, in einem Punkt E.. Die Geraden
SE, liegen fiir alle Erzeugenden in der Ebene 8f,; analoges gilt

fir Uj@u . ) ’ ‘ 0

(III) Ist ¢ eine Quadrik und x(#w) eine Nichttangentialebene, so
ist Run ¢ im ringartigen Fall stets ein Kegelschnitt und im
ovalen Fall ein Kegelschnitt oder die leere lMenge. Der arfine
Typus dieses Kegelschnitts hingt von der Anzahl der Schnittpunkte
der Ferngeraden o.w sia, von « mit ¢ ab. Insbesondere existieren
daher auf einem Ellipsoid keine Hyperbeln und keine Parabeln,

auf einem hyperbolischen bzw. elliptischen Paraboloid keine
Ellipsen bazw. Hyperbeln. Jeder Nichttangentialschnitt eines
Paraboloids mit einer Durchmesserebene ist eine Parabel,

5) Wir diskutieren die quadratischen Kegel M in TJ . Liegt die
Spitze S des Kegels ' nicht in der PFernebene w , 80 ist M Pu=:l,
ein Kegelschnitt. Durch Projektion des Polarsystems A, von T,
ausg der ?pitze S erhalten wir das Polarsystem Ap von [ . (vgl.
Def.4.2¢). .

Eigenschaften:

(I) Jeder quadratische Kegel (mit eigentlicher Spitze) in einem "ﬁ'j\

gestattet genau die Spiegelungen an jeder Nichttangentialebene «
durch S in Riéhtung der zu & in A; polaren Geraden. Alle zu «
parallelen ebenen Schnitte  von ' nicht durch S sind Kegelséhnitte
mit gemeinsamen Fernpunkten-und besitzen Mittelpunkte auf der zu «
polaren Geraden a.
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a I 4
Bew, : (a}) Die Spiegelung 6, an « stammt von einer harmonischen
Homologie Gx mit der Achse o und dem Zentrum im Pol Auli=8.w der
Ferng?raden 8. von o« bezliglich f,. Daher gilt N.s, =[. und wegen
3 Itx‘lst 56,=8, Da der Kegel I durch M, und die Spitze S ein-
deutig festgelegt ist, folgt NMe,= .
(b) Der Schnitt fuvon I mit w und der Schuitt von I mit einer:
Parallelebene « (Z 8) zu « sind perspektiv kollinear mit dem
Zentrum 8; da Ay Pol von a. beziiglich I, ist, durchisto8t A.S=a
die Ebene & im Pol von a, beziiglich fk~ " , d.h. 8% ist der

L 2

Mittelpunkt des Kegelschnitts R
Qemerkung: Aus (a) folgt: Jeder quadratische Ke%el " in T, gestattet
jede harmonische Homologie,deren Achse eine Nichttangentialebene o
durch S5 ist und deren Zentrum ein beliebiger von S verschiedener
Punkt der zu « polaren Geraden a ist.

Ein Hyperboloid gestattet die gleichen planaren Spiegelungen wie
sein Asymptotenkegel,

Bew.: (a) Ist G eine planare Spiegelung des Hyperboloids ¢, so
ist ¢ eine automorphe Kollineation mit dem Zentrum Z. in w.
Wegen w6 *=w und ¢6 =¢ geht die Achse Z.), notwendig durch
die Polare =z, von Z., beziiglich R, n ¢ =k.; wegen Z'w Twegilt
20Ny T wdl=l=Z2,=z,M. Also gilt ko6 =k.,und M6 =M; da der
Asympbtotenkegel ﬁ von ¢ durch k, und M eindeutig festgelegt ist,
188t ¢ auch I fest. : .
(v) Ist umgekehrt & eine planare Spiegelung des Asymptotenkegels [
von ¢ , so ist die Achse ¥ von 6 notwendig eine Ebene durch M
und das Zentrum Z. von ¢ ist notwendig der Pol der Fernspur sz,
von § . Um ¢6 =¢ zu erweisen, genligt es ZuA, =% zu zeigen. Da
ky die Spurpolaritét von ¢ in w festlegt, geht Z.Ay durch die
Polare z, von %, bezliglich k, und wegen Z, Iw gilt

2

Zutrg Tadr=ll =22, =z,.M=t.

DEF,.6.3d: Ein quadratischer Kegel I’ in ﬁz, dessen Spitze in der
Fernebene w liegt, heiBt ein quadratischer Zylinder

in ﬁ;; ist die Anzahl seiner Fernerzeugenden zwel bzw. eins bzw.

mill, so heiBt er hyperbolisch bzw. parabolisch bzw. elliptisch.

Die zur Fernebene w im Polarsystem A polare Gerade heift fir

nicht parabolische Zylindex Mittengerade;vjede Ebene durch die

Mittengerade bzw. durch die Ferngerade eines parabolischen Zylinders

heiBt Durchmesserebene. ‘

Bemerkungeh:(a) Alle Nichtfernerzeugenden eines Zylinders sind
zueinander parallel. ‘

{b) Elliptische Zylinder existieren genau dann, wenn der
Algebraisierungskdrper nicht quadratisch abgeschlossen ist. Ein
Z%rllnder ist genau dann parabolisch, wenn die Fernebene Tangentiale
ebene ist, .
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(II) Da je zwei Schnitte eines quadratischen Kegels mit Ebenen !
nicht durch die Spitze perspektiv kollinear mit dem Zentrum in
der Spitzé sind, gilt insbesondere fiir quadratische Zylinder:
Je zwei Schnitte mit Ebenen nicht parallel zu den Erzeugenden
sind perspektiv affin in Richtung der Erzeugenden und dsher vom
gleichen affinen Typ. ) ’

Ein hyperbolischer Zylinder wird von jeder zu den Erzeugenden:
nicht parallelen Ebene & nach einer Hyperbel k geschnitten, deren
Fernpurkte die Schnittpunkte von &« mit den beiden Fernerzeugenden
e, und f, des Zylinders sind, Die Asymptoten von k sind die
Schnittgeraden der Tangentialebenen von M 1l#ngs e, und f,
("asymptotische Ebenen des Zylinders") mit « ; die beiden asympto-
tischen Ebenen gehen durch die Mittellinie m des Zylinders,und m
trigt alle lMittelpunkte der ebenen Schnitte. Auf einem hyper-
bolischen Zylinder liegen keine Parabeln und keine Ellipsen.
Jeder Schnitt eines parabolischen Zylinders mit einer zu den
Erzeugenden nicht parallelen Ebene ist eine Parabel, deren Durch-
nesser von den Durchmesscrebenen des Zylinders ausgeschnitten
werden, Auf einem parabolischen Zylinder liegen keine Hyperbeln
und keine Illipsen. o

Jeder Schnitt eines elliptischen Zylinders mit einer Ebene

nicht parallel zu den Erzeugenden ist eine Ellipse, deren
Mittelpunkt auf der Mittellinie liegt; auf einem elliptischen
Zylinder liegen keine Hyperbeln und keine Parabeln.

(III) Da ein quadratischer Kegel alle Homologien mit dem Zentrum
in der Spitze vertrdgt, gestattet ein quadratischer Zylinder alle
planaren Spiegelungen in Richtung der Erzeugenden. Weitere planare
Spiegelungen eines Zylinders erh&lt man aus der Bem.nach (I):

Ein nicht parabolischer Zylinder gestattet die planaren Spiegelungen
an den nichttangentialen Durchmesserebenen in einer von der Er-
zeugendenrichtung verschiedenen zur konjugierten Durchmesser-

ebene parallelen Richtung; ein parabolischer Zylinder gestattet
die planare Spiegelung an jeder Durchmesserebene «, wobei das
Zentrum ein beliebiger ton der Fernspitze verschiedener Punkt

auf der z2u « in A, polaren Ferngeraden ist. )

6) AbschlieBend sollen die Kubiken in einem ﬁ;_besproéhen werden.

DEF.6.3e: Eine Kubik ¢, welche die Fernebene w als Schmiegebene

besitzt, heiBt eine kubische Parabel. Ist. w eine von
einer Schmiegebene verschiedene Tangentialebene, so heifit ¢ eine
kubische parabolische Hyperbel. Besitzt ¢ drei verschiedene Fern-
punkte, so heiBt ¢ eine kubische Hyperbel; sonst heiBt ¢ eine
kubische Ellipse. Jede eigentliche Tangente in einem Kubikfern-
punkt heifBlt Asymptote.
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Bemerkungen: (a) Kubische Parabeln existieren immer, denn man

kann das Fernschmiegelement (U,u,») beliebig vorgeben; durch

diese Angabe ist die Kubik nocht nicht eindeutig bestimmt (vgl.4.8,
Folg.6). Der Sehnenkegel (fr(y) einer kubischen Parabel zu ihrem
Fernpunkt U ist ein parabolischer Zylinder.

(b) Eine kubische parabolische Hyperbel mit dem
Fernlinienelement (U,u) besitzt noch.genau einen Fermpunkt V; die
Fernebene w ist ndmlich eine von der Schmiegebene in U ver-
schiedene Ebene durch die Erzeugende u des Sehnenkegels U] r(w»
und trigt daher nach 4.8, Folg.1,Bem.c noch genau einen Kubik=-
punkt V., Kubische parabolische Hyperbeln existieren immer,und
man kann sie durch das Fernlinienelement (U,u) und den zweiten
Fernpunkt samt Asymptote festlegen. (fr(y ist ein hyperbolischer
Zylinder mit-den Fernerzeugenden u und UV, wdhrend {n.yv) ein
parabolischer Zylinder mit der Fernerzeugenden UV ist.

»

{¢) Kubische Hyperbeln existieren immer; man kann
sie eindeutig durch drei paarweise windschiefe Asymptoten u,v,w
zu den Fernpunkten U,V,W festlegen (aus 4.8, Folg.3, Anw.g).
grm{bzw.qu)bzw.gguoist ein hyperbolischer Zylinder mit den
ernerzeugenden y UW bzw, VU, VW bzw., WU, WV,

(&) Die Existenz kubischer Ellipsen ist eine Kdrper-
eigenschaft. Da nie vier Kubikpunkte komplanar und zwei Kubik-
tangenten stets windschief sind, eine von der Schmiegebene ver~
schiedene Ebene durch einen Kubikpunkt noch genau einen weiteren
Kubikpunkt und eine Schmiegebene genau einen Kubikpunkt trigt, |
sind fiir die Fernpunkte elner kubischen Ellipse ¢ folgende Kdglich-
keiten denkbar:

(i) ¢ hat keinen Fernpunkt.
Mir eine Kubik ohne Fernpunkt geben wir ein Beispiel in T (%)
wobei K der Restklassenkorper modulo 2 ist, an (vgl.5.9,Folg.2):

C={X3(u‘):-(’|,ﬁ, u2’ ua)xl ueKv {m}] =
e={X(0):=(1,0,0,0)K,X(1): =(1,1,1 1)K, x(=): = (0,0,0,1)K};
man {iberpriift, daBf keiner der drei Punkte

der Kubik in der als Fernebene w ausgezeichneten Ebene x°+x"+x? =0
liegt.

(ii) ¢ hat gensu einen Fernpunkt U mit eigentlicher Tangente u.
Der Schnenzylinder Ur(y einer kubischen Ellipse mit genau einen
Pernpurkt U und der Asymptobe u ist notwandig ein elliptischer
Zylinder (ind.:%rw;besitzt eine Ferperzeugsende e,; die Lbene

e,.u ist keine Kubikschmiegebene, da sie U rqynach zwel Lrzeugenden
schreidet, und daher existiert auf ey nach 4.8, Folg.1,Bem.c
noch-ein Kubikfernpunkt; dies ist bhei einer kubischen Ellipse
unmdglich : Widerspruch).

Fiir eine kubische Ellipse mit gensu einem Pernpunkt geben wir ejn
Beispiel in T (R') (# PAR) ant®’ d &

cz{X(u):=(1+u3,1,u,u2)ﬁluem«J{w}}.

'
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X(0)=(1,0,0,0)R liegt nicht in der als Fernebene w dbeniitzten Ebene
x° =0. Fir einen Fernpunkt von ¢ muf 4+u’ =0 gelten,und u® =-1
“hat in R genau die Lisung -1,also ist X{(~1»=(0,1,~1,1)B der einzige
Kubikfernpunkt, . . . , )

(iii) ¢ hat genau zwei Fernpunkte U,V mit eigentlichen Tangenten
u,v. o ,
Fall (iii) ist unmbglich: (rey ist nBmlich ein Zylinder mit

der PFernerzeugenden UV und der Tangentialebene Uv(*w ) léngs .
dieser, also besitzt Up(, noch eine Resterzeugende in w; eben=
s0 hat (Jr(v) eine Resterzeugende in w und der Schnittpunkt der
beiden Resterzeugenden ist ein dritter Kubikfernpunkt, sodalB
eine kubische Hyperbel vorliegt.

(e) Aus Def.4.9c,Anw.b kOnnen wir die axialen Spiegelungen
bestimmen, welche eine Kubik gestattet. Die Achsen einer solchen
windschiefen projektiven Involution sind notwendig von den
Tangenten verschiedene Schmieggeraden, Damit von Kubiktangenten
verschiedene Fernschmiegperaden existieren, muB die EKubik notw
wendig einen Fernpunkt U besitzen; ist die Tangente u in U eigent-
lich, so schneidet die Schmiegebene 6 in U die Fernebene w nach
einer geeigneten Fernschmieggeraden; ist dagegen u uneigentlich,
so0 existiert nur eine von u verschiedene Fernschmieggerade, wenn
die Fernebene Schmiegebene in U ist. Daraus erkennt man: Nur
kubische Ellipsen ohne Fernpunkte gestatten keine axialen
Spiegelungen. . .

SATZ 6.3: Eine Nullpolaritédt gestattet jede Translation in Durch-
- messerrichtung. Jede projektive Polaritét in einem '
endlichdimensionalen klassischen affinen Raum, in der die Fern-
hyperebene nicht selbstkonjugiert ist, gestattet die zentrischen
Spiegelungen am Mittelpunkt und die Spiegelungen an den nicht
selbstkonjugierten Durchmesserhyperebenen.

6.4, Die beiden Hauptsidtze der affinen Geometrie

Zwischenbemefkung:

Seien #1 ein Rechtsvektorraum iiber einem (nicht notwendig kommuta~
tiven) Korper K, U ein Unterraum von #] und ¢ ein beliebiger
Vektor aus #7. Unter der "Nebenklasse von a beziiglich U " ver-
steht man die Vektormenge {u+«]ee U b=rus U,

Unter der Dimension der Nebenklasse versteht man Dim U . Zwei
Vektoren ¢, | €H) gehﬁren'genau dann zur selben Nebenklasse
beziiglich U, wenn ‘¢-4) €U gilt.
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Die Menge aller nulldimensionalen Nebenklassen n°#) von WJ(®)
ist mit W) identisch.

Fir die Menge a’ 4) aller eindimensionalen Nebenklassen von H(K)
gilt 0= {asbK1bso ra,b e},

Wir konstruieren aus dem Rechbsvektorraum HNK) eine Inzidenz-—
struktur A(H]), indem wir setzen: '

R=o®M) =40, G= o', T=¢ ; a(H):= (40, n M0, ).

Bemerkungen: (a) Dim W) =0 => M= {o] = AUN)={0,0,0]; diese Menge
ist deutbar als einpunktiger affiner Raum,

(bg DimA)=1=> W) =ak mit ¢+ 0 =>

AMD)=(aK, faK},€); diese Menge ist deutbar als affine Gerade, denn
aus einer projektiven Geraden {2,112}, ¢} (wobei f eine bgliebige
mindestens dreielementige Menge ist) gewinnt man mit @ = R\ {U}
fiir Uef die affine Gerade {f2,{f}, ¢}, und aK enthdlt stets die
beiden Elemente a,1 und n,0, Umgekehrt kann Jedoch nicht jede
affine Gerade als A(M)) mit Dim #) =1 erhalten werden, denn|wK|
_ist fiir endliches K stets eine Primzahlpotenz, und nicht jede
natiirliche Zahl ist ®ine Primzahlpotensz.

(c) Dim M7 > 2: Drei Punkte %,4),4 | € A(H#)) sind
genau dann kollirear, wenn {3 -#,4)-x} l.a. ist.

Bew.: %,4),%  kollinear ¢ es existier’ eine eindimensionale
Nebenklasse o+ b K mitt,4),3 | e a+t K &y Y-t [ 6K =
(==>{’§-*(,1Q—»t} l.a. )

L 4

(4) In der Inzidenzstruktur A(#)) gilt das Axiom I,.

Bew.: t,#)le R=M),+; die Gerade (d.h. eindimensionale Nebenklasse)
t+(~%)K ‘enthdlt < wegen ¢+@#)~+).0=t und ¥} wegen ‘€+(49-*e).’l=4g.

Die" Verbindungsgerade ist eindeutig bestimmb:

g, leqa v K mit o 20 = 3 x,¥ le K, sodaB gilt

= WX Daraus folgt durch Subtraktion

Y =0ttty :

a}-v*cn'xr( -x); wegen %#4 gilt x#y und in K ist (y-x).z =1 mit
z=(y-x§" 1dsbar = (

e -t) (Fmx)"1 = o= =1 ~)(7-x) "1 x. :
Wir(aﬁn%éi de)unit die beiden“)Geragen (d.h. die beiden eindimensio~
nalen Nebenklassen) vergleichen: - :
aor v B = e ~(1) = )0y~ % Jxe [ (9~ ) (y-3)"" K=

Zer(n = o)y -G =0 %] w0 =K,
§Variiert ndmlich A in K, so variiert in bijektiver Weise auch
y=x "1 )N =(y-x)"*% x in K.) ®
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.(e) In der Inzidenzstruktur A(W)) mit DimH#)>0 gilt
die Aussage z,, denn: Fliir Dim™>0 existieren eindimensionale Neben-
klassen a+¢K mit &+ und jede enthdlt die beiden verschiedenen

Punkte « und a+,
A(M)) ist ein affiner Raum, der fiir Dim M) 2 desarguessch ist.

Bew.: (2) Die Fille Dim4) =0 bzw. 1 wurden in Bem.a bzw. b erledigt.
(v) Gelte i.f. Dim #) 2 2 (vgl.beim folgenden Beweis die in 5.7
bein ersten Hauptsatz der projektiven Geometrie beniitzte Kon-
struktion). Die direkte Summe 4):=K@MH) ist ein Rechtavektorraum
iiber K,und zu diesem k&nnen wir den projektiven Raum T (# (K))
wilden., ¥ach 5.7,Bem.a ist T (0 & W) )=:T, eine Hyperebene und
damit ist T\ E_,:s:ﬁ' ein affiner Raum. A(W)) ist als affiner

Raum erwiesen, wenn A(MP) 2 T K@ W)I\NT(O ® #)) gezeigt ist; g
dazu geniizt es nach 6,1, Folg.1,Bem. eine Affinitét ¢ (A(ID)—~T=T\I, -
anzugeben, denn A(H)) erfiillt I, und E.

Wir definieren & durch e [e A(#0)] == (1 ,e)K,

(1,)X ist 2ls eindimensionaler Unterraum von K@ #) =4) ein Punkt
von T(Ke 47) und (1,¢)X liegt nicht in Ty , denn ein Punkt von T.
hat die Form (0,¢)K.

Die Abbildung & ist sicher global.

(I) Un € als Bijektion zu erwéisen, geniigt es zu zeigen, dalB eine
globale Umkehrabbildung €' existiert. Ist (x,m)K ein Punkt von
T\T., so folgt x+0 und man kann eindeutig umnormen: (x#)K=(1midK
und (1,0 x 7 )R #x"tAM)) ist die globale Umkehrabbildung

von € .

(II) ¢ erhdlt kollineare Lage: #,4),3 | € A(4) kollinear und

0.B.d.A. pw. versohiedensgbii ) my =Y Lo A Y=k g0 Dag=t=(] 4N
=¢%=-—19+57\+~c(4-7\). -

Die € -Bilder x&=(1,%)K, ¢ =(1,9)K, 3¢ =(1,3)K sind nach 5.1 genau
dapn kollinear, wenn {(1,%), (1%), (1,3)F 1l.a. in 40 ist;

dles ist erfiillt, wie folgende nicht triviale Linearkombination

des Wullvektors o, von ¥) zeigt:

('1 3*)(1"7\)"(1 ’10)*'(1,5))\: .

(III) Statt zu zeigen, daB € nicht kollineare Lage erh#lt, zeigen
wir die gleichwertige Aussage: Kollineare Bildpunkte stammen von
kollinearen Urpunkten. Die kollinearen Bildpunkte seien (1,¢)K,
(1,9K, (’1,3)&( (wir setzen o0.B.d.A. die normierten Darstellungen und
(1,%)&(,(1,19)[&,(1,’3 )Elpw.verschieden voraus); die Urpunkte €44,%
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gind nach Bem. d genau dann kollinear, wenn {3} ~ig,r,-49} l.a, ist.

- - - . 54,
(1,0)K, (1,4, (1,3)K kollineac == {(4 o)y, (1), ("1,3)3 loa, =
N plel mit (1,3)=(1,)0 +(1ymda =Qeu e +0p) =
T=Avp Ag=er+ =2 3 =00+ (1 = A)=m+(x -4 =
39 (LA = (3=t~} Loa.
(c) Dim #) 2 2; Nach .(b) gilt A(W) 2 T(E e #O )\ T(0® %)), wo-
bei T(K ® #) ) nach 5.1 als projektiver Raum iiber einem Rechts-
vektorraum desarguessch ist, da wegen Dim W) 22 dann Dim(Ke #7)23
und daher dim T(Ke#) )22 gilt. Somit ist auch A(#)) desarguessch.
| ‘ | ¢
DEF.6.4a:Ist #)(K) ein Rechtsvektorraum, so heifit die Inzidenz=-
e 1

struktur AU )=(HD, n' W) ,€)

der affine Raum iiber W). Ist speziell #)=R", so heift A(Z?"}) der
n—-dimensionale arithmetische affine Raum lUber K.

Bemerkungen: (a) A(W)) ist kein projektiv eingebetteter affiner
Raum, jedoch gilt AMMN) = T(Ke #W)\ T (Oe ).

Die nicht surjektive Abbildung €: A(MI) — T (M {K)) reiBt die
"kanonische projektive Einbettung des affinen Raumes A{#))".

Aus dem Beweis erkennt man flr Dim < =:

dim A(M))=dim T(Ke 4))=Din(Ke#))-1=Dim K +Dim#)-1 = 1+Dim 40~ 1= Dim #J.

(b)A(H)) ist normal fiir Dim#)=2 odér Dim4j-2 A |K[>2.

] (¢) Sei w,+U eine INebenklasse in #) mit Din U = 1.
Sind X,4) zwel verschiedene Elemente von «.+U, so is% ihre Ver-
bindungsgerade %+ ~«)K eine ganz in a4+ U enthaltene eindimensie-
onale Nebenklasse, denn es gilt
atle U = = Uty W= Wot i, mit 4, #,le U,

Mir alle fe = +W-)K gilt

f=rn+(=%)h =orabs+ {4~ a)h € e+ U (hek).

Es ist also sinnvoll, von der Menge aller sindimensionalen Neben-
klassen der Nebenklasse o+l zu sprechen und wir schreiben dafir

nq(at°+1}t):={vt+bﬂ( fo,ble ) A Lbxo Ao+ bE cotgr U},

(d) Sind #) ein Rechtsvekbtorraum und W),‘ ein Unter-
vektorraum, so iat die mit Uﬁoe‘rﬁ(’) gebildete Inzidemzstruktur
. g 17
A({)LO+ W},]):ﬂ(ﬂto-f’ﬂ(),], n (ao+ W,l), €) .
ein zu A(#),) isomorpher affiner Raum.

Bew,: Da A(H)) die Axiome I. und £ erfiillt, geniizt es nach 6.1,
Folg.1, Bem. zu zeigen, dall die Abbildung oo :A(WL)-—* LW + W), er—
klart durch 2" do+% elne ALffinitadt ist, Sicher ist &« eine
Bijektion und die Gliltigkedt von (II) und (III) aus Def.5.1b er=
sieht men unmittelbar aus der folgenden Aquivalenz: -
{3-e.M-njlea. & {{cer3)-(ctare), (Ker4))~(aar%)} 1.5,

¢
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Folgerunpen:

1) Sei M), ein Untervektérraum des Rechtsvektbrraumes #). Wir
bilden A(M)) und zu aoe#) den affinen Raum (vgl.Bem.c) A(x.+ #)).
Es gilt v+ W, cH#), d.h. A(x,+H),) ist ein in A(#W)) enthaltener
affiner Raum.

In Def.6.,1@ wurde ein affiner Unterraum definiert. Is besteht
folgender Zusammenhang:

Ist A(H0) ein normaler affiner Raum, so ist A A(M)) gepau dann
ein affiner Unterraum im Sinne der Definition 6.1d, wenn die Punki-
menge von A,l eine Nebenklasse in #) ist. Zwei affine Unterriume
A,‘=(,t,,+'vn1 und !&2=ot‘,-1~’ld()'2 von A(#)) sind genau dann parallel, wenn
e, oder W, <), gilt.

Bew.: (a) Sci A,| € A ein affiner Unterraum von A im Sinne von
Def.6.1d. Fir T(4) )= T(Ke ) und T.= T(0e#)) gilt A(#)) & T=T\T..
Das Bild A,ls von A, ist ein affiner Unterraum von T, der durch
einen projektiven Unterraum T, von T Ybestimmt wird; nach 5.1,Folg.5
existiert daher ein Untervektorraum ¥, von 47, sodaB T,=T(¥) ist.
Da T, auf einen affinen Unterraum A,‘ fihrt, gilt T ¢ T, und daher
ist T, )n T, nach 3.4,Folg.5, Bem. eine Hyperebene wvon TTM(),,)

Somit ist A £ = TNTH. DA Ty = TF(404) ein projektiv einge~-
betteter afflner Raum und mit Aj eT(ﬁm)\T(‘l{) da T, gilt

T, = =A VIT (0,0 T,

Der Untervektorraum 1), von {)=Ke#) hat die Gestalt W,=Ke #,, wobei 4,
ein Untervektorraum von #)ist (dies ergibt sich sofort durch Aus-
niitzen des Unterraumkriteriums). Da auBerdem Tu= T(0e#)) gilt,

. folgt T(#nT,= T(O®MH),). Wegen A ¢ T, gilt A *(a,m K mit

a*0 und daher kann normiertd werden Zu A ('1,01,)&{

TTWM) =4 VET(w'l)f\-Ww]: \J”Qu U k’i # B+ (0, K],

n'U »uﬂ«’)‘\foﬂ
Da der Ternpunkt jeder Punk treihe 4, , der Punkt (0,4)K ist, gilt
nach Normlerung @A x = Ra O\ Ra 0 Ro=(1,06)+ (0, 0 DE=(1, 00+ «E) und daner
=T () e [U%l\‘(? Kot eK )V e =(1, ot W,) £7% e W,

Die Punktmenge von A,] ist daher die Nebenklasse wu,+#). von 440.
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(b) Sei A =u+), eine Nebenklasse von #7 . Wir definieren einen

in der Fermhyperebene T, von T(#)) liegenden projektiven Unterw

raum T, durch T :={(0,%)K|eec M \{o}} ¢ T,

und bilden 'll_r:A VE, mit Aoz(’l,mo}&{ﬂﬂ,. Damit gilt T, = T,nT, und
U E(’l uto)iK+(O,~e)KJ Wie in (a) folgt

Tl” T4 \T,r\Tr U ([(’I,ao)-f(O,'e)K] (1’0(.,"‘1’04)*11 &,

d.h. A’i ist € -Blld. eines Unterraumes T, des projektlv einge-

betteten affinen Raumes To. Damit 1st A,| als affiner Unbterraum

im Sinne von Def.6,1d erwiesen.

(e) Sind A =a+4), und Ay=§, +#), zwei affine Unterrdume von A(#D),

so ist A,ls = 'IT TA\L, Aye = T.= T\T, nit T = {(O K e e i\ o1} .

 Wegen T.< Tp&=> W),c#), gilt insgesamt '

A NA, e WycdD, v W, e W), . S r'S

Bemerkungen: (a) Zwei Geraden a.+ #%4K und L+ #,K sind g’enaﬁ dann
parallel, wenn #K=wK, d.h. {#,,4,} l.a. ist.

(b) Gelte Dim M)< eo: Jeder affine Unterraunm A, von
h(%‘l)) hat die Gestalt A, =a.+#W),, wobel #)+1 ein Unterraum von #) ist;
#), kann durch eine endliche Basis aufgespannt werden:
M=H(#,400en,)s Man hat damit:
€6 Aess @ CUg +H( My s ) E T Aay e AER mit estek B Akt
variiert (Aaq,...A) in K', so erfaBt manalle Punkte des affinen
‘Unterraumes A von A(MO) ("Parameterdarstellung” von A,).

(c) Ist A(#)) nicht normal , s0 kann a°+M4 (#)s ein
Untervektorraum von #) und a.<#))als affiner Unterraum von A(#))
definiert werden; fir nicht normale affine Rdume, die nicht
affine Raume iiber einem Vektorraum sind, ist dieser Weg ungangbar,

2) Ist A ein affiner Desarguesraum, so existiert ein Rechtsvektor-—
raum #)(K) so, daB A AMI(K)) gilt ("Erster Hauptsatz der
affinen Geometrie").

_ Bew.: Nach Definition von A existiert ein Isomorphlsmus o von A

auf einen projektiv eingebetteten afflnen Raum T=T\ T., wobei' T
ein Desarguesraum ist. Nach dem ersten Hauptsatz der projektiven
Geometrie exisbtiert ein Rechtsvektorraum 47(K) mit T = T (K));
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dabd gilt 4 =K @ M) (K) pach 5.7 mit K =K., und 4 =1(T,) und
T.=T (0e#)). Nach 6.1, Folg.? existiert ein Isomorphismus A :
F-TEe4)\ T (0 MW).

Zum Rechtsvektorraum #) gehdrt ein affiner Raum A(#), der sich
durch die Affinitdt E£:AMD) — T (K & M) nit x( e M) —(1 ye)K
kanonisch in T(K ® #4)) einbetten 188%t. Die Zusammensetzung
P et A —~AM)) ist der gewlinschte Isomorphismus.

. 4

Bemerkungen: (a) Bis auf Isomorphismen sind die Riume AW (K))
alle affinen Desarguesrdume. Die einzigen affipen Réume, die sich
nicht durch Vektorrdume erfassen lassen, sind fiir dim A 22 die
nichtdesarguesschen affinen Ebenen.

(b) Zu vorgegebener endlicher Dimension n22 und vorge- |

mebenen Algebraisierungskérper K ist der arithmetische affine Raum
A(D") ein affiner Desarguesraum und nach Folg.4, Bem.c (s.u.)
sogar bis auf Isomorphismen der einzige. :

3) Seien g: M) —=#)' eine halblineare Bijektion zum K8rperisomorphismus

K = K' und +'¢H4)' ein fest gewdhlter Vektor., Die durch
el e A(UD )] = sexr=eg+4' [ € A(H')] -
definierte «Abbildung o« A(H)) —A(M)') ist eine Affinitdt.

Bew.: Die Bijektivitdt von «. ergibt sich sofort aus der Bi-
jéktivit‘é’c von g. DaB « kollineare und nicht kollineare Lage er-
hélt, ergidt sich aus: - ’
{wg 3} kollinear & {3-+~, 19 - e ¥l a. & {(3-0)e, (h-4)a} 1.a.
{3g—tg 3 = Y B = AL B Yot = -xu}lia. e {ex,0x ,3x} ., kollinear.

4

4) Ist a:A(W)(K)) — A(W'(E')) eine Affinitét, wobei A endlich-
dimensional und normal ist, dann existiert eine halblineare Bi-
jektion g: W) —AM)' zum Kérperisomorphismus g:K—K' und ein fester
Vektor +'¢#) so, daB = =rg+r' Vee A(H)) gilt.

Bew.: A(H) (K)) und AM'(K')) lassen sich kanonisch einbetten:

et A(HD (IK))'“T'TT(K@M)\TT(O 1)) mit ¢—=(1,%¢)K bzw.
€ A(m'(a\'))—-n-v(qr B INT(On@ H)') mit 4! V= (1,,%' K.
Mit A ist auch T ein normaler affiner Raum und die Zusammenstzung
e'we':T— T ist eine Affinitét; nach 6.1, Folg.4 existiert da-
her genau eine Kollineation =:T(Ke#))— T(K'e 4)') mit
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miﬁ'=£“‘m€'. Nach dem zweiten Heuptsatz der pro-

jektiven Geometrie existiert eine halblinearve Bijektion f: 4 =Ket)-
= 4)' =K'e 40" zu einem Korperisomorphismus f:K =K', sodal gilt

® ==, Wit J,, A (0').

Wir wenden ® speziell auf den Punkt (1,0)K an:

(1,00 se= (1,000 ] K'= [(1,0)f5,, ]K'= (1,0)f.a'=:(p', &) mit
¢leq) und b'e K', wobei b'#0,, gilt, denn = filhrt als Fortsetzung
einer Affinitds den eigentlichen Punkt (1,¢)K in einen eigentlichen
Punkt lber,

Zu a'e K“\{OK$ existiert ein inverses Element a'~! und daher ist
(1,0)8=(b'a'™1, 4'a*"1). Da a' beliebig aus K'\ {0,} wihlbar

ist, kOnnen wir so normieren, daB b‘a"1=4kfﬂ‘gilt, und bezeichnen
den mit diesem a' erhaltenen Vektor $'a'Tuit +'(e#)').Zu diesem

a' gehdrt eine Bijektion f£ijy, mit (1,0)8j,=(1"',+'); wir schreiben
i.f, fiir diese spezielle Bijektion ﬁﬁa,wiede: f.

Der Fernpunkt (0,4)K wird durch s auf einen Fernpunkt [(0,e)f] K'=
- =(0,,4)K' abgebildet. Wir definieren eine Abbildung g: W) #0'durch:
(0,0)f=:(0,,¢8) Vee#N{ol Ao og:= g

g ist eine halblineare Bijektion zum Kdrperisomorphismus &=f:
Egm('ﬂ;wg%]’g'(?ng)f = [((;A)E(O, YIr"e(0, )T+ (0l e =

wy't )t = (Upegtyg) = (t+9)g = Lg+ug . . .
[0 (o081 B L0t = L0y x T B8, £ 0xt) ™ (Oreg)(xi)=(Oneg(xED.
= (ex)g = wg(xf).
g ist bijektiv: Da zwischen AMY ) und A(H') eine Affinitédt «
existiert, ist dim AN )=dim A(M') = Dim#)=Dim#?’'; in diesem Fall
ist ker g={v} das Kriterium flir die Bijektivitii. Fir teéker g =
tg:«mwgg%o,%)f=(0,qa; da f bijektiv ist, bedeutet dies (C,z)=
=0y ={0,v) = % =0,

Die zum Paar (g,4") gemdB Folg.? gehdrende Affinitdt stimnt
mit x uberein:
[(1,e0KT% = [(1,0)f]K }:)
(1) F=0(1,0)+ (1, 1E=( 1,0 )E+ (0, ) F=(1" 2" )+ (0" yeg)=(1",1 " +2g)
[(1,e)KT e = (17, 4 +eg)K',
Nach Konstruktion ist ®=€¢ke' zlso folgt
[(1,e)Kle e =(1", 2" +¢' g)K'

3

, == Rx=A'teg=egr .
[, Ke Toe' = ¢ e £'=(1", 0K _} ’

L 4

Bemerkungen:(a)¥olg.? und 4 bilden zusammen den sweiten Haupte-

satz der affinen Geometrie: Zu Jeder Affinitét zveier alfiner |
Réume {iber Vektorrdumen endlicher Dimension gehdrt ein Paar (4,g)s
wobei 4' ein fester Vektor und g eine halblineare Bijektion der
Vektorréume ist, und umgekehrt leght ein solches Paar eire Affinitat
fest.
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Wir erwdhnen ohne Beweis, daB dexr zweite Hauptsatz der affinen
Geometrie auch fiir unendlichdimensionale Vekbtorr#ume gilt.

(b) Wir kdnnen nun eine Affinitdt e :A(W)) — A
koordinatenmdBig erfassen. Zu « existiert eine haldblineare Bi-
“Jektion g: W) —40( = DinW)=DinH)), und bei festen Basen {s,...t.
DZW. {Mdy.e.tal von #) bzw. M wird g durch s.g=+a'' eindeutig fest-
gelegt; dabei ist (a'l) eine Matrix vom rechten Zeilenrang n.
sl =Xy Yaniett A ea=Tegre! = o '

. x|§,a|k}(xké)+c!1.

(¢) Bei endlicher Dimension gilt: AMO(R)) SAGIK?))
= Din#)=Din#)'» KZK', _ ~ -

=Dim WMAdim A(H40')=Dim W)' = Dim W=Dim#'. Wegen A(W)) = A(HW") .
existiert eine Affinitat 2:A(W?) — AM0'); ist A(W)) normal, so
existiert eine halblineare Bijektion g: #) — #)' zum Kérperisomor-
phismus g:K —K', d.h. K=2K'; ist dagegen A(#)) nicht normal, so
ist N=2= |K| = | K'|,und der einzige Kdrper mit genau zvei Ilementen
lz‘tgt bi§ auf Igomorphie der Restklassenkdrper modulo 2 (Minimal-
drper). .

(b) Dim ) =Dim #'AK BK'S H) ¥ U = es existiert ein Vektor-
raumisénmorphismis g und nach Folg.3 ist < +++g eine Affinitét
AN ) =AM') = A(W)) = A(MY. o &

Bew.: (a) A(W)(Kg) 2 A0 (KD) = dim ACH) )=dim A.gm'i A dim A(#D)=

(4) Durch € :A(#)) —~ T kOnnen wir einen normalen

affinen Raum A(#)) stets kanonisch projektiv einbetten,urnd in T
wurden Streckungen und Translationen erkl#rt (vgl.Def.6.2a). Sie
sind unter den Autoaffinitédten dadurch gekennzeichnet, daf jede
Gerade zu ihrer Bildgeraden parallel ist (vgl.6.2, Folg.1).

Die durch (g,+) beschriebene Autoaffinitdt « von A()) rithrt die
Gerade # + + K mit #* ¢ in die Gerade ++ug+(g)K iiber. Bild-
und Urgerade sind nach Folg.41,Bem.2 genau dann parallel ,wenn

o= va.(at KN{O}) ist; bei einer Translation oder Streckung muf
dies fir alle 4 ¢ #)\{ol gelten = .

=payu=:a+0 ¥YwreM) (vgl.Bew. 2u 5.2, Folg.6) ist unabhéngig von # =
T= Mg = fa YacH), also gilt g=ja ¢ (M). Ist umgekehrt g eine
Dilatation, so beschreibt das Paar ('1}2‘5> eine Streckung -oder
Translation, Fir eine Streckung oder Translation o« gilt somit

e =eat . - ' :

Ist é eip Fixpunkt von x, so gilt f={x = far+ ={(1-a)=1.

Fir (1-2)#0 folgt +4= +(1=a)”” als einziger Fixpunkt von o und ot
ist daher eine Streckung (s1t).

Gilt dagegen (1-a)=0, so miissen wir unterscheiden:

1 =4 = RKRux=#% d.,h. « ist die Identitédt; .

4t = x(#t) besitzt keinen Fixpunkt, also ist « eine Trans
lation. .

Tir eine Translation o« (#t) gilt “x=4+ 1 (1t «v).

Fir eine Streckung o« (#t) mit Zentrum { gilt e«x=xca+{(1-a) (a#1k

*




- 234

» (@) Die HMenge aller Translationen T(T,)=4#) ist eine
abelsche Untergruppe von Al L{WI(K)) und zwar ein Normalteiler,
wie wan aus der Darstellurg einer Translation nach Bem.c sofort
erkennt. Jede halblineare Bijektion ge PL(%?) ist nach Folg.3
eine Affinitdt « wit dem Fixpunkt ¢, also gilt ML) ¢ ATLAD).
Dag Paar (g,1), welches eine Affinitit « heschreibt, ist also
ein Element von FL(W2) x #),und jede Affinitit o i = g +4
entateht durch Zusammensetzung der halblinearen Bijektion 2 +=xg
und der Translation %> ®+4; diese Zerlegung ist sogar eindeutig:
Ret= regri=reg’ 44" Yeelln= eg-ng'=1"-1, also gilt flir <=0 insbeson-
dere 2 4'-t1=w0; aus 2 g-xg =0 YVecl) Lolgt aber g=g'.

Man schreibt fiir diese Aussage auch:

ATLOUWI (KD )= TL(H)) T : = {genvlge PLEW) A Te T .
dohe NLUWN) und T(WI) sind als Teilmengen der Gruppe AT L(H) (K))
aufzufassen,und diesge ist dag Komplexprodukt dieser beiden Mengen.

5) Die Koordinatisierung endlichdimensionaler affiner Desargues-
rdume beruht auf folgender Isomorphismenkette:

L,HS

A, (K)E A0 (®)) “E ).

DEF@é:iQi Ist A ein n-dimensionaler affiner Desarguesraum zum
Algevraisierungskérper K und A(Z") der n-dimensionale
‘arithmetische affine Raum {iber K, so heiBt Jede Affinitét
fsh—=A(R"), also X+=(x1,...x"), eine Koordinatisierung von A.
Der Punkt 0:={0,0,...0)4" heiBt Ursprung der Koordinatisierung
lnd die Punkte Ej:=<(f§,...<f,~" )i (3=1,...n) heifien Einheitspunkte
der Koordinatisierung.

Bemerkungen: (a) Die durch eine gehebene Koordinatisierung A4 mitbe=-
stimmte Punktmenge {0,E,,...E,} heiBt "affines Koordinatensystem".
Diege Punkte bilden einen n-Simplex. Man erkennt dies, wenn man
A(Z™) durch ¢ in T(K e 2" g kanonisch einbettet; die Punkte
(1,00..0)E und (1,d},...d7)K bilden ndumlich einen (n+q)-Simplex

in T e 2"), denn die Vektoren {(1,0...0), (1,d]...d)) fiir
j=1...n% sind linear unabhingig und spannen daher einen n-~dimensi-
“onalen Unterraum von T(Ke ") auf, was zusammen mit dim T(Ke Z")=n
ergibt, daB die n+1 Punkte einen Basissimplex bilden.,

~ (b) Fiir A:X == (x],...x") heiBen die Zahlen xJ <K,
die "affinen Koordinaten des Punktes X bezliglich 4", |

(c) Speziell fiir A=A(#0) ist eine Auszeichnung einer
Koordinatisierung gleichbedeutend mit der Einfilhrung elner Basis
in M0, : ‘
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(d4) Ist A ein normeler affiner Desarguesraun, 80
sind bei gegebenem affinen Koordinatensystem die affinen Koordinaten
bis auf einen Kdrperautomorphismus §&:K — K eindeutig bestimmt, ’

Bew.. Sind A, und- A, zwedl Koordlnatlsle en zum gleichen affinen
Koordinatensystem, dann ist A, 4, nA(m" &-—~ A(ﬁ% eine Affinitit,
welche die Punkte ¢:=(0,...0) und #;:=(d},...d3) fur J=1eeen
einzeln festliiBt., Kach dem 2.Hauptsatz &er affinen Geometrie 188%
sich 4,7, durch ein Paar (£,1) mit +€A(@") A gel"'L(®") zu & be~
schreiven: 4. &y =%g++ j vegen < =<vg+ + = 1=v und weiters
ist ;=455 nach 5.2, Folg.1 Zw1schenbemevkung existiert zu ge-
gebenem beliebigen Yorperau omorphlsmus & genau eine halblineare
Bijektion g: 2" -—?2" dle eine Basis [n;} festl&Bt.

Ak =g und g=4;x? = tg= ﬂ1g(x°g) nEx g),

d.h. es gilt efs =(x",...x") und eh, =(X"g,...X"&).

Ist umgekehrt die letzte Koppelung der affinen Xoordinaten mlt
b“l"eblgem K8rperautomorphismus & gegeben, so liegen zwel
koordlnatluLvrunrnn zum gleichen affinen Koordlnatensystem vor
denn x¥=u%% beschreibt nach dem 2. Hauptsatz eine Affinitdt, die
Ursprung urd Einnheitspunkte festlédflt ®

(2) Die Koordinatendarstellung einer Affinitét ent-
nimmt man folgendem Abbildungsdiagramm:

‘?ﬁ& A‘i)c
s A(z" ) vy A(iﬂ' ").
D:Le Afflm’cat Llau! heilt dle "Koordinatisierung von « bei a, ,u,‘ "
Ahu' lautet nach dem 2.Hauptsatz der affinen Geometrie .

% =af(xtg )+c"< ' (&=1...n)

Dabei hat (a ) den {echten Zeilenrang n.
Speziell fiir a'a ; und ¢'% =0 VK erhdlt man Bem. d.

(£f) Fir die dualen Darstellungen der Kollineationen
und die Korrelationen wurde das Dualitétsprinzip benilitzt, welches
im affiren Raum nicht gilt. Diese Abbildungen sind daher zweckmidBig
im projektiven Raum zu untersuchen, wozu man also zuerst projektiv
einbetten musB, :

SATZ 6.4: Zu jedem Rechtsvektorraum 47 mit 24 dim M) liber einem
T (nicnt notwendig kommutativen) Kdrper K gehdrt ein
affiner Desarguesraum A(#)(K)), dessen Punkte bzw. Geraden die
null-bzw. eindimensionalen Nebenklassen von W) sind; ist A(H#))
norreal, so ist die lenge der Nebenklassen bijektiv zur Menge der
affinen Unbterrdume von A. Jeder affine Desarguesraum ist igomorph
zu cinem affinen Raum iiber einem Rechtsvektorraum. Jede Affinitét
AHWIKD)) —= A(MW'(K')) mit A normal ist eindeutig bestimmt durch
eine halblineare Bijektion g: ) — #)' und einen festen Vektor +'e#).
Jede Affinitdt Qer Affinititsgruppe AT L{HI(K)) gestattet eine
eindeutige Zusammensetzung aus einer halblinearen Bijektion
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von #7 und einer Translation; die Translationen von A(#?(K)) bilden
einen abelschen Normalteiler von APTL(HN(K)),. Zweil endlichdimensio-
nale affine Desarguesrdume sind genau dann isomorph, wenn sie
gleiche Dimension und isomorphe Algebraisierungskdrper besitzen.

6.5, Endlichdimensionale affine normale Panpusréume'

' Der affine Raum A(M0(E)) ist genau dann pappussch, wenn K komnutativ
ist. Die affine Gruppe AGL(W)% ist eine Untergruppe von Al L{#).

Eine Affinitdt « € ATL(D), die durch dags Paar (8,+) mit gel'L(#))
beschrieben wird, ist genau dann projektiv, wenn g linear ist
{dehe &= Ly )

Bew.: (vgl.5.4) Wir gehen analog zu 6.4, Folg.4 vor. Da T normal
ist, existiert zur Affinitit € '«e:T\T.—T\T, genau eire Kollinea-
tion ®: T— T mit %/T=e'xe und % ist genau dann projektiv,

wenn & durch eine lineare Bijektion f mit ==®; beschrieben wird;
fiir die nach 6.4, Folg.4 aus f gewonnene Bijektion g gilt aber

g=f. : L 4

Anwendungen: (a) Gestattet der Kdrper K nur den trivialen Auto-
morphismus (= K kommutativ; z.B. E=Q oder K=R), so ist jede
Affinit8t projektiv,

(b) Anslog zu 6.4, Folg.4,Bem.e 138% sich bei
kommutativem Kérper jede projektive Affinitdt eindeutig als Pro-
dukt einer linearen Bijektion und einer Translation schreiben:,
AGL(W) )=GL(#0) . T(40).

DEF.6.53: Sind A=, B=f und X=x drei kollineare Purkte von A(M))
mit A+B und gilt 2= b+@ -8)x, dann heifit x €K das Teil-
verhHltnis TV(X,4,B).

Bemerkungen: (a) Wir schreiben dafiir auch in Vektorschreibweisge:
. TV + (o~ )% yex , b ) = .
Speziell gilt TV(w,a,4)=1 und TV(t,a,6)=0.

{b) x heiBt "affine Reihenkoordinate' in ﬁu, well die
Zuordnung X(efl, 1 — x=TV(X,A,B) [<K] bijektiv ist.,



- 237 -

(¢) A(W?) kann vermbge der kanonischen Einbettung ¢
als roT?ektiv eingebetteter gffiner Raum aufgefaBt werden.Sei daher
A(m’S’a (BEoeW)N\ T(OaM)=:T, dann gilt A=(1,u)K, B=(1,6)K,
X=(1,2)K. Die affine Gerade R, ist die eindimensionale Neben-
Xlasse 4 +(u-0)K und die zugehdrige projektive Punktreihe
f2as =(1,00K+(1,6)K}besitzt genau einen Fernpunkt U:= Quy n Pu 3
nach 6.4, Folg.1 gehOrt zum affinen Unterraum + +W K der Fern-
raum {(O0,%)K€¢T | ¢ U\{o}} und damit ist U=(0,x -4 )K. Unter
Beniitzung des Fernpunktes U gilt

DV(U,B,A,X)=TV(X,4,B).

Bew.: DV(U,B,A,X) =DV((0,u~b()K '(’I,G)K,(1,(&)K,§1,G+§a-63xgﬁi)‘
Wegen (1,n =(O,a-€r)+(’l Qr} und (0,a~b)x+(1,6)=(1,6+(a-&)x) folgt
nach 5.8 DV{U,ByA,X) = TV(X,4,B). .

Sind insbesondere A,B,X pw, verschieden (=>U,A B lew.versc‘hieden),
80 konnen wir die Vertauschungsregeln aus 5.4, f‘oig.},Bem.n an-
wenden: : .

DV(U,B,A,X)=DV(X,A,B,U)=TV(X,A,B) =

Ein Doppelverhdltnis von vier paarweise verschiedenen Punkten, bei
dem an letzter Stelle ein Fernpunkt s{;eht, stimmt mit dem Teil-
verhdltnis der ersten drei tiberein. .

" Ingbesondere ist C der Mittelpunkt der Strecke (4,B) genau dann,
wenn TV(4,B,C)=-1. L .

: (&) Pir eine Streckung o« in A(W)) mit dem Fixpunkt 4’
gilt nach 6.4, Folg.4,Bem.d .
ta =i’ = ea+{1-a) mit acK\[0]. . '
Unter dem "charakteristischen Teilverhdltnis" der Streckung «
versteht man TV(X,X«,F)=TV(x,e,{)=:¢ ; wegen ¢= f+(t'-{)a~1 ist d=a’.

In f., gilt speziell fiir eine zentrische Spiegelung -
H(X,X«; F,U) & DV(X,Xa,F,U) == TV(X,Xx,F)= O =4 &= a~ ==1.
Eine zentrische Spiegelung hat daher die Darstellung A'=-x+ 2@.
Wegen d'=-1 ist F der Mittelpunkt der Strecke (X,X«) fiir X#F.

(e) Die kollinearen Punkte A bzw. B bzw. C mit BsC
haben begziiglich P=¢ und Q=9 die affinen Reihenkoordinaten a bzw.b
bzw. ¢ mit b#c, also A= w=q+(g-9)a, B=G=(4+éq-q;b’c;—.‘t::q.‘.((g._q)c.
Aus diesen Darstellungen folgt a=4+ (6-4)(a-c)(b~c)' =

= TV(4,B,C)=(a-c)(b-c)".

, . (£) Sind A,B,C,D vier paarweise verschiedene kollineare
Punkte von T = T(Ke#)\T{0® W), so gilt: v
DV(A,B,C,D)=TV(A,B,C). TV(A,B,D)~"*

(das Doppelverh#ltnis ist das Verh#ltnis zweier Teilverh#ltnisse).
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Bew.: A,B,C,D und der Fernpunkt U der Geraden flasz sind paarweise
verschieden, daher kann der Multiplikationssatz fiir Doppelver-
hiltnisse (vgl.5.4, Folg.B,Bem.gg angewendet werden:
DV(A,B,C,D).TV(A,B,D)ERV(A,B,C,D .Dg%A,B,D,U)=DV(A,B,C,UZfTV(A,B,C).

(g) Wird die Affinitdt «<AlL(A(H#))) durch =~ €g+*+
mit geML(W)) zu g beschrieben, so gilt TV(X,A,B)g=TV(X«,Ax,Bx),

Bew.: Wegen 0g=0 A 1g=1 diirfen o0.B.d.A. die Punkte X,A,B pw, ver-

schieden vorausgesebtzt werden, Tir die zu « gehdrige Fortsetzung

*®=2;gilt f=¢ nach 6,4, Folg.4 und daher wegen U= € Tw

TV(X,A,B)g=DV X,A,B,U)f=DV(X&,A&,BagUx):TV(X%,AR,B&)=TV(XM,Ax,Bx).
Sum.c TN, Ry en,C

Anwendungen: (a) Genau die projektiven Affinitéten (g=t,) sind
teilverh&ltnistreu (vgl.5.4, Folg.5).

L (b) Gestattet K nur den trivialen Automorphismus
{z.B.E=Q oder K=R), so ist jede Affinitdt teilverh8ltnistreu.

Der Bepriff Teilverhéltnis und alle obigen Bemerkungen spielen
bisher nur in affinen PP-Rdumen iiber Rechtsvektorrdumen. Mit Hilfe
einer Koordinatisierung kodnnen wir alle Aussagen in normale affine
PP-Rdunme ibertragen:

DEF.6.5b: Sind A,B,X mit A+B drei kollineare Punkte in einem
T endlichdimensionalen normalen affinen Pappusraum und
;i:ADe—*-A(&") eine Koordinatisierung, dann heiBt
PV(XE,AL,Bi)=:TV; (4,B,C) das Teilverhdbnis der Punkte A,B,C be-
zliglich der Koordinatisierung A.

Bemerkungen: (a) TVi(X,A,B)=10,1,-1 der Punkte X,A,B ist unabhingig
von der Koordinatisierung #, denn Gleichheit von Punkten und Mittel-
punkt sind affin invariante Begriffe. :

(b) Das Ubereinstimmen zweier Teilverhdltnisse ist
unabhéngig von der Auswahl der Koordinatisierung.

(¢) Geht man von einer Koordinatisierung zu einer
anderen iiber, so sind die Teilverh&ltnisse einem Korperauto-
norphismus zu unterwerfen. Gestattet K nur den trivialen Auto-
morphismus, so ist das Teilverhdéltnis eine Eigenschaft der Punkte

allein,
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SATZ 6.5: Jede projektive Affinitdt eines endlichdimensionalen
T normaler affinen PP-Raumes iiber einem Rechtsvektorraum
cestattet eine eindeutige Zusammensetzung aus einem Vektor-
raumautomorphismus und einer Translation. Durch ein affines
Yoordinatersysten sind die affinen Koordinqten bis auf einen
Kérperautomorphismus eindentig bestimmt; das Teilverh#ltnis ist

bie auf einen Kérperautomorphismus durch die Punkte bestimmt und

eine Affinitdt genau dann projektiv, wenn sie teilverh#ltnistreu ist.;

Anwendungen:

(I) Sei spezisll Ay =T =T\, ein normaler projektiv eingebetteter
affiner Desarguesraum, 4:T — A(2") eine Koordinatisierung mit

Op =(040..0) und Ejo =(Jd],...,d5) flir j=1...n und_e:A(R") —

¥ (Ko ®Q") die keronische Einbettung mit (x",...x") —(1,%}...x")K;
dabei ist £ :A(®") —TH® BI\NT(0e R") eine Affinitat,

Zur Affinitdt 4f :fF — T ® W ")\T(0®R") existiert wegen der
lormalitst von T genau eine Kollineation u: ¥ — T (KRe P~ )=
W(@"*n)ﬁmit_%**(x°...x“)K; dzher ist u eine Koordinatisierung von T
1md e = ue )

DEF.6.5c: Ist i eine Koordinatisierung des endlichdimensionalen

rormalen affinen Raumes ﬁ'w zum affinen Kodrdinatensystem
{O,EJ.}, s0 heiBt die Koordinatisierung pu von T mit /1%=/Hﬁ die
projektive Fortsetzung von A.

Ist {0,E;| 3=1,...0% das zu i gehdrige affine Koordinatensystem,
so0 1ist

10,Eji= RoynRu(3=1y0een), Et=(BVE e VE DN oo on(EVE, o VE  ¥E, )]
die Koordinatenfundamentalfigur von A.

Bew.: Ou=(042)e =(0,...0)e =(1,0...0)K. -

’éoq (j=1...n) ist die eindimensionale Nebenklasse 4 +(#;-o)K; fiir
’,Qoq,gpugilt nach 6.4, Folg.1:

(Ree; nRu) = {0, 00K lee (aj-0XKN {0t} = Eju=(0,%;)K=(0,6],...03)K.
Weiters ist E u=E fie =161, ;)K und EeEVE,V,..E, =
Ep=(e,3)Ke EquVEpenaV Epp=(1,1)KV (0,3)K V...V (0,2)K = g
37\,56[\: nit (e,n)=(1 9%‘)A41‘*‘(0a“z)%q+'-'(0,‘“"\)”\“‘

Ebenso folgt aus den anderen Bedingungen fiir E . !
(e,2)=(0yn DA+ (T, Mt o o o+ (04 o g g # (04 30 ) Ay i

te s s srs s

(8'1&)“(0, ta )'An("(og'“'z))\nf . -+(Ov’“’n'4);\.\.\-4"‘(1s"\y\)?\m\

= exhg Ap=e e Aun s Tnghg me o= Sl o Da { My eeeytal Lou, =
: &
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alle %, sind gleich (= %0) = ,
Eu=(c,u)K= [{(1,)0+ (09100 4e 0ot (0,m)A TE=(1,ty+ Byt oo tB=(1,1,..1)K.
¢
Bem:arkungen: (a) Fir die projektive Fortsebzung a von 4 gilt:
XeT e Xu=(x",...x"E mit x°20 = Xu=(1,%,... S)K=X jie =
Ti=(&,... 5.
Xe TT.;,<'-=$>'X,u=(0,x/l yeo s XKL

. (b) Zur Affinitdt « des normalen affinen Raumes T
auf T' gewinnt man aus P ‘ .
S LT
MA(@")"—’-““A(JZ")
die Koordinatendarstellung A "x&' =:/ mit
x'k= a'l‘]{.(xag'ﬁc ik

(¢) Um die Affinitit x zu einer Kollineation fortzu—

setzen, benilitzen wir: A o

A(a™) —— A(n'")

é &

T(Ko @")=TQe & = T(K'ea R " )=T( Oca®™

Da T(ReR")\T(0® X" normal ist,existiert zur Affinitit ==& 1R&
genau eine Kollineation m:T(K@@“S:W(m"”)——’T!'((K’@Q'“F'IT(Q"‘“),und nach
dem zweiten Hauptsatz der projektiven Geometrie existiert eine halb-
lineare Bijektion f: W™ — W' mif ®x=w%p Hach 6.4, Folg.4 gilt
gﬂ;ﬂ})ci;:gg',*'glgnd (0,% )f=(0ug) mit £=¢ und (1,%)f=(1,"+tg) =
u LG N "
[Exﬂ-.:gcz KJ»)mg(g,‘.‘- 5..,‘; )fJK'=E’Ii,3”+aL1(i*:é),--ac'“"a': ¥ g)lKd
=[x?g,c'"" (x°g)+a'l (x"g),..sc'"+a'M (x*g)IK';
fir x° =0 gilt e , ’
[(0,x"y o0 yx" JKI%y=[(0,%x", ..y x" )FIK'=[(0',a!! (x*&),..,a' " (x*E)IK'=
=[x, (X g)ra'd (X g),enyc M {xog)+a'l (x )K" .
Also gilt insgesamb

(X%, easx" K P8 (8 ' (x°g)4a") (X“8),.00s¢'" (x°g)+a'l (E)] K.

Speziell fiir g=t, ist wepen
a'l a'l...a"% 4 0 ... 0
a't a'r...a'} !
a's a'l...a'? ¢'™ a' J..aly -
die Determinante der Koordinatendarstellung vorn «x gleich der
Determinante der Koordinatendarstellung von =, ’

(II) Ist A=T\T, ein projektiv eingebetteter endlichdimensionaler
klassischer (,=> normaler) affiner Raum und ¢ eine Quadrik in T,
80 heiBt & AR eine Quadrik in A. Ist A:A-—=A(R") eine FKoordinati-
‘sierung von A und A4 ihre projektive Fortstzung, so wird Qu=: o'
durch eine nicht ausgeartete symmetrische Bilinearform ({,1{))5 -
=xta;, x* mit 8=y A la jt#0 beschrieben.
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o

(a) Ist ¢' eine Mittelpunktquadrilk,so ist Wou*=:T.(x®<0) nicht selbst-
konjugiert und der Mittelpunkt M ist eigentlich; wir wéhlen .
O.Bad-A- M ’“eKo ‘

MAp ={eKeQ | (44,060} ={ (x°,...x")K | x°a,,A+x'a, Jd+.. X"8,,1=0};
andererseits gilt MA =Tl ={(x°y00eX")K | x"=0] = 840=...=840=0s
Daraus folgt afee :

0=(x°)*+ I x"amx® mit asp=as« A g,( aun)l= lauwn I £0.

Eine regilére gquadratische Form in ®" besitzt nach Satz 5.5,Bem. eine
Normalform A (x*)* +eeeAn(x"V,und damit hat die Gleichung einer
Mittelpunktquadrik die Normalform

G2 2D 4 v 4250 mit A ..l 40

(b) Ist ¢'ein Paraboloid, so ist Tu(x®=0) selbstkorjugiert. Wir

wdhlen fiir den Berithrungspunkt von ¢' mit W) o.B.d.A. K =

(KA = {*f.K€ R, 1a)r=0f={(x°yecx" XK | X°a00:1+.. +X"a,, 1=01};

andererseits gilt (MK)hg=Ti={(x°,...x"JK | x°=0} = @, =.c0280=0
B0 By see Bong 8Bon : .

Bog ;8as s a‘“‘4 ——— - - .
=0sfaj =] £ DRI ek (<) =l H[+04 a,, 40,

;n 4‘34.,\_._ e 8ot n-4l0 - . -

, a0 SO0
Damit gilt net .
Q... 0=, (x°) +280, X°X" +.. . +28,, x°x"+ L x*a.xx " und nach Aus-
fihrung des Basiswechsels x# =x% (320, e e ey n=1) '
10 g X0 =8, XO+28, X 44 e+28y4 X"

mit o zq....lo;szaa"" +0 entsteht nach Weglassen der Striche
X°x"+ ’}":“x“amx =0.

Wegenmﬂ axn |l #0 besitzt die regulire quadratische Form im 22~
eine Normalform A,(x1)* +...+An.{x " *)und damit hat die Gleichung
eines Paraboloids die Normalform - - .

xOxMe 7\4(x1)2§~...+7\n_1(xn"1 )2=O mit Aqees Ap_yg #0

Bemerkung: Fir spezielle Kdrper kOnnen die obigen Normalformen

mit den Methoden aus 5.5 weiter vereinfacht werdenj wir wollen
dies nur im Sonderfall K=R durchfiihren. '

Fir K=R hat eine Mittelpunktquadrik ¢' die Normalform (I)(a), wobei
nach 5.6,Folg.4'die Koeffizienten 2,;...An entweder +1 oder -1
und wegen ¢' @ nicht alle +1 sind. .

$' ist genau dann ein Ellipsoid wenn in ¢' kein Fernpunkt liegt,d.h.
die NMullstellenmenge von A(x")* +...A,(x")* leer ist. Dies ist
genau fUr Ay=...= Ap =41 0d€r M=eeeNn ==1 der Fall; damit lautet
die Normalform eines Ellipsoidg eines n-dimensionalen reellen
affinen Raumes (x°)={xMN*=(x*) -...~(x™* =0,

Man liest daraus ab: Hinsichtlich AGL{ T (#")) existiert gensu ein
Ellipsoid; in jedem endlichdimensionalen reellen affinen Raum

sind Je zwei Ellipsoide affin dquivalent,




- 242 -

6.6, Zur Axiomatik der affinen Riume

In 6.1 wurden die affinen Rdume als spezielle Inzidenzstrukburen
eingefithrt, welche isomorph zu einem projektiv eingetetteten
affinen Raum sind; eine axiomatische Kennzeichnung der affinen
Riume ist jedoch ausstiéndig. Um affine Ebenen axiomatisch zu fassen,
gehen wir von einer Inzidenzstruktur {4&,@ ,I} aug, fir die folgen~
de drei Axiome erfiillt sind:

o .

i,: "Existenz der eindeutigen Verbindungsgeraden": Zu zwei ver-
schiedenen Punkten existiert genau eine Gerade, die mit beiden

Punkten inzidiert (kurz: i4=iq). [

f;: "Parallelenaxiom": HeiBlt eine Gerade b parallel zu einer Geraden
a (bls) genau dann, wenn entweder b=a gilt oder kein Punkt X E1§
exigtiert mit X Ta o X I b, so gilt: Zu jedem Paar (A,a) ¢ R~ §
exiptiert genau eine Gerade b¢(] mit A I b A D I a.

e : "Existenz- oder Reichhaltigkeitsaxiom": Es gibt drei nicht-
kollineare Punkte.

DEF,6.6: Erfiillt eine Inzidenzstruktur f@,q ,I} die Axiome {1,52,3,
50 heiBt sie eine affine Ebene T,.

Dann gilt:

SATZ 6.6: Die affinen Fbenen %t im Sinne von Def.6.1a sind genau
die affinen Ebenen n, im Sinne von Def.6.6.

Bew.: (a) Nach 6.1 ist ® £ ¥ \u, wobei u die als Ferngerade ausge-
zeichnete Gerade der projektiven Ebene o ist. Nach 6.1, Bem.d :
gilt in % dann i,=i,=I, und nach 6.1, Folg.7, Bem.d auch i, . Da

in & ein Viereck und damit nach 1.40 ein vollsténdiges Viereck
existiert, wobei die drei Diagonalpunkte verschieden von den
Vierecksecken sind und von diesen sieben verschiedenen Punkten
maximal drei kollinear sind, existiert in & ein Dreieck.

(b) Vird in T,= {’fl,(}} , I}a die Menge aller Geraden xé(a , die zu
einer festen Geraden ge¢(j parallel sind,ein errnpunkt"Gh:={xe@Ixug}f
und die Menge aller Fernpunkte*@mu={culg eCﬂ}die "Ferngerade' u
genannt, so entsteht eine neue Inzidenzstrukbtur :I(P,(Q,T) durch

die Definitionen . .

fenfofoglg 8 GieGulul, Tooto [Gpmlse o ey mls<d)
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mit Xo=7\ U  nach Definition. Es bleibt zu zeigen, daB T eine
projektive Ebene ist.

Zu i,: Fir A,Bleﬁu ist i, wegen 31 erfﬁllt. Fir A€4a (=A 7w
‘urd G, I u sei gey mit Gy I g; nach i, existiert genau eine-
Gerade hé() mit A Ih A hlg, also A I haGT h. Fiir G, ,H,|T u
gchlieBlich ist u nach Definition eine Verbindungsgerade und zwar
die einzige: Zwei verschiedene Fernpunkte haben keine Geggde E<@
gemeinsam, da ein Fernpunkt die Menge aller Geraden aus ( ist,
die zu einer Geraden parallel sind.

Zu 12: Fur a,bleé haben .wegen i1 die verschiedenen Geraden asb
hochstens einen pemeinsamen Punkt, sodafl a und b entweder be-
reits i2 erfiillen oder in &, keinen Punkt gemeinsam haben; im
letzten Fall sind sie parallel und haben nach Definition gensu
einen gemeinsamen Fernpunkt. Fir ae(}:j und b=u ist A u:{Xé@ [ xta}
der eindeutig Desbtimmbte pgemeinsame Punkt von a und u in & .

Zu e: Ist A,B,Cleﬁ. ein Dreleck, g0 existieren in & die Punkte
RacnRu=21, Ddazw. Qacnflu=:2, ; dann ist A4,B,1,,2
Viereck in & wegen A,B|Z u= Tq 3y und A,B1,
bzw. 4,B,2  nicht kollinear (ind.: ABJ 4C,
2150 Mus N Rac ={A, 1u}=#A,B,C kollinear:
Widerspruch). ’

ein

u

Bemerkungen: (a) Die affine Minimalebene entsteht nach Satz 6.6
aus der projektiven Minimalebene durch Aufschneiden lings einer
Geraden. Sie hat demnach die Ordnung 2 i '
und enthdlt vier Punkte und sechs Ge-'
raden (ein vollstindiges Viereck mit
. den Diagonalen aber ochne Diagonalpunkte).

_(b) Auch die affinen RHume, die eine affine Ebene
enthalten, kdnnen axiomatisch definiert werden,. jedoch hat sich

noch kein solches Axiomensystem endgliltig durchgesetzt (vgl. z. R.
Tamaschke II, S.317).
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§ 7. Endlichdimensionale reélle proiektive Riume

7.1, Anordnung in reellen projektiven Rdumen

Der reelle projektive Raum TW(R) besitzt spezielle Eigenschaften,
die durch die speziellen Eigenschaften des Korpers der reellen Zah-
len R bedingt werden. .

Nach 5.7, Bem.d sind

% (i4,i2,¢,D0e,K=R) bazw. T(I4,I,,E,n=3, K=R) monomorphe Axiomen—
systeme fiir PAE bzw. PAR., Alle folgenden Aussagen fiir n=2 bzw.n=3
konnen in PAT bzw. PAR veranschaulicht werden.

Zwischenbemerkung:

Ein kommutativer Korper K heift geordnet, wenn in X eine Teil-
menge Pc K so ausgezeichnet ist, daB folgende beiden Gesetze er-
fillt sind: N

(I)Y a ¢ K gilt genau eine der folgenden drei Aussagen:

ae?, a=0, ~a€ P,

(II) a,b |[eP=>as+beP A a.be P,

P heiBt "Positivitdtsbereich von K", seine Elemente "positive
Zahlen"; wir schreiben a €P¢2a> 0 bzw. -2 € P¢<>a< 0 ("negative
Zahlen").

Eine Menge M heiBt geordnet, wenn in M eine bindre Relation (2 )
erklért ist, welche reflexiv und trangitiv ist und das Identitédts-~
gesetz (x> yAy?x = x=y) erfiillt. Eine geordnete lenge heilit
linear {vollst#ndig) geordnet, wenn je zwei Elemecnte vergleichbar
gind (d.h. Vx,yl¢eM=x2>yv y>»x). Dann gilt:

Jeder geordnete Korper kann in kanonischer Weise zu einer linear
geordneten lMenge gemacht werden, indem man definiert: a >b &>a~b > 0.
Ein geordneter Kdrper besitzt stets die Charakteristik Oy es
existiert also in K eine zur Menge I der natlirlichen Zanlen
isomorphe Tellmenge,und der Primkdrper eines angeordneten Korpers
ist isomorph zum Korper der rationalen Zahlen.

Speziell der Kdrper R der reellen Zahlen ist geordnet und R gestattet
nach $.4,Folg.2,Beispiel nur den trivialen Automorphismus, In 7.7
formulieren wir zusédtzliche Aussagen tver T (R), welche aus diesen
beiden KOrpereigenschaften folgen.
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Folgerungen:

1) Nach 5.8, Folg.4,Bem.a ist in T (R) das Doppelverh#ltnis
DV,(A,B,C,D) von vier kollinearen Punkten A,B,C,D (mit 4,B,C pw.
verschieden)unabhingig von der Algebraisierung p,und wir diirfen
also i.f. kurz DV(A,B,C,D) schreiben.

DEF,7.1at Das_Paér (C,D) tremnnt das Paar (A,B) genau dann, wenn
DV(A,B,C,D) <0 gilt.

Bemerkungen: (a) Der Begriff "Trennen" ist nur fiir vier kollineare
Purkte sinnvoll. Aus (C,D) trennt (4,B) [ symbolisch ©D/AB] folgt:
A,B,C,D sind paarweise verschieden (fiir D=A =>DV(4,B,C,D)=0c0 und
oo steht mit keinem KSrperelement in der ¢ ~Relation; fiir D=B
bzw. D=C = DV(A,B,C,D)=0,1 1 0). .

Dag Trennen ist eine Figenschaft der ungeordneten Paare: Dies er-
kennt man unter Benilitzung der Vertauschungsregeln aus 5.4, Folg.3,
Bem.h: i ’
DV(B,A,C,D)=DV(A,B,C,D)-7 =5 CD/BA, wenn CD/AB;
DV(A,B,D,C)=DV(A,B,C,D)™" = DC/AB, wenn CD/AB;
ov(C,D,A,B)=DV(4,B,C,D = AB/CD, wenn CD/AB.

{b) Bei jeder projektiven (insbesondere perspektiven)
Abbildung einer Punktreihe gehen trennende Paare in trennende Paare
iiber, weil in T(R) jede Projektivitdt doppelverhdltnistreu ist.
Trennen ist also perspekbtiv invariant,da auch nicht trennende Paare
in nicht trenmnende Paare ibergehen, wle man bei Betrachtung der
inversen Perspektivitdt erkennt. i .
Damit kann das Trennen auch fiir Unterrsdume «,B,4,/ eines Biischels
Uy definiert werden:
48 /B =DV (B4, d )< O,

(c¢) H(A,B;C,D) ¢ DV(4,B,C,D)=w1 < O & harmonische
Paare trennen einander. : _

2) DEF,7.1b: Ein projektiver Raum heifit angeordnet, wenn in jeder
Punktreihe fiir Punktequadrupel eine Trennungsbeziehung

CD/AB erklért ist, fir die gilt: :

qu CD/AB =* A,B,C,D sind paarweise verschiedene kollineare Punkte;
vier paarweise verschiedene kollineare Punkte zerfallen auf
genau eine Art in zwei sich trennende Paare (daraus folgt
insbesondere, daB die Trennungsbeziehung eine Eigenschaft der
ungeordneten Paare ist).

T,: Sind A,C,D drei paarweise verschiedene kollineare Punkte, so
existiert stets ein Punkt B mit AB/CD. ‘
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TB: Sind 4,B,C,D,E finf paarwveise verschiedene kollineare Punkte,
so trennen von den Paaren{C,D}, {D,E}, {E,C] genau zwei oder null
Paare das Paar {A,B%.

(Axiom der planaren Anordnung)

Seien g und h zwei verschiedene Geraden in der Verbindungsebene
‘eines DreiecksA,B,C,die keine Dreieckecke enthalten. Wenn auf
einer Dreleckseite die beiden Ecken die Schnittpunkte von g
und h mit dieser Seite tremnen, so gilt gleiches fir genau

R
i

|
|
|
|

eine weitere Dreieckseite.

Bemerkungen: (a) Fir die Axiome T4,T, und T, sagt man kurz:"Die
Punkte jeder Punktreihe sind zyklisch angeordnet”, da die Punkte
eines Kreises der Elementargeometrie diese Axiome erfiillen.

(b) Ist T ein projektiver Raum, in dem Jede Punkt~
reihe zyklisch angeordnet ist, dann gilt:

4¢$ Trennen ist perspektiv invariant.

Bew.: (a) Sei AB/CD mit A,B,C D]e*prund ;e '-""rls eine Perspektlv:Ltat
mit dem Zentrum Z, . Z

Gelte A#Dx A t:=A.Doc A t3r und sei A die
Perspextivitit . % Ry . Wenden wir Ty auf

das Dreieck 4,B,BA und die Geraden g:=CZ

und h:=DZ an, 50 folgt AJSBA/C!SDﬁ(auf

BBA ist nimlich Z der einzige Schnitbpunkt mit
g und mit h, sodall wegen T, keine Trenn-
beziehung auf dieser Seite bestehten
kann); speziell fir A=Da bzw. t=r kann
A=t ”esetzt werden.

Wiederholen wir diesean SchluB
fir das Dreieck Da,ChH,Caund
die Geraden A.Aw und B.Bx, so ergibt sich: AaBm/CuDa(Dabel
ist zu beachten, daB ve*en T, das Trennen eine Blgenschaft der

seordneten Paare 1st)

Q) Sei das Trennen eine perspéktiv invariante Elgenschaft Wir
setzen AC/B'B" voraus (Bezeichnungen vergleiche
nebenstehende Inzidenztabellen). Gilt speziell
s.h=:Z I AB, s0 besteht wegen T, auf AB keine
Trennbesniehung und wegen der vorausgesetzten
Invarianz bel Rac X H ac folgt aus AC/B'B" A
nun BC/A'A" und damit gilt Ty in diesem TFallj
ebenso fiir Z I BC. Gelte i.f. Z Z|AB,BC =
A'+A" und beide Punkte sind von den Drelecku— B
ecken verschieden, denn nach Voraussetzung .
7ilt g IIAgB Cah Z |A,B,C; analoges gilt fir C'£C", Aus AC/B'B"
folgt PC/A'AM wegen'ﬂABi«ch mit P:=2A.BC.

8 O

A=AB
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Iun kdnnen die beiden folgenden Alternativen
eintreten:

Fall 1: AB/C'C", Fall 2: ABXC'CY.

Im Fzll 1 bzw. Fall 2 zieht AC/B'B" iiber
QX Qac nach sich: PB/A'A" bzw. PBXA'AM,
A',A",B,C,Pleflec sind flinf paarweise 0
verschiedene kollineare Punkte und p P
nach T3 nul gelten: Von den Pasren (B,C), (C,P), (P,B) trennen
gerau zwei oder null des Paar (A',A"). ‘
In Fall 1 gilt PC/A'A" und PB/A'A", also folgt notwendig BCXA'A"
und damit gilt Ty .

In Fall 2 gilt PS/A‘A",und PBXA'A", also folght notwendig BC/A'AM
und demit gilt T4 . &

(c) Wir wollen die letzte Figur noch beniitzen, um in
T(R) den (projektiv verallgemeinerten) Satz von MENELAOS zu be-
weisen:
Wegen der perspekiiven Invarianz des Doppelverh8ltnisses gilt
v(B',B",C,A)=DV(A",A",C,P) und DV(C\C",A,B)=DV(A' A" P,B) und
daher nach Anvendung des Multiplikationssatzes und einer Ver-

tauschungsregel:
Dngv A")B c?. DV(B',B",C,A). DV(C',C",A,B)=DV(A',A" B,C).

DV(ATLAT.CIP .DVEA',A“,P,B%:DV§A',A",B,C§. DV(A*, A 8, B)57 =
IV(4',4",2,C).DV(B',B",C,4).DV(C",C",A,B)=1, also gilt:

In T(R) ist das Produkt der drei Doppelverh#ltnisse, welche durch
die Ecken eines Dreiecks urd die Schnittpunkte der Dreleckseiten
rit zwei verschiedenen Geraden der Dreieckebene, die keine
Dreieckgecke .enthalten, auf jeder Dreileckseite bestimmt werden,
in obiger Reihenfolge gleich eins.

Jeder reelle projektive Raum ist bezliglich der in Def.7.1a er-
kldrten Trennbeziehung ein angeordneter projektiver Raum.

Bew.: Wir liberpriifen, ob die Trennbeziehung aus Def,7.1a die
Axione Tq,...T4 erfiillt.

- DV(A,B,C,D) <0 =» A,B,C,D paarweise verschieden und kollinear, und
.nach ;Déf.7.1a, Bem.a ist fir das Trennen aus Def.7.1a

das Axiom T, erfiillt. Zu den Punkten A,C,D existiert ein
Punkt B mit H(A,B;C,D) =¥ AB/CD, also gilt T,.

Mir den Nachwels der Gliltigkeit von '1‘5 beniitzen wir den Multipli-
kationgsatz fir Doppelverhdltnisse:
ov(4,B,C,D).DV(A,B,D,E)=DV(A,B,C,E); hiebei ist es. unmdglich, daB
genau eines oder alle drei Doppelverhdtlnisse negativ sind, also
gilt‘TB. ‘

ach Ben. b ist das Trennen aus Def.7.1a perspektiv invariant,
daher gilt auch T,.

4
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Bemerkung: Ein projektiver Desarguesraum ist genaw dann angeordnet,
wenn sein Algebraisierungskdrper geordnet ist (ohne Beweisy. T(K)
mit K geordnet ist daher stets fanosch. ' .

3) Der reelle ( = normale) affine Raum A(R) ist isomorph zu
T(R);=T (R """ )\Ty. Da R nur den trivialen Automorphismus ge~
stattet,ist TV X,A,B) von der gewdhlten Algebraisierung i unab-
hingig,und wir dirfen TV(X,A,B) schreiben.

DEF,7.1¢: Der Punkt C liegt zwischen den Punkten A und B genau
dann, wenn TV(A,B,C)< 0 gilt,

Bemerkungen: (a) Die Zwischenrelation ist nur fiir kollineare
Punkte erklért. Liegt C zwischen A und B, so gind A,B,C pzarweise
verschieden (fir A=B bzw. A=C = TV(A,B,C}=|0,1 3 0).

.

(b) Aus C zwischen A und B folgt C zwischen B und A
wegen TV(B,A,C)=TV(4,B,C) " _

o (¢) Im projektiv eingebetteten reellen affinen Raum
T (R) besitzt dje Gerade Hae genau einen Fernpunkt U. 5ind die
Punkte A,B,Cle ’&Aa paarweise verschieden, so ist DV(4,B,C,U)=
~1v(A,B,8)¢ vgl.Def.6.54, Bem.c ) und es folgt:

C liegt zwischen A und B &= CU/AB.

(4) Die Zwischenrelation ist affin invariant, demn
jede Affinitdt aus AT L(A(R)) ist projektiv und somit teilver-
héltnistreu.

, (6) Seien E,0 zwei verschiedene Punkte einer affinen
nktreihe, fx « .
si= { K€ | TV(X,E,0) < O}...Menge aller Punkte X el ,Iiir die O
ischen X, und E liegh; . .
Q= {Xeflo|TV(X,E,0) > 0} . )
Tbzw. {1 heiBen negative Pzw. positive Halbgerade von 1«
beziiglich {0,E}; es gilt = A v fi v {0} .

Iy
Qi

Ist in A(HO(R)) speziell E=n, O=u; #=4 +(1-a)x mit x ¢ R Ax=TV(X,E,0),
so gilt f ={wednle= 0L+(1L—-0(5x mit x>0},
Qi ={eemle=a+(m ~tw)x mit x<0j.
Dafiir kann man mit 4 :=t4-u auch schreiben
f=tt +4 X bzw. =t—-4Xx mit x>0,

DEF.7.44: Ein affiner Raum heiBt angeordnet, wenn in jeder Punkb-
reihe flir Punktetripel eine Zwischenbeziehung erklért
ist, fir die gilt:
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Z1: Ist C zwischen A und B,so0 sind A,;B,C paarweise verschiedene
kollineare Punkte und C liegt auch zwischen B und A,

%22: Sind A und C verschiedene Punkte, so existiert ein Punkt B
so, daBB C zwischen A und B liegt. :

Z3: Von drei paarweise verschiedenen kollinearen Punkten liegt

genau einer zwischen den beiden anderen, ’

(Axiom der planaren Anordnung) Ist g eine Gerade in der

Ebene des Dreiecks 4,B,C,die keine Ecke enth#lt und eine Drei=-

eckseite  in einem Punkt zwischen den Ecken c

schneidet, so gilt gleiches fiir genau eine

weitere Dreieckseite.

Z4

Bemerkungen: (a) Die Axiome 21,%2,23,Z4 sind die Hilbertschen
Anordnungsaxiome, 24 wird auch das Axiom von Pasch genannt.

., {b) In jedem angeordneten affinen Raum kann man jede
Punktreihe fx durch Auszeichnung von zwei verschiedenen Purxten
0,E|efy in zwei Halbgeraden zerlegen: . ‘
9c t={Xef |0 zwischen X und E}, b {XG/{Z,(] X$+0 A O nicht
zwischen X und E} . . o :

(¢) Fir die Axiome Z1,22 und 23 sagt man kurz:
"Die Punkte jeder Punktreihe sind lire ar angeordnet", da durch diese
Axdiome jede Punktreihe zu einer linear  geordneten Menge (ohne
erstes und letztes Element) wird, wenn man nach Auszeichnung °
zweler verschiedener Punkte O,E|ef, festsetzt:

EI% Xefde X< 0, X ef! :0¢X,

) X, Yleq! : X <Y & X zwischen 0 und Y,
X, Yjlefe : X <Y e Y zwischen X und 0;

(E) Xey, YeRy: X <X, o

(a) Ist A,B,C ein Dreieck in einem reellen affinen
Raum und ‘g eine Gerade, die Jede Dreieckseite in einer Nichtecke C'
bzw.A' baw.B' (vgl. obige Figur) trifft,so gilt TV(B,C,A').TV(C,4,B".
TV(4,B,C')=1 (Satz von MENELAOS).Man erh#lt diese Aussage aus
Folg.2,Bem.c,wenn h . die Ferngerade der Dreieckebene ist und
DV(A',fI,B,C):DV(U,A',C,B)=TV(B,C,A') mit U I h beniitzt wird.

Jeder reelle affine Raum ist beziiglich der in Def.7.1c erklarten
Zwischenbeziehung ein angeordneter affiner Raum.

Bew.: Bem. 2 und b nach Def.7.4c zeigen, daB Z’l gilt. Da jeder
.affine Raum isomorph einem projektiv eingebetteten affinen Raunm
ist, fiihren wir den Beweis 0.B.d.A., in T(R). Nach Folg.2 gilt in
ﬁ(lR) das Axiom ’1‘2, also existiert zu A C| # und U:= Racn Ro

ein Punkt B mit AB/CU "“EB"° ¢ ljegt zwischen A und B, d.h.
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- es gilt Z,. Ebenso folgt aus T3 das Axiom Z3 und aus T, das
Axion S,» venn h als Ferngerade beniitzt wird.

\ 4

Benmerkungen: (a) Auf Grund des letzten Beweises erkennt man, daB
T=T\7, ¢in angeordneter affiner Raum ist, wenn T ein angeordneter
projektiver Raum ist und die Zwischenbeziehung in T wie folgt
definiert wird: Ein Punkt C liegt genau dann .zwischen den_ ver-
schiedenen Punikten A und B, wenn {A,B} tremnt {C, {2, .} -

(b) Ein affiner Desarguesraum ist genau dann angeordnet,
wenn sein Algebraisierungskdrper geordnet ist {ohne Beweis%.

SATZ 7.1: Jeder reelle projektive Raum ist angeordnet und jeder
reelle affine Raum erfiillt die Hilbertschen Anordnungs-—
axionme. '

Bemerkung: Ein geordneter Korper K (= K enthilt einen zum Korper
der rationalen Zahlen isomorphen Kdrper) heiBlt archimedisch,

wvenn es zu jedem Flement a € K eine natlirliche Zahl gibt, die
orofer als der Betrag von a  ist. Jeder archimedische Kdrper

-igt anordnungstreu isomorph zu einem Unterkdrper von R und da-
her speziell kommutativ, sodafl jeder projektive Desarguesraum

cu einem archimedischen Algebraisierungskdrper ein PP-Roum ist.
Unter den archimedischen Korpern ist R schliefBlich durch die
Stetigkeit ausgezeichnet, die fiir die Punktmenge jﬁijrmuliert
bedeutet: Wird 4 in_zwel nichtleere Teilmengen J,@{‘ zerlegt,
sodaB VX'e s A Y X"eQ? gilt X' < X", so hat entweder fx ein
Tetztes oder 43: ein erstes Element. Ein projektiver Desargues-
»aun-ist daher genau dann reell, wenn sein Algebraisierungskérper
archincdisch und stetig ist.

7.2.Anvendungen der Anordnung und Orientierbarkeit reeller
Drojelvilver naunc )

Wegen PIL(T (R))=PGL(T (R)) wird die Koordinatendarstellung M e
einer Kollineation ® bei der Koordinatisierung s durch eine lineare
Bijek?ion b?schrieben: '

xkg =a§ xJ filr k'=0...n AqER\O}AA:= "a? I +o.

Genau Tiir reelle projektive RHumeé ungerader Dimension ist

sign "ag'" eine Eigenschaft von %. !

Bew.: Es ist das Verhalten von sign A bei Umnormung und
Anderung der Kdordinatisierung zu untersuchen.
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(a) (5%, .c0xMB=(x", ..., X NR fiir A 40 = 1
xk'g =a§'xj% =(a§3\) xJ=:§§'xJ = a :=ll§§'“= Iag'" A1, Ist A<oO,
so ist sign”2¢si§n A bei gerader projektiver Dimension; in diesenm
Fall hat signa sicher keine geometrische Bedeutung. Fiir ungerade
Dimension dagegen ist sign A invariant gegen Umnormungen.

(b) Sind p und p' zwei Koordinatisierungen, dann ist ;M'/J:TFQQD+1 )
‘*‘V@QP+1) eine (projektive) Kollineation mit y35=tgxkA6‘%O A

Ihg Il #0. Zu (tg) existiert die inverse Matrix‘(T'f ) und es folgt

Tta' y& = T;‘i- tgf‘=5ixk=xl und analog ’cg:yj'e‘ =x'. Damit entsteht aus

xpeatuds 0 .

't;-'*,'yé'(a‘g =a;"r’.,.y"‘0' =13, 'r‘,;: y";'gza‘;' triy™ ays'gsa‘{ti'.'riy'% by ™.
Mir die Kocffizientenmatrix (b3 ? von 2% beziiglich mlgilt daner
[ e R TN B LR B e Y A B L M e

d.h. der Vert der Transformationsmatrix bleibt beim Ubergang zu
einer anderen Koordinatisierung erhalten, und damit auch sign &.

¢

Da signa fir ungerade Dimension eine Eigenschaft von = ist, wird
folgende Definition sinnvoll:

DER.7.22: Eine Autokollineation 2 eines reellen projektiven Raumes
ubgerader Dimension heifit gleichsinnig bzw. gegensin-
nig, wenn die Determinante von ;K‘R/LApositiv bzw. negativ ist.

Bemerkungen: (a) Sei T(R) von ungerader Dimension, dann bezeichnen
vir mit PGL(T (R)) ¢ PGLYT (R))=PI L(T (R)) die Menge aller gleich-
sinnigen Kollineationen. PGLT(T (R)) ist eine Untergruppe von
PGL(T (R)), denn es gilt ‘

det wt () =det (7! e m)det(p?2r o ) A det ul(ee) M =
={det guf‘?e A )Y1™" , woraus sofort die Abgeschlossenheit von
FGIN T (R)) bezliglich Zusammensetzung und Inversenbildung abzu-
lesen ist; dagegen ist PGL - (T (R)), die Menge aller gegensinnigen
Kollineationen, keine Gruppe. : )

‘ () Zu zwei Fundamentalfiguren {A.,...An.f und
{As,eeshnil des T(R) existiert genau eine (projektive)
Kollireation % mit Ajx=A} fiir j=0,...n+1. Zwei Fundamentalfiguren
heiBen gleichsinnig bzw. gegensinnig, wenn die durch sie bestimmbe
Kollineation gleich~ bzw. gegensinnig ist. Die Gleichsinnigkeit
ist eine Aquivalenzrelation in der Menge der Fundamentalfiguren.

Zeichnet man im T(R) ungerader Dimension eine feste Fundamental-
figur aus, so bilden alle zu dieser gleichsinnigen Fundamentalfi-
guren die "Rechtsklasse" bzw. alle gegensinnigen die "Linksklasse"

von Fundamentalfiguren.
Die Zerlegung der Menge der Fundamentalfiguren in zwei disjunkte
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Klassen heiBt Orientierung des projektiven Raumes; ein reeller pro-
jektiver Raum ungerader Dimension ist also orlentierdbar.

Folgerunmens

1) Eigenschaften einer reellen Funktreihe (dim T(R)=1). v

(a) Jede gegensinnige Autoprojektivitit ist notwendig hyperbolisch;
Jjede elliptische und jede parabolische Autoprojektivitat ist notwendig
gleichsinnig. Eine projektive Involution ist genau dann hyper-
bolisch, wenn sie gegensinnig ist.

Bew.: (a) Die Koordinatendarstellung einer gegensinnigen Auto-
projektlvu.tat & lautet:

o' .o, o' 1 o! o!
X1 (g =8, o' X +a 4' X/l mit A= a/’o 811 < 0.
X ¢ =a, X +a1,1 X ao N a4

Ein lepunkt F(£° .i’q) liegt fiir £* gf vor =
(anol-g)f0 f/l«-O } Dieses homogene lineare Gleichungs~
al f°+(a1 g)f/l*O system hat genau dann eine nichttriviale

o

Losung, wenn gilt

a'-¢ a0 2 o' 4"
Qg1 47 =0 & ¢“-¢(a’ +a, )+A =0, Die Djiskriminante
ao aq - % o 1

D:n(ag' +a1"' )2-A dieser quadratischen Gleichung ist wegen &8¢0
positiv = es existieren zwel verschiedene reelle Losungen = &
ist hyperbolisch,

Ist x elliptlsch bzw. parabolisch, dann gilt

D<o o >(a0 +a1 ) >0« ist gleichsinnig baw.

D=0 & A= (ao +a4 )2 >0 ¢« int gleichsinnig.

(b) Ist o eine gegensinnige projektive Involution, so ist «
nach (a) notwendig hyperbolisch. Ist umgekehrt o« eine projektive
Involu’clon, S50 muB nach 5.4 ,Folg.5,Bem.f die aus

", =(a$ x0+a,‘ x'): (ao xo+al %)

durch Ausmultipl 1z16ren gewonnene nicht ausgeartete Bilinearform
a/g x%%° +a’,l1' xx°-a? -aq ' xOx T a?‘ X' '=0 syumetrisch sein, d.h.

a"1 ==-—a° . '

Ist o hyperbolisch < D >0 &« (ao +(~4 ) ~A==A>0 & K 1ist
gegensinnig.

\ g
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(b) Ist eine projektive Involution o elliptisch, so gilt AAo/BBux
fiir je zwei beliebige verschiedene Punkte A,B mit B+#Ax. Existiert
‘umgekehrt in einer projektiven Involution o. ein Punktepaar dieser
Art, so ist o elliptisch.

Bew.: Ist o« eine projektive Involution A#Ax, B#Ba und BxAo¢

(= Bx #A), so koordinatisieren wir die paarweise verschiedenen
Punkte A,B,Ax bzw. Bx mit (1:1), (1:0), (0:1) baw. (1:a) (a+|0,1)=
DV(Bx,B,Ax,A)=a. Die durch A++Ax, B+~ Bx eindeutig bestimmte
Involution x hat die Darstellung (xo:x1)h~(x4: %y = D=(0+O)2—(-a)=a.
Ist o ellipbisch <> D=a < O <=3 AAx / BBx. ¢

2) In der reellen projektiven Ebene x(R) gilt: Ist k ein Kegel-
schnitt, so ist genau eine Ecke jedes Poldreiecks ein Innenpunkt
von k; genau auf den Seiten durch diesen Innenpunkt ist die
Involution konjugierter Punkte hyperbolisch.

Bew.: Sei k ein Kegelschnitt in der reellen pro,)'ektivén Ebene und Po,
}?,‘,P2 ein Poldreieck von k. Dann existiert eine XKoordinatisierung
peE(R) —1 ®>) mit P.z,u =(J5',5§,5§)R, sodaB ku die Darstellung
No(x0)24 A4 (x1)%-2,(x)2=0 mit NeyAu,2r| > O besitzt (vgl.5.6,Folg.s).
Die (projektive) Kollineation a: T(#2) ""'ﬂ'("{?) mit

(x°:x" :ﬂx,g) (. x° 1 g x! :\/_A—,xg) filhrt ka in den Kégelschnitt

kpn :(xo‘)2+(qu>2_(xz')2=0 tiber und 1i8t die Punkte PJ./-L .einzeln

fest. Da die Kollineation/ue. die Eigenschaft Poldreieck bzw.
Innenpunkt zu sein nach 2.3, Folg.5 nicht zerstort, geniigt es,

die Aussage fiir den Xegelschnitt 1: (>c°)2+(x'1 )2—(xé)2=0 und das
Poldreieck Q.j-.(«f:,cf; iR zu zeigen. Die Gerade. Qa‘"(,:’qj hat die
Gleichung x9=0, Man berechnet:

fa.n 1 ={(0,1,1R, (0,1,~1)R} = die projektive Involution
konjugierter Punkte:auf , ist hyperbolisch = Q, ist AuBenpunkt,
Ebenso ist Q, AuBenpunkt wegen flgnl= {(1,0,1)R, (1,0,-1)R} urd

die Involu’cion konjugierter Punkte .auf,q,‘ hyperbolisch.

Ranl=g =Q, ist Innenpunkt und auf q, existiert eine elliptische
Involution konjugierter Punkte. ’

Anwendungen: a) Jeder Kegelschnitt in x(R) besitzt Innenpunkte.
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b) Alle zu einem Innenpunkt konjugierten Pumkte sind AuBenpunkte.

I

Bew.: Ist P ein Innenpunkt des Kegelschnitts k, so liegt auf P2,
kein Kegelschnittpunkt, denn die Tangente in einem solchen wiirde
durch P gehen. Fir einen beliebigen Punkt A I PA (=2 A ¢k) be-
stinat daher die Polare AA{ =:a I P zusammen mit AP und PA, ein
Poldreiseit von k. Da P nach Voraussetzung ein Innenpunkt des zu-~
gehdrigen Poldreiecks ist, ist nach Folg.2 die Ecke A ein AuBen~
punkt von k. 0

¢) Jede Gerade g durch einen Innenpurnkt eines Kegelschnitts trifft
diesen in zwel verschiedenen Punkten. Der Pol G der Geraden g ist
nédmlich nach b) ein AuBenpunkt, womit die projektiven Involubi-~
onen konjugierter Geraden um G bzw. konjugierter Punkte auf g
hyperbolisch sind.

d) Ist P ein AuBenpunkt von k und a eine Gerade durch P, die k
in zwei verschiedenen Punkten 5,,5, trifft, so ist jeder Punkt
Lefig,s, mit PX /5,5, ein Innenpunkt von k.

cw. : Wir betrachten zunHichst folgende Figur:
s (oY (x DE (D) =0,
Py ¥
m; ;20,1,1)R ek } = 5185 ... x°=0,
i=(

(2808 ¥

U

0,1,-1)Rek’ 2 o 2
130,1)R61c'=#Tangente h' in H' an k' ist x -x“=0,

r:=nt, 8151 = P'=(0,7,0)R. 5
Es geniigt die Richtigkeit der Aussage fiir diese Figur in T (47)
zu_beweisen, denn nach 2.2, Folg.4 existiert eine Kollineation
#:T(R) — T {R3) mit kae=k', S,2=5Y, Sy»=8), Hoe =H'=> P =P',

Aus der Voraussetzung PX/S482. folgt P'X'/S}Si (Trennen ist pro-
jektiv invariant) = X',8},8!,P' kollinear und pw. verschieden =*
X'=(0,x,1)R it x* | +1,~1. o
P /83 e V(P X882 (e ) (k1) < 0 e Ix <.

X" hat die Gleichung x*x-x*=0 und dsher, gilt fiir Punkte von
Ba, N k' die Bedinpung (x°)* +(1-xD(x1)" =0. Wegen |x|<1 hat
diese Gleichung keine nicht triviale Ldsung x°:x’, also gilt
R, © k'=g,und X' ist Innenpunkt von k'.

t
i

dhavRes

$

e) Sind fir eine (projektive) Polaritdt 2 in #x(R) die projektiven
Involutionen konjugierter Punkbte auf allen drei Seiten eines
Poldreiecks elliptisch, so ist die Polaritit elliptisch (diese
Bedingung ist nach 2.4 fir.eine elliptische Polaritdt notwendig,

in a(l) ist sie auch hinreichend). Ware ndmlich die durch diese
Angabe bestimmte Polaritdt hyperbolisch, so besdBe im Widerspruch zu
2.4,Folg.6 der zugehdrige Staudtsche Kegelschnitt ein Poldreiegk

aus drei Innenpunkten. :

f) Ist «:Re —— R, eine elliptische projektive Involution und-
B:4s —™ R4 eine von « verschiedene projektive Involution, so
existiert genau ein in beiden Involutionen zugeordnetes Punkte-

paar, d.h. 3*(P,Q)¢ figx R, mit Px=Q APA=Q.
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Bew.: Durch Projekbtion auf einen Steinerkegelschnitt k erhalten
wir die elliptische Involution «':k —k, deren Involutionszentrum
Zar ein Lnne“bunrt von k ist und die Involutlon Ak =Xk mit dem

Zentrum Zs. Die Gerade Zy Zpr durch den Innenpunkt Z« trifft nach )
Apw.c den Kegelschnitt in zwel Punkten und gensu diese beiden ;
Punkte liefern das LOsungspsaar, . $

3emerkurzen: (a) Bs existiert genau ein Punktepaar, das in einer
elliptischen projektiven Involution zugeordnet ist und zu zwei

verscnlﬂdvd n Punkten I, und ¥, harmonisch 11egt denn alle zu P4
und Lar:on schen Paare s1nd nach 1.10 in einer hyperbolischen l
Involution A mit den Fixpunkten F,,F, zugeordnet.

. . . i
(p) 5ind « und A hyperbolisch, so existiert entweder g
ein gemeinsanm zugeordnetes Punktepaar, das auch aus einem gew ;
neinsamer Fixpunkt bestehen kann, oder kein solches Paar.

(c) Der obige Beweis liefert eine konstruktive
Zrmittluns des gemeinsamen Punktepaares zweier projektiver In-
volutionen. :

(d) Die obige Anwendung ¢ gilt auch fiir Quadriken
in T(R). Vir benftigen i.f, nur einen Sorderfall: Jeder Durchmesser
eines EjllﬂoOldPS o} 1an(R) schneidet @ in zwei verschiedenen
Punkten. Iizch 6.5, Anwendung (lI) lautet nBmlich die Normalform
von § dann *(x °31fy‘V;ﬁ,,w(y“) =0,und die affine Purktreihe auf
einem Durchmesser g gestattet die Darstellung [ (1, oD+E a,\le mlt
AeRAase; fir die Schnittpunkte Rend gilt daher a2= [ a‘) +eut{a }11f
was zivel verschw edene Schnitbpunkte ergibt.

Z) Eine Af7init#t acAPLCA(R)=AGL(A(R)) besitzt bei der Koordinatisie-
rang p. die Foordinatendarstellung A™* m,u :
¥ =afxt+c* flir k'=1,...n A A:= ﬂa "1 %0.
Wie in BelelSSCﬂTlut b zu Beginn von 7.2 erkennt man, da8 4 nicht
vén dar Koordinatisierung abhingt und dsher sipn a e1ne Eigen-

‘schaft wvon w ist; der BG!GWSbChrlut a entf811t fir affine Riunme.

DER,7.2b: Eine Autoaffinitédt o eines reellen affinen Raumes heifBt
zlelchsinnig bzw, gegensinnig, wenn dile Determinante
von A'x4i positiv bzw. negativ ist. ‘

Bemerkungen: {a) Die Menpe AGLY(A(R)) eller gleichsinnigen
Affinitéten bildet eine thervﬂup e der affinen Gruppe AGL(A(R)), .
dapgepgen bildet die HMenpe AGL aller gegensinnigen Affinititen
keine Gruppe.




() Zu zwei Simplizes {A,,...A.} und fA',...An}
existier_t genau eine (projektive) AF £initas o mi t Ayx=hl Tlr
eaeNls I8t o gleichsinnig bzw, gegensinni;, so heiBen die
belglen Simplizes gleich- bzwv. egenulvmm,und wir schreiben
SChayesehn)=B(hbye s o8 DaMe S(heyssehn) SBCA e« A0

Eine Zerlegung der Menge der Simplizes in zwei disjunkte Klassen
heiBt Orientierung; ein reeller affiner Raum ist also orientier-

bar.

() Sind {Aj=0,ye. A =ofund  {Al=al, . . 8l=al}
zwei Simplizes des affinen Raumes A(#WI(R)) {iber einem reellen
Rechtsvektorraum, so gilt:

S(Ao,...A )=8(Al,.. A1) < sign det (U= Goy e ee yUnmKD=
= 5ign det (K =0lye e tlh=®&b)e

Bew.: Nach Llni‘uhmng einer Koordlnatlsl erung a:A(N) — A(R") ist
aifi=(gat, v pa®, a a/" =(pa”, .. pat’) (J=1 Ceeli),

und die eindeutig bestlmmte Affinitdt o mit 4 —A1 hat die Dar-
stellung . W

x¥ —-a‘;xh-ck =a§,a "quﬂ +o fir s=0y44.n =

wa - av =ay (ya* -ad) fir t=1,...n =

det (Ai=ttlynes a¢,|—-oca)— la% 1aet o, Koy ee o U= to) .

Aus dieger Beziehung folgé unmittelbar die R:Lohtlgkeit des
Kriteriums. ©

Hat’ ein projektiv eingebetteter reeller affiner Raum T=7T\T.
ungerade Dimension, so ist eine Affinit8t « genau dann gleich-
sinnig, wenn die fortsetzende XKollineation » gleichsirnig
hat der Raum gerade Dimension, so ist eine Affinitdt « gonau
dann gleichsinnig, wenn die BeschrBnkung =|T. der forise
Kollineation auf die Fermhyperebene gleichsinnip ist.

1,-! k' 3 k‘

Bew.: Hat o die Koordinatendarstellung x~ , 30 ©ilt nach
o 4' K &' o .0k
6.5, Anw.(I) fiir = dann (%%, ... xR (x%,c ' +a yeeesC X HALX R

und det g7 i = det wite M.

Ist dim T =dinT ungerade , s0 ist o gleichsinnig genau dsan, wenn
% gleichsinnig ist. Ist dim TedinT gerade , so hat sign det A WA
keine geometrische Bedeutung; dagegen ist T, dann vor uxngerader Di-
mension upd mit % [Ty : (% eeX")R = (aﬁx“,..., x’:x‘*)R gilt

det /&.'4«/& =det /u.”‘ad Toopr.
L4
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4) Sei im reellen projektiv eingebetteten affinen Raum ¥ =T (BT,
die affine Punktreihe 4. mit dem Fernpunkt U:=Rxn R, gegedben

und «: flx — R, eine projektive Involution. Es kOnnen zwei Félle
eintreten: ’ ‘ :

Fall 1: Ue =U=» « besitzt einen von U verschiedenen zweiten Fix-
punkt Fe fx mit DV(X,Xu«,F,U)=-1 V X e LN{F} = P ist Mittel~
punkt jedes Paares gugeordneter Punkte und « ist mit die :
Beschrankung der zentrischen Spiegelung an F auf ..

Fall 2: Ux U = Uax =:Mef, und M heiBt der "Zentralpunkt (IMittel-
punkt) von «". Die projektive Involution « ist eindeutig
festgelegt durch Zentralpunkt M und ein zugeordnetes Punktepaar
X(*Mj — X« . Nach Folg.1{b) ist x genau dann elliptisch, wenn

o /MU gilt, d.h. wenn M zwischen X und X« liegt. _

Ist o eine hyperbolische Involution mit den beiden eigentlichen
Fixpunkten F,,F,, so gilt H(F.,F,;U,H) nach 1.10,Fo1g.8,(II ) d.h. der
Zentralpunkt ist der IMittelpunkt der Strecke (¥,,F,).

Fine elliptische Involution «: fx -~ R besitzt stets einen Zentral-

punkt Meqéx; ist TC;M:@,( -~4°Qx die zentrische Spiegelung von ’(i. an I,

so ist dic zusammengesetzte Abbildung o= &t 42x —= {2 eine hyper-
bolische projektive Involution mit demselben Zentralpunkt H.

Bew.: o ist sicher eine Projektivitit und wegen Ux Gy, =M@y=l14
MxG,=U6 =U ist o™ eine projektive Involution mit dem
Zentralpunkt M, Fixpunktepasr von o' ist genau Jjenes Punktepaar}
welches in o« und Oy gemeinsam zugeordnet ist; nach Folp.2,Anw.f
existiert wegen « ellipbisch genau ein solches (eigentliches)
Paar (F’I’FE)" . 0

Bemerkungen: (a) Die Zﬁordnung o = igt ein affiner und kein
projektiver Begriff,

(b) Jede elliptische projektive Involution « mit dem
Zentralpunkt M ist wegen & =o' 0n'=ay das Produkt einer hyper-
bolischen projektiven Involution mit dem Zenjcqralpunkt M und der
zenbtrischen Spiegelung an M. Wegen &=oc 6=l =(a 05 ) " F= 6" ") 1= G0
ist dieses Produkt kommutativ. ‘ -

(¢) Unmgekehrt ist das Produkt einer hyperbolischen
projektiven Involution o1 Rafe mit dem Zentralpunkt M und der
zentrischen Spiegelung an M eine elliptische projektive Involution
o = o Ty, Ist nimlich Xefe\{U,k} kein Fixpurkt von oy so gilt
UM/XE«" nach Folg.1{b); wegen DV(U, M,X,¥a" ). DV(U, M, Ta[¥a Tuy)=
DV (U,M,X,%«) und H(U,M;%e™, Xae ) = DV{U,M, X, Xx) < O = UN/¥et =%

o« ist elliptisch.
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5) Sei nun A(R)= T(R)= T(R)\T, ein projektiv eingebetteter reeller
affiner Raum mit dim A(R) ¥ 2, In T(R) existieren elliptische
(orojektive) Polarititen A, und zwar lautet nach S.5 die Normal-
form der A beschreibenden nichtausgearteten symmetrischen Bi-
linearform X°y°+...+x"y"=0. Da A elliptisch ist, gilt wI\*=:Mef2,
d.h. eine elliptische, Polaritdt besitzt stets einen Mittel~

punkt M. Ist €u: @ —4R die zentrische Spiegelung an M (= GuIT,=1.),
s0 gilt A¢,*=GuA nach 5.5,Folg.6 und 6.3,Folg.2. "

Die zusammengesetzte Abbildung A := ?\G*ﬁ: f — R* ist eine
hyperbolische Polaritdt mit dem Mittelpunkt M.
Bew.: Mit A und ¢} ist auch X eine globale Abbildung. Unter 2™
ist konjugierte Lage eine symmetrische Relation :

or E . -~
X I YX =YA6y =X6,1 YAG* 6 *=YA =XGAT Y7\7\*=Y} = A TY.
L6, A =KAok =XAT ,
Damit ist A" eine (projektive) Polaritdt und M ist wegen
w X*= w\*e, =16, =M ihr Mittelpunkt; da M ZT, gilt, ist A" keine

Willpolaritit,

Ist g eine Gerade durch M, so existiert nach 5.5,Folg.5,Bem.c auf g
eine projektive Involution o« konjugierter Punkte bezliglichr A,

da auf g sicher kein Punkt existiert, dessen Polarhyperebene
besliglich der elliptischen Polaritdt A durch g geht. Diese In-
volution « ist elliptisch, da A elliptisch ist, und 64| Qg =:H ist

' eine hyperbolische Involution. Nach Folg.2,Anw.f existieren genau
zwei Punkte P,Q|eRs mit Px =QAPM =Q. Wegen P =Q gilt PA I Q

und wegen Q6w =QA =P ist (PA) ¢ F=PA" eine Hypersbene mit P I PA"= "
ist hyperbolisch. . ) ¢

Bemerkungen: (a) Die Zuordnung A+ N ist ein affiner und kein
projektiver Begriff. ‘

(b) Jede elliptische Polaritdt X mit dem Mittelpunkt
M oist wegen A =A@ =A"6u*das Produkt einer hyperbolischen
Polaritdt A mit dem Mittelpunkt M und der zentrischen Spiegelung
an M. Wegen A"= AG'=GmA ist A =64A,und daher dieses Produkt
kommubtativ. ) !

(c) Die hyperbolische Polaritdt A" bestimmt eine
Quadrik " mit Mittelpunkt M. Da bei 6m alle Fernpunkte einzeln ,
festbleiben, stimmen die Spurpolarititen (bzw. projektiven Involutionen
konjugierter Punkte) von A und A" in T, {iberein,und ¢"ist daher ein

Ellipsoid (eine Ellipse).
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DEF,7.2¢: Das kommutative Produkt der Polaritét an einem Fllipsoid
nit der zentrischen Spiegelung an seinem Mittelpunkt
heiBt die Antipolaritiat des Ellipsoids.

(d) ¥ach Bem.c ist jede elliptische Polaritét in T(R)
nach Auszeichnuns einer Fernhyperebene T. die Antlpolarltat eines
X1llipsoides. Ungekehrt ist die Antipolaritit elnes Ellipsoides $°
eine elllotlsche Polaritdt A= \Q,WM . DaR N\ eine Polaritét
ist,folgt ndmlich analog zu oben aus der Symmetrie der Konjugiert-
heit bei A¢rund K,rG}(— Gﬁ'xor 3 auBerdem ist M sicher nicht
selbstkonjusziert, Falls ein selbstkonjugierter Punkt P beziliglich A
existiert, so beotimmt er einen Durchmesser g von ¢-, der ¢
nach rolg. ? Bew.d in zwel Punkten +trifft und daher eine hyper-
polische Involutlon Pongumle“ter Punkte beziiglich Ag¢r trégt; die
Gurch A= Ag Oa* zuf g bestimmte Involution konjugierter Punkte
ist aber denn nach Folg.4, Bem.c elliptisch und daher P nicht
selbstkonjugiert.

SATZ D.2: Jeder reelle projektive Raum ungerader Dimension und Jje-
der reelle affine Raum sind orientierbar. Die elliptischen

PolaritEten in T(R) sind nach Auszeichnung einer Fernhyperebene T,

rrengu die Antipolarititen der Ellipsoide und die elliptischen

rrojektiven Involutionen genau die kommubativen Produkte der

hyopervolischen projektiven Involutvionen mit Zentralpunkt und

den zentrischen Spiecelunpen am Zentralpunkt.

7.3, Die ¥omplexe Fortsetzung eines projektiven Raumes iiber einem
rezllcen Ve/torraum

Wir niitzen in diesem Punkt aus, dafl der Kbrper R der reellen Zahlen
in den K8rper € der koumplexen Zahlen eingebetbtel werden kann.

Zwischenbemerkuns: N

Ist R der KOrper der reellen Zahlen bzw. 4/(R) ein reeller Rechts-
vektorraum und definiert man in R xR bzw. £ (R) x4(R) die beiden
Operationen

(’fnu '€1)+(’\Qn1’21) : “»('t'f +4Q1,‘iz+491.> 14 (a,naz )GR * R,
Ceasea)e(ana)inCtoa,~ta,  a6et 28,) e&g{;R{tgé\g?M(Rglx (R,

so wird R *[R ein Koérper € bzw. N(R) « 9 (R) ein Rechtsvektorraun
iiber €; € hciBlt der "Vdrper der komplexen Zahlen".

Bemerkungen: (a) (¢ ,v).(1,0)=(¢,0), (p,o).(O,ﬂ):(o,g) =
Ce =0+ (0 m)=(2,0). (1,0)+ (o 419) . (0,1).
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(b) R bzw. ¥ (R) kann kanonisch in € bvzw. 47 (R) x40(R)
eingebettet werden durch den folgenden injektiven (nicht surjex-
tiven) Homomorphismus:

x[e R] — (x,0)[¢C] bzw. % [¢(R)] — (¢,v) [€ V(@) x V] .

Wir fithren folgende Identifikation durch:

(x,0)=x,insbesondere (1,0)=1 bzw. (x,¢)=+¢; fir das Paar (0,1)¢R
getzen wir (0,1)=:i. Entsprechend obiger Definition gil%
(0,1).(0,1)=(~1,0), also i®=-.

Nach der Identifikation laubtet die Darstellung aus Bem.a:

Ct,g)=" +yi mit €,4) [€R baw. M(R).

Dleser nach der Identifizierung entstandene Vektorraum "’7 (€) heift
"komplexe Fortsetzung von Y(R)", denn es gilt 47 (R) ¢ W0 ).

(c) Nach 5.1 ist die Hiille H(#t,,...x,) der Vektoren
Wayeeo a, | € M(R) der Unterraum {ve¥R)|<=a, xq+...+/x 2 mit xJeR}
von Y(R).

Als "komplexe Fortsetzung H(ots,...&,) von Ii(d,,...x.)" definieren
wir .

(PR E {_'Z‘ECC)IQ'=0L,Z4+...+01,‘Z nit zd ¢ C} ; dies ist ein
Unterraum von 40(¢) und T unfaBt H, jedoch ist H kein Unterraum
von ¥ .

Ist {m4,..., a.l eine Basns in W(R), 50 ist {a‘,...a&e ne Basis in
W (¢) und dsher ist Dimg 40(1R)-—D1mc10(0).

k

Folrerunment

1) Zu den beiden Vektorrdumen #(R) und @(G) gehérern die projektiven
Réume TUW(R) und TAW(C). Die Punkte von T(#)) sind die cim

palen Unterriume von 4(R), die Punkte von F(4)) sizé die ein-
dimensgionalen Unterrdume von ] (€). Es liegt nun nakhe,folgende
"ikanonische Einbettung” 4: T W) — T@) vorzunehmen:

X @R=H( %) (€T (40)) == Xg=nc=f(e) [eTENT .

Diese Abbildung A ist injeltiv und  erh#lt kollineare und nicht
kollineare Lage, da eine in 4XR) 1l.a. bzw. l.u. (eziliche) Vektor-
menge auch in # 1.a. baw. L.u. ist. Die Abbildung is% jedoch
nieht surjektiv, vielmehr gilt:

d:.:nensxo-

Der durch den Vekbor »es-um mit 2,4 |eM(R) vestimate eindimensio-
nale Unterraum H(%) von 4()(0) ist genau dann die komplexe Fortsetzung |
eines eindimensionalen Unterraumes von 47, wenn 1'(, ,} l.8. in YXR)ist.



- 261 =~

Bew.: (a) H(®)=H(3 ) it 3¢ N(R) = l.a. in 0 (€)=

AN =2+ M1 e CN{O} A X R mit 3 =€3A a('(_*%l)(?h A1) = e n, - 19)1?{@‘,_«4‘;?\014

"e?\,_ug?‘ﬁv: 1%, } Y.a. in 0.
(®) {#,19f 1l.a. in 40-’—:53(7\4 .h)lema, #(0,0) m

@Ayly= 0. Setzen wir ‘-:»u.n%?\ so gilt 3 =(x +”)1)(m+7~;1>=>

{€=%+4i,3% l.a. in 1 = H(Z)-H(3) mit 3¢40.

' ¢

Bg ist ubllch ¥=~R und Zy=rC zu 1dentlf1za.eren und dann ist
T e TEh).

DEF,7.%a: Ist T (4N (R)) e1n projektiver Raum iiber einem reellen

Vekbtorraum und 40(0) die komplexe Fortsetzung von 4)(R),
so heifBit T(4(€)) die komplexe Fortsetzung von T(H(R)).
Identifiziert man T(#0) mit seiner kanonischen Elnbettuno in TT(?(G)),
so heiBflen die Punkte von T(4)) reelle Punkte von T#), jene von
T\ T(4)) imagindre Punkte von TN,

Bemerkung Diese Untergcheidung hat keinen Sinn hinsichtlich der
vollen Gruppe PT I( T{()), da zu irgend zwei Punkten X,X'aus

T (40 ),aueh” fiir X reell und X'imagindr, immer eine Kolllneatlor

aus PPL(T (0)) existiert,welche den einen in den anderen ilberfiihrt.
Die Menge aller "T(¥)(R ) 5-—ureuen Kollineationen" aus PTL{ T(4H)),
die TI'(M'E[?%% als Ganzes festlassen, ist natlirlich eine Untergruppe
PRRLL(T von PP L(T (#0)); nur hinsichtlich dieser Untergruppe
hat die obige Einteilung der. Punlxte von T(4; ) einen SlIlIle

Zwischenbemerkungen:

(1) Die Abbildung £:€ —C mit z:=(x,y) =sx+yireZi=(x,~y)=x~yi
ist ein involutorischer Aubtomorphismus von € und zwar der elnzlge
nichttriviale Automorphlsmus von C der R festliBst. '

Man kann ibrigens zelgen, dafl die Machtigkeit der Automorphismen-:
gruppe von C gréler ist als die Ilehtlg%(Elt von R; der einzige be«-_,-
kapnte Automorphismus €€ ist jedoch

(2) Ist £: V(R) — 4 (R) eine lineare Biaektion, so existiert
genau eine lineare Bijektion Fe 1(?(0) — 'IO(C\ mit «f= xf ¥ ¢ R)
und genau eine halblineare Blaektwon Tyt 4()(@} — B(E) mit

xfy= RE Y e e 0)(R); dabei gilt fhzf
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f heiBt die "lineare komplexe Fortsetzung von f" und f

| ,, heiBt !
die "halblineare komplexe Fortsetzung von f".

Bew.: Leistet eine halblineare Bijektion g:¥(€)-=%(€) zum Kdrperauto-
norphismus g:0— € fiir allereellen Vektoren dasselbe wie die :
lineare Bijektion f: M(R) — 4 (R) , so gilt Ve,%|c(R) AV xe<R:
E::ggzgﬁiggfgx(ﬁf)(xs) } =» xg=x. Nach (1) folgt g= t oder g=T.
In ersten Fall folgt notwendig

(e +yidg= *f+yfi, und g dist tabsichlich linear und bijektiv

wvegen (t+yi)g=o =l f=v =3¢ == 0 =+l =07

im zweiten Fall folgt notwendig

(e+0i)g=nf+9f(iF) =2 f ~4fi, und g 1ist tatsdchlich ‘eine

halblineare Dijektion.

*

Bemerkungen: (a) Speziell ty wird durch Uy =% linear und durch t,
nit ('e+4g It =i~ lyi=x ~ «%{i halblinear fortgesetzt. Der '
Vektor %-4)1 heiflt der zum Vektor #+4}i konjugiert komplexe

Vektor. Ersetzt man jeden Vektor durch den konjugiert komplexen
Vektor, so bedeutet dies die Anwendung Jjener halblinearen Bi-
Jektion von 40, welche die Identitdt von 4) fortsetzt. Wegen
x-(-)i=n+4) 1 gilt 1} = 15, d.hit, ist involutorisch,

~ (b) Die Menge aller halblinearen Bijektionen von
(‘L(m), die Vektoren aus #)(R) in Vektoren aus #M(R) iiberfithren,
ist eine Untergruppe MeL(#) von ML(M). Eine Bijektion gelL{#)
liegt genau dann in MeL{#j), wenn g lineare oder halblineare’
komplexe Fortsetzung einer linearen Bijektion £ € GL(#?) ist. Dies
folgt unmittelbar aus (2 ).

(c) Die halblineare Bijektion L.,EFRL(477) kommutiert
mit allen-Bijektionen von [wIL(#).

Wei gl L(0)=> T ¢ GLW) nit F=g v £ =g.
1 1: g=f: YE=14+ iedh a ‘(’.,4()’61/) gilt dann wegen l»mew;z
Ly = %'woi)fhh}“’ [ef+gfi]en =ef-1if1,

)?:[(z}wi)uh 1ED [ —ayi 1 F=nr-yfi .
2: =1y ¢

I ‘i’%*{f—-'.gfi]th Tref(=4f Yi=nf+4)fi, :
G, =L =i 1f, Euf=(~unf )i=nf+4fi. Py

3he2)
@

oa]__
Xf)
Ty
all
if,
€

NN NS b

'2) Ist ePGL(T (4)(R))) eine Kollineation von T((R)); so existieren
genau eine projektive und genau eine nicht projekbtive Kollimeation
in Pru(T (17)(0)), derenn Beschrdnkungen auf T(47(R)) mlt s iberein=
stimmen. o : ‘



- 263 -

Bew.: (a) Ixistenz: ¢ PCGL(T(M)) = 3f e GL(M) mit &= %,. Die
projektive Kollireation 7 und die nicht projektive Kollineation IR
von PF‘L(\T@O)) leisten das Gewiinschte:Zu tCé!‘(‘V)) J3¢40) mit

1€-%C und (EC)ap=(3€)=p=[(3+01)FICA(31)C (G LIR=(3B ),

Analog furaef .

(b) ¥ 1ndeuu-a"}'eit (i) Sei =#PGL(T @)) eine %, fortsetzende -
projextive Kollineation, also %, [ T ()= =25 | T(@#)). Eine Funda-
mentalfigur in T () ist auch F\mdamentalflgur in T () und die
projektiven ¥ollineationen ®gund %; leisten fiir die Punkte

der Fundamentalfigur dasselbe; wegen der scharfen Transitivitét

von PGL(¥ ;) )eul der lengs der Fundamentalfiguren folgt ae,g= ®Rz.
(13) Sei 2, L€ PPL(W{#)) eine =¢ fortsetzende nicht projek-

tive I’ollineatxon (= &+1¢),als0 [T (D)== =% |T()). Fir die
Punkte eirner Fundamentalfigur in TT(‘»O die auch eine Fundamental—
figur T (40) ist, leisten %, und %4 dasselbe und aeh%e%‘ 188t

nicht nur die Fundamentalfigur soendern auch die reellen Punkbe

suf jeder Verbindungsgeraden von zwel Punkten der Fundamental-
fipur einzeln fest. Nach 5.2, Folg. 4 ist daher 2y 3@64|7T(10)=Lm0).
Zu %y, %5 rehdrt wegen der Kommubativitdt von € ein eindeutig
bestlm..t r Rérperautomorphismus (vgl.5.2, Folg.4), namllch

fg nit fé"1 IR=1g; nach (1) folgt T& 1-\.¢ oder g~ 1-F. Da
der zweite Fall wegen £* =le im Widerspruch zur Voraussetzung
auf g#L¢ fliars, g.Ll+ fé,‘q =tc, sodaB = %3 eine projektive
Kollineation in T (#(C)) ist, die eine Fundamentalfigur punkt-
veise festldBt = kg =%, . 0

Anwendungen:

(a) Eine Kollineation =e PPL(TT(’%(C))) gehdrt genau dann der Unter-
gruppe PR L(T (0 (€)) an, wenn sie lineare oder halblineare
komplexe Foi‘tsetzung einer (projektiven) Kollineation aus
PGL(R’(«)((R)))ist, d.h. Eacfe PGL(T (WXR)) mit z=xz oder =Ry .
Bew.: %¢PlRL(T@E)) = = |T(#) e PGLT(M)) = 3 £e6L10) mit alT(1) <2, =
= R =AF vae=aef“ . Die Umkehrung ist trivial. *
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(v) Bpeziell die identische Kollineation gy, =%, besitzt als
einzige projektive Fortsetzung die Identitit lp ™= %¢ und als
einzige nicht projektive Fortsetzung die Kollineation &Lh;da L, nach
F91g.1,Bem.a im(olut:orisch ist, gilt dies auch fir R, Von be-
sonderem Interesse sind zwel Eigenschaften der involubtorischen
nicht projektiven Kollineation €., :
(1) Genau die reellen Punkte sind %, ~fix.

(ii) Ry, kommutiert mit allen Kollineationen =& P["RL(TF@)).

Bew.: (i) Wegen %, |T ()= Ly, bleibt jeder reelle Punkt fix.
Andererseits gilt: v

= (erpide T (vl 1ou. in Ve (v, 0l 1.u. in 1) &
(€C)a = ((t+1)1)1,]C = (e=11)C ¢ TUD).
{ii) Aus ’:)QC:P{E{L(TT(W)) fo]g;; }Each Folg.2
R=®y v w=R, mit FeGL(D) ==

3.2,.F%A4
i, =Ru s Bigy, =R p, = %RL;&L\«

FABe ~

IG ML) 59 F L= L, £, fpin = thfy =

\ 2

3) DEF,7.3b: Zwei Unterriume T, und TTZ_' von T (#0(€)) heifen

konjugiert komplex, wenn sic in der nicht projektiven
Kollineation BQL zugeordnet sind, und speziell konjuglert
imagindr fiir T#'If .

Bemerkungen: (a) Wegen &Lh« Ly folgt aus heey, =11 dann T, =T,
sodaBl "y, ~zugeordnet! eine symmelrische Relation im Verovand u T(0)
der Unterrdume von T D) istb. Konjugiert komplexe Unterridume von

T (¥)) haben dieselbe Dimension.

(b) Die 9€(-Uuordnunrr in uT("n’)) ist _invariant gegon
alle Kollineationen ®ePLL (T ( j), dern mit Ty =74 ®,, gilt (T&)z
~Thzl,;a T,® , sodaB auch i\gm und T in %, zugeordnes olpd.
Spegiell ist daher_die Iigenschaft, Il:mnhrraum von ®, Zu sein,
(&>T,®,=T,) PLL(TA)) - invariant.

(c¢) Der Schnittraum und der Verblndungsraum zweler
konjugiert komplexer Unterriume von TU(C)) ist ein o ~Fixunter-
raum wegen [T o T &, 1%, = Tﬂae‘ o} 'R”;gL = T(ael o T (dabei bedeutet o
entweder n oder V )y,

(@) Ist T speziell ein Punkt, so ist er genau dann
LI —J.‘l}(pul’ll" , wenn er im Sinne von Def.7. ya recll ist., Aus diesem
Grunde werden die 2, ~Fixrdune gelegentlich reelle Unterréume
von T(#%) genannt. Diese V.on uns nicht beniitzte Bezeichnung ist | _
irrefiihrend, da fir dim T; » die Menge der reellen Punkte von T=fa,,
nur aus den ® ~Fixpunkten in Ty besteht und daixer nicht mit der
Punktmenge von Tf {ibereinstimmt.
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4) Jeder k~dimensionale Unterraum T, ¢ TMUI(R)) ist nach 5.1 von
der Porm Ty= T(H( Xopeee 0 )) mit {otoy..oon} 1ou. in ¥(R). Zum
Unterraum H(u, yeoe ,ak)c-ﬁ)(c) gehtrt ein k-dimensionaler Unterraum
T (H(hoy oo et))=: T, cT@(C) I« Nach Anwendung der Identifizieruns
e '!T(m) —-— T gilt T4c. W« , Jedoch ist T, kein Unterraum von

T (4()) Wir nennen T4 die “"komplexe Fortsetzung von Ti".

Dann gilt: '

Ein Unterraun T, von T(M(C) ist genau dann komplexe Fortsetzung
eines Unterraumes Ty von TWXR)),wenn ¥4 ein 2, -~Fixunterraum ist.

Bew.: (2) T.= T(H(Roy .. S0 mit Koy Lo le(R).

Y X-Eceﬁ gllt K=0teRut ..ot QA mit K;uﬂifvgie CaA ,u,-,viiem =

Koy, =(€C€)y, =[[{toptat oot i)+ (AoVo +ou v iyiv,)id 1, ]C

=[(epot e n et M) =(HoVe+ oo et M )1]1C= (mkn...wcﬁ\'k)c =5

X €T T(I:I’((xo,...au)) 'Tf« und das ergibdbt ’ﬁ}a&thc 11'4 . Da die Kolli~
neation %y, dimensionstreu ist, folgt T‘eeth_"lh. :

() Ist T, 3€Lh =T , SO g11t~ﬂ}~ A %, . Als Unterraum von

T @) besitzt N4 die Bauart 1 -T(H(j,,.. W) mit = e+ hiia
Ay ¥ile D(R).

TRy, =(3. CV...V3.C)E,, =(3. C)nthv...V(skc)th-(g, L")CV...V(’éulh)C.
s5.CV...ka(th(H('bo,...,')k))

Damit gilt %, =Ty v %, = V(H(g,,g,,..,;k,%k)) Falls H(',}.;go,...,ak,&k%
=H(0, Moy a ey, ¥)u ) gezeigt verden kamn, ist T, aie komplexe
Tortsetzung des Unterraumes T.i=T(H(~x. ,@.,...wk,@k)) cTMD).

Sei nun € H(%eyFoyereydnyn)= Cu(to+ii)zo+(te =Midzi+. et
+len+ 0 d)z + (=4 idz) mit 25,2'|€C=>Ra ~L.('z°+_z:.)+ Mizo~2d )+_...+
+r (2 +2) )+ iz, ~iz ) = CeH(x, e see ey tis® ).

Sei nun »ZGH(*LO,»t{)o,...,‘Ch,&Q W)= *c =W+ )W oo o+ AW FAO W mit

w; ,wjleC. Wegen w,=-2(';,+ 350, 15 -2-{ CYRETIE TS (CPRY SNPOIIL TS i)

Bemerlfung Die Menge der reellen Punkte eines #», -Fixunterraumes T
von T(#) ) der Dimension k iiber ¢ bildet einen Unterraunm von T
der Dimension k iiber R.

Bew.- Die Teilmenge Tr‘! = T (H(‘ce egeeeyl ))C u W(H(’Co PPN § )
ist nach der Identifizierung 4 é?n’Untér;é& von 1’(10 .und;o?jgdéxr’m
Punkt von Wa ist ein rgeller Punkt _von T, ., Ist umgekehrt #~ C=X

ein reeller Punkt von T,, so gilt X.e Ta wegen:

%€ reell= J ¢ ¢ A) mit ¥C=tC; <C ¢ 1= :

LmCoWot 4o WS+ oo o +HW, +4) W) mit w,.wgltc =

Rip=i =, W +4Q,w.+...+~e.‘wk+1gkwk.
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Durch Addition der beiden Darstellungen von + erhélt man
¢ = 4 Do (Wt Wo )+ ag WA L)+ e o ot W+, )+ 40 W 4T )]
Wegen wi+W; € R => e e H( o4y 000y tu,4)) = XRET,,

Damit ist T n T () )=Th. _
H(oy ¥oyoentuyt)) Uber R und H(Ko ,400, .04 44,4),) iliber € haben _pach
der Zwischenbemerkung dieselben Dimensionen und daher auch Ty

und Ty . 9

Anwendungen: .

(a) Ist speziell . ein nicht reeller Punkt, so gilt: Der Ver-
bindungsraum' zweler ¥ ~zugeordneter nicht reeller Punkte ist
elne 9, ~Fixgerade g, und die Menge aller reellen Punkte in g
bildet eine Gerade g in T(W)).

(b) Pir eine Gerade g=T, von T(#) kann gelten:

Fall 4: Ty, = T4 (vgl.a) _

Fall 2: T®,nT, = {8172 Bx,=S, d.h. 8 ist reell: Schneidet eine
Gerade in T(4D) die von ihr verschiedene konjugiert komplexe
Gerade, so ist der Schnittpunkt reell. Geraden dieser Art im T(#)
heiBen auch "niederimagindr",

In diesem Fall ist T, %, V T, eine ®,~Tixe Ebene &, d.h. eine
niederimaginire Gerade spannt mit der konjugiert imagindren Geraden
eine Ebene von 'H(%) auf,in der die Menge aller reellen Punkte

eine Ebene 6 von T (4) ) bildet. ‘

Fall 3: T,®,, n T =@ (nur fir dim T (40 ) > 3 méglich);

dann liegt auf keiner der beiden Geraden ein &, -fixer, d.h.
reeller Punkt. Eine Gerade in TT(‘:(')), die zu ihrer konjugiert
inmaginiiren Geraden windschief ist,heiBlt "hochimagindr".

Wird die Gerade 7. durch.die beiden verschiedenen Punkte 3.C=('t,+4d)C

~

und 3.6=(".+4.1)C aufgespannt, so wird Tide,, durch (to=-1:1)¢ und
(ts ~=4i)C aufgespannt und daher gilt:

'::o:/:)’; 2 E il«h: TT;
Rg |, 0~ 3‘1 =43 ¢ T, ist niederimagindr
by -:qu_i 4 ¢ T, ist hochimaginir.
4

5) Ist «:fx =R, eine Projektivitit (insbesondere projektive,
Involubtion) einer Punktreihe in T(4#2) (Dim 47 » 3 ), so existiert
genau eine Projektivitét (inmsbesondere projektive Involution)

o s ’ﬁ. = ﬁx der komplexen Fortsetzung & von Ry in 11"(47)) so, daB
fiir alle reellen Punkte X €4y gilt X« =X%.
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Bew.: Nach 3.6, Folg.6 existiert eine projektive Kollineation
2, T (4(1)*‘ T (VZ‘) nit =0 . Pir die projektive Kollineation
2p: T(B)—~T(0) gilt apif,= % 1R=x und daher ist aj|f, =: &

eine Projekxtivitét, die das Gewiinschte leistet; ist « involutorisch,

50 auch & , denn in « und damit in & existiert ein vertauschbar
zugeordnetes Punktepaar. Die komplexe Fortsetzung « ist eindeutig,
denn durch Vorgabs zugeordneter reeller Punktetripel ist die
Projektivitét in fly bereits eindeutig festgelegt.

4
®& ist stets eine hyperbolische oder parabolische Projektivitdt.
Ist « eine elliptische Projektivitdt, so sind die Fixpunkte von &
xonjugiert imagindre Punkte (d.h. 3, —-zugeordnet; nicht e -fix).

Bew.: Fa=F =5 (Fx, )¥=Fr wy=Fape,=(F&), =F,, d.h. F ist ein Fix-
punkt von X; ebenso auch Fx, Der Fixpunkt F ist nicht =»,-fix, da
sonst F ein reeller Fixpunkt von « wire. Andererseits sind P und
Fx., wegen des Fundamentalsatzes die einzigen Fixpunkte von X .
Nach Folgs,inw.z ist die Verbindungsgerade zweier konjugiert '
imegindrer Punkte 'F,rqaeh die komplexe Forisetzung einer Geraden
wR+6R in TEW®)) und es gilt ,}?:(m(,'z)c, ﬁBQLh=(¢JL+(er mit z=x+yi.
Die Abbildung o« :(@x°+x*)(ux"+6x"), welche durch die symmetrische
reelle nicht ausgeartete Bilinearform z3x°x”-$(z+2)(x°x" +x*x* )+x*x"
beschricben wird, ist eine in T (¥ (R)) elliptische Involution,
deren komplexe Fortsetzung die Fixpunkte Founa ﬁaethbesitzt.

Bemerkungen: (a) Umgekehrt kann Jedes Paar konjuglert ima‘agingr r
Punkte als Fixpunktepaar genau einer projektiven Invo‘lutlon oy
erhalten werden,welche komplexe Fortsetzung einer elliptischen pro-
jektiven Involution «:{x — 0« ist. Diese Tatsache hat STAUDT be-
niitzt, ur einen reellen projektiven Raum, der nicht notwendig
projektiver Raum {iber einem Vektorraum ist, um die Paare konju=~
giert imagindrer Punkte zu erweitern.

—t

(b) Versteht man unter dem charakteristischen Doppel-
verhdltnis einer in T((R)) elliptischen Projektivitdt «: fx — Ry
das charakteristische Doppelverhdltnis der komplexen Fortsetzung
& von o« , also Dv(gq,ﬁe,'}?,fi)azé@ mit fa&zfj, so gilt |z}=1.

i
!

P

i
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Bew.: Dje Fixpunkte b und Py von & sind konjusiert imagindre
Punkbe I ~(no+m1)C, ¥y =(#.~11)C, Der rcelle Punkt A= 2.C
wird durch « auf den reellen Punkt X« _(n,x+ #,)C mit x ¢ R abge-
bildet, daher gilt

X
. N 2_ -
SN S ORI 7] ‘ I% X] Ay ~lzlT-Es
-iool 11 7
axi d-xd =1 . 4

*i-1" -xi-1
(c) Diec einzigen Zahlen z ¢ € mit |z | =1 und 2z eR sind

+1 und ~1,wobel +1 wegen X=XxX nicht moglich ist. Fir z=-1 ist &
eine hyperbolische projektive Involution und damit « ecine
(elliptische) projektive Involution. Die ®u, ~zugeordneten Fix-
punkte der komplexen Fortsetzung & einer elliptischen projektiven

Involution « liegen harmonisch zu jedem zugeordneten Punktepaar.

' . (d) Entfernt man aus T (4 ) speziell_eine *,~fixe
Hyperebene T, , so bilden die reellen Punkte von Tw eine Ilyper-
ebene Tw von Ta40). Dem recllen Fernpunkt U von fx im rzellen
affinen Raum T (40 )\Tw entspricht in der elliptischen Involution &
der Zenbtralpunkt [=Ux & Ry . In der komplexen Fortset:1mf T I\ T
gilt daher: M ist Mittelpunkt der aus den konjugiert imaginiren
Fixpunkten gebildeten Strecke. Da umgekehrt Jje zwei konjugiert
imagindre Punkte als Fixpunkte einer solchen projektiven Involu-~
tion « erhalten werden kdnnen, folgt: Der Mittelpunkt der von zwei
konjugiert imagindren eigentlichen Punkten geblldeten

Btrecke ist stets reell. Die projektive Fassung der letzten

Aussage lautet: Der vierte harmonisclie Punkt zu einem reellen

Punkt bezugllch zweier konjugiert imagintrer Punkte ist ein

reeller Punkt

Zwischenbemerkung : )

Ist B:MR) x V(R) — R eine von der Nullform verschiedens symmetri-
‘sche Bilinearform, so existiert genau eine symmetrische Bilinear-
form B: 4 (€) x M (€)= € mit (¢ )b = (*t,«))/‘s Vie,9 Ie"/)\P) und -es
existiert genau eine hermiteésche Sesquilinearform fY,: «’7(@) X 40(&))*0
mit (e )0 ('1,10)/5 Vo, 4Q[€40(R), dabei ist A, antihalblinear
im ersten Argument zu fh~f (da € kommutativ 1ist,kann jeder Kdrper-
automorphismus auch als Korperantiautomorphismus aufgefalt

werden und umgekehrt).Mit 0 sind  und By, nicht ausgearietb.

A heiBt die "komplexe Fortsetzung von A" und f, heit die
"hermitesche Fortsebtzung von M ",

Bew,: Leistet eine Sesquilinearform 6 : 42(€) x#)(€)—C zum
Korperan’oiau’bomo hismus ®f:C~C fiir alle reellen Vektorpaare
dasselbe Exle )25 ) l?%x O(R) =R, 80 gilt Ye,le(R)A VY x¢R

" x*£)(x, - Ay AfuF.
é'ex:%g(rc 2)6 :)x(‘c,ﬁ(,))fb = x°*f=x. Nach Folg.1,(4) folgt®fs( v faf
Im orsten Fall folgt notwendig

(ta #2221, 90 +49.1)6 =(ea B =,y I +0(ee 400D ~(%a, 4.0 14, und



- 269 -

das ist tatsHchlich eine symmetrische Bilinearform 8; im zweiten Fall
ist notwendig (et el ¥+ 9:1)0=(4 49 A+ (% s 49 A+ [ (e 4 )B= (e, 1) A1,
und dies ist tats#@chlich eine hermitesche Sesquilinearform #, .

Ist b nicht ausgeartet und z.B. A ausgeartet, so existiert_

=44 tM),i ke, al80 (y4)a)* (v,0) mit (F,4.+4i)8=0 VEd0(C).

(
ies gilt insbesondere fiir alle % =:+. ¢ M(R)=> (xa,y4.)8={14,4), )B=0
V'ueig(ﬁ.):# 4,=4),=0 : Widerspruch, da A nicht ausgeartet 1ist. ’

6) Sei inm folgenden dim W(W (R)) 2 2. Bine (projektive) Polaritit
AT D(R)) == T*(P(R)) ordnet jedem Punkt X =4 R eine Hypers
ebene XX =T (H( 4ye0e t,., )) zu. Eine Polaritdt T (1) — T*U))
5011l komplexe Fortsetzung von A heiflen, wenn sie jedem Punkt

X= 4 € mit < € D(R)die komplexe Fortsetzung T (H( tyyeeeit, )

der Hyperebene XA zuordnet. Es gilt:

Zu einer Polaritdt. A: T(W) —s T(¥) existiert genau eine

projektive Polaritét A :T(P) — T(H), welche A fortsetzt.

Bew.: (a) Konjugierte Lage beziiglich A wird durch die nicht.
ausgeartete symmetrische Bilinearform &6 beschrieben. Die komplexe
Fortsetzung & von ¢ beschreibt dann eine projektive Poiarit%it 3:,
die das Gewiinschte leistet: )

X=e B2XA = {Y=yR [ (€,9)6=0A 4 0} = T (H(®o, vy ttna))

X=%C *XA ={2=5C | (+,3)5=04 F +o};

es ist XA=T(H(ot,yeee o, ) zu zeigen:

Z=3C=(§'+ 3"L)C € XAS0=(r,3 ' +3"1)F =(,4')6 +(1,3")F i

(‘(.,')')6' "Q A('Cv')“)b. =0 &

3 'S oActen et Anahaen
3 "= Gopote s et Ones flny ) .
§=3'+ '}"i=f)to(7\o*ﬂui)*--- wun-q(l.,.wlun_‘i)ﬁ";é H(ﬂo,...ﬂn«)"’ ZCEF(H(UM eanea))l
(b) Die durch & beschriebene projektive Polaritit A ist die

einzige projektive komplexe Fortsetzung von A ., Jede weitere pro-
Jektive komplexe Fortsetzung X von A leistet nimlich auf einer
beliebigen Fundamentalfigur von reellen Punkten dasselb%wie X s
sodaB X' A" eine projektive Kollineation im PP-Raum T (¥)(€)) ist,
welche eine Fundamentalfigur festl&B8t <> X 1= s A=e

JAjip;|cR mit & JAj+p;ie € mit

Bemerkung: Es sei ohne Beweis erwdhnt, daB zu X auch genau eine
nicht projektive Polaritiét A, existiert, welche komplexe Fort-
setzung von X ist; diese wird durch 6, beschrieben. .

Jede projektive Polaritét,'i : 11'(17)) — 11‘*(175), welche eine Polaritét
A: T(D) — T*(M) fortsetzt, kommutiert mit 2y, , d.h.lmgh =alh>\.
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Bew.: A wird durch 6 beschrieben und es gilt: » :

(3 CHR %% = {§e= =(%"+4"1)C 1(3,4)6 = 0§24, ={(m}'-19"i)c l(; '+3"i,1g'+4g"1)5- ;

=0 = { (' ~9"1)C (344" J=(3",5")6=0 A (3",1' )0+ (3" ") 6= o} . !
G c)aet,,a =[(3'=3"1)C]A = (0" +1™DC]0=(3"'=3"1, 0" +9"1)F} =
={00'+0"1)C] (3" 40" )6+ (3" 0" )6 =0 A (3 ' yu")e-(3",»' )6=0].

Setzt man 10'*19', #w" =", so erkennt man die Gleichheit der beiden

Punktmengen. 4 ' V'S

Anwendungen: '

(a) Die projektive Polarlta’c *, welche die Polaritdt
: T(A(R))—= T* (% (R)) fortsetzt,ist stets hyperbolisch,denn € ist

quadratlsch abgeschlossen. Zu A gehért einé Quadrlk P T O(C))
und es gilt:

Ist X ein Punkt wvon (p ) SO gehort auch der konjugiert komplexe
Purkt Xw,, zur Quadrik (P o Aus Xe q) folgt némlich X T X X =
Xa,, I (X?&)ae‘ =(Xae‘h)7\ =>Xaeh\€ &. Ist § Tangentialebene von d),so auch
g%l » wegen: E;e 4)‘:?% T §7\‘ = t% I (§7“>9€th“(€3€u\)7\=’§3‘~’f e $r. :
~ Dis Quadrik ¢ _bleibt somit unter %, als Ganzes fest. Ist T, ein
Unterraum auf q> , 80 liegt auch der konjugiert komplexe Unterraum
auf 5 Die =, ~festen Punkte auf ('\;5 sind genau die reellen

Punk’ce auf (D , also genau die- uelbstkonguglerten Punkte bezugllch
A Ist A elliptisch, so gilt (D AT(H) =@; eine solche Quadrlkq)
von T O{)) heiBt "nullteilig”.

Durch FEntfernen einer ®, ~Fixhyperebene To werden TT(V)) und. TG
zu affinen RHumen. Eine elliptische Polaritit A in TF(?O) ist dann
nach 7.1 die Antlpolarltat; eines Illipsoids d) und 3\ bestinmt

eine nullteilige Quadrik <p in T (). Nach F.KLEIN heiBt ¢

"ein reeller Vertreter von(P diese Begriffsbildung hat nur in
affinen RBumen einen Sinn.

DEF.7.5C: Eine Quadrik in W(ﬁ((})), welche durch die komplexe .
projektive Fortsetzung einer in T(# (R)) elliptischen
Polaritit bestimmt ist, heiBt nullteilige Quadrik in T (%) ). Jedes
Ellipsoid in T(M (R))\T,, dessen Antipolaritét die gegebene ,
elliptische Polaritdt in T () (R)) ist, heiBt ein reeller Ver-
treter der nullteiligen Quadrik. ’

(b ) Die obigen Uberlesuncen lagssen sich auch auf ausgeartete
symmetrische Bilinearformen, also auf nicht regulére quadratische
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Varietiten I" anwenden. Wird ™ < T(4#2(R)) durch 6 beschrieben, so
beschreibt & eine quadratische Varietdt "< T(fH(R)), und mit
XeT ist auch X, ein Punkt der Varietat:

FC =(R+0i)Cel =0=(t+4i,t+9i)F =(¢,2)6 (4,4 )6 +2(x,19)61 =

= (242 )0 =(%),%) )6 =0A %, 4)6=0; (§C)o |, =(% ~49i)C = (x-9iK ~4i)F = |

(640 )6 =(% ,49)5 =2(#,%)61=0 =(5C)e, ¢ P .

o
Der Spitzen_raum von ’ﬁ ist die komplexe Fortsetzung Tg des Spitzen-
roumes Ts von [ .

Jew.: liach 7.3,Bem.c existiert eine Basis (™, ,...ﬁn} ¢ N(R) so,
‘daB die guadratische Formed, = (%,4)e in der Normalform

wo= Afx’ 5+k (y ) +...+Ak(x“) mit O¢ kX<n A')\j:-'] dargestellt w1rd,
nach 5.6 wird der Spitzenraum Ty von [0 dur M ieoe=x"=0 b
schrieben, d.h., Tp= T(H(m,...m)) Auch 1n1f) (6) ist {w.,,...,w,,}
e:.ne Basis, und da & und & fiir die reellen Vektoren M,,..., 4,

asselbe leisten, gilt
U;‘ (2t ym,24)F =242 (v, )6 = Afz® )1"’-\ (ZﬂlT --*’7\&,(2")7.
Der Gpitzerreum dieser Varietdt ist aber Z = ,..sz =0, also TTs .

(¢ ) Beispiel *"ur dim T )=3%: ¢
(x° )2+(y )2+(Y ) =0 beschreibt in T (‘H)) die quadratlsche Va.rletatr'37
nit der Spitze (0,0,0,1)R und [i® wird durch (z°) +(z,])2~1~(z2)2
beschrieben; dies ist nach 5.6 ein quadratischer Kegel in T a0
mit der Spitze (0,0,0,1)C (ein solcher Kegel 'Y heifit gelegentllch
"nullteilig"). Speziell in der Ebene I (xj—o) bzw, & (z =0) be-
stimmen €ie quadratischen TFormen eine elliptische Polaritdt X bzw,
eine hyperbolische Polaritit X s 21 der ein nullteiliger Kegel-
schnitt X gehdrt. Also gilt: Jeder ebene Schnitt eines nullteiligen
Kegels mit einer Ebene nicht durch die Spitze ist ein nullteiliger
Xepelschnitt (bei geeigneter Basiswahl ist ndmlich stets die hier
verwendete Darstellung zu erreichen).

Ungekehrt erkennt man: Die Projektion eines nullteiligen Kegel-
schnitts in einer %, ~Fixebene % aus einem reellen Punkt, der nicht
in¥ liegt, ist ein nullteiliger Kegel.

( d) Jede Quadrik eines dreidimensionalen komplexen projektiven
Raumes 'ﬂ'(f’)J) ist ringartig, da € quadratisch abgeschlossen ist;
insbesorndere ist jede Quadrik 5 ringartig, die durch komplexe
Fortsetzunsg einer Polaritdt A zu einer projcktiven Polaritit
entsteht.Bestimmt A eire ovale Quadrik ¢c T W®R)), so existieren
auf der durch X bestimmben ringartigen Quadrik ¥ < (4 (C))

keine ®( ~fixen Erzeusenden, denn die lMenge ihrer rcellen Punkte
vire eine Irzeusende vor ¢ . Ist @ eine Lrzeugende von ¥ durch
den reellen Punkt X=Xae¢he§5, s0 igt 'é'mth(ek'é') die zweite Erzeugende
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durch X, und umngekehrt treffen einander zwei niederimagindre Er-
zeugenden von Q in einem reellen Punkt von ‘7/.

Aus diesem Grunde kann es auf einer nullteiligen Quadrik 5

(A elliptisch) keine niederimaginiren und erst recht keine o -
fixen Erzeugenden geben. Eine Erzeugende € und ihre =, -zuge-
ordnete Erzeugende einer nullteiligen Quadrik c}j gind stets hoch~
imaginir und gehOren daher zur selben Erzeugendenschar auf 5.

{e) An einem Beispiel wird gezeigt, wie man unter Beniitzung von
T {4 ) Aussagen iiber T (#)) gewinneén kann.

In der reelleéen projektiven Ebene gilt}: Ist A2 eine elliptische
Polaritét und A(#A?) eine weitere Polaritdt, so existiert
mindestens ein gemeinsames Poldreileck.

- Bew. : Auf Grund des ersten Hauptsatzes genligt es, den Beweis in
T @) mit dim T(4#))=2 zu fithren. Wir setzen Ahzw. )\ zu Abaw. A°
in T(4¥ ) fort, und X bzw.A™ bestimmen zwei verschiedene Kegel-
schnitte k bzw.k* . Da € (im Gegensatz zu R) kubisch abgeschlossen
ist, gehSren k bzw.k* nach Dgf.5.9zu genau_einem Kegelschnittbiischel.
Ist Xeknk™ so gilt X, ¢ ko, n k%0, =k n k*, und nit jeder
gemeinsamen Tapgente t_von k_und k% ist auch t %, eine ge-
meinsame Tangente von k und k. Gemeinsame Punkte und gemeinsame
Dinienelemente von k und k¥® treten nur in =%, -zugeordineten
Paaren auf; dabei sind die FElemente solcher Paare stets verschieden,
denn K ist nullteilig upd enthiilt daher keine reellen Punkte.

Die Kegelschnitte k® und k knnen somit nur einem Biischel 4. oder
3.Art angehdren, denn nur fir diese beiden Arten ist die Anzahl
gemeinsamepr Punkte und die Anzahl gemeinsamer_Linjenelemente gerade.
Bestimmen k* und k ein Biischel 1.Art, so ist k%n k= (5,52, ,TsTa b
wobel diese vier Punkte ein Viereck bilden; das viagonal-
dreieck dieses Vierecks ist nach Satz 2.5a das einzige gemeinsame
Poldreieck von A* und A , Fiir die Punkte des Diagonaldreiecks
gilt wegen =i, =Lt:

D, :=(5 VSQQ“) ATV Toe,) =D4 2y, =(S?€L,‘VSg lal gT?tQ\,h V T)=Dy,

- Dy 1=(8VT)n(Se, VT, )=*Dz3,=(8®., VTR, )N SVT%:DL .

D3 :=(S va\,h )f\ S%L,\VT)—’—“) D}?Q\.\-‘«‘(S&QL:/T) 2] (S VTML)‘ =D3;

D,,D2,D3 _sind also reell und D.,D;,D3 ist ein gemeinsames

(reellgs) Poldreieck von A und A%,

Falls k* und k ein Blischel 3.Art bestimmen, besitzen sie die
emeinsapmen Linienelemente (8,s) und (S, s=!).Nach 3atz 5.2c¢ haben
* und k gemeinsame Poldreiecke, wobel eine Ecke stets der Punkt

Dat=flsn Ry, (=* Da reell) ist und eine Ecke D, beliebig aus

RV s MS,52,, 3 gewdhlt werden darf; Ds ist der eindeutig bestimate

Punkt mit H(Dz,D3;5,5 2y,). Die Gerade 5.5 ist #,~fix,und daher

bildet die Menge ihrer reellen Punkte nach Folg.4,Anw.a eine Gerade i

von (40 ). Wahlt man D,efx, d.h. reell, so ist der Pumkt D, nach

Folg.l, Anwe. b ebenfalls reell. A und 3= haben dsher unendlich

viele (reelle) gemeinsame Poldreiecke. @
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SATZ 7.3: Ein Unterraum der komplexen Fortsetzung “(1?)) des
projektiven Raumes T(4)) iiber dem reellen Rechtsvektor- -
raum 4) ist genau dann komplexe Fortsebtzung eines Unterraumes von
T (), wenn er Fixunterraum beziiglich jener involutorischen,
nicht projektiven Kollineation ®,, von T(40) ist, welche alle
Punkte von T(4)) festléBt. Jede iiber T (4) ) elliptische Polaritét
188t sich zum DPolarsystem einer mullteiligen Quadrik komplex
fortsetzen. Jede Quadrik ¢ von T(‘;b ), welche zu einer projektiven
Polaritét A gehdrt, die durch komplexe Fortsetzung einer Polaritét
A von T()) entstand, ist %, -automorph. Die komplexe Fortsetzung
einer ovalen Quadrik eines dreidimensionalen reellen projektiven
Raumes T (4) ) trégt niederimaginire Erzeugenden,wihrend alle
Erzeugenden einer nmullteiligen Quadrik hochimagindr sind. Eine
elliptische Polaritét einer reellen projektiven Ebene hat mit Jeder
weiteren Polaritét dieser Ebene mindestens ein Poldreieck ge-
meinsam,

Ze4.Endlichdimensionale reelle affine Réume mit Orthogonalltats-
struktur

Zwischenbemerkung:

Ist 4) ein Rechtsvektorraum und ¢: 12 x4) — K eine hermitesche
Sesquilinearform zum involutorischen Korperantiautomorphismus
8f:K —~K, so heiBt das Paar (#),6) ein "metrischer Vektorraum".
Fin Vektor x heiBt "orthogonsl" zu einem Vektor 4) (e L4 ), wemn
(%)6 =0 gilt; ein Unterraum Y.c4) heiBit "orthogonal" zu einem
Unterraum U[zé 1), wenn ()6 =0 Ve.eW aVe,ethl,gilt. Ein
Vektor xe)\{¢v] heift "isotrop" ("selbstorthogonal"), wenn
(e,%)6=0 gilt.

Ist speziell K=R und & eine positiv definite symmetrische Bilinear-
form, so heiBit (¥,6) ein "euklidischer Vekbtorraum". Ist speziell
E=C und 6 eine positiv definite hermitesche Sesquilipearform zum
involutorischen Kérperautomorphismus 2f=f, so heiBt (4?,6)

ein "unitﬁrer Vektorraum”. :

Bemerkungen: (a) In ;jedem metrischen Vektorraum ist die Orthogonall-
tdat von Vektoren eine symmetrischa Relation wegen »
(ey)e’t = (52 )e o
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(b) K=R: Eine symmetrische Bilinearform heiBt positiv
definit, wenn {(x,e)F >0 Y« ¢ MH\{o} gilt. :
E=C: Eine hermitesche Sesquilinearform heiBt positiv definit, we
(t,%X>0 Y etn{o} gilt; dies ist sinnvoll, denn (%,¢)6 ist fiir
alle «¢{) eine reelle Zahl wegen (e,c)o f= (2,%e) 6. :

C (¢) Wir schreiben i.f. fiir einen euklidischen bzw.
unitéren Vektorraum 4)e bzw. )y, nennen ¢ ein "inneres Produkt"
in ¥ bzw. 1, und benilitzen i.f. die Abkiirzungen

(ey19)0 = g, (e, ) B =2 2" (20).

Definiert man in Webzw. 4, den Betrag (die Linge) eines Vektors
durch |t¢|:=ﬁf (mit l¢l=0¢= 2=0), so gelten &le Dreiecksunglei~.
chung

: e+l & el + |4l
und die Schwarzsche Ungleichung

leagl e e lingl.
Man kann in jedem )¢ bzw. ¥, einen Winkelbegriff einfiilhren durch
. .
cos oi= T‘C:I—I%}T fir e, le 0\{el,

und wegen der Schwarzsg¢hen Ungleichung gilt stets |cos xl<1.

Im besonderen gilt = Z&cos« =0¢2 24} = 065 ¢ Ly flr %,4|+0.
InWeist cosx eine reelle Zahl, und wir diirfen « einschrédnken
auf das abgeschlossene Intervall [ O,x); in ¥, ist cos « eine
komplexe Zahl nicht auBerhalb des Einheitskreises der GauBschen
Zahlenebene.

Wegen De-4gi*=lel®+iglt = 21ellylcos « gilt mit cosa=0 in ¥Je und 4Dy
der Pythagor8igche Lehrsatz.

: (d) Eine Basis {#4,...,%n{ eines 9 dzw.4, heiBt
"orthonorniert", wenn ;M. =dj gilt. Wie man in LA mit Hilfe des
Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahrens zeigt, existieren stets
orthonormierte Basen. Beziiglich einer orthonormierten Basis in g
bzw. Yy besitzt & die Koordinatendarstellung

Cerde= £ iyt baw. (r,0)6- £xiy i,

. (e) Der euklidische Vektorraum Wi (R) kann nach 7.3
in den komplexen Vektorraum 4)(C) eingebettet werden, und zum -
inneren Produkt (%,n)f existiert genau eine komplexe Fortsetzung &
und genau eine hermitesche Fortsetzung G, . Mit ¢ ist auch G,
positiv definit und daber ist (W (C)6,) ein unitirer Vektorraum;
er heiBt die "unitdre Fortsetzung von 4)". In (N(C),6.) gibt es
wegen (¥,%2)> 0 Y% ¢D\{¢} keine isotropen Vektoren. Der metrische
“Vektorraum (0,F) heiBtidie "komplexe Fortsetzung von #f'. Im
Gegensatz zur unitédren Fortsetzung existéeren,in {(17,8) igotrope
Vektoren; wird ndmlich & durch ('g,g)b' =3 xiytmit x¥, ytleRr, .
koordinatenmiBig erfaBt, so hat ¢ dieselbe Darstellung mit x‘,y’IEC

und fiir t=(1,0...0,1) #o gilt (t,e)f = ‘Lj (x*)* =0,
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Die Orthogoralitét, der Winkel und der Abstand in AT bzw. AR kamn
elementar {iber ein inneres Produkt erklért werden. Dies legt
folgende Definition nahe.

DEF.7.4a: Ist ) ein euklidischer bzw. unitérer Vektorraum, so heiBt

der affine Raum A(#)) ein euklidischer bzw. unitérer
Raum {iber #). Sind «,1) zweil Punkte von A(W)), so heiBt |e~-4)|der
Abstand der beiden Punkte. Zwel Unterrdume U, bzw. U, von A(HD),
die Nebenklassen zu den Unterridumen Ul,, bzw. Ullvon sind, heiBen
genau dann orthogonal, wenn Ul orthogonal zu !, ist. Ist A ein
reeller bzw. komplexer affiner Raum, so heift A ein euklidischer
bzwe unitdrer Raum, wenn im Vektorraum %) der Translationen von &
e¢in inneres Produkt gegeben ist.

Wir untersuchen, was die Vorgabe eines inneren Produkts. im Vektor-
raum der Translationen geometrisch bedeuﬂ;ete Wir beschrinken uns
dabei auf den euklidischen Raum,

Folgerungen:

1) Bekanntlich ist ARY=AOMR)) =2 T (R @\ T(o @ 440% Sei in M0
ein irpneres Produkt .6 erkldrt. Jede Gerade in A ( ist eine
eindimensionale Nebenklasse i+ #R;« v 3 sle besitzt den Fernpunkt
(0,4)R. Fir die Fernhyperebe T, gllt Ro= ’{(O,m)!Rly(e 4(0\{0‘&3

Wir definieren in V. eine Sesquilinearform /A durch

((0,a), ( 06’))[5.=0L 4.
Man erkennt sofort, daB A eine symmetrische Bilinearform ist, die
wegen « 0t #0 fir a+o nicht ausgeartet ist.

Mir dim M2 beschreibt B eine projektive Polaritdt 2* in T.. Da das
innere Produkt positiv definit ist, gilt stets ((0,n), (0;:))B>0
Va e W\ {o}, d.h. in A? existiert kein selbstkonjugierter Punkt
und A* ist daher elliptisch. Die. durch das innere Produkt in W)
bestimmte elliptische projektive Polaritédt A® in T, heiBt "absolute
Polaritdt" Fir dim¥=2 ist T, eine Gerade und A beschreibt eine ellintie-
sche projektive Involution N auf der Ferngeraden; diese Involution
heiBt "absolute Involution" und wird i.f. meist als Sonderfall
einer absoluten Polaritét aufgefalBt.

Zwei Geraden sind genau denn orthogonal, wenn ihre Fernpunkte in e
zugeordnet sind. Die Vorgabe von A® bestimmt also eine "Ortho-
gonalitdtsstruktur” im reellen affinen Raum.




- 27 -

DEF,7.4b: Ein projektiv eingebetteter reeller affiner Raum be-

sitzt eine Orthogonalitétsstruktur, wenn in seiner
Fernhyperebene eine elliptische Polaritdt A“{eine projektive ellipti-
sché Involution) als absolut ausgezeichnet ist. Geraden heilBen
orthogonal , wenn ihre Fernpunkte beziiglich A® konjugiert sind.

Durch Vorgabe einer absoluten Polaritdt A° in T, wird umgekehrt
im Vektorraum #) bis suf einen Faktor ein inneres Produkt be-
stimmt, das die durch A% festgelegte Orthogonalitédt beschreibt.

Bew.,: A% wird durch eine symmetrische nicht ausgeartete Bilinear-
form & beschrieben , und wir definieren nun umgekehrt ein inneres
Produkt in #’ durch

b 1=((0,00,(0,6))6 Y o,b] e #0\ {o].
Nach 5.3 beschreiben alle zu ¢ proportionalen Bilinearformen-
ebenfalls A %, und daher ist mit ¢ auch «.f nur bis auf einen
Faktor (#0) bestimmb. ’

Bemerkungen: (a) Die Orthogonalitit von Geraden und damit ven
Unterréumen ist nach Definition translationsinvariant.

(b) Zu T(R® #) )= THU) existiert eine komplexe
Fortgetzung T (4 ) und W, ist dabei eine e, ~fixe Hyperebene.
Nach 7.3 existiert zu A% : Tw — T* @genau eine komplexe Fort-
setzung X* und A* ist eine hyperbolische projektive Polaritét .
in F.. Da A elliptisch ist, ist die durch A* begtimmbe fuadrik ¢°
mllteilig und natiirlich %, ~automorph. Die in Twliegende
Quadrik ¢* heiBt "absolute Quadrik"; filir dim¥=2 bestent L%aus den
konjugiert imagindren Fixpunkten I,,[, =2y, der ins Zomplexe
fortgesetzten absoluten elliptischen Involution A%, firdim T=3
ist ¢* ein nullteiliger Kegelschnitt in TW..
Unter einer igobtropen Geraden versteht man die eindimensionale
Nebenklasse eines isotropen Vektors. Eine Gerade ist somit genau
dann isotrop, wenn ihr Fernpunkt auf ¢ liegt.
Verbindet man _einen eigentlichen reellen Punkt P mit allen
Punkten wvon 9% so erhdlt man fir dimT23 nach 5.6 und 7.3 einen
nullteiligen Kegel [, , den "isotropen Kegel des Punktes P"; fiir
dim T =2 erhdlt man die konjugiert imagindren Geraden Pi,Fl,.

(c) Die hermitesche Portsetzung N von 4 beschreibt
eine nicht projektive Polaritat in- Tw 4 welche die Orthogonalitédts—
struktur des unitdren Raumes bestimmbt. Diese kann hier nicht
weiter verfolgt werden, da wir {iber nicht projektive Polaritédten
keine Aussagen gemacht haben.
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2) Wir versuchen unter Beniitzung der absoluten Polaritét eine
Winkelmessung einzufithren. Die Winkelmessung im Vektorraum #/
bestimmt eine Winkelmessung zwischen Halbgeraden in A(#)). Sind .
ndmlich ¢.+0x mit x>0 und b+ &y mit y»>0 zwei Halbgeraden, so

ist durch 7.7 der Winkel « der Halbgeraden mit O ¢ x ¢ x feste
gelegt; geht man namlich durch «.-ux mit x>0 zur anderen Halb-
geraden des einen Schenkels {iber, so geht cosa in -cos« und
daher « in x-eo {iber. Beide Halbgeraden besitzen denselben Fern-
punkt (0,w)R und daher kann eine Winkelmessung mit Hilfe von 2% nur
lcos « | liefern, also einen Winkelbegriff fiir "ungerichtete Geraden",
wobei 0.B.d.A. 0¢ « < %) gilt. Da X* das innere Produkt bis '
auf einem Faktor (+0) bestimmt und dieser bei | cos «| heraus-
f811t, muB eine Winkeldefinition mit Hilfe von 2* mdglich sein.

Seien a und b zwei verschiedene (eigentliche Geraden).

Fall 4: & (a,b)=0¢ a | b. :

Fall 2: 4 (a,b):=" & alvb. , )

Beide Definitionen stehen in Ubereinstimmung mit der Winkelmessung
mit Hilfe des inneren Produktes. :

Fall 3: Sind a,b nicht parallel und nicht normal,so sind die
Fernpunkte A, und B, von a und b verschieden urd in A% nicht
konjugiert. Die absolute Projektivitit 2* bestimmt auf A, B,

eine elliptische projektive Involutiorn konjugierter Punkte. Ist
At bzw. Bl der Fernpunkt der zur Richtung A, bzw. B, orthogonalen
Richtung euf A, B, , s0 sind nach den Voraussetzungen AQ,A‘{],BK
und B vier paarweise verschiedene kollineare Punkte. )
DV(A.,AL,B, ,Bi)=:J ist nach Def.7.1a negativ, da die durch A%

~ bestimmte projektive Involution konjugierter Punkte auf A (B,
elliptisch ist und daher A Ad / BBS gilt.

Aus A, =(0, )R und B, =(0,6)R kann men AL =(0,6)R und Bf =(0,8+ )R
berechnen; einerseits gilt wegen der kollinearen Lage (0, ud=
=(0,0)a+(0,6)b mit a,bleR und andererseits gilt a. o™ =0, da A,
und Ay in % konjugiert sind, also O= « (wa+b b)= d.xa+w.bb = aib=
=—ak :o.00; fiir die homogenen Reihenkoordinaten von B, findet

man analog (b.b:i=a.b). Da A, bzw. B, die homogenen Reihenkoordinaten
(1:0) bzw. (0:1) besitzt, gilt

“4 0O ‘ b b6 . .

0 11 .l -atl _ (@ .6)-(a.0)(b.6) L _ 1 x_tgzx —

“ab O A b a.6 ) e
’ma 1 IO -6 (a.6) ce

tg « = ! ~DV(A_,AZ,B.,Bo) fiir A, B, A A #By .

g=




Diese Formel kann im Fall 3 als Winkeldefinition benlitzt werden,
wenn eine absolute elliptische Polaritdt A° gegeben ist, wobei
O<eo < ™2 gilt,

Bemerkungen: (a)vDie durch die obige Formel definierte Winkel= '
messung ist symmetrisch, d.h. & (a,b)= %(b,a) wegen DV(A ,AL,B ,BL)=
=DV(B,,BHA AL ).

u

(b) In der komplexen Fortsetzung T(% ) ist noch
eine andere Definition des Winkels mdglich. Die #..,-fixe Gerade
A, By hat mit ¢° ein Paar konjugiert imaginérer Punkte 1,, T,= T,%
gemeinsam, = . - -
Dabei gilt fir 11 =(0,i)C einerseits (0,1)=(0,u)a+(0,&)b mit
a,ble ¢, und wegen_T, ¢ ¢° andererseits
({0,%),7(0,3)) B= 3.5 =0 = (u a+ bb).(ta+bb)=0 =
= (u.ada+ 2(x.)ab+ (6,6) bi=0 = a:bli, =g (b tViaer ™ (aoaXb6)).
(Da A. reell ist gilt A, ¢ d° | also aa*0; wegen der Ungleichung
von Schwarz ist der Ausdruck W unter der M;urzel negativ.)

(48

DV(T, T, Au.By )= B2, by . ~o&-Yw , _ (o -
< 1(): Z_ shes w) by Ay (ot ) —. b+ W
R 51 SRS BN Y S f - :
= V"’L“ .6 (oo )(¢-6) 4 = =COSX - COSQO(' -1 - -COS O <1 Sin X =
et € (ot —cosx + {cos“w +1 -cos « +1 sinoc
Youn Y. 6 * [CROI(RS] 1 . V
[ : _
- -§-:ta=321°° =

& '_;T log DV( T4, 12,4u,Bu).
Nach dieser "Formel von LAGUERRE" kann im arithmetischen affinen

Raum der Winkel in der komplexen Fortsetzung durch ein Doppel-
verhiltnis gemessen werden.

Diskussion: (I) Aus der Laguerreformel ist die Additivitdt der
Winkelmessung abzulesen: . . —
“"(gle,b)+%§b,9)= <7 1og DV(i,l2,A«, B+ 5rlog DVgNh,Lz,Bu,Cuﬁ

=grlog LDV(i,h,Au,Bu). DV(I,1,Bu,Cu)] = & log DV(T:,i,Au,C)= 4 (a,c)

(II) Mir die komplexe Zahl 2:=DV(I~« ,Nz A4.,B.) gilt z=re'¥ mit r= |zl
und y=arg z. weiters gilt nach 7.3, Folg,5,Bem.b dann |z | =1 und
wegen log z=log lzl +1i arg z und log 1=0 =

o<=%argDV('(4,Tz,Au,Bu).

Die Periode von arg z ist 2n und somit die Periode von « gleich n.
Die Laguerre~Formel miflt den Winkel zwischen ungerichteten Geraden,
Jjedoch ist die Winkelmessung nicht symmetrisch; es gilt vielmehr
#(a,b)==%(b,a) wegen DV(h,T:,A.,Bu)=DV(l,1,Bu,A) Alog 2z~ =

==l0g z. Es 1st also zweckmééiger BN zu fordern.

Da jedoch der mit Hilfe des inneren Produkts gemessene  Winkel

in 0¢wx ¢ & liegt und X nur einen Winkel mit Ot ¢ ¥a liefern
kann, hat nur die zu « = |4 log DV(ii,, A.,Bu)| gednderte
Winkeldefinition einen geometrischen Sinn.

(ITII) Im Sonderfall der affinen Ebene kann vermdge ihrer Orientier-
barkeit ein Winkeldrehsinn ausgezeichnet werden und man kann auf
die Betragstriche bei &er Laguerreformel verzichten; die Laguerre-
formel miBt dann also im Gegensatz zum inneren Produkt einen
Winkel in der orientierten Ebene (vgl.7.5).
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b
'

3) DEF.7.4¢c: In einem projektiv eingebetteten reellen affinen Raum T

pit Orthogonalitdtsstruktur und dim W 2> 3 heiBt ein
Fllipsoid eire Sphire (Kugel), wenn ihre Spurpolaritét in T, die
absolute Polarit#t ist. In einer projektiv eingebetteten reellen
affinen Ebene mit Orthogonalititsstruktur heift eine Ellipse ein
Kreis, wenn die projektive Involution konjugierter Punkte
auf der Ferngeraden die absolute Involution ist.

Bemerkungen{a) Wir werden i.f. die Kreise als spezielle Sphéren
" auffassen.

(b) Jeder Durchmesser schneidet die Sphére in zwel
zum Mittelpunkt symmetrischen Punkten; jeder Durchmesser eines
Fllipsoides ist mach 7.2,Folg.2, Bem.d eine Sehne und seine'beiden
Schnittpunkte mit dem Ellipsoid sind nach 6.3,Folg.2,Bem.c in der
Spiegelung am Mittelpunkt gekoppelt.

(c) In der komplexen Fortsetzung gehéq& zu einer =

Sphire ¢ die ringartige Quadrik ¢ . Wegen Xu=7"% gilt ¢ > &
in T(®). Ist in I,= T(De4)) eine absolute Polaritdt A™ gegeben,
so ist eine Quadrik ¢ in J()(R))_genau dann eine Sphire, wenn
ihre komplexe Fortsetzung © in T(#(C)) die Hyperebene T. nach

. der absoluten Quadrik ¢° schneidet. TFir n=2 ist eine Svha;e ein
Kegelschniwt k, fiir den & durch T, und T, geht, fhr~n=§ eine
Quadrik ¢, fiir die ¢ den nullteiligen Kegelschnitt ¢® in T, ent-
nélt. Man nennt aus diesem Grund #%={T,,T,} flir n=2 auch fa?so-
lute Kreispunkte" und ¢* fir n=3 auch "absoluten Kugelkreis”.

s

H (d) Die elementargeometrische Orthogonalitét in AR
kann durch Zerntralprojektion der Fernebene T, aus einem eigentli-
chen Auge O auf eine eigentliche Bildebene & konsbtruktiv erfalBt
werden. Dabei gilt: } :

Bei einer Perspektive geht die absolute Polaritdt A% in die Anti-
polaritét des Distanzkreises x tiiber. ‘ '

Bew.: Ist 5:R,—fxdie durch die Perspekbtive bestimmte perapektive
Eollineation, so ist A%°:=.§"* A°r* eine elliptische Polaritit
in o und in der affinen Ebene & daher nach 7.2,Folg.5,Bem.d die Anti-
polaritdt einer Ellipse k; da die Involution konjugierter Punkte
bezliglich A® und A%° auf der bei % festbleibenden Ferngeraden u
von 7 ibereinstimmen, ist k sogar ein Kreig, Der Mittelpunkt von k
ist u(2*°)*, also das ¢ ~Bild des Punktes u(A®)*, und da dexr
Sehstrahl durch diesen Pernpunkt zu % normal steht, ist der Mittel-
punkt von k der Haupbfpunkt der Perspektive. Auf jedem Durchmesser
von k existiert eine elliptische projektive Involution konju-
gierter Punkte beziiglich A°®, welche das Produkt der hyperbolischen
projektiven Involution konjugierter Punkte im Polarsystem 7. des
Kreises k¥ mit der Spiegelung am Hauptpunkt ist. In A*¢sind daher
stets Gegenpunkte von k zugeordnet, und da solche aus dem Auge
durch orthogonale Geraden projiziert werden, ist k der Distanz-
kreis der Perspektive.

|
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Der Distanzkreis ist somit ein reeller Vertreter des in # null-
teiligen Kegelschnittes &°°, desuen Fernpunkte auf u die bei
festbleibenden Schnittpunkte von $°% mit u sind, sodal ¢° ein
"nullteiliger Kreig" ist. Die durch einen nullteiligen Kreis be-
stimmte elllptlsche Polaritdt in PA bestimmt auf jedem Durch-
messer eine elliptische Involution, deren Laguerrevertreter L
in einem Schnittpunkt der Normalen zum Durchmesser durch den
Mittelpunkt mit dem reellen Vertreterkreis k >
liegt, da aus L zwel Gegenpunkte von k sowie
Mlttelpunkt und Fernpunkt durch rechte Winkel o=
proalzlert werden. Diese konstruktive Behandlung X
von 2A°° mit Hilfe eines "Rechtwinkelhakens"
wird in der Perspektive aus einem SeitenriB durch das Auge nit
L=0" gewonnen,

Eine Sphére ist eine"Orthogonaltrajektorie" ihres DurchmesserF
blindels, d,h. in jedem Endpunkt P eines Durchmessers 4 steht die
Tangentialhyperebene PA¢normal zum Durchmesser d.

Bew.: Wegen M,P,D. =4, nQd, kollinear,haben MA,=T, DA, und Phrg
eine Kogerade T gemeinsam, und zwar gilt E =Ten Dsodal Z

die dem Punkt D. in der Pernspurpolaritdt A% von ¢ zugeordnete
Kogerade ist =>PA¢T\Y; =7, ist absolut konjugiert zu D, = d LPis.

\ 4

Aus dieser Aussage ist flir AE (n=2) bzw. AR (n=3) zu entnehmen,
dafl die Sphéaren die elementargeometrischen Kreise bzw. Kugeln
sind.

4) DEF,7.4d: Ein Simplex {O,Pq,...Png in einem projektiv einge=-
, betteten reellen affinen Raum wit Orthogonalitédts-—
gtruktur heiBt ein kartesischer Simplex, wenn die Geraden OPj .
(j=1...n) paarweise orthogonsl sind und alle Punkte {Pa,...Pn}
auf einer Sphire mit dem Mittelpunkt O liegen. Ein affines
Koordinatensystem heillt ein kartegischeg Koordinatensystem, wenn
der zugehdrige Koordinatensimplex ein kartesischer Simplex ist.,

Bemerkungen: (a) Die Fernpunkte P :=lop n 0w der paarweise orthogo-
nalen Geraden OP; sind paarweise A ~k3n3ug1ert und niissen dsher
einen Polsimplex von A% in Tw bilden. Da nach 5.3 zu jeder
symmétrischen Bilinearform eine Normalform gehdrt,fir die der.
Koordinatensimplex ein Polsimplex ist, besitzt jede Polaritdt
Polsimplizes, und daher existieren n von 0 ausgehende,paarweise
orthogonale Goraden. Ist ¢ eine Sphire mit Mittelpunxt 0, so
schneidet diese wegen Folg.3, Bem.b alle Durchmesser in zwei
Punkten; wihlt man auf den Geraden OP jeweils einen davon als
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P;(§=1,...n), 50 ist {0, P,,...Pa} ein kartesischer Simplex.
Es existieren also kartesische Simplizes, wenn es Sph&ren gibt.

(b) Es soll die Gleichung der Sphire ¢ mit Mittel-
punkt 0=(1,0...0)R durch P; =(1,d],... 6] )R beziiglich des karte-
gischen Koordinatensystems '{O,f’”...Pﬁ‘x bestimmt werden. IThre
Gleichung als Mittelpupktquadrik zum Mittelpunkt (1,¢)R lautet
nach 6.5 Anw.b:(x°)*+ 2 a;, xix* =0. Da die Durchmesser OP; paar-
weise orthogonal sind,"bildeniP,,...P.}in T. einen Polsimplex
beziiglich A*; beniitzen wir diesen als Koordinaternsimplex in T, so
wird A* durch L,x"'y*+...+2A.X"y " beschrieben, wihrend fiir die )
Fernpolaritiét der obigen Mit}:elpunkt%uadrik gilt Y=(0,¥,...7)R—
= Jwo¥d =Y, 8180 YA, 0. x% =3 @ x*y =0 . Mit X= A folgt
mit einem Faktor ¢ #0 als Gleichung der Sphére )
(XD ¢ (A (x) +00 0+ Ax")Y=0, Fir sign ¢A4=..= sign ¢An=-1 ist ¢ _
ein Ellipsoid mit A® als Fernspurpolaritét, d.h. es gibt Sphéren.
Aus P ¢ ¢ folgt 1+gAj =0 (j=2,...n) und damit als Gleichu
von ¢ beziliglich des kartesischen Koordipatensystems {0,P,,..P,

: (xR +(x) . e (x™)E=0.

Damit wird in einem kartesischen Koordinatensystem die absolute
Polaritdt 2 durch ¥Y=(0,y"... ,g“)R e =Xy 4y e .. 4"y =0
beschrieben. In der komplexen Fortsetzung hat $™die Gleichung
x°=0,(X ") +eeet (x™)*=0,

Eine Sphire ist durch ihren Mittelpunkt M und einen Punkt P(+M)
eindeutig festgelegt. ‘

Bew.: Ist M o0.B.d.A. der Punkt (1,0,...0)R, so lautet die Gleichung
der Sphire ¢ nach 6.5, Anw.b: (x°)"+ g_‘a,'h x *y%=0. Beniitzen wir
kartesische Koordinaten, so hat nach Bem.b die absolute Polaritidt
die Koordinatendarstellung Y=(0,y" cee, YR — x°= x*y4. 0+ X" y"=0,
und ¢ ist dsher genau dann eine Sphire, wenn ihre Gleichung

() + AL(x ") #ue et (x™)? 1=0 Llautet; wegen ¢ +& ist A<O. Kennt

. man also von ¢ auBer dem Mittelpunkt M einen Punkt P=(p°,p*,... p" )R
mit Peﬁ und P+M,s0 gilt P#0 und (p'yeee, p#(0ye..,0), und mit
A==(p°)* [(p‘)zf. o+ (p")*17" ist ¢ eindeutig bestimmt. ®

5) Tridgt ein reeller affiner Raum eine Orthogonalititsstruktur, so
sind jene Affinitdten ausgezeichnet, die mit der Orthogonalit8t -
vertraglich sind.

DEP,7.4e: Eine Affinitédt eines reellen affinen Raumes mit
Orthogonalitdtsstruktur heiBft eine Ahnlichkeit, wenn
sie orthogonale Geraden in orthogonale Geraden iiberfiihrt.

Bemerkungen: (a) In einem projektiv einge‘betteten reellen affinen
Raum T=T\ T, existiert zur Affinitdt « genau eine fortsebzende
Kollineation «: ¥ — T . Die Affinitdt « filhrt genau dann
orthogonale Geraden in orthogonale Geraden iiber, wenn  A%-konju-
gierte Punkbe bei o |T, in N -konjugierte Punkte ubergelien, d.h, wenn
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ol = Mo o 1Ty )% gilte

(b) In der komplexen Fortsetzung bedeutet dies: = ei-
ne dhnlichkeites Po(&|T,)= o=,

(c) Wegen Bem.a ist jede Ahnlichkeit sphirentreu.,

. (d) Rihrt eine Affinitdt & eine Sphire ¢ in eine
Sphire ¢' iiber, so ist sie eine Ahnlichkeit, da bei jeder pro-
Jjektiven Kollineation konjugierte Punkte einer Quadrik in konju-
gierte Punkte der Bildquadrik iibergehen (vgl. 4.6,Folg.6).

. (e) Da A" auch die Winkelmessung bestimmt und nach
Bem. 2 mit der Fortsetzung einer Ahnlichkeit vertrdglich ist, ist
jede Ahnlichkeit winkeltreu.

. () Fiir jede Translation und jede zentrische Streckung
gilt #|Tw={ und dsher ist nach Bem.a jede Translation und
jede zentrische Streckung eine Ahnlichkeit,

. (g) Ist Gx eine Spiegelung an einer Hyperebene T. ,
s0 wird 6x durch eine harmonische Homologie 6. mit eigentlicher
Achse T, und dem Fernzentrum Z fortgesetzt. Aus Z6«|T.) =2 folgt
mit Bem.a dann Z(6uITW)oX*=Z2A% =Z A% ( 6, | Tw J)* =2 die Kogerade
ZXx* in T, bleibt unter 6«|T. als Ganzes fest. Da A elliptisch
ist, geht 22> nicht durch Z; die einzige Kogerade in T, nicht
durch Z, die bel o, IT,, festbleibt, ist aber Tun Ty = ZA% = T, nTx,
d.h, das Zentrum Z bestimmt die zur Achse T« orthogonale Richtung.
Ungekehrt sind dadurch die &hnlichen Spiegelungen an Hyperebenen
auch gekennzeichnet, denn mit Z2*= Ty, n Tx ist G« llw eine
harmonische automorphe Homologie in T, , bel der das Zentrum 2
und die Achse ZA* in \* Pol und Polarhyperebene (in T. ) sind;
nach 5.5, Folg.6 kommutieren dann 6x}WTs und A®, Eine -
Spiegelung an einer Hyperebene T. heiBt "orthogonale Symmetrie
an T.", wenn Tu zu den Kollineationsstrahlen orthogonal ist. Die
ghnlichen Spiegelungen an Hyperebenen sind somit genau die :
orthogonalen Symmetrien an Hyperebenen.

 (h) Seien a und b zwei verschiedene einander schnei-
dende Geraden durch den eigentlichen Purkt O mit den Fernpunkbten
Ay und Bu. Zwei Geraden w, und w, mit den Fernpunkten
Wio und W, heiBen "Winkelsymmetralen von a und b",
wenn gilt: -
'13 W,, Wi, &,b komplanar und kopunktal;
2) Wi'=w,), d.h. die Fernpunkte W., und Wj,
gind in 2> konjugiert;
3) H(wm., w’-w; A\MBU.)- . .
Nach 7.2, Folg.2, Anw.f existiert genau ein solches Geradenpaar,
denn A*bestimat auf A« Bw eine elliptische projektive Involution
konjugierter Punkte. Der Name Winkelsymmetralen fiir diese beiden
Geraden ist sinnvoll: Die Kogerade W,, A geht durch W,. und
Tu:=0 VWi A* ist eine Hyperebene in T . Die harmonische Homologie
mit dem Zentrum W,, und der Achse T, leistet a—b, w, — w,,
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W, W, , 18t wegen Wo. A% = WTun Tu eine orthogonale Symmetrie
uprd daher als Ahnlichkeit nach Bem. e winkeltreu = <& (a,w, )=
=4 (0,w) A (2w, )= g (b,wa).

Sind {0,P;,...P.} und {0',P!,...P!} zwei kartesische Simplizes,
so existiert genau eine Ahnlichkeit &x mit O& =0' A Py & =Pj
TP §51,0..0.

Bew.: Da AGL(T(R)) auf der Menge der Simplizes scharf transitiv
operiers, ist zu zeigen, dafl die durch die beiden Simplizes
eindeutig bestimmte Affinit#t o eine Ahnlichkeit ist. Es muB8

also gelten: Fiihrt eine Affinitdt einen kartesischen Simplex in
einen kartesischen Simplex iiber, so ist sie eine Ahnlichkeit.

Dieé Affipitit & wird unter Benilitzrung der beiden kartesischen
‘Kooréinatensysteme dqrcb.'€=fg+1— mit g€ GLA(R)) beschriebeny
wegen 0« =0' gilt v =~ o =2 ¢+ =¢ und wegen P .&=P! gilt n;=(d],...8)
=i =(], 0.8 = g=L, also #'=« . Die Sphire ¢ um O durch die Punkte
Pd mit der Gleichung »(X°)2+(x1)2+°.0+(xn)2=0 wird durch die
durch « bestimmie Kollineation w auf die Quadrik ¢' mit dar
Gleichung »(20')2+(x1')2+qao+(xn')2=0 abgebildet, welche wegen
Folg.4,Bemsb cbenfalls eine Sphire ist. Da & die Sphire § in die
Sphire &' Uberfilhrt, ist & nach Bem.d cine Ahnlichkeit. @

- Bemerkungen: (a) Die Zusammensctzung sweier Ahnlichlkeiten ist

eine Ahnlichkeit und ehenso ist die Inverse einer Ahnlichkeit eine
Annlichkeit (vgl.Def.7.4e), Alle Ehnlichkeiten bilden die
Ahrlichkeitsgruppe AGO(A(R)).

{v) Eine Ahnlichkeit heiB% gleich- bzw. gegensinnig,

wenn sie als AffinitHt gleich- bzw, gegensinnig igt, Alle gleich-
sinnigen Abnlichkeiten bilden die Gruppe AGO(AIR)), dagegen bilden

die gegensinnigen Ahnlichkeiten keine Gruppe.

(¢) Die Gruppe. AGO(A(R)) operiert scharf transitiv
auf der Menge der kertesischen Simplizes, Die lMenge der kartesi-
schen Simplizes zerf#llt debel in zwei Orientierungsklassen
(vgl. Def.7.2,Berm.b).

SATZ 7.4: Ein reeller affiner Rauvm besitzt eine Orthogonalitits«~
struktur, wenn er isomorph zu einem projektiv eigge—
betteten reellen affinen Raum ist, in dessen Ferrhyperebene eine
elliptische Polaritht (eine elliptische projektive Involution)
als absolut auggezeichnet ist; Durch die Orthogonalitdtsstruktur
wird ein Winkel zwischen ungerichteten Geraden festgslegt, der
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unabhiingig von der Reihenfolge der Winkelschenkel ist und im
Vektorraum der Translationen bis auf einen Faktor ein inneres
Produkt bestimmt. Jede Sphire ist durch Mittelpunkt und einen Punkt
eindeutig bestimmt und Orthogonaltrajektorie ihres Durchmesser—
biindels. Alle Khnlichkeiten bilden die Ahnlichkeitsgruppe, welche
auf der Menge der kartesischen Simplizes scharf transitiv operiert.

7.5, Die reelle affine FEbene mit. Orthogonalitdtsstruktur

Folgerungen:

1) Ist 8 ein Punkt von A(R) ® x(R)\ u , so ist die Abbildung

9 :qs——qs, welche jeder Geraden x €%s die Gerade Xg€<%5 mit

x¢lx zuordnet, eine elliptische projektive Involution, nimlich

die Projektion der absoluten Involution A® aus S. Diese Involution

¢ heiBt die "Rechtwinkelinvolution" um S. -

Anwendungen:

(a) In T(C) gilt fiir eine projektive Involution A (s —= (Js dann
=g = (5T =815 (§=1,2).

(b) Die projektive Involution konjugierter Durchmesser eines
Ereises ist nach Def.7.4c die Rechtwinkelinvolution; daher vertrigt
jeder Krels die  orthogonale Symmetrie an jedem Durchmegser.

Jeder Winkel, dessen Scheitel S auf dem Kreis liegt und dessen
Sechenkel durch die Endpunkte eines Durchmessers gehen, istv ein
"rechter Winkel (Satz von THALES); ist umgekehrt der Scheitel eines
rechten Winkels ein Punkt eines Kreises, so liegen die Restschrnitt-
punkte der Winkelschenkel mit dem Kreis auf einem Durchmesser.

Bew.: In %(C) geht k durch die absolubten Kreispunkte fy-und 1, .
Die Durchmesserendpunkte A,B gind in Jener S
projektiven Involution fH:k -~k zugeordnet,
die den Mittelpunkt 1M als Involubionszgntrum
und daher die absoluten Punikte |, und 1, als
Fiypunkte hat; nach 1.10. gilt dann
H€l4,iz 1A4,B) &=

H Sl4,S:L,uA SB) <=» SA | SB.

Bemerkung: Ubertrégt man die Rechtwinkelinvolution ¢ in {fs auf einen
Stednerkreis k durch 8,80 ist das Involutionszentrum Ig der INittel-
punkt von k.
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(e) Ist B:()s — (s eine beliebige von g verschiedene projektive
Involubion, so existiert nach 7.2,Folg.2,Anw.f genau ein in A und ¢
gemeinsam zugeordnetes Geradenpaar, also zwei in # zugeordnete
normale Geraden ("Normalgeradenpaar von f"). '

Bemerkungen: (a) Dieses Geradenpaar wird nach Ubergang zu einem
Steinerkreis k mit Mittelpunkt M=I¢ durch die Gerade I, I, aus k
ausgeschnitten.

(b) Existieren in einer prdjektiven Involution B zwei
Normalgeradenpaare, so ist A die Rechtwinkelinvolution g.

(d) DEF,: Jeder Durchmesser eines Mittelpunktkegelschnitts k,der

zu seinem konjugierten Durchuesser orthogonal ist, heildt
eine "Achse von k" und jedsr Punkt von k auf einer Achse ein
"Scheitel von k", Ein durch zwel orthogonale Achsen bestimmtes
Poldreieck von k heifBt “"Hauptpoldreieck".

Bin Mittelpunktkegelschnitt gestattet die orthogonale Symmstrie

an jeder Achse. Jeder Durchmesser eines Kreises ist eine Achse; ein

[0]

von einem Kreis verschiedener Mittelpunktkegelschnitt besitztv genau
zwei Achsen.Ist & die orthogonale Symmetrie an einer Achse einer
Byperbel k, so fihrt diese die Asymptoten notwendig ineinander {ber
vnd daher sind die Achsen nach 7.4,Fclg.5,Bem.h die Winkelsymmetra~
‘len der Asymptoten.

{e) Jo zwei orthogonale Durchmesser cines Krelses k bestimmen ein
Hauptpoldreieck. Ist k ein Mittelpunktkegelschnitt verschieden ven
einem Kreis mit den Achsen 8, und a, , 80 ist {I@ 840Uy aaau}

dss einzige Hauptpoldriieck. Fir einpe Eyperbel ismt M elin AuBenpunkt,
flir eine Ellipse ist M ein Innenpunkt.

Aus dem Hauptpoldreieck kann ein kartesisches Kcovdinatensystem
zebildet werden,wobel die Ferungerade u die Gleichung x°%=0 hat,

dann laubet nach 5.6 die Gleichung des Kegelschnitts

A (x°)2+ A (x )2 + l,_(xe)2~0 mit AsN4As #0.

Dawit M=(1,0,0)R Innenpunkt bzw. LuvBenpunkt ist, muf sign 24 =
=gign A, bzw. sign A signA, gelten, damit kein Kreis vorliegt,muB
As#2A2 nach 7.4,Folg.t gelten. Beachtet men noch, daB k+# gilt, so
folgt nach Ubergang zu inhomogenen Koordinsten als Gleichung fir
eine ' '

EL1iDS€ oeeo /\4;«1 € A2x2 <1 (A} w A%, falls k kein Kreis ist)
Hyperbel.sss AZx3 —f\szf - 1.
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Eine Ellipse bzw. Hyperbel hat somit vier bzw. zwed Scheitel.

Es folgt: In AE sind die hier definierten  Ellipsen und Hyperbeln
genau die elementargeometrischen KEllipsen und - Hyperbeln.

(f£) DEF,: Bin Durchmesser einer Parabel k, der normal zur Tangente
in seinem eigentlichen Schnittpunkt A mit k ist, heiBt
"Achse von k" und A "Scheitel von k".

Ist U der Fernpunkt der Parabel k, so ist die Achse a von k durch
ihren Fernpunkt UA® eindeutig bestimmt. U=0,L00R x30
. Wir wdhlen U=(0,1,0)R, UA*=(0,0,1)R,
4=(1,0,0)R; dann ist x°=0 bazw. x1=0"
die Tangente in U bzw. A; ferner sei .
{(1,1,1)R ein Punkt von k. Aus U,UaA (WHIIR AL00IR
kann ein kartesisches Koordinatensystem '
gebildet werden; die Gleichung der Parabel lautet (x ~x°x1=0,
und nach Ubergang zu inhomogeneﬁ Koordinaten gilt fiir eine
.Parabel....xq—(xa)2 = Q.

UA=(Q0,R

2)2

Es folgt: In AE sind die hier definierten Parabeln genau die
elementargeometrischen Parabeln.

Bemerkung: Je zwei Parabeln sind #dhnlich, denn die Normalform
in einem geeigneten kartesischen Koordinatensystem weist keine
individuelle Konstante auf.

(g) Ist A:fx —x eine elliptische projektive Involution mit dem
Zentralpunkt M (515), dann gibt es auf einer Normalen zu x Qurch

M zwei beziiglich x symmetrische Punkte I,und L'y, so, daB A aus L,
und L', durch die Rechtwinkelinvolution projiziert wird (L, und L
heiBen die "Laguerrevertreter von A").

Bew.: In ¥ hap A zwei #. -zugeordnete Fixpunkte F, und F, =F, o,
mit H(1,U;F,,F,); diese Fixpunkte miissen
nach Anw.a aus Lp notwendig durch
isotrope Geraden projiziert werden =»

Ly =E5 F‘%'%‘*E‘ E ==>reellg A '
Ly =T F,). (0, F, =»>reell).

Die orthogonale Symmetrie 6x an x muB als
Ahnlichkeit in der komplexen Fort-
setzung das Paar (7,1,) als Ganzes fest~
lassen, und da auBerhalb der Achse x
nicht zwei Fixpunkte existieren kdnnen,
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werden bei 5, die Punkte Tund T vertauscht = Lp 6% =Lp=Tskp L x.
Der Schnittpunkt von L,L, mit x ist notwendig der Zentralpunkt I,
da dieser Schnitipunkt nach der Inzidenztabelle zum Fernpunkt U
von x beziiglich F, und ¥, harmonisch liegt.

(h) DEF.: Ist k ein Kegelschnitt in einer reellen projektiv einge-

betteten affinen Fbene A(R) mit Orthogonalitétsstruktur,
s0 heiBt ein Punkt F ¢ k ein Bremnpunkt von k, wenn die projektive
Involution beziiglich k konjugierter Geraden um F die Rechtwinkele
involution ist.

Zur Bestimmung der Brennpunkte benlitzen wir die komplexe Fort-
setzung von A(R). Fach Anw. a gilt: T ist Brennpunkt < F ist
Schnittpunkt von konjugiert isgtropen Tangenten von k. Nach 7.3
gilt: Ist t eine Tanéente von k durch 4, so izt die konjugiert _
imagindre Gerade t a auch Tangente von &, und zwsr durch !1w‘ fao

Ist k ein Kreis, dann geht & durch T, und T,, und es gibt genau
zwel isotrope Tangenten an E; ihr reeller Schnitbtpunkt ist der
Mittelpunkt M von k = Per Mittelpunkt ist der einzige Brennpunkt
eines Kreises.

Ist k ein ﬁittelpunktkegelschnitt verschieden, -
von einem EKreiz, so ist % ein Kegelschnitt L
weder durch 7% noch durch ‘2’ durcE l1
gOhen zwel versch*cdene Tarngenten iq, 1
an X und 1 > und 14'Rl‘ sind die zwel
veluchwndenen Tanacnten ausg (q“t"’g

an E. Die Punkte E4.~11.1,13€L und

F2 —1,].11%L sind nach 7.2 reell, also
Bemmmmm,ﬁdmaﬂrq~%¢M%L

und ¥ ~‘4e€3,;4ﬂ~x kondug ert imaginire Pu

i
1 ellen Punkt
tragen. Des isotrope  Tangentenvierseit besitzt als Diagonsldrei-

igotropen Geraden. *ﬁ und 1! nach 7.2 mur gensu einen

seit das reelle Poldreizeit {F FQ, FE g¢}'¢~4fﬁag =M ig% der
ttelpunkt und "1F2 FEr s“nd konjugilerte Durchmesser. Da ferner

nach 1.10 gilt P(“u,MQ,I VW4)2$$ ?4P21.F1 =3 F 2 vnd B n T (R)

E}nd die Avhsen von k. Die harmonigche Wom@’og*e 6 leistet

%h‘»—uo- l,.u’.\_“:# F PR F2.

N o~

L1, 4 1
Jeder von sinem Krels verschiedenc Nlutelyunktkepe‘vchnitt ba-
gitzt somit genauv zwel Rrennpunkbe, die aul einer Achse ("Haupt-

achse") liegen und zum Mittelpunkt M symmetrisch sind.
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Ist k eine Parabel, so existiert aus 7% neben u noch genau eine
isotrope Tangigti)ia an k und §1m¢: ist dann die einzige isotrope
Tangente aus I,=1,%., an K. Der Punkt F:aia.i%mut ist reell und
der einzige Brennpunkt der Parabel. F liegt h U 1, u ua®
guf der Achse a von k: Da Tq und Té Fix- ////ﬁ—*
punkte von A% sind, gilt H(U,UNT,,T,)=
die harmonische Homologie Gy« leistet
k=% unda 7, — Té = §4 Iamza
= FI(U)A, =a. 3F

Jdede Parabel hat genau einen Brennpunkt, und dieser liegt auf

der Achse,

Bemerkungen: (a) Definiert man nach J,PLUCKER in ¥ einen Brenn-
punkt als Schuoittpunkt isotroper Kurventangenten, dann hat ein
von einem Kreis verschiedener Mittelpunktkegelschnitt vier Brenn-
punkte in ¥.

(b) In AE stimmen die von uns eingefithrten Brennpunkte
flir von Kreisen verschiedene Mittelpunktkegelschnitte und fiir
Parabeln und mit den elementargeometrischen Brennpurnkten {iberein.

Bew.: (a) Sei k ein Mittelpupktkegelschnitt mit den elementaren
Brennpunkten E und F und X ¢4 ein Punkt von k auf keiner Achse.
Die Tangente t in X ist nach der Elementar- n
geometrie eine Winkelsymmetrale der Leit- ;
linien XE und XF¥, die zweite Winkelsymmetrale
ist die Normale n zu t in X = H(E,F;T,N)

nach 7.4,Folg.5,Bem.hilegen EG,=F gilt E MN F T [
H(E,F;4,U), d.h. E,F sind in den projektiven hyperbolischen In=-
volutionen « bzw. 5 mit den Fixpunkten T,N bzw. Ii,U zuzgeordnet.
Daxund B wegen « %0 mnach 1.10 hichstens ein geweinsames Punkbe-~
paar besitzen, sind E und F durch diese beiden harmonischen

Wirfe eindeubtig festgelegt. Es genligh daher zu zeigen, daB auch

Fy und Fyp zu M,U und zu N,T harmonisch liegen.

Wir fihren die Beétrachtungen vwieder in x , sodaB auf Jjeder Achse
zwel Brennpunkte liegen, S5ind ¥, ,F, die Brennpunkte auf EF, so0
gilt sicher H(F,,Fy;I1,U). Die vier isotropen Tangenten von k
begtimmen ein Vierselt in ¥ und sind gouwlt Grundtangopten einer
Kegelschnittschar 1.Art, zu der auck k gehirt. Da Xe k auf

keiner Achse von k liegt, gilt nach dem Desarguesschen Involubtions-
satz: Die Tangenten aus X an die Scharkurven gind in einer pro-
jektiven Involution & szugeordnet, der die Paare von Verbindungs-—
geraden mit den Gegeneckenpaaren des Grundvierseits angehdren,und
die Fixgeraden t,t' von « sind die Tangenten an die Scharkegel-

schnitte durch X. Somit gilt (X)X =X1,,t% =t'=s H(XT,, X7,3t,t') =
t' 1l t = t'=n (der zweite Scharkegelschnitt durch X durcnsetzt
somit k in X orthogonal) == H(Xf,,X[,;t,n). Nach dem Desargues-
schen Involutionssatz leistet & weiters (XF,)X =XF, =

H(XF, ,XFy;t,t'=n) => H(F4,F,;T,N). Damit sind die Paare [E,F} und
{F,,¥,} identisch und F,,F, die Brennpurkte von k in r(R).
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(b) Ist k eine Parabel mit dem Fermpunkt U und dem elementaren
Brennpunkt E und Xef ein Punkt von k nickht auf der Achse, =o
halbiert die Parabeltangente t in X nach >5//? U
Sdtzen der Elementargeoemetrie den Winkel . . e
< (XE,XU)=H(XE,XU; t,n) = H(E,U;T,N).
Durch die Punkte U,T,N ist damit E ein- AR -
deutig bestimmt; um E=F zu zeigen geniigh r /e N @ U

es H(?,U;T,N) zu erweisen., Durch tu), i, und i,%f wird in X

eine Kegelschnittschar 2.Art bestimmt,und diese bestimmt eine
Desargieginvolution & um X mit +& =t', (X1,)&=X], und (IF)z=XU =
H(XT,, XI,3t,t') (dabei ist t' die Tangente des zweiten Schar- :
kegelschnitts durch X)= +t.Lt' = t'=n; auBerdem gilt H(XF,XU;t,t=n)
= H(F,U;T,N). : ‘ ' *

(c) AMlle Mittelpunktkegelschnitte in x(R) nit ge-
meinsamem Brennpunktepaar bzw. alle Parabeln mit gemeinsamem
Brennpunkt und gemeinsemer Achse nennt man eine Menge konfokaler
Mittelpunktkegelschnitte bzw. konfokaler Parabeln. (Im T liegt
eine Kegelschnittschar 1. bzw. 2.Art vor,) Wie man dem obigen
Beweis entnimmbt, gilt: Durch jeden Punkt Xeq , der auf keiner
Achse liegt, gehen Jje zwel konfokale Kegelschnitte, die einander
in X orthogonal durchsetzen. (Nach der Elementargeometrie sind
im Falle konfokaler Mittelpunktkegelschnitte t und n Tangenten an
eine Ellipse und eine Hyperbel.) . .

(4) Folgender Satz vereinfacht wonstruktive An-
wendungen: Pclarisiert man einen Kegelschnitt 1 an einem EKreis k,
dessen Mittelpunkt in einem Brennpunkt F ven 1 liegt, so ist 1),
ein Kreis. In & gilt ndmlich i.A=1{, und iAl=1,3 \\E -
da i, und 1, Tanggnten von 1 sind, geht somit & 7 \j Ty
IX« durch I, und [, ; und daher ist 1A, ein Kreis P VAN
(1A, trdgt sicher reelle Punkte; da 1 reelle S N
Tangenten besitzt). iy

2) Fine Xhnlichkeit in a(R) heiBt gleich- haw. gegensinnig, wenn
sie asls Affinitét gleichsinnig bzw. pegensinnig ist (vgl. 7.4,
Folg.5,Bem.b). '

Eine Xhnlichkeit éf 15t genau dann gleichsinnig vaw. gegensinnig,

wenn dile Yomplexe Foritsetzung a2y ihrer projektiven Fertistzung Ep
~ ~ . .
die Punkte S,1 und 12 einzeln festlaflt bzw. vertauschi.

~

A7, Het ety bezliglich b

Dew.: Eine Basis $ in ¥ ist such Basis in

2ie Darsbellung o

{};O,xq?xg)ﬁ e Cxo, &g'xo -%aq,;x/' +82x29 a?“;xo *’*82,;3{1 *"822'“}{2} R mit
det(aﬂ )#O,xaﬂ«zﬁs so hat g bezliglich & dieselbe Darstellung

mit Koordinaten aus C, {
1

Wird % beziiglich 5 durch die Normalform x'y +x°y2=0 besclrieben,

so gilt 1,=(0,1,1)C und T,2(0,%,~1)C.
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Leiitethf nun T,]t*‘*‘*T,], ‘si gillt 1:i=(af+af iXat+at'i) = al'=-a}
A az=al =det(al ) =(a} )+(a})*>0 =>3°Lf ist glelchsinnig.
Leistet %y dagegen ',’I anal PYRE- gilt}2 1:—?::2(544.«» al i)(a¥+ at'i) =
l ] 1 <1 - [ " -, <Q
= ay=aj Aai=-- ay =>det(a?)=-(alJ)"<(a})" < 0= %, ist gegensinnig.

Bemepkungg Translationen und Streckungen sind daher gleichsinnige
ichkeiten und orthogonale Symmetrien an Geraden nach Bew. zu
Folg.1, Anw.g gegensinnige Abnlichkéiten.

Anwendungen:

(a) Ist &; gegensinnig, d.h. T:‘%f=1~2, s0 gilt fiir den gem#B der
Laguerreformel gemessenen Winkel:

4(&3&’;, b%?)=~‘%f~10g DV(T’]’Tz’AuwPBuff)i{T log DV(T,‘ae'f,Teae}',Au,Bu),
= 4 Log DV(T5, T, ,44,Bu)= £ Log DV(i,, 1,Au,Bu) = L Log DV
=~ 37 log DV.(T,] ’T2'Au’Bu)= - 4 (a,b) (dabei wurde ausgeniitzt, daB
®7 wegen f=t¢ doppelverhdltnistreu ist). '

Bei gegensinnigen Ahnlichkeiten &ndert der nach der Laguerreformel
bestimmte Winkel das Signum, wihrend bei gleichsinnigen Ahnlich-
keiten der Winkel mit Signum festbleibt. Daher ist die Sprechweise
sinnvoll: '

Die beiden Oriéntierungen einer euklidischen Ebene bedeuten die
Auswahl eines Winkeldrehsinns (in & Auswahl einer bestimmben

-~

Reihenfolge von l, und TZ)‘

(b) DEF.: Die Einschrénkung &*|Us einer gleichsinnigen bzw. gegen-
sinnigen Ahnlichkeit « auf ein Geradenbiischel Us heiBt
eine gleich- bzw. gegensinnige Kongruenz des Geradeunbiischels.

Bemerkungen: (a) Diese Definition ist sinnvoll, da alle Khnlich-
keiten % , welche eine gegebene Kongruenz «*|(js fortgetzen, ent-
weder alle gleich~ bzw. alle gegensinnig sind. Die Ahnlichkelt &«
bestimmt némlich auf u eine Projektivitdt «lf,und fliv Jede &™[Us
fortsetzende Ahnlichkeit # gilt ®lu=a|fu; nach 7.2,Folg.3

stimmt der Sinn von & mit dem Sinn der Projektivitdt «[f. iiberein,

- . (b) Ist & eing gleichsinnige Ahnlichkelt, so
1% 1,&=T, und T®=T, = «*l(js leispet ST, S&I, und 8T,
V23 ist & gegensinnig, so leistet x*{§s dann Sy~ S&{, und
Styr=S81,. :

Dié komplgxe Fortsetzung ;"'sz ordnet also notwendig die isotropen
Biischelgeraden einander zu.

gi
S
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Eine Projektivitdt A :(fs — s ist genau dann eine gleichsinnige
bzw. geg e“s:Lnge Kongruenz, wenn in der komplexen Fortsetzung
(STYE =5'T, (=(3T)F=8'T) baw. (STIB =8' T, (= (ST)R =5'T, ) gilt.
Fiir eine gleich- bzw. gegensinnige Kongruenz /i (fs — Js gilt
<(a,b)= (2R, bh) bzw. ¥(a,b)=-<(ah,bB) Ya,bles, wenn man den
Winkel mit Hilfe der Laguerreformel mifBt.

Bew,: Es bleibt nur noch zu zeigen, daB diese Bedingungen fiir eine
Kongruenz hinreichend sind. Die jeweils zweite Bedingung folgt
aus der ersten, weil 4 als komplexe Fortsetizung einer reellen
Projektivitdt konjugiert imaginidre Geraden in wieder solohe ab-
pildet. Die Projektivitdt A 188t sich zu einer Affinitit < fort-
‘setzen; sind ndmlich (1,2,3) bzw. (1',2',3') drei zugeordnete
Pazre Jener Proapkt1v1td+ welche durch 4 auf u ausgeschnitten
wird, so wird durch das Viereck {S=A,Be 4:\18,3},1=0,2=D}

und eln analog konstruiertes BlLdVlereck genau

eine (projektive) Kollineation « bestimmt, 1o 203 u

welche u als Ganzes festléfBt und :Lg der

komplexen Fortsetzung die Punkte 1, T, B 3

einzeln festlddt bzw. vertauscht. :
§:4 @

(¢) Zine gleichsinnige Kongruenz f:{j; — (s eines Geraden-
MWischels auf gich lst genau dann involutorisch, wenn 8 dis Recht-
winkelin ola’clon ist.

Bevr,: Naech Folg.1,Anw.a ist die Rechtwinkelinvolution ¢ eine gleichw
s1‘mge Kongmenz. Ist umgekehrt B gleichsinnig und 1nvolutorlsch
I es existiert eine gleichsinnige Ahnlichkeit £ mig &*[fs=hH

u*ld oci’?g ist dabei inyoluborisch = le’ﬁw leistet 14”“" iy und

: und ist involutorisch —*@acMQu! A= =g, *

DEF‘ : Bine gegensinnige invelutorische Kongruenz eines Geradenw
blischels heiBt symmetrische Involution.

Eine projektive Involution eines Geradenbiischels (Jy ist gensu dann
die symmetrische Involution, wern sie orthogonale Fixgeraden hat.

Bew.: (&) Die symmetrische Involubion A U —= (s oestlmms auf v eine .
vegﬁnmnm ge pro Jel'mve Involution Rw. , welche nach 7.2, Folg.1(a)
erqolw sch igst; sind F,  F, ihre lepmﬂ.{te? so gilt flir A, dann
H( T 3P4, B ) Da T lus T e;.».lu = die Fixgeraden SF, und SF,

von B *&ind o**thogcnalg.

{b) S=i A eine projektive Involution (s — U: mit den orthegonalen
Fixgeraden iy und f,; es genlgt zu zeigen, dafl eine gegensnmlge
Innlichkeit & existiert mit A= m*l%sﬂ Die Beschrinkung §*: dsr
orthogonﬁlen Symmetrie & an £, 1st eine projektive Involution

mit den Fixgeraden £y und f, =» & |0}5 =f3"; nach Bem, ist & eine
gegensinnige fhnlichkeit. ‘ .

shagyl
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Bemerkung: Projiziert man elne projektive Involution A: Gs— s

auf einen Steinerkreis, so gilt wegen des Satzes von Thales: A ist
die symmetrische Involution ¢ Involutionszentrun i .
I, ist ein Fernpunkt,

(d) Alle Punkte eines Kreises werden aus zwei seiner Purkte durchb
gleichsinnig kongruente, nicht perspektive Geradenbiischel pro-
Jiziert, und umgekehrt erzeugen zwei solche Biischel einen Kreis.,
Alle Punkte einer gleichseitigen Hyperbel (d.i. eine Hyperbel

mit normalen Asymptoten) werden aus zwei Durchmesserendounkten
durch gegehsinnig kongruente, nicht perspektive Geradenbiischel
projiziert, und umgekehrt erzeugen zwei solche Biischel eine
gleichseitige Hyperbel mit den Biischelzentren als Endpunkte eines
Durchmessers.

Bew.: (i) Die beiden Aussagen fiir den Kreis folgen sofort aus den
Definitionen nach Ubergang zur komplexen Fortsetzung.

(11) Ist A: s, Js, eine nichtperspektive gegensinnige Kongruenz
mit S, #S,, also /3 =&*|(fs, wobei & eine gegensinnige Ahnlichkeit
ist, so geht der durch A erzeugte Kegelschnitt k durch die Fix-
punkte von ol . Dies sind jedoch zwei Fernpunkte V,W zu
orthogonalen Richtungen, da fur « M. gilt H(D,T& = ;V,W) =k ist
eine gleichseitige Hyperbel. Die Tangente t4 in S, an x ist
(slsﬁ A", Mit Auw:i=S482.u und 8:8,=5,1, S

gilt (85,8404 *=8,.1, (x| )™"; analog
erhélt man fiir die Tangente t,=(S,5,)A in
3, an k dann S,. 1y (& |RA). Da « |R. eine ‘~\\,S,

Tnvolution ist gilt 4ul e« [Ru) ™ =l(oc 142,)=: AN

=1To = t4 Il t,=8,8, ist ein Durchmesser. Y

(iii) Ist umgekehrt k eine gleichseitige Ilyperbel und 2,,S, zwei
Durchmesserendpunkte, so sind die Tangenten t,bzw, %,in 54 bzw, Sg
parallele Geraden durch den Pol T, von 5,5,. Eine gegernsinnige
Kongruenz 3 : Us,— s, ist eindeutig durch S,V == 5,V festge-
legt, da die Winkel von in fd zugeordneten Geradenpazren entgegen-
gesetzt gleich sind. Da N orthogonale Geraden in orthogonsle
Geraden uberfithrt, gilt (S.W)A = 8,W == [ erzeugt nach (ii)
eine gleichseitige Hyperbel k' mit den gleichen Fernpuriten V,W
wie k. Die Tangenten an k' in S, und 8, gehen nach (1i) durch den
zu 845,.u beziiglich V,W vierten harmonischen Punkt, also durch T..
Dawit haben die Kegelschnitte k und k' die Punkte V und W und die
beiden Linienelemente (S,,%,) und (8,,t,) gemeinsam und sind daher
identisch,. . 0

(e) DEF,: Ist = eine nicht perspektive, nicht affine (projektive)

Autokollineation der reellen projektiven Ebene & (R) und
trigt die affine Ebene Z=ax\u eine Orthogonalitédtsstruktur, so
heifit jeder Punkt Fe X , filr den dle Projektivitdt =*i(f, eine
Kongruenz ist, ein Brennpunkt von 2.
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In & existieren genau zwel Brennpunkte, und diese sind die beiden
Taguerrevertreter F,F! jener projektiven Involution, die bei =
in die absolute Involution iibergeht.

Bew,: 2*1(l-: (], — U ist_genau danp eine Kongruenz,wemnn in ¥ ent-
weder (FI, lu‘ = P& |, oder (BT )5* = Fx.1, gilt.
Fall 4: (Fh)a* = PRI X=FR. I4=> F#I T,%1,. Da =, kollineare Lage
erhdlt, F_reell ist und w. mif % kommutlert, gilt dann auch
PRI lee 1, = P& =(T1,.12).(I.1:%); nach Folg.1,Anvw.g ist der
Punkt FPX somit ein Laguerrevgrtreter der proaektlvem Involution
mit den Fixpunkten t,& und /,®, also des % -Bildes der absoluten
Involution X*.
Fir den Urpunkt F gilt FP= (I4i“‘l4 Yo (To84T,), 4. h. F ist ein
Laguerrevertreter des & -Blldes von A%,
Im Fall 2 erschlieBf man F ® I l4m.l AF'® I T,xT,

Ho=(Tod %), (7)) = (T, %50.0).( T2 4Ty 3, aim. B st der
andere Laguerrevertreter des % --Blldes von A%, @

Bemerkung: Nach 5.9 kann jede kubische Aufgabe in die Bestimmung
der Fixpunkte einer projekitiven nicht perspektiven Kollineation ==
iibergeflibrt werden. Diese Aufgabe ist nach 5.9,Fo0lg.3,(3) Hquivalent
der Bestimmung der Res’cschnlttpumxte zweler Kegel schnitte mi

einem gemeinsamen Punkt und verachiedensn Tangenten dort. Ist

eine Orthogonalitédtsstrukbur gegeben, so kann man stets erreichen,
dal diese beiden Kegelschnitte ein Kreis und eine gleichseitige
Hyperbel sind, n#mlich die durch =*{lj. und =*!(,, erzeugten
Kegelschnitte. :

7,5, Der reelle dreidimensionale affine Reum mit Orthogonalitits—
struktur v )

In 7.3 wurde gezeigt, daB in einer reellen projektlven Ebene x
eline eﬂ_lp’m.sche PolaLl‘LaL A* und eine weitere FPolarit#t A
mindestens ein gemeinsames Poldreieck besitzen, Gehdren in der
komplexen Fortsetzung #(C) die durch A* bzw. A bestimmten Kegel-
schnitte einem Biischel 1.Art bazw. 3.Art an, so gibt es genau ein
bzw, unendlich viele gemeinsame Poldreiecke in x(R),

.

Anwendungen:

{&) Ist 7 ein quadrabischer Kegel mit eigentlicher Spitze S, =o
bestimmt Mf=:, eine Polaritdt 2, in T., welche mit der abe
soluten Polaritit 2* mindestens ein Poldreieck X, Y. ,Z. geméinsam
het, und 8X_ , 8Y..5%Z, sind paarweise orthogonale Geraden. Jede
dieser drel Geraden besitzt im Polarsystem des Kegels sine zu
ihr orthogonale Polarebene.
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DEF, : Jede Gerade d durch die Spitze eines quadratischen Kegels T,

der im Polarsystem von " eine zu d orthbgonale Ebene 2uge~
ordnet wird, heiBit "Achse” von ". Ein durch drei paarwéiée
orthogonale Achsen bestimmbtes Dreikant heiBt "Hauptpoldreikant
von [ ",

Nach 6.3, Folg.5 gestaltet [ genau in Richtung séiner Achsen
orthogonale Symmetrien und es existiert mindestens ein Hauptpol-
dreikant { SXm,SYK,SumE von F‘ Nach 7.2, Folg.2 ist genau eine
Ecke des Poldreiecks X,Y.,2%, von M lnnenpunkt von [y = auf genau
einer Seite ist die projektive Involubion konjugierter Punkte
elliptisch und daher schneiden Ebenen durch diese Ferngerade und
nicht durch S den Kegel nach Ellipsen. Jeder quadratische Kegel
kann somit als "gerader elliptischer Keégel' aufgestellt werden.

Bemerkung: Die konstruktive Behandlung 1n PAR geschieht zweck-
mdBig in einer Perspektlve mit dem Auge S auf eine Bildebene w,

bei der das Blld e von M. der Kegelschnitt frnflrund das Bild S
von A% nach 7.4, Folg 3 die Antipolaritét des Distanzkreises k ist.
Das gemelnsame Poldreleck der elliptischen Polaritdt A*° und des
Polarsystems Ape ist durch die Fixpunkte der Kollineation &:i= A<,
(A“‘)* bestimmt und kann nach 7.5 auf den Schnitt eines Kreises

mit einer gleichseitigen Hyperbel zuriickgefiilhrt werden, falla =
nicht perspektiv ist %konstruktive Durchfiihrung in den ﬁbungen).

Die Kollineation w« ist perspekbtiv, wenn unendlich viele ge~-
meinsame Poldreiecke existieren.

Existieren unendlich viele Hauptpoldreikante,so haben fﬁk und ¢°
zwei DLinienelemente gemeinsam, Der quadratische Kegel [' heiBt
dann ein "Drehkegel" und jene Achse 1z, ‘ -
die an jedem Hauptpoldreikant betelligt

ist, heiBt "Drehachse von [ ",

Alle Ebenen nicht durch S normal zur Dreh-
achse z schneiden I' nach Kreisen.Jeder Dreh-
kegel kann somit sogar als "gerader
Kreiskegel" aufgestellt werden.

Bemerkungen:(a) Alle Erzeugenden eines Drehkegels ° bilden mit
der Drehachse von I" einen festen Winkel.



- 295 -

Bew.: Die Homologien & bzw.8: :f,— flu mit Zentrum Z., der Achse ui=
1=2A% =ZAr wnd E,.— |, bzw. E.~ I,(vgl.Figur) leisten P,— &°
und haben das charakteristische Doppelverh#ltnis DV(Z,u,E.,T;)

bzw. DV(Z,u,EB«, (2) = DV(Z2,u,E,, I.Sikonst. VE, e A EZ u fiir
k=1,2 = DV(Z,E,/,,u)e DV(Z,E ,u,/,)=DV(Z,E,T,, {.)=konst. =
der Winkel zwischen z und e ist fiir alle ee "  konstant. ®

(b) Ein quadratischer Kegel I wird von einer eigent-
lichen Ebene o gepnau dann nach einem Kreis geschnitten, wenn
den Kegelschritt . in zwei Punkten von ©°* triffst.

Fir einen Drekkegel ist daher die Stellung orthogonal zur Dreh-
achse die einzige Kreisschnittstellung, Bei einem Nichtdrehkegel
5ind die gemeinsamen Punkie von §* und . zu Paaren = -zuge-
ordnet und dsher existieren genau zwei (reelle) ﬁr\\\
EKreigschnittstellungen,; deren Ferngeraden | Kae,,
K= und B3w, sind.

Xa

(¢) Zur konstruktiven Ermittlung der Kreisschnitt-
stellungen in PAR f{ir einen Nichtdrehkegel benlitzen wir wieder_
die Perspektive sus der Spitze des Kegels. Die Kegelschnitte .S
und @°¢° in ¥ gehdren einem Biischel 1.Art an,und die Spurpunkte
XS Y. ,Z2.° der drei Achsen von bilden ihr gemeinsames Pol-
dreleck. Die Polaritdten Acrund AN definieren nach 5.9,Folg.3
gine Abbildung deppelt konjugierter Punkte, wobel zugeordnete
Punkte aus X, 7. und Z. durch Geraden aus einer projektiven
Involution projiziert werden; genau eine dieser drei Involubtionen
ist-hypertolisck {in der obigen Figur jene in ¢, und ihre Fix-
geraden al,bl sind die Zentralbilder der Ferngeraden der
Peiden Kreisschnittstellungen (konstruktive Durchfiihrung in den
Tbungen).

(b) Eine Mittelpunktquadrik ¢ zum Mittelpunkt M bestimmt eine Fern-
spurpolaritit A, die mit der elliptischen sbsoluten Polaritdt A%

mindestens ein gemeinsames Poldreieck Xu,Yu,Zu besitzt. Das Tetra-

eder {M,xu,yu,zu’; ist dann ein Poltetraeder, wobei jede cigentliche
Kante des Teltraeders normal zu ihrer Polarebene ist.

DEF,: Jeder Durchmesser 4 einer Mittelpunktquadrik ¢ ; desaen
Fernpurkt im Polarsystem von ¢ einme zu & orthogonale Fhene
zugeordnst wird, heift "Achse” von ¢; die Tunkte ven ¢ aul einer
Achse heiflen "Scheitel" von ® . Bin durch drei pasrweise orthogo-
nale hchsen bestimmbes Poltetraeder von ¢ heiBt "Houptpeltetracder!

Jede Mittelpunktquodrik gestattet genau im Richtung ihrer Achsen
orthogonale Symnmetrien und die Achsen eines Hyperboloids sind
géﬁau die Achsen seines Asympbotenkegels. Bei einer Sphiire (% =2°)
igt jeder Durchmesser eine Achse, bei jeder anderen Mittelpunkte-
quadrik existiert sntweder gensu ein Hauptpoltetraeder oder

:
!
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unendlich viele; im zweiten Fall (der FernkKegelschnitt 5“ von 5
und $* bilden dann ein Biischel 3.Art in T. ) heiBt ¢ eine
"Drehquadrik” und die allen Hauptpoltetrsedern gemeinsame Achse
die "Drehachse" von o . ’ '

Beniitzt man ein Hauptpoltetraeder als kartesisches Koordinaten-
system, in dem T, die Gleichung x°=0 hat, so lautet nach 5.5 die
Gleichung der Mittelpunktquadrik ¢ zum Mittelpunkt M=(1,0,0,0)R:
2,222 A& 1)% A, (x%)%+ A (P)%=0 (0.B.d.A. sign Ao =1).

Ist & ein Hyperboloid, so ist die Nullstellenmenge von ')£x4)2+
+ﬂz(x2)2+ %b(xa)g in RB\&gO,O,Oﬁ nicht leer und daher ist nicht
sign A, =sign A, =signA,; wegen O+ darf 1=sign Ao =sign Ai=signh=
=gign Ay nicht eintreten. Daher sind noch folgende Fdlle mbglich:

" A Az | A A Die letzten drei k&npen durch Anderung
_>o| 0] <ol <0 der Indizierung von X,x°,x° in die beiden
201 <0} <o >0 ersten libergefiihrt werden. Im ersten Fall
<o} 20| >0 <O ist ¢ wegen A<0 nach 5.6 oval und im
wig <>(<j) ig :g—— zweiten wegen 4> 0 ringartig. Ist ¢ da-
gegen ein Ellipsoid, so muB sign A, =signA,=sign Ay und nicht
1=gigni,=sign),=signA,=sign Ay gelten, sodaf X, A1, M| <0 (=2 A& <0Q)
folgt. Nach Ubergang zu inhomogenen Koordinaten' erhdlt man
F11ipSoid savsesessocsocanes Aﬁx;ﬂrAzxg~+A}x§n 1

Eingchaliges Hyperboloid ss.. /Yflx,l‘+/\12x%~A =1

Xz =14

3

. . " . A2 S ?_l
Zweischaliges Hyperboloid ... /qu-—AEXZ-A3X3 =1.

Es folgt: Im AR sind die hier definierte Mittelpunkitquadriken
genau die elementargeometrischen Ellipsoide,einschaligen und zwei-
schaligen Hyperboloide.

Bemerkungen: (a) Eine Drehquadrik hat unendlich viele Scheitel.
Die Anzahl der Scheitel einer Mittelpunktguadrik mit eindeutigem
Haupbtpoltetraeder folgt aus obigen Glelchungen:B®Bin Bllipscid hat
sechs, ein einschaliges Hyperboloid vier, ein zweischaliges Hyper-~
boloid zwei Scheitel.

(b) Pie Kreisschnittstellungen in T(R) vorn ¢ werden
durch jene reellen Ferngeraden bestimnt, welche in der komplexen
Fortgebrzung zwei konjugiert imaginire gemeinsame Punkte von .
und $°tragen. Bei einer Sphire bestimmt jede Ferngerade eine Kreis-
schnittstellung, bei einer Drehquadrik existiert genau eine, welche
*-konjuglert zum Fernpunkt der Drehachse ist,und bei jeder anderen
Mittelpunktquadrik zwei,welche die ..~ zugeordneten Paare der ge-
meinsamen Punkte von ¢, und ¢ verbinden.
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DEF,.: Ein "Nabelpunkt"'einer Quadrik ¢ in T(R) ist ein eigentlicher
Punkt von ¢ , dessen Tangentiaslebene Kreisschnittstellung
besitzt.

(¢) In einem Nabelpunkt sind in der komplexen Fort-
setzung die Erzeugenden von § konjugiert isotrop; Nabelpunkte
konnen dahernur auf ovalen Quadriken existieren. hus einer
Sphiére ist jeder Punkt Nabelpunkt,

(4) Die Nabelpunkte sind genau die Schnittpunkte der
rezlproken Polaren einer Kreisschnittstellungsferngeraden mit ¢ .
Auf einer ovalen Mittelpunktdrehquadrik liegen daher hdchstens
zwei (und diese sind die Scheitel auf der Drehachse),auf einer
ovalen Mittelpunktnichtdrehquadrik existieren hochstens vier
Nabelpunkte.

(e) DaB diese Maximalzahlen die gensuen Zahlen sind,

erkennt man aus 7.2, Folg.2 und folgendem Hilfssatz: In einen .
reellen dreidime n31onalen projektiven Raum sind von den projektiven
Involutlopen,kongugle“ter Punkte auf zwel reziproken Polaren g

und g%¢ beziigiich einer ovelen Quadrik @ genau eing elliptisch
und eine hyperbolisch: Ist nimlich 1% © =x4 =0 und g7u,.z" =32 =0
und das hoordlnauenbeLrucaeﬁ ein loltetraede*c go hat ¢ in TH(R)
die Normalform (x°) +(x\)*+(x2)" =(x?) =0, woraus die Behauptung
folgt,

(¢) Bin Paraboloid ¢ beriihrt T, in einem Punkt U; die reziproke
Polare a:=§5\4 von UN¥=:aXU ist eine eigentliche Gerade durch. U
und schneidet ¢ in einem eigentlichen Punkt.

DEF.: Die reziproke Polare der absoluten Polaren a des Fernbe«

rithrungspunktes U eines Paraboloids ¢ heiBt "Achse" von o
und der von U verschiedene Punkt von & auf a heiBft "Scheitel”
von ®. Eine Ebsne durch die Achse heiBt "Symmetrieebene" von &,
wenn ¢ die orthogonale Symmetrie an dieser Ebene gestattet.

Jedes hyperbolische Paraboloid ¢ besitzt zwel Fernerzeugendsn e Ty

durch U, welche iIn der komplexen Fortasetzung den nullteiligen Ke~
gelschnltt ¢ in swei Paaren &, ~zugeordneter Punkte (A, K}

~ a ~ !
auf &) und 8,8%,} aur f VLFen das reelle U2yt

Diagonaldreieck X ,Y,Z, -U dieses Vierecks
hat a=X Y, als cine Seite, und &ie beiden
opthogonslen Symmetrien an den Ebenen XV a
urd Y,V a zun Zentrum ¥, bzw. Xy lassen o)
fest; ein hyperbolisches Paraboloid besitzt

somit zwel zusinander orthogonale Symmetrieebenen, nédnlict
und Yo Va. Als ringarulge Quadrlk trdgt ein hyperboli ches
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Paraboloid keine Nabelpunkte und es existieren auch keine Kreisg-
schnittstellungen in T(R), da die einzigen reellen Ferngeraden,
die in der komplexen Fortsetzung zwei Punkte von 5 auf %a tragen,
die Fernerzeugenden e, und f, sind. Sind speziell e, und fu,'
absolut konjugiert (d.h. sind die Richtebenen von { orthogonal),
so heiBt ¢ ein"'gleichseitiges hyperbolisches Paraboloid”,

Sind &, ??'“ die Fernerzeugenden der komplexen Fortsetzung eines
elliptischen Paraboloids ¢ und &, (und damit T, =6,%,, ) keine
Tangente von ¢*, so liegt die analoge Situabtion wie bei einem
h;yperbolischén Paraboloid vor mit dem Unter=
schied, daB die Paare =¢,, ~gekoppelter Punkte
nun nicht auf je einer Fernerzeugenden liegen. 5
Wieder existieren zwei zueinander orthogonale
Symmetrieebenen X,V a und Y,V a . Die beiden] &
reellen Ferngeraden a, und b,, die in der
komplexen Fortsetzung die konjugiert imagindren Punkte A A Ry,
bawe B Baeth tragen, bestimmen die beiden Krelsschnlttstellungen.
Die zu a, und by reziproken Polaren aw?\q. und b ?\¢ gehen beide
durch U und schneiden ¢ in je einem weiteren eigentlichen Punkt;
ein elliptisches Paraboloid trigt somit zwei Nabelpurkte. ‘
Sind bei einem elliptischen Paraboloid spezill €. (und damit T, )
Tangenten von @c’; so heiBt ¢ ein "Drehparaboloid". Jede Ebene
durch die Achse ist dann Symmetrieebene, nur der Scheitel ist
Nabelpunkt und die zur Achse normale Stellung ist die einzige
Kreisschnittstellung.

Legt man den Scheitel in (1,0,0,0)R und beniitzt X ,Y, und

Z, =U zum-Aufbau eines kartesischen Koordinatensystems,in dem T,
die Gleichung x° =0 hat, so lautet die Gleichung der Quadrik

nach 6 %2

©x +5.:auh %% x® =0 mit a pneRAla,al+0. Dabei gilt H(UX,,UYye,,f,.)
fiir ¢in hyperbolisches Paraboloid und H(U’Ku UYu;gu’Fﬁ) in

der komplexen Fortsetzung fiir ein elliptisches Paraboloid, so-
da8 1 e.,fu’ bzw. igu ,K}s die Gleichungen %% hax®=0 und
0=x - o x°=0 mit e R\iOS bazw. e c\{o} bes1’czen. Damrt; folgt
fiir ¢f\p~w bzw.@ f. dann 0~£ BahXT X -g((:c) ~d(x2)2) =
Qe *lem und o®> O fiir ein hyperbollsches und «*< 0 fiir ein
elliptisches Paraboloid. Nach Ubergang zu inhomogenen Koordinaten
erh&lt man:

Flliptisches Paraboloid .see. x3+/\ x* +/\2x2 =0 mit sign A 4=5ign /\
Hyperbolisches Paraboloid ... x3+/\1x1 +Ax3-0 mit sign /\1tsign /\
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Es folgt: Im AR sird die hier definierten Parab0101de genau die
elementargeonetrischen Paraboloide.

() Ist ¥ eine Nullpolaritdt, so besitzt die Fernebene w den
Illpunkt U:= wv*, Die Ferngerade UA8=:3 geht nicht durch U und
ist also keine Nullgerade.

DEF, : Die *eiiproke Polare der absoluten Polaren des Nullpunktes
der Fernebene heilBt "Achse" der Nullpolaritét (des Gewindes).

Die Achse a ist also jener spezielle Durchmesser, dessen Punkte zu
a normale Nullebenen besitzen. Kennt man die Achse a, so ist die
Ferngerade 7 der zu a orthogonalen Thenen die reziproke Polare von a,

Bemerkungen: (a) Durch euklidische Spezialisierung von 4.7,Folg.?
ergibt sich: Durch die Achse a und sinen zu & windschiefen und
nicht orthogonalen eigentlichen Gewindestrahl ist ein Gewinde ein-
deutig bestimmt.

(b)) Die Menge der eigentlichen Gerader eines Gewindes

im PAR ist identisch mit der lMenge der Bahnnormalen einer stetigen
Schraubung um die Gewindeachse. '

Bew.: (a) Bezlglich eines kartesischen ?echtokoordeatensystemu
hat eine stetige Schrauvbung die Parameterdar-— e
stellung
x'=r cosy, x'=r siny, x> =pysc (=00 < @yc & +00,020);
dabei ist p konstant und +#0. Zu Jjedem festen r
und. ¢ und variablem ¢ gehfrt eine Bannkurve,
deren Ta n~el_ue die Richtung 4 =(-r sin

T cosy, =(~x*,x7,p) hat. Die Gleichung 'der
Normaleoene zu 1 dureh ,den Beriihrpunkt 4 = (x",x*,x*) lautet
HxX-~4)=0, also =X %2+ X % 43 p-px’ =0, Dies ist der Kopunk®

R [-pat® ,~»2+3 ' .pl. Die Koordiraten x? des Punktes P und die
ﬂoordlnaten a; der Trdgerebene der Bahnnormalen durch P sind

also durch

a,32,t8,¢ a-~an ~x*1x":p gekoppelt. Dieg ist eine Mullpolaritét:

ihre Achse ist die Schraubachse, da diese Bahinkurve zu jedem lhver
Punkte ist.

(v) Iast umgekehrt ¥ eine Nullpolaritét, so ist » durch die Achss a
und einen Gewindestrahl s nach (a) 10estgelegt

durch den Fuflpunkt H der zu a und s normalen e s
Geraden n geht genau eine zu s normale .
Gerade t. Es existiert genau eine stetige
ocnraubung mit der Achse a und der Schraub- p A
tangente t, und das mit dieser Schraubung ! [

Bah 1 nd H
nach (a) verkniipite nnormalengewinde ¢




-

hat a zur Achse und s als Gewindestrahl und stimmt somlt nach
Bem.a mit dem zu v gehdrigen Gewinde iiberein.

$

(¢) Eine Nullpolaritdt gestattet jede Schraubung
um selne Achse, da die Zusanmensebzung koaxialer Schraubungen
kommutativ ist. (Bei Verebnung eines unter Umstdnden mehrfach
umwickelt gedachten Schraubzylinders wird eine Schraublinie
geradlinig,und die beim Kommutieren zweier Schraubungen be-
teilig;an.Schraublinien liefern in der Abwicklung ein Parallelo-
gramm.

(a) Ist Ml ein parabolisches Netz im PAR (erzeugt durch
die Projektivitdt 4 : Rs— €< ) um die eigentliche Netzachse s
mit dem Fernpunkt S., s0 heiBt S.4 =: « die a i
"asymptotische Ebene” von T; in der zu « , 2

normalen Ebene % durch s gehen alle Netz- 7zl s I/

geraden durch den Punkt Z:= {4 %, den .4&7—~' ¥
MZentralpunkt" von TL. Jedes parabolische

Netz 7L kann in unendlich viele Gewinde :
eingebettet werden (vgl.4.9, Folg.2,Bem.);

eines davon kann wie folgt festgelegt werden: Die Gewindeachse a
sei die Normale zu 5 in 2 und die in X4 liegende zu s rormale
Gerade n durch X ¢ Rs\{Z} ein Gewindestrahl. Fiir die durch a und
n bestimmte Nullpolaritdt » ergibt sich dann dieselbe Gleichung
wie in (b). Dem Punkt X=(1,x",0,0)R & R:\12,5.} wird durch »
und 4 die Ebene X» =Xy =R[0,-x",0,p], d.h. -X" x"+X’p=0 zugeordnet.
Mit x'=ZX und X:X> =tg = (2%, Xy) entstent

ZX =p tg¥(2y,X7).

7.7: Kreisceometrie in einer reellen affinen Ibene mit Ortho-
ponalitatsstrukbur

DEF,7.7a: Die Vereinigungsmenge der Menge () aller Geraden von
T Ag(R) und der Menge % aller Kreise von°A2(R) neift die
Menge der Mobiuskreise ML . Wird der Punktmenge 12 von A°(R) ein
uneigentlicher Punkt oo hinzugefligt, der definitionsgem38 in
jeder Geraden und in keinem Kreis enthalten ist, so heifit die
Inzidenzstruktur
LAVIR {/QM'-‘" /&U{OOS . OJM:: m=qup=€E

eine Mobiusebene,

Folperungen:

1) Wir denken die reelle affine Ebene»Az(R)zs% in einen reellen
affinen Raum AB(R)nﬁ' mit Orthogonalitédtsstruktur eirgebettet;
dadurch ist in 1 eine Orthogonslit#tgstruktur kanonisch mitbe~



- 301 =

stimmt. Weiters sei ¢ eine Sphiire des AP(R)= T . Auf der Sphire
kdnnen wir folgende Inzidenzstruktur erkléren: )
¢)M:={rfl¢" =¢, (%c».“ Menge aller Xreise auf ¢, e}.

Die Mbiusebene m, ist isomorph zur Inzidenzstruktur ¢m.

Bew.: (a) Zuerst erkléren wir eine Bijektion §:fw~¢. Da die
Sphire ¢ auf der Ferngeraden u von & eine elliptische projektive
Involution konjugierter Punkte bestimmt, durchét&ﬁt die Polare

udy nach 7.6, Anw.b,Bem.e die ovale Quadrik @ N v

in zwei verschiedenen Punkten N und S; gelte

0.B.d.A. N 2 x. Die Tangentialebené NAy=:»

ist parallel zu x. Ist X ein Punk?t aus ’f«’c, : $
80 liegt NX nicht.in der Tangentialebene NAgy % %
und NX hat daher mit q‘) noch genau einen von N verschiedenen Rest-
schnittpunkt Xf; zusHtzlich definieren wir oo & =N, Umgekehrt

hat Jjeder von N verschiedens Sphirenpunkt genau elnen Bildpunkt

in oT bei Projektion aus N und daher ist & bijektiv. ‘

(b) Die Elemente von Tl sind gewisse Punktmengen; wir untersuchen
nun die mit % kanonisch verknlpfte Abbildung éj * der Punktnengen
aus M. o :

(i) Die Punkte € 72 einer Geraden g aus /M bilden sich bei & dn
die von N verschiedenen Punkte des Schnittkreises der Ebene I\Tg

mi% ¢ ab; wegen der Festsetzungen o€ g Ao % =N wird die
Punktmenge des Mobiuskreises g genau auf die Punktmenge des
Kreises ki=fugnd abgebildet. Umgekehrt hat die

Punktmenge jedes Kreises auf ¢ , der durch N geht, die um oo
vermehrte Punktmenge auf der Schnittgeraden seiner TrHgerebene (+v)
mit & als & '~Bild. | y
(ii) Ein Breis k suf & in der Fbene of nicht durch N wird durch &
auf einen Kegelschnitt kQ-A in 7 abgebildet. In der Xomplexen
Fortsetzung schneidet die Tangentislebene Y die Quadrik $ nach

X¢

u
-

. . . L e ~ Y - ~ Lnd
eipen Paar niederimaginfrer Erzeugender €,f, , welche wegen (g‘:,‘"‘ a ({L}

den absolutven Kegelschnitt @“ in zwei Punkten Tyund 7, treffen;
diese Punkte sind wegen v L die absoluten Punkte von T . Der
Kegelschnitt k auf ¢ in der Fbene & trifft die beiden Fr-
zeugenden 'é'N und ,f'N in zwei Punkten, welche bei der Frojektion %'4
aus N in rf:g ungd '!: iibergehen; daher ist I‘E%" ein Eegelschnitt

durch Ty und %, d.h. k ES" ist ein Kreia.
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Ungekehrt ist ein Ereig 1 in & wegen seiner Erzeugung durch
gleichsinnig kongruente Biischel eindeutig durch drei Punkte A,B,Clé@
bestimmt; die drei Punkte Ag,Bg,Cq le¢ ¢ sind nicht kollinear, da . ¢
keine Erzeugenden trigt,und ihre Verbindungsebene schneidet ¢

nach einem Kreis k, der bei g7 in einen Kreis kg™ durch 4A,B,C
iibergeht, d.h. l=kg~*. Damit ist auch §* bijektiv. Somit sind
1Ry ¢ und g*:?ﬂ.—"q¢ﬁ als Bijektionen erwiesen. Das Paar
(g,g*) erhdlt Inklusionen und Nichtinklusionen und ist daher ein
Isomorphismus @ — ¢ e 'S

Bemerkungen: (a) Wie man aus dem Beweis erkennt, kann statt der
Sphére auch eine ovale Quadrik benlitzt werden, welche in einem
Punkt N zweil niederimagindre isotrope Erzeugenden in einer zu %
parallelen Tangentialebene besitzt (N ist dann ein Nabelpunkt).
Da jede ovale Quadrik nach 7.6 Nabelpunkte besitzt, gilt: Die
Punktmenge jeder ovalen Quadrik eines T3(R) ist bijektiv zur
Purktmenge einer Mobiusebene I p.

(b) Ordnet man jedem Kreis der Sphsre ¢ den Pol
seiner Trégerebene zu, 80 ist dies eine Bijektion zwischen den
Kreisen auf ¢ und den AuBenpunkten von ¢ . Die Zusammensebzung
oit ¢ liefert: Die Menge der Mobiuskreise M ist bijektiv_zur
lenge der AuBenpurkte einer Sphire ¢ (bzw. ovalen Quadrik) in T*(R).

Projektion vgﬁ)é)%e Abbildung §': ¢ —, heiBt "stereographische
jekti .

2) Die stereographische Projektion der in N punktierten Sphire
ist winkeltreu (konform), d.h. schneiden einander zwei Kreise
auf ¢ in einem von N verschiedenen Punkt T, so ist ihr Schnitt-
winkel in T gleich dem Winkel der §"! -BildmSbiuskreise.

Bew.: Der Schnittwinkel der beiden Kreise k,| und k2 auf ¢ wird

in der Tangentialebene T des Schnittpunktes T(+N) gemessen, gemiB
der Formel von Laguerre {iber das Doppelverhdltnis der beiden
Kreistangenten t,: und &, ‘und der beiden in T liegenden isotropen
Geraden durch T, Wegen $°c$ sind dies aber die beiden Erzeugenden
§rurd £y vond ia T, d.h. +(eq,kp)= 7r EV(ST,FT,t,l,fg)Q =

Die Erzeugende & bzw. fp von ¢ tri€ft £y bzw. 8y, und daher fiihrt
die Perspektivitit A:fr — Q& dann- er und f; in die isotropen
Geraden e und F;f von ¥ durch T¢™ iiber. t.} ist entweder die
Tangente an den Kreis kg™ oder die Gerade kjg~1 . Also gilt

§1k4§xkx§q)= fTDV(§¥Baf}E’t4ﬁ’tig)' |
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Da die Perspektivitét 3 doppelverh8linistreu lst, stimmen die
beiden Winkel iiberein. 0

Bemerkung: Ist k ein Kugelkreis in einer Ebene & nicht durch N
und ist E= A, * der Pol von € bezliglich ¢, so durchstdft NE
die Ebene # im HMittelpunkt von k ¢7*.

Bew.: Da die Erzeugenden von ¢ isotrope Geraden sind, ist die
prejektive Involution konjugierter Tangenten in jedem Sphéren-
punkt nach 7.4 die Rechtwinkelinvolution. Die Erzeugenden des
Tangentialkegels aus E an ¢.,der ¢ léngs k beriiart, bilden da=-
her nit der Tangente von k im Jeweiligen Berithrpunkt einen rechten
Winkel. Bei Projektion aus N bleibt dieser Winkel erhalten; k
wird in den Kreis kg™ und die Erzeugenden des Tangentialkegels
werden wegen E L » in die Geraden des Biischels Y(ne.#) projiziert
=k4"* ist Orthogonaltrajektorie des Bilschels (e g, => NE.F ist
Mittelpunkt von kg™ r's

3) Jede automorphe Kollineation von ¢ ist ein Automorphismus der
Inzidenzstruktur &, . Die Menge aller Kollineationen des 1 °(R), die
sich als endliches Produkt von harmonischen automorphen Homologien
von ¢ darstellen lassen, bilden eire Gruppe von Automorphismen

der Inzidenzstruktur ¢,; es sei ohne Beweis erwdhnt, daB diese
sogar mit der Gruppe aller Automorphismen von ¢, libereinstimmb,
Durch Ubertragung mitTels des Isomorphismus £ Gy — Ty

erhdlt man hieraus Automorphismen der Mobiusebene ("MSbiustranse
formationen"). '

DEF.7.7v: Ist & eine harmonische automorphe Homologie von ¢, so
heifit p:=¢o¢': Ry~ Ry eine Inversion der Mibiusebene.

Aus dem unbewiesenen Satz folgt: Die Gruppe aller Mobiustrang-
formationen besteht sus allen Abbildungen R y— f~, die endliches
Produkt von Inversionen sind. ‘

Man gewinnt Eigenschaften der Inversionen durch Ubertragung von
Eigenschaften der harmonischen Homologien 6 :

(I) Jede Inversion bestimmt einen involutorischen Isomorphismus
der Inzidenzstruktur 7T, .

(II) Jede Inversion ist gegensinnig winkeltreu.

Bew.: Bel jeder harmonischen Homologie ¢ werden in der komplexen
Fortsetzung die beiden Reguli auf ¢ vertauscht, da Jede Er-
zeugende von ¢ in eine Frzeugende von ¢ ibergeht, welche diese in
einem Punkt der Achse von & schneidet. Die Winkelmessung in Te¢ ¢
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wird durch die Erzeugenden &, und fr bestimmt, wobei bei & gllt
8= Frps Fror— 8+ » Da &r schneidet fN dagegen f+. schneidet &, ,
i‘uhr’c die Projektion aus N auf & von in ¢ zugeoxrdneten Tangenten
in T bzw. T6 nach Folg.2 auf entgepengesetzt gleiche Winkel in #,
falls die Winkel mit der Laguerreformel gemessen werden. Q

(III) Ist das Zentrum 2 von 6 ein AuBenpunkt von ¢, so besitzt

die Inversion M=¢67g§"* einen Fixpunktmébiuskreis m, der fiir

Z Z N7y ein Kreis und fir 2 I WA, eine Gerade ist. Im ersten
'Fall wird dem Mittelpunk M von m durch die Inversion m der Punkt oo
zugeordnet und jedem Punkt XG'QM\{M,w} der zu X bezliglich m
konjugierte Punkt auf dem Durchmesser MX von m; im zweiten Fall

ist die Inversion die orthogonale Symmetrie an der Fixgeraden m.
Jeder m orthogonal schneidende MObiuskreis bleibt bei u als
Ganzes fest.

Bew.: & |¢ 1#Bt den Schnittkreis k:= & nfln, fest., Fir 2 Z N,
gilt N¢ k und kg™t ist ein Kreis m; fiir 2 I N2, gilt We k und
kgt ist eine Gerade m. '

Fall 1: 2 Z NAgy - Nach Folg.2, Bem. ist Mq der von N verschiedene
Restgchnittpunkt von NZ mit ¢ =

Mg =N=Mu=Mgo g1 =N g =o0,

Fir Xe¢ Ru\{M,c0} liegen die Punkte
X,Xg und Xé¢o in der Ebene o :=NZX=NMX=
=>X,(L'1iegt auch in dieser Ebene x und
demnach sind X,Xu und M kollinear. Es
ist noch zu zeigen, daB X und Xa polar "‘“X FTI X M m 3T
beziiglich des Kreises m=k¢™* llegen.

Die Polaritdt von m bestimmt auf MX eine hyperbolische projektive
Involution # konjugierter Punkte, welche 1 und 2 (=42 n k) als
Fixpunkte besitzt. Projiziert man A in der Ebene « auf den Steiner-
kreis 1 :=Run®,80 hat B8':=¢'Ag:1--1das Involutionszentrun Z, da 1g
und 2¢ die Fixpunkte von f' sind. Daher leistet ' auch X¢ =~ Xg&
und A daher X+ Xu.

Fall 2: 2T NAg. Der Bildpunk’d von Z bei der Projektion aus ¥ auf x
igt ein Fernpunkt Z; mit dem alle Punktepaare
X,Xp kollinear sind, Wie in Fall 1 erkennt man
H(X,Xp 51,222 ¢ ), also liegt eine Spiegelung
an der Geraden m vor. Die Gerade X.Xu

ist stets orthogonal zu m: Der Bildpunkt 2 °

2:2°
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von Z gibt die zu m orthogonale Richtung an, denn m ist parallel
zur Tapgente an k in N und diese ist normal zu ihrer konjugierten
Tengente NZ=NZ°, . .

Ein m(-—-kg“4 ) orthogonal durchsetzender MSbiuskreis ist das §"-Bild
eines Kreises 1 auf ¢, der k orthogonal durchsetzt, demn g1 ist
winkeltreu., Da fiir jeden Sphirenpunkt die projektive Involution
konjugierter Tangenten die Rechbtwinkelinvolution ist, geht die
Trégerebene von 1 durch den Pol Z der Trégerebene 2ZAg von k.

Da Z Zentrum von ¢ ist, bleibt deshald 1 unter ¢ als Ganzes fest.

4

Bemerkungen: (a) Wegen H(X,Xx ;1,2). sagt man zu einer Inversion
mit einem Fixpunktkreis m auch "épiegelung an m".

. (v) Ist in & der Fixpunktkreis m gegeben, so kann zu
Xf%ﬂ\{M,w} der Bildpunkt Xpdurch die nebenstehende Konstruktion
gefunden werden, Xiloe B
Es geniigt. H(X,X 2 :1,2) zu zeigen:

Dazu projiziert man diese vier Punkte
aug B auf m und erhdlt X' X" auf dem zu
MY orthogonalen Durchmesser; fiir die
projektive Involution auf m mit den 53
Pixpunkten 1 und 2 ist der Fernpunkt der zu MX orthogonalen Richtung
dag Involutionszentrum und X' und X"sind in ihr zugeordnet =
H(X',¥";1,2); durch Rickprojektion aus B auf MX folgt die Be=-
hauptung.

(c) Bei Spiegelung an m wird ein Ereis a nicht durch
M auf einen Kreils ap=:a' abgebildet, der nicht durch M geht
(ag ist ein Kreis nicht durch Mg =Ng¢ urd nicht durch N, daher
geht age nicht durch N und nicht durch Mg und a' nicht durch oo
und nicht durch M). Die Spiegelung an m ist nicht mittelpunktreu,
Jjedoch liegen die Mittelpunkbte A bzw. A' von g bzw., a' aufl einem
Durchmesser von m. Mit Bem.b ist a' leicht zu konstruieren; dabei
ist zu beriicksichtigen, daB die u.U.
vorhandenen Schnittpunkte anm bei der
Spiegelung an m festbleiben. Nach Folg.3
gilt dabei < (a,m)=-< (a4m). Ist
speziell X(a,m)= */, so0 gilt nach
Obigem a=a'. Die Menge aller m
orthogonal durchsetzenden Mobiuskreise
heiBt das "hyperbolische Kreisbiindel
zu m"; die Trédgerebenen der ¢-Urkreise
auf ¢ gehdren zum Ebenenblindel durch
den AuBenpunkt Z.
Ist dagegen & ein Kreis durch M, so ist a g ein Kreis durch Mg =N&
und daher a§& ein Kreis durch N, a
weshalb aas=:a' eine Gerade ist.
Speziell bleiben alle Geraden a
durch 11, welche dem hyperbolischen
Kreigbiindel zu m angehoren, beil
Spiegelung an m fest, denn die
Tr3gerebene des Kreises ag geht
dann durch Mg, N und 7. Wegen der
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gegensinnigen Winkeltreue der Inversion steht die Gerade a'
_ orthogonal zum Durchmesser MA eines Kreises a durch M.

2
(IV) Ist das Zentrum Z von G ein Fixpunkt von ¢, so besitzt die
Inversion p=¢6¢™' keinen Fixpunkt. Es existiert ein Kreis o’ s0,
daB sein Mittelpunkt M dem Punkt oo zugeordnet und jedem Punkt
XE/jQM\{M,oo} jener Punkt auf dem Durchmesser MX von m® zugeordnet
wird, der zu X bezliglich n* antikonjugiert ist.

Bew.: Da Z Innenpunkt ist schneidet die Achse ZAp von G die
Sphére nicht und daher haben 6| und m keinen Fixpunkt.
Q:=ZN.Z2, I N4, da kein Punkt von Nag _ N

ein Innenpunkt von ¢ ist = QA, I Z
und ¢ N Qe ist ein Kreis k¥ nicht
durch N, dessen %“‘-—Bild o den
Punkt NQ.mw als Mittelpunkt M hat,
Die Punkte X,X¢ und X¢& liegen

in der Fbene o :=NZX=NIX =

X4 liegt auch in der Ebene o und
demnach sind X,X A& wund M kollinear.

Es ist noch zu zeigen, daB X und Xpu X % 17 M Xu 20U
antipolar beziiglich k?‘=mr liegen. ’

Die Antipolaritdt von n’ bestimmt auf MX eine elliptische pro-
jektive Involution A konjugierter Punkte, welche 4+~ 2 und

MU leistet. Projiziert man B in der Ebene « aus N auf den
Steinerkreis 1:=4, n ¢, so hat B':=gpg:1—=1 das Involutions-
zentrum 14 24.M¢N=2. Daher leistet A' auch Xg = X46 und A da-
her X — X & . . $

.

Bemerkungen: (a) Man sagt daher fiir M auch "Antispiegelung an o ",

(b) In der komplexen Fortsetzung & besteht zwischen
(ITI) und (IV) kein Unterschied; m" ist dann reeller Vertreter
jenes nullteiligen Kreises m, der sich als §-Bild von R, ~ ¢
einstellt.

(¢) Nach 7.6 erfolgt die L

RKonstruktion des zu X beziiglich m" anti- - M7

inversen Punktes X u wie in der neben- { Zf \ l
. a

stshenden Figur,
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: {d8) Vie bei der Spiegelung gilt bei der Antispiegelung:
Kreise nicht durch M werden auf Kreise, Kreise durch M auf Ge-
raden abgebildet. Wie aus der Konstruktion in Bem.c ersichtlich,
bleibt Jjeder Zreis a, der m” in Endpunkten eines Durchmessers
schneidet, bei der Antispiegelung an m" als Ganzes fest (Der
Ereis ag auf © hat eine durch Z gehende Trigerebene). Die Menge
2ller Mobiuskreise, die einen festen Kreis in Durchmesserend-
punkten schreiden, heiBt "elliptisches Kreisbiindel zu m" ", die Tré-
werebene der ¢~ Urkreise auf ¢ bilden das Ebenenbiindel um den
fonenpunkt Z. Geraden durch M gehdren zum elliptischen Kreise
blindel zu m*" urd bleiben bei der Antispiegelung als Ganzes fest.

4) DEF.7,7c: Eine lMenge von Mobiuskreisen heiBt ein Biischel der
- Mébiusebene, wenn sie das stereographische Bild der
Menge aller Ireise von ¢ in den Ebenen eines Ebenenbiischels £y
ist. Zwei Kreisbiischel heiBen konjugiert, wenn sie von Ebenen-
biischeln um solare Geraden bvezliglich ¢ stammen. Ist g eine Sehne
bzw. Tangente bzw., Passante von ¢, so heiBt das Kreisbiischal
elliptisch bzw. paraboelisch bzw. hyperbolische.

Eigenschaften:

(I) SBchneiden zwel Mobiuskreise a,b aus konjugierten Blischeln ein-
ander in einem Punkt Tg“verschieden oo, 80 sind gie orthogonal,

Bew.: Da ¢ wirkeltreu ist genligt es zu zeigen, daB ag und bg
einander ortrogonal schneiden. Da die projektive Invclution kone-
Jugierter Flichentangenten in jedem SphHrenpunkt die Rechtwinkel-
involution ist bedeuvtet die Behauptung, daB die Tangente t, im
Schnittpunkt 2+ wog=N) an ag die polare Gerade zur Tangente &,
in T an bg ist. Liegt ag in der Ebene «¢¥gund bg in der Ebene
fedal, = t,Ix =1, trifft gat, I T =3 to2A, trifft BAA tA, T Tg.
s gilg: by tTifft ghogaty I T,
T2eag2 L T gilt, folgt aus den letzten Inzidenzen tat-
a?¢=to. Falls gA,I*TA, A gy X T gilt, folgt A=gA;.T=Tx,
=hn¢p={D1; dies ist unm@glich, denn fen ¢ ist der Kreis bg .
Analog folght im
0 ¢ =ag widerspricht. Flir gh, I*TAeagig Z T folgt g € Yr,ma, ,
d.h. g und g% sind in der projektiven Involution konjuglerter
ugeordnet und daher zueinander orthogonal, was mit
in diesem Fall die Behauptung liefert. 7S

Falle gy Z*TAengA 2 T, daBR.nd ={Dlgilt, was

(II) Falls die Trégergerade g des Biischels ¢, nicht durch N geht
und nicht ir K7y liegt, ist g die einzige Ebene von ¥y, die &
nach einem Xreis c¢g durch N schneidet. Das zugehOrige Blischel
der Mbbiusebere enth&lt genau eine Gerade c=Ng.w ("Chordale des
Bischels"). Die Mittelpunkte aller Kreise ¥ eilnes DBlischiels sind
nach Folg.Z2, Besm. die Projektionen der Pole Y der TréEgerebenen ¢
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der Sphirenkreise y¢; wegen ey gilt Ye Ra,, 8lso liegt die
Menge der Mittelpunkte aller Kreise eines Biischels auf der Ge~
raden z:=(N.gN4) R ("Zentrale des Biisohels"). Aus den Kon-
struktionen von ¢ und z erkennt man: Die Zentrale eines Biischels
stimmt liberein mit der Chordalen des konjugierten Biischels.
Schneiden einander die Mdbiuskreise ¢ und z aus konjugierten
Biischeln in einem Punkt verschieden oo, so schneiden sie einander
nach (I) orthogonal == Haben Chordale und Zentrale einen von oo
verschiedenen Schnittpunkt, so stehen sie zueinander orthogonal.

(ITI) Ist g eine Sehne der ovalen Quadrik ¢, so ist

nach 7.6,Anw.b, Benm.e g'?\? eine Passante und umgekehrt, d.h.

das zu einem elliptischen Biischel konjugierte Blischel ist hyper-
bolisch und umgekehrt. Ist g Tangente von ¢,s0 auch g?A\‘, und da-
her ist das zu einem parabolischen Blischel der Mdbiusebene konju-
gierte Blischel ebenfalls parabolisch,

Fall 1: Elliptisches Kreisbiischel.

Sei zundchst g eine Sehne von ¢ nicht durch N und fgn $ ={P1,P2‘§;
alle Kreise, die von einer Ebene €« €45 aus ¢ herausgeschnitten
werden, gehen -durch P’I und P2, und umgekehrt wird jeder Kreis
durch 1?,l und P2 von einer Ebene €¢ fg ausgegchnitten, Daher gehen
alle Mobiuskreise des zugehdrigen Bilischels der lMSviusebene durch
die Punkte Py und Pyg-t ("Grundpunkte des Biischels") und umge-
kehrt gehort jeder Mdbiuskreis durch P,lg'4 und P,g"* dem Blischel
an; die Chordale ¢ des Biischels ist die Gerade P,‘ g“.P2§'4.

Die Zentrale z des Bischels ist nach (II) orthogonal zur Chordalen
¢ und geht durch den Mittelpunkt Z der Strecke (llg", Pzg“): ‘

.

Dirch Z als Mittelpunkt und P’I%-4 ist "
namlich genau ein Kreis k festgelegt, — \
der auch durch Pég* geht=>k gehdrTt N )
zum Bischel und sein Mittelpunkt 2 : \}L[ Chordale ¢
2R
A
Zentralen z. \:IZen!rczle 4

liegt nach (II) notwendig auf der
Ist speziell g eine durch N gehende Sehne von § , £0 ’
besteht das elliptische Biischel der Mdbiusebene aus %
allen Geraden durch den Punkt g.n =P,§"* . N

Ein Geradenbilachel ist also ein elliptisches Blischel der !16biug-

ebens mit den Grundpunkten I?,1 g" e/ﬁ und oo .
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Bemerkungen: (a) Vom Standpunkt der Moblusgeometrle besteht
zwischen den Fdllen g Z N und g I N kein Unterschied; unterwirft
man namllch ein elliptischen Ereisbiindel mit den Grundpunkten
Pag-t, P,g"1| 400 einer Spiegelung s an einem Kreis m mit dem
Mlttelpunkt P.g-*, so erh#lt man eln elliptisches Kreisbiischel
nit den Grundpunkten oo und Py4-%u, also ein Geradenbiischel.

(b) Geht man von der Mobiusebene s, zur projektiven
Ebene o iiber, so bestimmen alle Kreise x eines elliptischen
Biischels mit g Z N in der komplexen Fortsetzung Kegelschmtte ¥
in ¥, welche die Punkte I4, T. und Pag*, Py¢t gemeinsam haben.
Die I%egelschmtte X gehdren also einem Kegelschmttbuschel 1.Art in
an, Auf ein solches kann der Desarguessche Involutionssatz ange-
wendet werden,z.B. wird auf der Zentralen ’pl eine Desarguesin-
volution « bes’clmmt die komplexe Fortsetzung elner projektiven
elliptischen Tnvolution « : R, R, ist, wobei P4™" und P,g-*
nach dem Satz von Thales die Laguerrevertreter von « gind. In ¥
sind die Fixpunkte von < die Proaekulonen der Tunkbte Reksn § =
H{Q“Q;j aus N auf ¥: Die Punkte P, ,P, und Q«,Qz bestimmen ndmlich
ein isotropes Ergzeugendenvierseit wvon $. Da bel g "4 isotrope .
Erzeugenden von % aufl isotrope Geraden von X abgebildet werden,
ist (P.Q, 3{ 1 die isotrope Gerade durch P.g1; da Pag™ Laguerre-
vertreter von x ist, ist Q nach 7.5 ein Fixpunkt von .

E=14

Fall 2: Hyperbolisches Kreisbiischel.
Sei zunfchst g eine Passante von ¢ nicht in N2y . Die polare
Gerade giq, ist dann eine Sehne von ¢ nicht durch N und {Q;¢bes”c5mmt
das konjugierte elliptische Kreigbilischel mit den Grundpunk’cen
Pyg*, Pyt dabel gilt { WPy = ‘.
=¢n 1?32 . Der iiber den Grundpunkten
'1‘3 y Pog” 1 errichtete Kreis k des
elllptlpchen Kreisbiischels muB /
wegen (I) notwendig jeden Kreis By Z ‘1
des hyperbolischen Ereisbiischels K \\\
orthogonal durchsetzen; wegen (II)

. W\
ist qu" -Pyg" die Zentrale z Chordalec"\\
-des hyperbolischen Bilischels, und die dazu normasle CGerade durch

den Mittelpunkt Z von (P g)"' P 5“") ist die Chordale ¢ des hyper-
bolischen Kreisblischels. Umge rehrt ist jeder Kreis y mit dem
Mittelpunkt My auf P,g" “ePog”f, der k in einem Punkt Tg¢~™*
orthogonal durchsetzt, ein Kreis des hyperbolischen Krelsbiischels;
dazu ist zu zeigen, dafl die Trigerebene M von y¢ durch g geht.

\

Zentrale 2

Rg M,

Wegen MyIP,]%‘KPEQ" liegt der A,~Pol Y von v nach Folg.2,Bem. not-
wendig in der Ebene NVP £~'VP, g7« NVP VP =Weh,=n TNry.g  (*);
die Tangente t_ in T (+N) an yg ist normal zur Tangente tk an kg =
t } =t . Da t schneidet @7‘¢>* trifft ty denn g; wegen tyI’“Q geht
'rtdurch den Punkt ty g (?N%), woraus zusammen mit (*) folgt VRS



B - 310 -

Die Sphirenpunkte P und P2 sind {ibrigens die Beruhrpunkte der

aus g an ¢ legbaren Tangentialebenen; diese Ebenen schneiden
Jedoch ¢ nicht nach Kreisen. Man beniitzt gelegentlich die
Sprechweise: P g" und P g” gind die "Nullkreise des hyperbollschen
Biischels"; ein Nullkrels ‘ist kein Mdbiuskreis.

Gilt speziell g I” M, und ist g Passante, so ist gAs eine Sehne voh o]
durch N ; alle Kreise des zugehorigen hyperbolischen Biischels

haben daher den Punkt M=g),.m zum Mittelpunkt,
und das Biischel besteht aus konzentrischen
Kreisen. Das konjugierte elliptische

Blischel ist das Geradenbiischel um den ge~
-meinsamen Mittelpunkt, denn ga¢ =NM.:

Bemerkungen: (a) Vom Standpunkt der Mébiusgeometrie besteht
zwischen den Fdllen g Z* NA, und I* N7y kein Unterschied. Ein
. hyperbolisches Krelsbuschel ‘zu g I* NAy kann ndmlich durch
e¢ine Spiegelung an einem Kreis m, dessen Mittelpunkt in einem
Hullkreis des Blischels liegt, in ein Biischel konzentrischer
Kreise ubergefuhrt werden,

(b) In der komplexen Fortsetzung T durchstoﬂt g die Qua-
drik ¢ in einem Paar =..-zugeordneter Punkte Q,, QZ und durch Q15
Qq sovie durch T,, 7, gehen alle Kegelschnitte §, die durch
komplexe Fortsetzung von Kreisen y des hyperbolisclien Biischels
entstehen, falls man von der Mobiusebene zur komplexen Fort-
getzung ¥ der projektiven Ebene x iibergeht. Nach Fall 41 sind Q. ¢
und Q; i‘ die Fixpunkte der durch das konjugierte elliptische
Bischel auf ¢ bestimmten Desarguesinvolution « und P,§ ™t und
Pi¢:teind die Laguerre-Vertreter von «.

In'% llegt also ein Kegelschnittblischel 1.Art vor und daher kann
auf die Kreise eines hyperbolischen Biischels mit g Z*N2, der
Desarguessche Involutionssatz angewendet werden:’ Alle Kreise des-
Biischels bestimmen auf der Zentralen eine hyperbolische Desargues-
involution mit den Nullkreisen als Fixpunkten und Z als Zentral—
punkt.

Zu den Kreisen eines hyperbolischen Blschels konzentrischer
Kreise gehdren Kegelschnitte in ¥ , die ein Blschel 3.Art be-
stimmen; alle diese EKegelschnitte, haben nimlich die beiden
Linienelemente (T, ,uT) und (lL,Ml ) gemeinsam.

{c) Konstruktive Anwendungsbeispiele
- in PAE: ‘ )

(i) Man kann die Fixpunkte einer hyperbolischen
Involution o mit Zentralpunkt Z und A — Ax
nach Obigem wie in der nebenstehenden Figur __ .
konstruieren. Z A
(ii) Auf der Geraden a ist eine

elliptische projektive Involution «

durch ihre Laguerre-Vertreter L ,L' festgelegt; man konstruiere
einen Kreis y,der durch einen gegebenen Punkt P geht und in der
komplexen Fortsetzung die beiden lepunkte Ty und ¥, von & enb~
h3lt (kurz: Gesucht ist Kreis_y aus einem Paar =2, -zugeordneter
Punkte und einem reellen Punkt).

F=Fo Ax
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Durch L und L' als Grundpunkte wird ein
elliptisches Kreisbiischel festgelegt und es
existiert genau ein Kreis x dieses Biischels
durch P, Fuir den x in P orthogonal durch-
setzenden Kreis y des konjugierten hyper-
bolischen Biischels gilt nach obiger Be-
merkung F,,F,| ¢ §. Dabei ist y die einzige
Losung, denn durch die fiinf Punkte 14,1, ,F, ,F, und P existiert in ¥
genzu ein Kegelschnitt. i

Pall 3: Parabolisches Kreisbiischel.
Ist g eine Tangente von ¢ in P(4N), so haben alle MSbiuskreise
des Biischels das Linienelement (Pg”, Ng.x =:t) gemeinsam und

umgekehrt gehdrt jeder Mobiuskreis mit
diesem Linienelement zum Blischel. Alle

Freise des konjugierten Blischels gehen /45::;\\

i
ebenfalls durch Pg™* und beriihren Ps Zentrale
dort die zu t normale Tangente, \\\w//

welche die Zentrale des gegebenen

Blischels ist.
Chordale |¢

Ist speziell g Tengente in N, so besteht das Blschel aus zueinander
parallelen Geraden. Das konjugierte Blischel besteht aus den zu
diesen orthogonalen Geraden.

Bemerkungen: (a) Vom Standpunkt der lMSbiusgeometrie sind diese

teiden Fdlle nicht zu unberschelden, denn durch eine Spiegelung
an einem Kreis mit dem Mittelpunkt %g“ kann der erste Fall in

den zweiten ilibergefithrt werden.

{b) Zu den Kreisen k eines parabolischen Blischels
(nit g £ H) gehdren in  Kegelschnitte X, die einem Biischel 2.Art
apgehoren. -

SATZ 7.7s Die sbtereographische Projektion vermittelt einen Iso-
T morphismus der Mobiusebene auf Jeve Inzidenzstruktur,
welche durch das mengentheoretische Enthaltensein zwischen den
Punkten und Ereisen einer Sphire bestimmt wird. Jede Inversion
ist eine invelutorische, mdbiuskreistreue und gegensinnig
winkeltreue Bijektion der Mibiusebene, Eine Inversion ist ent-
weder eine orthogonale Spiegelung, eine Spiegelung an einem Kreis
oder eine Antispiegelung an einem Kreis: bei der Spiegelung baw.
Amtispiegélung‘an einem Kreis bleibt jeder MUbiuskreis des durch
den Inversionskreis bestimmben hyperbolischen bzw. elliptlschern

Biindels als Ganzes fest.
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Zweil Mobiuskreise aus konjugierten Blischeln schneiden einander
in jedem von oo verschiedenen gemeinsamen Punkt orthogonal. Fin
elliptisches Kreisblischel mit eigentlichen Grundpunkten kann
durch Spiegelung an einem Kreis, dessen Mittelpunkt in einem
Grundpunkt liegt,in ein Geradenbiischel mit eigentlichem Scheitel
ibergefithrt werden. Ein hyperbolisches Kreisblischel kann durch
Spiegelung an einem Xreis, dessen Mittelpunkt in einem Nullkreis
des hyperbolischen Biischels liegt, in ein Blischel von konzentri-
schen Kreisen ibergefiihrt werden, Ein parabolisches Kreisbiischel
geht durch Spiegelung an einem Kréis, dessen Mittelpunkt im gee
meinsamen Berihrpunkt liegt, in ein Blischel paralleler Geraden
{iber,

7.8. Abstandsmessung in euklidischen Riumen

Fach 7.4 ist durch Vorgabe einer elliptidchen (projektiven)
Polaritdt A in T, ein inneres Produkt in W) nur bis auf einen

Faktor festgelegt, Ein reeller affiner Raum mit Orthogonalitéts-
gtruktur ist daher noch kein euklidischer Raum. Um das innere
Produkt in H#) eindeutig festzulegen, definieren wir im reellen
affinen Raum A(R) mit Orthogonalitidtsstruktur eine Abstandsmessung.

DEF,7.8a: Unter einem Abstand verstehen wir eine Abbildung d:?ﬁx é"
R*u {0} (=Menge der reellen Zahlen » 0),also (X,Y) =~

(X;Y)d::i?,mit folgenden Eigenschaften:

(I) 4 ist translationsinvariant: X¥=Xt it YTeT(4(R)), V X,Y|e A(R).

Es genligt daher i.f, als ersten Punkt X stets einen festen Punkt O

zu nehmen und O0X zu erkléren. )

(II) X=0: 0X:=0.

(IIT) Ist Pe eine fest gewdhlte Sphire mit dem Mittelpunkt O

("Eichsphiire"), so ist OX:= | TV(X,E,0)] wit E,X,0 kollinear und

Eedp, VxefiN{O}.

Bemerkungen: (a) Diese Definition ist sinnvoll, denn ein Punkt E
wie in (III) existiert pmach 7.4, Folg.3, Bem.b. Es existiergn
Jjedoch zwel zu O symuetrische Punkie E,I mit o N e :{E,g} und
daher ist zu iiberpriifen, ob die Abstandsdefinition unabhingig
von der Wahl von E oder E ist: _

DV%U,Q,E £).0v(U O,E,X%cDV(U,O,E,X)=ﬂ (~1).7V(X,E,0)=TV(X,E,0) =
V(X E,0) = ITV{X,E,0
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—_ (b) Fir alle Punkte X «¢. gilt X=E, also
0X= [TV(E,E,0)| =/4{=1. Die Eichspliire heiBt daher auch Einheitssphi-
re, ‘

(c) M:={Xe'ﬁ|§5fnr mit r> O} ist eine Sphire mit dem
Mittelpunkt P (kurz: Die Sphiren sind die Abstandsfldchen der Ab-
standsmessung gemdB Def.7.8a).

Bew.: Fiir P=0 ist r=0X= |TIV(X,E,0)| = |DV(X,E,0,U) | auffaBbar als
charakteristisches Doppelverhaltnis einer zentrischeén Streckung 6
mit Zentrum O. Alle Punkte der Einheitssphire werden bei & auf
Punkte von M abgebildet, d.h. ¢ & =M. Da jede zentrische Streckung
eine Khnlichkeit ist (vgl.7.4,Folg.5?Bem.f)ist mit Qe auch M eine
Sphdre (nach 7.4,Folg.5,Bem.c).Ist dagegen P+0, so existiert genau
eine Translation, die Pr~0 leistet; nach Def.7.8a die Absténde
nicht verdndert und als Ahnlichkeit Sphdren in Sphiren {iberfiihrt.

L 4
Unser Ziel ist es .zu zeigen, daBl die Vorgabe eines inneren Pro-
duktes in #) gleichwertig ist zur Vorgabe einer absoluten Po-
laritit A* in T, und einer Eichsphire ¢e »

Folgerungen:

1) In einem euklidischen Raum A(#7) gilt: Die Menge aller Punkte £
mit 2.4 --r2=0 (reRN{0} ) ist eine Sphire mit Mittelpunkt <« im
Sinne jener Orthogonalititsstruktur, welche durch das innere -
Produkt nach 7.4, Folg.1 bestimmbt ist.

Bew.: Wir definieren eine nicht ausgeartete symmetrische Bilineare
form O: N x4)~R mit ¥ =Re 4#) durch ((x,{),(y,qo))e* 1= M) Xy r2
V't,‘,?lé'ﬂ(),Vx,y'ER. ’ v

Wegen ((X A+ (H,,¢: ) (7,40) )6 = (A0t R AW (X a+X , A )yr 2=
g gt (e s S xa g A = (X a)s (3 )0 Axe (a s W T v )50

ist ¢ linear im ersten Vekbtor. Da das innere Produkt symmetriscﬁ

und R kommutativ ist, ist 6 symmetrisch und daher bilinear, Aus

((y) 5 (w9))6 =0 Y(ywple®) Tolgt mit (7,49 2=(0,'2) wegen der

positiven gefinitheit des inneren Produktes < =« und mit (yﬁg)n

{(1,v) dann x=0, sodaB ¢ nicht ausgeartet ist.

& beschreibt eine (projeksive) Polaritét in T{¥]), in der wegsn
((0,%),{0,% )) 6 =% %0 Ve 4N\ (o} kein selbsthonjugierter Ferne
purkt existiert. Die Menge der selbstkonjugierten Punkte (1,¢JR in
T=T\Tw ist durch ((1,4),(1,2))6 = 2.x —r°=0 bestimmt, sodal
alle Punkte « aus A(H)) mit <. ~r®=0 eine Quadrik ¢ erfillen,
die ein Ellipsoid. ist und wegen. ({1 ,v},(O,ftg))a‘ =0 Y W6 AN A
den Mittelpunkt < besitzt. Durch das innere Produkt in # wird

in T, nach 7.4, Folg.q die absclute Polaritdt A™ bestimmt und

=
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diese ist wegen ((0,9,(0,4))6 = #,4) die Fernspurpolaritét von ¢.
Das Ellipsoid ¢ ist daher eine Sphire, &

2) Ist in einem reellen affinen Raum eine Orthogonalititsstruktur
und eine Eichsphire gegeben, so wird dadurch im Vektorraum der
Translationen eindeutig ein inneres Produkt bestimmb, und die
Abstandsmessung im Sinne der Def.7.8a stimmt {iberein mit der
Abstandsmessung unter Beniitzung dieses inneren Produktes,.

Bew.: Bekanntlich ist A(R) = A(#)) = T(Re M\T(0240). Die absolute
ellipbtische Polaritdt A% in T, wird durch eine symmetrische nicht
ausgeartete Bilinearform ¢ in T (0 e #)') beschrieben. Durch _
((0,%), (0, ))5’::(@,1{?)6 wird ein inneres Produkt 4 in # definiert
(vgl.7.4). Die Eichsphire@, ist durch den Mittelpunkt O=.o- und
einen Punkt P = ¢, + v eindeutig festgelegt. Wegen (g,,4,)8>0

konnen wir normieren und erhalten in
(re, WD

s -1{/} i=g Y .
ein eindeutig bestimmtes inneres Produkt in W.
Mit =0+@=-)x A E=ted,gilt TV(X,E,0)=x und nach Def.7.8a ist
65(-=Q“ITV(X,E,O)11= x*. Aus Ee ¢, folgt #n-n =1; diese Aussage ist
némlich fir E=Po auf Grund der obigen Definition des inneren
Produktes richtig und da nach Folg.1 durch 4 =1 eine Sphire
um O durch Po begchrieben wird, die bereits durch O und Po ein-
deutig festgelegt ist, ist die Punktmenge mit <€ -1=0 die
gegebene Eichsphére Q. .
Fir den durch das innere Produkt gemessenen Abstand OX=lel gilt
daher leP=n.t=(c+(n-0)x) (fo+{n-0)x) = (n.n )klzxZ,
Da bei beiden Messungen der Abstand nicht negativ ist, erhdlt
man die Gleichheit der beiden Abstdnde fiir von O ausgehende
Strecken, Um die Ubereinstimmung fiir beliebige Abstéinde zu zeigen
genligt es, die Translationstreue der mit dem inneren Produkt ge-
messenen Abstinden zu erweisen. Wendet man auf Ve-e = |¢l
die Translation T mit €'=e++ an, so gilt o — 1A ‘c——vﬂe', also
lesl=le-wol = lel. v ‘

4

Bemerkungen: (a) Das Teilverhdltnis gestattet in Ubereinstimmung
mit der Elementargeometrie die Deutung: TV(4,B,C) = % (B#C).
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Bew.: Weger der Translationginverianz genligt es C=0 zu betrachten.
Rir 4=0 gilt TV(4,B,0)=0 A _A0=0; sei i.f. A$0:|DV(0,U,A,B)| ==
1DV(0,U,B r,,! = lDV(O,U,A,E)l -

rv(h, 3,81, lov(s,E,0) 2 j1v(a,E,0)=|TV(A,B,0)| . OB=0A.

¢
() sign TV(4,B,C)=-1 &5 ¢ zwischen A und B

Spe21ell fiir den Hlttelpunkt M gilt TV({4,B M)=—1 @ A= EW A M

liegt zwischen A und B (damit ist der Name "HMittelpunkt" begriindet).

s Am.f.
‘ (¢c) Wegen DV(A,B,C,D) TV(4,B,C).TV(A,B,D)~"
erhalt man fiir A,B,C,D elgentllch und paarwelse verschleden in
U‘cernlnstlmnmng m:.t der Elementargeometrie:

AC_ . AD
DV(4,B,0,D)=. & : £2-.
sign DV(4,B,0,D)=-1 < genau einer der Punkte C und D liegt
zwischen A und B. : :

§£3) In der komplexen Fortsetzung X existieren
isotrope Geraden. Eine Gerade €+ € ist genau dann’ isotrop, wenn
i¥.# =0 gilt. Zwei Punkte 4Qk—‘€+11*? (x=1,2) eiper isotropen Geraden
haben daher stets den Abstand 0 wegen !14}4 - i, - VEX TR, -}{()1’)\[)1{‘#“»0
D:.e isotropen Geraden heiflen deshaldb auch “M.lm.malgeraden

3y DEF,7.8b: Eine fhnlichkeit eines euklidischen Raumes heiBt
T 7 eine Kongruenz (Isometrie), wenn zwei verschiedene
Punkte existieren, deren Abstand ungeéndert bleibt. Jede gleich~
sinnige Zongruenz heiflt eine Bewegung. Jede Bewegung mit einem
Pixpunkt heiBt eine Drehung. ’

Bemerkungen: (a) Jede Translation ist eine Ahnlichkeit und nach’
Def.7.8a abstandstreu, also eine Kongruenz. Aus der Darstellung
=2+ folgt o =1> d und deher ist jede Translation gleichsinnig,
Eine Translation ist eine fixpunktfreie Bewegung.

(b) Jede zentrische Spiegelung an F ist eine involu-~
torische gegensinnige ko'lgruervz, denn aus TV(X, X%,F):—'\ folgt
XF=Xe; Fs; nach Folg.2, Bem.a und aus der Dhstellung el=e 29
(vgl.6.4, Folg.4, Bem,d) folgt A ==1< 0,

(c) Jede orthogonele Symmetrie 6 an einer Hyperebened

ist eine inveolutorische gegenslnnlge Kongruenz:

X 4T, => ’Quo’ ~ /p“ =:F it €6 ~Fixpunkt mit TV(X,X6,F)=t =>
L= /c Fe =y 6 ist eine Longruenz. WEh1lt man ein lmrteolsches
Koordinatensysten {0,P,...,Pjmit X=P, =(0,...0,1) und

QVP V.., VPh=T,, S0 gily

X5 P, =(0,0,20.0,=1)=: Go und 95 = q,, (3:4...:1—1) Wegen

det (* g, peee G~ cgo)w’l und det (4, =4, 1eeeqi=g,)==1 ist & gegen-
s:.mng?
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DEF,: Unter einem "orientierten orthogonalen n~EKant" versteht man

n paarweise orthogonale Geraden durch einen Punkt O, wobei
auf jeder eine Halbgerade ausgezeichmet ist,

Zu zwei gegebenen orientierten n-Kanten existiert genau eine
Kongruenz, welche dag eine n-Kant in das zweite n-Kant abbildet.

Bew.: Eine Sphére um O trifft die j-te Halbgerade des ersten
n~Kants in genau einem Punkt P., eine zu O kongruente Sphére.
um 0' trifft die j-~te Halbgerade des anderen n-Kants in genau
einem Punkt Pl. Fiir die gewiinschte Kongruenz gilt notwendig
P, P!. Zu den beiden kartesischen Simplizes { 0,P,} und
{O"Pz'i} existiert genau eine Ahnlichkeit mit O == O' und
Pj»—— P:’j, und diese ist wegen OF,=0'P; eine Kongruenz,

2

Anwendungen: (a) Jede Ahnlichkeit ist das Produkt einer zentrischen
Streckung und einer Kongruenz.

Bew.: Durch eine Ahnlichkeit x wird ein kartesisches Koordinaten=
system {O,Pj} und die Sphére um O durch P; in ein kartesisches
Koordinatensystem{0',P/} und die Sphére ¢'um O' durch P;’ trans-
formiert. Die Ahnlichkeit & ist durch O+ C', P;+= P} ein-
deutig festgelegt. Die zu @' kongruente Sphire ¥ um O bestimmt
ein kartesisches Koordinatensystem { 0=0, Q;: Punkt von ¥ auf der
Halbgeraden OB} . .

Nach Bem.c existiert eine zentrische Streckung &, mit & '+= ¢ , |
also mit 0~~0,F = Q;,und nach Folg.3 existiert eine Kongruenz =
mit O~ 0' und Q; — P!. Die Zusammensetzung 6z% der beiden
Bhnlichkeiten o, und * "ist eine Ahnlichkeit, die O+~—0' und
Py P leistet = & = g, R .

’ ¢
(b) Bei einer fihnlichkeit wird jeder Abstand mit
einem festen Faktor (> 0) multipliziert. Bleibt insbesondere
ein.einziger Abstand ungedéndert (= Kongruenz), so ist dieser
Faktor notwendig gleich Eins und es gilt:Bei einer Kongruenz bleibt
jeder Abstand ungeindert.

Bew.: Nach Definition ist O0¥= | TV(X,E,0)|; sei o.B.d.A. Z#0 und O
Mittelpunkt der Eichsphire $e . Jede Ahnlichkeit « ist teilver-
hdltnistreu, d.h. TV(X,5,0)=TV(X&,E&,0%). In A(R) existiert eine
Translation T mit O& %=~0, und ¥ 1st ebenfalls teilverh#linistreu:
v X,E,O):TV(X&r,E&r,O&rnO).“Weiters gilt )
DV(0,U,X&r,B&v). DV(0,U,E&T, E'?:DV(O,U X&x,E') mit E' E\ﬁo,,hn Pe-
IV x&t,E&r,ogy.l(TV(E&r,é' 031 =]1v(xer, B, 03 =11V (X, 5,001 1Al =
=|TV(X&t,E',0)l

Dabei ist ) :=TV(E&v,E',0)$0 wegen ExT #0,und A bedeutet das .
von der Auswahl des Funktes X unabhiingige charakteristische Tell-
verhiltnis einer zentrischen Streckung mit Bdr+-+E'.
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Unabhanglg von der Lage des Punktes X 1:Legt E&r gtets auf einer
bestimmbten Sphire un O und A hanf;t nur von ¢ und &' ab. Auf
Grund der letzten Gleichung gilt OX 00X &~ ; weiters ist
0X&t =Ogr X&r =0& X&, da die Translatlon T-4 abstandstreu ist.
Damit ist die Aussage fur alle in O beginnenden Strecken richtig,
Sei nmun (P,Q) eine beliebige Strecke (P4Q). Es ist PQ IAl =P& Q&
zu erweisen, In T(A(R)) existiert eine Translation T, mit Pr>0;
wir setzen QT =:X. Wegen der Translationsinvarianz des Abstandes
gilt PQ=P7,QT,=0X. Nach dem ersten Beweisteil folgt 0& L& -OX ial.
Da T(A) nach 6.2 Normalteiler von AGL(A) ist, stell a"'c

eine Translatlon T'e A(R Qg_r algso gilt tas= &' = Q

=Pax' Qa1 =Pt QTpx =0aXa =0X IM =PQ At - 0

(c) Aus Anw.b folgt unmittelbar,daB die Menge aller
Kongruenzen hingichtlich der Zusammensetzung eine Gruppe GO(A(R))
bildet ("Gruppe der Kongruenzen", "Isometriegruppe"); GO(A(R)) ist
eire Untergruppe von AGO(A(R)). Die Menge aller Bewegungen bildet
eine Untergruppe GOT(A(R)) von GO(A(R)), dagegen ist die Menge
GO~ (A(R)) keine Gruppe.

(&) Jede involutorische Lhnlichkeit & ist eine
Kongruenz. :

Bew,.: Wir ‘Denutzen zweimal Anw.b und erhalten YP,Q:
PQ Al sPAQ& A PQ=PR& Q&& TEQE Il =PqQ mla@ ix {=1AA> 0= A =1,

Zwischenbemerkung 6
Sei#(R) ein euklidischer Vektorraum und f£: W) — ’KU eine lineare
Bijektion. f heiBt "orthogonaler Automorphismus von )" genau dam,
wenn gilt : ~

2. = wf.f Ve, e,
Alle orthogonzlen Automorphismen bilden die "orthogonale CGruppe®
O(H)) von W) . Ein Auto‘morphismus ist genau dann orthogonal,; wenn
er in einer orthonormierten Basis durch eine orthogonale Maurl‘:
beschrieben wird, d.i. eine Matrix (ad k), fiir die aak l'-cf | gilt,

Bemerkungen: {a) Jeder orthogonale Aunomorphismus ist im Vektor-
raum lingen- und winkeltreu.

(b) Man kann die obige Forderung fiir einen orthogonalen
Automorphismis abschwichen zu ¢.e =tf.€f VYeel), Mit anderen
Worten: Ist ein Automorphismus l8ngentreu, so ist er notwendig
winkeltreu.
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5 (¢) Mir eine orthogonale Matrix (a‘)gilt notwendig
det (a® ) = %1 ; Automorphismen, deren Mabrix deh Wert +1 bzw, ~1
hat, heiBen gleichsinnig bzw. gegeunsinnig orthogonal.

4) Fine Afflnlt&t & AU (R)) — AU (R)) wird durch i+ gt 1
beschrieben mit g e GL(#)). Zu welchen linearen Bijektionen g ge-
hért eine Kongruenz & 7 Es gilt: .

% ist eine Kongruenz <> g ist ein orthogonaler Automorphismus.

Bew.: (a) Ist & eine Kongruenz = |~ |= [+}'~ '] ={(xg~+)-
C~(rg=t) = [(m-)lg = lm] = |#g] Vi e W)= #.%0 =

=tng.wg VwneH) =g ist orthogonal.

(b) Ist umgekehrt g orthogonal, so erhdlt & rechte Winkel wegen
0= Ay =g g, uad dle Khnlichkeit £ ist auch lingentreu wegen
bel=Y" e = Veg.ng = Iegl.

Anwendungen: (a) Jede Kongruenz 1&Bt sich eindeutig zusammen—
setzen aus einem orthogonalen Automorphismus und einer Translation
0G(A(R)) ¥ OUH)). T(MD). Insbesondere gilt 0GT(A(R))=0™M(#7).T(H)).

(v) Aus Folg.3, Anw.a und der Darstellung einer
zentrischen Streckung durch 4 = *»a mit ac€ {R\{O} folgt

A0GCA(RIIT o (H)) 0D 2 (H)).

(¢) Eine Kongruenz wird beziiglich eines kartesischen
Koordinatensystems durch
xkl= alg'xjwk' dargestellt, wobei (al‘;') eine orthogonale Matrix ist.
Bine Ahnlichkeit wird beziiglich eines kartesischen Koordinaten-
SIZ'StemS durch ) ,
..aJ S dargestellt, wobei (a?’) eine orthogonale Matrix ist.’

" (d) Sei « eine Kongruenz mit einem Fixpunkt F. Wir
wihlen 0.B.d.A, F= 0 ~> 4+ = . Ist « gleichsinnig, also eine
. Drehung, so folgt: Die "Drehungsgruppe" ist isomorph zur Gruppe
0*(if)) der gleichsinnigen orthogonalen Automorphismen von #J.
oF (#7) heiBt.' auch "Drehungsgruppe des Vektorraumes ) ™).

(e) Jede Bewegung ist das Produkt einer Drehung um
den Ursprung und einer Translation (vgl.Anw. a ).
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Zusammenfassend gilt: Die nicht trivialen Bewegungen eines drei-
dimensionalen euklidischen Raumes sind die Translationen, die
axialen'Drehungen und die Schraubungen. Daraus folgt: Hat eine
Bewegung eines dreidimensionalen euvklidischen Raumes einen Fix-
punkt, so existiert eine Achse von Fixpunkten (Satz von EULER).

Wir wollen no?h alle ebenen gegensinnigen Kongruengzen bestimmen.
Wegen det(ak )=-1 kXommt nur (1 EQ als Matrix der Normalform in
Frage. Damit lautet die koordinatenn#Bige Darstellung

xV e xt4c?, x*=-2xtech

Setzt man mit der Translation ¥'=x*, ¥'sx'= c? zusammen, so erh#lt
man

x1 =%"+c*, x

Fir ¢* =0 entstehv x"' =x", x? =-x*==> alle Punkte der x*'-Achse

sind fest,und es liegt eine orthogonale Symmetrie an der x’~Achse
VoI, » ‘

Fiir ¢* #0 liegt die Zusammensetzung einer orthogonalen Symmetrie
an der x'-Achse mit einer Translation in Richtung der x“=Achse vor.
Man spricht von einer "Gleitspigelung l#ngs der x'-Achse"; diese
hat keinen Fixpunkt.

t -
2 =__xn.‘

Zusammenfassend gilt: Die ebenen gegensinnigen Kongruenzen sind
genau die orthogonalen axialen Symmetrien und die Gleitspiegelungen.

6) Anwendungen im dreidimensionalen euklidischen Raum:
(a) Jede Drehquadrik (vgl.7.6) vertrdgt alle Drehungen vm ihre
Drehachse. o

Bew.: Jeder nicht leere ebene Schnitt der Drehquadrik normal

zur Drehachse ist nach 7.6 ein RKreis mit dem Mittelpunkt auf der
Drehachse, und umgekehrt liegt jeder Punkt der Drehquadrik ent-
weder auf der Drehachse oder auf einem solchen Schnittkreis. Bei
Jeder Drehung um die Achse gehen diese Kreise als Ganzes in sich
iUber, denn sie sind Abstandskurven,und die Brehung ist abstandstreu.

4

(b) Auf jedem einschaligen Drehhyperboloid existieren zwei Dreh~
scharen von Erzeugenden.

Bew. :Eine ringartige Drehguadrik ist notwendig ein einschaliges
Drehhyperboloid, welches nach 7.6 bei Drehung einer Hyperbel unm
ihre Nebenachse entsteht. Greift man eine Erzeugende heraus und
unterwirft man diese allen Drehungen um die Drehachse, dann durch-
lauft die Erzeugende einen Regulus auf dem Drehhyperboloid; dazu
geniigt es zu zeigen, daf zwei durch eine Drehung zusammenhdngende
Erzeugenden e4 und e, einander nicht treffen. Jeder solche
Schnittpunkt wire n8mlich ein Fixpunkt der Drehung und alifte da-
her auf der Drehachse liegen; bhei einem einschaligen Drehhyper-
boloid liegt jedoch kein Quadrikpunkt auf der Drehachse. 4»

e
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(¢) Ein elliptisches Netz 7L in T (H)(R)) kann nach 4.9,Folg.7?

durch eine gevﬁ.sse (pro,jektivg) Koll}neation 2 Ru—= Yp erzeugt ‘
werden, In (%)) erzeugt % : 2. — 4, ein hyperbolisches |
Netz 7l mit NoN,un@ N hat zwei windschiefe Achsen & und F. Da die
Projektivitit &/, mit |, konmutiert, sind die Fixpunkte E und
¥ von #!fl«s dann x,,~zugeordnet. Da % und A bei der Erzeugung von i
nicht ausgezeichnet sind, gibt es ein weiteres @, ~-zugeordnetes ‘
Punktipaar §,| und ﬁ,] auf & und T ::)

e ®, =f, Die komplexe Fortsetzung T eines elliptischen Netzes M

ist ein hyperbolisches Netz mit einem Paar konjugiert hoch-
imagindrer Achsen. Da ﬁ, eine %=, -Fixebene ist, liegen die wind-
schiefen Achsen von 1l nicht in %, . Ihre Fernpunkte sind ein-
ieutig bestinmte ae\h—zugeordneﬁe Punkte ﬁu’ﬁu' Liegt insbesondere

E, auf $2, so liegt auch iﬁu auf a;a:&aaéQ

Die Punkte iu’ﬁu, € ¢ 2 haben eine ®, ~-fixe Verbindungsgerade,

deren Pol beziiglich A* daher ein reeller
Punkt A (Z] B ,F) ist. Durch A geht genau
ein Netzstrahl a des elliptischen Netzes L
und & ist eigentlich, denn E,F. ist

die komplexe Fortsetzung der einzigen

Netzgeraden von Tl in w . Die Gerade a’
heiBt die "Drehachse" des Netzes n.

DEF,: Ein elliptisches Netz M in 11’(1()(12)) heiBt ein "Drehnetz",wenn

seine komplexe Fortselzung n isotrope Achsen hat. Die Netz~
gerade durch den absoluten Pol der einzigen Fernnetzgeraden heiflt
die "Drehachse von M", :

Jedes Drehnetz gestattet alle Drehungen um die Drehachse. a.

Bew.: Zur projektiven Fortsetzung =:T — T einer Drehung 2 ge-
h8rt genau eine komplexe Fortsetzung ®. Es geniigt zu zeigen,

daf die Achsen &,F von Tl bei % als Ganzes festbleiben. = 14B8%
A, und ¢° fest und daher auch die Berlihrungspunkte Eu und Fy

der Tangenten aus A, an ¢ *. Die Punktreihe flq ist Fixpunktreihe
bei ® = flaist Fixpunktreihe bei # ; da a die Achsg € bzw. f'

in einem von K. bzw. Fu. verschiedenen Punkt B bzw. C trifft, blei-
ben je zwel Punkte von € und von f bei ® fest. v
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(f) Jede gegensinnige Kongruenz ist das Frodukt
einer orthogonalen Spilegelung an einer Hyperebene, einer Drehung
un den Ursprung und einer Translation, denn durch die orthogonale
Spiegelung wird aus einer gegensinnigen Kongruenz eine Bewegung.

Zwischenbemeriung:

Jeder orthogonale Automorphismus £ eines euklidischen Vekbtorraumes
D vesitzt in einer geeigneten orthonormierten Basis eine Xoordi-
natendarstellung mit Hilfe einer "erweiterten Diagonalmatrix" der
Gestalt |

cos ¢, sin @y
/1'.1 0 \ nis I:j '( —sinfs& cos 3:

. “n und -m<g;<m und ;0.
\ (]
0 =

(Es muB nicht dvder Typus der drei mdglichen "Diagonalelemente!
auftreten.)

Bemerkungen: (a) £ gleichsinnig orthogonal <= det (ee.)=+1 &
Anzahl der auftretenden (~1) ist gerade.

K K ; (b Wird eine Affinitit oL Locrd*nmtenmaﬁlg durch
X = a4 X rc erfaBt& so gilt fir die Koordlnaten £* eines
- Pixpunktes £ ~aj £ sok = (& -a )z c*. Wotwendig fiir die
Pyistenz eines Fixpunktes ist IIJ“ -~ a% ||+ 0. Diese Bedingung
ist nicht hinreichend; nach LA igt vielmehr hinreichend, daB
der Rang der Gleichungsmabtrix gleich dem Rang der erweiterten
Gleichungsmatrix ist.

5) Wir wollen [lr eine euklidische Ebene alle Typen von Bewegungen
angeben. Eine Bewegung wird durch 4 =42g+ + beschrieben, wobei g
eine gleichsinnig orthogonale Bijektion isb; g‘wird daher bei
geeigneter Ba51s durch eine Matrix mit Normalform dargestellt,

Wegen I a |f—+1 kommen nur die folgenden drei Typen in Frage:
(a) (1 0) (v) ( cosy sinyg| mit —n<\9<n (e¢) (-1 0
1.0 -siny cosy A0 ' 0 -1

Zu (a): ¢'=%++ stellt flir += o die Identitét, fiir + + .o eine
Translation dar.

Zu (b): Wegen
~COS in 2 .

U1 mviriq g coi Qf—1~?cosq rcostQ +51n2Q =2(1~cog ¢ )40
ex1°t1eru nach Bem.b ein Fixpunkt F und es llegt somit eine
Drehung & vor; durch eine Trensiation kann man F=0 erreichen. Da-

nit lautet die koordinatenméfige Darstellung der Drehung
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x"=x"cos ¢ +x*sin ¢, x¥=-x*siny +x*cos ¥ .

Nun_kann duch der Name"Drehung" begrindet werden:

Fi=FX«, denn = ist léngentreu; weiters gilt fir <(0X,0¥%)=:y dann

cos W~‘Q.Q' (xYcosy+x'x*siny ~x*x"sin g *xeos g . cos '
Y (Voo (09 Teos 4

=y ist unabhingig von X. Wegen w=¢{(+#]0,n,-n) gibt es auBer O

keinen weiteren Fixpunkt.

Zu (c): Man gewinnt diesen Fall aus (b), wenn man dort v=I setzt,

also liegt eine Drehung durch den Winkel;ezn vor. Andererseits ist

/'s~ e+ 4 die Spiegelung am Fixpunkt $ =% . Jede Spiegelung an
einem Punkt 188t sich als Drehung um diesen Punkt durch den
Winkel ot auffassen.

Zusammenfassend gilt: Die nicht trivialen ebenen Beweguagen sind
die Translationen und die Drehungen um einen Fixpunkt.

Fir Bewegungen im dreidimensionalen euklidischen Raum kommen
folgende Matritzen in Frage: :

{
(a) [4+ O © (v) 1 0 0 (¢c) {14 o0 ©
0 1 o] O cosy sing 0 -1 o
o 0 1 O ~sing cosy 0O 0 -1

Zu (a): %'=x+4 ist entweder die Identitdt oder eine Translation.

Zu (b): Unterdrickt man die 1.Koordinate, so erkennt man, dafll die
Projektion in Richtung der 1 —Achse auf die 23 ~ Ebene eine ebene
Drehung um einen Punkt F ist; durch eine Translation erreichen
wir, daB die x’'~Achse durch O geht. Da ein Punkt ¥=(x",0,0) dann
in einen Punkt (x%,0,0) iibergehen muB, folgt 1 =(c¢’,0,0). Damit
wird die Bewegung dargestellt durch:
x¥ =xt +et

* = x* cosg+x’ sing
® = -x2 sing+x3 cos ¢
Wir unterscheiden:

¢ =0: Alle Punkte der x'-Achse sind dann.einzeln fest, es liegt
eine "Drehung um die x'-Achse" vor. i .
¢? 40: Die Bewegung sebtzt sich dann aus einer Drehung um die x" -Achse
und einer Translation in Richtung der x'-Achse zusaumen; man
spricht ven einer "Schraubung um die x'-Achse". Eine Schraubung
ist keine Drehung, d.h. sie hat keinen Fixpunkt, denn wegen

¢’ +0 stimmen niemals die ersten Koordinaten des Ur- und Bilde-
punktes liberein.

Zu (c¢): Man gewinnt diesen Fall aus (b), wenn man dort y=n setzt.
Fiir ¢?=0 liegt eine Drehung durch den Winkel =n, fiir ¢"+0 eine
Schraubung zum Drehwinkel n vor.
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" Unterwirft man eine Netzgerade x von Tl allen Drehungen um a, so

entsteht eine Drehschar auf einem einschaligen Drehhyperboloid ¢,

und jede Gerade der Schar gehdrt zu 1, ; ein Drehnetz zerfdllt so-

mit in Drenscharen auf einschaligen Drehhyperboloiden mit der~
selben Drehachse. In T treffen alle Geraden x einer Drehschar die

Achsen € urd 7, d.h. € und T sind Erzeugenden von ¢ und 3 H
daher die Punkte e.a=:B pnd f.g=:C konjugiert imagindre x
Purkte von & .Dann sind B und € Scheitel von J. Alle & f

so entstandiéren Drehhyperboloide haben die (nicht reellen) Scheitel
auf der Drehachse gemeinsam. Da diese Scheitel auch Punkte der
komplexen Erweiterung der Meridianhyperbel von ¢ sirnd, gilt:

Alle Meridianhyperbeln haben in T gemeinsame Nebenscheitel,
Schneidet zan fT wit zwel 2.,~fixen Ebenen E@ - =

und %, die eirander ldngs einer Geraden e -

von M schreiden,so werden die Durchstofi- °i ; 7/’/“ /

punkte der Hetzgeraden mit X und A in @/‘é

einer (proiektiven) Kollineation 2t - : |
ekoppelt., Legt man insbesondere & und  durch die Netzgerade E F,
%w> « I A). so 188t die Kollineation ¥ die Punlkte_ E,und Fu einzeln
fgst. Dz £, und F, die absoluten Krelspunkte von « und T sind, ist
2 die Xoz
3ind umgerehrt zwel parallele gleichsinnig Ehnliche (insbesondere
kongruente), nicht perspektive Ebenen gegeben, so sind die Ver-
bindungegeraden zugeordneter Punkbte in einem Drehnetz enthalten,
falls eine Verbindungsgerade orthogonal zu « und B steht.

SATZ 7.8: Zin reeller affiner Raum ist genau dann euklidisch, wenn
m -

ip ihm eirne Orthogonelit8tsstruktur und eine Fichsghire

ausgezeichret sind., Jede Kongruenz ist abstandstreu, und bei einer
" Knhnlichkeit wird jeder Abstand mit einem positiven Faktor multi-

pliziert. Eine Affinitédt in A(H))) ist gensu dann eine Kongruenz,
wenn sie das Produkt eines orthogonalen Vekiorraumasutomerphismus
und einer Trenslation ist. Jede Bewegung ist das Produkt einer

"Drehung und einer Translation.

7.9, Geometrien in Desarguesriumen

Z}u jedem Desarguesraum T,, gehSrt bis auf Isomorphismen ein Agebrai-
sierungskdrper K und nach Auszeichnung einer Hyperebene Ty eine
Translationsgruppe T(Tu)=M(K). Nach dem 1.Hauptsatz ist Ty STW)=
=T(® @ %)), und nach dem 2.Hauptsatz gilt fiir die Xollineations-
gruppe PrL(T,)=rL(W ) /S8 ().

Wach J.DIEUDOHNE (1955) bezeichne®t man als klassische Gruppe die
Gruppe TL(%)) und jede ihrer Untergruppen. Nach dem Erlanger
Programn von F.XLEIN (1872) versteht man unter einer Geometrie

lexe Iortsetzung einer gleichsinnigen Ahnlichkeit f.—f,.:
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die Menge aller Aussagen, die gegeniiber allen Abbildungen einer
Gruppe invariant sind. Jede Gruppe von Abbildungen, die auf

einer Objektmenge operiert, definiert eine Aqulvalenzrelatlon

auf dieser Menge; eine wahre Aussage iiber eine Teilmenge < ? der
Objektmenge heiBt geometrisch im Sinne der Gruppe, wenn sie

eine wahre Aussage iiber alle zu %? im Sinne der Gruppe Aquivalenten
Teilmengen der Objektmenge ist. So ist die Geometrie der
Desarguesriume die Geometrie der klassischen Gruppe FPL(w) /& (4),
und auch jede Untergruppe von PP L( Ty ) bestimmt die Geometrie
einer klassischen Gruppe. Damit entsteht eine Hierarchie von
Geometrien:

PrL(¥W,.) = TLW)/H(0) :Kollineationsgruppe.... .Geometrie der projekti-
ven Desarguesraume

PGL(T3) Projektive Gruppe.......Projektive Geometrie
=GLCW)A§CW) fiir K kommutativ

ATL(Ap,) ¥ ML) .TO)) : Affinitétsgruppe........Geometrie der affinen
Desarguesraume

AGL(Ax) :Affine Gruppe....s......Affine Geometrie
# GLOWD) .TW)) fir K kommutativ

Speziell flir K=R:

AGO(A(R)=A(#)) .OWN) . TU) : Khnlichkeitsgruppe. . .Khnlichkeitsgeometrie
GOCA(R))Z O(0) . TOW)) :Kongruenzgruppe..s. .« . Kongruenzgeonetrie
GO+(A(R»§O+QWDJPGMD:Bewegungsgruppe ......... Bewegungsgeometrie

Das Erlanger Programm ist auch heute noch ein brauchbares Ein-
teilungsprinzip der Geometrien klassischer Gruppen; jede Aussage
der projektiven Geometrie ist z.B. eine affine Aussagez, jede
Aussage der affinen Geometrie eine bewegungsgeometrische Aussage
usw., Als Definition der Geometrie ist das Erlanger Programm un-
brauchbar. Einerseits ist durch die Gruppe allein noch nicht die
Objektmenge erklért, auf der die Gruppe operiert; wir sind des-
halb von axiomatisth erklirten Inzidenzstrukturen ausgegangen
und haben erst dann ihre Automorphismengruppen. untersucht.
Andererseits gibt es geometrische Teilgebiete z.B. in der Differen-
tialgeometrie, die nicht ilber eine Gruppe von Abbildungen ge-
kennzeichnet werden kdnnen.











