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ANALYTISCHE GEOMETRIE DER KEGELSCHNITTE 

ALLGEMEINE VORBEMERKUNGEN 

Die euklidische Ebene 

Die Grundelemente der euklidischen Ebene sind Punkt und Gerade. Die 

affinen Grundbeziehungen dieser Elemente sind: 

Verbindung zweier Punkte: Verbindungsgerade 

Schnitt zweier oder mehrerer Geraden in einem Schnittpunkt 

Parallele Gerade besitzen in der euklidischen Ebene keinen 

Schnittpunkt (Durch Einfilhrung des Begriffes "Fernpunkt" wilrde 

man die euklidische Ebene in die projektive Ebene einbetten). 

Metrische Grundbeziehungen: 

Abstand zweier Punkte. Der Abstand zweier Punkte ist stets eine 

positive reelle Zahl. 

Der Winkel zweier Halbgeraden ist eine reelle Zahl (fJ mit 0::; (fJ srr 

(bzw. 0° s (f)
0 s180°). 

Zwei Geraden schlief3en zwei Winkel ein, die einander auf n 

erganzen. 

Anwendung der Vekto.rrechnung zur Behandlung der euklidischen 

Geometric 

Bezeichnungsweisen: a, b, ... ,e, f, ... ,n, ... ,u, n, m, !, g, J 

Vektoraddition: a+ b = b + a 

a+ o =a ..... Nullvektor 

a+ (-a)= a - a= o ..... entgegengesetzter Vektor 

Verknilpfung mit reellen Zahlen: la ist ein Vektor 

l(a + b) =la+ lb 

( l + µ) a = la + µ {)I., 

µ(la)= (µl)a 

ln = a 

Die Menge der Vektoren mi t den angegebenen Verknilpfungen bi ldet 

einen Vektorraum. 
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Darstellung der Vektorsumme und der Multiplikation eines Vektors mit 

einem Skalar in der euklidischen Ebene 

1>-0L 

- e .. -
Lineare Unabhangigkeit von Vektoren 

a,b hei~en linear unabhangig :<==:+ (Aa + µb = o ~A= 0 Aµ= 0) 

Der Ausdruck Aa + µb hei~t Linearkombination der Vektoren a und b. 

Seien b 1und b2 linear unabhangig. Dann kann jeder Vektor ! als 

Linarkombination von b1 und b2 dargestellt werden: 

! = xlbl + x2b2 

/ 
'e 

~1 ,Y..."i.1 

Die Faktoren x 1 und x2 .sind die Koordinaten des Vektors ! bezuglich 

der Basis b 1 ,b2 . Die Koordinaten sind positive oder negative reelle 

Zahlen (keine Strecken!) 

In der euklidischen Ebene betrachtet man stets orthonormierte Basen, 

d.h. die Basisvektoren sind zueinander orthogonale Einheitsvektoren. 

<~ ········-·····-··········· ~~ 

,ff 
2 

1f-,,, -te1 

e 1 ,e2 ... normierte Einheitsvektoren 

le 1 t = le2 1 = 1, e 1 ~ e2 
! = t 1 + t 2 , t 1 , i 2 sind die Komponenten des Vektors I 

Die Lange (Betrag) lal eines Vektors aist stets eine relle 

positive Zahl~ 0 
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xl x2 ... Koordinaten bezilglich der ON - Basis e 1 , e2 

X 1 ' x2 E IR 

I! 1 I = lx
1

e
1

1 = Ix 
1

1. I e 
1

1 = Ix 11 ~ 0 

1!21 = lx2e2 1 = lx2 I. le2 I = lx2 1 ~ .0 

41 2 2' I! I = y x 
1 

+ x2 ~ 0 Lange des Vektors ! 

Iii = .0 ~ ! = D 

Festlegung der Vektoren durch ihre Koordinaten 

a(a
1

,a
2
), b(b

1
,b

2
), (a+b)(a

1
+b

1
,a

2
+b

2
), () .. a)(Aa

1
,A·a

1
) 

Skalarprodukt zweier Vektoren 

ab:= lal.lbl.cos 'P 

,p spitz ~ ab > 0 
n ,p = 2 ~ ab = 0 

,p stumpf ~ ab < 0 

ab = ba 

(Aa)b = A(ab) 

(a+b)c = a1,., + be 

Es sei 

0 .:,; <p .:,; .n 

a(a
1
,a2 ), b(b

1
,b2 ), (b-a)(b

1
-a

1
,b2-a2 ) 

Die Anwendung des Kosinussatzes ergibt 

I b-1)(,1 

m., 

(}i, 

? ? 2 2 2 2 2 lb-al-= lal- + lbl - 21ol.lbl .cos <p = (a
1
+a2 ) + (b

1
+b2 ) -2ob(*) 

Ferner gilt fur die Lange des Vektors b-o 

lb-al 2 = (b 1-a 1 ) 2 + (b2-a2 ) 2 = (af+a~) + (bi+b~) -2(a 1b 1+a2b 2 ) 

Vergleich mit (*) ergibt 

I ab = a 1b 1 + a 2b2 = lal.lbl .cos <p 
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Daraus ab cos rp = lal. lbl 
Fur a= b folgt 

la1 2 = aa = af + a~, 

Orthogonale Vektoren. 

Q .L b ~ ab = 0 

Sei a(a1 ,a2 ), b(b1 ,b2 ), dann ist 

ab = 0 = albl 
(p ,. 0 ) . Daher 

Normierung eines Vektors 

Cl •• -.- a la· I = 1 7cit, 

Die Buchstaben e und f werden im folgenden fur die Bezeichung von 

Einheitsvektoren reserviert. 

Der Projektionssatz 

ae = led cos f/J 

! iJt, 
j 
' i 
l 
l 

Rechtssysteme, positiver Drehsinn 

Das geordnete Paar (e1 ,e2 ) hat einen posi

tiven Drehsinn, wenn, beginnend mit e
1

, 

das von (e1 , e2 ) gebildete Quadrat so um-

laufen wird, da8 sein Inneres stets zur 

Linken liegt. Dem Quadrat wird dann der 

1~ positive Flacheninhalt +1 zugeordnet. 

Positiver Drehsinn des Vektorpaares (o, b). a(a1 ,a2 ), b(b1 ,b2 ). Das 

geordnete Paar (a,b) hat einen positiven Drehsinn, wenn das von ihm 

aufgespannte Parallelogramm positiv umlaufen wird (Figur umseitig). 

Dem Parallelogramm wird dann ein positiver Flacheninhalt zugeordnet. 

1 - -a a -2 1 2 
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Der Drehsinn des geordneten Vektorpaares (a,b) mit den Koor

dinaten a(a 1 ,Q~), b(b 1 ,b2 ) ist genau dann positiv, wenn gilt 

Unterraume und Nebenraume eines Vektorraumes 

Definition: Eine Teilmenge eines Vektorraumes heiBt Unter

raum ll, wenn jede beliebige Linearkombination zweier Vekto

ren aus ll wieder in U enthalten ist: 

i, t) E 1i /\ A'! + µt) E 'U,-, ~ : U Un terraum 

Triviale Unterraume: Der Vektorraum selbst und der Nullraum {o}. 

Nichttriviale Unterraume: Gerade durch den Ursprung 

(Achtung: oie leere Menge ist kein Unterraum) 

Definition: Eine Teilmenge n eines Vektorraumes heiBt Neben

raum zum Unterraum U, wenn der Differenzenvektor zweier be

liebigen Vektoren von n im Unterraum ll liegt. 

U nennt man die Richtung von n. 

Die Menge der Vektoren einer Geraden bilden einen Nebenraum. Der 

zugeh6rige Unterraum ist die parallele Gerade ll <lurch den Ursprung. 

U heiBt Richtung von fl. Die in U enthaltenen Vektoren heiBen 

Richtungsvektoren des Nebenraumes. 
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Sonderfall: Die Menge {r} stellt einen Nebenraum dar, denn es gilt 

r - r = o E {o} Nullraum. 

Definition: Die leere Menge ist Nebenraum. 

Man erhalt die Vektoren eines Nebenraumes n des Unterraumes ll, wenn 

man zu einem beliebigen Vektor r des Nebenraumes (dem Reprasentanten 

des Nebenraumes), samtliche Vektoren von ll addiert. 

1l 

.•.. - 1/1 
.... --- "W ---~----

a = r + u 

I)=!+ D =!+AU 

!,I),3 "Ortsvektoren" 

u, D = AU 

"Richtungsvektoren" 

Ein Ortsvektor kann 

nur einem einzigen 

Nebenraum angehoren, 

wahrend ein Rich

tungsvektor verschie

denen Nebenraumen zu-

geordnet werden kann. 

Wir vereinbaren daher, da~ Ortsvektoren nur vom Ursprung aus aufge-

tragen werden. Richtungsvektoren dilrfen auch im Endpunkt eines Orts

vektors angetragen werden. 

I) - r = u. Die Diffe

renz zweier Ortsvek

toren ist stets ein 

Richtungsvektor. Die 

Summe eines Ortsvek

tors und eines Rich

tungsvektors ist ein 

Ortsvektor. 
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Vereinfachte Darstel

lung obiger Figur 

lJ - r = u ~ -a = r + µu = r + µ < l)-n = (1-µ H + µ, 

:X + µ = 1 

"affine Linearkombination" 

In der affinen Linearkombination zweier Vektoren treten ausschlie~

lich Ortsvektoren auf. 

ANWENDUNG DER VEKTORRECHNUNG AUF DIE EBENE EUKLIDISCHE GEOMETRIE 

Der Punkt:Der Punkt wird aufgefaSt als Neben

raum zum Nullraum {o}. Jeder Punkt wird durch 

seinen Ortsvektor dargestellt. 

Geleichberechtigte Darstellungen: 

X(r) = X(x 1 ,x 2 ) = r(x 1 ,x2 ) 

Die Gerade 

1. Festlegung als Nebenraum durch ReprAsentanten (Aufpunkt) und 

Richtung(Unterraurn) 

r = a + :Xu Parameterdarstellung 

xl = al + AUl Geraden mit Hilfe 

x2 = a2 + AU2 Parameters >. 

Elimination des Parameters>. ergibt 

u2xl - ulx2 = alu2 - a2ul 

des 

der 

r = a + se I e I = 1 lsl ... Abstand 

+ 2 2 
1 A und xl = al se 1 el+e2 = von 

x2 = a2 + se
2 

Elimination des Parameters s ergibt 

e2x1 - elx2 = ale2 - a2el 

X 
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2. Festlegung durch zwei Punkte 

! = A<l + µX) 

x l = Aal + µbl 

x2 = Aa2 + µb2 

A + µ = 1 
Es treten nur 
Ortsvektoren auf 

3. Gerade normal zu einer Richtung c 

! - a Ell~(! - a)~ C ~ 

<r-a)c = 0 
wir bezeichnen 

I re - ac = 0 f 

als Gleichung der Geraden 
i[;·--

c 0 + c 1x 1 + c 2x 2 = 0 Gleichung der Geraden 

c(c 1 ,c 2 ) Normalenvektor der Geraden 

(-c 2 ,c 1 ) oder (c
2

,-c 1 ) Richtungsvektor der Geraden 

Die Geradengleichung ist ein in den "laufenden Koordinaten" x 1 
x 2 inhomogener linearer Ausdruck. 

Die Gerade ist durch ihre Gleichung eindeutig bestimmt. Urngekehrt 

bestimmt eine Gerade ihre Gleichung nicht eindeutig, da man den Nor

malenvektor c durch Xc (X ~ 0) ersetzen kann. Dann gi 1 t 

(i-a)(Xc) = X[(r-a)c] = X[c
0

+c 1x 1+c
2

x 2 J = (Xc
0

)+(Xc 1 )x 1+(Xc 2 )x 2 = 0. 

Durch die Gleichung. c
0

+c 1x 1+c 2x 2 = 0 ist zunachst der 

Normalenvektor c(c 1 ,c 2 ) bis auf seine Lange bestimmt. Um einen 

Reprasentanten a(a 1 ,a2 ) zu bestimmen, wahlen wir etwa a 1 beliebig. 

Dann gilt 

Ware c 2 = 0, so wilrden wir a
2 

beliebig wahlen und erhielten 

c2a2+co 

Das Resultat ist unabhangig van einem gemeinsamen Faktor der Gro~en 
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c 1 ,c 2 ,c 0 . Ein Widerspruch tritt nur dann ein, wenn gleichzeitig 

c 0 t 0, c
1 

= c
2 

= 0 

ist. Dann ergAbe sich der Widerspruch c 0 = 0. Der Fall c
0

=c
1
=c

2
=0 ist 

als TrivialitAt 0 = 0 uninteressant. 

c
0 

+ c
1

x 1 + c 2 x
2 

= 0 stellt genaU dann eine eindeutig be-
? 2 

stimmte Gerade dar, wenn c 1 + c 2 t O ist, d.h. wenn der Nor-

malenvektor c to ist 

Sonderfall: c = e 

er. - ea = 0 HESSEsche Normal form der 

eo + elxl + e2x2 = 0 Geradengleichung 

2 2 (Otto Hesse 181 l - 1874) 
el + e2 = 1 

Anwendungen der HESSEschen Normalform einer Geradengleichung 

Abstand des Punktes 3 von der Geraden er. - ea= 0 ----

Flir den FuBpunkt lJ des Lotes aus 3 auf die 

Gerade gilt 

e)J -ea = 0 

3 = lJ + se 

(*) 

lsl .. Abstand 

a - se = 1J skalare Multiplikation mite 

e(3 - se) - eg = 0 daher wegen (*) 

e3 - see -ea= 0 daraus wegen ee = 1 

s = e3 - ea= e(3 - a) lsl = le(3 - a)I 

co+ clxl + C2X2 

/ c~ + c; 1 

HESSEsche 
= O ·· · Normalform 

Einheitsvektor in Normalenrichtung: 

Abstand des Punktes 3(z
1

,z
2

) von der Geraden 

s = 
co+ cl:Zl + c2Z.2 

lsl = 
CO + c lz.1 + c2~2 

I ? 2 I c1 + c 2 

1 2 2 I cl+ c2 
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Der Faktor s des Einheitsvektors e in Normalenrichtung der 

Geraden ist positiv, wenn sich 3 in jener durch die Gerade 

bestimmten Halbebene befindet, in welche e hineinweist 

Beispiel: Abstand des Punktes Z(l,S) von 

der Geraden 2x 1 - 3x2 + 6 = 0 i,1. 

c(2,-3), lcl 2 = 4 + 9 =13, I cl = /13 

C 
e = Tc! ~ e ( 2 -3 ) 

7iT '7iT 
2x 1 - 3x2 + 6 

HESSEsche Normal form: /13 = 0 ?) 

2. 1 - 5.3 + 6 7 Is I 7 s = ✓ 13 = - 7iT = /13 

Obergang zu einem neuen kartesischen Bezugssystem 

Hessesche Normalformen der neuen Achsen: 

eo + elxl + e2x2 = a e(e1 ,e2 ) Neue x 1-Achse 

'l. 

j_, 
2 

fa+ flxl + f2x2 = a f(f
1
,f 2 ) Neue x2-Achse I.Y,11 

--- ..... 

2 2 f2 f2 el + e2 = 1 ' + = 1 1 2 

...... X l 
- I 

Aus der Orthogonalitat von e und f folgt I i 2. I 1 .Fz 11,-
I 

fe = elf! + e2f2 = a 

Ix 
1 

I ist der Abstand des Punktes X(x 1 ,x2 ) von der 

x2-Achse, lx
2

1 ist der Abstand des Punktes 

X(x
1

,x
2

) von der x
1
-Achse. Filr ein Rechtssystem 

mu~ zusatzlich gelten 

fl f2 I 
el e2 = fle2 - f2e1 > 0 ~ elf2 - e2fl < a 

+ + 2 + 2 1 elfl + e2f2 ea elxl e2x2 = x2 el e2 = 

fo + flxl + f2x2 = xl f2 + f2 = 1 elf2 - e2fl 1 2 

Beispiel: + + = a neue 

I 

i.,;- x,, 

= 0 

< a 

.i.,,,_ 

~,, ... 2 3x 1 4x 2 x 1-Achse 1 laut 

J 
Angabe orthogonal 

1t ' 7 - 4x 1 + 3 X = 0 neue x 2-Achse 2 

Die neue x2-Koordinate des PunktesP(S,-7-) soll positiv sein. 
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HESSEsche Normalformen: 

2 + 3x
1 + 4x 2 = 0 ... x

1
-Achse 

5 

7 - 4x
1 + 3x2 = 0 ... x 2-Achse 5 

Filr die Koordinate x2 des Punktes (5,-7) 

gilt dann 

2 + 3.S + 4.(-7) 
5 = - 11 

5 

Da dieser Faktor positiv sein soll, muB 

die Gleichung g 1 mit -1 multipliziert 

werden. Daher gilt: 

2 3 4 
x2 = -5 -Sxl -Sx2 

3 4 
e(-5 ,-5) 

7 4 3 
S -5 xl +Sx2 

4 3 
±f(- s' s) 

x,. 

Filr ein Rechtssystem muB gel ten e
1

f 2 - e
2

f
1 

< 0, also 

± [ (- .l_ ) ( .l_ ) - (- _±_ ) (- _±_ ) ] = ±(-1) . Daher gi 1 t 
5 5 S S 

7 4 3 
xl = -5 xl +sx2 s 

2 3 4 
x2 = --x --x s S l 5 2 

Filr die n~uen Koordinaten des Punktes findet man 

I 

I <t,1 
I 
I 

X = 1 
7 
s --¼-5 +; (-7) = 

34 
--5-' 

2 3 4 
X 2 = 5 -5 • S - 5 ( - ? ) = 

1 1 
s 

Mittellinie paralleler Geraden 

co+ pclxl + pc2x2 

ct
0 

+ ac 1x
1 

+ oc 2 x 2 

= 0 

= 0 

Wir wahlen auf jeder Geradcn einen Punkt, z.B. 

co 
x2 = 0, xl = - Pel 

do 
x2 = 0' x 1 = - <Tc 1 

Filr den Miitelpunkt 

co 
a(- -- 0) pc ' 

1 

do 
-U(- - 0) ac ' 

1 
~ der Punkte a und b gilt daher 
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Fur eine 

Fur eine 

rJ = a + b 
2 = (-

Parallele zu denfgebenen Geraden 

ho + i::-c
1

x
1 + i:c2x2 

Parallele <lurch !) gilt dann 

Die Gleichung der Mittellinie lautet daher 

<Teo + pdO 
T------

2po 

, 0 ) 

gilt allgemein 
::::: 0 

= 0 

Kurzung <lurch T und Erweiterunmg mit 2pa ergibt schlief3lich 

Man beachte, daB die Gleichung der Mittellinie eine spezielle ein

fache Linear ·kombination der beiden gegebenen Gleichungen ist 

0 

+ 
= 0 p 
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0UADRATISCHE AusDRUCKE 
Zusammenstellung wichtiger Bezeichungsweise:n 

r·--•-·--·----·---·--·----.,-~-------·-·-·-··-·-·-·· 
, 2 ) I 

K(r):= aOO + 2a01xl + 2a02x2 + allxl + 2at2xlx2 + a22x~ I 
2 2 2 o> I (aij = aji' all + a12 + a22 t 

K([) ist ein inhomogener quadratischer Ausdruck. 
'----------·-·------------------

ist ein inhomogener linearer Ausdruck 
'--•-·------------------·-

r- ----- ') «••-·-·•-·------ 2 -----·-

I Q(r) := a,1.1 x7 + 2a12xlx2 + a22x2 

I ist ein homogener quadratischer Ausdruck 
'--------·---·~----~-~--

Daher gilt: 

Bezeichn~1_r1_gswei sen: 

r:) = L(r) + Q(:r) 

Matrix von K ( r) :: 

aOO aOl a02 

ao 1 a 11 a 1 2 "" II a i j II 
a02 a12 a22 

Adjunglerte Matrix von K(r): 

Aoo AOl A02 
2 

a11 8 22-a12 ao2a12·"ao1a22 a01a12-a02all 

AOI A' 1 At2 
2 

·-· a01a12-a01a22 a00a22-a02 a01a□ 2-a00a12 ., 

A02 A.? A22 
2 

ao1a12··ao2a11 a01a□ 2-800al2 aOOal l --a □ 1 l ~ 

Determinantc von K(r): 

A:= aOOAOO + a01A01 + a02A02 :::: 

- a01A01 + a11All + al2A12 -· 

·- a02A02 + a12A12 + 8 22A22 -· 

') 2 2 2 - 8 00alla22 + ~a0la02a12 - a02al1 - a00a12 - a01 8 22 

Ferner gilt folgende Beziehung: 

O = aOOAOl + a01All + a02A12 = aOOA02 + 8 01A12 + 8 02A22 = 
- aOlAOO + a11A01 + a12A02 - a01A02 + a11A12 + 8 12A22 = 

- 8 02AOO + 8 12A01 + a22A02 = a02A01 + 8 12A11 + 8 22Al2 

IIA .. 11 -
1 J 
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Folgende Abktirzungen werden verwendet: 

Bilineare Ausdrilcke {Bilinearformen) 

Sei 
3 = A[ + /l"!) A,µ ER beliebig 

eine beliebige Linearkombination der Vektoren r, g. Dann gilt 

K(J) = K(l[+µg) = L(l[+µg) + Q(A[+µg) 

L(lr+µg) = a00+2a01(lxl+µy1)+2a02(lx2+µy2)+(laOO+µaOO)-(AaOO+µaOO) 

L(i\r+µg) = [1-(l+µ)Ja 00 + lL(r) + µL(g) 
--· 

~ ? 
Q(lr+µg) = all(lx1+µy1)~+2a12(i\xl+µyl)(lx2+µy2)+a22(lx2+µy2)~ = 

- all[A2xf+2lµxly1+µ2yfJ+2a12[l2xlx2+lµ(xly2+x2y1)+µ2yly2]+ 

[ ~2 2 ?·\ 2 2] +a22 A x2+_Aµx2y2+µ Y2 

Q(A[+µg) = 120([) + µ
2

Q(g) + 2lµ[a11xlyl+a12(xly2+x2yl) + 8 22x2y2] 

Setzt man 

so gilt 
? ? 

5lGl + tlt) L = _r Q{f ~)~ 2 i\µB(r LrJ) 

Hierln 1st B(r,g) ein homogener bllinearer Ausdruck {Bilinearform) 

mit folgcnden Eigenschaften 

-~1 X t y 1 + al 2 ( X 1 y 2 + X 2 ;0+-~ 2 2; 2 y 2--··1 
B([,1)) - B(r),[) l 
Bc:r,n -- ocn I I B(~ 1r 1+P 2r 2 ,D~: P1Bcr 1,g) + P2Bcr 2 ,D) ! 

I B(J,algl+o2g2J - alB(r,Dl) + a2B(r,D~ I 
'--'------·--·-·--·--------, 

Zusammenfassend gilt 

K(A[+µg) = L(i\r+µg) + Q(i\r+µg) 

Daher ist 
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lf+µg) = [1-(~+µ)] 

Ein Vektor f heiBt Nullstelle von K(f), wenn gilt 

K([) = 0 

Ist r der Ortsvektor eines Punktes, und ist die Menge der Nullstel

len nicht leer, so heiBt die Menge der Nullstellen Kegelschnitt. Ein 

Kegelschnitt enth~lt also mindestens einen Punkt. K(r) = 0 heiBt die 

Gleichung des Kegelschnittes. 

Ist die Menge der Nullstellen Jeer, so spricht man van einem Jeeren 

oder nulltei.ligen Kegelschnitt. Dieser hat zwar eine reelle Glei

chung, enth~lt aber keine (reellen) Punkte 

Beispiele: K(;i::) -1 + 2 
+ 

2 
0 Kreis = xl x2 = 

K(:n 2 + 2 0 Nur der Punkt (0,0) ::::: xl x2 = 

K(J:) 1 + 2 + 2 0 leerer (nullteiliger) Kreis :::::: xl x2 = 

Untersuchung von Q(l:) 

Welche Werte kann Q(r) annehmen (Vora.ussetzung 2 + 2 t 0)? a 11 a.22 

ocn 2 + 2a12xlx2 + 
2 

·- a 11 X 1 a22x2 = 
') 2 2 

2 ~a12 a12 2 a.12 2 
+ 

a.22 2 ] = all[xl+ xlx2 + x2 - x2 x2 ::::: 

all 2 2 a 11 
a 11 a 11 

a,,[(x
1 

al2 2 1 2 2] = + x2) + -2-·· ( a 11a22 -- a12?x2 -
l l a 11 

a 11 
1 

A 
00 

a12 2 l ') 

QU) = alll(xl + x2) + Aoo x2] :::: 

all 2 a 

Dann g.1 l t f-Ur alle Vektoren ~ i- o; ,~· 

Q c n > 0 ~ a 11 > 0, Aoo > 0 ( =} a.22 > 0) Q(:l:) definit 
- --------

Q(r) 2 0 {=-> a 1 > 0, Aoo -- 0 Q(r) positiv semidefinit 
1 -----·--- -------~----~--.-- -~" ·-

Q ( ;i:) < 0 ~~ a 11 < o. Aoo " 0 ( "'} a2'2 < 0) Q(;i:) negat iv definit / -----------····--

QU:) s 0 ~ all < 0' Aoo ::::: 0 QC!:) negativ semidefinit 

Existiert ein Vektor 1) t- f) mi t Q(D) > 0 und ein Vektor 3 -t f) mi t 

Q(J) < 0, so exlstiert auch ein Vektor [, filr den gilt Q(r) = 0. 

Es sei nAmlich r = pg + a3. Dann gilt 
') ) 

Q(r) = Q(PD + a3) = p~Q(g) + a-Q(J) + 2paB(g,3):= 0 
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Daraus 

p - :::: 
a 

~ ist also stets berechenbar, sodaf3 Q(.r) = 0 wird. In diesem Fall und 

in allen anderen, oben nicht explizit aufgefi.ihrten Fallen, heif3t Q(J:) 

indefinit. 

Zerfallen von Q(r) in homogene Linearfaktoren 

Wann zerfallt Qirl _i~ zwei homogene Linearfaktoren? In diesem Falle 

mill3te gelten 

Die Koeffizienten der Faktoren sind nur bis auf ihr Verhaltnis 

bzw. 
f3 ') 
·f bestimmt. 

1 
Es sei Q(r) zerfallend: 

Q(r) = (alx1+a2x2)([31x1+{32x2) = 

Dann wird 

:::: 

Daher 

Darnit umgekehrt Q(!) zerfalle, milf3te gelten 
2 

a 11 - o: 1 {3 l o:2 

2al2 - o:1[32 + o:2[31 

a22 -- cx.2{32 

--a a + 
l 2 

2 a a ·- ?a ,.. ,.. 
11 2 ~, 12"'2'"1 

2 
al 

Quadratische Gleichung fur 

( a? } 2 ( a,J ) 
8 11 a; -2a12 a; +a22 -

0:2 {32 
bzw. 

0:: 1 -~ 

a2 1 
0 9 :::: 

al 8
11 

1 
2 (0:1/32+0:2{31) 

(X2 f3 2 
== 

a 1 {3 l 
Es gilt 

0(2 {32 -

(a12 / aI2-alla22 
\ 

± } --
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1 
( a 12 / -(alla22-a72) ) 1 

(al 2 

;-

) == ± = ± ✓ -Aoo all a 11 

Setzt man 

2 
2-a12) = 

so existiert eine Losung, wenn - Aoo ~ 0 i s t ' dh. wenn gilt 

Aoo :s;; 0 

Dann ist 
(X2 3

12 + w (32 3 12 
- w 

:::: 

{31 
= 

al all a 11 

ex 1 ::::: pal 1 (3 l ""' era 11 

0:2 -- p(a12 + w) {32 = (l(a12 - w) 

Es gilt 

(alxl+a2x2)({31xl+f32x2) = pa[allxl + (a12+w)x2][a11x1 + (a12-w)x2] -

pcra 

Wann sind s:LL~ beideg Faktoren gleich? 
') 

Q(r) = (cx.x
1
+cx?x?)-

1 - ~ 

Dann gilt 
al = f3t A a2 = {32 

1 2 -·4 (o:1a2 - a2al) "" O 

Umgekehrt hat die quadratische Gleichung 
·) ') 

a ~- ?a ex~ ~ ~ a- - 0 11'"2 - 4'"12 2""1 '<:<22 ! 

genau dann eine einzige Nullstelle, wenn w = 0 ist. d.h. wenn 
r) 

AOO = a11a22 - 8 i2 = O 
ist. Dann gilt 

(l'.2 {32 
- ff~'-"' al 

:::::: 

o: 1 -· pa 11 

o:2 = pa 12 
2 

P a
11 

-- 1 

Darstellung der Bilinearformen _B(_;c_,_rJl _!)ei_ zerfallendem Q(_r,i;i) 

Sei 

Q()'.:) ·--
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(alx1+a2x2)(~1x1+~2x2) 9 QC r) = 

B(r,r;) 

I Analog 

1 1 
= 2 (a1xl+a2x2)(~1y1+~2y2) + 2 (alyl+a2y2)(~1x1+~2x2) 

~[.) = 

Zusammenfassung 

Notwendige und hinreichende Bedingung fur das Zerf~:o;-1 

Q(r) in zwei homogene Linearfaktoren ist 
;----. 

A00 ~ o ~ w:= 1-A00 E ~ 

A00 < 0 zwei verschiedene Faktoren: -- -----
Q(r) = (alx1+a2x2)(~1x1+~2x2) 

al= pall ~l = ~all 
o:2 = p(a12+w) ~2 = a(al2-w) 

A
00 

= 0 zwei gleiche Faktoren: 

2 
Q(r) = (o:lx1+o:2x2) 

o: 1 = pa 11 ' a 2 = pal 2 ' 
2 

pall = 1 

oder 
o:2 = pa22' al= pa12' 

pcJa 11 == l 

I 
__ B_C_:i_-_• l)_)_=, (al x,_1_+_a_2_x_· 2_)_(_a_1_Y_t +_a_2Y_2_>_, ____ J 

Das Zerfallen von K(:i::) in zwei inhomogene lineare Ausdrilcke 

? 2 
Es sei (wobei a6 + ~O t O gelte): 

K(r) = [o:O+(alxl+o:2x2)].[~0+(~lx1+~2x2)] = aO~O + (o:O~l+al~O)xl + 
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Wenn K(r) zerf&llt, mua auch Q(r) zerfallen (Achtung! Umkehrung gilt 

nicht!). Daher muB jedenfalls A00 s O gelten. 

Den beiden Faktoren entsprechen geometrisch zwei Gerade. Man spricht 

daher von zerfallenden, ausgearteten oder singul§ren Kegelschnitten. 

Dann lautet die Matrix von K(r) 

~ (a:0{3l+o:1{30) 

a: 1(31 

1 
2 ( a 1 (.3 2 +a 2 (3 1 ) 

Die adjungierte Matrix von K(r) lautet 

Aoo AOl Ao2 

A01 All A12 

A02 A12 A22 

l 
2- ( aO {3 2 +a:2f30) 
1 
2 ( a: 1 /3 2 +a: 2 (3 1 ) 

a.2(3 2 

(a1(32-a2(31)
2 

4 

(aof32-a:2f3o)(a:1(32-a:2{31) 
4 

(a:1{32-a2f31)(a1f3o-aof31) 
4 

(aof32-a:2f3o)(a:1(32-a:2(31) 
4 

c a:of32-a:2 11o) 
2 

4 

(a:of31-a1f3o)(aof32-a2/30) 
4 

(a:1{32-a:2{31)(a1f3o-(Xof31) (aof31-a1f3o)(o:of32-(X2 13o) 
4 4 

Zun&chst erkennt man unrnittelbar, daB gilt 

.:s; 0, A :$ 0' 

Berechnet man die Deterrninante von K(r) etwa verm6ge 

A= aOOAOO + aOlAOl + 8 02A02 
so ergibt sich 

als notwendige Bedingung filr das Zerfallen von K(r). Wir zeigen, daB 

das Verschwinden der Determinante auch hinreichend ist. Dazu zeigen 

w1r zun~chst: Wenn A - 0 ist, so haben A00 , A11 , A22 gleiche Vorzei

chen (man beachte, daB ±0 zwei Vorzeichen hat). 

1 . Es gilt 

A = 8 00AOO + a01A01 + 3 02A02 = 0 a22 

a02AOO + a12A01 + a22A02 :::: 0 - 8
02 

faooa22-
2 

~
8 01a22 8 02a12fAOl 0 ao2?Aoo + - = 

A 11 -A□ 1 
Daher 
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2 A00A11 = A01 • A00 und A11 haben gleiches Vorzeichen 

2 · A= a02A02 + al2A12 + a22A22 = O all 

a01A02 + a1'tA12 + a12A22 = 0 - a12 

~a02all-a01a12?Ao2 + ~a11a22-ai2?A22 = 0 
- Ao2 Aoo 

2 A00A22 = A02 => A00 und A22 haben gleiches Vorzeichen 

Diskussion: 

IA00 < Oj _QJJl zerfallt _in-~~~-! verschiedene Faktoren. A11 und A22 

mlissen dasselbe Vorzeichen wie A00 haben, sie mussen also 

negativ oder Null sein. Wir behaupten, ctaa nicht beide 

verschwinden k6nnen. Sei namlich (VS a
0 

t 0) 

1 l 2 (X2 {32 
A 11 

::: - (aof32-(X2 13o> ::: 0 9 -- = 
~ i 4 aO al {31 

=> - == - => 
{31 1 ') (X 1 

J 
(X2 (32 

A22 = - (aof31-a1f3o)- - 0 => -- ::: ~-4 aO 

9 alf32 a2{31 0 Aoo (al/32 
2 0 WS! - == => = -- - a2f31) = 

Wii k6nnen daher die Tatsache, ctaa A
11 

und A22 nicht 

gleichzeitig verschwinden k6nnen, ausdrucken durch 

Aoo < O 9 Soo== All + A22 < O 
Zerfallt also K(r) in zwei verschiedene Faktoren, so gilt 

.~~ 
IAoo = 01 Q(r) zerfal_lt in zwei glei_che Faktoren_._ Dann gilt fUr K([) 

der etwas verallgemeinerte Ansatz 

K(:r:) == [ao+a1x1+°'2x2J · [f3a+f31x1+f32x2J A 13 1 = rat A (32 = -ra2 

1.Fall: f3 t ra d.h. K(r) = 0 zerf&llt in zwei parallele Gerade. 
0 0 

Dann gilt 

C(o 13o 
al 
T cnxo+13o > 

a2 
T c tao +f3o > 

Ila. -11 
al 2 = ~ C 'rao +/3 o > ra

1 ·ra1a2 
1 J 

a,, ') 

2 (1:ao+f1o> ta
1

cx
2 

·ea~ 
2 
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2.Fall: 

0 0 0 

IIAi j II 0 _ _L_a2 (ra -(3 ) 2 1 2 = 4 a 1 0:2 ( ro:o-f3 0) 4 2 0 0 

0 -!-ala2(T0'.0-/J0)2 
1 2 2 

-4((1 ('rao-f3o) 

d.h. es ist A= A00 = A10 = A20 = 0, A11 5 0, A22 ~ 0 

A
11 

und A22 k6nnen gleichzeitig nur verschwinden, wenn 

/5
0 

= Ta0 ist, was aber der Voraussetzung widerspricht. 

Daher kann h6chstens eine Gr6Be den Wert O annehmen, d.h. 

es rnuf3 gelten 
s < 0 

Behauptung :_ A = 0 A A00 = 0 ::) A0 l = A02 = 0 (*) 

Beweis: Es gilt A00 A11 = A~l A A00A22 = A~ 2 • Behauptung 

{3 0 = Ta0 d.h. KU)"'"' 0 stellt eine doppelt zahlende 9e£.~2-~ 
-~"'"'· 

dar. Dann gilt: 
') 

T<\) Ta0o: l TCXQ0'.2 0 0 0 

llai j II 2 
Ta 

1 
a 2 IIAi j II 0 0 0 = T<XOO'. 1 To: l = 
') 0 0 0 

Ta()o:2 T0:10:2 TO'.~ 
2 

es gilt also A - = 

Behauptung: A= A00 = A11 = 0 ~ A 12 = A22 = 0 

Beweis: A= fo1A01 + a11Al11+ a12A12 = 0 ::)_Aw~---=---0-
0 wegen (it<) 

0 

Ware etwa a 12 = ra 1a
2 

= 0, so ware a
1 

= 0 v a 2 = 0. Daher 

wilrde per definitionem A12 erst recht verschwinden. 

fo1A02 + a11A121+ a12A22 = O.::)_, ___ = __ o_ 
0 wegen (*) 

Die Aussage A
11 

= A22 = 0 ist gleichwertig mit 

Soo= All + A22 = O 

Damit umgekehrt K(r) in das Produkt zweier inhomogener Ausdrilcke 

KU)'=' [o:O+(alxl+cx2x2)].[{30+({31x1+{32x2)] = aOO+la01x1+ 2aof2+Q(r) = 

= aof3o + (a0{31+a1{30)x1 + (aof32+0:2f3o)x2 + Q(r) 
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zerfalle, muB notwendigerweise Q(r) zerfallen: 

Q(r) zerfallend M A00 ~ 0 

Aus diesen Bedingungen lassen sich die Koeffizienten a
1

,a
2

,f3
1

,f3
2 

berechnen (Seite 18). Ferner muB gelten 

aoPo == aoo 
f\ ao + a1(30 2a01 

fJ 1 = era 11 w = / -A0~ 
= 

fl2ao + a2(30 = 2a02 (32 == cr(a 12-w) poal 1 

!A00 < 0 M wt 01 Q(r) zerfAllt in zwei verschiedene Faktoren 

f31ao + a1f3o - 2ao1 C(2 - 13 2 

(32a0 + a2(30 = 2a02 - al (31 

(a2(31 - a1(32)a0 = 2 <ao1a2 - 8 02al) 

(a2(31 - a1(32)f3o= 2 <ao2 13 1 - 8 01b2) 

(*) 

= 1 

(a2(31 - alf32) = per[ (a12+w)al 1 - 8 11 (a12-w)] = 2(paa 11 )w = 2w 
I I 

1 
(a01a2 - a02al) = p[ao1<a12+w) - 8 02 8 11] = 

= p[(a01al2-a02a11) + aOlw] = p[A02 + 8 01w] 

(ao2 13 1 - 8 01(32) = o[a02 8 11 - 8 01( 8 12-w)] = o[- A02 + 8 01w] 

Daher wegen ( ) 

~ p[A02 + ao1wl 

~_:_o_[_-_A_0_2_+_a,_9_1_w_J_,, J 

ZusAtzlich muB gelten 

a 0 f30 = a 00 daher wegen (#) 

(#) 

') 2 2 2 2 2 
w·"aof3o - po[ aO 1 w - A02 l ~ -AOOaOO = pa[ - 8 01 AOO - A02] => 

2 2 ') ? 2 
~ 8 00AOO - po[a01AOO+A02] = po[a~l(a11 8 22-a72) + (a0lal2-8 02all) ] 

+ 

~ 8 00AOO - fP08 11?[ao1f 8 0l 8 22-8 02 8 12? + 8 02f 8 02 8 11-8 01 8 12?] 
1 - ADI - A02 

daraus 

K(r) zerf~llt genau dann in zwei verschiedene Gerade, wenn 

A= 0 und 00 < 0 ist 
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!Aoo - 0 (::} w = 01 Q(:[) ist vollstandiges 

aof3o :::: aoo { {31 al = pal 1 
13 1(Xo + a1{30 -- 2a01 mi t 

(32a0 (l,2 130 0:2 - pa12 (32 + ::::: 2a02 

Q(i) = (alxl + a2x2)({31x1 + f32x2) 

Ftir a
0 

und (3
0 

gilt dann 

(cral 1 )a:O + (pal 1 )/30 -· 2ao1 

(aa12)a0 + (pa12)J30 - 2802 

(aaO + pf30)a11 = 2a01 

(aaO + pJ30)a12 = 2a02 

== 

= 

Quadrat 

aa 11 Aoo = 0 

aa12 poa 11 = 1 

Zur Vermeidung van Widersprtichen muB A20 = 0 sein. Ferner gilt 

Es gilt demnach 

((T(Xo + p(J0) 8 11 = 2801 

(crao),(pf3o)a11 -- aoo 

Nach dem Wurzelsatz von VIETA sind cra0 und rf30 daher Nullstellen der 

quadratischen Gleichung 

Um reelle L6sungen zu erhalten, muB gelten 
') 

aOl ··· allaOO;;:: O ·=> - A22 2:: O ~ _A22~_.::_ 
I_._f::t!l: A

22 
< 0. Es treten zwei verschiedene L6sungen ocx

0 
:f: p{3

0 
auf. 

al a2 

fi1 
-· 

{32 

ergibt sich 

- aber 
aO .2.. 
(30 i: a 

r·;~n ~;-~~-OO = 0 und A
22 

~s t (~i ese Aussag;·~~ t aqui va-_::·-·-·, 

I lent zu s 00 < 0), zerfallt K(r) = 0 in zwei parallele Gerade 
L-·--~•------·---
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2. Fal 1 _:_ A22 = 0. Dann i st cro:
0 

= p{3
0

. Setzen wir unter Ausnutzung 

der HomogenitAt er= p, dann wird p2a 11 = 1 und es gilt a
0 

= f3
0

, 

a 1 = /3 1 , a 2 = /3
2

. Wegen (cro:
0 

+ p(3
0

)a 11 =2 a
01 

folgt daraus 

2pa0a 11 = 2a01 ~ pa0a 11 = a 01 woraus sich a 0 berechnet. -
Wenn A= A

00 
= 0 und A22 = 0 (gleichwertig mit s

00 
= 0) ist, 

zerfAllt K(r) = 0 in eine doppelt zAhlende Gerade 

Wir betrachten nun den Fall verschiedener Geraden (A= 0, A
00 

< 0) 

und berechnen deren Schnittpunkt m(m
1

,m2 ) 

<XO + (I( 1 m 1 + a2m2 - 0 /32 ·-B 
' 1 

/3 0 + /3 i Ill 1 + {32m2 = 0 -•a 
2 al 

(ao/32 a2f3o) (al/32 a2/31 )ml 0 
1 

a2f31 ) - + ,_ -- -(rx/3 -4 . 1. 2 

(a1{30 <XQ{31) (<X1{32 cx.2f31)m2 0 
1 

a2{31) -- + - - 4 ( <X 1 f3 2 -

l 
a2{30) (al 13 2 a2f31) 

1 2 0 4Caof32 - - + 4 (al/32 - a2{31) ml = 

l 
o:o/31)(a1/32 o:2/31) 

1 2 
0 4Ca1/3o - ·- + 4 (o:1/32 - a2(31) m2 = 

Nach Seite 19 folgt daraus 

AlO - AOOml = 0 

A02 -· AOOm2 - 0 

Also 

A01 
= ' m2 = 1 Aoo 

Anmerkung: 1st A = 0, so existiert bei s
00 

< 0 der Punkt m 
----~~- 00 . 

ilberhaupt nicht (parallele Gerade). Bei s00 = 0 (Doppelgerade. 

A
01 

= A
02 

= 0) ist er auf der Geraden a
0 

+ a 1 x 1 + a
2

x
2 

= 0 

unbestimmt. 

Zur Existenz van m(m
1

,m
2

) ist nur A
00 

~ 0 erforderlich, nicht 

jedoch A00 < 0. m existiert daher stets, auch wenn die Geraden nicht 

existieren. 

Im Falle A 

Ist At 0, so kann K([) nicht zerfallen. Der Kegelschnitt K([) = 0 

hei(3t dann reqular. 
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Die singularen Kegelschnitte {A= 0) 

Aoo soo KC:n - 0 
---·--..--·--._...------------------··-·--·~-

< 0 (< 0) Paar schneidender Geraden 

K(r) = [ao + ex 1 X 1 + a2x2J[f3o + f31x1 + {32x2] 

<X 1 = pal 1 {31 = oal 1 W<XQ - p(a01w+A02) 

C\'.2 = p(a12+w) {32 = cr(a 12-w) wf3 0 = cr(a01w-A02) 
r--' 

p<Ja 11 = 1 w ::::: l-Aoo 
oder 

C\'.2 = pa22 f3 2 = aa22 wao - p(a02w+A01) 

a 1 = p(a12+w) R - (, (a
12

-w) wf3o = o(a02w-A01) ,- 1 

paa22 = 1 w = ¼ 
Schnittpunkt m(m 1 ,m2 ) des Geradenpaares 

I AOl A02 

-+·-O-----p·-a·-r-a-1-l=•e·,-l-:-_,
1
-1p-:-a-r-A_o_o_' __ m_

2
_"" AO O ---------··-·-~···'"-

I
I K(r) = (ao + alxl + a2x2)(f3o + {3lx1 + {32x2) 

al~ pa1'l {31 - aa 11 <Ja
0 

und pf3
0 

sind Nullstellen 
2 

{3
2 

= aa 12 von a
11

x - 2a
01

x + a
00 

= O I paal 1 ~ I 

a2 == pa12 

oder 
I 

°'2 - pa22 f3 2 :::: oa22 (1(,(0 

(X1 - pa12 !3 1 == oa12 von 

paa22 = 1 

0 0 Doppelgerade 

K(r) = (aO + alxl + a2x2~ 

ex 1 = Pa 11 ' a 2 = pa 12 ' pa 11 cxo -· ao 1 ' 

oder 

> 0 (> 0) Einzelner Punkt m(m 1 ,m2 ) 

AOl A02 m == _ ..... ____ m = ·----
1 Aoo , 2 Aoo 

0 > 0 Leeres Parallelenpaar 
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NICHT AUSGEARTETE KEGELSCHNITTE 
K(r) = 0, At 0 

Wir suchen den Schnittpunkt von K(r) = 0 mit der von den Punkten 9 

und 3 aufgespannten Geraden 

i = X9 + µ3, X + µ = 1 
Es gilt 

K(r) = K(X9+µ3) = [1-(X+µ)]aoo +XL(~)+ µL(a) + 

+ X2Q(9) + µ2Q(3) + 2XµB(~,3) = 0 

Es ist 

K(g) = L(~) + Q(g) ~ Q(9) = K(9) - L(g) 

K(a) = L(3) + Q(a) ~ Q(3) = K(3) - L(3) 

Daher 

K(I) = XL(9) + µL(3) + X2K(g) -X2L(g) + µ2K(3) - µ21(3) + 2XµB(9,3) 

= X(l-X)L(9) + µ(l-µ)L(3) + x2K(9) + µ2K(3) + 2XµB(9,3) = 0 
Lµ~ LX~ 

' 

K(r) = Xµ[L(g) + L(3) + 2B(9,3] + x2K(~) + µ 2K(3) = 0 

X + µ = 1 

Eine Gerade schneidet K(r) = 0 in hochstens zwei Punkten 

Wir wahlen nunmehr 3 auf dem Kegelschnitt, d.h. es sei 

K(3) = O. r = Xg + µ3, X + µ = l 
Dann gilt 

K(r) = Xµ[L(9) + L(3) + 2B(9,3] + x2K(g)) = 0 (*) 

Von den beiden Losungen dieser quadratischen Gleichung 

ist eine trivial: 

X = 0 ~ µ = 1, d.h. r = 3, ein bereits bekannter Punkt. 

Filr die zweite Losung gilt 

µ[L(9) + L(3) + 2B(9,3] + XK(9) = 0, X + µ = 1 

Eine Gerade durch einen Punkt 3 von K(r) = 0 schneidet den 

Kegelschnitt noch in hochstens einem Punkt 

Damit der Punkt 3 eine zweifach zahlende Losung der quadratischen 

Gleichung (*) sei, mu~ X = 0 eine doppelte Nullstelle von (*) sein. 

Eine Gerade, deren Schnittpunkt mit einem Kegelschnitt sich als 

doppelt zahlende Nullstelle einer quadratischen Gleichung ergibt, 
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4) 
hei~t Tangente an den Kegelschnitt im Punkte 0. 

L(g) + L(a) + 2B(g,3) = 0, K(3) = 0 

Gleichung der Tangente im Punkte a in den laufenden 
Koordinaten ij. 

Schreibweise der Tangente in Koordinaten: 

L(g) + L(3) + 2B(g,3] = ra00 +2a01 z
1
+2a02 z 2 1 + ra00+2a

01
y

1
+2a

02
y

2
1 + 

+ 2 ra11Y1Z1+ a12<Y1Z2+y2z1) + a22Y2Z2] = O 
Nach Kilrzung durch 2 ergibt sich 

a00+a01(yl+zl)+a02(y2+z2)+allylzl+a12(ylz2+y2zl)+a22y2z2 = Q 

oder nach y 1 ,y
2 

geordnet 

(a00+8 01 2 1+a02z2)+(a01+allzl+a122 2)y1+(a0l+a12 2 1+a22 2 2)y2 = O 

Gleichung der Tangente im Punkt (z 1 ,z2 ) in den laufenden 

Koordinaten y
1

,y
2 

Sei g der Schnittpunkt der Tangenten in den Punkten 3 1 und 32 . Dann 

gilt 

1(3 1 ) + L(g) + 2B(g,a 1 ) = 0 

L(J 2 ) + L(g) + 2B(g,a 2 ) = 0 } (*) 

Wir halten g fest und definieren die Gerade 

L(r) + L(g) + 2B(r,g) = 0 

Polare von g bezuglich des Kegelschnittes (**) 

in den laufenden Koordinaten r. 

Wegen (*) liegen sowohl a1 als a2 auf dieser Geraden. Sie hei~t 

Polare des Punktes g bezilglich des Kegelschnittes K(r) = 0. 

Umgekehrt hei~t ~ der Pol der Geraden (**). 

(a00+8 01yl+a02y2)+(a01+allyl+a12y2)xl+(a0l.8 12y1+8 22y2)x2 = O 

Gleichung der Polare von g in den laufenden Koordinaten x 1 ,x2 

1 Anmerkung: Die Definition der Tangente als eine Gerade, welche mit 
einem Kegelschnitt nur einen Punkt gemeinsam hat, ist unzutref
fend. Han denke an eine Achsenparallele einer Parabel oder an eine 

Parallele zu einer Asymptote einer Hyperbel. 
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Schneidet die Polare von g den Kegelschnitt in 

den beiden Punkten a1 und a2~ so ist g der 

Schnittpunkt der Tangenten in a
1 

und a
2

. 

Sei a ein Punkt der Polaren von g .. Dann gilt 

wegen (**) 

L(a) + L(g) + 2B(g,3) = 0 

Der Punkt a hei~t zum Punkt ij konjugiert. Die 

Gerade L(I) + L(a) + 2B(l,3) = 0 ist die 

Polare von 3. Wegen (***) liegt auf ihr der 

Punkt g. Daher ist g zu 3 konjugiert. 

Ist a zu g konjugiert, so ist auch g zu 3 konjugiert bzw. liegt a 
auf der Polaren von g, so liegt auch g auf der Polaren von 3. 

Sei s der Schnittpunkt der Polaren von g und 3. Dann gilt 

L(s) + L(g) + 2B(g,s) = 0 

L(s) + L(3) + 2B(3,s) = 0 

d.h. g und 3 liegen auf der Polaren von s, deren Gleichung lautet 

L(I) + L(s) + 2B(r,s) = 0 

Ist s der Schnittpunkt der Polaren von g und 3~ so ist die Verbin

dungsgerade von g und 3 die Polare von s. 

Durchlauft ein Punkt g eine Gerade g, so dreht sich die Polare von ij 

um dem Pol s der Geraden. 

Dreht sich eine Gerade hum den Punkt s, so durchlauft der Pol ij der 

Geraden die Polare g v~n von s. 

Es sei 9 ein Punkt des Kegelschnittes, d.h. es gilt K(g) = 0. Seine 

Polare lautet: 

L(r) + L(g) + 2B(r,g) = 0, K(9) = 0 

Dies ist aber die Gleichung der Tangente in~ an den Kegelschnitt, 

d.h. g liegt auf seiner eigenen Polaren. 

Die Punkte des Kegelschnittes sind selbstkonjugiert. 

Konstruktion der Polaren eines Punktes ~ 

Man verbinde g mit einem Punkt 3 des Kegelschnittes und bestimme den 

2.Schnittpunkt r. Der Schnittpunkt der Tangenten in 3 und r ist der 

Pol der Geraden (9,3) und daher zu g konjugiert. Die gesuchte Polare 

von g mu~ daher durch diesen Tangentenschnittpunkt gehen. Dieselbe 

Konstruktion wiederhole man noch ein zweites Mal. Die Verbindungs-
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linien von ~ mit den Schnittpunkten der Polaren mit dem Kegelschnitt 

sind die Tangente aus g an den Kegelschnitt. 

Zur Konstruktion des Poles einer Geraden schneide man die Polaren 

zweier Punkte der Geraden (Umkehrung obiger Konstruktion). 

POLARITATEN DER EUKLIDISCHEN EBENE 

Gegeben sei ein inhomogener, symmetrischer, bilinearer Ausdruck in 

den Koordinaten zweier Vektoren r,g 

P(r,g):= 1 [L(r.) + L(g)] + B(r,g) = P(D,!), A~ 0 

P(I,D) = aOO+a01(xl+yl)+a02(x2+y2)+a11xlyl+a12(xly2+x2yl)+a22x2y2 

Jedem Punkt ~ entspricht vermoge 

P(r,D) = l [L(r) + L(~)] + B(r,D) = 0 
2 

im allgemeinen eine Gerade, die Polare von D, in Koordinaten: 

P(!,D) = aOO+a01(xl+yl)+a02(x2+y2)+a11xlyl+a12(xly2+x2yl)+a22x2y2 = O 

Anderseits entspricht einer gegebenen Geraden g 

c 0 + c 1x 1 + c 2x 2 = 0 

im ~llgemeinen ein Punkt D, der Pol von g, dessen Koordinaten 

(yl,y2) sich aus 

aoo + a01yl + a02y2 = pc
0 ~ 

aOl + a11Y1 + at2Y2 = pcl ~ Drei Gleichungen filr 

a02 + a12yl + a22y2 = pc2 J 
Y 1 ,Y2 ,P 

berechnen lassen. Die durch P(r.,D) = 0 vermittelte Beziehung 
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zwischen den Punkten und den Geraden der Ebene hei~t 

Polaritat. Jeder Punkt 3 auf der Polaren von I) hei~t zu 

I) konjugiert. 

• 

Eine Polaritat der euklidischen Ebene hal folgende Eigenschaften 

1. Eine Polaritat wird durch einen inhomogenen, symmetrischen, bili

nearen Ausdruck festgelegt 

P(LtJ) = P(JJ,:r;) 

2. Jedem Punkt I) entspricht i.a. eine Gerade mit der Gleichung 

P(:!:,I)) = 0 

als Polare. Jeder Geraden 

c
0 

+ c
1

x
1 

+ c
2

x
2 

= 0 

entspricht i.a. ein Punkt ~ als Pol. Die Gerade ist umgekehrt die 

Polare von I). 

3. Jeder Punkt 3 der Polaren P(f,I)) = 0 von I) hei~t zu I) konjugiert. 

Fur konjugierte Punkte gilt P(3,JJ) = 0. Das Konjugiertsein zweier 

Punkte I), 3 ist wegen P( 0 ,I)) = P(I),3) eine symmetrische Relation 

d.h. liegt 3 auf der Polaren von I), so liegt I) auf der Polaren 

von 3. 

4. Seien P(~,I)) = 0 und P(r,3) = 0 die Polaren der 

Punkte I) und 3, so ist deren Schnittpunkt s der Pol 

der Verbindungsgeraden von I) und 3. Es gilt namlich ~ 

furs d 

P(s,I)) = 0 A P(s,3) = 0 (*) 

Daher liegen I) und 3 auf der Polaren P(r,s) = 0 von 

s. 1st umgekehrt P(r,s) = 0 die Verbindungsgerade 

von I) und 3, so ist wegen (*) s der Pol dieser 

Verbindungsgeraden. Daher gilt 

-P(-ce,a) = o 
(1e.

1
tb)=O 

5. Durchlauft ein Punkt eine Gerade, so dreht sich <lessen Polare um 

deren Pol. 

Dreht sich eine Gerade um einen Punkt, so durchlauft deren Pol 

die Polare des Punktes. 
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Ausnahmestellen einer Polaritat der euklidischen Ebene 

Die PolaritAt sei gegeben durch 

1 P(LD) "' 2 [L(r) + L(rJ)] + B(r,rJ) = 0 

Gibt es zu edem Punkt l) eine Polare? Deren Gleichung wilrde lauten 

(a00+8 01yl+8 02y2)+(a01+allyl+a12y2)xl+(a01+a12yl+a22y2)x2 = O 

Dieser Ausdruck stellt keine Gerade dar, wenn das konstante Glied t 0 

ist, die Koeffizienten von x
1 

und x
2 

aber verschwinden: 

ao1+a11Y1+a12Y2 = O a22 - a12 

? 
(a02 8 11-8 01 8 12) + (a11 8 22-8 12)Yz. = O 

Daher 

Dieser Punkt existiert, sobald A00 # 0 ist. Filr das konstante Glied 

der Geradengleichung ergibt sich 

Diese Bedingung ist nach Voraussetzung erfilllt. 

1st At O und A
00 

t 0, so gibt es zum Punkt m(m
1

,m
2

) mit 

kcine Polare 

e.ine Polare .. 

Ist A 

ml 

t-

Hat ede Gerade einen Pol? 

-· 

0 

AOl A02 
Aoo··· ' m2 --

Aoo 
un Aoo - 0, so entspricht 

co + clxl + c2x2 

Jedem Pun.kt 

= 0 

(a00+8 01y1+8 02y2)+(a0l+ally1+8 12y2)xl+(a01+al2y1+a22y2)x2 = O 

Koeffizientenvergleich ergibt 

Analytische Geometric der Kegelschnitte (Prof. W. STROHER) Seite 31 



aoo + aOlyl + a02y2 - pco A 00 
ao 1 + allyl + a12y2 - pcl a22 - a 12 
8 02 

+ a12y1 + a22y2 - pc2 - a12 a 11 
- Aol + AooY1 = p(a22cl-al2c2) 
- A02 + AaoY2 - p(allc2-a12c1) 

AooY1 = p(a22c1-a12c2) + A01 

AooY2 = p(a11c2-a12cl) + A02 

yl und y 2 existieren, sobald A00 t- 0 ist. Setzt man deren Werte in 

die mit A00 multiplizierte erste Gleichung ein, so folgt 

8 00AOO+a01[p(a22cl-a12c2)+A01]+a02[p(allc2-a12c1)+A02J = pcOAOO 

fooAOO+a01A01+a02A021= p[c1i 3 02 8 l2-3 01 8 22?+c2f 8 01 8 12-8 02all?+c0AOO] 

A Ao1 Ao2 
Daher 

p = A 

Die Berechnung des Pols ist also m6glich, wenn 

AOO t O und c 0A00 +c 1A01 +c 2 A02 t- 0 

ist. Gilt hingegen A
00 

t- 0, 

folgt 

== 0 

Ist At- 0 und A
00 

i- 0, so gibt es zu keiner <lurch m(m
1

,m
2

) ----7 
gehenden Geraden einen Pol. Ist wohl At 0, hingegen A00~-0, , 

so besi tzt ·ede Gerade einen Pol. --------------
Selbstkonjugierte Punkte 

Sei J:) ein Punkt und P([,J:J) = 0 seine Polare. Kann es vorkommen, 

daB g auf seiner eigenen Polaren liegt? Dann gilt 

P(J'.l,rJ) =- 1 [L(9) + L(rJ)] + B((l,!J) = L(~l) + Q(rJ) = K(J:J) :::, 0 

Ein Punkt mit dieser Eigenschaft heiBt selbstkonjugiert. Ist die 

Menge der selbstkonjugicrten Punkte einer PolaritAt P(T,D) - 0 nicht 

leer, so stellt sie (Seite 15) den durch P(g,J:J) = K(g) = 0 bestimm

ten Ke~schnitt dar. 1st die Menge selbstkonjugierter Punkte leer, 

so liegt ein leerer (nullteiliger) Kegelschnitt vor. 
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2 2 
Beispiel: P(r,g):= 1 + X1Y1 + X2Y2 • P(g,g) = K(g) = 1 + Y1 + Y2 = 0 

Es liegt also ein leerer Kreis vor. 

Im folgenden nehmen wir stets an, daa die Menge der selbstkonjugier

ten Punkte nicht leer ist 

Sei 9 ein Punkt des Kegelschnittes K(g) = 0, so stellt <lessen Polare 

P(r,g) = ~ [LC:n + L(g)] + B(r,g) = 0, K(g) = 0 

dessen Tangente in l) dar (Seite 27). 

LaS_!_ ~ich aus jedem Punkt der Ebene eine Tangente an einen Kegel

schnitt legen? 

Wir legen durch l) (K(g) ;t 0) eine Gerade mit 

dem Richtungsvektor D 

f = g + PD 

Wir wahlen - wenn moglich - den Richtungsvek

tor n so, daS die Schnittpunkte mit K(I) = 0 

zusammenfallen. Es muS also gelten 

KU) = K(g+pn) = [l-(l+p)]a00 + L(g) + PL(n)+Q(g) + 

+ p2Q(D) + 2pB(g,D) = 0 
also ? 

p-Q(D) + p[-aoo + L(D) + 2B(g,D))] +,(L(l)) + Q(g)), = 0 
K(l));tO 

Das ist eine quadratische Gleichung filr p: 
2 

p Q(D) + p[-aoo + L(D) + 2B(g,n))] + K(g) = 0, K(g) ;t O (1) 

Der Richtungsvektor D ist hier so zu wahlen, daS pin (1) eine dop

pelt zahlende Nullstelle ist. Es mua also gelten 

[-a00 + L(n) + 2B(g,n))] 2 = 4Q(n).K(g) (2) 

Setzen wir n(v
1

,v
2

), so gilt 

[-aoo + L(D) + 2B(g,n))] = -aoo + (aoo+2a01v1+2a02v2) + 2[a11Y1V1 + 

+a12<Y1v2+y2v1)+a22Y2v2J = 2 [vl~a01+allyl+a12Y2.? +~~ao2+a12Y1+a22Y2; 1 
=:Yl =:Y2 

daher 
[-a00 + L(n) + 2B(g,n))] = 2[v 1Y1 + v 2Y2 ] 

Aus (2) ergibt sich, nach Kilrzung durcp 4 
2 2 2 [v 1Y1 + v 2Y2 ] = Q(n).K(g) = (a

11
v

1 
+ 2a 12 v 1v 2 + a 22 v 2 )K(g) = 

= viYi + 2v 1v1 Y1Y2 + v~Y~. geordnet ergibt das 

. (3) 

vf[Yf-a 11 K(g)] + 2v 1v 2 [Y 1Y2-a 12K(g)] + v~[Y~-a22K(g)] = 0 (4) 
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Dies 1st cine quadratische Gleichung ftir bzw Demnach 

gibt es aus einem Punkt I) maximal zwei Tangenten. Wenn Tangenten 

existieren, muB (4) reelle Nullstellen besitzen. Dies ist der Fall, 

wenn gilt 

[Y1Y2-a12K(IJ)]2 2 [Yf-a11K(IJ)]. [Y~-a22K(IJ)] 

y 1 2 y; - 2 a 1 2 y l y 2 K ( IJ) + a i 2 K ( rJ) 2 .?.: y i Y'; -a 11 y; K ( I) ) -a 2 2 y i K ( rJ ) + a 1 1 a 2 2 K ( r.J) 2 

also 
2 ? 2 2 

0 ~ (a11a22-a12)K(g)- - [a11Y2-2a12Y1Y2+a22yl ]K(g) (5) 

Man beachte, daB die Kilrzung dieser Ungleichung <lurch K(g) unzu-

1Assig ist, da das Vorzeichen von K(g) t O nicht bekannt ist. 

Setzt man die Ausdrticke filr Y1 und Y
2 

in (S) ein, so ergibt sich 

Y,? y y y? 2 ( 2 ) 2 ( 2 ) 
all ~-- 8 12 1 2+a22 1- = ylall alla22-al2 +.a12Y1Y2 8 11a22-al2 + 

2 , 2 , 
+ Y2 8 22( 8 11 8 22-ai2>+ 2ao1Y1(all 8 22-a12)+la02y?(alla22-ai2> + 

2 2 2 
+ ao- ,a,?-2aO,aO,al?+aO?all +(aOO - aOO)(alla?,-a,7) = 

- -~ 1 - - - . - -- ·-

aa,C 8 01a22-8 O2 8 1') , I - · • - I 

-A□ l 
Es ist also 

+ a02~a02all-8 0lal2{ - 8 00AOO 

-A02 

? . ? 
allY~- 28 12YlY2+8 22Yi = AOOK(g) - (a0IA01+a02A02) - 8 00AOO 

Beachtct man 

A= 8 00AOO+aOIAOl+a02A02 ~ (a01AOI+a02A02) - A - aOOAOO 

so erhalten wir 

(1)) -A 

Aus (5) ergibt sich dann 

[AooK(D) - AJK(g) - AK(g) 

Also 
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Aus dem Punkt g lassen sich genau dann Tangenten an den 

Kegelschnitt K(i) = 0 legen, wenn 

A.K(g) ~ 0, At 0 

i st. Im Falle 
A. K(l'.J) < 0 

gibt es genau zwei _'J'angenten an den Kegelschnitt. 

A. K( l'.J) = 0 9 K(g) - 0 

Ist 

·--. 

s.o gi bt _e_s genau-e i ne Tangen t-e, l'.) li eg-t dann a-,~--d--e_"' __ Ke_g_e_l.:-...... •''.•_,· 
schnitt und es ergibt sich die Tangente im Pun~~e l'.). _____ . 

~'.;(:~n:t~ :: :den das -AuBe:bi et I das ~;1Rcre) '!I I 
A.K(g) > 0 bilden das lnnengebiet (das InnereJ 

des Kegelschnittes. Die Punkte mit I 
A.K(l)) = 0 sind ~_:,unkte auf dem Kcgelschni~-~j 

Liegt der Ausnahmepunkt m(ml ,m 2 ) im Innern oder irn Xu(3eren des 

Kegelschnittes? Dies h~ngt vom Vorzeichen der Gr6Be A.K(m) ab 

K(m) 

Q(m) 

2A 
AOO - aOO "" L(m) 

( a 1 1 m .1 +a 1 ') m ') ) m 1 I 1 · ~ ~ I ~ 

-
8 01 

'ln.z_, 

+ ~ a I 2 m l + a 2 2~ m 2 .... 

-- a02 

aOlA01+a02A02 

Aoo = Q(m) = aOO - A~O 
_,_ _ .......... ___ .... ,. ·•--·· ... -

Daher 

K(m) ~ L(m) + Q(m) = co} A.K(m) - ( 6 ) 

das hei(3t 
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Wegen A~ 0 und A00 ~ 0 kann m nie auf dem Kegelschnitt liegen. 

Wir verbinden m (K(m) ~ 0) mit einem beliebigen Punkt 

lJ auf dem Kegelschnitt und suchen den zweiten Schnitt

punkt i. 

! = Am + µl), 

Nach· Seite 26 gilt dann 

A + µ 

µ[L(m) + L(~) + 2B(rJ,m] + iK(m) = 0 

Dann ist (siehe oben) 

= 1 

(7) 

2A + 2qao1 + allml + a12m21Y1 + fao2 + a12ml + a22m2 ~YJ = = 
Aoo 

0 0 

= _M_({)2K(m) 
Aoo 

=+ L(m) + L(J:J) + 2B(I),m) = 2K(m), K(m) ~ 0 

Also wegen (7) 

2µK(m) + AK(m) = (2J'A, + A)K(m) = 0 =+ 2µ +A= 0 

Zusammen mit A+µ= 1 ergibt sich µ = -1, A= 2 =+ r = 2m - I) 

1 
m = 2 (! + lJ) 

Jede durch m gehende Kegelschnittsehne wird durch m hal

biert. m hei~t daher Mittelpunkt des Kegelschnittes. Der 

Mittelpunkt m existiert, wenn AtO und A00 to ist. Kegel

schnitte mit dieser Eigenschaft heiBen daher Mittelpunkts

kegelschnitte. 

Ist A00 < 0, so liegt der Mittelpunkt m im Au~eren des Kegelschnit

tes und es muB daher eine Tangente aus man den Kegelschnitt geben. 

Wir berechnen den Richtungsvektor n(v 1 ,v2 ) filr den Fall!)= m 

(Formel (4) auf Seite 33) 

vf[Yf-a 11 K(m)] + 2v 1v 2 [Y 1Y2-a 12K(m)] + v~IY 2
2
-a22K(m)] = O (8) 

Im volli. i egenden Falle gilt 

yl = a0l+allml+a12m2 = 0 

y2 = a02+a12ml+a22m2 = 0 
(9) 

Daher ~ 

=+ Q(D).K(m) = 0 
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Wegen K(m) t O folgt 
Q(D) ::: 0 ( 1 0) 

und wegen A00 < 0 zerfAllt Q(n) in zwei verschiedene Faktoren 

V 1 <X2 V 1 (31 
- bzw4 = - -R-

v2 al v2 1--'2 ---
Ftir den Berilhrungspunkt r = m + pn gilt nach Formel (1) van Seite 33 

2 
P Q(D) + p[-a

00 
+ L(D) + 2B(m,D))] + K(m) = 0, K(m) t:- 0 (Ll) 

und wegen Formel (3) auf Seite 33 ergibt sich aus Y1 = Y2 - 0 

[-aoo + L(D) + 2B(m,D))] = 2[v1Yl + v2Y2] = 0 (12) 

Zusammen mit (10) folgt daher aus (11) 

K.f.!!!.)_~/4:,:~-~_JYa §_Sin~~~-z l~l:~ Vo . r a us s. e ;t z un~ ga r s t e 11 t; .. 

Die "Tangenten" aus dem Mittelpunkt m mit dem Richtungsvektor n 

haben daher keinen Be_rilhrungspunkt mi t dem Kegelschni tt. Sie heif3en 

As .Ym pt o t en r1 e s Keg e 1 s c h n i t t e s . 

Gleichungen der Asymptoten 

I.Asymptote a
1

(x
1 

- m
1

) + a
2

(x
2 

- m
2

) = 0 

2.Asymptote f3 1 (x 1 - m1 ) + f3 2 Cx 2 - m2 ) = 0 , 
------------·----.--...ii. 

W•-•-•=---N•-~-~•-" ---.---..---~-----,••-·"°'~----·'°"--•''....,'''~-,.--,-..-~-..--e--..,_,_,.,._A, 
Die Kegelschnitte mit A t 0, A00 t O heif3en Mittelpunkts- f 
kegelschnitte. Der Punkt m(m

1 
,m

2
) 

AOl 
m l ·- A~~-·· ' m 2 =-

heif3t Mittelpunkt des Keqelschnittes. Die Geraden durch m 

heif3en Durchmesser. 

Ist A00 > 0, heif3t der Mittelpunktskegelschnitt Ellipse. m 

liegt im lnnern der Ellipse. 

1st A00 < 0, heif3t der Kegelschnitt HyperbeL m liegt im 

J\uf3ern der Hyperbel. Die Geraden 

a 1 (x 1-m 1 ) + a 2 (x 2-m2 ) = 0 und ~ 1(x 1-m 1) + ~2 cx 2-m2 ) = 0 

sind die llsymptoten der Hyperbel. 

I 
I 

-----------···*'-"--······---·--·•··O'"t 
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Konjugierte Durchmesser und Achsen eines Mittelpunktskegelschnittes 

Sei 9 ein Punkt des Kegelschnittes. Dann lautet die 

Gleichung seiner Tangente 

(a00+a0ly1+8 02y2) + (a01+8 11y1+a12y2)x1 + 

+ (a02+a12y1+8 22y2)x2 = O 
oder 

mi t 

= 
8 01+a11Y1+8 12Y2 

ao2+8 12Y1+8 22Y2 

Die Gleichung des Durchmessers <lurch 9 laute 

c 1 ( x 1 - m 1) + c 2 ( x2 
- m2 ) = 0 

Da 9 auf dem Durchmesser liegt, gilt 

= 
y2-m2 

yl-ml 

Nun ist ------0!-------, 

8 11 (y 1 
= 

a12(yl 

= 

Umgekehrt gilt: 

(a01+allyl+a12y2) - (a01+allm1+8 12m2) 

(a02+8 12yl+a22y2) - ~8 02+8 12ml+a22m21 
O! 

+ 8 12 
y2-m2 

- m ) + 8 12(y2 -m) al 1 yl-ml 1 2 
-m) = - m ) + a22(y2 y2-m2 1 2 

+ 8 22 8 12 yt-ml 

cl 
all - a12 - - -

c2 all c2 - a12c1 
= 

cl a12c2 - a22c1 
8 12 - a22 

c2 

= 

= 

= 

a12clc2-a22clcl = 8 11c2c2-8 12c2c1 • (a12c2-8 22cl)cl = (allc2-8 12cl)c2 

= 
8 11c2 - a12c1 
a12c2 - a22c1 
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In obigen Ausdrilcken kommen die Koordinaten des Punktes ij nicht vor. 

Daher stellen die obigen Formeln eine Beziehung zwischen dem Durch

messer eines Mittelpunktkegelschnittes und der Tangente in dessen 

Endpunkt dar, die fur alle Kegelschnittspunkte gilt. 

Da c(c 1 ,c2 ) der Normalenvektor des Durchmessers und 

c(c 1 ,c2 ) der Normalenvektor der Tangente ist, folgt 

aus obigen Beziehungen: 

Die Tangenten in den Endpunkten desselben Durchmes

sers sind parallel. 

Wegen der vollen Symmetrie in den Beziehungen 

zwischen den Vektoren c und c gilt: 

Ist der Durchmesser d parallel zu den Tangenten im Endpunkt des 

Durchmessers d, so sind die Tangenten in den Endpunkten von d 

(soferne sie existieren) parallel zu d. 
-Zwei Durchmesser, deren Normalenvektoren c, c in obiger Beziehung 

stehen, heiaen konjugierte Durchmesser. 

Es gilt also 

cl = p(allc2 

c2 = p(a12c2 

allc2 - a12cl 

a12c2 - a22cl 

Definiert man 

so ergibt sich 

- a12cl) -
- a22cl) 

= -pAOOcl 

= -pAOOc2 

cl = p(allc2 a12cl)' 

c2 = p(a12c2 a22cl)' 

a12 - a22 

a 11 a12 

o·- 1 .- -
PAoo 

cl = O'(allc2 

c2 = 6'(a12c2 

a12c1) 

3 22cl) 

Sei a ein Punkt auf dem Durchmesser mit dem Nor-
-malenvektor C • Die Gleichung dieses Durchmessers 

- -lautet Cf = cm. Da a auf diesem Durchmesser 
- -liegt, gilt ci == cm. Sei ferner eine Gerade ge-

geben, die zur Tangente im Endpunkt dieses 

Durchmessers parallel ist. Ihr Normalenvektor 

ist c. Da ihr Richtungsvektor D(v 1 ,v2 ) auf c 

normal ist, gilt 

poAoo = -1 
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n(v 1 ,v2 ) ~ c(c 1 ,c2 ) ~ v
1 

= c
2

, v
2 

= - c
1 

<*> 

Legen wir die Parallele zur Tangente durch den Punkt a, so lautet 

einer ihrer Punkte 

r =a+ "-n 

Die Parallele schneide den Kegelschnitt in den beiden Punkten 

!1 =a+ "-in, !2 =a+ "-2n 

Wir behaupten: a ist der Mittelpunkt von r
1 

und i:
2

, d.h. es mu~ 

gel ten 

a = = a + 

Es ist also zu zeigen: "-l + "-2 = 0. Nun ist 

K(r) = K(a+"-D) = [1-(1+l)laoo+L(a)+"-L(n)+Q(a)+"-2Q(n)+2"-B(a.n) = 0 
t__K<a)--1' 

Fur "- ergibt sich die quadratische Gleichung 

2 
A Q(D) + l[- a 00 + L(D) + 2B(a,n)] + K(a) = 0 

Da uns nur die Summe 1 1+"-2 der Nullstellen interessiert, haben wir 

nach VIETA nur den Ausdruck 

-[- aoo + L(D) + 2B(a,n)] = <"-1 + l2)Q(D) 

zu betrachten. Es gilt 

[- a 00 + L(n) + 2B(a,n)] = -a
00 

+ (a00 +2a01 v
1
+2a

02
v

2
) + 

= 2 [a01c2-a02cl+zl~allc2-a12cl?+z2~a12c2-a22cl?J 
1 - 1 -a c 1 a c 2 

Druckt man alle c. durch die c. aus, so ergibt sich 
1 J 

= 2 [p(a01(a12c2-a22c1)-a02(a11c2-al2cl))+ ¼~zlcl+z2c2?J = 
- -ea= cm 

= 0 --cm 

Daher ist x1+x2 = 0, a ist Mittelpunkt von r 1 und r2 . 

Die Mittelpunkte einer Schar paralleler Sehnen eines Mittelpunkts

kegelschnittes liegen auf dem zur Sehnenrichtung konjugierten 

Durchmesser. 
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Gibt es orthogonale Paare konjugierter Durchmesser? 

Dann mu~ der auf c(c 1 ,c2 ) normale Vektor u(c
2

,-c
1

) 

und der Vektor c(a 11 c 2-a 12c 1 ,a12c 2-a22c 1 ) linear 

-abhangig sein: C = AU . .Daher 

8 11c2-8 12c1 

a12c2-8 22c1 

(a11-A)c2 - a12cl = 0 

a12c2 - (a22-1)c1 = 0 

Daraus 

= Ac
2 

= -1c 1 
} • 

( 1 ) 

(2) 

2 
[(all-A)(a22-A)-a12]c2 = 0 

2 
[(a11-A)(a22-A)-a12]cl = 0 

d 

d 

Ware in obigem System der Ausdruck [(a 11 -A)(a22-A)-ai
2

] 4 0, so 

wilrde c 1 = c 2 = 0 folgen, c ware der Nullvektor. Da dies der 

Voraussetzung widersprache, mu~ gelten 

al 1-A al 2 

Das Polynom 
all-A a12 

a12 a22-A 

2 2 2 = A -(a11+8 22)A+(alla22-al2) = A - 5 00A 

= 

hei~t charakteristisches Polynom von A
00

. Seine Nullstellen 

sind die Eigenwerte von A
00

. 

Die Berechnung der Eigenwerte ergibt 

A = -½(<a11+a22) ± / (a11+a22)2 - 4Aoo. ] 

2 2 2 2 2 2 
(all+a22> - 4AOO = 8 1t+2at1 8 22+a22-48 tla22+4a12 = (all-a22) +4a12 

also 

Es existieren also stets reel le Eigenwerte mit der Eigenschaft 
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daraus 
8 11 - 1 1 = -(a22 - 1 2) bzw. all - 1 2 = -(a22 - 1 1) 

Fur den Eigenwert 11 gilt wegen (1) 

a12cl - (all-A1)c2 = O • c2 = Pa12' cl = p(a11-11> (~) -p(a22-12> 

Analog folgt aus (2) (i) 
a12c2 - (a22-1 1>c1 = O • a12c2 + (all-X2)cl + 

cl= - ua12' c2 = u(all-12) (~) - u(a22-ll) 

cl = p(all-ll) = -p(a22-l2) cl = -ua12 
oder 

c2 = pa12 c2 = <T(all-l2) = - u(a22-11) 

-Analog gilt fur C 

- p(all-A2) -p(a22-l1) 
-

cl = = cl = ua12 
oder -

a(a11-l2) c2 = pa12 c2 = = -

c(c 1 ,c2 ) und c(c1 ,c
2

) sind Normalenvektoren orthogona

ler konjugierter Durchmesser d und d. 

<1(a22-Al) 

(3) 

Wir bestimmen nun die Richtungsvektoren e(e 1 ,e2 ) und 1,, cL 
-4---+----

f ( f 1, f 2) der orthogonalen konjugierten Durchmesser d 

und d, die wir mit positivem Drehsinn orthonormieren. 
-
C 

e ·=--- f·-. ' . - C --- , e~c, fie, eif Achsenrichtungen 
lei lei 

Richtungsvektoren der Achsen 

( et = pa12 ( :~ 
=-O"(a -1) = 

l 
11 2 

e2 = -p(all-Al) = p(a22-l2) = (7 8 12 
oder 

fl = p(all-l.1) = -p(a22-A2) fl = -ua12 

f2 = pa12 f2 =-<T(a -l ) = 11 2 

Wegen ef = 0 und e
1

f
2 

- e 2 f 1~1>0 sind e und f positiv 

orthonormiert 

+<T(a22-A1) 

+<T(a22-Al) 
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Berechnung der LAngen der Halbmesser eines Mittelpunktskegelschnittes 

Gegeben sei ein Einheitsvektor e durch den Mittelpunkt 

m des Kegelschnittes. Die Lange lsl des entsprechenden 

Halbmessers ist gesucht. Dann gilt 

! = m + se Is I = Lange des Hal bmessers 

x 1 = m1 + se 1 
x2 = m2 + se2 
K(i;) = K(m+se) 

2 2 e 1 + e 2 = 1 

= [1-(l+s)Ja00 + L(m) + sL(e) + Q(m) + 
1' :t 

s 2Q(e)+2sB(m,e) = K(m)+s[-a00+L(e)+2B(m,e)]+s 2Q(e) 

Nun ist 

[-a00+L(e)+2B(m,e)] = -a
00

+(a
00

+2a
01

e
1
+2a

02
e

2
) + 

2 [allmlel+a12<m1e2+m2el)+a22m2e2] = 

= 2 [e1fao1+allml+a12m2? + e2fao2+a12m1+a22m2? 1 = 0 

0 0 
Die Lange des Halbmessers ergibt sich daher aus 

K(m) + s 2Q(e) = 0 

Nunmehr wollen wire so bestimmen, da~ die Halbmesserlange ein 

Extremwert wird. Wegen 

2 
s = - K(m) 

Q(e) 

hangt der Wert von s 2 nur von Q(e) ab und es gilt 

Q(e) min! * s 2 max! 

Q(e) max! ~ s 2 min! 

2 2 Wir stellen Q(e) = a 11 e 1 + 2a 12 e
1

e 2 + a 22 e 2 als das Skalarprodukt 

der beiden Vektoren ✓ 

u(a
11

e
1
+a

12
e

2
, a

12
e

1
+a

22
e

2
) und e(e

1
,e

2
) dar. 

Tatsachlich gilt 

Q(e) 

Es ist also 

Q(e) = ue = lul.lel.cos ~ = lulcos ~ 

Der Wert des Skalarproduktes hangt also von Winkel 

~ ab. Extrema treten daher auf fur 

p = 0 und f = n ... Extrema 

In beiden Fallen sind u und e linear abhangig, d.h. es gilt 

u = Xe 
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allel + a12e2 = Ael} * 
a12e1 + a22e2 = Ae2 

(all-A)el + a12e2 = 0 a22-A - a12 (1) 

2 2 Ware e 1 = e 2 = 0, so entstilnde ein Widerspruch zu e
1 

+ e
2 

= 1. Es 

muB daher gelten 
2 

(a11-A)(a22-l) - a12 = 0 

"- ist also Nullstelle des charakteristischen Polynoms (Seite 41) 

2 1 
i - s O O "- + A0 0 = o , "- = 2 [ s O O ± w 1 

dabei gilt 

t 2 i 

W:=soo - 4AOO mit 

Aus ("I!) f o 1 gt 

(all - "-)el + a12e2 = O * el = -pa12' e2 = p(all - A) 

Wir erhalten also wieder die Richtungsvektoren der Achsen. 

Lange der Hauptachsen 

Es galt s 2 = K(m) mit K(m) = A (Formel (6) auf S.35). Daher 
Q(e) Aoo 

2 A s = 

Wegen Q(e) = ue und u = Ae folgt 

Q(e) = (Ae)e = "-lel 2 = i 

Daher 

A 

11 F 11 A > 0 elliptischer Fall' Die Kegelschnitte heiBen 
: a 00 _ Ellipsen 

1. Sei Soo> 0, dann ist W= f s~o - 4Ao~ < Soo und es gilt 

1 l= 2 [s 00 ±W] > 0*"- 1 .i2 > 0 

Damit s existiert, muB A< 0 sein. 

2. Sei s 00 < 0. Dann ist wie oben W < ls 00 1 und es gilt 

1 "- = 2 [-ls00 1 ± W] < 0 * A1 .A 2 > 0 
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A = 

In diesem Falle ist A> 0 fur die Existenz von s erforder

lich. In beiden genannten Fallen muB daher gel ten 

I sooA < 0 ~ AiA < 0 i = 1,2 

I.a. wird At~ A2 sein. Wann ist Al = A2?. Es gilt 

A = + [<a11+a22) 
I 2 2 I ] ± (a11-a22) + 4a12 

Al A2 
2 2 0 = a22 A a12 = 0 = ~ (a11-a22) + 4a12 = ~ al 1 

1 1 
Al - >.. T (a11+a22) = 2 (al 1 +al 1) = al 1 = a22 • = al 1 = a22 - 2 

Nach (1) von Seite· 4~ folgt weiter 

(a 11 -A)e 1 + a 12 e2 = 0 • 0 = O 

Im Falle gleicher Eigenwerte von A00 sind die Richtungsvektoren 

der Achsen unbestimmt. Die Ellipsen mit a 11 = a 22 A a 12 = 0 

heiBen Kreise. 

Gilt s 00A > 0 ~ >..iA > 0, so liegt eine leere Ellipse vor, im 

Falle a 11 = a 22 A a 12 = O eim Jeerer Kreis. 

I I Die Kegelschnitte heiBen 2.Fall A00 < O hyperbolischer Fall Hyperbeln 

1. Sei Soo> 0 • W= is~o - 4Ao; > Soo· dann gilt 

1 { 11 > 0 
A.= T[soo±W] !All> l:>.21 

A.2 < 0 

2. Sei Soo< 0 • W > lsoo' daher 

1 { Al > 0 
A. = T [-lsoo' ± W] IA.1 I < l:>.21 

>.. 2 < 0 

Im hyperbolischen Fall existiert stets ein reeller Wert von s. 

A00 > 0 elliptischer Fall 

s 00A < 0 ~ >..iA < 0 ... Ellipse 

Beide Eigenwerte besitzen dasselbe Vorzeichen (1 1>.. 2 > 0). 

a 11 = a 22 A a 12 = 0 (Al= >.. 2 ) ... Kreis 

s 00A > 0 ~ A.iA > 0 

all= a22 A a12 = O 
A00 < 0 hyperbolischer Fall 

leere Ellipse 

leerer Kreis 

Es gibt keine leeren Hyperbeln 
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Die Achsengleichungen der Mittelpunktskegelschnitte 

Fur die Vektoren 

galt 
u(allel+ a12e2' a12e1+a22e1) und e(el,e2) 

Q(e) = ue mit u = Ae • { 

e(e 1 ,e2 ) = e(f~,-f1) 

f(f 1 ,f 2 ) = f(-e 2 ,e 1 ) 

ul = l.el 

u2 = l.e2 

Q(e) = 

Q(f) = 

+ e~ = 1, d.h. e,f bilden eine Rechtssystem 

Wir wahlen e und f als als Normalenvektoren 

der Achsen eines kartesischen Rechtskoordi

natensystems mit dem Ursprung m. Dann gilt 

nach HESSE 

e 1 ( x 1-m 1) + e2<x2-m2> = xl f2 -f 1 

fl(xl-ml) + f2(x2-m2) = x2 -e el 2 

<11f2-e2f1l<x1-m1) = f2i1 - e2x2 
1 

(elf2-e2fl)(x2-m2) = -flxl 
-+ elx2 

xl-ml = elxl - e2x2 

x2-m2 = e2xl + e1x2 
} 

f1 ( t.;- m,,) 4{_t~i1t1~);;,~ 
{ 

! - m 

Nunmehr ist die Gleichung des Kegelschnittes von den alten Koordina

ten (x
1

,x
2

) auf die neuen Koordinaten (x 1 ,x2 ) umzurechnen. 

K(r-m) = [1-(1-l)]a00+Lir)-L(m)+QC5)+Q(m)-2B(r,m) = a 00+K(i)-L(m) + 

+ (-Q(m)+2Q(m))-2B(r,m) = a 00+K(!)-K(m)+2Q(m)-2B(t,m) 

Wegen Q(m) = B(m,m) folgt B(m,m)-B(r,m) =-B(r-m,m), also 

K(r-m) = a 00 + K(r) - K(m) - 2B(r-m,m) 

und daraus 
K(!) = -a00 + K(m) + K(!-m) + 2B(!-m,m) = 0 

Wir betrachten den Teilausdruck 

2B(!-m,m) = 2[a11 cx 1-m 1 )m 1+a 12 ccx 1-m 1 )m2+(x2-m2 )m 1 )+a
22

cx2-m
2

)m
2

] = 
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= l[(xl-ml)~allml+a12m2?+(x2-m2)~a12ml+a22m2?J 

-aOl -a02 
also 

2B(:r-m,m) = (a00 - a
00

) -2a
01

cx
1
-m

1
) - 2a

02
(x

2
-m

2
)

1 

somit 
2B(:r-m,m) = a 00 - L(r-m) 

Die Kegelschnittsgleichung erhalt daher die Gestalt 

K(:r) = -a00 + K(m) + K(:r-m) + a 00 - L(:r-m) = K(m) + Q(r-m) = o 

L(:r-m)+Q(r-m) 

Es erubrigt sich noch die Berechnung von 
2 2 

Q(:r-m) = all(xl-ml) + 2a12(x1-ml)(x2-m2) + a22<x2-m2) = = 

-2 2 2 - - 2 2 
= x1fa11e1+2a12e1e2+a22e21 + lxlx2[-allele2+a12el-a12e2+a22ele2] + 

Q(e) 
-2 2 2 

+ x2[a11e2-2a12ele2+a22e1] = 

= xiQ(e) + 2x1x2[T1la12el+a22e2?,e2~~11e1+a12e2? 1 + 

f 2 u2. = A 1 e'L. +f 1 u,i =A 1 e1 
-2 2 2 

+ x2~a11f1+2a12f1f2+a22f2} 
Q( f) 

Daher 

Q(:r-m) 

Wegen K(m) = ergibt sich 

oder 

A 

-2 
X 2 

+---A--- = + 1 

A1Aoo 
Achsengleichung der 

A2AOO 
Mittelpunktskegelschnitte 

IAoo > 0 elliptischer Fall I Wir setzen o.B.d.A. I Al I .:s;; IA
2

1 

2 2 A b2:= 2 A 
a .- sl = - ' s2 = 

'.>l.1Aoo A2AOO 
1 . Fa 11 : sOOA < 0 ~ A.A < o,. i = 1, 2 (daher sign Al = sign A2) 

1 
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2 > 0' b2 > o, 2 > b2 ~ I Al I < tA
2

t a a 

-2 -2 
xl 

+ 
x2 

1 Ellipse 2 b2 
= 

a 

Gilt 2 = b2 2 
!Al I IA

2 
t, folgt a =:r ~ = so 

-2 + -2 2 Kreis xl x2 = r 

2.Fall: s 00A > 0 ~ AiA > 0 1 i = 1,2 (daher sgn Al= sgn A
2

) 

a
2 < o, b 2 < 0, a 2 < b 2 

-2 
x2 

lb2J = -1 ... leere El 1 ipse 

a 2 = b 2 =:r 2 < 0 

-2 -2 ' 21 x 1 + x 2 =-.r ... leerer Kreis 

fA00 < 0 hyperbolischer Fall' Da Al und A
2 verschiedene Vorzeichen 

haben, setzen wir o.B.d.A. 

2 2 A 
a := sl = - AlAOO 

-2 
xl 
-- -

2 
a 

sgn Al= sgn 

> 0, -b2 := 

-2 
x2 
2 ~ = 1 ... Hyperbel 
b 

0). 

zerfAllt und die Mittelpunktskoordinaten m1 = m2 = 0 verschwin

den, gilt filr die Asymptoten (Seite 37) 

) a2<x2-m2) 
- 0 

xl x2 
0 + = alxl+ a2x2 = ~ -- + b = a 

) + '12<x2-m2) 13 1x1+ 132x2 0 ~ 
xl - x2 

0 = = b = a 131<x1-

Fnr die Richtungsvektoren der Asymptoten und der entsprechenden 

Einheitsvektoren gilt 

a(a,b) a ( 1 
a b ) = 

a2+b2 ~ a2+b2 . 
( ~ a -b ) b(a,-b) b = 

2 b2 ~ a2+b2 a + 
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FUr den Winkel der Asymptotenhalbgeraden gilt 

. . 
cos oc = a.b = 

a2 - b2 

a2 + b2 

a spitz M cos a> 0 M a 2 > b 2 

a orthogonal M cos a= O M a 2 = b2 

a stumpf M cos a< 0 M a 2 < b 2 

Wegen A00 < 0, X1A > 0, X2A < 0 gilt 

8
2 = __ ..,..A_ 

XlAOO 

A 

Daher 

= 

IAI = 
1).1 I IAool 

IAI 

8 2 L b2 c=t IAI 
< 1\1 11 Aoo 1 

> < 

( µ = 1 

IAI 

+ W] > 0 1 

1 > < 
1 

T [-lsoo 1 L: = 
1 ~ A > 0 :+ ).1=µ1, ).2=µ2' 1).1 1 < l).2 I 

soo < o T [-lsoo I - W] < 0 

5 oo = 0 

l 1µ1 I J 
A < 0 • 11=µ2, 1'. 2 =µ l , I 1'. l I > 112 I > 1µ21 

( µ - _1 w > 0 1 i 1 - 2 

i A > 0 _,. "-1=µ1, "-2=µ2 } 1 
µ2 = --w < 0 I 1'. l I = '"'2' l I µ1 I 

2 

J 
A < 0 .. 1 1 =µ2' ).2=µ1 

> 1µ21 

Hyperbel spitz M s 00A < 0 

Hyperbel orthogonal (gleichseitig) M s 00 = 0 

Hyperbel stumpf M s 00A > 0 
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Kegelschnitte ohne Mittelpunkt (Parabeln) 

A":# o, A00 = o 
Verschwindet A00 ,so zerfallt Q(t). Daher 

- 2 K(t) - aOO + 2a01x1 + 2a02x2 + (alxl + a2x2) = 

+2 2 22 2 22 =01 = aoo aOlxl + a02x2 + alxl + a:la2xlx2 + a2x2 

la .. I = 
1 J 

aOO aOl 
2 

a01 al 

a02 ala2 

IAijD = I a2 ca1a0:-a2a01 J 

-a.(cx1ao2-cx2ao1> 

a:2<a1ao2-cx2ao1> 
2 2 

cx2a00-a02 

--cxl(cxla02-cx2a01) 

a01a02-alcx2a00 

a01a02-cxlcx2a00 
2 2 

cxla00-a01 

2 2 2 
A= -<a1ao2-a2ao1> ' Soo= al+a:2 

Analog zu den Verhaltnissen bei den Asymptoten der Hyperbel, ist es 

naheliegend, Gerade zu betrachten, die zu a 1x 1+a2x2 = 0 parallel 

sind. 

Wir legen die Parallele durch den Kegelschnitts

punkt ~ (K(a) = 0). IJ sei der laufende Punkt. Die 

Gleichung der Parallelen durch a(z 1 ,z2 ) lautet dann 

al(yl-zl) + cx2(y2-z2) = 0 + cxlyl+cx2y2 = a:1z1+CSZ2 

Daher gilt 2 2 Q(9) = (alyl+cx~y2) = (alzl+cx~z2) = Q(p) 

B(IJ.~) = 
2 2 

(cxlyl+cx2y2)(cxlzl+~z2) = (cxlyl+a'2.y2) = (alzl+a z2) ~ 

B(9.p) = 0(9) = Q(p) 
Fur den Schnittpunkt der Geraden 

:t: = AI) + µ~' A + µ = 1 

mit K(:t:) = 0 gilt nach Seite 26 

µ[L(IJ) + L(a) + 2B(IJ,a)] + lK(IJ) = o, l + µ = 1 ~ 
I 

I Q (rJ) +Q ( 3 ) I 

+ µ[K(IJ)+K(~)]+AK(IJ) = 0 ~ (X+µ)K(IJ) = 0 ~ A K(9) = 0 Widerspruch! 
L__J L__J 'r)' 

0 1 

1 Hat das vollstandige Quadrat Q(;p ein negatives Vorzeichen, so ist 

es zweckma8ig, K<i> mit -1 zu multiplizieren. 
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Da nicht alle 9 auf dem nicht zerfallenden Kegelschnitt liegen 

konnen, ergibt sich ein Widerspruch: Der Schnittpunkt ! existiert 

nicht. 

Umgekehrt gilt: Hat eine - von der Tangente verschiedene - Gerade 

durch einen beliebigen Punkt a eines Kegelschnittes ohne Mittelpunkt 

au~er a keinen weiteren Schnittpunkt mit dem Kegelschnitt gemeinsam, 

so ist sie zur Geraden a 1x 1+ a 2x 2 = 0 parallel. 

Sei ! = Ag+µa, X+µ=l, K(a) = 0. Dann gilt wieder 

µ[L(g)+L(a)+2B(g,a)]+AK(9) = 0 1 -1 

µ + X = 1 -K(g [L(g)+L(a)+2B(g,a)] 

µ[L(g)-K(g)+L(a)+2B(g,a)] = -K(g) 

A[L(g)-K(g)+L(a)+2B(g,a)] = [L(g)+L(a)+2B(g,a)] 

X und µ !assen sich aus diesem System genau dann nicht berechnen, 

wenn 

[L(g)-K(g)+L(a)+2B(g,a)] = [-Q(g)+L(a)+2B(g,a)] = 0 

ist, d.h. wenn gilt 
0(9) = L(p) + 2B(Q,p) 

In Koordinatenschreibweise 
2 

(a1y1+a2y2) = L(a) +2 <a1y1+a2y2)(alz1+a2z2) 

Aus der quadratischen Gleichung 

(alyl+a2y2)2 - 2(alyl+a2y2)(alzl+a2z2) - L(a) = 0 

folgt 

(alyl+a2y2) = (a1z 1+a2z 2 )±1 ~a 1z 1+a2 z 2 ?2
+L(a) 

1 

= (a1z 1+a2z 2)tj~ 
Q(-a) 0 

also 

Eine Gerade dieser Art nennt man Durchmesser der 

Parabel. 

Wir suchen jenen Punkt s, den Scheitel der Para

bel, <lessen Tangente auf den Durchmesser normal 

steht. Diese Tangente hei~t Scheiteltangente. Die 

Tangente in s(s
1
,s

2
) hat mit !(x1 ,x2 ) als laufen

dem Punkt die Gleichung 

L(s) + L(i) + 2B(s,i) = 0 

bzw. gekurzt durch 2 

(aoo+a01sl+a02s2)+[a01+al(alsl+a2s2)]xl+[a02+a2(alsl+a2s2)]x2 = O 
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Diese Gerade soll auf die Gerade o: 1x 1+a2x2 = 0 normal sein, d.h. es 

mu{3 gelten 

o:1[ao1+0:1(0:1s1+0:2s2)] + o:2[ao2+0:2(0:1s1+0:2s2)] = O 9 

2 2 
(o:1ao1+0:2ao2)+(0:1+0:2)(0:1s1+0:2s2) = O 

Au{3erdem gilt 
2 

K(s) = 0 = aOO + 2a01s1 + 2a02s2 + (o:1sl+o:2s2) 

Berechnet man (o:1s 1+o:2s 2 ) aus (*) und setzt in(**) ein, und 

2 2 beachtet,da{3 o: 1+o:2 = s 00 ist, so folgt 

(**) 

Aus (***) !assen sich die Koordinaten s
1

,s 2 des Parabelscheitels s 

berechnen. Das System ist nur losbar, wenn o:1a 02 - o:2a 01 t O ist. 

Diese Bedingung ist aber aquivalent zu A~ 0 (Seite 50). 

Die erste der obigen Beziehungen liefert auch die Gleichung der 

Achse der Parabel 

o:1ao1+0:2ao2 

soo + =-0 

Da die Scheiteltangente zur Achsenrichtung normal ist, mu(3 sie die 

Gestalt 
- o:2x1 + o:1x2 = C 

haben. Da auf der Scheiteltangente auch der Punkt s liegt, muB ihre 

Gleichung eine Linearkombination der Gleichungen (***) sein: 

A o:1x1 + o:2x2 = Cl 

2a01x1 + 2a02x2 = C2 µ 

(Xo:1+2a01µ)xl + (Xo:2+2a02µ)x2 = XCl + µC2 

Die Faktoren A und µ sind so zu wahlen, da(3 gilt 

A0:1 + 2a01µ = - o:2 

A0:2 + 2a02µ = o:1 
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J..(ala02 

2µ(ala02 

Daher 

- a2a01) = - (alaOl + a:2a02) 

- a2a01) 
2 2 = al+ a:2 = 

J.. 
0(1a01 

= 
a:1a02 

cx1a01+a2a02 

cxla02-a2a01 

+ a2a02 

- a2a01 

soo 

µ 

= 

losbar, wenn 
2 

A= -(a:1a02 - a:2a01) t O 

soo 
= 

= C 

Gleichung der Scheiteltangente 

2 2 
(a:1a01 + <X2a02) -aoosoo 

2soo<a:1ao2 - <X2a01) 

An Stelle der erst zu berechnendn Gr6~en a 1 und a 2sollen die ur

sprunglichen Koeffizienten der Kegelschnittsgleichung eingefilhrt 

werden. Es i_st a: 1 = pa 11 , a: 2 = pa 12 , p2a 11 = 1, bzw. symmetrisch 

a
2 

= Pa22 , a: 1 = Pa 12 , P2a 22 = 1. Dann ergibt sich aus (***): 

oder 

a11x1+a12x2 + 

oder 

a22x2+a12x1 + 

a01all+a02a12 

soo 

-a -00 

a02a22+a01a12 
8 00 

-a -00 

ao1a11+ao2a12 

soo 

a02a22+a01a12 

soo 

= 0 

= 0 

Bestimmungs
gleichungen 
fur die 
Koordinaten 
des Scheitels 

Achsengleichung 
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oder 

Es ist naheliegend, die Parabelachse und die 

Scheiteltangente als neue x1 ,x2 - Koordinaten

achsen zu wahlen. Es sei 

e 1(x 1-s 1 )+e 2 (x2-s2 ) = 0 Parabelachse 

(neue x1 - Achse) 

f 1(x 1-s 1)+f 2 (x
2
-s 2 ) = 0 Scheiteltangente 

(neue x2 - Achse) 

Wir haben also die Einheitsvektoren e und f so 

zu orientieren, daa sie ein Linkssystem bilden 

und f in das Inner der Parabel weist. 

1. Die Normalenvektoren 

= 0 

Gleichung der 
Scheiteltangente 

= 0 

.t,i 

~ 

i-
I ,,,, 

2 2 2 2 
( O'<X 1 ' O'<X 2 ) ' ( -O'<X 2 ' <Ja 1 ) · <J ( a 1 +a 2 ) = <J s O O = 1 • <J > O 

I 
I r2-
I 
I 

.t,1 

bilden ein orthonormiertes Paar von Einheitsvektoren. Zurn Zwecke 

der Orientierung multiplizieren wir diese Vektoren mit l = ±1, 

6 = ±1: 

e = (el,e2) = (1oal,1oa2)' f = (fl,f2) = (-&ro:2,&ro:1) 
2. Damit diese Vektoren ein Linkssystem bilden, mua gel ten 

2 2 2. 
elf2 - e2f1 = (<JJal)(<Jool) - (<JJa2)(-<1002.) = <J 16(0:l + «2) < 0 

Da o-
2 und (ai + a~) beide positiv sind, mua gel ten 

16 < 0 ~ J.2._ = - 1 

3. Soll f ins Innere der Parabel weisen, so mua der Punkt ij = s + f 

im Inneren der Parabel liegen. Daher mua gel ten A.K(9) > 0. 
K(g) = K(s+f) = [1-(1+l)Ja00 + L(s) + L(f) + Q(s) + Q(f) + 2B(s,f) = 

= - a 00 + L(f) + 1K(s) 1+ 2B(s,f) + Q(f) = 
0 

2 
= -aoo+<aoo+2ao1f1+2ao2f2)+2 (alsl+a2s2)(alflja2f2)+(alflja2f2) = 

I I 
Skalarprod.orth.Vektoren = 0 

= 2 (a01f1 + a02f2) = 2(a01(-ooa2) + a02(&ral)) = 2&r(ala02-a2a01) 
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Wegen A 

Dao> 0 ist, ergibt sich die Bedingung 

o(cxla02-a2a01) < 0 

> 0 

(&) 

Nach HESSE ergibt sich daher fur die neuen Koordinaten x 1,x
2 

x
1 

= f 1 Cx 1-s 1 )+f 2 (x2-s 2 ) = ao[-cx2 cx 1-s 1 )+cx
1

(x
2
-s

2
)] 

x2 = e 1 (x 1-s2 )+e2 cx2-s2 ) = a1[ a 1 (x 1-s 1 )+cx2 (x
2
-s

2
)] 

0[1cx2x1 - fu1x2]} 

= -0[1a1x1 + oa2x2] 
r - s 

K(r-s) = [1-(l-l)]a00 + L(r) -L(s) + QCr) + Q(s) - 2B(r,s) = 
= a 00 + K(r) - L(s) + (-Q(s) + 2Q(s)) - 2B(r,s) = 

I l 
2B(s,s) 

= a 00+K(r)~+2B(s,s)-2B(r,s) = a 00+K(r)-2B(r-s,s) = K(r-s) 

0 
Daraus 

K(r) = -a00 + K(r-s) + 2B(r-s,s) = 0 

(i-) 

Filr die rechte Seite ergibt sich unter mehrfacher Verwendung von (T) 

und (#), sowie von (***) auf Seite 52 

-a00+K(r-s)+2B(r-s,s) = -a00 + L(r-s) + Q(r-s) + 2B(r-s,s) = 
2 

= -aoo + Caaa+2ao1<x1-s1)+2ao2<x2-s2)> + [a1<x1-s1)+a2<x2-s2)l + 

+ 2[a1 cx
1
-s 1 )+a2 cx

2
-s 2 )](cx1s 1+a2 s 2 ) = 2a01 0[1cx2x1

-oa
1
x

2
] -

a:1 aO 1 +a2a02 ) = 
soo 

- - [ 1 1 a:1 8 01 +a2a02 
=201x1 (ao1(X2-aolx1 )+2ax2 -oao1a1-0ao2a2-tij -2- 2 2 

I -o lo <:1+cx2) I 
0 ! 

Es verbleibt also (man beachte yo= -1 und (&)) 
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Daher 

K(r) = -2ax 17<a1a02-a2a01 ? + 

>O 
-2 3 -x 2 = 2a 1(a1a 02 - a 2a 01 )x 1 

2 2 2 2 1 Beachtet man noch die Beziehungen a (a1 +az) = a s 00 = 1 ~a= -✓~s-0-0-
ferner 

somit 

Normalform der 

x~ = z[/ 
p:= / =i 

+ f""""'T" -
. 1 -A . x l 

Parabelgleichung 

'] .X 1 = 2p.X 1 

> 0 Parameter 
der Parabel 

Normalformen der Gleichungen zerfallender Kegelschnitte 

A = 0 

Mittelpunktskegelschnitte A00 t 0. Bei At O galt (Seite 47) 

A -2 -2 
-A-- + AlXl + A2X2 = 0 

00 

FUr A= 0 gilt dann 

A00 > 0 elliptischer Fall. Wegen sgn Al= sgn A2 ergibt sich 

Punkt 

A00 < 0 hyperbolischer Fall. Da x1 und A2 verschiedenes Vorzeichen 

haben, ergibt sich 

-2 -2. IA 1 1x 1 - IX2 1x2 = 0 ... schneidende Gerade 

Kegelschnitte 9hne Mittelpunkt A00 = 0 

Doppelgerade 

Naheliegenderweise wahlen wir 
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(X2 ) ------ , ferner sei (X • -.-

Dann kann man setzen 

ex+ elxl + e2x2 = x2 

f3 - e2x2 + e1x2 = xl 

daher 

o:l = pall' 13 1 = aa11 

a2 = pa12, 132 = aa12 

I 2 2 1 

o:1+cx2 

f3 beliebig 

-2 
x2 = 0 ... Doppelgerade 

per = 1 

aa
0

, pf30 sind Nullstellen der Gleichung 

2 
a11x - 2a01x + aoo = 0 

Es ist naheliegend, die x1- Achse in die 

Mittellinie der parallelen Geraden zu 

legen (Seite 11). 

a
0 

+ Pa 11 x 1 + pa 12 x2 = 0 a 1.Gerade 

/3 0 + aa 11 x 1 + aa 12 x2 = 0 p 2.Gerade 
($) 

1
(ao:0 + Pf3of + 2paa 11 x 1 + 2poa 12 = 0 ... Mittellinie 

2a01 

al 1 
daher, gekilrzt <lurch 2 und erweitert mit a 11 und wegen paa 11 = 1 

aOl + allxl + a12x2 = O 
oder aus Symmetriegrtinden 
a02 + a22x2 + a12xl = O 

) 

J Mittellinie 

a 12 ] 
-✓--2----'---2 -, ' a:= 

a11+a12 

(oder symmetrisch 1n den Indizes 1,2), so kann man setzen 

a+ e 1x 1 + e 2 x 2 = x 2 

b - e 2 x
1 

+ e 1x
2 

= x 1 b beliebig 

-2 r 2 
Dann gi 1 t x 2 = 4 . Wir haben also noch den 

Abstand der beiden Parallelen zu bestimmen. 

WAhlen wir auf jeder Geraden einen beliebigen 
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Punkt a bzw. b, so gilt 

r = I (a-b)el 

Wahlen wir z.B. entsprechend ($) die Punkte 

a(- cxo ,o), b(- f1o ,o) und e[ all 
pa 11 cra 11 / 2 2 ' 

all+a12 

r = I (a-b)el = 

Demnach 

<Pf1o-crao) 
p<Jcx 11 

I I 
1 

Nun gilt nach VIETA 

2a01 

2 
2 

4(p<Jcxof1o) 
2 

4[ 
aOl 

(pi30+crcx
0

) - = (Pi3o-(Jcxo) = 

2 4A22 a 11 4A22 2 r = = ~ allsOOr 2 soo a 11 SOO a·11 2 
a22s00r 

4A22 - aOOal 1 ] = - 2 2 
all al 1 

-4A22 bzw. symm. } = 
-4Al 1 

+ = 

2 2 2 
(all+a22) 5 00r - 5 00r = - 4 (All+A22) = - 4SOO 

Daraus ergibt sich die symmetrische Darstellung 

2 r == 
4Soo 

2 
5 00 

woraus die Normalform der Gleichung folgt 

leeres Parallelenpaar 

- 2 
x"> .., 

Parallelenpaar 

= 
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EBENE ScHNITTE voN DREHKEGELN 

Die Ellipse a > w, (a 'I- T) 
PF =PK= PoKo = P"X 

Pl = PL = P"L" 

A L"XP" 

P"X 
P"L" = 

... Sinussatz • 

sin( 2!.. -CJ) 
2 = 

sin( ; +w) 

cos CJ 

cos (,) 

a> w • cos CJ< cos w • £ < 1 

=:£ 

cos CJ 

cos w = £ < 1 0 ( E 

1 ... Leitlinie, F Brennpunkt, £ numerische Exzentrizitat 

0 

Die Hyperbel a< w 

Pl = PL = P"L" 

A L"XP" ... Sinussatz • 

P"X 
sin( .2!... -CJ) 

0 2 cos 
P"L" = = = £ 

sin( .2!...-w) cos (,) 

2 

QF = QM = QoMo = Q"Y 

Ql = QN = Q"N" 

A N"YQ" . . . Sinussatz • 
Q"Y sin( ; +CJ) cos CJ 

£ Q"N" = = = 
sin( .2!...-w) cos w 

2 

(J < (,) . cos (] > w. £ > 1 

cos(] I = £ > 1 
cos w -
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Die Parabel (J = (a) 

PF = PK = PoKo 
Pl = PL = P"L" = Pok0 

PF PoKo 
1 £ PL = 

PoKo 
= = 

cos (J 

cos w = £ < 1 

Sonderfalle 

elliptischer Fall 

F auf 1, £(1 

Kegelschnitt 

ist ein Punkt 

<1= ; , £=0 , F=M 

1 existiert nicht 

Kegelschnitt ist 

ein Kreis 

w = 0, £ < 1 

Kegelschnitt 

ist eine 

Ellipse 

(1 < w t:+ cos a=£> l 
cos (a) 

hyperbolischer Fall 

F auf 1. Der Kegelschnitt zerfallt 

in ein Paar schneidender Geraden 

n 
W= 0 , <1= T , E. = 0 

1 existiert nicht 

F=M, Kegelschnitt 

ist ein Kreis 
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<J = w, £ = 1 parabolischer Fall 

f auf 1, £ = 1 

Doppelgerade 

<J = w = 0, £ = 1 

F existiert nicht 

Parallelenpaar 

O'=W=Q,£=1 

F auf 1 

Doppelgerade 

Man nennt Schnitte von Drehkegeln fokal erzeugbar, wenn Fund 1 

existieren. Andernfalls hei~en sie fokal nicht erzeugbar. 

Fokal erzeugbare Kegelschnitte: 

Ellipse. Hyperbel, Parabel 

Punkt, schneidendes GeradenpaQr, Doppelgerade 

Fokal nicht erzeugbare Kegelschnitte: 

Kreis; Parallelenpaar 

Bei fokal erzeugbaren Kegelschnitten hei~en die Geraden PF Fokal

strahlen, die Geraden durch P ~ 1 Leitlinlennormalen. 

Wir zeigen nun die Umkehrung: 

Die Menge der Punkte einer Ebene, fur welche gilt 

PF _ c- t Pl - C, = cons . 

ist der ebene Schnitt eines Drehkegels. 

Planimetrische Vorbemerkung: 

Bewegt sich der Punkt P von H 

weg,so vergro~ert sich sein 

Abstandd vom Kreismittelpunkt M 

(PYTHAGORAS). Speziell gilt: 

X < R '9 d < D 

X > R '9 d > D 

Nun gilt 

d<D '9 ct 2 <D2 
'9 t 2+r2 < T2+r2 • t 2 < T2 p f-1 
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Die Potenz der Punktes P bezilglich des Kreises wachst mit dem Ab

stand des Punktes P von H. 

I X ~ R • t ~ T I 
Wir lassen die planimetrische Figur 

rotieren und betrachten den Kegel 

mit der eingeschriebenen Kugel. Fur 

alle Punkte der Ebene P ist der Ab

stand zur Ebene a gleich z. Ist P 

auf dem Kegel und ist T = PK die 

Tangentenstrecke an die Kugel, so 

gilt 

T 1 = z cos(,) 

Daher gilt fur die Punkte der Ebene 

P filr die Tangentenstrecke tan die 

Kugel 
p im Innern des Kegels t < 

= 
T ) ( < ) 

t 1 = p auf dem Kegel t T ~ ~ ~ 
J 

z 
l J 

cos w 
p im Xu(3ern des Kegels t > T > 

1st P ein Punkt der Ebene 1, so gilt stets 

7.. sin( 2!... -<7) (J • z Pt.cos o = = cos = Pl 2 
daher t t < 1 = PI.cos a 5' z cos w 
Daraus folgt 

( im Innern des Kegelschnittes ) 
t < cos (J je nachdem P ~ auf dem Kegelschnitt > liegt PI 5' cos w 

l im Au(3ern des Kegelschnittes J 

In der Ebene 1 sei eine Kurve C durch die Eigenschaft :r = £ gege

ben. Ist diese Kurve ein Kegelschnitt? 

Wir wahlen eine beliebige, 1 in F berilhrende Kugel. Sei A ein Punkt 

auf der Normalen aus F auf 1, filr den gilt 

AF _ £ 
Al -

Aus A legen wir parallel zur Geraden 1 die Tangentialebene an die 

Analytische Geometrie der Kegelschnitte (Prof.W. STR~HER) Sei te 62-



Kugel. Den Berilhrungspunkt B verbinden wir durch eine Ebene mit der 

Geraden 1. Der Schnittkreis dieser Ebene mit der Kugel ist der 

BerUhrkreis des gesuchten Kegels. Diesen Kegel schneiden wir mit der 

Ebene J. Dann gilt filr jeden Punkt P des entstehenden Kegelschnittes 

k die Beziehung 

t PF cos o n = n = cos w 

Da laut Konstruktion der Punkt A auf dem Kegelschnitt k liegt, gilt 

auch 
t PF AF 
n=n=AI= 

cos 0 

cos 6) 
= € 

Diese Beziehung gilt filr alle Punkte des Kegelschnittes k, aber 

definitionsgem&a auch filr alle Punkte der ursprilnglich definierten 

Kurve C. Daher ist C identisch mit dem Kegelschnitt k. 
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Gleichungen der fokal erzeugbaren Kegelschnitte 

Sei F(F 1 ,F2 ) der Brennpunkt und 
2 2 1 ... e 1x 1 + e 2x 2 + c = 0 e 1 + e 2 = 1 

die HESSEsche Normalform der Leitgeraden, wobei wir 

die Normierung so wahlen, da~ gilt 

e1F1 + e2F2 + C = d > 0 

dann folgt 

XF 2 r 
€ > 0 9 

r = = = XI s 2 s 
daraus 

Normierte Gleichung 

Durch Multiplikation mit einer Konstanten k ~ 0 geht die Normierung 

verloren und man erhalt die allgemeine Gleichung. Ihr entspricht die 

allgemeine Matrix 

2 
£: e 1c+F

1 
2 2 

£ e
1
-1 • k ... Allgemeine Matrix 

2 
£: ele2 

Ferner gilt 

1 
Aoo 1-c2 

~ 
= 

1 
A01 

2 2 2 2 = c. ele2F2 - (i:: e
2
-t)F

1 
+ c. e

1
c 

k2 
1 

A02 
2 F 2 2 2 

:2 = £: ele2 '1 - (£ e 1-t)F2 + £ e 2c 
k 
1 

Al 1 
2 2 

Fi(£
2

e~-1) -2- = -£ (F
2

e
2

+c) 
k 
1 

A12 
2 2 2 2 

+ F1F2 ~ 
= £ c(F2 e 1+F 1e 2 ) + c. ele2(Fl+F2) 

1 
A22 = -£2(Fle1+c)2 F~(£

2
ef-1) 

~ 
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Es ist zweckmaBig, in den A .. die GroBe c <lurch die geometrisch re
lJ 

levante GroBe d vermoge 

c + e 1F 1 + e 2F 2 = d > 0 

zu ersetzen. Dann gilt 

Fl(l-£2) 

F2(1-£2) 

Fi(l-£ 2 ) - £ 2d(d-2e 1F 1 ) 

2 2 £ d(F
2

e
1

+F
1

e
2

) + F
1

F
2
(1-£) 

F~(l-£ 2 ) - £ 2d(d-2e 2 F2 ) 

Ferner ist A= a 00A00 + a 01 A01 + a
02

A
02 

Man findet 

mit p:= £d > 0 

p heiBt Parameter des Kegelschnittes 

Klassifikation der nichtausgearteten Kegelschnitte 

At0~£:;i:0Ad:;t0~pt 0 

Ellipse: 1 > 0 ~ Aoo > 0 ~ 1 £2 > 0 ~ £2 < 1 # £ < -2 Aoo -
k 

Hyperbel: 1 < 0 (=} Aoo < 0 (=} 1 £2 < 0 (=} £ 2 > 1 > -2 Aoo - ~ £ 
k 

Parabel: 1 0 ~ Aoo 0 ~ 1 £2 0 ~ £2 1 -2 Aoo = = - = = I=} £ = 
k 

Fi.ir die Eigenwerte von A00 ergibt sich (wegen 2 2 1 ) el+e2 = 

k(£ 2e 2-1) -A 2 
1 

k£ e 1e
2 A 2 2 k2(1_£2) == -k( £ -2 ).A+ 2 

k(£
2
e; k£ e

1
e 2 -1) - X 

°A ,:::: _1 [k(£2-2) ± / k 2 C£ 2-2) 2-4k2 (1-£ 2 )
1 

= l [ (£2-2) ± £2] 
2 2 
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Al = k(£2-1) 

A2 = -k 

Spezielle Gleichungsformen 

Die normierte Gleichung lautete, bei allgemeiner Lage der Leitlinie 

c+e 1x
1
+e

2
x

2 
= 0 und des Brennpunktes F(F

1
,F

2
): 

+ 

Durch spezielle Wahl dieser Angabestticke ergeben 

der Kegelschnittgelcihungen. 

1. Leitliniengleichung. Leitlinie ist Ordina

tenachse, Brennpunkt liegt auf der Abszis

senachse. in diesem Falle gilt fur die 

Leitlinie: 

n1 = 0. C = 0, e 1 = 1, e 2 = 0, 

F 1 = d, F 2 = 0 

sich 

~'l, 

d, 

e 

Sonderformen 

/2 

X'(~411Y/i) 
ft,. 

F(d,O) IT/1 

h t 2. Fokalgleichung. Brennpunkt ist Koordina

tenursprung. Es gilt 

Leitlinie: d+l; 1 = 0, c = d, e 1 = 1, e 2 = 0 

Brennpunkt F(0,0), F
1 

= 0, F
2 

= 0 

X(f,,fi) 

Es folgt 
-£2d2 - 2d£2l;1 + ( 1-£2) l;2 

1 
und wegen p = £d ergibt sich 

2 
2£pl;1 + (1-£2)1;2 -p - 1 

Fokalgleichung 

Aus der Fokalgleichung ergibt sich die 

Bedeutung des Parameters p: 

l; = 0 • l; = ± p 1 2 

+ l;2 = 2 

+ l;2 
2 = 

Der Parameter ist die Ordinate im Brennpunkt F. 

Umformung der Fokalgleichung 

J, 

e 
0 

0 
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(-p2-2£pl; -£2~2) + (l;2+~2) = O 
1 1 1 2 

2 2 2 2 -(p+£€ 1 ) + r = 0 9 (p+£€
1

) - r = O 9 

[(p+£~1 ) + r][(p+£l; 1 ) - r] = O 

Wegen l; 1 = r.cos <P folgt 

p + £r.cos <p + r = 0 9 p + r(1+£.cos <p] = 0 

p + £r.cos <p - r = 0 9 p - r(l-£.cos <p] = 0 

daher 

r = 

e 

1 - £. cos <p 

-p 

(1) 

(2) 

r,p,£ > 0 

r = 1 + £. cos <P 

Die obigen Beziehungen sind einzeln keine Kegelschnittsgleichun

ge~, da sie ja nur Teilbeziehungen der Fokalgleichung darstellen. 

Daher gilt bei der Hyperbel (1) nur fur den rechten, (2) nur fur 

den linken Ast. 

Bei Ellipse und Parabel liefert nur (1) Kurvenpunkte, da wegen 

£ ~ 1 und p > 0 die Gleichung (2) nur negative Werte fur r 

ergibt. 

Wir suchen den Schnitt des Kegelschnittes mit seiner Leitlinie 

1 ... €1 = 

2 

- d = -T., -p2+2Ep-} +(1-£2) :~ + ~i = 0 -, 

€2 = - p2 
2 '£ 

... Die Leitlinie schneidet d~n Kegelschnitt nicht 

Qarstellung de~ Polaren ~es Punktes g(y 1 ,y2 ) im Fokalsystem. 

Aus der Gleichung -p2 - 2£p~ 1 + (1-£2 )€2 + €2 
= 0 ergibt sich die 1 2 

Polare nach Seite 27 
2 2 

-p -Ep(el+yl) + (1-£ >e1Y1 + e2Y2 = 0 

2 2 
~ -(p +f.pyl) + [-cp+(l-E )y1]€1 + y2~2 = O 

Filr den Schnitt der Polaren von g mit der 

Leitlinie ~1 = - 7 ergibt sich 

2 2 p 
-( p +Epy l ) + [ -Ep+ ( 1-£ ) y l ] ( - € ) + y 2 ~2 = Q 9 

Y1 
1;2 = +. Y

2 
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Y1 
Der Schni ttpunkt :r-(- {,--%- Y) existiert, sobald y 2 'I- 0 ist. Wegen 

2 
PJ = -{ Y1 + "7 Y1 = 0 folgt r .LI). 

Dies gilt speziell, wenn tJ auf dem Kegelschnitt liegt. 

F 

Wir berechnen den Winkel i:- zwischen Tangente und Brennstrahl aus dem 

rechtwinkeligen Dreieck ~ rFtJ. 

2 2 2 2 2 2 

I r 12 = ..£._ + ..£._ Y1 ..£._ yl+y2 
Wegen 2 I tJ I 2 2 2 

-2 = r = = Y1 + y2 
£2 £2 £2 

. 2 
Y2 y2 

lrl 2 2 2 I tJ I folgt ..£._ r 
~ I r I ...E_ r E.. daher = -2- = = 

£2 
. £ ly

2
1 £ ly

2
1 ' 

y2 

tan i:-
d 

Der Winkel i:- is_!_ also nur von y 2 abhangig! 

Filr Punkte tJ(y 1 ,0) auf der ~
1
-Achse ergibt sich als Polare 

2 2 -(p +£py 1 ) + [-£p+(l-£ )y 1 ]~ 1 = 0, also eine Parallele zur ~2-Achse. 

2 Speziell ergibt sich filr den Brennpunkt F = tJ(O,O): -p - £p~ 1 = 0 ~ 

~l = - ~ = -d ... Die Leitlinie ist die Polare des Brennpunktes. 

Die ~2-Achse schneidet den Kegelschnitt in einem Punkt mit der Ordi

nate ~
2 

= ±p (Seite 66). Nunmehr bestimmen wir die Schnittpunkte des 

Kegelschnittes mit der ~1-Achse: 

€2 = 0 ~ -p2 - 2£p€1 + (1-£2)~i = = 0 

1 . Fa 11 : f. = 1 Parabel. Es gibt nur einen Schnittpunkt 
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-p2 - 2£pl; 1 = 0 9 l; 1 = - + SC--y- ,0) Scheitel der Parabel 

2. Fall: £ ~ 1 ... Ellipse und Hyperbel. Es treten zwei 

Schnittpunkte auf 

1 [£p ± p] 

Es existieren daher die beiden Schnittpunkte 

A1(- ££ 1 ,0), A2(-* ,0) Fokalkoordinaten der Hauptscheitel 

Der Mittelpunkt M(m
1

,0) der Strecke A
1

A
2 

hat die Koordinaten 

M (-~p._£_?_ 
1-£~ 

1 ( p ml = 2 - £+1 - p ) -£-1 -

,o) ... Fokalkoordinaten des Mittelpunkts 

Der Scheitel A1 existiert in jedem Falle. Es ist daher nahelie

gend, ein neues Bezugssystem einzufilhren, in welchem Ader neue 

Ursprung wird, die Ordinaten aber unverAndert bleiben. 

3. Qie Scheitelgleichung. Ein Scheitel des 

Kegelschnittes ist Koordinatenursprung. 

Die neuen Abszissen gehen aus den Fokal-

.abszissen <lurch die Transformation 

l; 1 = '1 - _E_ 
1;2 - C £+1 ' - 2 

hervor. Setzt man in die Fokalgleichung 

2 -p - 2£pl;l + (1-£2)€2 + l;2 == 0 ein, so 1 2 

findet man 

)?- }1-

_L 
1rt 

A~ F 

] + ,2 = 
2 

r X. 
I 
I 
I 
I 
I 

= 

Rechnet man die ilbrigen Bestimmungsstilcke von Fokalkoordinaten 

auf Scheitelkoordinaten, um so findet man 

),i 

SA 
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Darstellung in Scheitelkoordinaten 

-2pC 1 + (t-£ 2 )C 2 + c2 = o 1 2 

C1 + £(~+l) = 0 ... Leitlinie 

A1 (0,0), A2 ( .~:2 ,o), M( l:£2 ,o), F( ¼i .o) 
Der zweite Scheitel A

2 
und der Mittelpunkt M 

existieren nur, wenn £ ~ 1 ist 

Die Parabel. (E = 1) Die Scheitelgleichung lautet -2pC
1 

+ C~ = 0. 

Setzen wir C1 = x 1 , c2 = x
2

, so folgt 

2 x 2 = 2px
1 

... Normalform der Parabelgleichung 

x 1 + -} = 0 ... Leitlinie, F(-} ,0) 

Den Parabelpunkt Y(y 1 ,y2 ) konstruieren wir definitiondgema~ vermoge 

YF = YL. Die Parabeltangente ist durch den Punkt X festgelegt (Seite 

68). Da die beiden rechtwinkeligen Dreiecke A XFY und A XLY in den 

Seiten YF = YL sowie in der Hypotenuse XY ilbereinstimmen, sind sie 

kongruent und es gilt L FYX = L LYX = L, Da die genannten Dreiecke 

bezilglich XY symmetrisch liegen, ist LF ~ XY und die Strecke LF wird 

durch die Scheiteltangente halbiert. Nach Seite 68 ist 

tan -r = d = 

Errichtet man im Punkt y auf die Tangente die Parabelnomale und 

schneidet sie mit der Parabelachse im Punkte N, so ist L ZYN =Lund 
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aus der Kongruenz der rechtwinkeligen Dreiecke A FPL und A NZY 

folgt PF =NZ= p. Die Subnormale einer Parabel hat in jedem Para

belpunkt die konstante Lange p. 

4. Die Mittelpunktsgleichungen von Ellipse und Hyperbel (£ ~ 1) 

Wir filhren ein (x1,x2)- Koordinatensy- rt ..l.,_ 
stem mit M als Ursprung ein. Dann gilt f )( 

C p 
C2 = x2 p I = X + I 1 1 ' 1-£2 1- f..'2. ,X,A I ),1 Die Scheitelgleichung nimmt daher die I 

Gestalt an A1 M Ao-
2 2 2 

0 .. -2p[x 1+ p 2 ] +(1-£2) [ X 1 + p ] 2+x~ -2pC 1+(1-£ )C 1+C2 = 
1-£2 

= 
1-E 

2 
(1-e:2)xf 2 p + 0 (*) = = 

1-£2 
+ x2 = 

Fur Brennpunkt F, Hauptachsenendpunkte A1 und A2 sowie filr die 

Gleichung der Leitlinie findet man 

F(- e:p , 0) ' Al (-
p '0) ' A2 ( 

p , 0) 
1-£2 1-e:2 1-£2 

= 0 ••• Leitlinie 

Fur den Abstand des Mittelpunktes von der Leitlinie ergibt sich 

Ml= h:= I p I 
e:( 1-£2) 

Da die Gleichung (*) bei Ersetzung von x. durch -x. in sich 
l l 

mua es aus Symmetriegrunden noch einen weiteren Brenn-

X--,c 

ilbergeht, 

punkt F2 ( 
£p ,o) und eine zweite Leitlinie 12 : x - P = 0 

1-£2 1 e:(1-£2) 

geben. 

,,. 
I 
I 
I 

AA ~ I M I Fi. A1,. IX.A 
I I 
I _ _j i--

li 

Analytische Geometrie der Kegelschnitte (Prof.W. STR6HER) Seite 71 



2 2 2 2 - p 1(1-£ )x 1+x2 = 0 ~ 
1-£2 

11 xl+ 
p = 0, ... 

£(1-£2) 

MI 1 = MI 2 = h 

2 
xl 

+ 
p2 

(1-£2)2 

12 . .. X -1 

= I p 
£(1-£2) 

2 
x2 
2 p 

(1-£2) 

p 

€(1-£2) 

= 1 

P 2 ,o) 
1-£ 

= 0 

Mittelpunktsgleichungen (£ -:I, 1 ) 

Ellipse £ < 1. Wir setzen 

2 a ·-.-

Mi t diesen Bezeichnungen folgt 

e ·' .- £p ... lineare Exzentrizitat 
1-£2 

2 
h 

p p p ( 1-£2) E (1-£2) a = = = ') 
£(1-£2) 

. 
(1-£2) £(1-£2:r. 

= 
€(1-£"") p £p e 

2 -b2 
2 2 2 2 p2£2 p p 1-(1-£ ) 2 

a = = p = = e 
(1-£2)2 (1-£2) (1-£2)2 (1-£2)2 -

Mit p folgt sofort e b2 
d ..E.. b2 

a = £ = p = = = --==-
1-£2 a ' a € e 

2 2 
xl 

+ 
x2 

1 7""" = 
b2 a 

b2 b2 2 a2-b2, p £ e d ..E.. e = a = = p = = = 
1 2 ' a ' a £ e -£ 

2 
h 

a = e 
Ellipse in Mittelpunktskoordinaten 

Die angegebenen GroBen gestatten folgende zeichnerische Darstellung 

2 
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b 

M 

b 

Beziehungen zwischen den Brennpunkten einer Ellipse 

gegeben: F 1 , 11 , Y, gesucht: F2 , 12 

X-,f 

X 
1 

Wir bestimmen zunachst die Hauptscheitel A1 und A2 vermoge 

AlFl A2F1 
= £ 

YF 1 rl 
Al 11 

= = Y1 1 
= 

A211 s1 

Damit ist M als Mittelpunkt von A1A2 bestimmt. F2 und 12 sind zu F1 
und 1 1 bezilglich M symmetrisch. Dann gilt 
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rl r2 
und 2h 2p daher = = £ sl+s2 = = sl s2 £(1-£2) ' 

r1 r2 rl s1 r s rl+r2 sl+s2 
~ _1_+1 _1_+1 2h = = - ~ = ~ = = s1 s2 r2 s2 r2 s2 r2 s2 s2 

r 
2p 2:e r1+r2 = - 2-.2h = £. = = 2a daher 

s2 £(1-£2) (1-£2) 

r 1+r
2 

= 2a 

Fur den Winkel 't" gilt tan 't" = _____E_, d.h. -r tritt an r
1 

und r
2 

auf: 
£y2 

Die Tangente in einem Ellipsenpunkt halbiert ~en Nebenwinkel der 

Fokalstrahlen. 

Seien 1 1 , 1 2 die Eigenwerte von A
00 

und sei 11
1

1 < 11
2

1. Nach Seite 

66 galt (£ < 1 ) 

11 
2. 

= k(£ ..:.; 1 ) ' 12 = - k. Also 1111 = 
-2--

lk(£ _: 1 ) I < 1121 = I-kl = lkl 

A = 3 2 
Aoo k2( 1-£2) > 0 k P , = 

2 A k3p 2 2 1 
a = = - = p 

Aoo1 1 k2(1_£2)k(£2-1) (1-£2)2 p2 
1-£2 

11 

k3p 2 2 o..,2 = = ½ b2 A p = = = 
A001 2 k 2 (1-£ 2 )(-k) (1-£2) 

2 Daraus £ 

Aus A 3 2 = k p und k = 

I / A ' I p ~ y-~ 
daher 

Ist e der Richtungsvektor der x 1-Achse, so erhalt man die Brenn

punkte f 1 und f 2 <lurch f 1 , 2 = m±ee (m ... Mittelpunkt) und die 

Scheitel durch o 1 , 2 = m±ae usw., da sich alle Gro~en aus p und £ 

berechnen lassen. Die Leitlinien berechnet man als Polaren der 

Brennpunkte. 
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Hyperbel. £ > 1 

2 a ·-.-

Wir setzen 

2 b ·-, . -
2 p ----, e:= 

( £2- 1) 
£p ... lineare Exzentrizitat 

( £2_ 1) 

= e 2 Wie bei der Ellipse folgt: JL= _____ p __ = 

£(£2-1) 

a2 
e -

2 a2+b2, e = 

2 
xl -2 a 

x2 = ± b -x a 1 

p a = £ = 
£2- 1 

, 

h = 

2 
x2 

b2 

... 
e 
a 

a2 
e 

, 

-
= 1 

Asymptoten 

b2 
d p = = a 

Hyperbel in Mittelpunktskoordinaten 

Beziehungen zwischen den Hyperbelbrennpunkten 

..2- b2 
= £ e 

g eg.: F 1 , 1 1 , Y, ges.: F2 , 12 . Wir bestimmen wieder die Hauptschei

tel A1 , A2 vermoge 

= = £ = = 

Damit ist M als Mittelpunkt der Strecke A1A2 festgelegt. F2 und 12 
sind zu F 1 und 1 1 bezuglich M symmetrisch. Es gilt 
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Fz. 

rt r2 
= 

s1 s2 

r2 
--1 = 
rl 

= £ und s2-s1 = 

s2 
--1 .. r2-rl 

s1 rt 

= £--2.....,p __ 
£(£2-1) 

= 

2h 2p r2 s2 
= .. -- = .. 

£(£2-1) rl sl 

s2-sl r 
= .. r2-rl - - 1 .2h 

s1 s1 

= 2a, daher 

r 2-r 1 = 2a. Analog filr den zweiten Hyperbelast: r 1-r2 = 2a, daher 

( 1r2-r 1 I = 2a 

Fur den Winkel r gilt: tan r = £l~
21 

, d.h. r tritt an r 1 und r 2 

auf: Die Tangente in einem Hyperbelpunkt halbiert den Winkel der 

Fokalstrahlen. 

Es seien Al und x2 die Eigenwerte von A00 und es sei X1A > 0. Wegen 

A= k 3
p

2 hat A stets dasselbe Vorzeichen wie k und wegen c 2-1 > 0 

hat A1 := k(£ 2-1) dasselbe Vorzeichen wie A. Wir setzen daher (vgl. 

Seite 66) 
2 2 2 

Al = k(£ -1), A2 = -k, Aoo = -k (£ -1) < 0 
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2 A k3 2 2 

1 a = - = p = p 

Aoo""1 k 2 (£ 2-l)k(£ 2-1) (£2-1)2 b2 
£2-1 

A 1 

k3 2 2 -2 = = - ½ b2 A p p j a = = = 
Aoo"-2 k 2 (£ 2-l)k 

2.. 
-1 £ 

7 I 2 A.1 ~ £2 ""2-""1 A2-A.1 
Daher£ -1 = -

A.2 
= ~ £ = A.lA > 0 

A.2 A.2 

Aus A = 3 2 = -k folgt A= ).3 2 
9 I ~I k p und A- 2 - p p = 2 

Wie bei der 

Brennpunkte 

Scheitel 

Leitlinien 

Ellipse gilt (mite als Rcihtungsvektor der Hauptachse) 

f 1 , 2 = m±ee 

a 1 , 2 = m±ae 

Polaren der Brennpunkte 

Leitlinie und Brennpunkt der Parabel 

Bei der Parabel gilt 

£ = 1, p = d, 1 ... c+e 1F 1+e 2F2 = d = p > 0 

c2-F2-F2 
1 2 e 1c+F 1 e

2
c+F2 

Ila. -11 e 1c+F 1 
2 .k A = -e2 e1e2 = 

1 J 

e
2

c+F2 
2 

ele2 -el 

1 0 -2 Aoo = 
k 
1 
k2 AOl = elp 

1 
-2 A02 ::::: e2p 
k 
1 -p(p-2e F) -2 All == 
k 

l 1 

1 
p(e1F2+e2F1) -2 A12 = 

k 
1 -p(p-2e F) -2 A22 = 
k 

2 2 

Aus diesen Beziehungen findet man 

k3p2 
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(*) 

1 
(A11+A22) k2 = -2p~p-e1F1-e2F2? 9 c = = 

C 

Daher gilt fur die Leitlinie e 1x 1+e 2x 2+c: 

2A01x1+2A02x2-SOO = 0 

Gleichung der Leitlinie der Parabel im allgemeinen Bezugessystem 

Ferner folgt aus (*) 

1 [ AO! 
-2-A12 = P 2 F2+ 
k k p 

: 2 ( A 11-A22 ) = P [ p-2 

Aa2F1+Aa1F2 = A12 

2Ao1F1- 2Aa2F2 = A11-A22 

Gleichungssystem zur Berechnung des Brennpunktes 

der Parabel in einemallgemeine n Bezugssystem 

DIE KEGELSCHNITTE ALS MENGE IHRER TANGENTEN 
(A :f. 0) 

Welche Beziehung mu~ zwischen den Koeffizenten der Geraden 

c 0+c 1x 1+c 2 x 2 = 0 

stehen, da~ diese Gerade Tangente an den Kegelschnitt K(r) = 0 ist? 

Im Punkte ~ lautet die Gleichung der Tangente 

(a00+a01yl+a02y2) + (a01+allyl+a12y2)x2 + (a02+a12yl+a22y2)x2 = O 

Vergleich der beiden Geradengleichungen ergibt 

pco = a00+a01yl+a02y2 ADO AOl A02 

pet = a01+a11yl+a12y2 AOl All A12 

pc2 = a02+a12y1+a22y2 A02 Al 2 A22 
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p(AOOcO+A01cl+A02c2) = ~aOOAOO+a01A01+a02A02? + 
A 

Also 

+ ~a01AOO+a11A01+a12A02?Y1 + 
0 

+ ~a02AOO+a12A01+a22A02?Y2 
0 

p(AOOcO+A01cl+A02c2) = A 

p(A01cO+Allcl+A12c2) = Ayl cl 

p(A02cO+A12cl+A22c2) = Ay2 c2 

p[(AOOcO+AOlcl+A02c2)cO + (A01cO+Allcl+A12c2)cl + 

+ (A02cO+A12cl+A22c2)c ] = A~co+clyl+c2y2? = 0 

0 

Ordnet man nach den c., so ergibt sich 
1 

Die Gerade 
co+c1x1+c2x2 = 0 

ist genau ·dann Kegelschnittstangente, wenn gilt 

2 2 2 
Aooco + 2Ao1coc1 + 2Ao2coc2 + Allcl + 2A12c1c2 + A22c2 = 0 

1. 

"BerUhrungsbedingung" 

Sonderfalle der Berfihrungsbedingun~ 

Scheitelgleichung. -2C 1p+ (1-£2)Ci + ,2 
2 = 0 

0 -p 0 1-f..:2 p 

Ila. -11 1 2 0 II Ai j II 0 = -p -£ = p 
1 J 

0 0 1 0 0 

Die Berilhrungfsbedingung der Geraden 

c 0 +c 1c1+c 2 <: 2 = o 

lautet 

( 1-£2)c2 2 2 2 0 0 + pc0c1 - P c2 = 

0 

0 
2 -p 
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2. Mittelpunktsgleichung von Ellipse und Hyperbel: 

3. 

Ila. -II = 
1 J 

2 
x1 
-- ± 

2 
= b2 2 2 2 _ a2b2 O ,..., x 1 ± a x 2 = 

a 

0 

0 0 

0 

0 

±a2 

IIA .. 11 = 
1 J 

0 

0 

0 

4b2. +a 

0 

Die Berilhrungsbedingung der Geraden 

c 0 + c 1x 1 + c 2 x 2 = 0 

lautet 

2 2 2 
{ 

Ellipse 
± b 2c22 -- 0 c 0 + a c 1 -

Hyperbel 

Scheitelg€eichung der Para be 1: 2 2px 1 x2 = 

0 -p 0 0 p 0 

Ila. -II = -p 0 0 IIA. -11 = p 0 0 
1 J 1 J 

0 0 1 0 0 -p 

Die Berilhrungsbedingung der Geraden 

c 0 + c 1x 1 + c 2x 2 = 0 

lautet 

2 
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Klassifikation der Kurven 2.0rdnung K(r) = L(r) + Q(r) 

Aoo Soo = Aoo+A11 
<O (<O) 

0 <O 

0 0 

>O (>O) 

0 >O 

Singuläre Kurven 2.0rdnung (A = 0) 

Paar schneidender Geraden 

K(i) = [a.o + <X1X2 + <X2X2 lf3o + ß1X1 + ß2X2] 

a.1 = P811 ß1 = 0'811 Wa.o = p(801W + Ao2J) 

a.2 = p(812 + w 132 = a(a12 -w )wßo = a(801W -Ao2J) 

po-811 =1w =V-Aoo 

oder 

a.2 = P822 ß2 = 0'822 Wa.o = p(802 W + Ao1) 

a.1 = p(812 + W 131 = a(812 - w )wßo = a(ao2 W - Ao1 )A 
p0'822 =1W=V-Aoo 

Schnittpunkt M(m1 ,m2 )des Geradenpaares 

A A m =_.!!.!..,m =~ 
1 Aoo 2 Aoo 

Parallelenpaar 

K{J:)=[a.o +a.1X1 +a.2X2lf3o +ß1X1 +ß2X2] 

a.1 = P811 ß1 = 0'811 

a.2 = P812 ß2 = 0'812 

oder 

a.2 = P8 22 ß2 = cra22 

a.1 = P812 ß1 = 0'812 

Doppelgerade 

aa.0 und pß0 sind Nullstellen 

von811 X2 -2801X+8oo =0 
pcra11 = 1 

aa. 0 und pß0 sind Nullstellen 

von822 X2 -2a02 X +a00 = 0 

paa22 = 1 

K(i)= [a.o + a.1X1 + a.2xJ
2 

a.1 = P811 a.2 = P812 P811a.o = 801 P
2
811 = 1 

oder 

a.2 = P822 a.1 = P812 P822a.o = 802 p
2
a22 = 1 

Leeres Parallelenpaar 

1 



Reguläre Kurven 2.0rdnung (A * 0) 

Aoo * 0 Mittelpunktskegelschnitte 

. •"' ) Ao1 Ao2 Mittelpunkt 1vl\m1m2 m1 = A'm2 = A 
00 00 

Charakteristisches Polynom Soo =a11 + 822 Ä. 2 - Soo'A. +Aoo = 0 Eigenwerte Ä.1, Ä.2 

Richtungsvektoren der Achsen e(e1, 82), f(f1,f2) 

e1 = pa,2 e1 = o{au -11.J = -o{a22 -11.1) 
82 = -~811 -A.J = ~822 -A.2) 

oder 

f1 = -0"8 12 

f2 = o(8ll -A.2) = -o( 822 -A.i} 

P
2
[af2 +{au -11...)2) = P

2
[ai2 +{a22 -'A.2)2] = I 

p~a;2 +(a11 -11..2)2] =cr2[ai2 +{a22 -11..1)2] = 1 

e2{x1 -m1)-e1{x2 -m2) = 0 Hauptachse 

Nebenachse 

Aoo > 0 Ellipsen 

sooA < 0 ~ 11..A < 0 (Ä.1Ä.2 > 0 111.11 ~ 111..21) reelle Ellipse 

reeller Kreis 

Länge der Hauptachsen a2 = A b2 =- A 
A1Aoo ' "-2Aoo 

sooA > 0 leere Ellipse 

811 = 822 /\ 812 = 0 leerer Kreis 

Aoo<O Hyperbeln O(i}=la.1x1 +cx. 2x2 1.ß1x1 +ß 2x2 J 
sgn Ä.1 = sgn A ~ 11.1A > 0 (11.2A > 0) 'A.1l2 <O 

SooA < 0 spitze Hyperbel Asymptoten 

s 0oA = 0 gleichseitige Hyperbel cx.1 ( x1 
- m

1
) + a.2 ( x2 

- mi} = O 

sooA > 0 stumpfe Hyperbel ß1 ( x1 
- m

1
) + ß

2 
( x

2 
- m2) = 0 

Wmkel der Asymptoten 

Länge der Achsen 

2 



Achse der Parabel 

a a +a a a a +a a 
a x + 8 x + 01 11 02 12 = 0 oder a x + a x + 02 22 01 12 = 0 11 1 12 2 S 22 2 12 1 S 

00 00 

Scheiteltangente 

( 8028 22 + 801812)2 + 800822s!o 
-812X2 +822X2 + 2A = 0 

01S00 

Bestimmungsgleichungen für die Koordinaten des Scheitels S( s1,s2) 

8 a +8 8 
8 8 + 8 8 + o, 11 02 12 = 0 II 1 12 2 S 

00 

(ao1 8 11 + 8 02a12)2 +800811S~o 
2801S1 + 2802S2 + A = 0 

2 02 8 00 

oder 

3 




