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ANALYTISCHE GEOMETRIE DER KEGELSCHNITTE

ALLGEMEINE VORBEMERKUNGEN

Die euklidische Ebene

Die Grundelemente der euklidischen Ebene sind Punkt und Gerade. Die

affinen Grundbeziehungen dieser Elemente sind:

Verbindung zweier Punkte: Verbindungsgerade

Schnitt zweier oder mehrerer Geraden in einem Schnittpunkt

Parallele Gerade besitzen in der euklidischen Ebene keinen

Schnittpunkt (Durch Einfihrung des Begriffes “Fernpunkt” wirde

man die euklidische Ebene in die projektive Ebene einbetten).

Metrische Grundbeziehungen:

Abstand zweier Punkte. Der Abstand zweier Punkte ist stets eine

positive reelle Zahl.
Der Winkel zweier Halbgeraden ist eine reelle Zahl ¢ mit 9 < ¢ =zn
(bzw. B° < @° =<18#°).

Zwei Geraden schlieflen zwei Winkel ein, die einander auf =

erginzen.

Anwendung der Vektorrechnung zur Behandiung der euklidischen

Geometrie
Bezeichnungsweisen: a, b,...,e, f,...,n,...,u, D, B, T, O, 3
Vektoraddition: a + b = b + «a
a + 0 = a..... Nullvektor
a+ (-a) = a - a = 0,.... entgegengesetzter Vektor

Verknlipfung mit reellen Zahlen: *a ist ein Vektor
A(a + b) Aa + Ab
(A + Wya = Ac + ui
pH(ia) = (pUr)a
la = a

f

Die Menge der Vektoren mit den angegebenen Verknipfungen bildet

einen Vektorraum,
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Darstellung der Vektorsumme und der Multiplikation eines Vektors mit

einem Skalar in der euklidischen Ebene

4
4—0L f —7ub

-2 0 200

o

Lineare Unabhingigkeit von Vektoren
a,b heiBen linear unabhingig (& (M + pb =03 A =@ A u = @)
Der Ausdruck Aa + pb heipt Linearkombination der Vektoren a und b.

Seien blund b2 linear unabhdngig. Dann kann jeder Vektor 1 als

Linarkombination von bl und b2 dargestellt werden:

I = xlb1 + x2b2

(Zq"]

Die Faktoren Xy und xz.sind die Koordinaten des Vektors 1 beziliglich
der Basis bi’b2' Die Koordinaten sind positive oder negative reelle

Zahlen (keine Strecken!)
In der euklidischen Ebene betrachtet man stets orthonormierte Basen,

d.h. die Basisvektoren sind zueinander orthogonale Einheitsvektoren.

Q; j o g 2
ﬂﬁ

el,eo...normierte Einheitsvektoren

Iell = |e2I =1, e L e,

r = zl + 22, Il' 22 sind die Komponenten des Vektors

Die Ldnge (Betrag) la| eines Vektors a ist stets eine relle

positive Zahl > 0
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Iy = X8
_ I = x,e. + x,¢€
$2 = xze2 171 272

x2...Koordinaten beziiglich der ON - Basis el, e2

X(s X € R

2
I;ll = lxlell = lel.lell = lel 20
I;zl = Ix262l = |x2|.le21 = Ile 20
y 2 2 o
lrl = X7+ Xy z 4 Lange des Vektors 1

Izl =@ &1 =0
Festlegung der Vektoren durch ihre Koordinaten

a(a;,ay), b(b;,by), (a+tb)(a +b ,a,+b,), (Aa)(ra,,}re,)

Skalarprodukt zweier Vektoren

ab:= lal.Ibl.cos ¢ g = m

9 spitz 8 ab > @

P = —%— & ab = g %

¢ stumpf &€ ab < @

ab = ba

(Aa)b = A(ab) \ ¢ o
(a+b)c = at + bc h.
Es sei

a(a;,a,), B(b ,b,y), (b-a)(b,-a ,b,-a,)

Die Anwendung des Kosinussatzes ergibt

Ib-al? = 1al2 + 1612 = 21a).1bl.cos @ = (a%+a§) + (bf+b§) ~2ab(x)

Ferner gilt fiir die Linge des Vektors b-a

2 _ _ 2 _ 2 _ 2,2 2.2, _
Ib-al“ = (bl al) + (b2 a2) = (al+a2) + (bl+b2) 2(a1b1+a2b2)
Vergleich mit (%) ergibt

b, = lal.Ilbl.cos ¢

ab = a.,b 9

11+a

2
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Daraus ab
cos 9 = Tar. 1ol

Fir a = b folgt

lal2 = aa = a2 + az lal = 7 aa = 7 af+ ag

1 27

Orthogonale Vektoren. 4

a L bé&ab =20
Sei u(al,az), b(bl,bz), dann ist
ab = 0 = alb1 + azb2 = b1 = paz, b2 = -pa,

(p # 0). Daher 4

ai1b & a(al,az), b(paz, -pal) oder b(-paz. pal)

Normierung eines Vektors

.. _a o -
a’ 1= T . le®! = 1

Die Buchstaben € und | werden im folgenden fiir die Bezeichung von

Einheitsvektoren reserviert.

Der Projektionssatz

ae = lalcos ¢

Rechtssysteme, positiver Drehsinn
Das geordnete Paar (el,ez) hat einen posi-

A% | tiven Drehsinn, wenn, beginnend mit e
A das von (el, ez) gebildete Quadrat so um-
laufen wird, daf sein Inneres stets zur
. Linken liegt. Dem Quadrat wird dann der
%1 positive Fldcheninhalt +1 zugeordnet.

Positiver Drehsinn des Vektorpaares (a, b). a(al,az), b(bl,bz). Das
geordnete Paar (a,b) hat einen positiven Drehsinn, wenn das von ihm

aufgespannte Parallelogramm positiv umlaufen wird (Figur umseitig).
Dem Parallelogramm wird dann ein positiver FlAcheninhalt zugeordnet.

S § 1 I O S
F = > blb2 + > [b2+(az+b2))a1 5" a3, 5 [a2+(a2+b2)]b1 £

F = (albz - azbl)
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U

Der Drehsinn des geordneten Vektorpaares (a,b) mit den Koor-
dinaten a(al’al)’ b(bl’bz) ist genau dann positiv, wenn gilt
21 22

b b

= a,b, - a,b, > @
1 2 172 21

Unterriume und Nebenriume eines Vektorraumes

Definition: Eine Teilmenge eines Vektorraumes heift Unter—

raum A, wenn jede beliebige Linearkombination zweier Vekto-

ren aus U wieder in U enthalten ist:
r,p € WA+ Hp € wb &= : U Unterraum

Triviale Unterraume: Der Vektorraum selbst und der Nullraum {o}.
Nichttriviale Unterrdume: Gerade durch den Ursprung
(Achtung: auie leere Menge ist kein Unterraum)

J A % u
M mpell

Definition: Eine Teilmenge N eines Vektorraumes heift Neben-—

raum zum Unterraum 1, wenn der Differenzenvektor zweier be-
liebigen Vektoren von N im Unterraum U liegt.

U nennt man die Richtung von R.

Die Menge der Vektoren einer Geraden bilden einen Nebenraum. Der
zugehorige Unterraum ist die parallele Gerade U durch den Ursprung.

U heift Richtung von M. Die in U enthaltenen Vektoren heifien

Richtungsvektoren des Nebenraumes.
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Sonderfall: Die Menge {r} stellt einen Nebenraum dar, denn es gilt

I -1 =0€ {p} Nullraum.

Definition: Die leere Menge ist Nebenraum.

Man erhdlt die Vektoren eines Nebenraumes N des Unterraumes Y, wenn
man zu einem beliebigen Vektor r des Nebenraumes (dem Reprisentanten

des Nebenraumes), samtliche Vektoren von U addiert.

3 =TI +u

D=7+ D=7+ A
r,n,3 "Ortsvektoren”
D = Au

"Richtungsvektoren”

Ein Ortsvektor kann
nur einem einzigen
Nebenraum angehdren,
wiahrend ein Rich-
tungsvektor verschie—

denen Nebenraumen zu-

geordnet werden kann.

Wir vereinbaren daher, dapf Ortsvektoren nur vom Ursprung aus aufge-—

tragen werden. Richtungsvektoren diirfen auch im Endpunkt eines Orts-

vektors angetragen werden.

D -t =u, Die Diffe-
renz zweier Ortsvek-
toren ist stets ein
Richtungsvektor. Die
Summe eines Ortsvek-
tors und eines Rich-

tungsvektors ist ein

Ortsvektor.
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Vereinfachte Darstel-

lung obiger Figur

r)-—z:=u=>3=x+uu=:§+u(n—x)=(1—u)x+uu}

3 =Ar +up, A+ p =1
"affine Linearkombination”

In der affinen Linearkombination zweier Vektoren treten ausschliep-

lich Ortsvektoren auf.

ANWENDUNG DER VEKTORRECHNUNG AUF DIE EBENE EUKLIDISCHE GEOMETRIE

Der Punkt:Der Punkt wird aufgefapt als Neben-

X
raum zum Nullraum {o0}. Jeder Punkt wird durch 2

. | X(x, )
seinen Ortsvektor dargestellt. 15 v ?
Geleichberechtigte Darstellungen: X g
X(x) = X(x ,x5) = x(x;,X%,) 1,

Die Gerade

1. Festlegung als Nebenraum durch Repridsentanten (Aufpunkt) und

Richtung(Unterraum)

I = a + Al Parameterdarstellung der /&v )((4{\
X, = a, + lul - Geraden mit Hilfe des ﬁﬂmj A2
X, = a, + Xuz Parameters A o

Elimination des Parameters A ergibt

UpXy = UyX, = a,u, = au;
I = a + se lel = 1 Ist...Abstand
- 2,.2 _
Yl = 3z, + se1 e1+e2 = ]f von A und X
X, = 3, + se,

Elimination des Parameters s ergibt

62X1 - 61X2 = 3162 - azel
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2. Festlegung durch zwei Punkte

"
S

Es treten nur

I = A + uy A+
X Ortsvektoren auf

= Xal + ub1
Xy = Ma, + ub,

3. Gerade normal zu einer Richtung ¢

I ~ae€elds (r-a) L c¢c=2
(z-a)ec = 0

wir bezeichnen

rc — ac = (0

als Gleichung der Geraden

Mit x(xl.xz), C(Cl’c2) und =-ac =icy gilt

p +C x|t cyxy = 0 Gleichung der Geraden

C(Cl’c2) Normalenvektor der Geraden

(—cé,cl) oder (cz,—cl) Richtungsvektor der Geraden

Die Geradengleichung ist ein in den “laufenden Koordinaten” X4
X, inhomogener linearer Ausdruck.

Die Gerade ist durch ihre Gleichung eindeutig bestimmt. Umgekehrt
bestimmt eine Gerade ihre Gleichung nicht eindeutig, da man den Nor-—-
malenvektor ¢ durch Ac (A #0) ersetzen kann. Dann gilt

(r-a) (Ac) = A (r—-a)c] = X[C0+clx +c 1 = (Xco)+(Xc1)x1+(Xc2)x2 =0.

17C2%2
Durch die Gleichung. co+clxl+c2x2 = () ist zunichst der
Normalenvektor c(cl,ca) bis auf seine Lange bestimmt. Um einen

Keprasentanten a(al,ao) zu bestimmen, wahlen wir etwa a, beliebig.

Dann gilt
o = - cla1+cO
, =
2 c,
Wire Cy = 0, so wirden wir a, beliebig wiahlen und erhielten
%379
a, = - —= <& U
1 c

1
Das Resultat ist unabhingig von einem gemeinsamen Faktor der Groéflen
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C;+CysCp- Ein Widerspruch tritt nur dann ein, wenn gleichzeitig

S £ 0, cl =c, = 0
ist. Dann ergibe sich der Widerspruch cy = 0. Der Fall CO=C1=C2=O ist
als Trivialitidt 0 = 0 uninteressant.
c, + ¢, Xx, + c,X, = 0 stellt genau dann eine eindeutig be-—
0 171 272 5 2
stimmte Gerade dar, wenn c, + c5 # 0 ist, d.h. wenn der Nor-

1 2

malenvektor ¢ # 0 ist

Sonderfall: ¢ = e
er — ea = 0 HESSEsche Normalf
R + e X, + €yXy = 0 Geradengleichung
5 . ,
e; + e% = 1 (Otto Hesse 1811

Anwendungen der HESSEschen Normalform einer Ge

Abstand des Punktes 3 von der Geraden er - ea

Fiir den FuBpunkt 1y des Lotes aus 3 auf die

Gerade gilt

orm der

1874)

radengleichung
0

ep ~ea = 0 (%)
3 =D + se Is!..Abstand
3 — se = p skalare Multiplikation mit e
e(3 — se) — ep = 0 daher wegen (x)
e3 — see —ea = 0 daraus wegen ee = |
s = e3 - ea = e(3 - a) Isl = le(3 - a)l
Gleichung der Geraden cy + SR + ChX,y = 0
0 * 91 T %% HESSEsche
5 Normalform

b

Vs

i
Einheitsvektor in Normalenrichtung:

~

e [el

/2 2
Ll + c2

e = C2
2 2, 2
i )

Abstand des Punktes 3(21,29) von der Geraden

.- CO + crzl + czz? <l = cO + clz.1 + szi
Sy v SRR
}/ C1 + 02 )/ c1 + c2
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Der Faktor s des Einheitsvektors e in Normalenrichtung der

Geraden ist positiv, wenn sich 3 in jener durch die Gerade

bestimmten Halbebene befindet, in welche e hineinweist

Beispiel: Abstand des Punktes Z(!1,5) von

der Geraden 2x, - 3x, + 6 = 0 vl £
1 2 1 I 151 4
c(2,-3), 1c12 = 4 + 9 =13, lcl = /13 |
2171
¢ 2 -3
€= Ter ? € (/13 : /13) / |
2x1 - 3x2 + 6 A ' =4
HESSEsche Normalform: 713 = 0 E .
s = 2.1"5.3"‘6 = - 7 ISI:: 7
Y13 Y13 /13

Ubergang zu einem neuen kartesischen Bezugssystem

Hessesche Normalformen der neuen Achsen:

€y + ey Xy + €yXy = 0 e(e4,e2) Neue ;l—Achse
fo + flxl + f2x2 = 0 f(fl,f2) Neue X2—Achse
2 2 _ 2 2 _

e + e, = i1, f1 + f2 = |

Aus der Orthogonalitdat von e und | folgt

fe = elf1 + ezf2 =0

IX,1 ist der Abstand des Punktes X(XI’XZ) von der

1

§2—Achse, l;zl ist der Abstand des Punktes

X(xl,xo) von der ;1—Achse. Fiir ein Rechtssystem

muf zusidtzlich gelten

05
el e2 = f1e2 - f264 >0 = elf2 - e2f1 < 0
e, + €,X, * €,Xn = X e2 + e2 = 1 e, f, + e, f, =0
0 171 292 2 1 2 171 2°2
- = 2 2 _ -
fO + flx1 + f2x2 = x1 f1 + f2 = 1 elf2 e2f1 <0

Beispiel: gm*2 + 3xl + 4x2 = 0 neue ;I—Achse 1 . )
laut Angabe orthogonal

ﬁm:7 - 4x1 + 3x2 = 0 neue xz—Achse J

-
Die neue ;2—Koordinate des PunktesP(5,-7) soll positiv sein.
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HESSEsche Normalformen:
2 + 3x, + 4x2

I - ~—
5 =0 ... xl Achse
7 4xé M 3x2 =0 ... §2—Achse & *&
- A * 9
Fiir die Koordinate X, des Punktes (5,-7) #
gilt dann
2 + 3.8 +4.(-7) _ _ _11 < 7=
5 5 : A
Da dieser Faktor positiv sein soll, muf :
t
die Gleichung 84 mit -1 multipliziert #
)
werden. Daher gilt: } p;
/
- __2_3. . _4 3 _4 X, 4
X) = 775 TTs X TI¥y el-m,m3) 2 P
v = L _4 .3 _4 3
Xy = 3 T Xy taxy, Mmoo

Fiir ein Rechtssystem muf8 gelten elf2 - 62f1 < 0, also

+ [(- _%_)(_%.) - (—-%~)(——%—)] = %(—-1).Daher gilt
< = 1 _4 L3
1 75 5 %1 TS ¥
:(- =—-—2'-—“':i‘x "'_4"“X
o2 5 571 5 72

Fiir die neuen Koordinaten des Punktes findet man

z = L _4 3B gy 2 234 v = -2 3 _4 gy o 1L
Xp = 5 "3t D =Ty, Xy = oy o5 S 5 (7)) = ¢
Mittellinie paralleler Geraden
CO + pclxl + pc2x2 = 0
. . = oL
d0 + aglxl + 002x2 0 .
Wir wihlen auf jeder Geraden einen Punkt, =z.B.
c c
_ __0 __0
Xy = 0, X, = pcl af( pcl’o)
d d
_ _ __90 __0

1 1
Fiir den Miitelpunkt » der Punkte a und b gilt daher
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= (y1§0)

o

) = a + b ~ Gco+pd0 0
B 2poc, ’
Fir eine Parallele zu den¢gebenen Geraden gilt allgemein

hD + "tclx1 + Iczx2 = 0

Fiir eine Parallele durch » gilt dann

oc,., + pd oc, + pd
. _ _ 0 0 _ o ] 0
h0 + tclyl = hO Tey . 2poci = 0 = hO = T, 300
Die Gleichung der Mittellinie lautet daher
oc,., + pd
) 0 0 . . _
( 300 + Tblxl + LCHKy = 0

Kiirzung durch T und Erweiterunmg mit 2p0 ergibt schliefflich

(oc X

+ pdo) + 2puc + Zpacox = 0

0 171 2

Man beachte, daB die Gleichung der Mittellinie eine spezielle ein-
fache Linear_'kombination der beiden gegebenen Gleichungen ist
o *PeyEy *peyxy =0

X + Oc = 0 P

2%2
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QuADRATISCHE AusDRUCKE
Zusammenstellung wichtiger Bezeichungsweisen

2
{(r):= + 2a. X 2a, % a, X X, X, 5
R(B)i=agg + 280 %) + 2ag,x, + ap x|+ 28,33, + a))x;
{ = 2 + 2 + 2 # 0
2ij T @510 3y YA tay )
K{(r) ist ein inhomogener quadratischer Ausdruck.
5 e ‘7 2 -
L{x): 240 + 2ag Xt 2a54%,
ist ein inhomogener linearer Ausdruck
Q(“)""‘ _72 + + 2
HEIi= gy xy o+ 2a X Y A%
ist ein homogener quadratischer Ausdruck
Daher gilt:
K(r) = L(r) + Q1)
Bezeichnungsweisen:
Matrix von K(r):
8. a. I
200 01 02|
P01 211 *12f © ”aij”

1202 212 222

Adjungierte Matrix von K(r):

2
Moo Agr Aoz 212227200 2022127201%22  201%127 202711
i ) 2
Aot Mg Mol T 1201127201222 200%22 7202 201202 200212 = 14l
B2 Ao Aaal 0 1P0i®12702% 1 2012027200712 20011 %01
Determinante von K(r):
Ai=agghgy *oagfg toagyfgy T
""" agifpy T A A tanh T
292802 ¥ aloAio tagyfay = , ,
200211222 * 2801202212 T 202211 T 2p0%12 T 201222
Ferner gilt folgende Beziehung:
0 = agpfg T agAy * agafyy = 299l T 2018 T 202 T
agifgg * aiiAOi + 312 02 = D;Ao> Fag Ay Taghs,
29080 T Byafgr T 20800 T Bpafpp T 2081 T 2008,
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Folgende Abkiirzungen werden verwendet:

Sani= A + A

Spot™ 21 * 00 11 22

00 11 7 220

Bilineare Ausdriicke (Bilinearformen)

Sei
3 = AY + A€ R beliebig

eine beliebige Linearkombination der Vektoren r, ». Dann gilt
K(3) = K(Ar+uy) = L(Ar+pn) + Q(Ar+up)
L{Ar+un) = aoo+2a01(Xx1+uy1)+2a02(lx2+UY2)+(XaOO+uaOO)~(Ra00+ua00)

LOAr+un) = [1-(A+p) Ja + AL(r) + uL(y)

00

; 2 ) ] 2
O(Ar+up) = ail(kx1+uy1) +2a12(XX1+Uy1)(AX2+uy2)+a22(Xx2+Uy2) =

~ 2 2 22 L2 _ 2 .
= a2y HTy T 2a ) o TR O R I v+ Xy )Ty 75 1

2

+ [xz +20u + 2,2
a22 x2 2 Lx2y2 My

51

i 2. ' S :
QOrHm) = A%Q(r) + pQ(n) 2Mila, Xy ta, 5 (X v R,y )+ oA, X,y , ]

1

Setzt man

Blr.m)r=a  xyy + a,(x v, x,y) + a,,%,7,
so gilt
QO+ = 22Q(r) + p?Q(n) + 2MB(r.n)

Hierin ist B(r.n) ein homogener bilinearer Ausdruck (Bilinearform)

mit folgenden Eigenschaften

Blr.m)i=a; xy v+ a,(xy, + x,51) + 2a,,%,¥,
B(r.n) B(n,1)

B(r,r) = Q(x)

B(p1x1+02x2,n) = plB(xl,n) + DQB(IQ,D)

B(r,o = 0 B(r.p) + 0,B(r.n,)

i

+r

191+099,)

Zusammenfassend gilt

K(Ar+up) = L(Ar+un) + Q(Ar+un)

i

L(Ar+iy) [1»(K+y)}a00 + AL(r) + HL(n)

9 2 .
QA xr+un) ATQCr) + MTQ(n) + 2XxuB(r,n)

it

Daher ist
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KOu+m) = (1= lagy + ALlg) + WL(n) + 2A2Q(0) + 1?Q(n) + 2:B(r.n)

Ein Vektor T heif3t Nullstelle von K(r), wenn gilt

K(r) =0
Ist ¢ der Ortitsvektor eines Punktes, und ist die Menge der Nullstel~-
len nicht leer, so heift die Menge der Nullstellen Kegelschnitt. Ein
Kegelschnitt enth&alt also mindestens einen Punkt. K(r) = 0 heipt die
Gleichung des Kegelschnittes.
Ist die Menge der Nullstellen Ileer, so spricht man von einem leeren
oder nullteiligen Kegelschnitt. Dieser hat zwar eine reelle Glei-

chung, enthalt aber keine (reellen) Punkte.

9 2
Beispiele: K(r) = -1 + xz + xg = Kreis
K(r) = x4+ xj =0  Nur der Punkt (0,0)
. y. 2
K(z) = 1 + xf + xg = { leerer (nullteiliger) Kreis
Untersuchung von Q(r)
3
Welche Werte kann Q(r) annehmen (Voraussetzung a;l + a§2 # 0)?
- 2 " 2 _
Q(r) = ay(X] T 2a,X Xy Foay,X, =
R 2 2
2a a a an.
- 2, 2 o, 712 0 2 12 2 . 722 2 5 _
et m T T T % R I YO I =
11 11 '
_ R ¥ S S O = a2 %27 =
= ayLix 2, Xy) 2 (@, 8,, = a1 =
. 11 A 00
12 2 P 20
=a lxp + g X)) Tt T Agg X1 = QD)
i1 ay

Dann gilt fir alle Vektoren © # 0:
Q(r) > 0 &= a > 0, Ayn > 0 (32 a,, > 0) ... Q(r) positiv definit

11 00 22 7 Y/ s RAES POSIIAY
Qry 20 & a; >0, Agg = 0 ... Q(r) positiv semidefinit
Q) < 0 &> a; <0, Ay, > 0 (3ay, €0) ... Q(r) negativ definit
Q(r) £ 0 &= ag < 0, AOO = 0 ... Q(r) negativ semidefinit

Existiert ein Vektor » # o mit Q(p) > 0 und ein Vektor 3 # 0 mit
Q(3) < 0, so existiert auch ein Vektor r, fir den gilt Q(r) = 0.

Es sei namlich r:= pnp + 0z. Daan gilt

Q(r) = Q(pyp + 03) = sz(n) + 02Q(3) + 200B(p,3):=.0
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Daraus

N V4 p Al

S [— B(9,3) t v B%(n,3) —.Q(U)Q(s)_,]

a Q(m) 70

7;ist also stets berechenbar, sodaB Q(r) = 0 wird. In diesem Fall und

in allen anderen, oben nicht explizit aufgefiihrten Fallen, heift Q(r)

indefinit.

Zerfallen von Q(r) in homogene Linearfaktoren

Wann zerfdllt Q(r) in zwei homogene Linearfaktoren? In diesem Falle

mifite gelten

= (ayxy + Gx,)(Bixy + Byxy)
[8 4
ihr Verhidltnis =

Q(r) = aiixf *2a,%Xy a22x§

Die Koeffizienten der Faktoren sind nur bis auf

B, !
bzw. ~ bestimmt.
By
Es sei Q(r) zerfallend:
B , o _ 2 2
QCL) (apxrayx) (Byx +Byxy) = & Byxy+{a Bota B ax x)+a, By
a1 28y, a5y
Dann wird 1
a . a * By 5 (& ByrayB)
ISUEES TS B .
Agg = a1y 2y 5 (X ByrayBd %8,
1 2 1 2.2 2.2
= ® 0B By g (aByranB )T = g [Aa o By By~ By -2a ) By By —ag By ]
Daher | 5
Agg = = 4 (4 By —o,B " =0
Damit umgekehrt Q(r) zerfalle, miifte gelten
_ 2
ayp T %P %
28 5 = % By aB ) maay
2
2y, = %B, “1
P 3
ap%y T 28,00+ a0y =0
o, B2 al B
Quadratische Gleichung fir -, =~z bzw. ” © B Es gilt
%y 1 %2 2
« 2 o4 & ;
2 ) o 2 1 2 _
311( %, ) "2a12( %, )*azz =02 5= a2 [312 * //312 211222 J
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Setzt man

/ 2 N
wi= { ~(a  a,,-ay,) =7 “Agg

so existiert eine Ldsung, wenn - AOO z 0 ist, dh. wenn gilt

Dann ist
2 _ P12 T W Py _ B1p ™V
%y a1 By a1
% = PRy By = oap,y
a, = p(a12 + w) [32 = O(alp) - W)
Es gilt

(@ X F0 X ) (Byx +Byx,) = pola x| + (2 mwW)x,llag xy + (a,=w)x,] =

2 2 2 2.2
= pola Xy ¥ (aa e whaa sma WX Xy + () w)R, o=
i 25
211%227%12
= (pO: 3T 2 + 92 : 4 ’2 = ol =
= (poaydla xp + 28 ,x% + ay,%,] poay =

Wann sind die beiden Faktoren gleich?

Y e 2 _ o
Q(r) = (& x +x,x,)7 & o =B Aa, =B,
Dann gilt A
A = -A—(a o, = oo, )T =
oo T ) 271 e
Umgekehrt hat die quadratische Gleichung
2 - L. 2
By %y T 2B F a0 = 0
senau dann eine einzige Nullstelle, wenn w = 0 ist, d.h. wenn
’
App T 2r1Bgy T 2yp = 0
ist. Dann gilt
%3 Py 2y oy = Pagy 2 _
o = B T o a > o, = pa Prag, = 1
i 1 i1 2 12 :

Darstellung der Bilinearformen B(r,n) bei zerfallendem Q(r,n)
Sei

2 2
QUr) = (ayx toyxy ) (Byx +Byx,) = o B xy+ (e Bytay B )x xy+osByxy =

ite 17
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B(ED) = oy B gy ¢ 5 (& BB ) (x| y

Yotxyy ) + ayfB, 2y2
'l 1 1 !1 1 i
5 Byxy 3o Byxyy, B EgBoyRy Yot FraByxay,
Daher
Q(r) = (OtI it 2)(ﬁ1x1+82x2) >

B(r,n) = %—(alx1+a X, ) (B y +Byy,) + 2 (0¥ +055 ) (B x +B,yx,)
Analog
Q(r) = (G1X1+& X5)

Al

> B(E?Da) = (Q X +‘X2 2)(<lei+0c2y2)

Zusammenfassung

Notwendige und hinreichende Bedingung fiir das Zerfallen von

Q(r) in zwei homogene Linearfaktoren ist

A =0 & wi= 7—A00 € R

00

AOO < 0 zwei verschiedene Faktoren:

Q(E) = (alxl+0‘2X2)(BIX1+62X2)

“yp o= pagy By = oa, poa = 1
x, = p(a12+w) Bz = U(a12~w)

“

oder (Vertauschung der Indizes 1 und 2)

%y = Pay, By = day, oo 1
b Sy =
oz_1 = p(alo+w) Bl = O(a12~w) 22
B(r,p) = ~——(a X (+x,x,) (B, y1+32y2)+ (o5 +0,5,) (B % +B,%,

AOO = 0 zweli gleiche Faktoren:

B
QCr) = («,x )
¥t ,
Xy o= pag s, “2 = pag,, prap = |
oder 5
Ry = PAyys X = DA, Py, =

B(r,p) = (a; x +a,x,)(xy +a,5,)

Das Zerfallen von K(r) in zwei inhomogene lineare Ausdriicke

Es seil (wobei ag + Bé # 0 gelte):
K(r) = [a0+(a1X1+“2X2)}‘[BO+(51X1+52X2)] = aDBO + (a031+a130)x1 +

+

(0B, B )%, + {alﬁle + (@ By, )X X, + ﬁ2x21
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Wenn K(r) zerfallt, muB auch Q(r) zerfallen (Achtung! Umkehrung gilt
nicht!). Daher muf jedenfalls AOO = 0 gelten.

Den beiden Faktoren entsprechen geometrisch zwei Gerade. Man spricht
daher von zerfallenden, ausgearteten oder singulidren Kegelschnitten.

Dann lautet die Matrix von K(g)

{ |
f *Bg 5 (Bt By) 5 (xgBy+ayBy)
1 1
&5 (B yra By) x By 7 (X ByrayB )
é’(“082+“239) %T(a132+“23;) L

Die adjungierte Matrix von K(r) lautet

Agp Aot P2
Aot A1y Ao
Ao Ay Aon
9
o (aBymBp (xgBy=ayBp) (o By—ayhfy ) (& BymayB ) (¢ By—gh )
4 4 4
2
(xgPy=ayPg) (X BymayBy0 o (%pPy=xyBp) (agh ~aPg) (xghy=%yFy)
4 4 4
2
() By=xyB ) (x BB ) (B o By ) (xpBy—ayBp) (g == By)
4 4 4
Zunidchst erkennt man unmittelbar, daf3 gilt
Agg = 0s Ay = 0, A,y =0
Berechnet man die Determinante von K(I) etwa vermbge
A= agghpg T Bg1fpr T 20280
so ergibt sich
A = 0

[oeeemrrns

als notwendige Bedingung fir das Zerfallen von K(gr). Wir zeigen, dapB
das Verschwinden der Determinante auch hinreichend ist. Dazu zeigen
wir zunichst: Wenn A = 0 ist, so haben AOO’ Ali’ A92 gleiche Vorzei-

chen (man beachte, daB #0 zwei Vorzeichen hat).

1. Es gilt
A =agghpg T agfgp T oagahpy = 0 259
agafoo 212801 T 220802 0 | T 2ps
] _ 2 -
(200222~ 2g2{fpg * (2g1222 = 2022120801 = O
Ay ~Agy

Daher
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AOOA11 = Agl 3 AOO und A11 haben gleiches Vorzeichen
2. A =agyhgy tapfAy t o oag,hn =0 211
agifgy T aphy T oashhy = 0] - a,
2 _
(apyapi7ag3 080, + (8 asy=ai Ay, = 0
= Apgsy Ago
AOOA 29 = A82 > A00 und A22 haben gleiches Vorzeichen

Diskussion:

AOO < 0] Q(r) =zerfallt in zwei verschiedene Faktoren. A11 und A,)2

miissen dasselbe Vorzeichen wie AOO haben, sie miissen also
negativ oder Null sein. Wir behaupten, daB nicht beide

verschwinden kénnen. Sei nadmlich (VS aO # 0)

1 2 x By
App = 7 g (xpPyxBp)™ = 0 = == 3 « B
0 0 Y 1
P - o= = D
Ao L M62-‘0=>GI*BIJ o B
B9y = 7 (%R~ By)” = o TR
2 _

Wir konnen daher die Tatsache, dap Ay, und A,, nicht
gleichzeitig verschwinden kdnnen, ausdriicken durch

AOO < 0= SOO:: Ali + A22 < 0
Zerfallt also K(r) in zwei verschiedene Faktoren, so gilt

A=0nrnA < 0

00
AOO = 0] Q(r) zerfallt in zwei gleiche Faktoren. Dann gilt fir K(1)
der etwas verallgemeinerte Ansatz
K(r) = {a0+a1xl+a2x2].[Ba+81x1+82x2] A Bl = T A 62 = ta,
1.Fall: 8 ¢ T d.h., K(r) = 0 zerfallt in zwel parallele Gerade.
Dann gllt
! )
%P0 7 (vagtBy) 5 (txg*By)
Y1 2
"aU" = 2“"(r0‘ +'BO) TOCI CO(IO(2
o, 9
2 (Ta +B ) ralaz La2
STROHER) Seite 20
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0 0 0
; - R _g 12 A g 12
Iag ;1 = 0 =g % (rxy=hy) 3 %% (vxg=By)
i ey 2 1 2 _ 2
0 grapay(taxg=hy) 3 % (vxg=Fp)
d.h. es ist A = AOO = AlO = A20 = 0, A11 < 0, A22 =0
Ail und Azo kénnen gleichzeitig nur verschwinden, wenn
60 = tao ist, was aber der Voraussetzung widerspricht.

Daher kann héchstens eine Grofle den Wert 0 annehmen, d.h.

es mufl gelten

SQO = A11 -+ A22 <0
Behauptung: A = 0 A AOO = 0 = AOI = A02 = 0 (x)
. . 2 \ _ A2 . R
Beweis: Es gilt ADOA11 s AOI A AOOAZZ = A02 2 Behauptung
2.Fall: BO o tao d.h. K(r) = 0 stellt eine doppelt zidhlende Gerade
dar. Dann gilt:
2
!‘ = g (i 4 f 1
rao taoql zqoqz 0 0 o
| = v 2 ¢ A..l = lo o
uaijl = Ta, T T w0, I ij” = 0
. . I 0 0 0O
ta0a2 ta, &, Tay
es gilt also A = AOO = A11 = A22 = AOI = AO2 = A12 = 0

Behauptung: A = Ay = A = 0= A, = A22 =0

Beweis: A = ?01A01 + 311A111+ aIZALZ = 0 = A12 = 07

L ey

0 wegen (%)

Ware etwa ay, = Tal 5 = 0, so ware al = 0 v %y = 0. Daher

wirde per definitionem Ai7 erst recht verschwinden.

agifpy T A Ayt Bl = 0.3 Ay, =0

0 wegen (x)

Die Aussage A = () ist gleichwertig mit

11 = Ao

So0 = Ay T Ay =0

Damit umgekehrt K(r) in das Produkt zweier inhomogener Ausdriicke

K(z) = [GO+(a1Nl+a2x2)}~[ﬁa+(51x1+52x2)] = a00+2a01x1+2a02g+0(£) =

= apBy + (xgB +o By)x + (B, Bp)x, + QX)
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zerfalle, muf notwendigerweise Q(r) zerfallen:

Q(r) zerfallend & Ay, < 0
Aus diesen Bedingungen lassen sich die Koeffizienten ql’q2*B1’59

berechnen (Seite 18). Ferner mufl gelten

%8 = agp «, = pa B. = va W=y -A
2% T %Py = 2aq, % = Plaptw) By = ala,mw) poagy = |
A <0 &8w=#20 Q(r) zerfallt in zwei verschiedene Faktoren

00
1% T % By = 2ay, x| By
Brog * 3By = 224, |~ % By
(3B = xBy)og = 2(ag ey = a5,%)) (*)
(xyBy = & By)By= 2(ag,B; — ag,by)

i
(ag %y = apy®) = Plag (a,,+w)
= pllagaymagya ) + agwl = plAg, + ag W]
(agyBy — agBy) = clagya | — ag (ay,~w)] = ol= Ay, + ag wl

Daher wegen (2)

wo,, = pLA 5 *+ a w]
0 02 01 )
wWBy = 0l = Ay, + anwl
Zusdtzlich muf gelten
aOBO = 2 daher wegen (#)
2 2 2 2 B 2 2 )
xRy = 90[301 ~ Apal T TAggagg = POl agihgg T Ayl ?
) ~ 2 . 2 2 _ 2
? agglgg = ”“[301A00+A02] = polag (ajay,-ayy)  + (aga,-agy2 ()7 ]
A - 2 2.2 . 2 2 2 2 5
anafop = Polagaagy7ag 8y, 2012127202211 T “®01%202%11%12
7 aggfpg = (PP e (ag 8y57ap,8,,) + ag, (8,878,501
T = Agy Y
daraus
A + a, A + anLA = A =0

200”00 01%01 02%02 TAIZ

EK(r) zerfallt genau dann in zwei verschiedene Gerade, wenn

A = 0 und AOO < 0 ist
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AOO = 0 @w= 0 Q(r) ist vollstandiges Quadrat

&

B a

070 00 o, = pa. B, = oa A =
~ . i 11 1 11 00

1a0 + GIBO ES 2301 mit {

Byog + @By = 2a, % = Pay, By =vcap,  poap =
Q(r) = (ozlx1 + cxzxz)(le1 + Bzxz) = po(a“x1 + alZXZ)2
Fiir % und BO gilt dann
(Ga; g + (Pay )Py = 2a4,
(0a)y)xg + (Pay,)Pg = 2ag,
(0og + PBgray = 22y, 212
(0o + PBylay, = 2ap, | = 2y
0 =2(@aga; = agp3 ) = 2 Agy
Zur Vermeidung von Widerspriichen muf A20 = 0 sein. Ferner gilt

By = agg 7 1-@pBy) = (poa ) (xgBg) = ay,

Es gilt demnach
(g + PPgIay, = 2ag,
(UQQ)«(PBO)al1 = 24q

Nach dem Wurzelsatz von VIETA sind UQO und pBO daher Nullstellen der

quadratischen Gleichung
o

®x7 = 2a,,x *+ 200 = 0

2 01

11

Un reelle Ldsungen zu erhalten, mufl gelten

2 . ~ - -
agr T BpqPpp 207 T Ay 203 Ay, =0
I.Fail: A,, < 0. Es treten zwei verschiedene Ldsungen wao # pﬁo auf .

Dann ist K{(x) = {a0+a1xl+a2x2].[6G¢ﬁ1x1+62x2]h Wegen

Oti (X,) D ¢ 4 0
= =~ = - aber - # —
Py Py ? bg = ©
ergibt sich
Wenn A = A = 0 und A < 0 ist (diese Aussage ist dquiva-

00 22
lent zu SQO < 0), zerfallt K(r) = 0 in zwei parallele Gerade
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2.Fall: A = 0. Dann ist an = pBO, Setzen wir unter Ausnlitzung

2
der Homogenitidt ¢ = p, dann wird p“a11 = 1 und es gilt ao = BO,

o = 51, oy = Bz. Wegen (oxy + pBO)a11 =2 ag, folgt daraus

2pa0ai1 = 2a0I = pfxoa11 = aOI woraus sich ao berechnet.

Wenn A = AOO = (0 und A22 = 0 (gleichwertig mit SOO = 0) ist,

zerfadllt K(¥) = 0 in eine doppelt zidhlende Gerade

Wir betrachten nun den FPall verschiedener Geraden (A = 0, AGO < 0)

und berechnen deren Schnittpunkt m(mi,mq)

Xy b oam o+ ox,m, = 0l B, | -8,
BO + 811111 + 32m2 = () ~—‘(12 0(I
.
(agfy = ayBg) + (xfy ~ « ;B m =0 | g (% By = %P

_ 1 ~
(a, By = aghy) + (0 By = B dmy =0 g (x By — xB)

1 1 2 -
T (XgBy T X By (X By = By ¥ g (aBy - B ) my =0

t ' ) 1 _ 2 -
7 (X By magB ) (x By =By v g (xBy = B ) my = 0

L

Nach Seite 19 folgt daraus

Apg = Agomy = 0
A02 - A00m2
Also
o B o Lo
L Ay 2 Agg
Anmerkung: Ist Aoo = 0, so existiert bei S00 < 0 der Punkt m
iberhaupt nicht (parallele Gerade). Bei SOD = (0 (Doppelgerade,
AOR w A02 = () ist er auf der Geraden oy + o Xy + AyX,y = 0

unbestimmt.

Zur Existenz von m(mi,mz) ist nur A00 # 0 erforderlich, nicht

jedoch AOO < 0. m existiert daher stets, auch wenn die Geraden nicht
existieren.

Im Falle A = 0 und Ay,

Ist A # 0, s0 kann K(r) nicht zerfallen. Der Kegelschnitt K(r) = 0

heift dann regulir.

> 0 besteht K(r) nur aus dem Punkt m.
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Die singulidren Kegelschnitte (A = 0)

Bgp | Sgp | K(r) =0

<0 {< 0) Paar schneidender Geraden
Koy = loag + ayxy + arx, 1By + Byxy + Byxyl
*p = Payy Py = oayy Wy = Plag wHAg,)
a, = pla,+w) 32 = 0(a,,~W) WBO = 0(301“’“%2)

= = J-A
o poagy =1 W= V=Agg
oder
%) = Pay, By = 92y W = PlagyFrAg )
®y = p(a12+w) ﬁi = G(alzww) WBO = O(aO2W~A01)
poa,, = | w o= iuAOO
Schnittpunkt m(miﬂmz) des Geradenpaares
mo= SOL L 02
1 AOO 2 AOO

0 <0 Parallelenpaar
K(r) = (g + apxy + o) (B + Byxy + Byxy)
*p = opagy 1 = 9211 oa; und pB, sind Nullstellen

- , 2, -
az = pa12 62 = <}sz12 von aIIX 2a01x + aOO = {
poall = ]
oder
%y = PRy, Py = 92y, oxy und pBy sind Nullstellen
2 L .
o, = pal2 ﬁl = Oa12 von a,,x - 2a02x toag, = 0
poa,, = 1

0 0 Doppelgerade
K(r) = (ao + a1X1 -+ a2X2% R
Gp = oPag. Xy = Pag,, PA & = ag, prag =
oder

2

Fy = LAy, &y = PAy,, PAy,KG = Bg,. Pray, =

> 0 (> 0), Einzelner Punkt m(mi’m2)
Lo Dor . Do2

L Agg 2 Ay
0 > 0 Leeres Parallelenpaar
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NICHT AUSGEARTETE KEGELSCHNITTE
K(r) =0, A#0
Wir suchen den Schnittpunkt von K(r) = 0 mit der von den Punkten 9

und 3 aufgespannten Geraden
I =Ap + p3, A+ p=1

Es gilt

K(r) = K(Ap+pz) = [1-(A+i)Jayy + AL(D) + WL(3) + ‘}
+2%Q9) + 1?Q(3) + 2wB(n,3) = 0 7

Es ist

K(») = L(p) + Q(p) = Q(») = K(p) - L(p) D)

K(3) = L(3) + Q(3) » Q(3) = K(3) - L(3) |

Daher

K(r) = AL(p) + uL(3) + A2K(p) -A%L(p) + u2K(3) - u’L(3) + 2\uB(D,3)

= A(1-M)L(D) + p(1-wL(3) + AZK(p) + u2K(3) + 2M\uB(9,3) = 0
Ly Lad

K(x) = A[L(D) + L(3) + 2B(n,3]1 + A2K(9) + u?K(3) = 0
A+ =1

Eine Gerade schneidet K(z) = 0 in hdéchstens zwei Punkten

Wir wihlen nunmehr 3 auf dem Kegelschnitt, d.h. es sei

K(3) =0, £ =Xy + u3, A + g =1
Dann gilt

K(z) = M[L(p) + L(3) + 2B(9,3] + A2K(9)) = 0 (%) 3
Von den beiden L8sungen dieser quadratischen Gleichung
ist eine trivial:
A=0=pu=1, d.h. £ = 3, ein bereits bekannter Punkt. —

Fir die zweite Losung gilt

H{L(p) + L(3) + 2B(p,3] + AK(p) = 0, 2 + u =1
Eine Gerade durch einen Punkt 3 von K(r) = 0 schneidet den

Kegelschnitt noch in héchstens einem Punkt

Damit der Punkt 3 eine zweifach zidhlende Lésung der quadratischen
Gleichung (*) sei, muB A = 0 eine doppelte Nullstelle von (x) sein.
Eine Gerade, deren Schnittpunkt mit einem Kegelschnitt sich als

doppelt z&hlende Nullstelle einer quadratischen Gleichung ergibt,
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1)
heift Tangente an den Kegelschnitt im Punkte 3.

L(p) + L(3) + 2B(»,3) = 0, K(3) =0

Gleichung der Tangente im Punkte 3 in den laufenden
Koordinaten .

Schreibweise der Tangente in Koordinaten:

L(p) + L(3) + 2B(y,3] = [a00+2a0121+2a02221 + [a00+2a01y1+2302y2] +
* 2la vzt a, (v 2ytypzy) +oay,y,2y0 = 0

Nach Kiirzung durch 2 ergibt sich

agptagy (Yy+z)rag,(yy*zy)+a, vz e, (v 2,+y,2 ) +a,,5,2y) = 0
oder nach Yi:Y, geordnet
(aggtag z tag,zy)+(ag +a, 2 %a ,2,)y +(ag,%a 2, +a,,2,)y, = 0

Gleichung der Tangente im Punkt (zl,zo) in den laufenden

Koordinaten yI,y2

Sei p der Schnittpunkt der Tangenten in den Punkten 34 und 3y - Dann
gilt .
4
L(3,) + L(p) + 2B(9,3,) = O J
1 1 :
() 0
0 &

L(az) + L(y) + 2B(n.32)

Wir halten v fest und definieren die Gerade l% ;~

L(zx) + L(p) + 2B(r,p) =0

Polare von vy beziiglich des Kegelschnittes (x%)

in den laufenden Koordinaten [.

Wegen (x) liegen sowohl 31 als 35 auf dieser Geraden. Sie heift
Polare des Punktes p beziglich des Kegelschnittes K(r) = 0.
Umgekehrt heiBt p der Pol der Geraden (%x),

(aggtag ¥ *agyyy)+tlagtay vy +a,,¥y)x +(ag, *a, ¥ +a,y,y,)xy = 0

Gleichung der Polare von v in den laufenden Koordinaten X 1%,

1 Anmerkung: Die Definition der Tangente als eine Gerade, welche mit
einem Kegelschnitt nur einen Punkt gemeinsam hat, ist unzutref-
fend. Man denke an eine Achsenparallele einer Parabel oder an eine

Parallele zu einer Asymptote einer Hyperbel.
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Schneidet die Polare von p den Kegelschnitt in

den beiden Punkten 31 und 32L so ist p der j“

Schnittpunkt der Tangenten 12.31 und 3y

Sei 3 ein Punkt der Polaren von p. . Dann gilt
wegen (*x)

L(3) + L(») + 2B(p,3) =0 (**x)

Der Punkt 3 heifBt zum Punkt p konjugiert. Die
Gerade L(r) + L(3) + 2B(r,3) = 0 ist die
Polare von 3. Wegen (**x) liegt auf ihr der

Punkt ». Daher ist p zu 3 konjugiert.
Ist 3 zu » konjugiert, so ist auch p zu 3 konjugiert bzw. liegt 3

auf der Polaren von p, so liegt auch p auf der Polaren von 3.

Sei 5 der Schnittpunkt der Polaren von » und 3. Dann gilt

L(s) + L(p) + 2B(p,s) 0

L(s) + L(3) + 2B(3,5) =0

d.h. » und 3 liegen auf der Polaren von s, deren Gleichung lautet
L(x) + L(s) + 2B(r,s) =0

Ist s der Schnittpunkt der Polaren von » und 3, so ist die Verbin-

fi

]

dungsgerade von » und 3 die Polare von s.

Durchlduft ein Punkt » eine Gerade g, so dreht sich die Polare von p

um dem Pol s der Geraden.
Dreht sich eine Gerade h um den Punkt $, so durchliéuft der Pol p der

Geraden die Polare g von von $S.
Es sei p ein Punkt des Kegelschnittes, d.h. es gilt K(p) = 0. Seine

Polare lautet:

L(r) + L(»v) + 2B(zr,p) = 0, K(p) =0
Dies ist aber die Gleichung der Tangente in » an den Kegelschnitt,
d.h. p liegt auf seiner eigenen Polaren.
Die Punkte des Kegelschnittes sind selbstkonjugiert.

Konstruktion der Polaren eines Punktes y
Man verbinde 1 mit einem Punkt 3 des Kegelschnittes und bestimme den
2.Schnittpunkt r. Der Schnittpunkt der”Tangenten in 3 und T ist der
Pol der Geraden (v,3) und daher zu p konjugiert. Die gesuchte Polare
von D muf3 daher durch diesen Tangentenschnittpunkt gehen. Dieselbe

Konstruktion wiederhole man noch ein zweites Mal. Die Verbindungs-—
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linien von » mit den Schnittpunkten der Polaren mit dem Kegelschnitt

sind die Tangente aus p an den Kegelschnitt.

Zur Konstruktion des Poles einer Geraden schneide man die Polaren

zweier Punkte der Geraden (Umkehrung obiger Konstruktion).

POLARITATEN DER EUKLIDISCHEN EBENE

Gegeben sei ein inhomogener, symmetrischer, bilinearer Ausdruck in

den Koordinaten zweier Vektoren I,p

P(r,p):= -% [L(r) + L(p)] + B(r,n) = P(p,r), A # 0

P(r.p) = aggtag (x 4y tang, (xyty )+a x vy +a , (X y,+X,y )+a, X,y

Jedem Punkt v entspricht vermége
P(r,9) = = [L(x) + L(»)] + B(r,n) = 0

im allgemeinen eine Gerade, die Polare von »p. in Koordinaten:

P(x.m) = aggtag, (x; 4y )+ag, (xy*y,y)+a 1 x v 48, (X 1y +x,7 )42, ,%,7, = 0
Anderseits entspricht einer gegebenen Geraden g
€y + c1 ¥y + ChXy = 0

im allgemeinen ein Punkt », der Pol von g, dessen Koordinaten
(yl,yz) sich aus

agy * 201Yy * 2p2¥p = Pep )

a5 + a; ¥, + a .Yy = pcI L Drei G;ei;huggen fir

agy *t apY) * 2y, = Poy | 172
berechnen lassen. Die durch P(r,pn) = 0 vermittelte Beziehung

Seite 29
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zwischen den Punkten und den Geraden der Ebene heift 3

Polaritiat. Jeder Punkt 3 auf der Polaren von p heiffit zu ?
p konjugiert.
Eine Polaritidt der euklidischen Ebene hat folgende Eigenschaften

1. Eine Polaritdt wird durch einen inhomogenen, symmetrischen, bili-
nearen Ausdruck festgelegt
P(r,p) = P(v,1)

2. Jedem Punkt » entspricht i.a. eine Gerade mit der Gleichung
P(r,p) =0
als Polare. Jeder Geraden
o + C %y + ChXy = 0
entspricht i.a. ein Punkt p als Pol. Die Gerade ist umgekehrt die

Polare von p.

3. Jeder Punkt 3 der Polaren P(r,p) = 0 von » heifit zu » konjugiert.
Fiir konjugierte Punkte gilt P(3,p) = 0. Das Konjugiertsein zweier
Punkte p, 3 ist wegen P(3,9) = P(»,3) eine symmetrische Relation
d.h. liegt 3 auf der Polaren von 9, so liegt » auf der Polaren

von 3.

4. Seien P(r,») = 0 und P(r,3) = 0 die Polaren der

Punkte p und 3, so ist deren Schnittpunkt s der Pol Ph&%)=0
der Verbindungsgeraden von » und 3. Es gilt ndmlich Q ! 6‘
fir s

P(s,p) = 0 A P(s,3) =0 (x)
Daher liegen » und 3 auf der Polaren P(r,s) = 0 von 2 Plag,3) =0
5. Ist umgekehrt P(r,s) = 0 die Verbindungsgerade WC%¢5)=0

von D und 3, so ist wegen (x) s der Pol dieser

Verbindungsgeraden. Daher gilt

5. Durchliduft ein Punkt eine Gerade, so dreht sich dessen Polare um

deren Pol.
Dreht sich eine Gerade um einen Punkt, so durchliduft deren Pol

die Polare des Punktes.

Analytische Geometrie der Kegelschnitte (Prof. W. STROHER) Seite 30



Ausnahmestellen einer Polaritdt der euklidischen Ebene

Die Polaritidt sei gegeben durch

P(r,9) = = [L(x) + L(»1 + B(r,9) = 0

Gibt es zu jedem Punkt » eine Polare? Deren Gleichung wiirde lauten

(agptag v *ag,yy)+(ag ra v y+ta v )% H(ag +a )y +a,,5,)x, = 0

Dieser Ausdruck stellt keine Gerade dar, wenn das konstante Glied # 0

ist, die Koeffizienten von X4 und Xy aber verschwinden:

aggta; v ta v, = 0 asy | T 2y9
agota sV tas,y, = 0 - a, apy
2 o o
(ag1ay,7a098 ) + (B ay,-al, )y = 0 5 —Ag + Agayy =0
2 . i
(@gp21178g 2 y) + (B ayy=aly)y, =0 3 —Agy + Aggy, = 0
Daher
T U
{ A oo 27 Agg

Dieser Punkt existiert, sobald AOO £ 0 ist. Fiir das konstante Glied

der Geradengleichung ergibt sich

{ _ A
200**0171%%02%2 = A, P00t00**01t01"%02%2) T K 5 O
Diese Bedingung ist nach Voraussetzung erfiullt.
ist A # 0 und AOO # 0, so gibt es zum Punkt M(ml,mo) mit
I -
| i Agg 2 Ago
keine Polare. Ist A # 0 un AGO = 0, so entspricht Jjedem Punkt
eine Polare.
Hat jede Gerade einen Pol?
S + C ¥y + C2X2 =

(aggtag v tagyyd+rlag*a (v +a,,vy)x +(ag ta v +a,,v,)x, =

Koeffizientenvergleich ergibt
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Bgg T Bg1¥y * 8ga¥y T Po LA oo
81 T @Yy T Ay T POy 292 )
Bgp T @Y T Bp,¥y = POy 219 214
Agy + Bgo¥y = Plag,c ma;,¢5)
) * AggYsy = p(311‘32”"“‘1201)
Agg¥y = PlayyC 72 15C,) + Ay,
Agg¥sy = P(ap ey -ay, 1) * Ao

Y4 und Yo existieren, sobald A00 # 0 ist. Setzt man deren Werte in
die mit AOO multiplizierte erste Gleichung ein, so folgt

agotoptep [Py 0 ma ey ) A THag, [playcyma 0 0 Ag, 1 = Poghyg

2900007018017 02%02,7 Pl (a2 0780 @000 o (a3 ym8g,8, | )FCHAG,]
A Apy Aoy
Daher . A
“oho0 * 1f01 T S2%02
Die Berechnung des Pols ist also mdglich, wenn
ADO # 0 und (OAOOPLIAOI AO2 # 0

ist. Gilt hingegen A00 # 0, jedoch COAOO+C1A01+C7AO2 = (), so

folgt
0 1 AOO 2 AOO

Ist A # 0 und AOO
gehenden Geraden einen Pol. Ist wohl A # 0, hingegen AOO = 0,

# 0, so gibt es zu keiner durch m(ml,mo)

s0 besgitzt jede Gerade einen Pol.

Selbstkonjugierte Punkte

Sei » ein Punkt und P(r,»n) = 0 seine Polare. Kann es vorkommen,
daff » auf seiner eigenen Polaren liegt? Dann gilt

P(o.n) = ~% (L) + L1 + B(o,n) = L(») + Q(y) = K(») = 0

Ein Punkt mit dieser Eigenschaft heiffit selbstkonjugiert. Ist die
Menge der selbstkonjugierten Punkte einer Polaritat P(r.n) = 0 nicht
leer, so stellt sie (Seite 15) den durch P(v,n) = XK(1n) = 0 bestimm—
ten Ke %%Chnztt dar. Ist die Menge selbstkonjugierter Punkte leer,

so liegt ein leerer (nullteiliger) Kegelschnitt vor.
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. . 2
Beispiel: P(r,p):= 1 + X ¥+t Xy, 2 P(p,p) = K(p) =1 + yi + Y%

Es liegt also ein leerer Kreis vor.

]
o

Im folgenden nehmen wir stets an, daB die Menge der selbstkonjugier-—
ten Punkte nicht leer ist
Sei p ein Punkt des Kegelschnittes K(») = 0, so stellt dessen Polare

P(r,p) = — [L(x) + L(»)] + B(z,» =0, K(p) =0
dessen Tangente in p dar (Seite 27).

LBt sich aus jedem Punkt der Ebene eine Tangente an einen Kegel-

schnitt legen?

Wir legen durch » (K(p) # 0) eine Gerade mit
dem Richtungsvektor o
I =D+ pD

Wir wahlen - wenn méglich - den Richtungsvek-
tor o so, dafl die Schnittpunkte mit K(r) = 0
zusammenfallen. Es muf also gelten ﬂ
K(x) = K(p+pp) = [1-(14p)lagy + L(D) + PL(D)+Q(D) +

+ p%Q(0) + 20B(p,p) = 0

also "
P7Q(D) + P[*aoo + L(o) + 2B(y,0))] + (L(») + Q(m)),; =0
K(p)#0
Das ist eine quadratische Gleichung fiir p: '
p?Q(n) + pl-agy + L(0) + 2B(p,0))] + K(») =0, K(» #0 (1)

Der Richtungsvektor o ist hier so zu wahlen, daB p in (1) eine dop-

pelt zéhlende Nullstelle ist. Es muB also gelten

[-agp + L(0) + 2B(9,))1% = 4Q(0).K(») (2)

Setzen wir D(VI’V2)’ so gilt

[—aoo + L(pn) + 2B(p,v))] = ~agg *+ (a00+2301v1+2a02v2) + 2[a“y1v1 +
3 - 1 4
ra oy vty v dta, Y,y vy = 2D (ag tay v ta Hn) H(ag,ta gy tas,y,) ]
=:Y =:1Y
1 2
daher
[—aOO + L(D) + 2B(D,D))] = 2[V1Y1 + V2Y2] (3)

Aus (2) ergibt sich, nach Kiirzung durch 4
2 _ 2 2 _
[viY + vyXpd™ = Q).K() = (&) v + 2a,,v vy + a,,vy)K(®) =

2,2

2,2 .
= 2 =
VIYI + “vlvl YIYZ + V2Y2. geordnet ergibt das
2. 42 , , 2.v2_ -
vilYi=a (K1 + 2v v, [Y Y,-a ,K(0)] + v5[Y5-a, K(M)] =0  (4)
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v v
Dies ist eine quadratische Gleichung fir -;iw— bzw
2 {

i

gibt es aus einem Punkt » maximal zwei Tangenten. Wenn Tangenten

Demnach

existieren, muB (4) reelle Nullstellen besitzen. Dies ist der Fall,

wenn gilt

(Y, Y,-a ,K(9) ]2 z [Y%—al (K 1. [Yg*a22K(I))]

2.2 Y22 2
Y TY52a,,Y inK(9)+a1zh(”) z Yidh-ay zK(D) “25, 1K(n)+’11 22K ()

also
02 (a, a..~a>)K()2 - [a, Yi-2a .Y ¥, +a. Y. 21K (n) (5)
z (agayy7ay, 111722, 22Y4

Man beachte, dafl die Kiirzung dieser Ungleichung durch K(») unzu-
idssig ist, da das Vorzeichen von K(n) # 0 nicht bekannt ist.

Setzt man die Ausdriicke fir Y,§ und Y? in (5) ein, so ergibt sich

) o] 2
ﬁ) “ el = — 3 - — ..;..
ayy 2 m2a,,Y Yata,, ¥ yiayp(aayymaiy)t2a v v,y (ajas,-alsy)

F4

2 2
+ yzazz(aziazz““lo)*“a01y (8 899 a13)+2a02y (ajjay,=ai,) +
v alia, -2 ra? + - an,) ~al)) =
ag1B99728g 8By a2 F(agy — aggl(aas,-ar,) =

2
OO(ailyl Fla )y Yy tag Yy tlag v t2ag,yatagy)

201(2018997202219) T 202{2458 1178912 19) T 2gploo
~Apy ~Agy
Es ist also
2 2 x - N o A .
ap¥y=2a, ¥ Yyta, )X = AggK(0) = (ag Ag tagyhg,) = aggigg

Beachtet man
A= agghgetagfotepafon ® (Bo1f01 2008020 T A T 2gpf00

so erhalten wir

Aus (5) ergibt sich dann
2
3 = A (n)*~ - j (] - ATK = AK
0 = AOOB(Q) {AOOK(Q) AlK(Dn) AKX (1)

M(AwaOOAOO) - aOOAOO = AOOK(D) -A

Also
A K(y) 20, A#290
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Aus dem Punkt py lassen sich genau dann Tangenten an den
Kegelschnitt K(r) = 0 legen, wenn
A.EK(p) =0, A # 0

ist. Im Falle
A.K(n) <O

gibt es genau zwei Tangenten an den Kegelschnitt. Ist
A.K{(p) = 0 = EK(p) =0

so gibt es genau eine Tangente, » liegt dann auf dem Kegel~-

schnitt und es ergibt sich die Tangente im Punkte .

Die Punkte mit

A.K(»p) < 0 bilden das AuBengebiet (das AuBere)
A.K(p) > 0 bilden das [Innengebiet (das Innere)
des Kegelschnittes. Die Punkte mit

A.K(p) = 0 sind die Punkte auf dem Kegelschnitt

Liegt der Ausnahmepunkt M(mi,mo) im Innern oder im AuPeren des

Kegelschnittes? Dies hiangt vom Vorzeichen der Gréfe A.K(m) ab

an,ta,  mota, ,m, = 0 A z’\\7
K(m) = L(m) + Q(m) mit Ol+111 l+ L2 2 T ‘Kgi JMM,y = “Kg:“
2ppTa oM Ay My = - o0 “ 00

2
m) = 2 = —_
L{m) a00+ua01m1+2a02m2 250 + N Ea01A01+302A023

00 -
A~agefog
= agg + g [Amaghggl = S - agy = LW
‘ 00 00
5 ) My
DIG: = ey . e s B
O(m) a;mi+t2a, ,mm,ta, ,m, ganmlhxi,zmzj)m1 + §a12m1+3225m2
T o1 P
e em = o f0i"01™02%02  _ A700%00 | on) = a A
o~ by s < o) ,) i — b T - e ‘“’""““‘“"""
D171 70272 AOO AOO 00 AOQ
Daher
A A2
K(m) = L(m) + Q(m) = A ? A.K(m) = . (6)
00 00

das heifft

AOO < 0= m im AuPBengebiet
A

00 > 0 =% m im Innengenbiet

®
]

Analytische Geometrie der Kegelschnitte (Prof. W. STROHER) Seite



Wegen A # 0 und AOO # 0 kann m nie auf dem Kegelschnitt liegen.

Wir verbinden m (K(m) # 0) mit einem beliebigen Punkt

p auf dem Kegelschnitt und suchen den zweiten Schnitt-

punkt r.
T = Am + Up, A+ u =1

Nach Seite 26 gilt dann rﬂﬂ_fi:::ly—
WIL(m) + L(§) + 2B(p,m] + AK(m) = O n om 19t

Dann ist (siehe oben)

L(m) + L(n) + 2B(I),m) = (‘%‘_A——" - aoo) + (aoo + 2301}’ 1 + 2302}’2) +
00
*2lapyymy a(yymy ypmy) FayYoml =

2A
Ao T 2U(Por T en™ * 2ip™)Yr t (P02 T 219" * 2™ Y]
0 0
- *%A‘(i)zxcm) >L(m) + L(p) + 2B(p,m) = 2K(m), K(m) #0
00

Also wegen (7)
2uK(m) + AK(m) = (2n + MEK@m) =0 >2u+ 21 =0
Zusammen mit A + g = | ergibt sichu=-1, A = 2 3 1 = 2m -

m= 3 (r+ )
Jede durch m gehende Kegelschnittsehne wird durch m hal-
biert. m heift daher Mittelpunkt des Kegelschnittes. Der
Mittelpunkt m existiert, wenn A#0 und A00¢0 ist. Kegel-
schnitte mit dieser Eigenschaft heiBen daher Mittelpunkts-—

kegelschnitte.

Ist A00 < 0, so liegt der Mittelpunkt m im AuBeren des Kegelschnit-
tes und es muf daher eine Tangente aus m an den Kegelschnitt geben.
Wir berechnen den Richtungsvektor D(VI’V2) fiir den Fall »p = m

(Formel (4) auf Seite 33)

2.2 2., 2 _
vl[Yl‘allK(m)] + 2v1v2[YlY 12K(m)] + v2[Y2 fa22K(m)] = 0 (8

)8
Im vdﬁiegenden Falle gilt
Yy = ag taympta gmy = 0
Y

_ _ (9)
3 = agptamitas,my, =0 .

Daher

2 - =
+2&12V1v2+322v2}.K(m) = 0 > Q(v).K(m) =0

Q(»)

2
[viagy
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Wegen K(m) # 0 folgt

Q(B) = 0 (10)
und wegen AQ0 < 0 zerfallt Q(o) in zwel verschiedene Faktoren
] v %y vy g
(o) = (a£v1+a2v2)(51v1+52v2) = 0 3 j;; = e -E;— bzw. ﬁ;;' moe 72;

Fir den Berihrungspunkt r = m + po gilt nach Formel (1) von Seite 33

p’Q(0) + pl-agy + L(v) + 2B(m,))1 + K(m) =0, K@ #0  (11)
und wegen Formel (3) auf Seite 33 ergibt sich aus YE = Y2 = {}
{maoo + L(v) + 2B(m,n))] = 2[V1Y1 + V2Y2] = () (12)

Zusammen mit (10) folgt daher aus (11)

K(m) = 0, was einen Widerspruch zur Vo raussetzung darstellt.

Die "Tangenten” aus dem Mittelpunkt m mit dem Richtungsvektor ©»

haben daher keinen Beriihrungspunkt mit dem Kegelschnitt. Sie heiflen

Asyvmptoten des Kegelschnittes.
Gleichungen der Asymptoten

X =, ROy = m, O
. ) 1 1PV 1P

m -+ pn B } - LoV . 0o
}\2 = 1112 p\ 2 = n12 10»2

o4
I

¢4

e

= { +3 (o ¥ = 44.- PRt
} X HRy Gy = My, E,

S

if

l.Asymptote al(xg - ml) + az(xz m_mz)

I

2.Asymptote ﬁi(x1 - ml} + 52(x2 - m2)

Die Kegelschnitie mit A # 0, AOO # 0 heifen Mitlelpunkts—
kegelschnitte. Der Punkt m(m, ,m,)
S T
o= . m, =
LBy 7 2 Agp

heiBt Miltelpunkt des Kegelschnitites. Die Geraden durch m
heiBen Durchmesser.

Ist A
liegt im Innern der Ellipse.

Ist A < 0, heift der Kegelschnitt Hyperbel. m liegt im

00
Buflern der Hyperbel. Die Geraden

00 > 0, heift der Mittelpunktskegelschnitt Ellipse. m

aj(xiwml) + az(xzmmz) = 0 und Bl(xl—ml) + Bz(xz—mz) = )
sind die Asymptoten der Hyperbel.
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Konjugierte Durchmesser und Achsen eines Mittelpunktskegelschnittes

Sei p ein Punkt des Kegelschnittes. Dann lautet die
Gleichung seiner Tangente
(aggtag ¥ 1tagy¥y) + (3g ey yyta ,v))x +

87

+ (agyta ¥ +a,y,v,)%, = 0

oder
o + cy¥y + ChXy = 0
mit
1 _ _P0o1™®11Y17215%)
) 302%212Y1+232Y)

Die Gleichung des Durchmessers durch p» laute
cl(x1 - ml) + c2(xZ - mz) =0

Da » auf dem Durchmesser liegt, gilt

- - cy YoMy
Cylyp —my) +cylyy mmy) =0 = = -
c2 1 1
Nun ist | 0t :
©r  _ _(801%3;1¥,1%215¥p) ~ (89, %8y m ta;omy)
<y, (agyta )y +a,y,7,) — (ag,*a ,m +a,,m,)
01
)
a,, +a ,—=
_ 2y mmp) a0y, tmy) 11 12 vy ™y _
a1,y —m) +ay,(>yy my) YoMy
a + a —————
12 % %227y Tm
a - a
11 12 - =
- 2 - 211% ~ 2129
a 1 812C T 372°%
e p) 22 3
2
1 _ 211% T %12%
c — ——
2 817Cy T 85,0

Umgekehrt gilt:
815C1C78y5C(C = 811CyCy=8,C5Cy P (8,,Cy=a,,¢,)c; = (a; cy-a ,c))c,

€L 211% T 2199

62 2126 T 827%
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In obigen Ausdriicken kommen die Koordinaten des Punktes » nicht vor.
Daher stellen die obigen Formeln eine Beziehung zwischen dem Durch-
messer eines Mittelpunktkegelschnittes und der Tangente in dessen
Endpunkt dar, die fir alle Kegelschnittspunkte gilt.
Da 3(51,52) der Normalenvektor des Durchmessers und
C(cl,cz) der Normalenvektor der Tangente ist, folgt
aus obigen Beziehungen:

Die Tangenten in den Endpunkten desselben Durchmes-

sers sind parallel.

Wegen der vollen Symmetrie in den Beziehungen

zwischen den Vektoren ¢ und ¢ gilt:

Ist der Durchmesser d parallel zu den Tangenten im Endpunkt des

Durchmessers d, so sind die Tangenten in den Endpunkten von d

(soferne sie existieren) parallel zu d.

Zwei Durchmesser, deren Normalenvektoren c, ¢ in obiger Beziehung
stehen, heiBen konjugierte Durchmesser.

Es gilt also

cyp = Plajcy —as0) | —a, | T Ay,
Cy = P(a 5y — ay5c)) ayy a9
811Cy = B15Cy = ~PA(HCy
3190y ~ 25561 T “PAyLC,
Definiert man 1
o= - —p4—r
Phgg
so ergibt sich
c; = pPlajcy = ayycy), cy =0(a; cy) = a;,0y) _
€y = Plajyc, = ay,c1), ©y =6(a,c) — ay,0,)
Sei 3 ein Punkt auf dem Durchmesser mit dem Nor- 1:
malenvektor c¢. Die Gleichung dieses Durchmessers_y

lautet cr = cm. Da 3 auf diesem Durchmesser ///’f *\\\\\\ A

liegt, gilt ¢3 = cm. Sei ferner eine Gerade ge-

geben, die zur Tangente im Endpunkt dieses
Durchmessers parallel ist. Ihr Normalenvektor

ist ¢. Da ihr Richtungsvektor n(vl,vz) auf ¢

normal ist, gilt

Analytische Geometrie der Kegelschnitte (Prof. W.STROHER) Seite 39



PViavy) Lelegacy) 2 vy =0y, vy = - gy )
Legen wir die Parallele zur Tangente durch den Punkt 3, so lautet
einer ihrer Punkte
L = 3 + AD
Die Parallele schneide den Kegelschnitt in den beiden Punkten
Il = 3 + xln, gz = 3 + in
Wir behaupten: 3 ist der Mittelpunkt von yl und Lys d.h. es mufl

gelten
r, + I A, + A
- 1 2 1 2
3 - 2 - 8 + 2 LY
Es ist also zu zeigen: 11 + xz = 0. Nun ist
K(r) = K(3+ip) = {1~ (1+7»)]ExtOO+L(8)+7tL(10)+Q(8)+7L Q(p)+2AB(3.p) = 0
T—u(z)—

Fiir X ergibt sich die quadratische Gleichung

22Q(m) + Al- agy + L(0) + 2B(3, )1 + K(3) = 0
Da uns nur die Summe 11+12 der Nullstellen interessiert, haben wir
nach VIETA nur den Ausdruck

[~ agy + L(®) + 2B(3,01 = (A + 1,)Q(D)

00
zu betrachten. Es gilt

[ 240 + L(po) + 2B(3,p)] = RPN + (aoo+2a01vl+2a02v2) +

o 2(agzgvita ,(zy vtz vy dta,y,z,v,) =
= 2[a01v1+a01y2+zl(al1v1+312v2)+22(312v1+a2zvzﬂ daraus wegen (%)

= 2lagcyag,c tz (ayoy-a 0 )+z,(ayyeh-as 50 )]
1 = [ =

o “1 o "2

o

Driickt man alle c, durch die Ej aus, so ergibt sich

— -— — — 1 -— —
= 2lp(ag (aysc5may,c )mag,(ayop-ay e )+ o (zy0 +z50,) ]
cm

= 9] 1 = Aozl = 2 p p P =
= 2[ Ay (AgiCi*hAgacy) + 5 Cm} =% [ (mjcytmycy)+ om ] a8

Daher ist X1+12 = 0, 3 ist Mittelpunkt von ry und Ly-

Die Mittelpunkte einer Schar paralleler Sehnen eines Mittelpunktsf

kegelschnittes liegen auf dem zur Sehnenrichtung konjugierten

Durchmesser.
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Gibt es orthogonale Paare konjugierter Durchmesser?

Dann muB der auf c(cl,cz) normale Vektor u(cz,—cl)
und der Vektor E(allcz—alzcl,312c2—a22c1) linear

abhingig sein: ¢ = Au. Daher

a,,C,—a,,C, = AC d
11€27212% 2 } R
2126278556 = ~Acy i y
(a11=M)ey = ayycy = 0 [(ay),=2) 2 D %fhzz-T |
212 T (Bgp7Mey = 01 = ag, Iy ()

Daraus

2 -
[(a;;-2)(a,,~A)-ai,lc, = 0
2 -
[(all—X)(azz-X)—alzlc1 = 0
. . . 2
Wiare in obigem System der Ausdruck [(all—l)(azz—l)-alz] % 0, so

wiirde Cy = ¢y = 0 folgen, ¢ wire der Nullvektor. Da dies der
Voraussetzung widerspridche, muB gelten

,  [Pu™ 21 ) )
(@735 = | e, ay,ma| TV TR A ayymay) = 0

Das Polynom

all—l a

a

2 _
(ay =M (ay,=2)-a) =

12 2227

.2 2.2
= A -(ay tayy)rH(aga,,7a1,) = AT = spad + A,

heiBt charakteristisches Polynom von A Seine Nullstellen

00°

sind die Eigenwerte von AOO'

Die Berechnung der Eigenwerte ergibt

_ 1 2 _ '
A= '5{(311+a22) * /f(311+a22) 4A40 ]

2 ) 2 2
(ay +ay,) —4Agg = a [+2a, a,,%a,,-4a, a,,+4a,,

also

_ 2,2
= (a;,ma,,) +4a),

= A _ 2 2
> = ’5‘[(311+a22) £/ (2 mayp)” + 4al, ]

Es existieren also stets reelle Eigenwerte mit der Eigenschaft

Analytische Geometrie der Kegelschnitte (Prof. W.STROHER) Seite 41



= - - - a2
Mt Ay ey tayy =550 My = apa,, —al, = Ay s
daraus (3)
311 = M = {8y, = Ay) bzw. ay — Ay = -(ayy - A)
Fiir den Eigenwert A, gilt wegen (1)
_ _ _ - - _ (3) _ -
21261 T (By7M)ey = 0% ¢y = payy, ¢y = P(ayAy) ET —play,y)
Analog folgt aus (2) (g)
3156y 7 (8357 = 0 3126y * (a4 72y)cy 2
- — _ (3) _ -
Cy = = 08y,, Cy =0(a;=2y)) "= = d(ay,-2y)
°p = Pla ) = ey e O T P12
Cy = Pay, €y = 9@ Ay) = = d(ayy2y)
Analog gilt fir ¢
c, = p(a,,-2,) = —p(a  —1,) c, = Oa
_1 i 11 "2 22 "1 oder _l _ 12 )
c) = Pay, €y = 0(ay=ry)) = = 9(ay,7rp)
C(cl.cz) und E(EI’EZ) sind Normalenvektoren orthogona- Y
ler konjugierter Durchmesser d und d. @
Wir bestimmen nun die Richtungsvektoren e(e,,e,) und 71 d
172 <
f(fl’fz) der orthogonalen konjugierten Durchmesser d _ 4
und d, die wir mit positivem Drehsinn orthonormieren. d
er=- f , fi= —5—, eic, fuc, erf Achsenrichtungen
lcl el
Richtungsvektoren der Achsen
[ey = payy [(ey =—ola =2y) = 4o(ay,~2))
e, = —p(a,,-r,) = p(a,,—r,) e, = 0a
2 111 22 72 oder 2 12
fi =rpC@=2) = —p(ay,=2y) fy =03y,
fy = ray, fa =0(ay7hy) = 49(ay,-Ay)
2 2 2. _ 2.2 _ 2. _
[312+(a "'l ) ] = p [312"'(322 12) ] =1
2 2, _ 2.2 _ 2, _
o?lafyt(a a7 = 67 la],H(agy-r Rl =
Wegen ef = 0 und elf2 - e2f1=4>0 sind e und f positiv
orthonormiert
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Berechnung der Lingen der Halbmesser eines Mittelpunktskegelschnittes

Gegeben sei ein Einheitsvektor e durch den Mittelpunkt

m des Kegelschnittes. Die Linge lsl des entsprechenden ©
Halbmessers ist gesucht. Dann gilt

I =m+ se Isl = Lidnge des Halbmessers

Xy = my * sey 2 2 y

_ el + e, =1
x2 = m, + se, | 2

K(r) = K(m+se) = [l—(1+s)]a00 + L(m) + sL(e) + Q(m) +
1T i

s°Q(e)+2sB(m,e) = K(m)+s[-agy+L(e)+2B(m,e) 1+s>Q(e)

Nun ist

“aggt(agg+2a, e +2ay,e,

2[ag mie +a;,(m e +mye J+a) mye, ] =

[—a00+L(e)+2B(m,e)] = +(a ) +

= 2[e (ag +a; m+a,,m)) + ey(ag,+a,,mi+a,,my))] = 0
0 0
Die Lange des Halbmessers ergibt sich daher aus

K(m) + s20Q(e) = 0

Nunmehr wollen wir e so bestimmen, daB die Halbmesserlinge ein

Extremwert wird. Wegen
2. Km
Q(e)
hingt der Wert von 52 nur von Q(e) ab und es gilt
Q(e) min! 3 s? max!

Q(e) max! =» 52 min!

Wir stellen Q(e) = alle% + 2a12e1e2 + azzeg als das Skalarprodukt

der beiden Vektoren v
N
u(a11e1+312e2, a12e1+a22e2) und e(el,ez) dar. N |
Tatsdchlich gilt N 1
- 2 2y _
ue = (ajjej*ajsee,) + (ajje e +ajse;) = Q(e) o a [

Es ist also

Q(e) = ue = lul.lel,cos @ = lulcos ¢ llces e

Der Wert des Skalarproduktes hingt also von Winkel
¢ ab. Extrema treten daher auf fir
9 = 0 und ¢ =n ... Extrema

In beiden Fidllen sind u und e linear abhingig, d.h. es gilt

U = e

Analytische Geometrie der Kegelschnitte (Prof. W.STROHER) Seite 43



ajjey *tag,e, = Aey } ,

a1y€q T 2958y = Ae,
(ail—-h)e1 + 2,8, = 0 azz—l —ay, (1)
a8y + (azz—X)e2 = - ay, all—x

3
[(ag -2 (ay,~2)]1 — ajyle; =0
2

Ware e, = e, = 0, so entstiinde ein Widerspruch zu e% + e% = 1, Es
mufl daher gelten
2 _
(all—h)(azz—k) ajy = 0
A ist also Nullstelle des charakteristischen Polynoms (Seite 41)

2

- = L
Y - SOOA + AOO =0, » = ) [s00 + W1
dabei gilt
. 2 A . 2
W:= ?/SOO 4A00 mit 500 4A00 20
Aus (1) folgt
(a11 - X)e1 + A58, = 0= e, = -palz, e, = p(a11 - A)

Wir erhalten also wieder die Richtungsvektoren der Achsen.

Lange der Hauptachsen

Es galt s2 = - B ot Rm) = —2— (Formel (6) auf S.35). Daher
QCe) Rog
2. A
AgQ(®)

Wegen Q(e) = ue und u = Xe folgt
Q(e) = (Ae)e = Mel2 = A

Daher
S2 - A
XAOO
. , Die Kegelschnitte heifen
1. Fall A00 > 0 elliptischer Fall Ellipsen

1. Sei S00 > 0, dann ist W= ;/S%O - 4A0O < S00 und es gilt

o= + W] > 0= .12 > 0

Lo
2 00 1

Damit s existiert, mup A < 0 sein.
2. Sei S00 < 0. Dann ist wie oben W < ]SOOI und es gilt

A = —%—[—Is l + W] < 0= 2x,.0, >0

00 1772
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In diesem Falle ist A > 0 fiir die Existenz von s erforder-—

lich. In beiden genannten Fillen mupB daher gelten

SgpA < 08 XACO i = 1,2
I.a. wird Xl # Kz sein. Wann ist Al = Kz?. Es gilt
_ L o2 + 2a2
M= [(all+a22) * //(a11 ayp)” + day, ]
A, = A, & (a,,-a )2 + 432 =0 & a = g A a = (
1 2 11 522 12 11 22 12

I I - - - - -
A= 5laptayy) = S(apgta) =a; =a), A =1, =a = a,,

Nach (1) von Seite: %44 folgt weiter
(a“—k)e1 + 31282 = 0=20=0

Im Falle gleicher Eigenwerte von A00 sind die Richtungsvektoren

der Achsen unbestimmt. Die Ellipsen mit a1 = 25, A 2, = 0

heifen Kreise.
Gilt S00
Falle ayy

A>0e liA > 0, so liegt eine leere Ellipse vor, im
= 2,5, A a, = 0 eim leerer Kreis.

Die Kegelschnitte heiBen

2.Fall A Hyperbeln

< 0 hyperbolischer Fall

00

. 2 ’ .
1. Sei S00 > 0 3 W= 7/300 - 4A00 > S00° dann gilt

{ xl > 0
A= —5-[500 + W] " <0 IXII > llzl
2
2. Sei 500 < 0=2W> lsool daher
1 xl > 0
A= ~5—[~I500| + W] <o lkll < lle
2

Im hyperbolischen Fall existiert stets ein reeller Wert von s.

A > 0 elliptischer Fall

00
SOOA < 0 & liA < 0 ... Ellipse
Beide Eigenwerte besitzen dasselbe Vorzeichen (xlxz > 0).
ay = Ay, A Ay, = 0 (kl = x2) ... Kreis
SOOA > 0 & XiA >0 ... leere Ellipse
ay; = 2,5, A ay, = 0 ... leerer Kreis
AOO < 0 hyperbolischer Fall RIKZ <0

Es gibt keine leeren Hyperbeln
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Die Achsengleichungen der Mittelpunktskegelschnitte

Fir die Vektoren
u(a; e+ aj ey, aj e +aj,e ) und e(e,e,)

galt
. Uy = ey
Q(e) = ue mit u = e » uy = Ae,
LS e(elvez) = e(f, ,-fy) Q(e) = AL
12 . f(fl,fz) = f(—ez,el) Q(T) = 12

e f, - eyt = ef + e% = 1, d.h. e,f bilden eine Rechtssystem

Wir wihlen e und f als als Normalenvektoren

der Achsen eines kartesischen Rechtskoordi- '
natensystems mit dem kUrsprung m. Dann gilt F1(x4_m4)"’g(x[4”¢)"b
nach HESSE 4

ep(xy=m) + e,(xy,7my) = x, £, | %4
fixgmy) + £r(xymmy) = x5 | —ey | &y

(eifyme ) f ) (xmmy) = frx1 = e5%,
T

(e fy-e b ) (x,mmy) = —f,x + e %, ¢, ({-m, e (xzm, ) =0
X,-m, = £.X, - €.X setzt man wie oben

1 2 1 2 3 } f, =e, und £, = -e,
Xo7my = ~fyxy + €1X3 J 55 erhdalt man

X.—m = e ; - e ;
17" 11 2%2 } -

Xy, = €%y *oex,

Nunmehr ist die Gleichung des Kegelschnittes von den alten Koordina-

ten (XI’X2) auf die neuen Koordinaten (§1,§2) umzurechnen.

K(z-m) = [1“(1—1)]aOO+L£?)-L(m)+Q{£)+Q(m)—ZB(E,m) = a5y tK(r)-L(m) +

+ (-Q(m)+2Q(m))-2B(r,m) = ay +K(r)-K(m)+2Q(m)-2B(x,m)
Wegen Q(m) = B(m,m) folgt B(m,m)-B(r,m) =-B(r-m,m), also
K(Z"m) = aoo + K(I) - K(m) - ZB(E—m!m)

und daraus
K(r) = -ag, + K(m) + K(z-m) + 2B(z-m,m) = 0

Wir betrachten den Teilausdruck .
2B(r-m,m) = 2[a11(xl-ml)m1+a12((xl—ml)m2+(x2—m2)ml)+a22(x2—m2)m2] =
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= 2l(xymmp)(ay mita ,m) )+ (xy-my) (a)  my+a,,my)]

201 202
also

2B(r-m,m) = (aOO n aOO) —2301(x1—m1) - 2a02(x2—m2)l

somit

Die Kegelschnittsgleichung erhilt daher die Gestalt

K(r) = -agy + K(m) + K(z-m) + agq ~ L(z-m) = K(m) + Q(z-m)

0

I 1
L(z-m)+Q(r-m)
Es eriibrigt sich noch die Berechnung von

) = - 2 - _ . N2
Qx=m) = a,;, (x;=m;)" + 2a,,(x;—m ) (xy=my) + 25, (x,~my)" =

_ =2 2 2 = = 2_ 2
= xlgalle1+2312e1e2+azze2? + 2x1x2[ a11e1e2+a12e1 312e2+a2261e2] +
Q(e)
-2 2 24 _
t xylager-2a e e %567 ] =
= 32 il -
= xQCe) + 2xyx,le (a0 ta,) e )e,(a, e ta 001 +
f2 u2= llez +f1 u4=7xlei,I
=2 2 2
*xpfeg g fit2a,,f fhtasy ]
Q(T)
Daher
Q(r-m) = X20(e) + 2%, %A [e £ +e £, 1 + x20(T) = A, %2 + A, %2
- 1 17271771517 727°2 2719 171 2%2
A e7=0 X,
Wegen K(m) = AA ergibt sich
00
A -2 -2
+ AXY + Ax2 =0
AOO 171 272
oder
§2 ;2
1 2 _
X + A = + 1
* 1400 *2400
Achsengleichung der Mittelpunktskegelschnitte
AOO > 0 elliptischer Fall Wir setzen o.B.d.A. lxll < lle
32'= 52 S S b2'= 52 S, S
i xIAOO 2 R2A00

L.Fall: sgqA < 0 ® A,A < 0,i = 1,2 (daher sign A, = sign X,)
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a2 >0, b2 50, a2 > bl & 1<)

3 + —5 = 1 ... Ellipse
2

o lkil = Ile, so folgt

X, + = “ue i
1 X5 T Kreis

2.Fall: SOOA > 0 @& XiA > O,i = 1,2 (daher sgn X

a’ <0, b2<0, a’?<v
-2 )
Xl X2
— + —= = -1 _., leere Ellipse
a
22| ’]

{ = sa&n xz)
2

=2 =2

X] + X, L

leerer Kreis

A00 < 0 hyperbolischer Fall Da A

1 und XZ verschiedene Vorzeichen

haben, setzen wir o.B.d.A. sgn 11 = sgn A & AIA > 0 (XZA <M.
17700 2700
-2 -2
X x5
- —=— =1 ... Hyperbel
2 2
a b™
2 X X, X X, =
Da QD)= —5—-—5 = ( Tt s )[ - ] = (@ X +oox,) (B X +B,%))
a b
zerfdllt und die Mittelpunktskoordinaten ﬁi = &2 = 0 verschwin-
den, gilt fir die Asymptoten (Seite 37)
- - - = - §1 “2
(= ) e (xymmy) = agxtagx, =0 = 4 55 =0
- - - = - - §1 §2
Brlx= )+ Bylxymmy) = Byxy+ Byxy =03 5= = 5= =0

Fiir die Richtungsvektoren der Asymptoten und der entsprechenden

Einheitsvektoren gilt

ala,b) a = [ 4 a X 2 - )

a“+b
b(a,-b) b = ( a , —b )
1 22452 1 5242
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Fir den Winkel der Asymptotenhalbgeraden gilt

. 2 2

COSQ=&.b=%—
a” + b
, ) 2 2
X spitz ® cosa >0 & a“ > b
a orthogonal & cos a=0 & a2 = b2
a stumpf ® cos a < 0 @& a2 < b2
Wegen A00 < 0, XIA > 0, XzA < 0 gilt
a2 - - A - 1A
11A00 IXIIIAOOI
w2 o A _ 1Al
XZAOO IXZIIAOOI
Daher
2 > .2 1Al > 1Al 1 > 1 <
a® 5 b° @ ; & ) 5 & I | g
< IKA IAOOI < Ilzlleol lkll < lel |

N

2

Fiir die Nullstelle ¢ der charakteristischen Gleichung galt unter der

Voraussetzung A00 < 0.

= L . = 2 _
M= - [s00 + W] mit W = sOO 4A00 >_ISOO|
ru1=—é—[lsool+W]>0\
1 A> 0> k1=u1, x2=u2,|x1|>lle
S00 > 0 < Hy = -5_[ISOO' - W]l <O
A<O0O> x1=u2, 12=u1,|x1|<|x2i
|u1| > luzl
L
(ul-—%—[—lsool+w1>o\
1 A> 0> xl=u1, x2=u2,lxll<lle
S00 < 0 4 Hy = —5-[—Isool - W] <O
A <023 x =, A =pu A, 1>,
1 72 2 "1 { 2
I“ll > lu2|
\
[ Hy = —%—W > 0 1
Soo = 0 S My = —-E—W <0 lel = '12
A<CO3 A=y, A=l
la, t > lpl 127 2
L 1 2
Hyperbel spitz & SOOA <0
Hyperbel orthogonal (gleichseitig) @& So0 = 0
Hyperbel stumpf & SOOA > 0
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Kegelschnitte ohne Mittelpunkt (Parabeln)
A#0, A = 0

Verschwindet AOO’SO zerfallt Q(r). ggher
K(E) = agg + 2aq;x; + 2agyx, + (g% + ayx))? =
= agy + 2aqyx; *+ 2agyx, + oqx] + 2K X, + x5 =0
200 201 202
ba; ;1 = 01 “% %1%
302 *1%2 “g
0 *y(xjagy~%yagy) % (@jag,=%yag,)
Bag ;0 = | oy(ajagy—aag)) 520020, 2012027%1%2200
—x(agagy=®ag) 8139y %30 “%aoo"agl
A = —(xjag,-wag )2, sgo = ajra)

Analog zu den Verhiltnissen bei den Asymptoten der Hyperbel, ist es
naheliegend, Gerade zu betrachten, die zu a1x1+a2x2 = (0 parallel
sind. .

Wir legen die Parallele durch den Kegelschnitts-

punkt 3 (K(3) = 0). p sei der laufende Punkt. Die %
Gleichung der Parallelen durch 3(21,22) lautet dann ﬂ b

¢ (yy=z() + &(yy-zy) = 0 3 ayy +ayy, = ayz,+X,Z,

Daher gilt 5 5
Q) = (“lyl"'“z_yz) = (a1z1+a1z2) = 0Q(3)

_ _ 2 _ 2
B(p,3) = (aly1+aly2)(alzl+qlzz) = (a1y1+q2y2) = (alzl+a 22) »

B(pn,3) = O(p) = 0(3)
Fiir den Schnittpunkt der Geraden

L =Ap + p3, A+ pu=1
mit K(r) = 0 gilt nach Seite 26

H[L(p) + L(3) + 23(?,3)] + AK(®) =0, A + u=132
"Q(n)+Q(3)'
3 U[K(p)+K(3)]1+AK(n) = 0 = (A+u)K(p) = 0 » Q K(n) = 0 Widerspruch!
0 1

1 Hat das vollstindige Quadrat Q(Y) ein negatives Vorzeichen, so ist
es zweckmaBig, K(I) mit -1 zu multiplizieren.
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Da nicht alle yp auf dem nicht zerfallenden Kegelschnitt liegen

kénnen, ergibt sich ein Widerspruch: Der Schnittpunkt I existiert

nicht.
Umgekehrt gilt: Hat eine — von der Tangente verschiedene - Gerade

durch einen beliebigen Punkt 3 eines Kegelschnittes ohne Mittelpunkt
aufler 3 keinen weiteren Schnittpunkt mit dem Kegelschnitt gemeinsam,
so ist sie zur Geraden A X AyXy = 0 parallel.
Sei 1 = Ap+ugz, A+u=1, K(3) =
uIL(9p)+L(3)+2B(»,3) 1+AK(D)
u + A
HIL(p)-K(p)+L(3)+2B(p,3)] -K(p)
AfL(p)-K(9)+L(3)+2B(p,3)1 [L(»)+L(3)+2B(p,3)]
A und p lassen sich aus diesem System genau dann nicht berechnen,

0. Dann gilt wieder
0 l 1 | -1
1 -K(p) [L(D)+L(3)+2B(p,3)1

wenn
[L(»)-K(p)+L(3)+2B(9,3)] = [-Q(9)+L(3)+2B(»,3)] = 0O

ist, d.h. wenn gilt
Q(p) = L(3) + 2B(Dn,3)

In Koordinatenschreibweise
2 _
(a1y1+a2y2) = L(3) +2(a1y1+a2y2)(«lzl+«222)

Aus der quadratischen Gleichung
2 - -
(2 ¥y (+%,¥,5)7 - 2(a,y +a,y,) (X 2 +0,2,) L(3) =0

folgt
2 L
(a1y1+a2y2) = (alzl+a2z2)if/(alzl+a2z2) +L(3) = (alzl+a222)i4x(3)
Q(3) 0
also

(a1y1+a2y2) = (alzl+a222) > al(yl—zl) + a2(y2~z2) = 0

Eine Gerade dieser Art nennt man Durchmesser der 2///%%//
Parabel. 2 A//r

Wir suchen jenen Punkt s, den Scheitel der Para- A

bel, dessen Tangente auf den Durchmesser normal
steht. Diese Tangente heiBt Scheiteltangente. Die

Tangente in s(sl,sz) hat mit z(xl,xz) als laufen-

dem Punkt die Gleichung

L(s) + L(r) + 2B(s,xr) =0
bzw. gekilirzt durch 2
Y+[a

1€

(aggtag s *ag,s, 01 1% (XS +0yS,) Ix +lag, v, (s +0,s,) 1%, = 0

Analytische Geometrie der Kegelschnitte (Prof. W. STROHER) Seite 51



Diese Gerade soll auf die Gerade a1x1+a2x2 = 0 normal sein, d.h. es

mufl gelten

al[a +al(a1s1+a252)] + az[a02+a2(alsl+a252)] = 0 =

)+(a%+a§)(alsl+a252) = 0 (%)

01

(xjag +xya4,

AuBerdem gilt

_ _ 2
K(s) = 0 = + 2a + 2a + (alsl+a252) (*x)

200 01%1 0252
Berechnet man (alsl+a252) aus (*) und setzt in (*x) ein, und

beachtet,dafp a%+a§ = Sg0 ist, so folgt

2. a..,+X.a
o5 das. = - —17017%2%02 .

500

1

(x +X.. a8

_ 12017%2%02 _
0151 T 2838y = ~agg - 3 =:Cy
S00

y2 (x*x)
2a :

Aus (**x) lassen sich die Koordinaten SysS, des Parabelscheitels s
berechnen. Das System ist nur 16sbar, wenn % 8g, T XyBn, # 0 ist.
Diese Bedingung ist aber Aquivalent zu A # 0 (Seite 50).

Die erste der obigen Beziehungen liefert auch die Gleichung der

Achse der Parabel
*1201+%2%02 _ 0
- =
00

XX Fx Xy

Da die Scheiteltangente zur Achsenrichtung normal ist, mup sie die
Gestalt
- A, X + X Xy = C
haben. Da auf der Scheiteltangente auch der Punkt s liegt, muff ihre
Gleichung eine Linearkombination der Gleichungen (%%x) sein:
Xyt ayx, =Cp bR

2a + 2a

01%1 02¥2 = Cy | H
(ray+2ay W)xy + (Aoy+2ap,H)x, = Ay + G,

Die Faktoren A und ¢ sind so zu wiahlen, daf gilt

Xal + 2a01u =

laz + Zaozu =

- & -

202
~ 291

2

2
1 o

« 1
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A(a

1202 ~ %2201)

2p(agag,

- %agy) =

- (« +

1

]

1201 2202
2—8
2 = Spo

l16sbar,
A= —-(x

wenn

0(2+

1

2
o 1202 T %p2py)” * 0

(04

A = -

+ a.a

1201 2202 S00

%1202

Daher

xq,a
AC, +1C 101

530,

= %agy 2(xjagy = %Haqy)

%12627 %2201 S00

17y T

500

%182027%2301

e P
500 00 2(«1302 - a2a01)

(a +

2 2 2
(xjag+%yag,) 1201 22027 ~200500

2(xjag,=%5a4,)

2

2s .~ (0, & - AN, )
So0 0071702 2701

-, X

271

Gleichung der Scheiteltangente

2
00500

%5801

1201 ¥ %2

2sgg(®*yag, -

(x 02)z—a

X, K, =

An Stelle der erst
springlichen Koeffi

werden. Es ist «

1

Gy = PAyss Xy

iz

=Pag, %

T PR 5 BBy, =

zu berechnendn Gréfen o und azsollen die ur-
zienten der Kegelschnittsgleichung eingefiihrt

= palz, pza11 = 1, bzw. symmetrisch

2

1. Dann ergibt sich aus (x¥x):

ay1851%a 1,8,

2a + 2a..8

0151 0252

oder

201211%202212
S00

)2

(ag 2y 25,8,

200 T 0 <2

11700 Bestimmungs-—
gleichungen
fir die
Koordinaten
des Scheitels

2322221201212
500

2
(agragytag @(y)

2
252500

2012117202212
So0

Achsengleichung
2022227201212
500
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2 2
(agia; *ag,a19) "= agp2Sgg
T3 X ta  x, 2A.S
| 02500

=0
Gleichung der
Scheiteltangente
(ap,8,ta,.a )2 - BrnBAAS 2
02722 01712 00722700
2401500

oder

TAappX tagyxy t

Es ist naheliegend, die Parabelachse und die
Scheiteltangente als neue §1,§2 - Koordinaten-
achsen zu widhlen. Es sei

el(xl—sl)+e2(x2—sz) = 0 Parabelachse

{ - Achse)

fl(xl—sl)+f2(x2—52) = 0 Scheitel tangente

(neue X

-~ )
(neue Xy = Achse) ’5
Wir haben also die Einheitsvektoren e und | so ‘M
zu orientieren, daB sie ein Linkssystem bilden

und | in das Inner der Parabel weist.
1. Die Normalenvektoren

2, 2, 2 2 =1, 050

(oul,oaz), (—ox aal). o (a1+a2) =g s00

bilden ein ortﬁonormiertes Paar von Einheitsvektoren. Zum Zwecke
der Orientierung multiplizieren wir diese Vektoren mit y = =i,
S = %1:
e = (el’e2) = (voal,voaz), T = (fl’fz) = (-50a2,50a1)
2. Damit diese Vektoren ein Linkssystem bilden, muf gelten
e1f2 - e2f1 = (oyal)(oaal) - (ayaz)(—oaal) = 0216(a? + ai) <0
Da 02 und (a% + dg) beide positiv sind, muf8 gelten
¥ < 0235 = -1
3. Soll | ins Innere der Parabel weisen, so muB der Punkt p = 5 + {|
im Inneren der Parabel liegen. Daher mup gelten A.K(p) > O.
K(n) = K(s+f) = [1*(1+1)]aoo + L(s) + L(f) + Q(s) + Q(f) + 2B(s,f) =

= - ag, + L(F) +K(s);+ 2B(s,T) + Q(f) =
0
2 _
= ‘a00+(aoo+2a01f1*2302f2)+2(“151+“%52)(“1f1T“2f2)+(“1f1T“2f2) -
Skalarprod.orth.Vektoren = 0

f2) = 2(301(—50a2) + aoz(ﬁaal)) = 260(a1a02—a2a01)

= 2(ag fy + ay,
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- _ 2
Wegen A = (o:IaO2 a2a01) folgt

AK(9) = ~280(aag,~%ag,)> > 0
Da ¢ > 0 ist, ergibt sich die Bedingung
6(aia02—a2301) <0 (&)
Nach HESSE ergibt sich daher fir die neuen Koordinaten §1,§2
El = fl(xl—sl)+f2(x2-sz) = 06[—a2(x1—sl)+a1(x2—52)] —azay aloy .
Xy = el(x1~sz)+e2(x2—52) = oy[ al(xl—si)+a2(x2—sz)] a106 a208
~oTveyX; = SayR,y1 = 38,07 (a]+al) (x; =5 )
0[7a1§1 + 6a2§2 =L1?.02(a%+a§)(x2~52)
-1 1
Xg = sy = o[’“zfl B 5“1?2] } f s )
Xy = Sy = Tolvmxy 4 0ox,]

K(z-s) = [1-(1-1)]agy + L(x) -L(s) + Q(r) + Q(s) - 2B(z,s) =
= agy + K(r) = L(s) + (-Q(8) + 2Q(s)) ~ 2B(1,s) =
|

2B(s,%)
= aOO+K(E)*K(5)+2B(S,S)~2B($,S) = a00+K(Z)—2B($—S.5) = K(r-s)
L1
0
Daraus
K(x) = -a + K(r-s) + 2B(r-s,8) = 0

00
Flir die rechte Seite ergibt sich unter mehrfacher Verwendung von (%)
und (#), sowie von (%%*x%x) auf Seite 52

0+K(g~s)+2B(x—s,s) = -agyg + L(r-s) + Q(r-s) + 2B(r-s,8) =

o - _ - - 2
= —agg + (agg*2ag, (X =s )+2ay,(x5=5,)) + [& (xy=s )+, (x,=5,) ] +

+ 2Ly (xy=s )+, (x)=s,) [y s +a,s,) = 2a,,0(ye,x ~do x,] -

_ - Xy 10 X “12017%2202
- 23020’[70(1}( +60(2x2]+[ ] +2 (— ) =

1 o7 oy S00
-2
o, 8.+ a X
- - 1y 1 1701 72702 2
=20YX, (B (Xn—A~ K, )+20X [—5a o, ~8a = ]+
170172 027t 2 0171 6272 ‘02 (a%_w%) | 0272
{ 1 | 1
0! '
Es verbleibt also (man beachte 6 = -1 und (&))
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2

x
- _ 2
K(r) = 20X1¥(a1302 a2a01? + —;§—~
>0
Daher 9 3 _
Xy = 2007(xjag, = Xjaq,)xX

. . 2.2 2. _ 2 _ _ 1
Beachtet man noch die Beziehungen ¢ (a1+aa) = 07sgg = 1 0= -;GQE;

2 + _ _
ferner A = —(alaoz~a2a01) = J“A = y(alao2 a2a01) > 0

somit
=2 _ 3 _ - 1 +— -
X, = 20 y(cxlao2 “ZaOI)Xl = 2.————;—— . 4 A Xy
Y s
00
Normalform der Parabelgleichung
— _ ._A — _ —_
X, = 2 33 Xy o= 2p.x1
00
. —A
p:= 3 > 0 Parameter
S00 der Parabel

Normalformen der Gleichungen zerfallender Kegelschnitte

A=20
Mittelpunktskegelschnitte A00 # 0. Bei A # 0 galt (Seite 47)
A =2 -2
+ A X, + Axa =0
AOO 171 272

Fir A = 0 gilt dann
AOO > 0 elliptischer Fall. Wegen sgn xl = sgn 12 ergibt sich

-2 -1 _
l)\llx1 + llex2 = 0 ... Punkt

A00 < 0 hyperbolischer Fall. Da A, und 12 verschiedenes Vorzeichen

1
haben, ergibt sich

I%II§% - llegé = 0 ... schneidende Gerade
Kegelschnitte ohne Mittelpunkt A = 0

00

SOO = ( Doppelgerade [o, + o, x, + o,X 2 _

0 1% 2%, 1

Naheliegenderweise wdhlen wir

Analytische Geometrie der Kegelschnitte (Prof. W. STROHER) Seite 36



al' az
, }, ferner seji oiz —m@8 —
V=T R T o

Dann kann man setzen

e(el,ez):= e(

T E e Xy T eyXy =X
g - €5, + e Xy = X, B beliebig
daher

-2
X

5 = 0 ... Doppelgerade

Sap < O Parallelenpaar [u0+a1x1+G2X2][50+51X1+32X2] =0

X, = pa;, B =oag

_ _ po = 1
%y = P2y, By, =oa,

%an. PBO sind Nullstellen der Gleichung

2 -
allx - 2a01x + aOO = 0

Es ist naheliegend, die §1~ Achse in die

Mittellinie der parallelen Geraden zu

legen (Seite 11).

o + Pa Xy + P2 Xy = 0 g ... 1.Gerade %)
BO + Oa“x1 + 0a12x2 = ( P ... 2.Gerade
!(oao + pBQ} + Zpoallxl + 2poa12 = 0 ... Mittellinie
2a01
211
daher, geklirzt durch 2 und erweitert mit a4 und wegen pcral1 = 1
291 Y 31Xy Y 2%y =0 1
oder aus Symmetriegriinden } Mittellinie
By * 8%y T apyx =0
a, a a
Setzen wir e(el,eZ) = e{ 11 y 12 }, anm 01
¥ az +a2 Y a2 +a2 a2 +a2
11 712 11712 11 712

{(oder symmetrisch in den Indizes 1,2), so kann man setzen

%

a + e x, + €,X,y = X,
b - €5%, + e Xy = §1 b beliebig
-2 r2
Dann gilt Xy = Wir haben also noch den

Abstand der beiden Parallelen zu bestimmen.

Wahlen wir auf jeder Geraden einen beliebigen
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Punkt a bzw. b, so gilt

r = |(a-b)el
Wahlen wir z.B. entsprechend ($) die Punkte
a B a a
a[— pao ,0), b(— =0 ,o) und e S — 12 , so folst
11 11 1/ 2 + 2 /’ 2 + 2
2117212 2117212
(pBn—0T0.) a a2 (pB~—0x )2
o - 0 0 11 2 _ 11 0 0
r = l(a-b)el = 5o . A 3 3
{ 11, 2 2 al , ta
1 all+a12 11 712
Es gilt
A = 3. .a —a2 = 0 = a2 = a,.a > a2 +a2 = a, , (a,~*a,,) = a, ., s
00 11722 <12 12 11922 11 712 11722 711 11700
Demnach 5
2 _ 211 (PPymoy)
7 =
$00
Nun gilt nach VIETA
2a
01
pB, + oo, = ——————
0 0 ay
a
00
pox B =
1 1o} a11
2 2 251 = 200211 484,
(PB+00g) % = 4(poagBy) = (pBy=oay)? = 4[ ; ] - 22
a a
11 11
4A a 4A
r2 = - 22 . 1 _ . 22 3 a,.s r2 = —4A bzw.symm.
2 s a,.s 11700 22
ay 00 11700 a- s .12 = —aA +
22700 11
2 _ .2 2 _ - _
(ag*ay,)sggT" = sgpT = —4(A | #A,y5) = —4544

Daraus ergibt sich die symmetrische Darstellung
48

2 _ 00
ro= 2
$00
woraus die Normalform der Gleichung folgt
S 1S A1
-2 _ 700 _ 00
x2 = 52 = 52 Parallelenpaar
00 00
S > 0 leeres Parallelenpaar
0o 1S, 1
-2 _ _ 00
X2 T 2
500
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EBENE SCHNITTE VON DREHKEGELN

Die Ellipse 0 > 0, (0 # —g-)

PF = PK = P, K, = P’X

070
P1 = PL = P”L”
A L”XP” ... Sinussatz »
. 14
an - Sln(T"O) _ cos O e
P"L” -!_(.— - cos ® .

sin( 3 +0)

g > WD cos 0 { cos W=ae <1

PF _ cos o _
PT = cos o - ¢ ¢ 1 0 <«

l1...Leitlinie, F Brennpunkt, € numerische Exzentrizitiat

\e. | /

Die Hyperbel o < w

PF = PK = POKO = P”X

P1 = PL = P”L”
A L”XP” ... Sinussatz =
. 4
P"X _ sxn(-§-~o) - Los o _ .
P”’L” n cos ©

sin(-a-—w)

QF = QM = QOMO = QY

Ql = QN = Q”N”

A N"YQ” ... Sinussatz = {
Q'Y sin(-%—+0) - coso _ |
Q”N" T T cos @

Sin(?r—w)

O < W=>cos 0> ww=>eE > |

PF _ cos o _
Pl =~ cos w > 1

!
!
!
!
!
!
!
i
i
i
!
!
!
!
t

\

i
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Die Parabel o = o

PF = PK = PgK, \ L K Ke
Pl = PL = P’L” =F%K0 i
pF _ Fofo _ Lo e
PL POKO ‘
Po
Sonderfille
o> we €259 _ ¢ ¢ 1 elliptischer Fall

cos ©

!M "F=M
/ o 5F '
F auf 1, e<1 a=-§, €=0, F=M =0, € <1 =0, a=-§-,55=0
Kegelschnitt 1 existiert nicht Kegelschnitt 1 existiert nicht
ist ein Punkt Kegelschnitt ist ist eine F=M, Kegelschnitt
ein Kreis Ellipse ist ein Kreis
o we —§§§~% = € > 1 hyperbolischer Fall

F auf 1. Der Kegelschnitt zerfallt

in ein Paar schneidender Geraden
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g =W, € = | parabolischer Fall

\ N

f auf 1, € = 1 o=0w=20, €=1 g=w=20, € =1
Doppelgerade F existiert nicht F auf 1
Parallelenpaar Doppelgerade

Man nennt Schnitte von Drehkegeln fokal erzeugbar, wenn F und 1
existieren. Andernfalls heifen sie fokal nicht erzeugbar.

Fokal erzeugbare Kegelschnitte:

Ellipse. Hyperbel, Parabel
Punkt, schneidendes Geradenpadar, Doppelgerade

Fokal nicht erzeugbare Kegelschnitte:

Kreis; Parallelenpaar
Bei fokal erzeugbaren Kegelschnitten heiBen die Geraden PF Fokal-
strahlen, die Geraden durch P + 1 Leitliniennormalen.
Wir zeigen nun die Umkehrung:
Die Menge der Punkte einer Ebene, fiir welche gilt

_PF
Pl

ist der ebene Schnitt eines Drehkegels.

= € = const. S

Planimetrische Vorbemerkung:
Bewegt sich der Punkt P von H
weg,so vergriflert sich sein
Abstand d vom Kreismittelpunkt M
(PYTHAGORAS). Speziell gilt:

x <R=a>d <D

x >R=>d>D
Nun gilt

d<D = d2<D2 » t2+r2 ¢ T24r2

2 2

<T

> t
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Die Potenz der Punktes P beziiglich des Kreises wachst mit dem Ab-

stand des Punktes P von H.

Wir lassen die planimetrische Figur
rotieren und betrachten den Kegel
mit der eingeschriebenen Kugel. Fir
alle Punkte der Ebene B ist der Ab-
stand zur Ebene a gleich z. Ist P
auf dem Kegel und ist T = PK die

Tangentenstrecke an die Kugel, so

gilt
T 1

Z  COS ©
Daher gilt filir die Punkte der Ebene

B fiir die Tangentenstrecke t an die

Kugel
P im Innern des Kegels t < T ) [ <)
P auf dem Kegel t =T & L 4 = & —L
z cos ©
P im AuBern des Kegels t > T J t > J
Ist P ein Punkt der Ebene 7, so gilt stets
-%T— = sin(-%——o) = cos 0  z = Pl.cos ¢

daher t ¢ 1

t _ S S
"z Pl.cos ¢ > cos ®

Daraus folgt

[ im Innern des Kegelschnittes )

;1 é gg: Z je nachdem P 4 auf dem Kegelschnitt $ liegt

k im AuBern des Kegelschnittes

In der Ebene ¥ sei eine Kurve C durch die Eigenschaft-I%L = € gege-—

ben. Ist diese Kurve ein Kegelschnitt?
Wir wahlen eine beliebige, ¥ in F beriihrende Kugel. Sei A ein Punkt
auf der Normalen aus F auf 1, fiir den gilt
AF _
Al - ¢

Aus A legen wir parallel zur Geraden 1 die Tangentialebene an die

Analytische Geometrie der Kegelschnitte (Prof.W. STROHER) Seite 62



%n J /A el o

Kugel. Den Beriihrungspunkt B verbinden wir durch eine Ebene mit der
Geraden 1. Der Schnittkreis dieser Ebene mit der Kugel ist der
Berithrkreis des gesuchten Kegels. Diesen Kegel schneiden wir mit der
Ebene 7. Dann gilt fiir jeden Punkt P des entstehenden Kegelschnittes

k die Beziehung

t - PF . _Cos O
Pl Pl cos @
Da laut Konstruktion der Punkt A auf dem Kegelschnitt k liegt, gilt
auch
t . PF _ AF _ _cos ¢ _ €
PI = Pl =~ Al = cos @

Diese Beziehung gilt fiir alle Punkte des Kegelschnittes k, aber
definitionsgemidf auch fiir alle Punkte der urspriinglich definierten

Kurve C. Daher ist C identisch mit dem Kegelschnitt k.
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Gleichungen der fokal erzeugbaren Kegelschnitte

Sei F(FI’FZ) der Brennpunkt und
- 2 2 _

1 ... e X + €,X%, + c =0 ey + e, = 1

die HESSEsche Normalform der Leitgeraden, wobei wir
die Normierung so wiahlen, dap gilt

e, F, + e, F. + c=d > 0

171 272
dann folgt 9 2
: (x,-F, )“+(x,-F,)
%%? = -é% =€ > 0 = rz = 1 1 2 % , daraus
s [elx1+e2x2+c]
2 2

-2 52 2 2 2 2 2
(e”c = F2) + 2(¢€ e1c+F1)x1 + 2(¢ e20+F2)x2 + (¢ e l)x1 +

2 2 2 2 _
+ 2€ €185X X, + (¢ ez—-l)x2 = ()

Normierte Gleichung

Durch Multiplikation mit einer Konstanten k # 0 geht die Normierung

verloren und man erhilt die allgemeine Gleichung. Ihr entspricht die

allgemeine Matrix

ezcz—F%—Fg 62e1c+F1 3 ezc+F2
6281c+F1 €2e%—1 € e e, * k ... Allgemeine Matrix
€2e2c+F2 Ezele2 8233—1

Ferner gilt

-ij— A00 = 1~52

—1—1{5—- Ay, = e7e e, Fy) = (e%e2-1)F, + e%e c

-ié—-Aoz = ezelezF1 - (eze%-—l)F2 + ezezc

é— Ayp = —€2(Fye,+c)” - Fo(e?ed-1)

'11:2““ Ay = €7c(Fye +F e)) + €2e o) (F{+F3) + F|F,

—1-’{-5—- Ay, = —€2(F e +c)? - F2(e?el-1)
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Es ist zweckm#fig, in den Aij die GropBe ¢ durch die geometrisch re-

levante GroBe d vermdge

c + elF1 + 82F2 =d > 0
zu ersetzen. Dann gilt
1 2
—~—=— A = 1 - €
k2 00
1 - .2 2
fg5~ A01 = Fl(l €7) + ¢ eld
i _ .2 2
k2 A02 = F2(1 E7) + € ezd
1 _op2i o2y _ o2 -
k2 A11 = Pl(l £79) €“d(d 2e1F1)
1 2 .2
k2 A12 = € d(F2e1+F1e2) + F1F2(1 £7)
1 e w22y _ 2 _
k2 A22 = F2(1 £7) £“d(d 2e2F2)

Ferner ist A = aOOAOO + aOIAOI + 302A02
Man findet

— A = €747 = p2 mit p:= ¢€d > O

p heift Parameter des Kegelschnittes

Klassifikation der nichtausgearteten Kegelschnitte
A#08®ece#z0Aadz#0epz 0

2

o _
Ellipse: —~§-A00 > 0 e Agg > 0 & | e” > 08 e” <1 ece <1

, K
Hyperbel: ——=—A. < 08 A. <0681 -€2<0@e>1aecd>l
Hyperbel: —5-Aq, 00

K
1 _ _ 2 2 _

Parabel : > Agp =00 App=0e1-e?=06c=16c=1

Fiir die Eigenwerte von A00 ergibt sich (wegen e%+e§ = 1)
k(e%e?-1) - ke’e e, ) ) s o
5 2 9 = A7 k(e -2+ k“(1-€7) =0
ke e, e, k(e e -1) - A

A = -%-[k(ez-Z) + //k2(€2—2)2—4k2(1—82) = '%5[(82‘2) x e?)
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Ay
Ay

k(€2~1)
-k

Spezielle

Die normierte Gleichung lautete,

Gleichungsformen

bei allgemeiner Lage der Leitlinie

c+elx1+e2x2 = 0 und des Brennpunktes F(FI’FZ):
22 .2 4,2 2 2 2 2 2
(e7c -F1~F2) + 2(¢€ elc+F1)x1 + 2(€ e2c:+F2)x2 + (€ el—l)x1 +
2 22 2 _
+ 2€ e 85X, X, + (¢ e2—1)x2 = 0

Durch spezielle Wahl dieser Angabestiicke ergeben sich Sonderformen

der Kegelschnittgelcihungen.

1. Leitliniengleichung. Leitlinie ist Ordina- o
tenachse, Brennpunkt liegt auf der Abszis- A A X(
senachse. in diesem Falle gilt fir die ?“W”
Leitlinie: d _
n=0sc=0,e =1, e, =0, / Fld,0) T
F1 = d, F2 = 0
2 2...2 2 . . .
-dT - 2n1d + (1-¢ )n1 + n2 = 0 Leitliniengleichung
2. Fokalgleichung. Brennpunkt ist Koordina- A ‘§z
tenursprung. Es gilt A X('
Leitlinie: d+§1 =0, ¢c = d, e = 1, e, = 0 §“?ﬂ
Brennpunkt F(0,0), Fi = 0, F2 = 0 A’ -
Es folgt 0 F £1
—e242 - 2d£2€1 + (1—82)5% + E% 0
und wegen p = £d ergibt sich
~p? ~ 2ept, + (1-e2)E? 4 €2 = 0
Fokalgleichung
Aus der TFokalgleichung ergibt sich die _
Bedeutung des Parameters p: ¥
fy =028 ==*p o
Der Parameter ist die Ordinate im Brennpunkt F.
Unformung der Fokalgleichung
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(-p?-2epE ~e?E2) + (£2482) = 0

2 2 2 2 _
_(p+e£1) + r" =0 = (p+eEl) r° =032 X(f/l,fa_)

[(p+eE;) + rl[(p+e€) — r] = 0 o
Wegen EI = r.cos ¢ folgt o ¢
p+ €r.cos ¢ + r =03 p + r(l+ec.cos @]

I It
o
~
)
<
"

p + er.cos ¢ - 1r =022 p - r(l-e.cos ¢]

daher

P
r = — (1)
1 £€.cos @ £,p.€ > 0

-P
1 + €.cos ¢ (2)

=
i

Die obigen Beziehungen sind einzeln keine Kegelschnittsgleichun-—
gen, da sie ja nur Teilbeziehungen der Fokalgleichung darstellen.

Daher gilt bei der Hyperbel (1) nur fir den rechten, (2) nur fiir

den linken Ast.
Bei Ellipse und Parabel liefert nur (1) Kurvenpunkte, da wegen

€ £ 1 und p > 0 die Gleichung (2) nur negative Werte fiir r

ergibt. _
Wir suchen den Schnitt des Kegelschnittes mit seiner Leitlinie
2
1o g =-d=-Bs ploep BB g2 -0
€
2
E% = - -Eé— ... Die Leitlinie schneidet den Kegelschnitt nicht
s

Darstellung der Polaren des Punktes D(YI;Y7) im Fokalsystem.

Aus der Gleichung —p2 - 26pE, + (1—52)5‘;' + g% = 0 ergibt sich die

Polare nach Seite 27
2 , .2 —
-p “59(51+Y1) + (1-e )Elyl + Ezyz = 0

a2 _ o2
d (p +Epy1) + [ €P+(1 € )yl]EI + y2§2 =0

Fiir den Schnitt der Polaren von » mit der §

Leitlinie & = - £ ergibt sich | V% ‘9

-(p2+€py ) + [—6p+(1~82)y ](—-E—) + vy, E, =0 =

1 1 € 272
y Y Polare.

E, o= D IR .

2 € AN -
A4 |F £,
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Yy
Der Schnittpunkt xr (- ~§,-%—-§f—) existiert, sobald Yo # 0 ist. Wegen
2

:;1)=-—Ry1+—p— = (0 folgt r + p,.

€ € yl

Dies gilt speziell, wenn » auf dem Kegelschnitt liegt.

¢ 2 % ﬂbn?@wﬁb

€ [ hgl

4 F }’,,
Wir berechnen den Winkel T zwischen Tangente und Brennstrahl aus dem

rechtwinkeligen Dreieck A rFy.

2 2 2
2 2y 2 vty
l;lz = p2 + p2 é = p2 . 12 2 Wegen r2 = II)I2 = y? + y%
€ € N 3 y
. 2 2
folgt 1g12 = o X0 g - BT _ _p  Inl_ g,
gt il = 5. = ¢ - Ty T = ¢ Oy.1 » caher
€ Y5 2 2
izl p _Inl 1 P 1 d
tan T = —=— = ) ] = . =
20 Y e " Ty,l Y e~ Ty, Ty, 1

Der Winkel T ist also nur von y., abhéngig!

Fir Punkte D(yl,O) auf der EI~Achse ergibt sich als Polare
-(p2+€py1) + [-—Ep+(1-—62)y1]§1 = (0, also eine Parallele zur 62—Achse.

Speziell ergibt sich fir den Brennpunkt F = 9(0,0): —p2 - Ep&1 = 0 3

£, =~ £ =~ -4 ... Die Leitlinie ist die Polare des Brennpunktes.

Die &2—Achse schneidet den Kegelschnitt in einem Punkt mit der Ordi-
nate 62 = xp (Seite 66). Nunmehr bestimmen wir die Schnittpunkte des
Kegelschnittes mit der EI—Achse:
2
gz = 0 3 ""p“ - 2€p€1 + (1"‘62)&% = = {J
1. Fall: € = 1 ... Parabel. Es gibt nur einen Schnittpunkt
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*pz - 2€p§1 = 0 » El = —-%— S(*-%L,O) Scheitel der Parabel

2. Fall: € # 1 ... Ellipse und Hyperbel. Es treten zwei
Schnittpunkte auf

2
(1-e2)E2 - 2ept, - p? = 0

) v +
El = 1 5 [ep % //82p2+p2(1*€2)] = 1 5 [ep £ p] = - p-§§~*l~
1-¢€ 1-¢ £7—1

Es existieren daher die beiden Schnittpunkte

Al(*'gﬁT“,O), Az(--E§T~,O) Fokalkoordinaten der Hauptscheitel
Der Mittelpunkt M(ml,O) der Strecke AIAZ hat die Koordinaten
my = fg't'eil - EEI ] = —ge
£7—-1
M[~—;££;— ,OJ ... Fokalkoordinaten des Mittelpunkts
-

Der Scheitel A1 existiert in jedem Falle. Es ist daher nahelie-
gend, ein neues Bezugssystem einzufihren, in welchem A der neue
Ursprung wird, die Ordinaten aber unveridndert bleiben.

3. Die Scheitelgleichung. Ein Scheitel des

Kegelschnittes ist Koordinatenursprung.
Die neuen Abszissen gehen aus den Fokal- ;; ‘fl

abszissen durch die Transformation

=8 " = 85 Tx

hervor. Setzt man in die Fokalgleichung :

£ I
~p? - 2epE, + (1-e%)E2 + £2 = 0 ein, so 1re ! 5

= ;
findet man A4 %
: A p 2.2 2p p> 2
-p "ZP[CI"“ €+ 1 ]€+ (I—E )[Cl - €+1 C1+ 2 ] + Cz -
(€1+1)
, 2 .2 2
‘2P§1 + (1—6 )Cl + Cz = ()

Rechnet man die iibrigen Bestimmungsstiicke von Fokalkoordinaten

auf Scheitelkoordinaten, um so findet man
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Darstellung in Scheitelkoordinaten

2..2 2 _
-2pT, + (1-e)T7 + €5 = 0

) _ ey .
Cl + c(erl) = 0 ... Leitlinie
_2p i . 2
Al(0,0), A2( 1—52 ,0), M( 1—52 ,0), F( Y| ,0)

Der zweite Scheitel A2 und der Mittelpunkt M

existieren nur, wenn € # 1 ist

Die Parabel. (¢ = 1) Die Scheitelgleichung lautet --2pl,’1 + C% = 0.
Setzen wir Cl = Xy, C2 = X5 SO folgt

2

Xy Normalform der Parabelgleichung

= 2px1

Xy + P -0 ...Leitlinie, F(-g—,())

£,
L A=l ‘Y/j//
’[’ ¢
T T f5>\.
>
| A I%L N
X| | \
' |2 \.\N
Pl P2 g| P/ — - X
’ P/ F " 1

Den Parabelpunkt Y(yl,yz) konstruieren wir definitiondgemiB vermége
YF = YL. Die Parabeltangente ist durch den Punkt X festgelegt (Seite
68). Da die beiden rechtwinkeligen Dreiecke A XFY und A XLY in den
Seiten YF = YL sowie in der Hypotenuse XY iibereinstimmen, sind sie
kongruent und es gilt 2 FYX = < LYX = t. Da die genannten Dreiecke
beziiglich XY symmetrisch liegen, ist LF 4+ XY und die Strecke LF wird
durch die Scheiteltangente halbiert. Nach Seite 68 ist

tan T = d = —B % ¢« PLF = 1
lyzl |y2|

Errichtet man im Punkt y auf die Tangente die Parabelnomale und

schneidet sie mit der Parabelachse im Punkte N, so ist <« ZYN = v und
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aus der Kongruenz der rechtwinkeligen Dreiecke & FPL und A NZY

folgt PF = NZ = p. Die Subnormale einer Parabel hat in jedem Para-

belpunkt die konstante Linge p.

4. Die Mittelpunktsgleichungen von Ellipse und Hyperbel (¢ # 1)

Wir fidhren ein (xl,xz)— Koordinatensy- I&‘ hxm
stem mit M als Ursprung ein. Dann gilt fX
|
¢, =x, + —B— ¢ =x 4 |
1 1 1—52 2 2 ez £ | <
Die Scheitelgleichung nimmt daher die L . 4
Gestalt an Aq M An Y
—2pC, +(1-e2)224t2 = 0 » —2p|x + —B— [+(1-62) [x,+ —B— [24x2 =
1 172 172 1772 2
2 2.2 . .2
= = - B 4+ (1-e%)x + x5 =0 (%)
1—82 1 2

Fiir Brennpunkt F, Hauptachsenendpunkte A1 und A2 sowie fir die
Gleichung der Leitlinie findet man

F[.__EL,O]’ A (.._2___,0)' A (_2__.,0)
2 L 2\ _.2

x, + —E2—— =0

Leitlinie

1 e(l—sz)
Fiir den Abstand des Mittelpunktes von der Leitlinie ergibt sich
Ml = h:= ——P—T—l
E(1-€7)

Da die Gleichung (x) bei Ersetzung von X durch —X in sich

iibergeht, muB es aus Symmetriegriinden noch einen weiteren Brenn-

punkt F —JHL—,O und eine zweite Leitlinie 1,: x -—P -9
2 2 2 1 _.2
i-€ e(l-€”)
geben.

2

Analytische Geometrie der Kegelschnitte (Prof.W. STROHER)

Seite 71



2 2
2 X X
P (1-e2yx24x2 = 0 = 1 + 2 =1
1 2 172 2
- P
(1-¢2)2 (1-¢2)
F (~ £p ,o) , F ( p ,0) , A (— ,0] , A ( P ,0}
1 1—32 2 1-52 1 1__52 2 1—52
1, x1+-———E—§—— =0, 1, ... xl—————2~§~— =0
€(1-€e7) e(1-e™)
Mll = M12 =h = ——“JLTT—
e(l1-e™)
Mittelpunktsgleichungen (€ # 1)

Ellipse € < 1. Wir setzen

2 2
2 ) bli= B o.2 —EP_ Jineare Exzentrizitit

a’1= , 1= ,
(1-€2)? 1-¢2 {-e2
Mit diesen Bezeichnungen folgt
h = P - p . R (1-e?) = p’ . (1-¢?) = a’
= e(1-e?) e(1-e2) (1-€2) P e(1-e2f £p e
)
2.2 p? p2 2 1-(1-e2)  p2e? 2
2-b = 72 7. <P 3.0 = 72 T8
(1-€7) (1-€e7) (1-€7) (1-€7)
. P e b2 P b2
Mit a = 1_€2 folgt sofort € = P = oo d = e = =
x2 x2
1 + 2 _ 1
2 2
a b 5 2
e2=32“b2ya= ’)!ez'—?—!p=b 9d='£—=b
2
h = 22—
e
Ellipse in Mittelpunktskoordinaten

Die angegebenen Gropen gestatten folgende zeichnerische Darstellung
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o

Beziehungen zwischen den Brennpunkten einer Ellipse

gegeben: Fl’ 11, Y, gesucht: F 1

2 ’

2

Wir bestimmen zunichst die Hauptscheitel A1 und A2 vermdge

AlFl _ A2F1 e - YF1 ] Ty
Alll A211 Yl1 Sy
Damit ist M als Mittelpunkt von A1A2 bestimmt. F2 und 12 sind zu F1

und 11 beziiglich M symmetrisch. Dann gilt
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T r
Sl = 3 = £ und sl+s2 = 2h = -—~22—§——, daher
1 e(1-e™)
T r T s T s r,+r s, +s
51"—"5 =}r1=s =érl+1=~-——-1—-—+1$ 12: 12:—2—1—1——
1 2 2 2 $) T ) 59
T2 2 2
r1+r2 = = 2h = €, P 5 = p2 = 2a daher
2 E(1-€7) (1-€e7) ‘
r1+r2 = 2a
Fir den Winkel v gilt tan t = -Eg— , d.h. T tritt an ry und r, auf:
2
Die Tangente in einem Ellipsenpunkt halbiert den Nebenwinkel der
Fokalstrahlen.
Seien Xl, Xz die Eigenwerte von A00 und sei IXII < IXZI. Nach Seite
66 galt (e < 1)
b 2
A, = k(e =1), Ay = = k. Also A1 = Ik(e <1)1 < M,) = I=kl = IKI
_ 3.2 2., 2
A= kp“, A00 = k“(1-£%) > 0
2 A _ K302 ) 02 3
Aot K2 (1-e2)k(e2-1) (1-e2y2 b2 ) Y
"“"—"-—"1—"8 - el
b2 _ A ) k3p2 ] p2 a2 xz
Aoty k2 (1-¢2) (k) (1-€2)
A AL—A A~—A
Daraus 62 = |- xl = 2X 1 > e = 2% 1 1x1| < lle
2 2 2
- 3.2 _ _ 3
Aus A = k"p” und k = - 12 folgt A = - sz , daher
/ A
p =+ ——=
/ A2
2
Ist e der Richtungsvektor der x,—Achse, so erhdlt man die Brenn-

{
punkte f1 und f2 durch §

Scheitel durch a

berechnen lassen.

1,2

= Mmtae Uusw.
1,2 ’

Die Leitlinien berechnet man als Pol

Brennpunkte.

= mtee (m...Mittelpunkt) und die

da sich alle GroBen aus p und €

aren der
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Hyperbel. € > 1 Wir setzen

2 2
a2 = ——Tfl—a—, b2:= ——%%———, er= ——%?l— lineare Exzentrizitit
(e“-1) (e“-1) (e“-1)
. p a2 2.2 52 2
Wie bei der Ellipse folgt: h = 5 = ——,a%+p” = —-5—&—2- = e
e(e”~1) s (e“-1)
x2 x2
1 _ 2 _ 1
a2 b2
X, = % —p-x Asymptoten
2 a 1
2 2
ez-_—_a2+b2,a=_£___,€=_§..,p= _L,d=_&=~.
2 a a €
£7—1
a2
h = -

Beziehungen zwischen den Hyperbelbrennpunkten

g eg.: Fl’ 11, Y, ges.: F2, 12. Wir bestimmen wieder die Hauptschei-
tel Al’ A2 vermiége

AIFI _ A2F1 e YF1 ) r,

Alll A211 Yl1 Sy
Damit ist M als Mittelpunkt der Strecke A1A2 festgelegt. F2 und 1,
sind zu F1 und 11 beziiglich M symmetrisch. Es gilt
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r r r s
= = _;2_ = € und sz—s1 = 2h = 25 > r2 = 52 >
i 2 e(e”-1) 1
r s ra—T S~—S r
—;2-—1 = -—2——1 3 2_1 2s L, r,-r, = Sl .2h
1 1 1 1 1
- e__ég———- = —%?L- = 2a, daher
e(e”=1) £°—1

T,~r; = 2a. Analog fiir den zweiten Hyperbelast: r,-r, = 2a, daher

lrz—rll = 2a

Fiir den Winkel T gilt: tan t = —gﬁ}7~, d.h. T tritt an r, und r,
2

auf: Die Tangente in einem Hyperbelpunkt halbiert den Winkel der
Fokalstrahlen.
Es seien Al und kz die Eigenwerte von A00 und es sei XIA > 0. Wegen

A = k3p2 hat A stets dasselbe Vorzeichen wie k und wegen 82—1 > 0

hat kl:= k(ez—l) dasselbe Vorzeichen wie A. Wir setzen daher (vgl.

Seite 66)

- 2_ - 12,2
Xl = k(e™-1), 12 = -k, A00 = -k“(e"-1) < O
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32 = - A = k3p2 - p2
Agot K2 (e2-1)k(e?-1) (e2-1)2 o2 ) A
b2 ] A ] k3p2 _ p2 J a2 x2
Apgo?s K (e?-1)k & -1
A A, —A P
Daher €2~1 = - 'Xl_ > €2 = -—gi—l—— s |e=1 —Q;T—L—- A > D
2 2 2
Aus A = k3p2 und 12 = -k folgt A = ~x§p2 Y p = "'éﬁ"
A
2
Wie bei der Ellipse gilt (mit ¢ als Rcihtungsvektor der Hauptachse)
Brennpunkte TI 5 = mtee
Scheitel a 5 = mtae
Leitlinien Polaren der Brennpunkte

Leitlinie und Brennpunkt der Parabel
Bei der Parabel giilt

e=1, p=d, 1 ... c+elF1+ezF2 =d=p > 0
2 L2 .2
c nFl-Fz elc+F1 e20+F2
_ . 2 .32
“aij“ = e c+F, e ee, 1.k A =k'p
)
e2c:+F2 ele2 —e]

i
LA, =0
k2 00

1
—— A = e,p

5
K2 01 1

i
—5 A = e,p
k2 02 2
_1 P — e

7 Ay = p(p=2e,F )
k

1 -
2 Ay = ple Fyte F i)
2 h22 T p(p-2e,F,)

Aus diesen Beziehungen findet man
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01
e, = , €4 = (%)
1 kzp 2 kzp
_ A, +A S
2
(Ay*Agp) 5 = ~2p(p=e|F —eFp) 3 ¢ = ~—i—Z2 o 00
k ' I 2pk 2pk

Daher gilt fiir die Leitlinie ele+e2x2+c:

L

2A01x1+2A02x2-—S00 = 0

Gleichung der Leitlinie der Parabel im allgemeinen Bezugessystem

Ferner folgt aus (%)

A A
{ _ 01 02 . _
App = p[ A Fl] > AgaF +Ag Fy = Ay

K2 k“p k“p
L (A, -A.) = p p~2~égg-—F - +2-§91—F s 2A- F ~2A..F. = A, ~A
2 ‘01172 2 27 P 2 1 01717 “%02%2 117722
k k% p k“p
AgaFithg Fy = Apy
2801 F7280,F, = A -Ay,

Gleichungssystem zur Berechnung des Brennpunktes
der Parabel in einemallgemeine n Bezugssystem

DiE KeGELSCHNITTE ALS MENGE IHRER TANGENTEN
(A # 0)
Welche Beziehung muff zwischen den Koeffizenten der Geraden
c0+clx1+02x2 = 0
stehen, daf diese Gerade Tangente an den Kegelschnitt K(r) = 0 ist?

Im Punkte » lautet die Gleichung der Tangente

(aggtag ¥y *agyyy) * (ag ta(vi+a ,5,)x) + (8gy+a ¥ %a,y,5,)%, = 0
Vergleich der beiden Geradengleichungen ergibt
PCq = agotag Y *ag,yYy | Agg | Aot | Aoz
Pey = agta v ta Yy | Agr | A | Ao
Pey = agyta v *ayyyy | Aoa | A1a | A2
Seite 78
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A Y +

PAggC0*A01°1402%2) = (BgpP00* 201201 202%02)

A

007211
0

1280112928029

+ (301A A +

' 01+212802)Y

+ (agyhgpta

Also
P(AGpCotAg C HhAgpcy) = A

PlAg eotA oA ,Cy) = A,y

12C17495¢5)

©1%Ag2%3)00

PLAG,Cco+A = Ay,| cy

+ (A

c~tA, ,C,+A +

01%01A11C1 A 9000y
= A§00+cly1+c2y2? = 0
)

Ordnet man nach den c;, SO ergibt sich

PL{Agc* Ay

+ (A, ~C +A1201+A2202)c 1

0270

Die Gerade
c0+c1x1+02x2 = 0

ist genau dann Kegelschnittstangente, wenn gilt

2 2 2
AOOCO + 2A01c0c1 + 2A0200c:2 + A“c1 + 2A120102 + A2202 = {
“"Beriithrungsbedingung”
Sonderfidlle der Berﬁhrungsbedingung
, . . 2..2 2
1. Scheitelgleichung. —2Cip+-(1~e )C1 + C2 = 0
0 -p 12 5 0
2
lag 0 = |-» 1=¢% of Ua Il =]p O
2
0 0 1 0 0 -p
Die Beriihrungfsbedingung der Geraden
Coteybyteyty = 0
lautet
2, 2 2 2 _
(1-¢€ )c0 + 2pcoc1 - pc, = 0
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2. Mittelpunktsgleichung von Ellipse und Hyperbel:

2 2
X X
Loy g =1 o b2x2 +a2x2 - 22p2 - ¢
a“ b 1 2
I N +alb? 0 0
_ 2 _ 4.2
Haij" = 0 b 0 "Aijﬂ = 0 Fa'b
0 0 a2 0 0 -a2pt

Die Beriihrungsbedingung der Geraden
cg + c ¥y + ChXy = 0
lautet

Ellipse
2 . 22 2.2 _
ico F a“cy - b c, = 0 {

Hyperbel

3. Scheitelgleichung der Parabel: x% = 2px1

0 -p 0 0 p 0
"a”" = 7P 0 0 "Al;)" = Ilp O Oq
0 0 1 0 0 -p©

Die Beriihrungsbedingung der Geraden
€y + C ¥y + ChX,y = 0
lautet 5
20001 — pc, = 0
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Klassifikation der Kurven 2.0rdnung K(x) = L(z) + Q(z)

2 2
L(;)= Ay +2ayX, +23X,, Q(F) =8y, X; +28,,X,X, + 85, X5

Singuldre Kurven 2.0rdnung (A = 0)
Aco | Soo = AgotAsy

<0 (<0) Paar schneidender Geraden

K(x)=[og + 0, + X, [Bo +BiX, +B,X,]

a, =pa, B, =ca,, wa, = P(amw +Aoz))

o, = p(a12 + W)-)’z = 0‘(312 - W)WBO = O'(amw - Aoz;)
poa, =1w =3/-Ay

oder

@, =pay B, = 0a,, Wo, = plagW + Ao1)

a, = P(a12 + W)31 = (’(au “W)Wﬁo = 0'(aozw - Ay )A
poay, =1w=3-Ay

Schnittpunkt M(m, ,m,, ) des Geradenpaares

=P g A
AOD AOO
0 <0 Parallelenpaar
K(e)= o + %, +0,%, [Bo + B, +B,x, |
o, =pa,, p, =oa,, oo, und pB, sind Nullstellen
a, =pa, B, =oa,, vona,, x> —2ay,X+a,, =0
poa, =1
oder
o, =pa, B, =oca,, oa., und pP, sind Nullstellen
o, =pa, B, =oca,, von a,,X* ~2ay,X+a,, =0
poay, =1
0 0 Doppelgerade

K(F):: [‘xo +0y X, + 0‘2"2]2

2
o, = pa; o, =pa, pa,;0y =8y p-a;, =1

oder
0Ly = PByy 0y = Py, PAy Gy =g, P8y, =1
>0 (>0) Einzelner Punkt M(m,,m)
Ao Ay
m=-=% m,=—2
LAy W
0 >0 Leeres Parallelenpaar




Reguldre Kurven 2.0rdnung (A = 0)

Ago# 0 | Mittelpunktskegelschnitte

AOl ,mz - A02

AOD A(}O

Charakteristisches Polynom Sgp =a;4 + ax A2- SgoA+Ag = 0 Eigenwerte Ay, A2
Richtungsvektoren der Achsen e(e4, €2), f(f1,f)

Mittelpunkt M(m,mz)m, =

re1 = pa,, e, =o(a,, -kz) = —o(a22 - x,)
e,= —p(all —xl) = p(a22 —-7\.2) e, =0a,,

) oder

f,=pla, -2)=-pla, -1,) f, =—ca,

f, =pa,, f,= o(a,, —xz) = —o(a22 -x,)

PZ[afz +(au “7"1)2] = p2[8f2 +(a22 ’"7‘2)2] =1
Po{afz +(au _}‘2)2] =c’2[af2 +(azz "7"1)2] =1
ez(xl —m,) —-e,_(x2 —mz) =0  Hauptachse

e,(xl —m,)+e2(x2 —m2)=0 Nebenachse

Ay >0 Ellipsen

SpA <0 AMA <O (MA2>0 A4 <|A2]) reelle Ellipse

A =ap A= 0 (7\‘1 = 7\.2) reeller Kreis
Linge der Hauptachsen a’= A b’ A
e P - AAg ’ Ay A

SpoA > 0 leere Ellipse

a1 = ax A a2 = 0 leerer Kreis

Aw<0 Hyperbeln Q(;)=la,xl+0L2X2]]31X,+|32X2]

sgn A, =sgn A < MA> 0 (AA>0) LA, <O
SooA <0  spitze Hyperbel Asymptoten
SoA =0 gleichseitige Hyperbel | o, (x, -m,) +a,(x, -m,) =0
SeoA > 0  stumpfe Hyperbel Bl(xl _ml)+B2(x2 _.mz):()
Winkel der Asymptoten
a2 - b2
cos(o) = a’ +b’
A A
}\‘lAOO ’ A‘ZAOO

Lange der Achsen a’ =—




=0 |Parabeln K(x)=a, +2a,x, +2a,Xx, +(ax, +a,X,)=0

Achse der Parabel

a,a, +a,a a,a, +a,a
a, X, +a,X, + ——2"2 =0 oder a,Xx,+a,x +——2——1=g

S Sw
Scheiteltangente
) :

(a()lall +aﬂlal2 +a00alls()0 _

-a,X, +a,,X, + 2AS =0
02*00

oder

2
(a02a22 + aOlaIZ) + a00a228(2)0
Bestimmungsgleichungen fiir die Koordinaten des Scheitels S(s1,s2)

Ay, Q, +3,3), _

a,s, +a;s, +
sOO

2
2
(a()lall + ao2al2) + aOOaIISOO

2a,s, +2a,,s, + =0
2AOZSO()

oder

aOZaZZ +aOla12 =

a2282 + aXZSl +
00

2
2
(aozazz + amalz) +8g@),8¢

2a,s, +2a,s, + =0
2A0ls()0

Parameter der Parabel






