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KOMBINATORIK riir GEOMETER 11

Methode der Inklusion und Exklusion.

Siebformeln.

Gegeben sei die endliche Menge A, die Grundmenge. Die Teilmengen

A LA

BV IREE mbégen jene Elemente der Grundmenge umfassen,

Eigenschaften 61,62,... zukommen.

Satze iiber Mengen

(Alqu)nA3 = (AlnAs)u(A2nA3)
allgemein:

(AIUA2UA3U...)nAr = (AlnAr)u(A2nAr)u...

Analog

(AlnAz)uA3 = (AluA3)n(A2uA3)
allgemein:

(AlnA20A3ﬂ...)UAr = (AlUAr)ﬂ(A2UA3)n...

Die komplementire Menge von Ai sei

Ai = A\Ai

denen die

Ist Ai die Menge aller Elemente, welche die Eigenschaft Gi haben, so

besteht Ai genau aus allen Elementen, denen die Eigenschaft Gi nicht

zukommt (ﬂGi).

Sitze von de MORGAN

AVA, 1

[
>
=)
> |
(¥

Augustus de MORGAN (1806-1871)
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Satze tiber die Anzahl der Elemente einer endlichen Menge

Bezeichnungsweisen

IAl ... Anzahl der Elemente der Grundmenge
IAiI... Anzahl der Elemente mit der Eigenschaft Gi

(1) lXil = IAl - 1A, Anzahl der Elemente mit der Eigenschaft €,
(2) 181 =0 speziell folgt dann aus (1) und (2)
(3) 181 = 1Al - 181 3 18] = |Al

Aus (1) folgt
(4) lAiI + lAiI = |Al

Allgemeiner gilt nach de MORGAN fiir endlich viele Mengen
(s) U Al + U Al = U Al + 10 AL = Al
(6) IN Al + 1IN A =10 Al + IUAL = 1Al

Ferner gilt

(7) lAIUAzl = lAlI + IA2I - IAlnAzl
’ _ _ A A
(7)) lAlnAzl = IAl! + IAZI lAlqul 1 2
(8) lAlnAzl = |Al - A1 = 1A)1 + 1A A, I
(8') 1A VAl = 1Al = 1A, nALI
12 102 A, A,

Die Verallgemeinerungen der Formeln (7) und (8) heiBen

Siebformeln
Gegeben seien die Teilmengen Aic A mit der Indexmenge

I ={1,2,...,r}.

Sei J €¢I eine Teilmenge der Indexmenge I, so gilt

1 U Al = }: -0 A
i€l ey jey

Formel 1

Der Beweis von Formel | erfolgt durch Induktion liber die Anzahl |1I

der Elemente der Indexmenge 1
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Induktionsanfang: Beispiel 1: I:={1,2}. Gesucht ist also !AIUAZI. Es

sind alle Teilmengen J ¢ 1 zu bilden:
2, {1}, {2}, {1,2}
Dann gilt

= (_1,0+1 oy 11 _y 141 L4 2+1 -
'AIUAZI = (-1) B+ (-1) .lAll+( 1) .IA2!+( 1) .IAlnAzl =

l—lAlnAzl...Fﬁr I ={1,2} nach (7) richtig

= IAII+IA2

Beispiel 2: I:= {1,2,3}. Die zu bildenden Untermengen J < I sind
{2y, {1}, {2}, {3}, {t,2}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3}

_ ,_1,0+1 R L 141 _yy 141
IAIUA2UA3I = (~-1) B+ (-1) .1A1|+( 1) .lA2|+( 1) .|A3l +
2+1 2+1 2+1
+ (-1) .IAInA2l+(—1) .IAInA3I+(—I) .|A2nA3l +
3+1
+ (-1) .IAlnAznA3l =
= IAII+IA2I+IA3I—IA1nAgI—IAlnA3I—IAznA3l+lAlnAznA3l noch z.z.
Induktionsannahme: Formel | stimme fiir Il = r-1|
Induktionsbeweis:
§ (7
g lAjuA U uA A L = LU ADUA DT = T U A THIA I-1(C U A0 )T =
ilr i<r i{r
Ind.AE
3
(siehe Seite 122) = | U A.I1+1A I-1( U (A.nA )! =
i<r ! r i<r ' T

= ( Z A1 - z IA.0A. | + 2 IA.0A.0A, | :....} + 1Al -
i i i ]k r

idr i<j<r i<j<k<r
- ( z IA.nA | - Z JA.NA.nA | + z FA.nA .nA, NnA | :....J =
i T ; i jor i )] k' r
idr 1<j<r i<j<k<&r

= }:IAil - z lAinAjl + z lAinAjnAk! F.o... wie behauptet.
isr idjsr i<j<k=r

Ein Gegenstiick zu diesem Ergebnis ist

n ad=) 0T U A

jey j Formel 2

Der Beweis erfolgt wieder durch Induktion Gber 1]
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Induktionsanfang: I:= {1,2} J... 8, {1}, {2}, {1,2}

_ 0+l _qy 171 _y 1+l _(y2+1 _
lAlnAzl = (~1) gL+ (-1) .lAll+( 1) .IA21+( ) .IAlqul =
= lAIl+‘A2|—IAIuA7!...Fﬁr I ={1,2} nach (7') richtig
Induktionsannahme: Die Behauptung stimme fiir {1} = r-1

Induktionsbeweis:

(7")
IAlnA2n...nAr_1nArl = l((.n Ai)nAr)' = l.n AiI+IArI—I((.n Ai)UAr)' =
i<r ilr ilr
Ing.AE
(siehe Seite 122) = | A.I+lArl—l( N (AiUAr)l =
i<r ! i<r
= ( z IAil - Z lAiuAjl + z lAiuAjuAkl #....) + IArl -
i<r i<j<r i<j<k<r
- ( z IA.UA | - z IA.UA.UA | + z IA.UA .UA, UA_| :....} -
i'r i ] r i ] k'r
i<r i<j<r i<j<k<r
= z A1 - Z AL UA. | + Z IALUALVA | F.... wie behauptet.
i i i j Tk
isr i<j=r i<j<ksr

Eine weitere wichtige Formel stammt von von James Joseph SYLVESTER
(1814-1897), welche iliber die Anzahl der Elemente eine Aussage macht,
die keiner der Mengen Ai angehéren (welche keine der Eigenschaften Gi

aufweisen):

- 1 J1+1
'O AT = AT ) D 10 A1 | Formel von SYLVESTER
1 Jcl J
Beweis:
de MERGAN ForTel 1
_ — (5)
I N Al = IUA.I = 1Al = IUA.I = 1Al - Z -0 A AL
1 1 1 ‘EJ‘]
Jecl J
Beispiele: I:= {1,2}
1A A 1=1Al-[ (- agte (= a1+ =D a1+ -2 1A nAL L] =
1"y 1 2 14
= TAI=IA I=1A, 1414 +A, |
I:= {1,2,3}
IAlnAznAal = IAl—lAll—[A2l~IA3I+IA1nA2l+IAlnA3l+IA2nA3l—IA1nA2nA31 usw.
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SIEBFORMEL
Sei Ai cA, i €1 {t,...,rlund J ¢ I, J = {il""’ip}'

Ferner sei L € 1 eine Obermenge von J, also eine Indexmenge,

welche alle Elemente von J und mindestens einen Index der
Menge K = I\J enthidlt (Es gilt also J ¢« L ¢ I). Die Anzahl
der Elemente von A, welche den Mengen Aj' j € J, aber nicht

den Mengen Ak' k € K = I\J angehdren, ist

N AnC A = E: -0'EE G A
jel 1 kek &= l€L

Fiir J = @ ergibt sich die Formel von SYLVESTER

Beweis: Wir wahlen
B:=N A

jey !

als Grundmenge. Von dieser neu gebildeten Grundmenge B betrachten

wir die Teilmengen

Bk:= BnAk ¢ B k € K = I\J 1Kl = r-p
In dieser neuen Grundmenge B gilt dann
Bk = B\Bk

Auf die Grundmenge B wenden wir nun den Satz
von SYLVESTER an:

leka' = IBl - 2 1Bl + ) BB I F...
1€K 1<meK
Wir gehen nun zu den urspriinglichen Mengen Ai

zurlick. Dann gilt

B, = BoA_ = ( N A.)PA_, B_ = B\B
k k jey 1k k K jes k
Daher
(N AN A = 1Al - ZInA“+ ZlnAl¢“.=
jel I keK jel J L3J leL M5J meM "
ILI=1J1+1 IMI=1Jd 142
_ E: -1y L1131 Al
o7 1L

Beispiel: Es soll die Anzahl jener Elemente bestimmt werden, welche
den Mengen AI'AZ’A3’ aber nicht den Mengen A4,A5,A6,A7 angehdren.
Es ist also

I={1,2,3,4,5,6,7}, J = {1,2,3}, K = {4,5,6,7}, Jl =p =3
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2nA3nA4nA5nA6nA7I = lAlnAznA3l—

—IAinA2nA3nA4I—lAlnA2nA3nASI—...—IAlnAznA3nA7l+

+IA1nA2nA3nA4nA5l+lAlnA2nA3nA4nA6l+...+lAlnA20A3nA60A7l—

—lAlnAznA3nA4nA5nA6l—...—IAlnAznA3nA5nAGnA7I

+|AlnA2nA3nA4nA5nAénA7l

Im folgenden verwenden wir die abkilirzende Schreibweise

IAlnAznA3nA4nAsnA60A7l =:1234567

Wir suchen nun die Anzahl jener Elemente aus den obigen Mengen, die

lAlnA

jeweils genau dreien der Mengen Al""’A7 angehdren (genau drei
Eigenschaften haben), den restlichen vier Mengen jedoch nicht ange-

horen. Gesucht ist also die Summe
1234567 + 1243567 + 1253467 + ... + 5671234

Nach der Siebformel gilt

1234567

i

123-1234-1235~...+12345+...-123456~-...+1234567 )
o +
1243567 = 124-1243-1245-...+12435+...-124356—-...+1243567 }

-------------------------------------------------------

Man erkennt, dap einige Summanden mehrfach auftreten, denn es gilt

1234 = 1243 usw. Die Anzahl lAInAznA3nA4I = 1234 tritt so oft auf,

als man aus den vier Mengen AI’AZ’A3’A4 drei auswdhlen und an die

ersten drei Stellen setzen kann. Dies geht in unserem Beispiel

3

mal derselbe Summand auf. Allgemein sei 3A1n...nAan

(4} = 4 mal. Beim Durchschitt von finf Mengen 12345 tritt [g] = 10
p+ln"'nArl' Der
Summand 12..p p+1...1 tritt dann so oft auf, als man aus den

beteiligten 1 Mengen p auswdhlen kann, also (;) mal. Daher folgt

durch Aufsummieren aus der Siebformel

(N AN ALl = E: E: -0y 'L g Al =

AN
jer 17 ke e 21 leL
IJl=p IJl=p
- Z -0 A = Z (-1)'LI-P Z I n A '-('L')
ler ! leL ! p
Lcl 5J ILlIz2p L>J
ILIzp 1J1=p L]
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Die Anzahl der Elemente der Mengen AI""’ArCA' die jeweils

genau je p dieser Mengen angehdren, ist

).t Apa R =) o't a1
yoodel D kek ILT2p oy 1L
IJ1=p ILl

Dies ist die Anzahl der Elemente, die genav je p der r

Eigenschaften Gl,...,Gr aufweisen

Formale Behandlung der Siebformeln

Die Formeln von de MORGAN gestatten es, von Vereinigungsmengen zu
Schnittmengen iliberzugehen. Sei AiC A. Dann gilt (Seite 122):

It

AiﬂA'c = @, AiUA:c A

AP, = A UA) allgemein: U A; = A;

>
>|

AIUA2 = Xanz allgemein: U Ai = i

Fiir den Ubergang von Vereinigungsmengen zu Mengenschnitten gilt dann

AIUA2 = AlnA2’ AIUA2UA3 = AlnAzq\, usw

Es sei A die Grundmenge. Dann definieren wir formal:

1:= A, I1l:= 1Al IA AL = 1A,A 1:= 1A Al
AAy = AjA = A A, A ... AL = IA?I:= 1A,
Al AL = A?:= A, I=A 1:= 1A, |

PA +A 1i= 1A 1414, Xi:= 1-A,

Mit dieser Symbolik konnen wir alle Mengenausdriicke auf Ausdriicke

zuriickfiihren, in denen nur Mengenschnitte vorkommen.

>
>
>
!

(A, LA D (1=A) 1 = T1=A ~As+ A AL = TAISIA 1=1A 1414 A, |

lAlanl = 1A, (1=A )1 = 1A=A Al = 1A I-1A PA,

lA VAl = lKlnle = II—XIXZI = 11-(1-A ) (1-A,) | = IA +A -A A | =
= 1A 1+1A)1=1A nA, |
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Beispiel 1: Sei p1<p2<...<pr eine Menge von Primzahlen und N eine

natiirliche Zahl. Gesucht ist die Menge aller natiirlichen Zahlen

3N, die durch keine der Primzahlen P teilbar sind.

Sei A:= {1,2,...,N}, 1Al = N, I:= {!,...,r}, Il = r
AI...Menge der durch P teilbaren Zahlen =< N
A,...Menge der durch P, teilbaren Zahlen < N

------------------------------------------

Ar...Menge der durch P teilbaren Zahlen s N

Fir die Menge aller Zahlen, die durch kein P, teilbar sind, gilt
nach SYLVESTER

lzlnxzn...nxrl = lAl - z (-1 I+ N Ajl
Jcl j€d
Nun gilt
IAl = N
lAil = {%}J [ 1...8r6B8te ganze Zahl
i
IA.0A. | = [ N ] i# g
1 J pipj
..................... usw
Daher

Ry =x - [ ] [ ] - F [ e

17
N
¢ o]
P;---P,

1000, p, = 11, P, = 17, Py = 19
1000 1 _ 1000 7 _ 1000 1 _ 10001 _
{ 11 } = 90, { 17 ] = 58, [ 19 ] =52, [ 11.17 ] =3,

1000 _ 1000 _ 1000 _
[ {1.19 ] =4, [ 7.19 ] =3 [ 11.17.19 ] =0,
Daher
IA0A,0A,] = 1000 - 90 - S8 - S2 + S + 4 + 3 - 0 = 812

i

Zahlenbeispiel: N

Beispiel 2: Die natirliche Zahl N habe die Primteiler

Pis---yP- Gesucht ist die Menge aller Zahlen 5N, die mit N tei-
lerfremd sind, d.h. keine der gesuchten Zahlen wird auch nur durch
eine der Primzahlen P, geteilt.

A= {t,...,N}, IAl =N, I ={t,...,r}, IIl = r

Ai...Menge der durch P, teilbaren Zahlen =N
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Da N durch jedes P teilbar ist, gilt far alle i,j

5] - 52
Pj-- P pi...pj

Daher gilt nach Beispiel 1:

Y x N N N r N
IA,0A.n,..NA | = N —Z——-—-—— + Z - Z_.__.____ ...+ (-1) ——
172 r Py PiP; P;P;Py P;--:P,

S Ty L T U T,
b PP pipjpk Py---Pg

J

Daraus ergibt sich die zahlentheoretische ¢-Funktion von EULER:

Funktion von EULER

?(N) =N(1 - —;—-1—)(1 - —3}—;—)(1 - —11)—3—) (1 - %r—)

o(1):=1
Die EULERsche Funktion gibt die Menge aller Zahlen < N an, die

zu N teilerfremd sind

Beispiel 3: Wieviele Primzahlen gibt es zwischen ¥YN und N (¥N<psN)?
Es seien PysPys---sP, die Primzahlen <¢yN. Nach Beispiel ! ist

dann

pe- Y] () - X L] o

1

die Menge aller Zahlen £ N, die durch keine der Primzahlen P,
teilbar sind. Dazu gehdrt aber auch !, welches keine Primzahl
ist und daher nicht mitgerechnet werden darf. Als nicht durch
Pys«-+sP_ teilbare Zahlen bleiben daher die Primzahlen zwischen
YN und N, deren Anzahl demnach P - 1 ist.

“"Probléme de dérangement”, "Probléme des rencontres”

Unter einem dérangement versteht man eine bijektive Abbildung f ei-

ner geordneten Menge {al<a2<...<an} in eine geordnete Menge
{b1<b2<...<bn}, wobei fir alle 1 gilt
f(ai) # bi i=1,...n
Gilt jedoch
f(ai) = bi
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S0 spricht man von einem "Treffen” ("rencontre”) der beiden Elemente
a. und b..
i i

Sind die beiden Mengen identisch, dann spricht man von einer Umord-
nur 3 (Permutation) der Elemente {a1<a2<..g<an} und statt von einem
“rencontre” spricht man von "Inzidenz”.

A B C D E A B C D E

“dérangement” zwei "rencontres”

Wir denken uns ab jetzt die beiden Mengen stets als identisch und
betrachten deren Umordnungen (Permutationen, Neu—-Anordnungen).

Es sei P die Menge der Anordnungen der Menge {1,2...,n}, und es
sei Pi < P die Menge der Umordnungen, welche das Element i fest-

lassen. Dann 148t PinPj die Elemente i und j fest usw.

Ein Dérangement liegt vor, wenn keines des Elemente 1,2,...,n fest

bleibt. Die Anzahl der Dérangements ist also

IPlann...nPnl
Nun gilt lPil = (n-1)!, IPinle = (n-2)! usw. Daher ist nach
SYLVESTER mit I = {1,2,...,n}, 11l =n
IBybyn...ob 1 = 1P -y 0T e -
n el )
Jel ]
= IPI—IPII—Ile— c —IP21+IPlnP21+ ce +an_lnPn!i .....
2 T 1 - 2 UsSw.
(?) Summanden (2) Summanden
Daher
= = s L _[n _ n _ _\D(n
IPlann...nPnl = n! (1)(n ! + (ZJ(n D' F ... (=D (n)O!
= - o' - _n! _ h-y -y ol 5y o
= n! T (n=D)T (n-1)! + T n=2) (n=-2)' # ... + (-1) n!.0.
‘“’[" Tt IT 3 *"'*“”n'}ﬁ“}
Die Anzahl der Anordnungen von n Elementen ohne Inzidenzen
(ohne Fixelemente) = Dérangements betriagt
n .
1 1 1 n 1 _ -n'
Dn2=n![l——i—!~+-ﬂ——-—é—!—i...+(*l) -—r—l“'!-—]—n!z T

i=0

Kombinatorik fiir Geometer (Prof. W. STROHER) Seite 131



Definitionen:

Dn k...Anzahl der Anordnungen mit genau k Inzidenzen (Fixelementen)

D D, D,:=1

n,0 = Yn 0

Es sei D die Anzahl der dérangements von n-k Elementen.

n—-k,0 = Dn—k
Fugt man noch k Fixelemente hinzu, so kann man diese auf (E)Arten

auf n Plidtze verteilen und es gilt

- n - n
Dhk = (k]Dn—k,O = (k}Dn—k

Daher
_ fnl _1 1 _ 4 n-k {
D, & (k}(n k)![l Tt 3 T + (~1) TERE ]
n-k
oot [, 1 11 n-k __ 1 _ n! (-1)?
Dok = I [1 v rar Tt *EDT IO ] ' E: !
i=0

D =1, D =0, z D = n!
n,n n,n—1 &0 n,k

Die ersten beiden Ausdriicke der letzten Zeile sind trivial. Da die
Summe aller Anordnungen mit genau je 0,1,,...,n Koinzidenzen die

Menge aller méglichen Anordnungen ergibt, folgt der letzte Ausdruck.

Rekursionsformeln: Es gilt fiir (n-1) Elemente

e (e - - -l _ 1
Dp-y = (n ‘)’[1 T tar T3rE oD (n—l)!]

daher

n-1 1
nD = n![l— T taT T 3T oot (1) _TH:TTT]

Fiigt man (—1)n hinzu, so folgt

aD__ +(-1)" = n![l— R R at ...+(—1)“‘1—THéT37—+(—1)“-%T—] =D,
D_=nD__, + (-1)7, Dyi= 1 (%)
Rekursionen fir Dn,k: Es gilt
Dn,k = (E)Dn—k (x%)
Dn,k+1 = [kgl)nn—(k+l)
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Daher wegen (%)

D . = (n-k)D n-k

n-k + =D

n-(k+1)
und wegen (*x)

_ In _ 0k _
Pk = (k] [(“ KD _(k+1y * D ] =

_ n! _ _y0=k{n} _
= R TP (ke )t (D (k) =

n!

n-k{n
KT ((n=(k+1)) Pn—-(k+1) © D (k) =

- n _y0=ki{n} _
= (k+1)(k+l)Dn~(k+l) * (=D (k] =

n-kln
ket T D (k}

(wegen (xx)) (l\:+1)Dn

_ _yyn-k{n
Dy = (kDD iy + (1) k)
Dn,n =1 n=1,2,....: k=20,1,...,n
Aus (x) folgt
D = oD _, + (-D" )
n n-1 } +
_ - -1
Dn—l = (n l)Dn__2 + (—1)
- _ 0 _yn—1
Dn + Dn_1 = nDn__1 + (n 1)Dn-2 + g D7 +(-1)
_ _ _ 0
Dn = (n I)Dn_1 + (n I)Dn_.2
Dn = (n-l)[Dn—l * Dn—2]
DI = 0, D0:= 1

"Probléme des ménages (Problem der Ehepaare)”
(E. LUCAS 1891, Théorie des nombres)

Das Problem besteht darin, n Ehepaare an einem runden Tisch so zu
placieren, daB jeweils ein Mann und eine Frau abwechselnd sitzen,
aber nie ein Mann neben seiner eigenen Frau.

Denken wir uns die Frauen irgendwie um den Tisch placiert, dann be-
steht das Problem nur mehr in der Placierung der Manner: fiir jeden

Mann sind zwei Pliatze verboten, nadmlich links und rechts von seiner

eigenen Frau.
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Die Mengen der Frauen und M3nner sei gegeben durch
F:= {1,2,...,n}, M:= {1',27,...,n"}

worin i und i’ jeweils Ehepartner bezeichnen.

Wir definieren nun eine bijektive Abbildung f der Menge der Frauen
auf die Menge der Manner:

Wir teilen der Frau | einen Platz zu und setzen rechts von ihr den

Mann f(1), rechts davon die Frau 2, dann den Mann f(2) usw...

1 Wir betrachten nun die Mengen von
1) f(n) Abbildungen mit folgenden

2 n Eigenschaften
f(2) fin-1) Ay yi= {F:FOMIf(i) = i"}
fir i = 1,...,n
3 n-1
und
f3) fr2) Ay i= {£:F—MIE(I) = (i*+1)', f(n) = 1)
et fir i = 1,...,n-1
Ausfiihrlich beschrieben bedeutet das: 1
AI ..... Menge aller Abbildungen mit f(1) = 1’ 1 1
A2 ..... Menge aller Abbildungen mit f(1) = 2°
A3 ..... Menge aller Abbildungen mit f(2) = 2’ 2 n
A4 ..... Menge aller Abbildungen mit f(2) = 3’
A2n-3 Menge aller Abbildungen mit f(n-1) = (n-1)’
A2n—2 Menge aller Abbildungen mit f(n-1) = n’
2n—-1 Menge aller Abbildungen mit f(n) = n’
Ain.o.oo.. Menge aller Abbildungen mit f(n) = 1’

Genau diese bijektiven Abbildungen sind verboten. Die Menge der zu-~
lassigen Sitzordnungen wird also nach SYLVESTER gegeben durch die
Menge der bijektiven Abbildungen -

A n...0A, | = IAl - z (-1 I+

Jcl
Nun gilt fiir die Anzahl der Mdglichkeiten, die Manner 1’',...,n’ auf

N ALl I ={1,...2n}
jey ?

Pldtze zu verteilen
IAl = n!

widhrend fiir alle i € 1 gilt
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lAi! = (n-1)!
Fiir 1JI = k gilt
I N A.l = (n-k)! wenn J keine aufeinander folgenden Indizes
jey 1,2,...,2n,1 aufweist
FNA.l =0 wenn aufeinander folgende Indizes auftreten.
jer Wire namlich etwa f € A\nAy 3 £(1) = 1'= 2’

so hiatte ein Element unter derselben Abbildung

zwei Bilder!

Bei der Behandlung der korrigierten FIBONACCI - Zahlen wurde gezeigt

(2.Lemma von KAPLANSI,
ner 2n—-elementigen zyklischen Menge,

Seite 32): Die Anzahl der k—Auswahlen aus ei-

in der keine konsekutiven Ele-

mente auftreten, betrigt

Daraus fol

f*(2n,k)

]

gt die

Anzahl der L&sungen des "Probléme des ménages”
(J. TOUCHARD 1934)

™ _ . _2n [2n-1 _ 2n_{2n-2 _
&, | = n! 2n-—1( 1 )(n 1)1+ 2n_2( ) ](n 2)tt. ..
n
+(—1)“%"—(§)o: = n! + Z (—1)1—2%2—;-(2n;1)(n—i)!
=
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Endliche Gruﬁpen

Es sei

G:= {a,b,c,...,n}, IGl =n
eine n—elementige Menge. Fiihrt man in G eine Verknilifpung * ein, so
heiBt das Paar (G,*) n-gliedrige Gruppe oder Gruppe der Ordnung n,

wenn die Verknlipfung * folgenden Bedingungen geniigt:

(G,*) Gruppe: 1. asb = ¢c € G

2. (arxb)*c = ax(b%xc) = axbxc

3. \/ /\ ase = exa = a
e a

4. \N\V ata”! = a7 lsa = e
a -1

e ist das Einselement der Gruppe, a . das zu a Inverse Element. Es
gibt nur ein einziges Einselement einer Gruppe. Ebenso ist das inverse
Element eines gegebenen Elementes eindeutiqg bestimmt.
Im allgemeinen gilt

axb # bxa
Wenn axb = bxa fiir zwei beliebige Elemente von G zutrifft, heiffit die
Gruppe kommutativ (Modul, ABELsche Gruppe) .

Eine bequeme Darstellung endlicher Gruppen erfolgt durch die

Gruppentafel
x |© 2 2, 33 3, ag
e e al 32 83 34 as azta3 = as # 33*32 = 34
a,la; a, e a, ag a, (aztaB)*a4 = asta4 = a,
a,la, e a, ag ay a, 32*(33*a4) = azxa2 = a,
aslas ag a, e a, a, (al*az)—l - 351*3;1
as|ay 23 a5 3; € 2,
aglag a, a5 a, a; e

Eine Teilmenge U ¢ G heifft Untergruppe (U,x) von (G,x), wenn die
Elemente von U selbst wieder Gruppenelemente der Gruppe (U,*) sind.

Man schreibt dann
Ucl G
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Es gilt das Untergruppenkriterium fir endliche Gruppen

Ucl Ge /\ asbcU
a, beU

Beweis: trivial

es ist zu zeigen, daf sowohl das Einselement e von G, als
auch das inverse Element a—1 von a in U enthalten sind. Zum
Nachweis definieren wir eine Selbstabbildung von G

f: G — G
a — uxa mit u,a € U und konstantem u
Nach Voraussetzung gilt dann f(a) € U
Behauptung: f ist injektiv.

Beweis: sei a,b € U und f(a) f(b) ® nach Definition von f:

ltu)*b 3 a b (die ganze Rechnung wurde in

u*a = u*b 3 a = (u
G durchgefilihrt!)
Aus der Injektivitiat von f folgt die gleiche Miachtigkeit der
Mengen
If(UY!I = 1UI
Da U endlich ist, folgt die Gleichheit der Mengen
f(U) = {uxala € U} = U

da laut Voraussetzung usxa € U ist. Daher ist f auch surjektiv
und daher bijektiv. Daraus folgt

\/ usx =usx=-¢e €U

xeU

N/ usy = e =2y u~1€ U

yeu

Zwei Elemente a,b € G heiflen konjugiert, wenn gilt

\/ b = graxg”!
8€G
Alle Elemente, die zueinander konjugiert sind, bilden eine

Aquivalenzklasse.

Definition: X ¥y & \/ y = gtxg—
g8€G
1. x 2 x, denn x = e*xxe
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3. (x 2y Ay x2z2) 9 x =2z, denn

X = gty*g_l Ay = hezsh | 2 x = gx(hxth’l)xg_l =

1

(g*h)*zx(gxh)

Zwei Untergruppen U, V, heifBen konjugiert, wenn es ein g € G
gibt, sodaf gilt

V = gtU*g-l

= /N gtu::g"l =v ey
u€ )
Andere Schreibweise fiir konjugierte Untergruppen

Vxg = gxU

Es ist noch nachzuweisen, daB, wenn U eine Untergruppe ist, auch

Vi= ng*g_1 eine Untergruppe ist:
. . -1 . -1
Sei U, ou, € U und v, i= gtultg » Vyi= g*ul*g €V,
Dann gilt
_ -1 -1, _ -1 .
VI*V2 = (g*ul*g )*(g*uztg ) = gt(ultuz)*g % V ist Untergruppe

€U

Zueinander konjugierte Untergruppen bilden eine Aquivalenzklasse

Beweis: 1. U = U, denn U x esUse

2. V2U=» U=V, denn V = g*Utg-l

2 U = g-I*Vtg

1 1

3. (UxVAV2W)2>U=W, denn U = gsVxg = A V = hxWxh
> U = (g*h)*Wt(g*h)—I
d.h. konjugierte Gruppen unterscheiden sich eigentlich nur

in der Bezeichnungsweise.

Eine Untergruppe N ¢l G heiBt invariante Untergruppe oder

Normalteiler, wenn gilt
/NN = grNsg !
g8€G
Die Normalteiler sind also die selbstadjungierten Untergruppen,.

Andere Schreibweise:
Nxg = gxN

Ist U eine Untergruppe und ist e # g € G, so ist gxU i.a. keine

Untergruppe, da i.a. das Einselement e nicht in der Menge g=U
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enthalten ist.

Man nennt die Menge g*U eine (linksseitige) Nebenklasse zu U

Die folgenden S&tze gelten natiirlich auch fir rechtsseitige Neben—

klassen Uxg,

Die Elemente derselben (linksseitigen) Nebenklasse sind unter-

einander aquivalent

R

1. x, denn es ist x € x*tU wegen x = x*e und e € U

2. x*y=3y2x,.denn x € yxU=> \/ x = ysu 3 y = xeu s y € xxU
u€ey

3. (x 2y Ay =2z) 2 x =z, denn x = 7‘“1 Ay = ztu2 3 x = zt(uth1)

Die Menge aller (linksseitigen) Nebenklassen einer Unter-

gruppe U bildet eine Partition von g

1. x =2 v 3 xxU = yxU AN

¥
Beweis: N[z e x3U 8 z 2 x xy 8 z 2y 8 z € yxU] & xxU = yxU
z
. ) . . .
d.h.: haben zwei Nebenklasen ein Element gemeinsam, so stim-—

men sie in allen Elementen iiberein.
x £y 2 xxUn ys =@

o

Beweis indirekt: z € x*¥U n y*U 3 z = x*u1 = y*u2 3y = x*(ultu;1
>y € x¥xU 3 y % x Widerspruch zur Voraussetzung!

d.h.: zwei verschiedene Nebenklassen haben einen leeren

Durchschnitt.

3. Keine Nebenklasse ist leer. Denn jeder Unterraum U enthalt

mindesten das Einselement e.

4, Zu jedem y € G gibt es genau eine Nebenklasse mit y € xzxU

Beweis: Wegen 1. und 2. kann es héchstens eine Nebenklasse
geben, in der y liegt. Es ist z.z., daB jedes y in einer
Nebenklasse liegt.
Wir wahlen u beliebig aus U

Xi= y*u_l 2y = x%xu 3 y € xxU
Die Menge der Nebenklassen beziiglich einer Uuntergruppe U

bilden daher eine Partition von G.

Die Nebenklasse g*U enthdlt genau Ul Elemente

Es gibt lUl Verkniipfungen von g mit Elementen aus U. Es kénnte ein

h
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Elementenverlust eintreten, wenn einige dieser Verkniipfungen gleich
sind.

- = o ! -
g*u1 = g*u2 3 ux = g *g*u2 = u2

d.h. sind u, und u, verschieden, so sind es auch ihre Verknipfungen

mit g.

Die Menge aller Nebenklassen zu einer Untergruppe U
bezeichnet man mit
G/U ... Quotient (von G) iber U (*)
Es gilt
IG/UN. 10Ul = 1G]

Jede Nebenklasse enthidlt genau IU! Elemente. Alle Nebenklassen zu-

sammen enthalten alle |Gl Elemente der Gruppe G.

Es sei N Normalteile von G, d.h. es gelte

/\ g*N = Nxg
g€G

Dann bildet die Menge G/N der Restklassen zusammen mit der

Verkniipfung * eine Gruppe

Es sei a*N, bxN € G/N. dann gilt
(a*N)x(bxN) = (a*N)x(Nxb) = ax(NsN)*xb = asNxb = (a*b)x N € G/N

Die Abbildung
f: G — G/N
a +—— axN
ist ein Homomorphismus

axN
bxN

Seil f(a)
f(b)

dann ist
f(a)xf(b) = (axN)x(bxN) = (axb)xN = f(axb)

Aus (x) folgt der

Satz von Joseph Louis LAGRANGE (1736-1813)

Ist U eine Untergruppe von G, so ist IUl ein Teiler von |G|

2 3 ..
Setzt man a¥a:= a“, a*a%a'= a" ,..., so kann man definieren:
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Eine endliche Gruppe, die durch fortgesetzte Potenzierung
eines ihrer Elemente entsteht, heiBt zyklische Gruppe

G:= {a,az,a?....}

rigen Gruppe von Seite 136 bei Beachtung von

2 _ . a3
\ 27 71
2 3 .
U ={a,, a] = a,, a] = e}, U, = {a,, e}, U = {a,, e}, U, = {ag, e}

“

a = a %a, = € USW.
172

Die Elemente a, usw. nennt man Erzeugende der zyklischen Untergruppen.

Man erkennt soéort, daB zyklische Gruppen stets kommutativ sind,
Man kann auch mehrere Elemente heranziehen, um (i.a. nichtzyklische)
Untergruppen zu erzeugen. Der Versuch a, und a, als Erzeugende einer
Untergruppe heranzuziehen ergibt

{ a;, a5, a *a, = a,, a;%a, = ag, a% = a,, a? = e}
Es entsteht als keine echte Untergruppe, sondern die Gruppe G
selbst. Die Elemente a, und a, sind also Erzeugende von G. Die

Gruppe G wird durch die Elemente a, und a, erzeugt.

Permutationsgruppen
Eine Permutation ist eine bijektive Abbildung der Menge

X = {1,2,...,n}
auf sich selbst. Man schreibt
t 2 3 4 n )
X = ( =k, k.k K
kI k2 k3 k4 kn 17273 n

Beispiel:
r = (1 2 3 4 5 6 q = 1 2 3 4 5 6
1 3 5 2 4 6 1 2 6 1 4 5 3 2
now = t 2 3 4 5 6} (1 2 3 4 5 6] _ (1 2 3 4 5 6
271 6 4 5 3 2 3 5 2 4 6 |1 4 3 1 5 2 6

11 I
zweite Abbildung erste Abbildung

Zu jeder Permutation gibt es die inverse Permutation

Pt

! (kl ky kg k, o ..k )
1 2 3 4 n

Beispiel:
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Lot 2 3 4 5 6
1 6 3 1 4 2 5

. . _f{t 2 3 4. . .n
Identische Permutation € = (l 2 3 4 . . . n)

Die Menge aller Permutationen von {1,2,3, ... ,n} bildet mit der
Verkniipfung ° eine Gruppe, die symmetrische Gruppe Sn'

Wenn in der Permutation n = k1k2k3k4 . kn filr zwei Indizes 1i,]j
gilt: i<j, fiir die zwei entsprechenden Elemente ki’ kj hingegen
gilt: ki>kj’ so spricht man von einem Fehlstand. Ist a(n) die Menge
aller Fehlstdande, so heift

sSgn n:= (_l)a(n)
die Signatur der Permutation =.

Beispiel: nl =352 46 1| x =8, sgn nl = ]

————

Je nachdem sgn % = +1 oder sgn n = ~{ ist, spricht man von einer
geraden oder einer ungeraden Permutation.

Spezielle Permutationen
Transpositionen nij Die Transposition "ij vertauscht die Elemente

an den Stellen i und j und 138t alle anderen Elemente
unveréndert.

Kanonische Transpositionen ni i+1
L]

benachbarte Elemente. Die kanonischen Transpositionen werden

Die Transposition vertauscht

oft mit t bezeichnet.

Die Transpositionen sind involutorische Abbildungen, dh.es gilt

..M., =€ESN ) =n
1}

ij i} ij
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Um die Permutation n = k1k2 PPN kn durch kanonische Transpo-
sitionen auf die Gestalt 123...n zu bringen, sind mindestens
a(n) kanonische Transpositionen erforderlich.

Wurde die Permutation n = klk2"'kn durch r kanonische
Transpositionen auf die Gestalt 12...n gebracht, so sind r
und (%) beide gleichzeitig gerade oder ungerade. Man sagt,
sie haben dieselbe Paritit (zwei ganze Zahlen a,b haben die-
selbe Paritat, wenn gilt (-1)® = (-1)P).

Beweis: 1. Gegeben sei n = k1k2...kn. Man kann zunichst das Element
{ durch ebensoviele kanonische Transpositionen an die erste
Stelle bringen, als Fehlstinde durch 1 hervorgerufen wurden,

dasselbe mit dem Element 2 usw., das ergibt insgesamt o(®%) Ver-

tauschungen.
2. Durch die Transposition ®, . wird
i,i+l
n o= kl"'ki—lkiki+lki+2"'kn
in die Permutation
n’ o= kl"'ki—lki+lkiki+2"'kn

verwandelt. Dabei gilt

') = a(n)+1 wenn ki<ki+1 war (o)

a(n)-1 wenn ki>ki+1 war

Da bei einer Vertauschung sich a(n) hdéchstens um ! vermindert,
sind mindestens a«(%) Vertauschungen erforderlich, um a(e) = 0 zu
erreichen. Daher ist wegen 1. a(n) die Mindestzahl der nétigen
Vertauschungen.
Erreicht man nun durch r kanonische Transpositionen, von % aus-
gehend, die Gestalt €, so folgt, daB r und a(n) dieselbe Paritat
aufweisen miissen, denn wegen (%) erfolgt bei jedem Schritt eine
Vorzeichenidnderung von «(%). Da nun «(x) auf 0 reduziert werden
soll, muff bei r bzw. «x(n) die Anzahl der Vorzeichenidnderungen

beidemale gerade oder ungerade sein.
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Die symmetrische Gruppe Sn wird durch die n—1 kanonischen

Transpositionen Migr W

Wenn eine Permutation m durch r dieser Transpositionen

erzeugt werden kann, haben r und a(n) dieselbe Paritat.

93" n34,...,nn_1,n erzeugt.

Beweis: Wenn n = kl"'kn durch die r kanonischen Transpositionen

tl,...,tr nach € transformiert werden kann, so gilt
- - o Q@ o -} .-1 —
tr rr—l e 12 rl T = €3 = ("cr tr—l ‘e t2 tl) =
-1 -1 _ . . = .~1
tl e tr = rl e tr (wegen T = T )
Nach dem Satz von Seite 143 haben r und a(n) dieselbe Paritidt.
sgn(nzonl) = sSgn Nz.sgn nl, Sgn ® = sgn n~1, sgn nij = -1
Beweis: Wir stellen ul und n2 als Produkt von kanonischen Transposi-
tionen dar:
T Rt
"y T 979170

Tyl = (05 0g e 20 )2 (BT g ®e 0Ty

Da die Paritidten auf beiden Seiten der Beziehung gleich sein
miissen, folgt

(_l)a(nzwu) - (_1)s+t - (—l)s(—l)t - (_1)a(ﬂ2)(_1)0(“1)

daher sgn(uzonl) = sgn nz.sgn nl.

Wegen n°n_l = £ 3 sgn(non—l) = sgn N.Sgn n—l = sgn € = +1 3

% sgn ¥ = sgn a !,

Ist t eine kanonische Transposition, dann gilt

Tew = N’ 3 sgn X’ = sgn t.sgn . Wegen a(n’) = a(n) £ 1 folgt
sgn %' = (—1)0[(1[):tl = sgn t.(—l)a(n) ® sgn T = (-1):tl = -]

Durch die Transposition uij erhdlt man aus der Grundanordnung die

Permutation

123 ... 1i-1 j i+t ... j-1 i j+1 ... n

i-te Stelle j—te Stelle

Kombinatorik fiir Geometer (Prof. W. STROBHER) Seite 144



Durch die Abfolgen der j—i kanonischen Transpositionen

Ti-1,5" Tj-2,5-1, Tj-3,5-2" 0 T, i+l
wird i an seine richtige Stellegebracht. Dann steht allerdings j
noch immer an der Stelle i+! und muf durch j-(i+1) kanonische Trans-
positionen an die Stelle j gebracht werden. Insegsamt bendtigt man
also (j—-i) + (j-i-1) = 2(j=i) -1 kanonische Transpositionen, um die

Transposition nij riickgdngig zu machen. Da deren Paritidten gleich

sein miissen, gilt

2031 _ iy oy = (e)y®(MI) 5 gen o= -1

(-1) j

LaBt sich 7 durch das Produkt von r (nicht notwendig kanoni-
schen) Transpositionen darstellen, so haben r und (%) die-

selbe Paritit.

Sei n&mlich ® das Produkt von r beliebigen Transpositionen m.s SO gilt

- = - r
N = ur - ul % sgn X = sgn nr...sgn nl (-1)

Die Menge An aller geraden Permutationen der symmetrischen
Gruppe Sn bildet eine Untergruppe, die alternierende Gruppe

A von S . A ist Normalteiler von S_. Es gilt IA_| = —L.n!
n n n n n 2

Sei An die Menge der geraden Permutationen, Hn die Menge der ungera-—
den Permutationen von Sn' Ferner sei nij eine beliebige (nicht not-
wendig kanonische) Transposition. Dann gilt fiir eine beliebige Per-

mutation * € A
r,.: A —— H
ij n n
N +— N, o0 =7n'
1}
Wegen sgn t = +1 gilt tatsdchlich sgn (uij°n) = sgn N, ..sgn N =

1)
= (=1)(+1) = -1 = nijou =x € Hn.
Diese Abbildung ist bijektiv, da sie umkehrbar ist: n = nijou’
. 1
= - - ' - it
Demnach ist IAnI IHnl, IAnanl ISnl n! = lAnl 5~ n!

Dap An Untergruppe ist folgt aus

[ul, n2 € An & sgn nl = Sgn ﬁz = +1] » sgn(nlonz) = sgn ul.sgn n2 = +1

> 1[2011'1 € An
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An ist Normalteiler: Sei 0 € Sn' Dann gilt fiir alle = € An:
sgn(o—lonoa) = sgn o‘l.sgn n.sgn 0 = sgn 0,.(+1).sgn 0 = (sgn 0)2 = +]

daher

o lomeo € A
A A ]

nEA O€S
n n

Ist GclSn eine beliebige Untergruppe von Sn, so sind alle
Permutationen von G entweder gerade oder die Anzahl der in G
enthaltenen ungeraden Permutationen ist gleich der Anzahl

der in G enthaltenen geraden Permutationen.

Sei 0 € G eine ungerade Permutation von G, d.h. sgn ¢ = —-1. Dann ist

die Abbildung

G — G
M +——> Oom

eine Bijektion. Daher ist

RZ; sgn . =nzgsgn(a°n) =”Z;(sgn Jg).(sgn ) = - Z;sgn n Z”Z;sgn n =20
n
9uzgsgn n =0

d.h. die Anzahl der geraden und der ungeraden Permutationen von G

ist gleich.

Zyklen einer Permutation

Da die Permutation 7 eine bijektive Selbstabbildung der Menge

X = {1,2,...,n} ist, entspricht jedem i € X ein einziges Bild n(i)
sowie ein einziges Urbild n_l(i):
o€ N —1,.
(i) i (i)

Wir betrachten nun die Folge i, m(i), 72(i), n3(i),... Da X endlich
ist, muB irgendeinmal ein Element wieder auftreten, d.h. es muf '

sein nl(i) = nm(i) 2 1i = nm_l(i). Es mufB also einen Exponenten

k = m—1 geben, fiir den gilt nk(i) = i
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Die obige Figur widerspricht aber der Injektivitidt der Abbildung n,

so daf die Verhdltnisse nur so abgebildet werden kénnen:

n(i) i = n%(i)
x2(i)- \;ﬂk—l(i)
w3(i) -

Jeden dieser zusammenhingenden Wege nennt man einen Zyklus von =,

Beispiel:

Es treten folgende Zyklen auf

OQ0OC

Schreibweise fiir die Zyklendarstellung:
(1 8 3 4)(2 5 10)(6 9)(1)

kann weggelassen werden

n

Sei
p= (28 3)(7 10 4) = (1)(2 8 3)(4 7 10)(S5)(6)(9) =

_(t 2 3 4 s 6 7 8 910
=t 8 27 5 610 3 9 4

Dann gilt fiir die Zusammensetzung
per = (1)(2 8 3)(4 7 10)(S)(6)(9)=(1 8 3 4)(2 5 10)(6 9)(T)

=(137108254)(69)s(§ 25 11 5 5 213)

Klarerweise gilt

Kombinatorik fiir Geometer (Prof. W. STROHER) Seite 147



Zwei Zyklen derselben Permutation sind stets elementfremd

Die symmetrische Gruppe S4

Die Elemente von S, sind die Permutationen der Menge {1,2,3,4}.

p-S

4

2
]

19
20
21
22
23
24

13
14
15
16 =

7
8
9
10
1
6 12 18
Darstellung durch Zyklen:
(1)(2)(3)(4) =, = (12)(3)(4) m , = (132)(4) =
(1)(2)(34) r (12)(34) . = (1342) "o = (142)(3)
(1)(23)(4) n (123)(4) Ts = (13)(2)(4) n = (143)(2)
(1)(234) Yo~ (1234) .= (134)(2) Moy = (14)(2)(3)
n n n
n n

a0
]

N & W N -

o
QAR 222X
|
E- N - R

]

A

fl
b bt pams pma b e
S b W LN
W NV s NN s
N WA W b
] ] A a =~
| i
[ NN S T (S R S I S R S ]
S bW W e e
W P o= AW
— W e B W
] 2 *] /4 A =~
I
W W W W LW W
P - S S
[ S I A . L
—_ N = N
W W N B e e
[ S I N I 7 I S
DN e WD W

L]
)

= (1432)

] Q2 A A

H W N e
non
1]

(1)(243) = (1243) 17 = (13)(24) = (1423)
(1)(24)(3) 12 = (124)(3) n18 = (1324) 24 = (14)(23)
Gruppentafel

R R
S
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Untergruppen von S4
Die in eckige Klammern [...] eingeschlossenen Untergruppen sind je-

weils paarweise konjugiert.
9 zweigliedrige Untergruppen, alle zyklisch

4 dreigliedrige Untergruppen, alle zyklisch

7 viergliedrige Untergruppen
LAmy Ty oo ®ygeTrghs 1My o®yyo®ygi®yg}. {7y g % g %p3H] zyklisch

[{n19u2!n7!n8}1 {nlvn39n22!”24}r {“l;u65ﬁ155n17}] KLEINSChe
Vierergruppen

{nl!n8!n17:n24} - (Normalteiler)
benannt nach Felix KLEIN (1849-1925)

4 sechsgliedrige Untergruppen

R R TR Y N DS T ISP SRLL PR } je ein

LR P R PRLIT IRV

{ul,n T, K, N Fixelement

377 g 3% st
3 achtgliedrige Gruppen

R R Y R T N R VR R N T L PRI R LT USRI
LR T BT RIT RLIT ROV S

1 zwolfgliedrige Gruppe, Alternierende Gruppe A4~_

ey oMy Mg Mg o Mg Ty 52Ty 3 Mg 170 %20 21 124} - -+ Normalteiler

Geometrische Interpretationen

Gruppe des Quadrats

Drehungen:
4 3 Identitidt Halbdrehung Vierteldrehungen
nl: {r— 1 u17: fr— 3 “10: 1 2 “19: I— 4
. 2 2 22— 4 20— 3 22— 1
3 3 Ir— 1 33— 4 33— 2
i 2 4 4 4r— 2 4r— 1 4r— 3

Drehungsgruppe: {nl,nlo,n17,n19}

Untergruppen der Drehungsgruppe: {nl}, {nl,nl7},
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Spiegelungen:

Spiegelungen an Spiegelungen an

4 : 3/ den Diagonalen den Mittellinien
. R : i1 n _: 13 n, * 1— 2 mw,  : 1+ 4
::>=5f ________ 6 a4 15T a2 BT o L 28 5 4
/§\\\ 33— 3 J—> | 3— 4 3— 2
a 49— 2 4— 4 4— 3 4 s 1

-1 ; 2N
Spiegelungsgruppen: {ul,ﬂé}, {NI.NB}, {”l’nls}’ {Nl,ﬂ24}

Diédergruppe des Quadrats: {ul’nG’“B’ulo’"15’"17'n19’u24}

Untergruppen der Dié&dergruppe:
C{my,me}y Anp,m 31, [rg,mg}, {m %, }]
{nl,ul7} ... Normalteiler

{m,, 7 0+®7:7 g} ... Drehungsgruppe

{nl,u6,nls,nl7} ... Normalteiler
{ul,ne,nl7,u24y} ... Normalteiler
Gruppe des Tetraeders
Drehungen: Achse Permutation

J ﬂl = (1)(2)(3)(4)
dl n, = (1)(234)
a2 me = (1)(243)
d2 n6s (134)(2)
2 -

d2 L (143)(2)
d3 n12= (124)(3)
2 =

d3 "0 (142)(3)
d4 ng = (123)(4)
2 -

d4 My a= (132)(4)

Achse Permutation

J n,= (1)(2)(3)4)
dI ng = (12)(34)
dII o= (14)(23)
dIII ﬂ17= (13)(24)
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Drehungsgruppe des Tetraeders:

R Mg o R s Ty ™y 30 ™16 ™17 ™20 ™21 " ™24}
Untergruppen der Drehungsgruppe:
C{ry,mg}, {mym o}, {m 7,4
{nl,us,ﬂl7.n24 } ... Normalteiler

in geometrischer Schreibweise

Drehungsgruppe des Tetraeders

2, 24 42y 42
1+9:93-43:d3,d4.d4.dp . dppadyyy)

Untergruppen: [{J.dI}, {J,dII}, {J.dIII}]

2 2 2 2
[{J’dlidl}! {J’d2Qd2}’ {J’d39d3! {J’d4’d4}]

{I.dl,d d,.d

{J’dI'dII’dIII} .+. Normalteiler

Spiegelungen an Symmetrieebenen:

Spiegelebene Permutation
o, n, = (1)(2)(34)
o, Moo= (14)(2)(3)
0, me = (1)(24)(3)
o, my o= (1)(23)(4)
o ms= (13)(2)(4)
% R, = (12)(3)(4)

Die Menge der Spiegelungen an Symmetrieebenen bildet keine Gruppe!
Wohl bildet aber jede Spiegelung fiir sich mit der Identitdt eine
zweigliedrige Gruppe {J,oi}. Die Verkniipfungen der Drehungen zusam-
men mit den Spiegelungen bilden die volle Tetraedergruppe, die mit
der symmetrischen Gruppe S4 isomorph ist.

Transformation der Seitenfldchen durch die Tetraedergruppe

4

Numeriert man die Seitenflichen wie
die gegeniliberliegenden Tetraeder-
ecken, So ergeben sich dieselben

3 Permutationen wie bei der

Tetraeder-Eckengruppe.
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Kantengruppe des Tetraeders:

Achse Permutation
J (1)(2)3456
d (134)(265)
a? (143)(256)
; d, (125)(364)
a3 (152)(346)
d, (145)(236)
a3 (154)(263)
Spiegelebene | Permutation d, (123)(456)
o, (1)(25)(34)(6) a2 (132)(465)
% (15)(2)(36)(4) d (1)(24)(35)(6)
o (14)(26)(3)(5)
. (13)(2)(4)(56) S e e
o (12)(3 T e
< 12)(3)(46)(S)
o (1)(23)(45)(6)

Zwei Permutationen sind genau dann konjugiert, wenn sie die-
selbe Anzahl von Zyklen gleicher Linge haben

1. Sei

”1 = (allaIZ"'ali)(a21322"'a2j)"'(arlar2"'ark)

Sei ferner -1
Myi= O°M 00
eine zu T, konjugierte Permutation, wobei gelte

~1
o = ] =0 b
(apq) bpq an ( Pq)

(0 € Sn)

Dann gilt

= COo o—l = (o = =
My(byy) = 0omye0 “(byy) = o°my(a;,) = o(a;,) = by, usw.

1

Daher

n, = (bllbIZ"'bii)(b2l‘")(brl"'brk)

n, besteht also aus gleichvielen Zyklen gleicher Lange

2. Haben "I und n2

ge, so kann man 0 wie oben definieren und es gilt
1

N, = OomM, o0 -
2 1

Zyklen in derselben Anzahl und derselben Lin-
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Hat eine Permutation = 11 Zyklen der L3ange 1, 12 Zyklen der
Lange 2,..., Xr Zyklen der L&nge r, wobei

1.11 + 2.12 + ... + r.lr = n

sein muf, so sagt man, ¥ sei von

Typus 1l12xz...rxr

Es wurde gezeigt, dap Permutationen derselben Konjugationsklasse
dieselbe Anzahl von Zyklen gleicher Linge haben. Frage: Aus wievie-

len Permutationen desselben Typus besteht eine Konjugationsklasse?

Satz von Augustin Louis CAUCHY (1789-1857)

Die Anzahl der Permutationen vom Typus 1112l2...rlr betragt

nt

h(l1 A ,Xr) =

')(2 X! 1y, (T

r

grree (

Z

Beweis: Die Permutation hat nach Voraussetzung die Bauart

F—I"‘—I
o= (x)(x),. (%) (xx),.(%x) (xxx),, (xxx) ., ... (*%, %)
L i1 I L | \ ]
ll 12 l3 lr
Die Sternchen kénnen durch die Zahlen 1,...,n besetzt werden, was auf

n! Arten méglich ist. Da es auf die Reihenfolge der Zyklen der L3nge
i, deren Anordnung auf Xi! Arten mbglich ist, nicht ankommt, redu-

ziert sich die Anzahl der Méglichkeiten auf die oben angegebene Wei-
se. Ebenso ist die Angabe eines Zyklus der Linge i auf i Aquivalente
Arten méglich. Da es jeweils li Zyklen dieser Linge gibt, tritt eine

weitere Reduktion der Méglichkeiten ein.

. . A . .
Ist ®* eine Permutation vom Typus 1 12)‘2...rxr, so ist die

Paritit von a(nx) gleich der Paritat von 12+14+16+ . D.h.
die Paritit der Fehlstinde einer Permutation ist gleich der
Paritit der Anzahl der Zyklen mit einer geraden Anzahl von

Elementen.
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Beweis: 1. Wir zeigen zuniAchst, dap ein Zyklus der L3inge 1 stets als

Produkt von (1-1) kanonischen Transpositionen dargestellt werden
kann. Es gilt nadmlich
(k1k2k3...k1) = nl—l.l°"'°"23°“12

2. Ist ® vom Typus 1112XZ...rXr

, So kann wegen 1. jeder Zyklus
der L3ange 1 als Produkt von 1-1 kanonischen Zyklen dargestellt
werden, d.h. durch insgesamt

O.ll + 1.x2 + 2.x3 + ... 0+ (1—1).11 + ...

kanonische Transpositionen. Daher ist

sgn m = (—1)rFH2A3INa+AhsE. L

Da die geradzahligen Summanden im Exponenten weggelassen werden

kénnen, verbleibt

sgn m = (_I)Xz+314+515+...
Nun ist
Ay + Bhg 4 SA 4 L= z (2=, = 2 213 - z Ay
Da auch hier der geradzahlige Anteil wegbleiben kann, folgt
sgn n = (_1)—12—X4—15—... - (_1)12+X4+x5+...

Beispiel: Anzahl der Permutationen des Typus

A1.A2.A3 A4
1772773774 (xl+212+3x3+4x4 = 4)
der symmetrischen Gruppe S4
h(4,0,0,0) = 4! = A (H)3)W
T (1%.41y2%.01y3%.01)4%.01) 4!
41 4 (1)(234)
h(1,0,1,0) = - -8
a2 oniline®on 3 (1)(243)
4! 4! (12)(34)
h(0,2,0,0) = = =3
(19.01)22.2133%.01)¢4%.01) 2221 (13)(24)
41 A (1234)
h(0,0,0,l) = - = 6
(19.01)2%.01)3% 0tycat 1) 4 (1243)
41 Al (1)(2) (34)
h(2,1,0,0) = = =6
(12.21y22.11)3%.01y(a%.01y  2!2 (1)(3)(24)
IS, = 24

Die Anzahl der Mdglichkeiten, die Ausdriicke h(xl,xz,x3,x4) zZu
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bilden, ergibt sich aus dem erzeugenden Polynom

(rxr 2o +x) (a2 4x?) (143 (14xY) = 1ex2x243x0 45534555+, L.

Es gibt also S Méglichkeiten fiir h.

Fiir das erzeugende Polynom von h(kl,l2,k3,...,ln). gilt definitions-
gemiaf
A1 A2 An
F(Sn’xl’XZ""’xn) = E: h(ll,lz,ks,...,ln)xl Xo oeeX
A,...,An

A1+2A24,. . .+nAn=n

Daraus folgt nach CAUCHY

RS ; , - Z n! ( xq“( x2) M ( xn) M
n'Xyr¥pre 0 ¥y) = o AT (T 2) |l )

A1,...,An
A14+2A2+. . ,.+nAn=n

Da jede der n! Permutationen von Sn in genau einem Summanden
enthalten ist, ergibt sich

t
F(S_:1,1,...,1) = }: n: = n!
n (1*1.x1:)(2xz.x2!)...(rl'.x )

Daher gilt nach CAUCHY

1
=1
Ez (1*’.xlz)(2*2.x2:)...(r*’.x 'y
A1,...,An
A142A2+, . .+nAn=n
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Xquivalenzklassen einer Gruppe, Orbits
Sei G ci Sn eine Untergruppe der symmetrischen Gruppe Sn‘ Man nennt
zwei Elemente i,j € X = {1,2,...,n} dquivalent beziglich G, wenn gilt
ST AVEEERS
neG
Diese Relation ist eine Aquivalenzrelation, denn es gilt

G i denn i = €(1i)

i oA
i 91219 denn j=mi)=i=nl(
G

inNg 9 k»i g k denn i = ul(j) Aj = uz(k) i = (nlonz)(k)

Die Aquivalenz klassen beziliglich der Gruppe G cl Sn heifien
Orbits. Die Elemente eines Orbit sind die Bilder eines

festen Elementes i € X unter allen Permutationen von G.

Beispiel: G <l S = (1)(2)(3)(A)(S)(6)(THX(8)(9)(10)(11)(12)
1 (1)(2 12)(3 5)(4 9)(6 11)(7)(8 10)
5 = (1 7)(2 11)(3)(4 10)(S)(6 12)(8 9)

ny = (1 7)(2 6)(3 5)(4 8)(9 10)(11 12)
Orbits: {1,7}, {2,6,11,12}, {3,5}, {4,8,9,10}

12

1)
n
X

Ist G eine zyklische Gruppe{e, n,nz,n3,....} in Sn’ dann sind die

Orbits mit den Zyklen von G identisch. Die Orbits sind also Verall-

gemeinerungen der Zyklen.

nl2

Beispiel: € = = (13)(24)(5)(6)(T)
T o= (1234)(567) x! = (1432)(567)
n? = (13)(24)(576) 8 = (1)(2)(3)(4)(567)
3 = (1432)(5)(6)(T) n’ = (1234)(5)(6)(T)
= (@ sen w0 = (13)(24)(s67)
7> = (1234)(567) =l = (1432)(576)

Orbits: {1,2,3,4}, {5,6,7}
Es soll nun die Anzahl der Orbits einer Gruppe G <l Sn bestimmt
werden.
Wir betrachten zunichst die Menge Gi jener Permutationen von G, in

denen das Element i fest bleibt

Gi:= {nlx € G, nr(i) = i}
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Zu jedem i gibt es mindestens ein ® mit dieser Eigenséhaft, namlich
die Identitdt €. Selbstverstandlich ist Gi eine Untergruppe von G,
denn es gilt

ul(i) = i, nz(i) = i "2°"1(i) = uz(i) = i3 Tyom, € Gi

Beispiel (obige Gruppe): i:=l1 3 Gl = {€.ﬂ4,“8}

Es sei Oijener Orbit von G, welcher das Element i enthdlt. Wie oben
festgestellt, gibt es mindestens eine Permutation ® mit n(i) = i. Da
i dem Orbit 0i angehért, kann es ein j € Oi geben, sodaB fir ein
entsprechendes " € G gilt: i = n(j).

Wir nehmen an, es gibe zwei Permutationen "l’ n2 mit
M) = my (i) =i e g =) = w ) e o= ey () e

emon )l @G. e, € G.om. @ G.ow, = G,on
1 2 i i i i

1 2 1 2

d.h. alle Permutationen nl, u2 mit nl(j) = nz(j) = ] gehbren derselben

Nebenklasse von Gi an.

Beispiel: Wegen u2(3) =1 gilt Glou2 = {nz,n6,n

Menge aller Permutationen, welche 3 nach 1| {iberfiihren.

10}, das ist die

Umgekehrt ist jenes Element j eindeutig bestimmt, welches von allen

Permutationen derselben Nebenklasse von Gi nach i abgebildet wird.
Sei namlich filir jede Permutation aus der Nebenklasse, angewendet auf
das Element k:n(k) = i.
Wie oben gezeigt, gilt flir jede Permutation n € Gi°n1: n(j) = 1i.
Gilt nun fir ein Element k auch m(k) = i fir alle n, so folgt wegen
der Injektivitat von n: k = j.
Wir ordnen nun jedem j € Oi jene Permutation ® € G zu, fiir welche
n(j) = i ist. Per definitionem sind aber die Elemente eines Orbits
jene Elemente, die aus einem festen Element 1 € X durch Anwendung
aller Permutationen m € G hervorgehen. Jedes Element eines Orbits
hat also die Gestalt

(1) =i, (1) = j € Oi 8 1= “’—l(j) *1“ﬂ'_l(j) = i
Es mupB also mindestens eine solche Abbildungen geben. Gibt es

mehrere solche Abbildungen i = ul(j) = n2(j) = ns(j) = ...., SO

gehéren alle derselben Nebenklasse

Gy %y 2 3 - € G/,

an, d.h. jedem j € 0i wird eindeutigeine Nebenklasse des Quotienten

= G.o%, = G.°x
1 1
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G/Gi zugeordnet. Es gibt daher eine Abbiidung
¢: 0i — G/Gi
i > Goem o= 0(j)  m(i) =i

® ist injektiv, da es bei vorgegebener Nebenklasse Gion nur ein ein-

ziges j gibt, welches von allen Permutationen aus Gion nach i abge~-
bildet wird.
¢ ist surjektiv: G,ex € G/Gi werde beliebig vorgegeben. Nun ist we-

gen i € 0i auch © (i) = j € Oi entsprechend der Definition von Oi’
Daher ®(j) = Gion wegen R®(j) = i. Aus der Bijektivitiat von ® folgt
daher

IOil = IG/GiI
Nach Seite 140 (x) gilt
IG/GiI.lGiI = |Gl
daraus
IOil.lGil = |Gl

Ist Oi jener Orbit von G cl Sn’ welcher das Element i ent-
halt, dann gilt

10,1 = 1G1/1G, |
Gi ist die Untergruppe von G, welche das Element i € X fest
148t.
Beispiel: Gruppe von Seite 156
e =nl? n® = (13)(24)(5)(6)(D
n = (1234)(567) n! = (1432)(567)
n? = (13)(24)(576) = (1)(2)(3)(4)(56T)
> = (1432)(5)(6)(7) n° = (1234)(5)(6)(T)
= (h@rasen 70 = (13)24) 567y
> = (1234)(567) 'l = (1432)(576)
Sei i =1 .... 0, ={1,2,3,4}, G, =(e,n?, 78}
Wir untersuchen folgende Abbildung
o O1 — G/Gl
i o Gem W (§) =1
=t ey = xtan=nBy = 1 ey, e, 6 on G 0w %ok

j=2 n2(2) = (=r'l2)= 1 e2)p ond 6 on” 6 on! Yeind, a7 w11y

1 @(3)=p1ou% Glonﬁ Gl°u1q;{n2,n6,n1°}

1 04y, om G ow’ 6o t=({n,n°, 1’}

1]

j=3 n2(3) =n%(3)=n'0(3)

j=4 n(4) = nO(4)=n(4)
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Ferner gilt

IOII = 4, lGll = 3, IGl = 12

IOll.lGll = |Gl

Satz von William BURNSIDE (1852-1927) 1897
Ist XI(N) die Anzahl der Elemente von X = {1,2,...,n}, die
unter der Permutation m € G c| Sn fest bleiben (11 ist also
die Anzahl der Zyklen von ® mit der Linge 1), so ist die An-
zahl der Orbits der Gruppe G gleich

10! = TéT;Zle(n), 0g = {010 ist Orbit von G}

Wir berechnen die Summe nzgll(n) auf zwei Arten und illustrieren

dies an obiger Gruppe

e halt 1 2 3 4 5 6 T fest A (e) =7
n> halt s 6 T fest A (x) =3
whatt t 2 3 4 fest 11(n4) = 4
n® halt s 6 7 fest A (%) =3
»® nalt 1 2 3 4 fest xl(ns) =4
n halt s 6 7 fest A (x)) =3

16,1 16,1 16,1 16,1 164! 1G] 16, Z;xl(u) =_ZX|Gi» = 24

[ (] i i I [ I ) 1

3 3 3 3 4 4 4

Allgemein gilt daher
Z X, (%) =i2;|Gil

Die rechte Summe wollen wir weiter aufspalten. Da die Orbits Aquiva-

lenzklassen sind und daher keine gemeinsamen Elemente enthalten,
gilt
X= Uo
OEOG
In obigem Beispiel wire X = {1,2,3,4,5,6,7} = {1,2,3,4}u{5,6,7}.

Daher kann man setzen
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Y =) ) eyl

ieX 0€0G i€e0
Gehodéren 1 und j demselben Orbit an, so gilt
0. =0, = 10.1 = 10,| > IG.1 = 10.1.1G.1
i j i j 1o 1 i i
Wegen lOil.lGil = 1G] folgt weiter

lGil = |Gl
ig0
somit

z 6,1 = z z 16,1 = Z 161 = 1051.16] = Z A (%) wie behauptet.
jex 0€0,, i€0 0€0,

In obigem Beispiel gilt
ﬂzgxl(u) = 24, 161 = 12, Og = {{1,2,3,4},{5 6 T}}, 105! = 2

Zyklische Gruppen

Hilfssatz: Sei 6 = {e,m,n2,..., 7" 1}, (™ = €) eine zykli-

sche Gruppe der Ordnung m. Ferner sei d = ggT(k,m) der grop-

te gemeinsame Teiler der positiven ganzen Zahlen ksm und mn.

k

Dann erzeugen T und nd dieselbe zyklische Untergruppe

U ¢l G; die Ordnung von U ist -§~.

Beweis: Nach Voraussetzung ist ggl(k,m) = d 3 k = kld Am = mld mit
1 = ggT(kl,ml). Es gilt also
d = ggT(k,m) » 1 = ggT( 5, &) = ggT(k,,m,)

Daher gibt es ganze Zahlen «,f mit
qkl + Bm1 = |

Daher akld + Bmld =d = ak + Pm = d
Demnach gilt
3 o= gkt fm _ akonﬁm - nako(um)B = 2%k, eB - ok
Es gilt also
nd = (nk)“

d.h. nd ist Element der von uk erzeugten zyklischen Untergruppevon G
3 die von nd erzeugte zyklische Untergruppe von G ist Untergruppe
der von nk erzeugten zyklischen Untergruppe U.
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Anderseits gilt: uk = ukid = (ud)k’, d.h. die von nk erzeugte Unter-
gruppe 1ist in der von nd erzeugten Untergruppe enthalten, daher

sind die beiden Untergruppen identisch,

m
Dabei gilt (rtd)d = = €, d.h.die Ordnung von U ist S{%.
Sei nun (nd)s = ¢ mit s < —g— % sd { m und es wire nSd = € im Wider-

spruch zur Voraussetzung, daB die Ordnung von % gleich m ist.

nl und n2 seien Elemente einer Permutationsgruppe, welche
dieselbe zyklische Untergruppe erzeugen. Dann halten nl und
n2 dieselben Elemente fest und es gilt

1l(ﬂl) = 11(ﬂ2)

Beweis: Da ul und n2 dieselbe zyklische Untergruppe erzeugen, exi-

stieren ganze Zahlen «, B mit der Eigenschaft
- B _
ul = n2 und n2 = "1
Sei nun i eine Fixelement unter nl:
M) =i oemy(i) = af(i) = n‘;“lcnl(i)) = n‘;“l(i) = ... =i
d.h. alle unter U9 festen Elemente sind auch unter n, fest. Analog

zeigt man die Umkehrung. Daher gilt ll(nl) = Xl(nz).

Sei G eine von % erzeugte zyklische Permutationsgruppe der

Ordnung m. Dann ist die Anzahl der Orbits von G gleich
=1 d m
10! =1 dz M WIE.
m

Hier ist @ die EULERsche Funktion und die Summation erfolgt

iiber alle Teiler von m

Beweis: Wie oben gezeigt, erzeugen nk (0<k=m) und nd mit

d = ggT(k,m) dieselbe zyklische Untergruppe U von G.

Auf wieviele Arten kann dieselbe zyklische Untergruppe U cl G er-
zeugt werden?

Of fenbar so oft, als man bei vorgegebenem d das k so wdahlen kann,,

dap gilt: d = ggT(k,m), das ist aber dieselbe , fiir die gilt
= Xk my _ o
1 - ggT( d [ d ) = ggT(kly d )

Das ist aber die Anzahl der kl’ die zu -%} teilerfremd sind. Diese
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Anzahl wird nach Seite 130 durch die EULERsche Funktion v(—f;i—)

festgelegt. Die Anzahl kl tritt also m(-g-)—mal auf. Daher nimmt
die Formel von BURNSIDE die angegebene Gestalt an.

Der Satz von POLYA
Georg PSLYA (1887-1985) 1937

Vorbereitendes Beispiel: Auf wieviele Arten kann man die vier Ecken

eines Quadrats mit den Farben schwarz und weif einfidrben?

T—__T X ={1,2,3,4} Menge der Ecken
{—2 A= {s,w} Menge der Farben
Da jede Ecke des Quadrats auf 2 Arten eingefirbt werden kann, gibt
es insgesamt 4
2 = 16 Farbungen
o—~0 o—-—0 o—=0 Oo—u [ Q u} 0 o—=8 a—=0
| ol L2 sl lal sl el |72 |s]
o—0 a—0 o—=a o——0 n] 0 - ] —0 0
e —0 —=a —a —a —0 o—=a a—a
Lol ol Jul |2l lis|l lia|l lis| el
0—=a O O~ o——a ] 0 [ - "—a a—=a

Wir betrachten nun jene Farbungen, die durch Drehungen des Quadrates
ineinander ilUbergefiihrt werden k&énnen als &quivalent. Sie bilden
dasselbe Muster (Schema).
In unserem Beispiel treten folgende dquivalente Muster auf:
1, 2 23«45, 6x8=9 =11, 7=10, 12 =« 13 = 14 = 15, 16

Daher gibt es folgende 6 Muster (Schemata)

Oo—0 o—a0 o 0 O ] —a -—a

{0 T 1ol 170 Tel Ted)
] ] ] 0

O—0 B—0 o——a —a

Wir kénnen aber auch nach der Anzahl der Kontrastmuster fragen.
Dabei kommt es nur auf die Verteilung der Farben an den Ecken (ob
eingefidrbt oder nicht), nicht aber auf die Farben selbst an. In un-
serem Beispiel sind folgende F&lle beziiglich des Kontrastes Aquiva-
lent:
1 =216, 2 = 3 = 4 25 « 12 = 13 =« 14 215, 7 =2 10, 6 = 8 =9 = {1
Es treten also folgende 4 Konstrastmuster auf

o——20 o—0O o-—=a o—o0

{0 21 171 160}
o—10 —=0 —0
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Wir betrachten nun eine Permutationsgruppe G cl Sn der Menge
X={1,2, ..., n}

und eine Abbildung
p: X — A

der Menge X in die Menge A = {al,az,...,ar}. Die Elemente a; € A
nennen wir Farben und die Abbildung ¢ eine Firbung, d.h. jedes Ele-
ment i € X wird mit der Farbe ¢(i) eingefarbt.

Ist n € G, so stellt ot gleichfalls eine FArbung dar. Zwei Farbun-
gen ¢1 und ¢2 gehdren demselben Muster an, wenn es eine Permutation
€ G gibt, sodaB % =0 ot ist. Wir schreiben dann g 2 ¢ . Die Rela-

1
tion ¢ ist eine Aquivalenzrelation:

o ¢ , denn @ = @o¢€
Py %0, %9, %0, denn 9, = 9N > 9 = gyon
Py ¥ 9y N9y X O30 ¥ 0y denn 9 = 90Ny A9y = 90y 3
>0 = 03 (MyTy) @) =9y
Diese Aquivalenzklassen heiBen Muster oder Schemata (vgl. obiges

Beispiel). Zwei Farbungen desselben Schemas werden als #quivalent
(nicht unterscheidbar) betrachtet.

1.Beispiel: Farbung der Qadratecken. X = {1,2,3,4}, A = {w,s}
Drehungsgruppe des Quadrats G ={¢, 51, 62, 53}

€

(1)(2)(3)(4), 61 = (1234), 62 = (13)(24), 63 = (1432)
p € & = Abb(X,A)

1 2 3 4 1 234 1234 1 234
? WWWW o WWWS Pq WS S W ?i3 W s s
?, S WWW L S S WW Piol W s w Pial S sws
P4 WS WW ?4 S Ws W Pyl "W ss Pi5| sssw
Py W WS W ?g S WW S @iy WS s s Pi¢] S s ss

Bestimmung der Aquivalenzklassen (Muster)

0y =9 9 0y =9 9 03 =9 {9}

¥p =05 9y 8y =0y 9y 205 =93 {9,.05,04.05}
e € = 9 P 0 =03 9 20 =9y 9g 03 =9y {96.05.99.9,,}
01 =910 97 °% =97 P7 05 = 91 {97:95)
P = P15 913°%
?16°° = P16 ®16°°1

=913 1905:913:914: 915

=015 P12°% = P14 %12°%3
5

51 =016 ®16°% = P16 916°%

6 Muster
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Eine ausfihrlichereDarstellung wiirde folgendermaBen ausseheh:
Durch die Fiarbung ¢ werden den vier Ecken 1,2,3,4 die 4 Farben
a,b,c,d zugeordnet.

0 = ( 1234 ] TE‘ET

abcd 12_22
1234
3—2
_(1234) (1234)_(1234 qc
98, = [ abecd ] ( 2341 ) = ( bcda ) o b ¢ |abcd
4= 0061 bcda
(1234 1234Y) _(1234) 23t #9|cdabd
¢°5- ° =
2 abcd 341 2 cdab a b 0063 dabc
32 by
s - [1234 )o 1234 ) _ (1234 ) la et
% = labecd 4123 dabec b
22 23

2.Beispiel: Eine rote und zwei schwarze Kugeln sollen in drei unter-

scheidbare Schachteln a,b,c verteilt werden. Auf wieviele Arten
ist dies mbéglich?
Wir ordnen den drei Kugeln s,r,r die drei Zahlen 1,2,3 zu und
bilden die Menge X = {1,2,3} und A = {a,b,c}. Da die Kugeln 2
und 3 als schwarze Kugeln nicht unterscheidbar sind, definieren
wir auf X die Gruppe

G = {e,n}, €= (1)(2)(3), =n= (1)(23)

Anzahl der Abbildungen ® € ® = Abb(X,A) 18] = 33= 27

1 23 1 23 1 23 1 23 1 23 [1 23

ml a aa 06 abec wll bab 016 bca 021 c ac ¢26 ccb

¢2 aab ¢7 aca ”12 bac ¢17 becbd ¢22 c ba ¢27 ccec
9, |a ac vg |a c b ?3 b ba ? 8 bcec P541cC bb
¢4 aba ¢9 acc w14 bbb ¢19 caa ¢24 c bec
P |2 b b ¢10 baa ?5 b bc Pr0l€ 2 b ¢25 ccCca

Somit ergeben sich folgende 18 Muster als Mdglichkeiten der

Verteilung
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9, e=0;, 9, °m=p, {9} P L4°C=P 140 P40, {9,})
Py °€=0y, @, n=0, {9,,9,} 915°6=P 50 P5°7=017 {95,914}
9y °€=05, 9, =0, {9,,9,} P8°¢=P gs P1g°"=P;g {94}
Pg =05, 95 °T=p5 {0} P19°€=P1gs P1g°T=0 g9 {9 4}
g "=Pgr P "T=0g 195,94, P20°€=P20"  P20°"P22 {P30,%23}
Py °€=0g, @g °T=py {94} Py °E=Py s Py M=y {0,,,P55}
?10°*%10° ?10"™ %10 {?}0} P23°0230 9237703 (953}
P10, P10 19100 ad | 904050y 994706 (994:96)
912°6=P 9 P10 g {P12:P16} | 927°57927,  @37°7=0y; {9,5}

Sei m € G cl Sn und sei Xi(u) die Anzahl der Zyklen von &

mit der Linge i. Dann heift das Polynom
. _ 1 A1(m) A2(m) An(m)
P(G,xl,xz,...,xn) = .TET;ZGXI X, ce e X

der Zyklus—Index von G

., ] . _ 1 . 4 2
Beispiel 1: P(G,xl,xz,x3,x4) = 3 [xl + X, + 2x4]

[l ¥

e . . = L
Beispiel 2: P(G,xl,xz,x3) = 5 [x; + x1x2]

Lemma von PSOLYA
Gegeben sei die Menge X = {1,2,...,n} sowie die Menge der
“"Farben” A = {31’32""ar}' Ferner sei G cl Sn eine Permuta-
tionsgruppe auf X. Ist M die Menge der Muster, dann ist die
Anzahl IM| der Muster beziiglich der Gruppe G gleich dem Wert

des Zyklusindex P(G,x .,X_) an der Stelle X =...= X = 1A

| n
n

R |
IMl = P(G:;r,7r,...,T)

2

Beispiel 1: P(G;2,2,2,2) = ﬁ}-[24+2 +2.2] = 6

Beispiel 2: P(G;3,3,3) = —% (33+3.31 = 18

Beweis: Sei ® = Abb(X,A) die Menge der Farbungen und ¢ € ® eine spe-

zielle Farbung. Ferner sei W eine beliebige Permutation aus Sn' Dann
ist die Abbildung
ﬁ: ¢ —— ¢
A
@ — T(P):= @P°n
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eine (wegen der Umkehrbarkeit von n) bijektive Selbstabbildung von

¢, daher eine Permutation der Elemente von ®. Die Menge der Permuta-
A A

tionen von ® heiBe S, also e S. Bei vorgegebenem n ist die Abbil-

dung 2 eindeutig bestimmt. Daher existiert die Abbildung
A

v: G — S
no—— p(n) = R

Y ist injektiv. Sei ndmlich

A A A A
W) = () » R, = 1w, 3 é\ R (P) =N, (9) é\ g, = @om, »

» A /N o(n (i) = o(n, (i)
? i

Wir treffen die Annahme nl # “2' Dann gilt \/ ul(i) = j #k = nz(i).
i

Wire dies mdglich, miiBte fir alle ¢ gelten: ¢(j) = ¢(k), obwohl j#k

ist. Dies bedeutet einen Widerspruch, da sich leicht eine Abbildung

o(j) # ¢(k) mit j # k konstruieren 148t. Daher mug nl = n2 sein.

Setzen wir A
¥(G) = G
so gilt wegen der Injektivitidt A
= 1Gl
A A
Ferner ist G eine Untergruppe von S:
A
A A A A A A A N
n1$“2 € G > a2°nl(q)) - Nz(nl(w)) = nz(WTl) - ¢°(7‘1 nz) = (nl nz)(q)) >
A A
nzoul € G
Zwei Farbungen ¢ und ¢’ sind Aquivalent (gehSren zu demselben

Muster), wenn gilt ¢’ = 9o (x € G), wenn also ¢’ = ﬁ(c), d.h. wenn
A

9 und ¢’ demselben Orbit von G angehdren.

A A
Fir die Menge Og der Orbits von G gilt nach BURNSIDE

AL i A,
'0G| = A Z xl(n)
lal A
neG

XI(Q) ist wieder die Anzahl der Zyklen der lLinge 1 von ﬁ. Nun stellt

A . .
% eine Permutation von ¢ dar

a _ % ?, 3 - - - %
0I°N ¢2°ﬂ ¢3°u e e . PLem
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Ein Zyklus von ﬁ der Lidnge | hat dann die Eigenschaft ¢i = viou. Es
sei nun die Permutation ® gegeben., Wie muB ¢ gebaut sein, damit
P = pox

gilt?. Wir wollen das an einem Beispiel untersuchen.
Beispiel: - = {1,2,3,4,5,6,7,8}, A = {al,az,...,ar}.

p: X — A

i — bi € A

Unter Einwirkung der Abbildung @ kdnnen natiirlich einige oder alle

der Zielelemente gleich sein. Es sei

ni= (1573)(286)(4)
0: (1 2 3 45 6 7 8 )
by by b3 by bg bg by by
pomt = [1 2 3 4 5 6 7 8 )0(1 234567 8) -
b, b, by b, be b by bg) (58147236
- (1 2 3 45 6 7 8 ) -9
bs bg b, b, by b, b, b

Damit ¢ = ¢ sei, muB gelten

bl = bs = b7 = b3 =:1a l
b2 = b8 = b6 =:b J € A
b4 = b4 =:C

Man findet also

por = @ = ( 12345678 ) - [ 15732864 )

abacabahbd aaaabbbdc
Soll also die Bedingung ¢°m = ¢ bei gegebenem 7 gelten, so miissen
alle Elemente, die demselben Zyklus von ® angehbren, gleich einge-
farbt werden. Da in obigem Beispiel drei Zyklen auftreten, fiir die
gilt
ll(n) + 13(n) + X4(n) =1 + 1 + 1

kdnnen die r Elemente aus A (mit Wiederholungen) auf die drei Zyklen
verteilt werden. Das ergibt

r3 - rxi(n)+Xz(n)+13(n) . rl1(n)+Xz(n)+...+xB(n)

Moglichkeiten. Allgemeiner gilt:
A

Die Anzahl ll(ﬁ) der Zyklen der Linge 1 von 2 ist gleich der Anzahl
der Moglichkeiten, bei gegebenem n die FaArbungen @ so zu widhlen, dap
o°t = 9 ist. Diese Anzahl ist gleich der Anzahl der Méglichkeiten,

die r Farben € A auf die Zyklen von n aufzuteilen:
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rX1(n)+l2(n)+...+xn(n) - rxi(n)_er(n)."rxn(n)

A
Daher ist wegen IGl = IGI
A A
A 1 Ay 1 Ai(m) A2(m) An(7)
IOGI = ~ }: Xl(n) = -TGT-}: r .T I 4
'G’ AN neG
neG
= P(G;xl,...,xn)lXi=r

Die Anzahl der Muster von (X,A) beziiglich der Gruppe G ist

1 AA
IMI = '-T'é'-l—z Xl(ﬂ)
R RG
Dabei ist Xl(n) die Anzahl der unter ® invarianten

Farbungen.

1.Beispiel: Auf wieviele Arten kann man (bis auf Drehungen) von den

4 Eckpunkten eines Quadrats zwei schwarz und zwei weiB einféar-
ben?

Da die gewilinschte Farbung @ drehungsinvariant sein soll, mup ¢n
= @ sein. In der Drehungsgruppe des Quadrats gibt es nur zwei
mit dieser Forderung vertrigliche Permutationen, namlich € und

2.
Typus Vertriagliche Anzahl der
Permutationen Farbverteilungen
[ (w)(w)(s)(s)
j (w)(S)(W)(sg .t
4 = (w)(s)(s)(w _ar
! €= (@ 3 ($H(w)(w)(s) 3127 = 6
l (s)(W)(s) (W)
(s)(s)(w)(w)
Zu £ gibt es also -5%%7- = 6 Mbéglichkeiten auf invariante Weise
zwei Eckpunkte weif und zwei schwarz zu farben. Zu
2 2 _ (ww) (ss) -

gibt es nur zwei drehungsinvariante Méglichkeiten. Wegen

R fy = L -
IMI = M) = - (6+2) = 2

€G
gibt es 2 Moéglichkeiten der gewilinschten Farbung:
0 a O u

N

n 2 n 0
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2.Beispiel: Auf wieviele Arten kann man eine Ecke eines Quadrats

weif und drei Ecken schwarz fiArben?
In der Drehungsgruppe des Quadrats gibt es nur eine vertridgliche
Permutation, namlich €:

Typus Vertridgliche Anzahl der
Permutationen Farbverteilungen
. [ (wggs)(S)(s;
- (s)(w)(s)(s A _
! €= (2 { (s)(s)(w)(s) 3! 4
(s)(s)(s)(w)
[
Hiezu gibt es -ﬁﬁ— = 4 Farbungen. Daher-%—[A] = | drehungsinva-
riante Méglichkeiten der Farbung:
]
o—=a

3.Beispiel: Auf wieviele Arten kann man (bis auf Drehungen) von ei-

nem regelmifigen Sechseck drei Ecken schwarz und drei Ecken weip
einfirben?

Die Drehungsgruppe des Sechsecks lautet:

e = (1)(2)(3)(4)(5)(6) 8= (14)(25)(36)

& = (123456) &%= (153)(264)
82= (135)(246) 8= (165432)
Typus Vertragliche Anzahl der
Permutationen Farbverteilungen
1© e = (@GSO (MM )N Fogr = 20
32 82= (135)(246) (www)(sss) 21 = 2
32 &%= (153)(264) (www)(sss) 2t = 2

Daher -%7[20+2.2] = 4 Moéglichkeiten der Farbung

OO0

4 . Beispiel: Auf wieviele Arten kann man bei einem regelmidBigen

Sechseck bis auf Drehungen eine Ecke weiB, zwei rot und drei

schwarz firben?

Typus Vertragliche Anzahl der
Permutationen Farbverteilungen
!
° € = (1)(2)(3)(4)(5)(6) 54— = 60
Daher — [60] = 10 Moglichkeiten der Firbung

Kombinatorik fiir Geometer (Prof. W. STROHER) Seite 169



i
i

|
DOOOOOOOOO

S.Beispiel: Auf wieviele Arten kann man von den vier Eckpunkten

eines Tetraeders drehungsinvariant zwei schwarz und zwei weif

farben?
Typus Vertrigliche Anzahl der
Permutationen Farbverteilungen
| ]

14 € = (1)(2)(3)(4) ST = 6 Mogl.
22 d; = (12)(34) )
22 dyy = (14)(23) je 2 Mdglichkeiten
2 -
2 dIII = (13)(24)

insgesamt daher -%5—[6+3.2] = 1 Farbemdglichkeiten.

6.Beispiel: Auf wieviele Arten kann man von den sechs Kanten eines

Tetraeders drei schwarz und drei weif drehungsinvariant fidrben?

Typus Vertragliche Anzahl der
Permutationen Farbverteilungen
16 € = (1)(2)(3)(4)(5)(6) e = 20
32 d, = (134)(265) )
& Acht mal je 2!
ce  ideeeeecesaeans Moglichkeiten
32 d2 = (132)(456) J

insgesamt daher -%3-{20+8.2!] = 3 Farbemdglichkeiten.

7.Beispiel: Auf wieviele Arten kann man von den sechs Kanten eines

Tetraeders eine weiB, eine rot, zwei schwarz und zwei blau

farben?
Typus Vertragliche Anzahl der
Permutationen Farbverteilungen
]
16 e = (1)(2)(3)(4)(5)(6) ot = 180
1222 4 = (1)(24)(35)(6) )
1222 dII = (16)(2)(35)(4) je 2!2! Moglichkeiten
2,2 -
172 dIII = (16)(24)(3)(S)

Insgesamt daher -%5-[180 +3.2!2!]1 = 16 Farbeméglichkeiten
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Auf Grund dieser Beispiele ergibt sich der Satz

Satz von PSLYA
Gegeben seien die Elemente X = {1,2,...,n} sowie die Farben
A= {al,az,...ar}. Es sollen genau o Elemente von X die
Farben a; erhalten (Zozi = n). Die Anzahl IM| der Muster be-
ziiglich der Gruppe G cl Sn ist dann

Ml = TGT E: v(xl"'"xn)'fai,....Gp(ll""’xﬂ)
A1, . ..,An

Hier ist v(ll,...,kn) die Anzahl jener Permutationen € G,

deren Typus (rigr2z e

traglich ist und fal,

mit der geforderten Farbung ver-

..,ap(ll""’ln) ist die Anzahl der

Farbungen, die auf den zuldssigen Permutationen konstant

sind.

Beispiel: Auf wieviele Arten kann man 6 Ecken des regelmiBigen
Zwtlfecks drehungsinvariant schwarz einfarben (fiir die restlichen 6

Ecken kann man sich die Farbe weif denken)?

Die Drehungsgruppe des Zwélfecks lautet:

e = (D)) (H(6)X(TH(8)(9)(10)(11)(12)

6 =(1 23456789 1011 12)

62 = (13579 11)(2 4 68 10 12)
83 = (147 10)(25 8 11)(3 6 9 12)
8% = (1 59)(2 6 10)(3 7 11)(4 8 12)

& = (1611492712510 3 8)
8% = (1 7)(2 8)(3 9)(4 10)(5 11)(6 12)
= (183105127294 116)
68 = (1 9 5)(2 10 6)(3 11 7)(4 12 8)
87 = (1 10 7 4)(2 11 8 5)(3 12 9 6)
= (1 11 975 3)(212 10 8 6 4)
sl (112 11109876543 2)
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Typus V.Perm. v Vertrigliche Belegungen | f6 6
12 12!
1 € 1 (s)(s)(s)(s)(s)(s)Y(W)(W)(w)(w)(w)(w) €T
26 56 { (ss)(ss)(ss)(ww)(ww)(ww) (g)
34 54,58 2 (sss)(sss) (www) (www) (g]
62 52,510 2 (ssssss) (WHNWWWW ) 2!
Daher existieren
1 12! 6 4) _
12.[ 1.—6'"!—8—!—— +1.(3)+2.(2)+2.2!]—-8
Farbungsmdglichkeiten.
Kontrastmuster
Gegeben sei die Menge X = {1,2...,n} sowie die auf X wirkende Permu-

tationsgruppe G cl Sn' Ferner sei A = {al,az,...ar} die Menge der
Farben, auf der gleichfalls eine Permutationsgruppe H cl SA defi-
niert ist (das Einselement von SA heifBe €¢). Es sei wieder @ =
Abb(X,A). Dann ist mit ¢ € ® auch

hepenr (h € H, ® € G)
eine Farbung hepenm € 0, - '

‘Beispiel: X = {1,2,3,4,5}, A = {a,b,c,d} ,
oo _fabcd) (L2345, (12345 _ (12345 _4
h‘pn—[bd-c“a) (bgc_\da} (3‘1254)"[0d¢ba) €®
Wir suchen nun die Kontrastmuster beziiglich G und H, das sind jene
Muster, die unter G und H invariant sind. Dazu betrachten wir die
Menge XUA (XnA = @) und auf dem kartesischen Produkt G x H die Per-

mutationsgruppe
) Wi::;’GxH
welche die Mengen X und A einzeln festlapt:
(t,h) € G A i€ X3 (nh)(i)r=n(i) € X
(r,h) € G Aae A= (n,h)(a):= h(a) € A

Es sei nun ¢ = Abb(X,A) die Menge aller Farbungen, und ®1 c d-die

Menge jener Farbungen, die beziiglich G abgeschlossen und treu ist,
d.h. es soll gelten

1. [(nr,h) €G A ¢ € ®,1 » hegem e &

2. [(m,h), (X" ,h") € G A /\ hopemt = h’egon’] 3 (m,h) = (%' ,h')
)
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Zwei Farbungen P9, € ® heiBen dquivalent beziiglich G wenn gilt

? ng a \/ “wz--howlon
(n,h)eG

Tatsidchlich handelt es sich um eine Aquivalenzrelation:

1. ¢ g(pdenn €opoE = @

g g = o o B —Io ° -1

3.9 § P, A9 g Py > 9y § 95 denn @, = h @ %), 95 = hyop,on, >

> 0y = (hfhx)""’l"(”ﬁ"'z)

Die Aquivalenzklassen sind die Muster (Schemata) beziiglich G.
Von besonderer Bedeutung sind Jjene Farbungen, fir die gilt

hoq)o-rr = (P
die also unter 6 invariant sind.

Die Farbung @: X —> A ist genau dann unter (®,h) € G inva-
riant, wenn ¢ diejenigen Elemente von X, die demselben Zy-
klus von @ mit der Linge ¢ angehdren, in Elemente von A ab-

‘bildet, die einem Zyklus von h angehdren, dessen Linge k

ein Teiler von [ ist.

Beweis: |. Es gelte hepem = ¢, ferner gehdre i € X einem Zyklus
von n der Lange ¥ an und es sei
9(i) = a € A und nf(i) = i

Dann gilt

hegen(i) = ¢(i) = a

h2epon® (i) =he(hepem)om(i) = hopen(i) = a
13epend(i) = nZe(hopem)on(i) = hZepen?(i) = a

----------------------------

Gehoért demnach i einem Zyklus von n von der Linge £ an, dann
gilt fiir die Farbe @(i) = a:

hg(a) = a

d.h. der Zyklus von h, dem a angeh6rt, hat eine Linge, die

ein Teiler von ¢ sein muB.
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Beispiel: m = ...(i;i,i4i )..., also f = 4 und es sei
w(i{) = a. D.h a muB demnach einem Zyklus von h angehdren,
dessen Linge k ein Teiler von P = 4 sein muB. Dann gibt es

folgende Méglichkeiten:

_ . i1 iz i3 is4 . s s -

k=1 oo(a). .. ["'(a a a a )...] ;..(11121314)... =
Y ]
L J :
o n
— i1 12 13 i4 _

- . i1 12 i3 i4 . s s

k=2 ...(ba)... ["'(a b a b )...] ...(11121314)...

_ i1 12 13 14 =9
. "0 a b a bt.'

k =4 ...(dcba)‘..v.O[...(;l 0 (‘j“)] e Cipigigig). ..

it iz i3 14)

Die £ Elemente des Zyklus von ® werden in zyklischer Folge
auf die k Elemente des Zyklus von h abgebildet

2. Die Umkehrung folgt sofort aus obigen Beispielen.

Sei ¢1 < Abb(X,A) eine Menge von Abbildungen, fiir welché,
beziiglich der Gruppe G=GxH gilt
[(T,h) € G A ¢ € @1] 3 hepen € @1

[(m,h), (%’ ,h’) € G A /\ hegen = h’e@on’] 5 (w,h) = (%’ ,h’)
0€d,

Dann ist die Anzahl der Muster von @i beziiglich G gleich

—L N wimn) IGI = 1GI.IHI
1GI 3
(rm,h)eG
v(m,h) ist die Anzahl der Fairbungen ¢ € Qi’ fiir welche gil
llo(po’}'[ =

t

Beweis: Sei (mh) € G. Wir definieren eine Selbstabbildung von
e(Th): & — O,
@ r— [p(m,h)](@):= hopeonm

@1:
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Y(n,h) ist injektiv.
[W(ﬂ,h)](¢1) = [W(ﬂ-h)](wz) > [w(n.h)](wl)(i) = (W(”.h)](¢2)(i) 3
> hoploﬁ(i) = ho(pzon(i)

Ist m(i) = j, so gilt i = n 1(j), daher
hee, om(x 1 () = hepyem(x 1 (§)) * hep (i) = hop,(j)
Daher gilt fir alle j: vl(j) = ¢2(j) >0 =9,
Da Ql eine endliche Menge ist, ist y(w,h) auch surjektiv, daher
auch bijektiv. Demnach sind die Abbildungen W(7n,h) Permutationen

der Menge 9

Die Anzahl éer Muster von ¢1 ist daher die Anzahl der Orbits von
w(m,h) bezliglich G. Sie betrigt nach BURNSIDE

—L 3 2, o)

IG) -

(nt,h)eG
worin Xl(w(n,h)) die Anzahl aller ¢ € ¢1 bedeutet, die unter
p(n,h) konstant sind, fir welche also gilt heger = p. Ist nun 1
die L&ange eines Zyklus von R, so gilt fiir einen zugeordneten Zy-
klus von h nach dem vorhergehenden: hl(a) = a mit (i) = a, wo-
bei i dem betrachteten 1-Zyklus von n angehdrt. Daher ist wegen
e(i) = nl(pCin:
Al(w(n,h)) =:p(n,h) ... Anzahl der FArbungen mit hegon = 9.

Sonderfall: Satz von PSLYA. Wir setzen H = {€}. Dann wird G = Gx{e}.
Es gilt fir alle hegen = ecpom = gon = ¢. Es ist dann IGl = IGI

und Ql ist die Menge aller Abbildungen ¢: X — A,

Beispiel: Anzahl der Kontrastmuster bei Farbung des Quadrats mit
zwel Farben. Hier kommt es also auf die konkrete Farbung nicht
an. Vertauschung der Farben gibt dquivalente Kontrastmuster. Die
Vertauschung der Farben erfolgt durch die Gruppe

H= {e,h}, e = (w)(s), h = w,s ,

Drehungsgruppe des Quadrats: G ={¢, 61, 62, 63}
€ = (1)(2)(3)(4), 6§ = (1234), 62 = (13)(24), 63 = (1432)

G=GxH, IGI = IGl.1Hl = 4.2 =38
Wir haben nunmehr die Anzahl jener Farbungen zu bestimmen, fiir
welche hegem = ¢ ist. Dabei miissen die Lingen der Zyklen von h

Teiler der Langen der Zyklen von 7 sein.
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24

(e,e) invariant bleiben. Da man jede Quadratecke mit 2 Far-

v(e,e) ist die Anzahl der m6glichen Farbungen, die unter

ben belegen kann und sowohl jede Ecke unter €, als auch jede

Farbe unter ¢ invarant bleibt, gibt es 24 Méglichkeiten.

v(e,h) = 0, denn die Zykellinge von € ist 1, die von h aber 2. 2

ist aber kein Teiler von 1.

b(S,e)  (1234) {g's’g 2 MSgl. daher v(8,e)

]
o]

p(8,h)  (1234) —EEZ;T‘& 2 Mdgl. daher v(8,R) = 2

) (13 L {7 2 Mogr. ,
v(8°,e) (13)(24){ (%) ]-qo(a ,8) = 2.2 = 4 Mogl.
(24){(5) 2 Mogl.
(ws) v
2 (13)'{:(sw) 2 Mogl. 2 "
v(67,h) (13)(24) P(8“,h) = 2.2 = 4 Mogl.
(ws)
(24) { 2 Mogl.

(sw)

L]
[\

v(e®,e)  (1432) L") 2 Mogl. daher »(8,e)

p(83,h)  (1432) —[ggig 2 Mogl. daher v(8,h)

il
o

Daher ist ) v(m,h) 24+0+2+2+2.2+2+2.2+2+2 = 32 Daher gibt es

-%-Z v(n,h) = —%2 = 4 Kontrastmuster

Man erkennt, daB die in obigem Beispiel eingeschlagene Methode bei
einigermaBen umfangreichen Beispielen nicht anwendbar ist. Um die
GroBen v(n,h) auf zweckmipfigere Weise zu bestimmen, gehen wir zu-
nichst wie in obigem Beispiel vor. Nach dem Satz auf Seite 173 miis—-
sen die Elemente eines Zyklus der lL3inge 1 von % den Elementen eines

Zyvklus von h zugeordnet werden, dessen L3ange k ein Teiler von 1 ist.

Es sei 11 die Anzahl der Zyklen der ladnge 1 von % und uk die Anzahl
der Zyklen der Linge k (kl1) von h. Dann gilt folgender Sachverhalt:

1. Jeder Zyklus der Linge 1 kann einem beliebigen Zyklus der Lange k
von h zugeordnet werden (kil).
2. Jeder Zyklus der Linge 1 kann einem speziellen Zyklus der Lange k

auf k Arten zugeordnet werden:
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(Giyige..ip - Ualalge--ip) l k Mbglichkeiten
(jkjljz"-jk_l)

(1)(2)(3 4)(S 6)(7 8)(9 10 11 12)(13 14 15 16)

XI = 2, 12 = 3, l4 =

(a)(b)(c)(de)(fg)(hi)(jklm)
ul = 39 “2 = 39 u4 =1

Zur Bestimmung der Anzahlen der v(n,h) sind folgende Zuordnungen

Beispiel: n

h

méglich \
(a) Wegen der beliebigen
(1) (b) Hy Moégl. Zuordenbarkeit, insgesamt
Loy (c) * ) Moglichkeiten
(a)
(2) (b) Hy Mogl.
(c)
N
— (a)
(34) —+(b) l.u1 Moégl. Fiir den Zweier—Zyklus
— (c) (34) gibt es insgesamt
— (de) » l.ul + 2.u2 Mogl.
1 =2 - (ed) Dasselbe gilt filir die Zy-
- (fg) . klen (S6) und (78). Daher
(34) 1 (gf) 2-Hy Mdgl gibt es fir A, Zweier-
:E?é; Zyklen insgesamt
(1.p, + 2.0 Mog1.
1 2
— (a)
(9 10 11 12) -+ (b) l.ul Mégl.
- ) (jkim)
- — (de) (klmj)
1 =4 | (ed) (9 10 11 12) '{g(lmjk)
(9 10 11 12) - {I8) 5 1 Msg1. | (mjkl)
—(sf) 7772 A u, Mosl
— (hi) T4 )
— (ih) Daher gibt es fir den Vierer-Zyklus

(9 10 11 12) insgesamt (l.u1 + 2u2 + 4u4) M6gl. Dasselbe gilt fir
den Zyklus (13 14 15 16), daher treten zusammen
(l.p.1 + 2u2 + 4p.4)M Méglichkeiten auf
Da alle diese MOglichkeiten miteinander verkniipfbar sind, gibt es
bei obigem Beispiel

p(m,h) = u?l(l.ul+2.u2)x2(1.u1+2.u2+4.u4)l4 M&glichkeiten,

Kombinatorik fir Geometer (Prof. W. STROHER) Seite 177



Man erkennt daf allgemein gilt:

Fiir eine Permutation n € G von Typ 1)‘22%237‘3...9‘r

Permutation h € H von Typ lu12u23u3.. He

und eine

.S ergibt sich

v(r,h) = H( }: k.H )x‘ =
1

kil

A1 Az A3 A4
= M) (1.u1+2.u2) (1.u1+3.u3) (1.u1+2.u2+4.u4) .

In obiger Formel ist eventuell 00:= 1 zu setzen.

Zur einfachen Berechnung dieses Ausdrucks erinnern wir an die Ablei-
tung der Exponentialfunktion et%,
3
cz 8 ).cz _ cz 8 )2,cz _ 2,cz 9 cz _ 3,cz
e =, (?Eﬂé = cé& ", ( az) é =c & 7, ( az) é = c &7 ",..

Allgemein

i . i .
(jLJ aCZ = cigcz (’g{] écle_O = f

dz =
Dann gilt
A
(.g_ ) 1éu121' M
azl Zl=0 1
XZ M,z 2,z 12 (u,+2p,)z A
(12_ ) s 172 77272 - (_Q_ ) s 172772 = (u.+2p) 2
622 22=0 822 22=0 { 2
A3 3 A3 (u.+3u) A
(5,) "2 = (32) 6, L - ey
823 z3=0 623 23=O 1 3
" 2 4 A3 (u42u +au)
(53_ ) é“sz . HyZa . HaZ4 (_Q_ ] R Hytelytallgdz, _
z, z4=0 824 z4=0
A4
............... Uusw
Daher

11 X2 13 14
o = [(5]) (&) (%) (&) ]
821 822 623 624
[ ul(zl+22+23+...) 2#2(22+z4+z6+...) 3u3(z3+26+29+...)
.18 .8 . é B

gpi(zr+22r+z3r+"') ]

Kombinatorik fiir Geometer (Prof. W. STROHER) Seite 178



Nun haben wir zu bilden

1
T <), vem) -

(r,h)eG
A A

_ { _9__) 1 i) 2 [éul(zl-rzz..)é2u2(22+z4..) _
T T az1 822 S e -

(7,h) 2;=0

A A
o 38 (8 e 3 [
- GH azl 822 B T v
n h

z.=0

i
Da der Zyklusindex fiir ® bzw. h in folgender Weise definiert war
(Seite 165):

. - 1 A1 An . _ 1 H1 Hm
P(G,xl,...,xn) = —Rﬂ—z Xy X, bzw. P(H’Xl”"’xm) = —ﬁﬂ—z LIRS
kann man sagen

Die Anzahl der Aquivalenzklassen von G = GxH ergibt die

Auswertung des Ausdrucks

(z,+z2,+..) 2(z +z ,+..) m(z +z. +..)
| P(G: 3= .= ... opame 12 e AT e T
| Z Z Z
% i 2 n
| an der Stelle Ty = 2y = ... = 0
1.Beispiel: Kontrastmuster des Quadrats bei EinfaArbung der Ecken
mit zwei Farben
Gruppe der Firbungen: H = {e,h}, e = (w)(s), h = {w,s)
L] !———l-—- 2
P(H,xl,xz) = > [xl + x2]
Drehungsgruppe des Quadrats: G ={¢, 61, 62, 63}
€= (1)(2)(3)(4), & = (1234), 62 = (13)(24), 63 = (1432)
. . 1 4 2
P(G,xl,xz,x3,x4) = 3 [xI + Xy + 2x4]
G=GxH, IGIl = IGI.IHI = 4.2 =8
Daraus
4 2
a ) 5] a 1 3 ad d
O R AR CANI CAREC
azl 622 623 624 4 aZI 8z2 624
(z,4z2 +z . +2,) 2(z,+z,) 2(z, 4z +z2.,+2,) 2(z.+z )
p(Hze 1 2 347 4 24)=_%_[é 17927537547 24]
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4 2 2(z,+z +z.+2,) 2(z.+z2,)
(&) (&) o(F)] [ ]
8 1 822 624

Nun ist
4 2(z ,+z +z2,+2,)
(-g— ) z=2% 17273747 4 z, =0 = 2
Z i
2 2(z ,+z+z,+2,) 2(z,+2,)
(é}-] Z = 22é 1772773774 +22é 2 74 z. =03 22 + 22
Z, i ,
2(z,+z~+z,+2,) 2(zA+2,)
(-g— )z =28 172737747 L9 72740 L 2008 202 + 2]
zZ4 i
Daher ist die Anzahl der Kontrastmuster
Lt 2?22 v 20 1=4

2.Beispiel: Auf wieviele Arten kann man vier gleichartige Objekte in

drei geichartige Schachteln verteilen?

Wir denken uns die vier Objekte zuniAchst als verschieden in eine
Reihe ausgelegt. Jene, die in dieselbe Schachtel kommen, werden
mit derselben Farbe eingefadbt. Da die Objekte gleich sind,
spielt eine Permutation der Objekte keine Rolle:
_ _ 1 4 2 2

G = S,, P(Sy) = 57 [x4 + 6x{x, + 8x;x, + 3x5 + 6x,]
Ebenso werden die drei Farben nicht unterschieden. Wegen
H= {(1)(2)(3), (123), (132), (1)(23), (2)(13, 3(12)}
gilt

_ 1.3
P(H) = 3 [xl + 3x1x2 +2x31

Daher ist die Anzahl der Verteilungen
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2 [6) " B B5) oB2) ) 6 o))

.[ p3(z1+z2+23+2) | 3é(zl+zz+é*242§2(zz+zq) + 28 zs]]
2;= 0
L 7 }
4 2 ,
3 ad a 5 a
z.= 0 z.= 0 z.= 0
i i i
2
3 a3
z.= 0 =0
i i

Daher gibt es

576
144

Hitten wir 4 gleiche Objekte auf 3 verschiedene Schachteln aufteilen

Sz [84 + 6.36 + 8.12 + 3.36 + 6 12] = = 4 Msglichkeiten

wollen, so wire eine bekannte LOosungsméglichkeit

1 2 | 3 Schachteln
.o . . Objekte

61 _ (6} _

2130 7 (2)

Nach PSLYA hitten wir zu setzen H = {€} » P(H) = x? . Dann gilt
fiir die Anzahl der Moglichkeiten:

1 (6)" o) 6 o) B o8 o))

[ é3(zl+zz+z3+z4)]l

1S Moéglichkeiten

z.= 0
1

- 54 [81 + 6.27 + 8.9. + 3.9 + 6.3] = -ég%— = |5 Moglichkeiten

3.Beispiel: Farbung der Ecken eines Quadrates mit drei Farben r,s,w.

Da der Zyklusindex des Quadrates (siehe oben)
lautet, ist die Anzahl der drehungsinvarianten Firbungen nach dem
Lemma von P6LYA

-%—[34 + 32 4+ 2.3] = 24
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Wir fragen nach der Anzahl der Kontrastmuster. Die Permutations-
gruppe fir die drei Farben r,s,w lautet
(r)(s)(w), (rsw), (rws), (r)(sw), (s)(rw), (w)(rs).
Daher ihr Zyklusindex
+ I + 3xyx,
Nach Seite 179 ergibt sich daher fir die Anzahl der Kontrast-

+ 2x33

muster

&) (&) &)

[é3(zi+zz+z3+z4)+ 3o (Z1+22+423+24) (2(z2+24) 2é323]

1
6

z.=0
1

Wir legen uns nun die Frage vor, was es bedeutet, wenn wir an
Stelle der vollen Permutationsgruppe der Farben nur die Unter-
gruppe (r)(s)(w), (rsw), (rws) angewendet hitten. Der Zyklusin-
dex ist dann

5 () + 2xp)

Die Anzahl der nunmehr sich ergebenden "Kontraste” ist

4 2
18 (3] - (8] 4 [P ao]| -
1 2 4 Zi=0

Hierwerden nicht mehr die Kontrastwerte aller Farben miteinander

&)

verglichen (gleich oder verschieden), sondern nur mehr jene Kon-
traste, die sich bei zyklischer Vertauschung der Farben r,s,w
ergeben.
Eine andere Interpretation ergibt sich, wenn man die Bezeichun-
gen r,s,w nicht mehr als Farben interpretiert, sondern als Be-
nennungen der Eckpunkte eines gleichseitigen Dreiecks. Dann
stelit obige Rechnung die Ldsung des Problems dar:
Auf wieviele Arten kann man die Ecken eines Quadrats aufl die Ecken
eines gleichseitigen Dreiecks abbilden, wobei Drehungen beider Poly-—

gone keine Rolle spielen?
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Gewichtung von Elementen, Funktionen und Mustern

Bisher konnten wir die Anzahlen der Muster unter verschiedenen Be-
dingungen ermitteln. Bei der bloBen Abzdhlung der Muster ergibt sich
keine Aussage liber die Art der Muster. Diese wird erst durch deren
Aufzdhlung angegeben.

Zu diesem Zweck fliihren wir den Begriff des Gewichts des Elementes

einer Menge ein. Gegeben sei etwa die Menge

A= {al,az,...,ar}
der Farben. Dann kénnen wir jeder Farbe ein Gewicht
W(ai)

zuordnen. Das Gewicht eines Elements kann eine Zahl oder eine Varia-
ble (Buchstabe) sein. Es ist zweckmdfig,die Gewichtung suggestiv zu

wahlen, etwa

A= {al,az,a3} W(al) = W "weip”
W(az) = s "schwarz”
W(a3) =r “rot”

Schreibt man von vornherein A = {w,s,r}, so kann man auch setzen
W(w) = w, W(s) = s, W(r) =r.

Definition: Die Summe der Gewichte der Elemente einer Menge

heipt das Inventar (inventory, store enumerator) der Menge.

Man schreibt

inv M:= Z W(a)
ati

Beispiel: A = {al,az,a3}, W(al) = w, W(az) = s, W(a3) = r

inv A = w¥s+r
Aus dem Inventar erkennt man, dap man aus der Menge A ein weifes
oder ein schwarzes oder ein rotes Element auswdhlen kann. Setzt man
W(ai) = |, so erkennt man aus inv A = 3, daB drei Fraben zur Verfii~
gung stehen.
Setzt man W(al) = w, W(az) = g, W(a3) = w, so ergibt sich

inv A = 2w+s
d.h. A beinhaltet zwei Elemente von Typus w und ein Element von
Typus s.
Die Tatsache, daB man aus der Menge {a1’32’33} eines von drei Objek—
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ten auswdhlen kann, wurde durch die erzeugende Funktion
a;x + ajx + azx = (a1 +oa, + a3)x
ausgedriickt. Da im Folgenden ausschliefflich der Fall eintritt, daf
jedes Objekt genau einmal ausgewidihlt wird, kann man das x weglassen
und mit W(ai) = 2, einfach schreiben a +a,+a,.
Es sei X = {1,2,...,n} und A = {al,az,...,ar}. Wir betrachten die
Farbung
p: X —/> A
i — (i) € A

Definition: Als Gewicht der Abbildung ¢: X — A Dbezeichnet

man das Produkt

wio) = Il wee(in
i€X
der Gewichte der einzelnen Bilder unter ¢.

Beispiel: Fiarbungen der Quadratecken mit zwei Farben (siehe Seite 163)
X =1{1,2,3,4}, A = {w,s}, W(w) = w, W(s) = s, & = Abb(X,A)

Wir ordnen die Firbungen nach ihrem Gewicht:

Wo,) = w

_ - - _ .3
W(mz) = W(<p3) = W(e,) = W(ws) = Ww'S

- _ - 2.2
W((O,.,) = W(wlo) = W252

_ _ _ _ 3
W(¢16) = s4
-Die Menge 9 = {wl,...,¢16} hat daher das Inventar

6
inv ¢ = i W(wi) = w4 + 4w3s + 6w252 + 4ws4 + 54 = (w+s)4

i=1

inv ¢ = (w+s)4 bedeutet, daB jede der vier Quadratecken weif
oder schwarz gefarbt wird. Aus obigen Beispiel erkennt man, daB alle
Muster desselben Typs gleiches Gewicht haben, daf aber umgekehrt
zwei Aquivalenzklassen desselben Typs nicht notwendig gleiche Muster
entsprechen miissen. In obigem Beispiel gibt es etwa zwei verschiede-

ne Muster mit demselben Gewicht w252.
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Es gilt allgemein

Die beziiglich einer Gruppe G Aquivalenten Farbungen haben

dasselbe Gewicht

Beweis: Sei ® = Abb(X,A) und ¢ ,0, € ,mit ¢14§ 9, 8 0, = pon
Dann gilt

Weo,) = M wee, i)y = Mweoenciny = M weo (xiyy = 1 weo, (i) = Weoy)
ieX i€X i€eX ieX
Da namlich n(i) alle Elemente von X durchlduft, stellt das
letzte Produkt nur eine Anderung der Reihenfolge der Faktoren

des vorletzten Produktes dar.

Definition: Das Gewicht eines Musters m = {wl,...,ws} ist

gleich dem Gewicht der Farbung eines Elementes der das

Muster bildenden Aquivalenzklasse:

Daher
wm)=7%n2mm= A .inv o
pem

1.Beispiel: 3 verschiedene Kugeln sollen in den Farben weif und

schwarz eingefarbt werden, wobei zwei Sorten von schwarzer Farbe

zur Verfiigung stehen, nadmlich eine billige Farbe (Gewicht Sl)

und eine teure Farbe (Gewicht 52). Das Farbeninventar ist daher
W+ s +s,

Das Inventar der méglichen Farbungen ist

3 _ .3 3 3 2 2 2 2 2 2
1+52) = W +sl+sz+3w sl+3w sz+3ws1+3ws2+3s152+35152+6ws152 (*)

Daraus entnimmt man, daB etwa wegen 35%52 die drei verschiedenen

(w+s

Kugeln auf 3 Arten so gefdrbt werden kdnnen, daB zwei Kugel auf
billige und eine auf teure Art schwarz bemalt werden kénnen.
Interessiert von allen in (%) aufgezidhlten Méglichkeiten nur

diese einzige, so hidtte man in
3

3 _ 3t i ik
(s +s,)" = j{: TRl ¥ SiS2
i,7 k=1
i+ k=3

KEombinatorik fiir Geometer (Prof. W. STROHER) Seite 185



nur den Koeffizienten von 5352 mit i =0, j =2, k=1, somit

3!
praiir ~ 3
aufsuchen miissen.

GAbe es nur eine schwarze Farbe, dann wire das Inventar des

Musters
(w+s)3 = w3 + 3W25 + 3ws2 + s3 (#)

Gewichten wir hingegen beide schwarze Farben gleich S =5, =5,

so widre das Inventar

3 2 2 3

(w+25)3 = w" + 6w s + 12ws” + 8s
Dies bedeutet etwas vollig anderes als (#): Die Einfarbung mit
derselben schwarzen Farbe ist auf zwei Arten méglich, etwa dprch

Beauftragung zweier verschiedener Firmen.

2.Beispiel: Acht Personen (X = {1,2,3,4,5,6,7,8}) planen Ferienrei-

sen, wobei drei Ziele A = {a,b,c} in Frage kommen. Nun gehéren
die Personen 1,2,3 bzw.4,S derselben Familie an, die jeweils
dasselbe Reiseziel wihlen wollen. Die "Singles” 6,7,8 kdonnen je—
weils unabhiingig voneinander ihr Reiseziel wAhlen. Ordnen wir
den Reisezielen die Gewichte

W(a) = a, W(b) = B, W(c) =7
zu und bedeutet
p: X — A

die Auswahl der Reiseziele, welche die Personenmenge X trifft, so
kommt z.B fiir die Personengruppe 1,2,3 nur eine der folgenden

Auswahlen (”Farbungen”) in Frage

1 i 1
wlz 25;}—-a oder 02: 2;5}—-b oder w3: 25;}—-0
3 3 3

Das Gewicht obiger Abbildungen, eingeschrankt auf die Elemente
1,2,3, ist definitionsgemif
3
3

W(p,) = Tllww(i)) = «®, analog W(p,) = B, W(p,) = 7°

Das Inventar der Reiseziele fiir die erste Familie {1,2,3} ist
daher

a3 + 83 + 7
Analog fiir die Familie {4,5}

q2 + B2 + 7

3

2
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Jede der Einzelpersonen 6,7,8 hat dann die Wahl, nach
a oder b oder c
zu reisen. Das Inventar fiir jeden Single ist damit
x + B+ 7

Daher ist das Inventar aller Reisemtglichkeiten ® = Abb(X,A)
inv ® = (S+82413) (@242 (e )

da die Reisewlinsche der verschiedenen Personengruppen unabhingig
voneinander verkniipft werden kdnnen.
Wir stellen nun die Frage: auf wieviele Arten kann unter den be-
schriebenen Voraussetzungen eine Person nach a, 4 Personen nach
b und drei Personen nach c¢ fahren?
In der Entwicklung des Inventars (%) entspricht dieser Annahme
der Summand

gty
Wir haben also den Koeffizienten dieses Summanden zu bestimmen.
Von der Entwicklung der ersten beiden Faktoren ist nur

832 + 8%
zu beriicksichtigen. Der gewlinschte Koeffizient ergibt sich daher
aus 3
' ..
Er24871%) @b = BP0 e
i,j,k=1
i+j+k=3
3 3
- 3! i,i+3 k+2 3! igj+2_k+3
= E: TTykr X B * }: Trykr ¢ BT
i,j.k=1 i,j, k=1
i+j+k=3 ' b i+ j+k=3 ' '
i=1,j=1,k=1 i=1,j=2,k=0

Daher lautet der gesuchte Koeffizient

3 31
Tirit Y Ti2tor - 6t 3=

Die gewlinschten Reisen sind also auf folgende Arten méglich
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p: 1+— B p: 1+— 7
2— B 2 ¥
3— B8 3— 7
4+— 7 4— B
S— 7 5+— B
66— « 61— «
T— B } 3! = 6 Mogl. T— B } 3 Mogl.
8+ 7 8— B

Obige Beispiele illustrieren allgemeine Sidtze, die nun hergeleitet

werden sollen.

Sei ¢ = Abb(X,A). Dann gilt

inv ® = (inv A)'XI
o . . 4 _ . IX1
Beispiel: Auf Seite 184 war inv P = (w+s) = (inv A)
Beweis: Es sei X = {1,...,n}, IX] = n, A= {al,...,az}, 1Al = r
W(a,) = a,, @ = Abb(X,A), o] = "

DefinitionsgemidB ist dann

@1 , n
inv ¢ = Z@ W(p) = Z@( m WWU))) i ( W(fp.(i))) -
P 9EP \ieX i&1 \i=1 ]

18!
= 2 W(p.(1))W(e.(2))W(9.(3))...W(9.(n))
i i j i

Nun untersuchen wir den Ausdruck

Ginv &) ' X! - (aZAW(a))“ = (agtay+...a)(a ta .. .a ). (ajtayt...al)  (2)
n Faktoren
Das Produkt der n Faktoren kommt so zustande, daB aus jedem Fak-
tor der rechten Seite von (x) ein Element ausgewdhlt wird (bei
jedem Faktor auf r Arten méglich). Wird z.B aus dem i~ten Faktor

das Element a,ji ausgewahlt, so ist das Produkt ajiajz"'ajn ein

Summand der Entwicklung. Insgesamt besteht daher die Enwicklung
der rechten Seite von (%) aus r™ Summanden. Das ist aber genau
die Anzahl 19! der Abbildungen ¢.

Umgekehrt k6nnen wir jedem Summanden der Entwicklung von (%)
eine Abbildung ¢: X — A zuordnen:

Wahlen wir aus dem i-ten Faktor den Summanden aj und definieren

P(i):= aj

so wird dadurch in eindeutiger Weise jedem i ein aj zugeordnet
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und dadurch eine Abbildung @ festgelegt. Das Gewicht der Abbil-
dung @ ist dann definitionsgemip

n
wee) = I weocid)
i=1
Aufsummierung ergibt
mZ; W(p) = inv ¢
Damit ist inv ® = (inv A)'x’ nachgewiesen.

Die Menge X werde in k untereinander fremde Teilmengen zerlegt
X = XIUX2U...UXk Xian =@

01 sei jene Teilmenge aller Abbildungen ® = Abb(X,A), welche
auf jeder Teilmenge Xi konstant sind. Dann gilt
k

inv & = 1 (z W(a)'X”)
i=1

acA

Beispiel: (Seite 186) X = {1,2,3}u{4,5}u{6}u{7}u{8}, A = {a,b,c}

Beweis: Es sei X = {1,2,...,n} = XIUX

W(a) = «, W(b) = B, W(c) =7

o, (X)) = {a}, W(a) = «, W(@)'¥' = w@)? = o
?,(X,) = {b}, W(b) = 8, W(b)' K = w(p)3 = 3
P (X)) = {c}, W(e) = 7, W) ¥ < w(er? = 4P
Hier ist r = 3, daher
iw( JXU 3, g3, .3
=

Analoges gilt fiir die anderen Teilmengen. Daher
inv 0, = («3+8%47°) (P4B2r?) (@rBry) (a+BHY) (@)

2U...UXk Xian =@

IX{ = n, Xi = {xil’xi2""’xini}’ IXil =n;, n= n1+n2+...+nk

P € ¢1 ¢: X — A, o(X,) = {ai} a;, €A

w(xi) = a,

Da das Bild a; nur von der Teilmenge Xi abhingt, kénnen wir
die durch die Indizes i der Teilmengen Xi definierte Abbil-

dung ¥ einfiihren:
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v: {1,2,...,k} —8> A

P(i) > a. i=1,...,k (Indizes der Xi)
Wir betrachten nun den Ausdruck
k
i (z W(a)'x”) = [W(al)n1+W(a2)n1+...+W(ar)m]~ ()
i=1
acEA

-[W(al)nz+w<a2)nz+...+W(ar)“2]---[W(al>“*+W(a2)““+...+W(ar)““]

Eine Abbildung @ kénnen wir dadurch festlegen, daf wir aus dem

i-ten Faktor obigen Produktes je ein Element aJ.i auswdhlen. Dann

ist ¢ durch
p(l) = i,
v(2) = aj2
(k) = a5,

eindeutig bestimmt. Entwickeln wir das Produkt (if), so hat
jeder der entstehenden Summanden die Gestalt
k

WO D™ W), W)™ = T way)?!
i=1
Entwicklung eines Einzelfaktors ergibt

W)™ = W) WD) .. W(Ww(i))
L—-——-——-—-ni Faktoren——-

Da definitionsgemip alle n, Elemente xij € Xi unter ¢ dasselbe Bild

p(i) = aji = 0(xi1) = w(xiz) = ... = @(xini)

haben, ist
ni

0 = weeex 9

ni 1=1
Daraus folgt definitionsgemidf8 fiir das Gewicht der Abbildung @
k

k ni
I owean™ =1 M wex) = 4@
i=1 i=l 1=1

W™ = Wo(x, DIW@(x,)) .. W(D(x,

Das doppelte Produkt in der Mitte des obigen Ausdrucks stellt
das Produkt iliber die Gewichte aller Bilder von X unter der Far-
bung ¢ dar. Damit ist es definitionsgemaB das Gewicht W(¢) der
Abbildung ¢. W(9) ist ein Summand der Entwicklung (¥f). Aufsum-

mieren iliber alle Summanden ¢ € ¢ ergibt dann definitionsgemap
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das Inventar von 9:

k ri
I ( }: W(aji)'Xil] = }: W(e) = inv &
i=t \ £

i=1

ped

Der Hauptsatz von POLYA
Das Inventar der Menge M der Muster von ¢ = Abb(X,A) beziiglich
der Gruppe G ist

inv M = Z WM) = P(G; T W(a), T W(a)Z, T w3, ..., T wa)h)
Mc® acA acA a€A a€A
P(G;XI'XZ'X3""’Xn) ist der Zyklusindex der Gruppe G

Beweis:

Zwei Abbildungen (FArbungen) wl,wz € & = Abb(X,A) sind dquivalent
beziiglich G (gehdéren demselben Muster m an), wenn gilt
9, = @ °7W, nmeGg

Dann ist auch W(wz) = W(@l). Umgekehrt folgt aber nicht, dag gleich-
gewichtige Farbungen auch dasselbe Muster darstellen.

Es sei @Y c ¢ die Menge aller Farbungen mit demselben Gewicht ¥
¢ € ¢7 & Wip) =7

Wir zerlegen ¥, in Aquivalenzklassen (Muster), die alle dasselbe

7
Gewicht y haben:

07 = M1UM2U"'UM5’ W(Mi) = 7, Mi # Mj
Daher gilt

q)eMi#fponeMi, T € @G, i=1,...,s

Alle Farbungen ¢ € Mi gehdéren daher demselben Orbit an (d.h. sie
lassen sich durch Permutationen aus G ineinander {iberfiihren).
Nach BURNSIDE gilt daher fiir die Anzahl der in @7 enthaltenen Orbits

_ 1
s = 'O@‘U' = _‘ET,}ZGXV(M

Hier stellt kw die Anzahl der Firbungen ¢ mit demselben Gewicht
W(p) = 7 dar, die unter n konstant bleiben, fiir die also gilt
o = ¢. Da jedes Muster von ®,6 dasselbe Gewicht hat, ist das

Y
Gesamtgewicht aller Muster mit dem Einzelgewicht 7:
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= 1

n
Summiert man iiber alle mdglichen Gewichte ¥, so erhidlt man das

Muster—-Inventar der in ® enthaltenen Muster

inv M =”Z®wm> = —,é—,-z aZGx,(n).x = b .ZG Z(x,(n).w)
n
=TT ) q,OZQﬁ“"’ -

Durch jedes m wird X in Zyklen zerlegt

X = X1UX2U...UXk

Ist ¢ = @pon, so gilt diese Invarianz auch lber jedem Zyklus von =.

X.nX. = ¢
1 ]

Geh6ért namlich X4 dem Zyklus Xi an, so gilt fir diesen Zyklus
- 2
Xi - {xivn(xi)!n (Xi)s---}

Ist nun gemdPf der Voraussetzung
P = @ 3 @(m(x;))= @on(x.) = o(x;)

P (x,)) = porP(x;) = (Pom)em(x,) = @om(x,) = O(x,) usw.
ANERAS S Lo 1 (AL S

Daher kann man die in (*x) auftretende Summe

Z W(o)
poTt=p

fiir ein bestimmtes ® auch aufteilen auf die Zyklen von n.Far das In-

ventar der Menge ®, aller Abbildungen, die iliber den zueinander frem-—

1
den Teilmengen Xi konstant sind, folgt nach Seite 189

k
inv o = Il (Z W(a)'x”) - Z W(p) ()
i=1 p:it=p

a€cEA
Diesen Ausdruck wollen wir auswerten. Es sei % eine Permutation vom

Typus 111212.'.an

d.h.es gibt
A, Zyklen der Lange 1

1
A, Zyklen der Linge 2

’

----------------------

ln Zyklen der Linge n
Der Exponent IXil von (¢) gehért zu einer Teilmenge von X, das ist

aber ein Zyklus der Linge IXiI =:1i. Dann ergibt sich fiir die Summe
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2: W(a)lXil - }: w(a)li

acA a€A

Da die Zykluslange li aber A, — mal vorkommt, tritt diese Summe in

li
() lli - mal als Produkt auf. Daher nimmt (¢) die Gestalt an

k
inv (I)l = H [Z w(a)l)(i‘J -
i=|

a€A
A1 A2 A
= E: wea)!l |. }: wea)?| ... }: Wa)?|
a€A a€A a€A
Setzt man zur Abkilirzung
xp = ) W'
a€cA

so erhdlt obiges Produkt die Gestalt

A1 A2 An
X| Xy e X
Summation {iber alle ® € G ergibt
A1 A2 An
nZG I S IGl.P(G,xl,...,xn)
den mit Gl multiplizierten Zyklusindex von G. Daher ist wegen (*x)
2
inv M = P(G; T W(a), ¥ W(a)2, ¥ w(a)2,..., ¥ w(a)™)
acA a€A acA a€A

Beispiel: Inventar der Quadratfarbungen.
X =1{1,2,3,4}, A {s,w}, W(w) = w, W(s) = s

. 1 . 4 2
P(G,xl,xz,x3,x4) = 7 [x1 + X5 + 2x4]

"

Nach PALYA haben wir zu setzen:

- _ 2,2 _.3..3 _ 4, .4
Xl = w+s, x2 = W +s8, x3 = w +s , x4 = w +s

inv M = —%—[(w+s)4 + (w2+52)2 +2(w4+s4) = w4+w3s+2w252+ws3+s4

Das Lemma von PS6LYA ergibt sich, wenn man alle Gewichte
W(ai) = 1
setzt. Dann ergibt sich wegen Z W(a) = r fir die Anzahl

a€A
der Muster

IMI = P(G;r T,...T)
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Der Satz von N.G.de BRUIJN (1958)

Es sei G cl Sn eine Permutationsgruppe der Menge X = {1,2,...n} und
A= {al,az,...,ar} die Menge der Farben, ® = Abb(X,A) die Menge der
Farbungen. Zwei Farbungen 01,¢2 gelten d4quivalent, wenn es ein m € G
gibt mit

Py = @K
Dem Muster m mit dem Repriasentaten @ € ¢ entspricht die Aquivalenz-
klasse

m = @G
Ferner sei h eine fest gewdhlte Permutation der Farben. Dann kann
das Muster ¢°G unter h invariant sein, d.h. es gilt

hopeG = ¢oG & hem = m

9 €m ist also eine Fiarbung, die sowohl unter h als auch n wieder
eine Firbung desselben Musters m ist, also

pem & \/ hopem =9
neG

Beispiel: G sei Drehungsgruppe des Sechsecks (s. Seite 169),

A= {w,s,r}, h = (w)(sr). Ein Beispiel fiir diese Farbung ist
? q)063 ho¢063

Ordnet man jeder Farbe a ein Gewicht W(a) zu, so ist das Gewicht der

Farbung ¢ definitionsgemi

w(®) = Il wie(in
i€X
Das Gewicht eines Musters ist gleich dem Gewicht der Farbungen mj
dieses Musters
W(m) = W(wl) = W(Wz) =
Es sei & die Menge aller Farbungen, die sowohl G- als h-invariant

sind

h
¢, = {¢ I\ hepen = ¢}
neG
Ferner sei M die Menge aller Muster unter G, die auch unter h inva-

riant sind

M={n!lmce, ¢€n, \/Gh°¢°n=0}
ne
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Das Inventar dieser Muster ist dann

inv M = Z;W(m)
m

die Summe der Einzelgewichte der Muster, die unter h invariant sind

Beispiel: G sei die Drehungsgruppe des Sechsecks, A = {w,s,r},

h = (w)(sr), W(w) = w, W(s) = s, W(r) = r. Man findet folgende
Muster

SISO

W(m,) = w®, W(m,) = wisr, W(m,) = wls2r?, W(m,) = wls2rl,

W(ms) = 53r3, W(mé) = 53r3

m, = {vi°G}, i‘= 1,...6, h°mi =m,, M= { ml,...,ms},

inv M= S W((mi) = w6+w45r+2w252r2+2s3r3
i1
Aus obigem Inventar von M entnimmt man beispielsweise, daf es
zwei h-invariante Farbungen mit je zwei weiBen,zwei schwarzen

und zwei roten Elementen gibt.

Es sei ¢ eine Farbung und m_ das Muster, dem diese Farbung angehoért.

®
Dann gilt fir die Anzahl der Elemente mw nach BURNSIDE (Seite 158):
Gl
Im | = —— (%)
()] leI

Hier ist G¢= {nlm € G A pont = 9} die Menge der Permutationen, welche

¢ fest lassen. Wir berechnen nun

inv 8 = ZQ W(p) = Z W(o) +Z W(p) +
?%%h pEmM, pEm,

Wir zerlegen also die Gesamtsumme in Summanden {iber die Aquivalenz-

klassen. Da die Abbildungen desselben Musters (Aquivalenzklasse)
dasselbe Gewicht haben, folgt weiter

inv ¢h = W(ml).lmll + W(m2).lm2| +... = mZM W( ).lml

Wegen (%) ergibt sich das Inventar4von M mit
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inv M = ZMW(m) =Z —"'i;%l’-,?— - Té‘rz W(9).1G,|
m )

¢€¢h we@h

Wir widhlen nun eine zunichst feste Farbung ® und wihlen eine
geeignete Permutation nw, sodaf3 gilt
hoq)onw =

Ferner betrachten wir die Menge GY und es sei

X € G¢ 8 @Qex = ¢@
Dann gilt
¥ € G(p D hopo()(on'q)) = ho(qjax)cuw = hocpon‘p = ¢ X°Iq¢€ {nlhe@et = @}

daher

G

(f»on(p c {rlhopen = q)‘

Sei umgekehrt
0 € {nlheogent = @} 3 hepeo = @ = hopouw 3 Qo0 = wonw > ¢oooﬁ: = @ 3

-1

o € E € °
e “W G@ o4 Gw n daher

wl
{nthepen = @} C G¢°n¢

Demnach ist

Klhepent = = G on
{rnlhep e} o "o
Nun ist aber 'Gwﬂuﬂ = |G¢l, daher

H{xlhepent = ¢} = IGpl

Daher kann man setzen

. - 1 - 1
inv M = T .E: W(w).lel = TG .}: E: W(p)

tp€q’h NEG ho@en=gp

d.h. statt mit lel zu multiplizieren, setzten wir W(¢) sooft als

Summand, als es Permutationen % mit hepew = ¢ gibt. Es gilt daher

inv M = Z“W(m) = TéTZ wa)
me]

REG hegon=¢
Es handelt sich also darum, die @ und ¢ so zu bestimmen, daf gilt
1
(+)

Wir betrachten nun eine Farbung mit dieser Eigenschaft und zerlegen

heger = @ = ho(p = (pon’—

X in die durch n hervorgerufenen Zyklen

x = X, uX. u.,..uX.u,..X
1 i

2 k

und wahlen
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x. € X,
i i

Die Linge des Zyklus X, sei 1, i = 1,...,k. w1 erzeugt natiirlich
Zyklen derselben Liange wie ., die auch aus denselben Elementen, nur
in umgekehrter Reihenfolge bestehen. Das Element X4 farben wir

beliebig mit der Farbe a:
p(x;) = a €A

und wenden h wiederholt auf w(xi) an. Dann ergibt sich wegen (¥):

hep(x;) = oon ' (x;) = h(p(x;)) = h(a) » e ' (x;) = h(a)

nep(x,) = ho(hep) (x;) = he(eom ) (x,) = (hep)om '(x,) =

= (oo e lx) 2 wPa) = pen(x)

hep(x,) = ho(h%p(x;)) = ho(eon 2(x,)) = (he@)on 2(x;) =

-------------------------

hli(a) = poni(x;) = eoe(x) = 0(x;) =a » hli(a) = a

Sei also X € Xiund sei li die Lange des Zyklus Xi' w(xi) = a, dann
gilt
W(o(x)) . Wioen Lx ). Wepen (D )y =

W(a).W(h(a)) ... W' @) =t q) (a)

Der Ausdruck

1i

a(a):= W(a) .W(h(a))...W(h “Layy

stellt demnach das Produkt der Gewichte eines Zyklus der Permutation
dar, ist aber nur von dessen Linge li und der Farbe a abhingig.
Um das Gewicht der Abbildung ® mit der Eigenschaft hegen = ¢ zu be-

stimmen, haben wir das Produkt der Gewichte der Bilder von ¢ zu bilden:

k
Woy = weexyy = 11 ap cox;
x€X i=1
x.€X.
1 1

Dieses Produkt wurde aufgeldst in die Produkte der Gewichte der ein-
zelnen Zyklen von n., Dabei kommen als Farben nur jene in Frage, fir

die gilt 1
h (a) = a

Ist A = {al,az,...,ar} die Menge aller Farben, dann sei
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= {ala €, hl(a) = a} = {a{!),a(?), .. a(5)y

d.h. es gebe Sy Farben mit der Eigenschaft hl(a) = a. Es sei nun

. N GEY) . i, (ji), _ _(ji)
X € Xi mit w(xi) = a; € A1i d.h. es ist h (ali ) = ay]

Das Element i, das dem Zyklus Xi angeho6rt, wird mit einer der mogli-
chen Farben eingefarbt, die der Zykluslinge li von Xi entspricht.
Die Abbildung ¢ ist eindeutig durch das k—-tupel (jl,...,jk) be-
stimmt. Denn zundchst wird aus jedem Zyklus Xi der Linge 1i ein Ele-

(ji)

ment Xs herausgegriffen und mit einer zuldssigen Farbe ay; verse-

hen. Durch sukzessive Anwendung von n—l auf X, durchlaufen die Bil-

(Jl)) - -k

der den gesamten Zyklus Xi’ wobei stets gilt h (a Porn (Xi)'

Die verschiedenen M6glichkeiten fir die Fiarbungen erhidlt man, wenn
man die Farbe alle durch A1 gebotenen Méglichkeiten durchlaufen
148t, also ISjiSs1 beliebig wahlt. Dann ergibt sich das Gewicht von
¢ bei gegebenem T als
k k
we) = Il ) oex;) = H tha“ )

i=1

Daraus folgt flir festgehaltenes n, aber alle méglichen ¢:

Yww = ) (H ay, a{ih)

. . =1
P=he@en (Jl,---,Jk) !

}: ( 11(a(J )y qu(a(J )y qlS(a(J N qlk(a(Jk)))
Gyoonendy)

' (r.))
= Z %[ (a(l)) + q11(a( )) + ...+ q11(a1}1 )].
Cigsnnnsig)

------------------------------------------------
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k rlj k
- (i) _
-igl( .z qli(ali )) - H

1 z (wca).W(h(a))...W(h““(a)))
J:

aEAli

Definiert man

pi= }: W(a).W(h(a))...w(h! 1(a))
a=h](a)
dann gilt fir hegen = ¢ mit einem bestimmten =
k
Y Wy =1 p,
p=hopon 1=1
Ist nun ® von Typus 1)‘12%2...1)‘1...n)‘n so tritt der zur Zykluslénge

1 gehdrige Zyklus ll—mal auf und es gilt

A1 Az A
) W) = p)tpy. el

Das Inventar aller Muster M fiir alle ® ergab sich auf Seite 196

. 1 1 A1 A2 An
inv M = -~—.£ Z W(p) = “———-Z P, P, ...P
1GI G @olt=p 1GI | 2 n

Setzt man X, = p;, so stellt

1 A1 A2 An _ .
TGl &ngl Xy ...xn = P(G’XI""’Xn)

den Zyklusindex der Permutationsgruppe G dar.

Daher gilt der

Satz von DE BRUIJN
Das Inventar der Muster der FiArbungen ¢:X— A, die bezlig—
lich der Permutationsgruppe G auf X und der festen Permuta-

tion h der Farben invariant sind, lautet

inv M =mZMW(m) = P(Gip;,Pys--- D)
Hierin ist P(G;xl,xz,...,xn) der Zyklusindex der Gruppe G
und
pyi= Z W(a).W(h(a)).W(hz(a))...W(he_l(a))
a=hl(a)
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Beispiel: Wieviele Fiarbungen des regelmdBigen Sechseckes mit

drei Farben A = {w,r,s} sind drehungsinvariant und invariant

gegeniliber der Farbvertauschung h = (w)(rs)?
Es sei W(w) = w, W(s) = s, W(r) = r. Dann gilt

h(w) = h2(w) = ho(w) = h¥(w) = ho(w) = hO(w) = w

h2(s) = h*(s) = nO(s)

= s

h2(r) = h*(r) = nb(r) = r

Demnach
P, = z W(a) = w

h(a) =a
p, = z W(a).W(h(a)) = ww + sr + rs = W2 + 2rs

a=h2(a)
py =y W(a).W(h(a)).W(h’(a)) = w°

a=h3(a)
Py = ) W(a).W(h(a)).W(h2(a)).W(h3(a)) = w’ + 2s2w?

a=h4(a)
pe = ) W(a).W(h(a)).W(h’(a))W(h>(a)).W(h*(a)) = w°

a=h(a)
pg = » W(a).W(h(a)).W(h’(a))W(h’(a)).W(h*(a)) .W(h3(a)) = v + 257w

a=h’(a) |

Daher gilt mit dem Zyklusindex der Sechsecks-Drehungsgruppe

. _ 1 .6 3 2
P(Gixy,...0Xxg) = . [x) + x5 + 2x5 + 2xé]
P(Gipyr... b)) = . w8 + (wP42sr)® + 208 + 2® + 457277 = -
= —é.[6w—-6 + 6w4sr + 12w252r2 + 1253r3]
Daher (vgl. Seite 195)
inv M = w6 + w4sr + 2w252r2 + 2531'3
Der Hauptsatz von POLYA ergibt sich aus dem Satz von
de BRUIJN, wenn man h = id setzt.
Denn gilt namlich A A\ h'(a) = a, daher p, = L W(a)...W(a) = I W(a)’
i a Li Faktorend
Daher
inv M = P(G;Y W(a),Y W(a)2,...,T W(a)®)
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Zyklusindex spezieller Gruppen

Der Zyklusindex der symmetrischen Gruppe Sn lautet

_ 1 XI]X1 XZ A2 xn An
P(S,) = z xlsx2:...x:'(1) (ﬂ (n}

n
A1,..,An
1.A1+2.A2%,..+n.An=n

A1,A2 An
PP ¢ §

Beweis: Jeder Permutation m vom Typus 1 2 entspricht im

Zyklusindex
- 1 A1(n) Az2(n) An(m)
P(G) = —or &ZGXI X, cxh
der Term x?i(u).xzxz(n)...x;n(n). Wir haben also blof die Permu-

tationen desselben Typs zusammenzufassen. Nach CAUCHY (Seite

153) gibt es

A

n! . o
mit )} i.A, =n (%)
aMoaaneMany .. (n =

xnn!) i=1 1

Wegen IG! = n! hat P(Sn) die angegebene Form.

Der Zyklusindex der alternierenden Gruppe An c Sn lautet

A24+A4+A64+. ., .
_ 14(-1) xl\kl XZ Az xn An
P(A) = At \T) L2 R

n
A1, ..,An
1.A1+2.A24,..+n.An=n

Beweis: Wir haben nur jene Permutationen des Typs l)‘12)‘2...n)‘n Zu
betrachten, welche gerade sind. Es gilt der
Hilfssatz: Ist m € Sn eine Permutation des Typs 1X12XZ...nxn, so ist

die Paritat von m dieselbe wie die Paritit von x2+x4+x6+...,
d.h. die Paritidt eine Permutation m ist dieselbe wie die Paritiat
der Anzahl ihrer geradzahligen Zyklen.

Beweis des Hilfssatzes:
{. Jeder Zyklius der Linge 1 kann als Abfolge von 1-1 Transpositionen

e;zeugt werden:
(iligi3"'i1—1i1) = n1—1,1°"'°n235n12

2. Daher kann eine Permutation m vom Typ 17“2xz...n;Ln

(1—1)Xl + (2—1))»2 + (3—1))»3 + ...+ (n—l)ln = X2 + 2X3 +...+(n-—1)1n

auf
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Arten durch Transpositionen erzeugt werden. Demnach ist die Paritit
von X2 + 2X3 + 3X4 + 415 +... dieselbe wie 12 + x4 + 26 +..., da
die Summanden mit geradzahligem Koeffizienten bei der Frage nach
"gerade” oder "ungerade” aufer acht gelassen werden kénnen und

die Paritit etwa von 3l4 nur von 14 abhingt.

. . A . .
Versehen wir nun jeden Summanden xlixzz...xzn im Zyklusindex von

Sp mit dem Faktor
A +x4+)6+...

1+ (-1) 2

so hat dieser Faktor bei ungerader Paritidt des Exponenten den
Wert 0 und bei gerader Paritadt des Exponenten den Wert 2. Daher

ist wegen (x)
A 4N +1 %, ..

XX1(a)...x1n(a) - 1 . (1+(-1) 2 4 s ) xxx(n)..‘xxn(n) -
i n 2 1 n
A S
A2+Na+d6+. ., .
_ _1—- n![l-l-(—l) ] ( Xl 1‘1( Xz A2 ( Xn An
— ' ' - LI I
2 ll.lz!...ln. 1 ) 2 ] n ]
A1, ..,An
1.01+2.A2+,,.+n.An=n
Wegen IAnI = -%—lsnl = —% n! (Seite 154) folgt die Behauptung.

Der Zyklusindex der Drehungsgruppe Zn des regelmidfigen
n—-Ecks lautet

- L (n/t)
P(Zn) = 5 }: (p(t).xt
tin

¢ ist die Funktion von EULER (Seite 130)

Beweis: Zn wird durch & =(1 2 3...n) erzeugt:

i
™

z = {e, 8, 8%,..., 8]y &0

Wir wdahlen 6k€ Z beliebig. Ist d = ggT(k,n), so erzeugen nach

Seite 160 5k und 6d dieselbe Ungergruppe von Zn' Zusatzlich
sind aber die Drehungen Sk und 6d vom selben Typus.
Sei namlich i € {1,2,...,n}, so gilt

i — 8901y - (6H2(1) — ... o H @Dy L) = i) = i

d.h. i gehdrt einem Zyklus von 6d der Lange -%— an. Da dies fiir
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jedes Element i gilt, mup Gd aus n/(-%—) = d Zyklen bestehen.

der Typus von 6d ist eine Abfolge von d Zyklen der Liange {%

Da d = ggT(k,n), gilt k = k. d, n = nld. Daraus ergibt sich weiter

1

s%(iy = ¢H¥' i)
d.h. die einem von 6k erzeugten Zyklus angehdrenden Elemente i gehdé—
ren auch einem von 6d erzeugten Zyklus an. Da nach Seite 160 auch
ein Exponent a existiert, fiir den gilt:éd = (Gk a, folgt, daB die
dem von 6d erzeugten Zyklus angehdrenden Elemente auch umgekehrt dem
von 6k erzeugten Zyklus angehéren. D.h. ék und 6d sind Permutationen
| desselben Typus.
E Wird d vorgegeben, so legt die Anzahl der k, welche der Beziehung
d = ggT(k,n) geniigen die Anzahl der Permutationen des gleichen Typs
fest. Da diese Anzah]l der k sich auch aus | = ggT(-g,—g-) ergibt,
treten jeweils w(-%—) (siehe Seite 160f) Permutationen desselben

Typs auf. Wegen lan = n gilt daher

S n, d
P2 = nZ (¥ (n/d)

! din
2 Mit t = {}- 3 d = -%— d.h. din @ tin folgt daraus die Behauptung.
i
Der Zyklusindex der Diédergruppe des regelmdafBigen n Ecks
lautet
= = L m
n = 2m+l! P(Dn) = 5 {P(Zn) + X%, ]
_ _ 1 1 m 2 m—1
n = 2m P(Dn) = 5 P(Zn) + 4.[x2 + X|X, ]

Beweis: Zu den Summanden des Zyklusindex der Drehungsgruppe P(Zn)
treten noch die von den Spiegelungen herriihrenden Summanden.

{. n = 2m+!. Es kommen n Spiegelungen dazu.
]
1

2 | n Fir die durch den Punkt ! gehende

3/////’?\\\\\04 Achse hat die Spiegelung den Typus

| X , (1)(2 n)(3 (n=1))...((m+1) (m+2))

! ; ' Daher lautet der entsprechende Summand
|

~o , des Zyklusindex o

Mmeq M2 X1%X7
Da es n derartige Spiegelungen gibt und Dn insgesamt 2n Elemente
umfapBt, gilt daher
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1 A1 m _ 1 m
P(D) = 4-P(Z) + S-nx;xf = [P(Zn) . "1"2]

n
2. n = 2m.
a) Die Spiegelungen an Seitensymmetralen sind vom Typus
) l 4 (1 2)(3 n)(4 n-1)... ( m+l 'm+2 )
! Der entsprechende Summand des Zyklusin-
! dex lautet
3 ! /n m
\ | X2
i DPa es m derartige Spiegelungen gibt,
- / .
\ | treten folgende Summanden hinzu
me T me m. x5

b) Die Spiegelungen an den Diagonalen sind vom Typ
(1)(m+1)(2 n)(3 n-1)...(m (m-1))
Der zugehdrige Summand des Zyklusindex

i
i } lautet
3 \ ‘ | n-4 x2)(111--1
A 172
| Da es m derartige Spiegelungen gibt,
\\\\\l////’ treten folgende Summanden hinzu
: 1m+4 m.x%xg—l
% Da die Diedergruppe 4m Elemente umfaBt. lautet daher der
] Zyklusindex
| 1 1 m 2. o1}y _ 1 1 | m 2 _m-|
3 P(sz) * Im [m.x2 + m.x{X, ] = 3 P(sz) + 4.[x2 + XX, ]
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