
Kombinatorik 
ftir 

Geometer 

II 

WoHgang STRÖHER 



KCl1BINATORIK FÜR GECJ1E'TER II 

Methode der Inklusion und Exklusion. Siebformeln. 

Gegeben sei die endliche Menge A, die Grundmenge. Die Teilmengen 

A1,A2 , ... mögen jene Elemente der Grundmenge umfassen, denen die 

Eigenschaften ~1.~2 , ... zukommen. 

Sätze über Mengen 

allgemein: 

(A
1

uA
2

uA
3

u ... )nAr = (A
1
nAr)u(A

2
nAr)u ... 

Analog 

(A 1nA 2 )uA3 = (A 1uA
3

)n(A2uA
3

) 

allgemein: 

(A 1nA 2nA3n ... )uAr = (A 1uAr)n(A2uA3 )n ... L------------' 

Die komplementäre Menge von A. sei 
1 

A. = A\A. 
1 1 

A 

A 

Ist A. die Menge aller Elemente, welche die Eigenschaft~- haben, so 
1 _ 1 

besteht A. genau aus allen Elementen, denen die Eigenschaft~- nicht 
1 1 

zukommt ( -,<t.). 
1 

Sätze von de MORGAN 

A A 

Augustus de MORGAN (1806-1871) 
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Sätze Ober die Anzahl der Elemente einer endlichen Menge 

Bezeichnungsweisen 

IAI Anzahl der Elemente der Grundmenge 

IA.I ... Anzahl der Elemente mit der Eigenschaft~. 
1 1 

(1 ) IA.I = IAI - IA.I 
1 1 

Anzahl der Elemente mit der Eigenschaft ,<t, 
1 

(2) 101 = 0 speziell folgt dann aus (1) und (2) 

(3) 101 = IAI - 101 q 101 = IAI 

Aus (1) folgt 

(4) IA.I + IA.I = IAI 
l l 

Allgemeiner gilt nach de MORGAN für endlich viele Mengen 

(5) 

(6) 

(7) 

( 7. ) 

(8) 

( 8.) 

IU A.I + IU A.I = IU A.I + In A.I = IAI 
l 1 l l 

1n A.I + 1n A.I = 1n A.I + IU A.I = IAI 
1 1 1 1 

Ferner gilt 

IA
1

uA2 1 = IA
1

1 + IA 2 1 - IA
1

nA
2

1 

IA
1

nA
2

1 = IA
1

1 + IA2 1 - IA
1

uA
2

1 

IA
1
nA

2
1 = IAI - IA

1
1 - IA21 + IA

1
nA

2
1 

IA
1

uA2 1 = IAI - IA
1

nA
2

1 

Die Verallgemeinerungen der Formeln (7) und (8) heißen 

Siebformeln 

Gegeben seien die Teilmengen A.c A mit der Indexmenge 
1 

I = {1,2, ... ,r}. 

Sei J c I eine Teilmenge der Indexmenge I, so gilt 

1 U A.I 
iEI l 

= \ (-l)IJl+l.l n A.I 
L . J J 
JcI JE 

Formel 1 

Der Beweis von Formel 1 erfolgt durch Induktion über die Anzahl III 

der Elemente der Indexmenge I 
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Induktionsanfang: Beispiel 1: I:={1,2}. Gesucht ist also IA 1uA2 1. Es 

sind alle Teilmengen J c I zu bilden: 

0, {1}, {2}, {1,2} 

Dann gilt 
IA 1uA 2 1 = (-l)O+t.101+(-t) 1+1 .IA

1
1+(-t) 1+1 .IA

2
1+(-1) 2+l.lA

1
nA

2
1 = 

= IA
1

1+1A21-IA1nA2 1 ... Für I ={1,2} nach (7) richtig 

Beispiel 2: I:= {1,2,3}. Die zu bildenden Untermengen J c I sind 

{0}, {1}, {2}, {3}, {1.2}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3} 

0+ 1 1 + 1 1 + 1 1 + 1 IA
1

uA 2uA 3 1 = (-1) .101+(-1) .IA
1
1+(-1) .IA2 1+(-1) .IA

3
1 + 

2+1 2+1 2+1 + (-1) .IA1nA2 1+(-1) .IA1nA
3

1+(-1) .IA2nA3 1 + 

3+1 + ( - 1 ) . 1 A l nA 2 nA 3 1 = 

= IA 1 1+1A
2

1+1A31-IA
1

nA2 1-IA1nA3 1-IA
2

nA
3

1+1A 1nA2nA3 1 noch z.z. 

Induktionsannahme: Formel 1 stimme für III= r-1 

Induktionsbeweis: 
(7) 

= 1 ( ( U A . ) uA ) 1 = 1 U A . 1 + 1 A 1- 1 ( ( U A . ) nA ) 1 = 
.< 1 r .< 1 r .< 1 r 
1 r 1 r 1 r 

Ind.AE 
.J, 

(siehe Seite 122) = 1 U A.l+IA 1-1( U (A.nA )1 = .< 1 r .< 1 r 1 r 1 r 

= ( I I Ai 1 - I I Ai nA j 1 + I I Ai nA j nAk 1 + .... ) + 1 Ar 1 -
i<r i<j<r i<j<k<r 

- ( L I Ai nA r 1 - l I Ai nA j nA r 1 + L I Ai nA /1Ak nA r 1 + .... ) = 
i<r i<j<r i<j<k<r 

= L I Ai 1 - L I Ai nA j 1 + L I Ai nA j nAk 1 + ...• 

i~r i<jsr i<j<kSr 

Ein Gegenstück zu diesem Ergebnis ist 

1 n A. I 
iEI l 

= I 
JcI 

(-l)IJl+l.l U A.I 
jEJ J 

Der Beweis erfolgt wieder durch Induktion über III 
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Induktionsanfang: I:= {1,2} J ... 0, {1}, {2}, {1,2} 

IA
1

nA
2 

I = (-1 )O+l. 101 +(-1) l+l. 1A
1

1 +(-1) l+l.IA
2

1 +(-1 ) 2+l. 1 Al uA
2 

I = 

= IA 1 l+IA2 1-IA1uA2 1 ••• Für I ={1,2} nach (7') richtig 

Induktionsannahme: Die Behauptung stimme für III= r-1 

Induktionsbeweis: 
( 7') 

= 1 ( ( n A. )nA ) 1 = 1 n A. 1 + 1 A 1-1 ( ( n A. )uA ) 1 = .< 1 r .< 1 r .< 1 r 1 r 1 r 1 r 

Ind.AE 
,l, 

(siehe Seite 122) = 1 n A. l+IA 1-1( n (A.uA )1 = .< 1 r .< 1 r 1 r 1 r 

= ( l I Ai 1 - l I Ai uA j 1 + l I Ai uA j uAk 1 :i: •••• ) + IA 1 -r 
i<r i<j<r i<j<k<r 

- ( \ 1 A. uA 1 - \ 1 A. uA . uA 1 + \ 1 A . uA . uAkuA 1 l 1 r l 1 J r l 1 J r + .... ) = 

i<r i<j<r i<j<k<r 

= 2 1 Ai 1 - 2 1 Ai uA j 1 + l I Ai uA j uAk 1 + .... wie behauptet. 

i~r i<j~r i<j<kSr 

Eine weitere wichtige Formel stammt von von James Joseph SYLVESTER 

(1814-1897), welche über die Anzahl der Elemente eine Aussage macht, 

die keiner der Mengen A. angehören (welche keine der Eigenschaften~-
1 1 

aufweisen): 

in 
iEI 

A. I 
l 

= IAI - I (-l)lJl+l.l n 
jEJ 

A .1 
J Formel von SYLVESTER 

JcI 

Beweis: 
de MORGAN Formel 1 

l (S) l L 
1 n A.I = IU A.I = IAI - IU A.I = IAI - (-l)IJl+l.l n A.I 

1 l l . J J 
JcI JE 

Beispiele: I:= {1,2} 

- - 0+1 1+1 l+l 2+1 1 A l nA 2 1 = 1 A 1 - [ ( - 1 ) . 101 + ( - 1 ) . 1 A l 1 + ( - 1 ) . 1 A 2 1 + ( - 1 ) . 1 A l nA 2 1 ] = 

= IAI-IA 11-IA2 1+1A
1

+A2 1 

I:= {1,2,3} 
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SIEBFORMEL 

Sei Ai c A, i EI= {1, ... ,r} und J c I, J = {i
1

, ..• ,ip}. 

Ferner sei L c I eine Obermenge von J, also eine Indexmenge, 

welche alle Elemente von J und mindestens einen Index der 

Menge K = I\J enthält (Es gilt also J c L c I). Die Anzahl 

der Elemente von A, welche den Mengen A., j E J, aber nicht 
J 

den Mengen Ak' k E K = I\J angehören, ist 

1( n A.)n( n Ak)I = L (-l)ILI-IJI. 1 n All 
jEJ J kEK L~J lEL 

Für J = 0 ergibt sich die Formel von SYLVESTER 

Beweis: Wir wählen 
B:= n A 

jEJ j 

als Grundmenge. Von dieser neu gebildeten Grundmenge B betrachten 

wir die Teilmengen 

Bk:= BnAk c B k E K = I\J 

In dieser neuen Grundmenge B gilt dann 

Auf die Grundmenge B wenden wir nun den Satz 

von SYLVESTER an: 

1 n Bkl = IBI - L 'B11 + L IBlnBml =F ••• 

kEK 1 EK 1 <mEK 

Wir gehen nun zu den ursprünglichen 

zurück. Dann gilt 

Mengen A. 
1 

Daher 

Bk = BnAk = ( n A . ) nAk , 
jEJ J 

1 n A. I -
jEJ J 

\ 1 n A 1 + 
Lf:JJ l EL l 

IKI = r-p 
J = {1,2,3} 

-
= ( n A. )nAk 

jEJ J 

\ 1 n A 1 
M{,J mEM m 

=I= ••• = 1 ( n A. )n( n Ak) 1 = 
jEJ J kEK 

ILl=IJl+l IMl=IJ 1+2 

= L <-1)111-1J1_, nA
1 

LJJ lEL 

Beispiel: Es soll die Anzahl jener Elemente bestimmt werden, welche 

den Mengen A1 ,A2 ,A3 , aber nicht den Mengen A4 ,A5 ,A6 ,A7 angehören. 

Es ist also 

I = {1,2,3,4,5,6,7}, J = {1,2,3}, K = {4,5,6,7}. IJI = p = 3 
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IA 1nA 2nA 3nX4nA5nA6nA7 I = IA 1nA 2nA3 I

-IA1nA2nA3nA41-IA1nA2nA3nA51- ... -IA1nA2nA3nA7 1+ 

+IA
1

nA2nA3nA4nA
5

1+1A 1nA2nA
3

nA4nA6 1+ ... +IA 1nA2nA3nA6nA7 1-

-IA1nA2nA3nA4nA5nA61- ... -IA 1nA2nA3nA5nA6nA7 1 

+IA 1nA2nA3nA4nA
5

nA6nA7 1 

Im folgenden verwenden wir die abkürzende Schreibweise 

IA
1

nA2nA
3

nA4nA
5

nA6nA7 1 =:1234567 

Wir suchen nun die Anzahl jener Elemente aus den obigen Mengen, die 

jeweils genau dreien der Mengen A1 , ... ,A7 angehören (genau drei 

Eigenschaften haben), den restlichen vier Mengen jedoch nicht ange

hören. Gesucht ist also die Summe 

1234567 + 1243567 + 1253467 + ... + 5671234 

Nach der Siebformel gilt 

1234567 = 123-1234-1235- ... +12345+ ... -123456- ... +1234567 

1243567 = 124-1243-1245- ... +12435+ ... -124356- ... +1243567 

Man erkennt, daß einige Summanden mehrfach auftreten, denn es gilt 

1234 = 1243 usw. Die Anzahl IA
1
nA2nA3nA4 1 = 1234 tritt so oft auf, 

als man aus den vier Mengen A
1

,A
2

,A3 ,A4 drei auswählen und an die 

ersten drei Stellen setzen kann. Dies geht in unserem Beispiel 

(j) = 4 mal. Beim Durchschitt von fünf Mengen 12345 tritt (~) = 10 
- -

mal derselbe Summand auf. Allgemein sei IA 1n ... nA nA 
1
n ... nA 1. Der P p+ r 

Summand 12 .. p p+l ... 1 tritt dann so oft auf, als man aus den 

beteiligten 1 Mengen p auswählen kann, also (!)mal.Daher folgt 

durch Aufsummieren aus der Siebformel 

= L 
LcI 

ILI .?:p 

\ 1 ( n A • ) n ( n Ak 1 
~ jEJ J kEK 

IJl=p 

~ (-1)111-IJI .1 n A 1 
lEL l 

J 
IJl=p 

= L ( -1 ) 1 L 1 -p 

ILl.?:p 
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Die Anzahl der Elemente der Mengen A1 , ... ,ArcA, die jeweils 

genau je p dieser Mengen angehören, ist 

L 1 ( n A . ) n ( n Ak 1 = L ( -1 ) I L I -p 

J jEJ _J kEK ILl~p 
\ 1 n A 1. ( 111 ) L lEL l P 
L=>J 

IJl=p 111 

Dies ist die Anzahl der Elemente, die genau je p der r 

Eigenschaften ~ 1 •...• ~r aufweisen 

Formale Behandlung der Siebformeln 

Die Formeln von de MORGAN gestatten es, von Vereinigungsmengen zu 

Schnittmengen überzugehen. Sei A.c A. Dann gilt (Seite 122): 
1 

A,nA• = 0, A,uA• = A 
i i:. t 't, 

A
1 

nA2 = A1 uA2, 

A1uA2 = A1nA2 

allgemein: 

allgemein: 

U Ai,= n Ai 

U A. = n A. 
1 1 

Für den Ubergang von Vereinigungsmengen zu Mengenschnitten gilt dann 

A1uA2 = A1nA2 , A1uA2uA3 = A1nA2~\, usw 

Es sei A die Grundmenge. Dann definieren wir formal: 

1 := A, 111 := 1 A 1 

n A .••• A. = A. := A. 
1 1 1 1 

IA 1A2 1 = IA2A1 1 := IA 1nA2 1 

IA .... A. 1 = IA1:I := IA
1
. I 

1 1 1 

1-A. 1 := -IA. 1 
1 1 

A. := 1-A. 
1 1 

Mit dieser Symbolik können wir alle Mengenausdrücke auf Ausdrücke 

zurückführen, in denen nur Mengenschnitte vorkommen. 

IA 1nA2 1 = l(t-A1)(1-A2 )1 = lt-A1-A2+ A1A2 1 = IAI-IA 11-IA2 1+1A 1nA2 1 

IA 1nA2 1 = IA 1(t-A2 )1 = IA 1-A 1A2 1 = IA 11-IA1nA2 1 
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Beispiel 1: Sei p 1<p 2 < •.. <pr eine Menge von Primzahlen und N eine 

natürliche Zahl. Gesucht ist die Menge aller natürlichen Zahlen 

~N, die durch keine der Primzahlen p. teilbar sind. 
1 

Sei A: = { 1 , 2, ..• , N} , 1 A 1 = N, I:= {l, ... ,r}. III= r 

A
1 
•.. Menge der durch pl teilbaren Zahlen~ N 

A
2 
•.. Menge der durch p

2 
teilbaren Zahlen s N 

A ... Menge der durch p teilbaren Zahlen~ N 
r r 

Für die Menge aller Zahlen, die durch kein p. teilbar sind, gilt 
1 

nach SYLVESTER 

Nun gilt 

IAI = N 

1 A 1 nA2 n ... nA r 1 = IAI - I 
Je! 

(-l)IJl+l.l n 
jEJ 

IA.I = [L] 
1 p. [ ] ... größte ganze Zahl 

1 

1 A . nA . 1 = [ N ] 
1 J p. p. 

1 J 

Daher 

i ~ j 

usw. 

A.I 
J 

= N - I [ :i ] + \ [ p~p.] - \ [-p.Np-.pk] ± .... L i J L i J 

+ (-l)r[ p .. ~.p] 
1 r 

Zahlenbeispiel: N = 1000, Pl = 11, P2 = 17, p 3 = 19 

[ 1000 
] = 90, [ 1000 ] = 58, [ l 000 ] _ 52, [ l 000 ] 5' 11 17 19 - 11.17 = 

r 1000 ] 4, [ 1000 ] 3' [ 1000 ] o, 
11 . 19 = 17. 19 = 11.17.19 = 

L 

Daher 

IA 1nA2nA3 1 = 1000 - 90 - 58 - 52 + S + 4 + 3 - 0 = 812 

Beispiel 2: Die natürliche Zahl N habe die Primteiler 

Pi, ... ,Pr· Gesucht ist die Menge aller Zahlen sN, die mit N tei

lerfremd sind, d.h. keine der gesuchten Zahlen wird auch nur durch 

eine der Primzahlen p. geteilt. 
1 

A = {1, ... ,N}. IAI = N, I = {l, ... ,r}. III= r 

A .... Menge der durch p. teilbaren Zahlen ~N 
1 1 
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Da N durch jedes p. teilbar ist, gilt für alle i,j 
1 

[ p .. ~. p .] = 
1 J 

N 

Daher gilt nach Beispiel 1: 

= N - + N N ± .... + N 1 A 1 nA 2 n ... nAr 1 I+- I -I (-1) r 
p.p. p.p.pk p .... p 

1 1 J 1 J 1 r 

= N. [ 1 -I-1 +I 1 -L p.!.pk ± .... + (-l)r p .. ~.p] p. p.p. 
1 1 J 1 J 1 r 

Daraus ergibt sich die zahlentheoretische ,p-Funktion von EULER: 

Funktion von EULER 

_1 ) (1 __ 1 ) (1 __ 1 ) ... (1 __ 1 ) 
pl P2 P3 Pr 

q,(1):=1 

Die EULERsche Funktion gibt die Menge aller Zahlen< N an, die 

zu N teilerfremd sind 

Beispiel 3: Wieviele Primzahlen gibt es zwischen IN und N (/N~p~N)? 

Es seien p
1

,p
2

, ... ,pr die Primzahlen s{N. Nach Beispiel 1 ist 

dann 

P:= N -

die Menge aller Zahlen~ N, die durch keine der Primzahlen p. 
1 

teilbar sind. Dazu gehört aber auch 1, welches keine Primzahl 

ist und daher nicht mitgerechnet werden darf. Als nicht durch 

p 1 , ••• ,Pr teilbare Zahlen bleiben daher die Primzahlen zwischen 

IN und N, deren Anzahl demnach P - 1 ist. 

"Probleme de derangement"', "Probleme des rencontres" 

Unter einem derangement versteht man eine bijektive Abbildung f ei

ner geordneten Menge {a
1

<a
2

< ... <an} in eine geordnete Menge 

{b 1<b 2 < ... <bn}' wobei für alle i gilt 

f(a.) -:;. b. 
1 1 

1 = 1, ... n 

Gilt jedoch 

f(a.) = b. 
1 1 
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$0 spricht man von einem "Treffen" ("rencontre") der beiden Elemente 

a. und b .. 
l 1 

Sind d:e beiden Mengen identisch, dann spricht man von einer Umord

nu1 l (Permutation) der Elemente {a 1<a 2 < .... <an} und statt von einem 

"rencontre" spricht man von "Inzidenz". 

a!/-X. 
A B C D E 
"derangement" 

a b c d e 

~ l 1 
A B C D E 

zwei "rencontres" 

Wir denken uns ab jetzt die beiden Mengen stets als identisch und 

betrachten deren Umordnungen (Permutationen, Neu-Anordnungen). 

Es sei P die Menge der Anordnungen der Menge {1,2 ... ,n}, und es 

sei P. c P die Menge der Umordnungen, welche das Element i fest-
1 

lassen. Dann läßt P.nP. die Elementei und j fest usw. 
1 J 

Ein Derangement liegt vor, wenn keines des Elemente 1,2, ... ,n fest 

bleibt. Die Anzahl der Derangements ist also 

tP 1nP2n ... nPnl 

Nun gilt IP.I = (n-1)!, IP.nP.I = (n-2)! usw. Daher ist nach 
1 1 J 

SYLVESTER mit I = {1,2, ... ,n}, III = n 

Daher 

(n) Summanden 
l 

- I 
Je! 

(-l)IJl+l.l n 
jEJ 

(n) Summanden 
2 

p .1 = 
J 

usw. 

= n! - n! ( 1)' n! ( 2)' :i: ( l)n n! 0' = 
l!(n-1)! n- · + 2!(n-2)! n- · ··· + - n!" · 

= n![l - iT + 1! - 1! ± .•. + (-l)n !! ] 
Die Anzahl der Anordnungen von n Elementen ohne Inzidenzen 

(ohne Fixelemente) = Derangements beträgt 

_1_ + 
1 ! 

1 -- -2! 1! ± ... + (-l)n !! ] 
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Definitionen: 

D k' .. Anzahl der Anordnungen mit genau k Inzidenzen (Fixelementen) n, 

D n,O 

Es sei Dn-k,O = Dn-k die Anzahl der derangements von n-k Elementen. 

Fügt man noch k Fixelemente hinzu, so kann man diese auf (~)Arten 

auf n Plätze verteilen und es gilt 

1 °n,k = (~) 0 n-k,O = (~) 0n-k 

Daher 

D = n,k ± ... + (-l)n-k 1 ] 
( n-k) ! 

n-k . 

D n,k 
+(-l)n-k_(_n_:__k_)_!-] = ~i I (~:)1 

i=O 

Die ersten beiden Ausdrücke der letzten Zeile sind trivial. Da die 

Summe aller Anordnungen mit genau je 0,1, , ... ,n Koinzidenzen die 

Menge aller möglichen Anordnungen ergibt, folgt der letzte Ausdruck. 

Rekursionsformeln: Es gilt für (n-1) Elemente 

[ 
1 1 1 n-1 1 ] 

Dn-1 = (n-1)! 1----U-+2!-3!± ... +(-1) (n-1)! 

daher 

[ 
1 1 1 n-1 1 ] 

nD n- 1 = n ! 1- --U- + 2T - 3T ± ... + ( - 1 ) ( n- l ) ! 

Fügt man (-l)n hinzu, so folgt 

D ( ) n [ 1 1 1 n-1 1 +(-l)n_l_] n n-1+ -1 = n! 1---n-+2T-3T± ... +(-1) (n-1)! n! = Dn 

Inn= nDn-1 + (-l)n, Do:= 1) (*) 

Rekursionen für D k: Es gilt ----------n' 
D n,k = (11)0 k n-k 

(**) 
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Daher wegen(*) 

und wegen ( **) 

Aus (*) folgt 

Dn-k = (n-k)Dn-(k+l) + (-l)n-k 

Dn,k = (~) [<n-k)Dn-(k+l) + (-1 )n-k] = 

= n! n-k (n) 
k!(n-k)!(n-k)Dn-(k+l)+(-l) k = 

= n! D + (-l )n-k(kn) = 
k!((n-(k+l))! n-(k+l) 

= (k+l) (k~l)nn-(k+l) + (-1 )n-k(~) = 

= (wegen (**)) (k+l)Dn,k+l + (-l)n-k(~) 

Dn,k = (k+l)Dn,k+l + (-l)n-k(j 

D = 1 n = 1,2, .... ; k = 0,1, ... ,n n,n 

D n 

D n-1 

= 
n 

nDn- l + (-1) 

n-1 
= (n-l)Dn_ 2 + (-1) 

D D D ( l)D ( -l)n +(-l)n-1 n + n-1 = n n-1 + n- n-2 + ~ ~ 

Dn = (n-l)Dn-l + (n-1)Dn_2 

Dn = (n-l)[Dn-l + Dn_ 2 ] 

D1 = 0, D0 := 1 

0 

"'Probleme des menages (Problem der Ehepaare)" 

(E. LUCAS 1891, Theorie des nombres) 

Das Problem besteht darin, n Ehepaare an einem runden Tisch so zu 

placieren, daß jeweils ein Mann und eine Frau abwechselnd sitzen, 

aber nie ein Mann neben seiner eigenen Frau. 

Denken wir uns die Frauen irgendwie um den Tisch placiert, dann be

steht das Problem nur mehr in der Placierung der Männer: für jeden 

Mann sind zwei Plätze verboten, nämlich links und rechts von seiner 

eigenen Frau. 
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Die Mengen der Frauen und Männer sei gegeben durch 

F:= {1,2, ... ,n}, M:= {1',2', ... ,n'} 

worin i und i' jeweils Ehepartner bezeichnen. 

Wir definieren nun eine bijektive Abbildung f der Menge der Frauen 

auf die Menge der Männer: 

Wir teilen der Frau 1 einen Platz zu und setzen rechts von ihr den 

Mann f(l), rechts davon die Frau 2, dann den Mann f(2) usw ... 

1 

1(2) f(n-1) 

3 n-1 

Wir betrachten nun die Mengen von 

Abbildungen mit folgenden 

Eigenschaften 

Ali-l := {f:F-+Mlf(i) = i'} 
für i = 1 , .•. , n 

und 

. . . - A2 i := {f:F~Mlf(i) = (i+l)', f(n) = 1'} 

fUr i = 1, ... ,n-1 

Ausführlich beschrieben bedeutet das: 1 
Al ..... Menge aller Abbildungen mit f (1) = 1 , 

A2 ..... Menge al 1 er Abbildungen mit f (1) = 2' 

A3 ..... Menge aller Abbildungen mit f(2) = 2' 2 n 

A4 ..... Menge al 1 er Abbildungen mit f(2) = 3' 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
A2n-3 ... Menge al 1 er Abbildungen mit f ( n-1) = ( n-1 ) • 

A2n-2 ... Menge aller Abbildungen mit f ( n-1) = n' 

A2n-1 ... Menge al 1 er Abbildungen mit f(n) = n' 

A2.r1 ••••• Menge aller Abbildungen mit f(n) = 1 t 

Genau diese bijektiven Abbildungen sind verboten. Die Menge der zu

lässigen Sitzordnungen wird also nach SYLVESTER gegeben durch die 

Menge der bijektiven Abbildungen 

- L 
JcI 

(-l)IJl+l.l n 
jEJ 

A.I 
J 

I = { 1, ... 2n} 

Nun gilt für die Anzahl der Möglichkeiten, die Männer 1' , ... ,n' auf n 

Plätze zu verteilen 

IAI = n! 

während für alle i EI gilt 
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Für I J 1 = k gilt 

IA.I = (n-1)! 
1 

1 n A.I = (n-k)! wenn J keine aufeinander folgenden Indizes 
jEJ J 

l,2, ... ,2n,1 aufweist 

wenn aufeinander folgende Indizes auftreten. 

Wäre nämlich etwa f E A1nA 2 ~ f(l) = 1'= 2' 

so hätte ein Element unter derselben Abbildung 

zwei Bilder! 

Bei der Behandlung der korrigierten FIBONACCI - Zahlen wurde gezeigt 

(2.Lemma von KAPLANSI, Seite 32): Die Anzahl der k-Auswahlen aus ei

ner 2n-elementigen zyklischen Menge, in der keine konsekutiven Ele

mente auftreten, beträgt 

f*(2n,k) = 

Daraus folgt die 

2n 
2n-k 

Anzahl der Lösungen des "Probleme des menages" 

(J. TOUCHARD 1934) 

+(-l )n 2n 
n 

n 

(:)o! = n! + L (-l)i2~~i(2n~i)<n-i)! 

i=l 
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Endliche Gruppen 

Es sei 

G:= {a,b,c, ... ,n}. IGI = n 

eine n-elementige Menge. Führt man in G eine Verknüfpung * ein, so 

heißt das Paar (G,*) n-gliedrige Gruppe oder Gruppe der Ordnung n, 

wenn die Verknüpfung* folgenden Bedingungen genügt: 

(G,*) Gruppe: 1. a•b = c E G 

2. (a•b)*c = a•(b*c) = a*b*c 

3. V/\ a*e = e•a = a 
e a 

4. /\ V -1 -1 
a*a = a •a = e 

a -1 
a 

eist das Einselement der Gruppe, a-l das zu a inverse Element. Es 

gibt nur ein einziges Einselement einer Gruppe. Ebenso ist das inverse 

Element eines gegebenen Elementes eindeutig bestimmt. 

Im allgemeinen gilt 

a*b ~ b•a 

Wenn a*b = b*a für zwei beliebige Elemente von G zutrifft, heißt die 

Gruppe kommutativ (Modul, ABELsche Gruppe). 

Eine bequeme Darstellung endlicher Gruppen erfolgt durch die 

Gruppentafel 

* 
e al a2 a3 a4 as 

e e al a2 a3 a4 as a2*a3 = as ~ a3*a2 = a4 

al al a2 e a4 as a3 (a2*a3)*a4 = a5*a4 = al 

a2 a2 e al as a3 a4 a2*(a3*a4) = a2*a2 = a 1 
a3 a3 as a4 e a2 al -1 -1 -1 

(a1*a2) = a2 *at 
a4 a4 a3 as al e a2 

as as a4 a3 a2 al e 

Eine Teilmenge U c G heißt Untergruppe (U,*) von (G,*), wenn die 

Elemente von U selbst wieder Gruppenelemente der Gruppe (U,*) sind. 

Man schreibt dann 

U cl G 
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Es gilt das Untergruppenkriterium für endliche Gruppen 

U cl G +===+ /\ a*b c U 
a,bEU 

Beweis: G trivial 

~ es ist zu zeigen, daß sowohl das Einselement e von G, als 

auch das inverse Element a-l von a in U enthalten sind. Zum 

Nachweis definieren wir eine Selbstabbildung von G 

f: G G 

a u*a mit u,a EU und konstantem u 

Nach Voraussetzung gilt dann f(a) EU 
Behauptung: f ist injektiv. 

Beweis: sei a,b EU und f(a) = f(b) * nach Definition von f: 

u*a = u*b * a = (u- 1*u)*b * a = b (die ganze Rechnung wurde in 

G durchgeführt!) 

Aus der Injektivität von f folgt die gleiche Mächtigkeit der 

Mengen 

lf(U)I = IUI 

Da U endlich ist, folgt die Gleichheit der Mengen 

f(U) = {u*ala EU}= U 
da laut Voraussetzung u*a EU ist. Daher ist fauch surjektiv 

und daher bijektiv. Daraus folgt 

V U*X = u * X = e E U 
xEU 

V U*Y = e * y = u-lE U 
yEU 

Zwei Elemente a,b EG heißen konjugiert, wenn gilt 

-1 V b = g*a*g 
gEG 

, 

Alle Elemente, die zueinander konjugiert sind, bilden eine 

Äquivalenzklasse. 

Definition: xe!y ~ V 
gEG 

1. X ~ x, denn x = e*x*e -1 

2. y 
-1 

~ x * x e! y, denn y = g*X*g * x 
-1 = g *Y*g 
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3. (x E! y I\ y 9! z) ~ X 9! z' denn 

-1 h*z*h-l -1 -1 
X = g*y*g I\ y = ~ X = g* ( h*z*h ) *g = 

-1 = (g*h)*z*(g*h) 

Zwei Untergruppen U, V, heißen konjugiert, wenn es ein g E G 

gibt, sodaß gilt 

V= g*U*g-l ~ /\ 
-1 

g*U*g = V E V 
ue:U 

Andere Schreibweise für konjugierte Untergruppen 

Es ist noch nachzuweisen, daß, wenn U eine Untergruppe ist, auch 

V:= g*U*g-l eine Untergruppe ist: 

Sei u 1 , u
2 

e: -1 -1 
U und v 1 := g*ui*g , v 2 := g*ui*g E V. 

Dann gilt 
-1 -1 

v1*v2 = (g*U1*g )*(g*u2*g ) = -1 
g*(u 1*u2 )*g ~ V ist Untergruppe 

1: ;1' 
EU 

Zueinander konjugierte Untergruppen bilden eine Äquivalenzklasse 

Beweis: 1. U ~ U, denn U E! e*U*e-l 

2. V~ U ~ U ~ V, denn V= g*U*g-l 

3. (U ~V" V~ W) ~ U ~ W, denn U 

~ U = (g*h)*W*(g*h)-l 

~ U = g-l*V*g 

-1 
= g*V*g A V = 

d.h. konjugierte Gruppen unterscheiden sich eigentlich nur 

in der Bezeichnungsweise. 

Eine ~ntergruppe N cl G heißt invariante Untergruppe oder 

Normalteiler, wenn gilt 

(\ N = g*N*g-l 
gEG 

Die Normalteiler sind also die selbstadjungierten Untergruppen. 

Andere Schreibweise: 

Ist U eine Untergruppe und ist e ~ g EG, so ist g*U i.a. keine 

Untergruppe, da i.a. das Einselement e nicht in der Menge g*U 
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enthalten ist. 

Man nennt die Menge g*U eine (linksseitige) Nebenklasse zu U 

Die folgenden Sätze gelten natürlich auch für rechtsseitige Neben

klassen U*g. 

Die Elemente derselben (linksseitigen) Nebenklasse sind unter

einander äquivalent 

1. 

2. 

3. 

X ~ X, denn es ist X E x*U wegen X = X*e und e E U 

~ y-.y~x,. denn E Y*U 9 V Y*U-. y = -1 
9 E X*U X X X = X*U y 

uEU 
(x ~ y " Y ~ z) 9 X ~ z' denn X = 1·*U1 " y = z*u 2 9 X = Z*(U2. *u1 ) 

Die Menge aller (linksseitigen) Nebenklassen einer Unter

gruppe U bildet eine Partition von g 

1 . x ~ y 9 x*U = Y*U VS 
,1, 

Beweis: /\[z E x*U" z ~ x ~ y" z ~ y ~ z E Y*U] "x*U = y*U 
z 

d.h.: haben zwei Nebenklalen ein Element gemeinsam, so stim-

men sie in allen Elementen überein. 

2. xi y 9 x*U n y*U = 0 
-1 

Beweis indirekt: z E x*U n y*U * z = x*u 1 = y*u2 * y = x*(u 1*u2 ) 

9 y E x*U * y ~ x Widerspruch zur Voraussetzung! 

d.h.: zwei verschiedene Nebenklassen haben einen leeren 

Durchschnitt. 

3. Keine Nebenklasse ist leer. Denn jeder Unterraum U enthält 

mindesten das Einselement e. 

4. Zu jedem y EG gibt es genau eine Nebenklasse mit y E x*U 

Beweis: Wegen 1. und 2. kann es höchstens eine Nebenklasse 

geben, in der y liegt. Es ist z.z., daß jedes y in einer 

Nebenklasse liegt. 

Wir wählen u beliebig aus U 
-1 

x:= Y*U 9 y = x*u 9 y E x*U 

Die Menge der Nebenklassen bezüglich einer Uuntergruppe U 

bilden daher eine Partition von G. 

Die Nebenklasse g*U enthält genau IUI Elemente 

Es gibt IUI Verknüpfungen von g mit Elementen aus U. Es könnte ein 
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Elementenverlust eintreten, wenn einige dieser Verknüpfungen gleich 

sind. 

-1 
g*ul = g*u2 ~ ul = g *g*u2 = u2 

d.h. sind u 1 und u
2 

verschieden, so sind es auch ihre Verknüpfungen 

mit g. 

Die Menge aller Nebenklassen zu einer Untergruppe U 

bezeichnet man mit 

G/U ... Quotient (von G) über U 

Es gilt 

IG/UI. IUI = lGl 

(*) 

Jede Nebenklasse enthält genau IUI Elemente. Alle Nebenklassen zu

sammen enthalten alle IGI Elemente der Gruppe G. 

Es sei N Normalteile von G, d.h. es gelte 

/\ g*N = N*g 
gEG 

Dann bildet die Menge G/N der Restklassen zusammen mit der 

Verknüpfung* eine Gruppe 

Es sei a*N, b*N E G/N. dann gilt 

(a*N)*(b*N) = (a*N)*(N*b) = a*(N•N)*b = a*N*b = (a*b)* NE G/N 

Sei 

dann ist 

Die Abbildung 
f: G --+ G/N 

a 1------+ a * N 
ist ein Homomorphismus 

f(a) = a*N 

f (b) = b*N 

f(a)*f(b) = (a*N)*(b*N) = (a*b)*N = f(a*b) 

Aus (*) folgt der 

Satz von Joseph Louis LAGRANGE (1736-1813) 

Ist U eine Untergruppe von G, so ist IUI ein Teiler von IGI 

Setzt man a*a:= a 2 , a*a*a:= a 3 , ... , so kann man definieren: 
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Eine endliche Gruppe, die durch fortgesetzte Potenzierung 

eines ihrer Elemente entsteht, heißt zyklische Gruppe 

2 3 G:= {a,a ,a, .... } 

Beispiel: Wir bestimmen die zyklischen Untergruppen der sechsglied

rigen Gruppe von Seite 136 bei Beachtung von 

2 3 
a1*a2 al = a2' al = = e usw. 

Ul {a 1' 
2 3 e}, u2 {a3, e}, u {a4, = al = a2' al = = = 3 e}, u4 = {a

5
, e} 

Die Elemente a
1 

usw. nennt man Erzeugende der zyklischen Untergruppen. 

Man erkennt sofort, daß zyklische Gruppen stets kommutativ sind. 

Man kann auch mehrere Elemente heranziehen, um (i.a. nichtzyklische) 

Untergruppen zu erzeugen. Der Versuch a 1 und a 3 als Erzeugende einer 

Untergruppe heranzuziehen ergibt 
2 3 { a

1
, a 3 , a

1
*a3 = a 4 , a 1*a4 = a

5
, a

1 
= a 2 , a

1 
= e} 

Es entsteht als keine echte Untergruppe, sondern die Gruppe G 

selbst. Die Elemente a
1 

und a 3 sind also Erzeugende von G. Die 

Gruppe G wird durch die Elemente a 1 und a 3 erzeugt. 

Permutationsgruppen 

Eine Permutation ist eine bijektive Abbildung der Menge 

X= {1,2, ... ,n} 

auf sich selbst. Man schreibt 

Beispiel: 

n 1 

rc
2

on
1 = (! 

n = (kt
1 

2 3 4 ... 
k2 k3 k4 . 

= (1 2 3 4 5 ~] 5 2 4 6 

2 3 4 5 
~) 0 (1 2 

1 4 5 3 5 

n - (l 2 3 
2 - 1 4 

3 4 5 1) = U 2 4 6 

zweite Abbildung erste Abbildung 

4 
5 

Zu jeder Permutation gibt es die inverse Permutation 

n-1 = (k1 k2 k3 k4 . 
1 2 3 4 . 

Beispiel: 

5 
3 

2 
3 

~) 
3 4 5 
1 5 2 :) 
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-1 (1 
nl = 6 

Identische Permutation 

2 
3 

3 4 
1 4 

5 
2 ~) 

2 3 4 
2 3 4 . . :) 

Die Menge aller Permutationen von {1,2,3, ,n} bildet mit der 

Verknüpfung O eine Gruppe, die symmetrische Gruppe S . n 
Wenn in der Permutation n = k 1k2k 3k4 ... kn für zwei Indizes i,j 

gilt: i(j, für die zwei entsprechenden Elemente k., k. hingegen 
1 J 

gilt: k.>k., so spricht man von einem Fehlstand. Ist a(n) die Menge 
1 J 

aller Fehlstände, so heißt 

sgn n:= (-l)a(n) 

die Signatur der Permutation TC. 

Beispiel: TCl = 3 5 2 4 6 1 a = 8, sgn n 1 = 1 

Je nachdem sgn TC= +1 oder sgn n = -1 ist, spricht man von einer 

geraden oder einer ungeraden Permutation. 

Transpositionen TC •• 
1 J 

an den Stellen i 

unverändert. 

Spezielle Permutationen 

Die Transposition n .. vertauscht die Elemente 
1 J 

und j und läßt alle anderen Elemente 

Kanonische Transpositionen TC • • 
1 1, 1 + Die Transposition vertauscht 

benachbarte Elemente. Die kanonischen Transpositionen werden 

oft mit~ bezeichnet. 

Die Transpositionen sind involutorische Abbildungen, dh.es gilt 
-1 

TC • • oTC. • = ( ~ 1C. • = 1C • • 
lJ lJ lJ lJ 
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Um die Permutation n = k 1k2 ... kn durch kanonische Transpo-

sitionen auf die Gestalt 123 ... n zu bringen, sind mindestens 

a(n) kanonische Transpositionen erforderlich. 

Wurde die Permutation n = k 1k2 .. . kn durch r kanonische 

Transpositionen auf die Gestalt 12 ... n gebracht, so sind r 

und a(n) beide gleichzeitig gerade oder ungerade. Man sagt, 

sie haben dieselbe Parität (zwei ganze Zahlen a,b haben die

selbe Parität, wenn gilt (-1) 8 = (-l)b). 

Beweis: 1. Gegeben sein= k 1k
2 
... kn. Man kann zunächst das Element 

1 durch ebensoviele kanonische Transpositionen an die erste 

Stelle bringen, als Fehlstände durch 1 hervorgerufen wurden, 

dasselbe mit dem Element 2 usw., das ergibt insgesamt a(n) Ver

tauschungen. 

2. Durch die Transposition n. ·+t wird 
l , 1 

in die Permutation 

n' = kl · .. ki-lki+lkiki+2·· .kn 

verwandelt. Dabei gilt 

{ 

a(n)+l wenn ki<ki+l war 
a(n') = 

a(n)-1 wenn ki)ki+l war 
(*) 

Da bei einer Vertauschung sich a(n) höchstens um 1 vermindert, 

sind mindestens a(n) Vertauschungen erforderlich, um a(E) = 0 zu 

erreichen. Daher ist wegen 1. a(n) die Mindestzahl der nötigen 

Vertauschungen. 

Erreicht man nun durch r kanonische Transpositionen, von n aus

gehend, die Gestalt E, so folgt, daß rund a(n) dieselbe Parität 

aufweisen müssen, denn wegen(*) erfolgt bei jedem Schritt eine 

Vorzeichenänderung von a(n). Da nun a(n) auf O reduziert werden 

soll, muß bei r bzw. a(n) die Anzahl der Vorzeichenänderungen 

beidemale gerade oder ungerade sein. 

Kombinatorik für Geometer (Prof. W. STRöHER) Seite 143 



Die symmetrische Gruppe S wird durch die n-1 kanonischen n 
Transpositionen n 12 , n 23 , n 34 , ... ,nn-l,n erzeugt. 

Wenn eine Permutation n durch r dieser Transpositionen 

erzeugt werden kann, haben rund a(n) dieselbe Parität. 

Beweis: Wenn n = k 1 ... kn durch die r kanonischen Transpositionen 

r 1 , ... ,'tr nach c transformiert werden kann, so gilt 

'tro'tr-lo ... or2orlon = E. n = 
-1 

('trO'tr-10' .. or2o'tl) 
-1 -1 rl o.,,orr -1 

= r 1° •.• 0rr (wegen -r = -r ) 

= 

Nach dem Satz von Seite 143 haben rund a(n) dieselbe Parität. 

-1 sgn n = sgn n , sgn n .. = -1 
1 J 

Beweis: Wir stellen n1 und n
2 

als Produkt von kanonischen Transposi

tionen dar: 

7(1 = 'ttO'tt-1°••• 0'[1 

n2 = (1 0(1 l o • • • o(J l s s-

ff'20ff'1 = ((1S 0(1s-10 • • • 0(11 )o('tt O't;t-10 • • • o"t;l) 

Da die Paritäten auf beiden Seiten der Beziehung gleich sein 

müssen, folgt 

(-l)a(n2°n1) = (-l)s+t = (-l)s(-l)t = (-l)a(n2)(-l)a(n1) 

daher sgn(n2°n1) = sgn n2 .sgn n1 . 

-1 -1 -1 Wegen n°n = c =+ sgn(n°n ) = sgn n. sgn n = sgn c = ..:t!.,_ =+ 

-1 =+ sgn n = sgn n . 

Ist 't eine kanonische Transposition, dann gilt 

r 0 n = n' =+ sgn n' = sgn 't.sgn n. Wegen a(n') = a(n) ± 1 folgt 

sgn n' = (-l)a(n)±l = sgn r.(-l)a(n) =+ sgn 1: = (-l)±l =-=l__ 

Durch die Transposition n .. erhält man aus der Grundanordnung die 
1 J 

Permutation 

1 2 3 ... i-1 f i+l ... j-1 f j+l ... n 

i-te Stelle j-te Stelle 
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Durch die Abfolgen der j-i kanonischen Transpositionen 

n. 1 ·• n. 2 · 1 n. 3 · 2' • • · n. · 1 J- ,J J- ,J-, J- ,J- 1„1+ 

wird i an seine richtige Stellegebracht. Dann steht allerdings j 

noch immer an der Stelle i+l und muß durch j-(i+l) kanonische Trans

positionen an die Stelle j gebracht werden. Insegsamt benötigt man 

also (j-i) + (j-i-1) = 2(j-i) -1 kanonische Transpositionen, um die 

Transposition n .. rückgängig zu machen. Da deren Paritäten gleich 
1 J 

sein müssen, gilt 

(-1)2(j-i)-1 = (-1)-1 = -1 = (-l)<X(ntj) • sgn n .. = -1 
1 J 

Läßt sich n durch das Produkt von r (nicht notwendig kanoni

schen) Transpositionen darstellen, so haben rund «(n) die

selbe Parität. 

Sei nämlich n das Produkt von r beliebigen Transpositionen n., so gilt 
1 

n = nr 0 
••• 

0 n1 • sgn n = sgn nr ... sgn n1 = (-1) r 

Die Menge A aller geraden Permutationen der symmetrischen n 
Gruppe S bildet eine Untergruppe, die alternierende Gruppe n 

A von S . A ist Normalteiler von S • Es gilt IA 1 = 
2
1 .n! 

n n n n n 

Sei A die Menge der geraden Permutationen, H die Menge der ungera-n n 
den Permutationen von S . Ferner sein .. eine beliebige (nicht not-n lJ 
wendig kanonische) Transposition. Dann gilt für eine beliebige Per-

mutation n E A 
n .. : A --+ H 

1 J n n 
n ~ n . . on = n • 

1 J 

Wegen sgn n = +l gilt tatsächlich sgn (nij 0 rc) = sgn rc ... sgn 7t = 
1 J 

= (-1)(+1) = -1 • 1( •• 07C = 1C, 
1 J 

Diese Abbildung ist bijektiv, da sie umkehrbar ist: ff = 7r •• 07C, 
1 J 

Demnach ist IA 1 = IH 1, IA uH 1 = IS 1 
n n n n n 

Daß A Untergruppe ist folgt aus n 

= n! • IA 1 n 

[n 1 , n2 E An~ sgn n1 = sgn n2 = +1] • sgn(n1 °n2 ) = 
• n2 on 1 E An 

1 
= Tn! 

= +1 
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An ist Normalteiler: Sei a ES . Dann gilt für alle ff E A : 
n n 

-1 -1 2 sgn(a 0 x 0 a) = sgn a .sgn x.sgn a = sgn a.(+1).sgn a = (sgn o) = +l 

daher 

/\ 
XEA n 

Ist Gels eine beliebige Untergruppe von S , so sind alle 
n n 

Permutationen von G entweder gerade oder die Anzahl der in G 

enthaltenen ungeraden Permutationen ist gleich der Anzahl 

der in G enthaltenen geraden Permutationen. 

Sei a EG eine ungerade Permutation von G, d.h. sgn o = -1. Dann ist 

die Abbildung 

eine Bijektion. Daher ist 

G 
7[ 

--➔ G 

k sgn x = ksgn(G 0 7t) =k(sgn a).(sgn ff)= -ff~sgn ff+ 2ksgn ff= O 

•ksgn ff = 0 

d.h. die Anzahl der geraden und der ungeraden Permutationen von G 

ist gleich. 

Zyklen einer Permutation 

Da die Permutation ff eine bijektive Selbstabbildung der Menge 

X= {1,2, ... ,n} ist, entspricht jedem i EX ein einziges Bild n(i) 

sowie ein einziges Urbild ff-l(i): 

ff ( i ) i 

Wir betrachten nun die Folge i, ff(i), x2(i), n3 (i), ... Da X endlich 

ist, muß irgendeinmal ein Element wieder auftreten, d.h. es muß 

sein ff 1 (i) = ~(i) + i = nm-l(i). Es muß also einen Exponenten 

k = m-1 geben, für den gilt nk(i) = i 
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~(i) = n 1(i) = i 
nl-l(i)• -------+•--------· nm-l(i) 

l 
• nm+l(i) 

Die obige Figur widerspricht aber der Injektivität der Abbildung n, 

so daß die Verhältnisse nur so abgebildet werden können: 

n(i) i = nk(i) 
·------· 

K2(i)•/ ~.uk-l(i) 

3 1 ! 
n ( i ) • ····························-·····➔ 

Jeden dieser zusammenhängenden Wege nennt man einen Zyklus von n. 

Beispiel: 

TI = (~ 
2 
s 

3 
4 

Es treten folgende Zyklen auf 

2 

8 4 

3 

4 5 
1 10 

6 

9 

6 
9 

Schreibweise für die Zyklendarstellung: 

7 
7 

8 
3 

9 
6 

n = (1 8 3 4)(2 5 10)(6 9)(7) 
1' 

1~) 

7 

kann weggelassen werden 
Sei 

p = (2 8 3)(7 10 4) E (1)(2 8 3)(4 7 10)(5)(6)(9) = 

= G ~ ~ 4 5 6 7 8 
7 5 6 10 3 

Dann gilt für die Zusammensetzung 

9 10) 
9 4 

pon = (1)(2 8 3)(4 7 10)(5)(6)(9) 0 (1 8 3 4)(2 5 10)(6 9)(7) = 

= (1 3 7 10 8 2 5 4 )( 6 9) 5 (1 
Klarerweise gilt 

2 3 4 
S . 7 1 
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Zwei Zyklen derselben Permutation sind stets elementfremd 

Die syametrische Gruppe s4 

Die Elemente von S4 sind die Permutationen der Menge {1,2,3,4}. 

ff 1 = 1 2 3 4 7(7 = 2 1 3 4 n 13 = 3 1 2 4 n 19 = 4 1 2 3 

ff2 = 1 2 4 3 7(8 = 2 1 4 3 7(14 = 3 1 4 2 7(20 = 4 1 3 2 

ff3 = 1 3 2 4 7(9 = 2 3 1 4 nl 5 = 3 2 1 4 7(21 = 4 2 1 3 

"4 = 1 3 4 2 nlO = 2 3 4 1 Jt16 = 3 2 4 1 n:22 = 4 2 3 1 

"s = 1 4 2 3 7(11 = 2 4 1 3 "17 = 3 4 1 2 n:23 = 4 3 1 2 

ff6 = 1 4 3 2 n 12 = 2 4 3 1 7(18 - 3 4 2 1 "24 = 4 3 2 1 

Darstellung durch Zyklen: 

"1 = (1)(2)(3)(4} 7(7 = (12)(3)(4} 1(13 = ( 132)(4) 1(19 = (1432) 

"2 = (1)(2)(34) n8 = (12)(34) 7(14 = (1342) 7(20 = (142)(3) 

7(3 = (1)(23)(4) n-9 = (123)(4) n 15 = (13)(2)(4) 7(21 = (143)(2) 

ff4 = (1)(234) n 10 = (1234) n 16 = ( 134)(2) 7(22 = (14)(2)(3) 

"s = (1)(243) ,r 11 = (1243) n 17 = (13)(24) 7(23 = (1423) 

7(6 = (1)(24)(3) ,r 12 = (124)(3) 7(18 = (1324) 7(24 = (14)(23) 

Gruppentafel 

Erste Abbildung 
0 n, f½ 03 04 n, l'6 ß7 Da 11g D10 ß11 012 013 014 n,6 Ru1 Rn ß1g 019 "2o "21 ~~ (½4 
01 n, . Hi "3 ß4 n.., "6 07 Da 11g D10 "" 012 D13 D14 D15 015 n,, Dis 019 l½o "21 ~ '½3 f½4 
"2 "2 n, Os '1'6 "3 ß4 De ß7 ff11 012 l1q 010 019 1 l1zo "21 Ozi "2s (½4 D13 014 01s 015 017 n,s 
Os "3 04 n, "2 Dt 8! 013 01• n,s 016 011 ß1a "1 Da 11g 810 011 012 "2o 019 023 (½4 "21 l1zz 
04 04 "3 "6 l'6 n, "2 01•• D13 017 01s D1s ß1f.i "2o ß19 Dis "2◄ 021 "22 07 De 11g ß10 011 D12 
"5 "5 "6 ß2 D1 ß4 "3 019 020 I½, 022 023 l½c Da 07 011 "12 11g n,o D14 013 017 Dis D15 n,6 

n.s "6 "6 ß4 "3 "2 o, 020 019 "2s 024 "21 "'22 014 013 017 01s 015 n,& De 07 011 012 11g 010 
07 ß7 Da 11g 010 011 012 ß1 ß2 "3 04 "5 l'6 015 01& ß13 R14 8" 817 021 022 019 "2o f½4 Ozs 

De 11s 07 "" ß12 11g 010 "2 n, "6 "6 "3 04 "21 ßzi 019,llzo f½4 ·n;; 015 -n,& 013 D14 Die 817 
Dg 11g 010 07 ns n,2 011 015 015 D13 Die n,s n,1 01 "2 03 04 l'6 l'6 "22 "21 f½4 '½3 019 020 
010 010 11g 012 011 07 "8 R1& 015 01s 017 D1:i 014 022 021 f½4 "2s 019 Rio n, 02 "3 04 l'6 fit; 
811 011 012 De "1 010 11g 021 024 019 020 024 022 02 n, 012 "6 03 04 016 016 D1a 017 013 014 
012 012 "" 010 11g De ß7 l1zz 021 '½4 Dis 019 020 015 015 019 ß17 013 014 "2 ß1 "5 l'6 "3 04 
0,3 013 ß14 016 D1s 017 Die 03 ß4 ß1 I½ I'6 Os 11g D10 07 De 012 011 "2s f½4 "2o 019 022 021 
014 014 013 017 Dis 015 015 04 03 "6 11s o, 02 "2s f½4 Rio 019 l1zz "21 11g 010 07 Da 012 011 
015 015 o,& ß13 014 019 017 11g 010 07 De o,2 011 ß3 04 n1 "2 l'6 l'6 ßz4 ß23 ßzi 021 Rio ß..,4 
016 016 015 019 017 013 01,c n,o 11g 012 011 07 11a 02,c 023 022 021 l½o 019 "3 04 01 02 "6 Os 
On On 01e 01,c 013 016 O,s 023 024 "2o 0111 022 "21 04 Da De 11s n1 "2 D10 Do n,2 011 "1 De 
018 o,a 017 o,& D1s n1• 013 ß24 "2s "22 1½1 "2o 019 010 11g 012 "" 07 De O,c "3 "6 Os ß1 I½ 
019 019 020 021 "22 023 "24 11s "6 "2 n, ß4 "3 011 n,2 De 07 R10 11g 017 n,s 014 013 n,& 016 

~ "2o 019 ~ f½4 "21 llzz "6 Os 04 "3 f½ 01 017 D1s 014 013 n16 01g 011 012 11a "1 010 "9 
Bz, "21 f½2 019 020 "24 023 011 o,2 11s 07 o,o 11g l'6 "6 "2 o, 04 03 Dis 011 01s Dis D14 013 

"22 "22 f½1 f½◄ "2s 019 020 012 011 R10 11g De "1 019 017 n,e o,g D1• 013 Os De "2 R1 D.c "3 
l½s f½3 f½4 ß20 019 022 021 017 01e o,. 013 015 01s "6 11s D.c 03 "2 01 012 011 010 11g 11s ß7 

ll:z4 f½4 ~ f½2 "21 l½o 019 n1~ ß17 Dus 015 014 013 012 011 ff10 11g De 07 "6 "6 ll4 03 I½ D1 
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Untergruppen von s4 
Die in eckige Klammern[ ... ] eingeschlossenen Untergruppen sind je

weils paarweise konjugiert. 

9 zweigliedrige Untergruppen, alle zyklisch 

[{nl ,n2}, {nl ,n3}, {nl ,n6}, {nl ,n7}, {nl ,nlS}, {nl ,n22}] 

[nl ,n8}' {nl ,nl 7}, {nl ,n24}] 

4 dreigliedrige Untergruppen, alle zyklisch 

[{nl,n4,n5}' {nl,n9,n13}, {nl,n12'n20}, {nl,n16'n21}] 

7 viergliedrige Untergruppen 

[{nl,n10'n17'n19}' {nl,n11'n24'nl4}' {nl,n8,n18'n23}] zyklisch 

[{n 1,n2 ,n7 ,n8}, {n 1 ,n3 ,n22 ,n24 }, {n1 ,n6 ,n15 ,n17}]} KLEINsche 

Vierergruppen {n 1 ,n8 ,n 17 ,n24 } ... (Normalteiler) 

benannt nach Felix KLEIN (1849-1925) 

4 sechsgliedrige Untergruppen 

[{n1,n2,n3,n4,n5,n6}' {n1,n2,nl5'n16'n2l'n22}, } 

{n1,n3,n7,n9,n13•n1s}, {nl,n6,n7,n12'n20'n22}] 

3 achtgliedrige Gruppen 

je ein 

Fixelement 

[{nl,n2,n7,n8,n17'nl8'n23'n24}, {nl,n3,nB,nll'n14'n11'n22'n24}' 

{nl,n6,n8,n10'n1S'nl7'nl9'n24}] 

1 zwölfgliedrige Gruppe, Alternierende Gruppe A4 _ 

{nl,n4,n5,n8,n9,n12'n13'nl6'nl7'n20'n21'n24} ... Normalteiler 

Gruppe des Quadrats 

Drehungen: 

Geometrische Interpretationen 

4 3 

D 
Identität Halbdrehung Vierteldrehungen 

nl: 1 i---+ 1 7(11= l 1---+ 3 n 10: 1 i---+ 2 n19: 1 i---+ 

2 i---+ 2 21---+ 4 2 i----+ 3 2 1----+ 

3 i----+ 3 3 1---+ 1 3 i---+ 4 3 1----+ 

1 2 4 i----+ 4 4 i----+ 2 4 1----+ 1 4 i----+ 

Drehungsgruppe: {n1 ,n10 ,n17 ,n19} 

Untergruppen der Drehungsgruppe: {n1}, {n1 ,n17}, 

4 
1 
2 
3 
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Spiegelungen: 

.:~:. 
./1 2-...... 

Spiegelungen an 
den Diagonalen 

11---+ 1 n 15 : lt-----+ 3 
21---+4 2i-----+2 
31---+ 3 31-----+ 1 
4 i-----+ 2 4 1-----+ 4 

Spiegelungen an 
den Mittellinien 

1 1-----+ 2 n 
2 4 : l i---+ 4 

2 i----+ 1 2 t--+ 3 
3 1-----+ 4 3 t--+ 2 
4 i----+ 3 4 i---+ 1 

Spiegelungsgruppen: {n1 ,n6}, {n 1 ,n8}, {n1 ,n15}, {n1,n24 } 

Diedergruppe des Quadrats: {n1 ,n6 ,n8 ,n10 ,n15 ,n17 ,n19 ,n24 } 

Untergruppen der Diedergruppe: 

[{nl,n6}, {nl,nlS}], [{ffl,n8}, {n1,n24ll 
{n1 ,n17 } ... Normalteiler 

{n1 ,n10 ,n17 ,n 19} Drehungsgruppe 

{n1,n6 ,n15 ,n 17 } ... Normalteiler 

{n1 ,n8 ,n17 ,n24y} ... Normalteiler 

Gruppe des Tetraeders 

Drehungen: 

-~~ ... -------------
.<f•· 1 

1 

1 

···--d 
11 ... 

_.er. 

Achse 

J 

dl 

d2 
1 

d2 

d2 
2 

d3 

d2 
3 

d4 

d2 
4 

Achse 

J 

dl 

dll 

dIII 
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Permutation 

nl = (1 )(2)(3)(4) 

ff 4 = (1 )(234) 

ns = (1)(243) 

n16= ( 134 )( 2) 

n21= (143)(2) 

7{12= (124 )( 3) 

n20= (142)(3) 

n9 = (123)(4) 

n13= (132)(4) 

Permutation 

n = 1 (1 )(2)(3)(4) 

n8 = (12)(34) 

n24= (14)(23) 

n11= (13)(24) 
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Drehungsgruppe des Tetraeders: 

{nl,n4,n5,n8,n9,n12'nl3'n16'n17'n20'n21'n24} 
Untergruppen der Drehungsgruppe: 

[{nl,n8}. {nl,n17}. {ff1,n24ll 

[{n1,n4,n5}, {n1,n9,n13l, {n1,n12•"2ol, {nl,ffl6'n21ll 
{n1,n8 ,n17 ,n24 } ... Normalteiler 

in geometrischer Schreibweise 

Drehungsgruppe des Tetraeders 

2 2 2 2 {I,d 1,d 1,d2 ,d2 ,d3 ,d3 ,d4 ,d4 ,d1 ,d11 ,d111 } 

Untergruppen: [{J,d1}, {J,ct11 }, {J,ct111 }1 

2 2 2 2 [{J,d 1,d 1}, {J,d2 ,d2}, {J,d3 ,d3 , {J,d4 ,d4}] 

{J,d1 ,d11 ,d111 } .•. Normalteiler 

Spiegelungen an Symmetrieebenen: 
4 

s elebene Permutation 

ol n2 = (1)(2)(34) 

02 n22= (14)(2)(3) 

_,,/ 03 n6 = (1 )(24)( 3) 
//_..,,,.,,. M Gl 

3 0'4 n3 = (1 )( 23 )( 4) ,,.- a 
/ 

(13)(2)(4) , _ ...... --- 05 n1s= _,.,. 

~--:..--------------------- 06 n7 = (12)(3)(4) 

1 
Die Menge der Spiegelungen an Symmetrieebenen bildet keine Gruppe! 

Wohl bildet aber jede Spiegelung für sich mit der Identität eine 

zweigliedrige Gruppe {J,o.}. Die Verknüpfungen der Drehungen zusam-
1 

men mit den Spiegelungen bilden die volle Tetraedergruppe, die mit 

der symmetrischen Gruppe s4 isomorph ist. 

Transformation der Seitenflächen durch die Tetraedergruppe 

◄ 

1 2 

Numeriert man die Seitenflächen wie 

die gegenüberliegenden Tetraeder

ecken, So ergeben sich dieselben 

3 Permutationen wie bei der 

Tetraeder-Eckengruppe. 
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Kantengruppe des Tetraeders: 

◄ 

1 

s 

____ ......... ---------~-------· . 

3 

1 2 

elebene Permutation 

0'1 <.!.> ( 25 }( 34 }(E_) 

0'2 (~) (1) ( 36) (!) 

0'3 (~) ( 26) (~) (_~) 

0'4 <.!1) (1) (!) ( 56) 

o5 cg> c~> c 46 > c~> 
0'6 (_!_) ( 23 }( 45 )(E_) 

Achse Permutation 

J (!) (~) 3456 

dl (134)(265) 

d2 
1 (143)(256) 

d2 (125)(364) 

d2 
2 (152)(346) 

d3 (145)(236) 

d2 
3 (154 )( 263) 

d4 (123)(456) 

d2 
4 (132)(465) 

dl (!)( 24 )( 35 }(E_) 

dII (!E.)(1)( 35) ( 4) 

dIII (!E.) ( 24) (~) (~) 

Zwei Permutationen sind genau dann konjugiert, wenn sie die

selbe Anzahl von Zyklen gleicher Länge haben 

1. Sei 

Sei ferner -1 n
2 

: = <1on 
1 

0<1 (<1 E S ) n 

eine zu n1 konjugierte Permutation, wobei gelte 
o(a ) = b M a = O'-l(b ) 

pq pq pq pq 
Dann gilt 

1t2Cb11> = 

Daher 

n2 = (b11b12···b1i)(b21° 0 ·)(brl 000 brk) 

usw. 

n2 besteht also aus gleichvielen Zyklen gleicher Länge 

2. Haben n1 und n
2 

Zyklen in derselben Anzahl und derselben Län

ge, so kann man o wie oben definieren und es gilt 
-1 ff2 = (]01( 1 O(} . 
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Hat eine Permutation ff ). 1 Zyklen der Länge 1 • ).2 Zyklen der 

Länge 2 , ••• , ).r Zyklen der Länge r, wobei 

1.). 1 + 2.).2 + ... + r.l = n r 
sein muß, so sagt man, Jt sei von 

).1 ).2 lr 
Typus 1 2 ... r 

Es wurde gezeigt, daß Permutationen derselben Konjugationsklasse 

dieselbe Anzahl von Zyklen gleicher Länge haben. Frage: Aus wievie

len Permutationen desselben Typus besteht eine Konjugationsklasse? 

Satz von Augustin Louis CAUCHY (1789-1857) 
).1 ).2 ).r 

Die Anzahl der Permutationen vom Typus 1 2 ... r beträgt 

n! 

Beweis: Die Permutation hat nach Voraussetzung die Bauart 

1C = ( * ) ( *) . . ( *) ( **) . . ( **) ( ***) . . ( ***) 

).1 ).2 ).3 

r 
1 1 
( ** · . *) 
). 

r 

Die Sternchen können durch die Zahlen 1, ... ,n besetzt werden, was auf 

n! Arten möglich ist. Da es auf die Reihenfolge der Zyklen der Länge 

i, deren Anordnung auf)..! Arten möglich ist, nicht ankommt, redu-
1 

ziert sich die Anzahl der Möglichkeiten auf die oben angegebene Wei-

se. Ebenso ist die Angabe eines Zyklus der Länge i auf i äquivalente 

Arten möglich. Da es jeweils).. Zyklen dieser Länge gibt, tritt eine 
1 

weitere Reduktion der Möglichkeiten ein. 

Ist Jt eine Permutation vom Typus 1). 1 2). 2 
••• r).r so ist die 

Parität von a(n) gleich der Parität von ). 2+). 4+1 6+ .... D.h. 

die Parität der Fehlstände einer Permutation ist gleich der 

Parität der Anzahl der Zyklen mit einer geraden Anzahl von 

Elementen. 
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Beweis: 1. Wir zeigen zunächst, daß ein Zyklus der Länge 1 stets als 

Produkt von (1-1) kanonischen Transpositionen dargestellt werden 

kann. Es gilt nämlich 

(klk2k3 ... kl) = nl-t.1°···,n23°n12 

Ät 12 Är 
2. Ist n vom Typus 1 2 ... r , so kann wegen 1. jeder Zyklus 

der Länge 1 als Produkt von 1-1 kanonischen Zyklen dargestellt 

werden, d.h. durch insgesamt 

o.x1 + 1.1
2 

+ 2.13 + .. ; + (1-1).1
1 

+ ... 

kanonische Transpositionen. Daher ist 

( l) X2+2l3+3Ä4+4Xs+ ... sgn n = -

Da die geradzahligen Summanden im Exponenten weggelassen werden 

können, verbleibt 

sgn n = (-l)l2+3Ä4+5X6+ ... 

Nun ist 

A2 + 3A4 + 5A6 + ••• = l (2i-1)A2i = 2 l\;,i - l A2i 

Da auch hier der geradzahlige Anteil wegbleiben kann, folgt 

sgn n = (-l) -Ä2-Ä4-Ä6-. . . = (-l) l2+l4+Ä6+ ... 

Beispiel: Anzahl der Permutationen des Typus 

1h 2Ä2 3Ä34Ä4 

der symmetrischen Gruppe s4 

h(4,0,0,0) 4! 4! 
1 (1 )(2)(3)(4) = 

c1 4 .4!)c2°.ot)c3°.o!)C4°.o!) 
= 4! = 

h(l ,O, 1,0) 4! 4! 8 (1)(234) 
= 

c1 1 .1!)c2°.o!)C3 1 .1!)(4°.o!) 
= 3 = (1)(243) ....... 

h(0,2,0,0) 4! 4! 3 (12)(34) = = = 
c1°.ot)c2 2 .2!)(3°.o!)(4°.o!) 222! (13)(24) ....... 

h(0,0,0,1) 4! 4! 6 (1234) = 
c1°.o!)c2°.o!)C3°.o!)C4 1 .1!) 

= 4 = (1243) 

h(2,1,0,0) 4! 4! 6 (1 )(2 )(34) = 
c1 2 .2!)c22 .1!)C3°.o!)C4°.o!) 

= 2!2 = (1)(3)(24) .......... 
ts4 1 = 24 

Die Anzahl der Möglichkeiten, die Ausdrücke hP.
1 

,x
2

,A
3

,A
4

) zu 
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bilden, ergibt sich aus dem erzeugenden Polynom 

2 3 4 2 4 3 4 2 3 4 5 (l+x+x +x +x )(l+x +x )(l+x )(l+x) = l+x+2x +3x ~+5x + ..• 

Es gibt also S Möglichkeiten für h. 

Für das erzeugende Polynom von h(A 1 ,x2 ,x3 , ••• ,ln). gilt definitions

gemäß 

Daraus folgt nach CAUCHY 

I n! 
F(Sn;x1,x2•·· .,xn) = 1 '1 , l, 

"'n 1' 2''' · n' A1, •.• ,A 

l 1+21z+ ... +nln=n 

Da jede der n! Permutationen von S
0 

in genau einem Summanden 

enthalten ist, ergibt sich 

\ n! F(S
0

;1,1, ... ,1) = L 1 1 1 
(1 1.11 !)(2 z.12!) ... (r r.lr!) 

= n!. 

Daher gilt nach CAUCHY 
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Äquivalenzklassen einer Gruppe, Orbits 

Sei G cl Sn eine Untergruppe der symmetrischen Gruppe Sn. Man nennt 

zwei Elemente i,j EX= {1,2, ... ,n} äquivalent bezüglich G, wenn gilt 

. G • V . (') 1 ~ J M J = ff 1 
ffEG 

Diese Relation ist eine Äquivalenzrelation, denn es gilt 

i ~ i denn i = E(i) 

. G . . G . d . (.) . -1 (.) 
J ~ 1 • 1 ~ J enn J = n 1 • 1 = n J 

.G .. Gk .Gkd . (') . 1 ~JA J ~ • 1 ~ enn 1 = n 1 J A J 

Die Äquivalenzklassen bezüglich der Gruppe G cl Sn heißen 

Orbits. Die Elemente eines Orbit sind die Bilder eines 

festen Elementes i EX unter allen Permutationen von G. 

Beispiel: G cl s12 E = (1)(2)(3)(4)(5)(6)(7)(8)(9)(10)(11)(12) 

n1 = (1)(2 12)(3 5)(4 9)(6 11)(7)(8 10) 

n
2 

= (1 7)(2 11)(3)(4 10)(5)(6 12)(8 9) 

n
3 

= (1 7)(2 6)(3 5)(4 8)(9 10)(11 12) 

Orbits: {1,7}, {2,6,11,12}, {3,5}, {4,8,9,10} 

Ist G eine zyklische Gruppe{c, n,n2 ,n3 , ••• . } in Sn' dann sind die 

Orbits mit den Zyklen von G identisch. Die Orbits sind also Verall-

gemeinerungen der Zyklen. 

Beispiel: E = n12 1t6 = (13)(24)(5)(6)(7) 

n = (1234)(567) n7 = (1432)(567) 
n2 = ( 13)(24)(576) n8 = (1)(2)(3)(4)(567) 
n3 = (1432)(5)(6)(7) n9 = (1234)(5)(6)(7) 
n4 = (1)(2)(3)(4)(567) nl0 = (13)(24)(567) 
ns = (1234)(567) nll = (1432)(576) 

Orbits: {1,2,3,4}, {5,6,7} 

Es soll nun die Anzahl der Orbits einer Gruppe G cl Sn bestimmt 

werden. 

Wir betrachten zunächst die Menge G. jener Permutationen von G, in 
1 

denen das Element i fest bleibt 

G.:= {nln EG, n(i) = i} 
1 
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Zu jedem i gibt es mindestens ein ff mit dieser Eigenschaft, nämlich 

die Identität E. Selbstverständlich ist G. eine Untergruppe von G, 
1 

denn es gilt 

ff 1(i) = i, n2(i) = i • ff2°n1(i) = ff2(i) = i + ff2 °ffl E Gi 

4 8 Beispiel (obige Gruppe): i:=1 + G1 = {E,n ,n} 

Es sei O.jener Orbit von G, welcher das Element i enthält. Wie oben 
1 

festgestellt, gibt es mindestens eine Permutation ff mit n(i) = i. Da 

i dem Orbit 0. angehört, kann es ein j E 0. geben, sodaß für ein 
1 1 

entsprechendes ff EG gilt: i = n(j). 

Wir nehmen an, es gäbe zwei Permutationen n1, n2 mit 

-1 -1 -1 
ffl(j) = ff2(j) = i • j = ffl (i) = ff2 (i) Mi= (ff.Off2 )(i) M 

-1 
M ffloff2 M Gi M nl E Gi 0 ff2 M Gi 0 n1 = Gi 0 n2 

d.h. alle Permutationen ff 1 , n
2 

mit n1(j) = n2(j) = i gehören derselben 

Nebenklasse von G. an. 
1 

Beispiel: Wegen n2(3) = 1 gilt o1°n2 = {n2 ,n6 ,n10}, das ist die 

Menge aller Permutationen, welche 3 nach 1 überführen. 

Umgekehrt ist jenes Element j eindeutig bestimmt, welches von allen 

Permutationen derselben Nebenklasse von Gi nach i abgebildet wird. 
Sei nämlich für jede Permutation aus der Nebenklasse, angewendet auf 

das Element k:n(k) = i. 

Wie oben gezeigt, gilt für jede Permutation ff E Gi 0 n1 : n(j) = i. 

Gilt nun für ein Element k auch ff(k) = i für allen, so folgt wegen 

der Injektivität von n: k = j. 

Wir ordnen nun jedem j EO. jene Permutation n EG zu, für welche 
1 

n(j) = i ist. Per definitionem sind aber die Elemente eines Orbits 

jene Elemente, die aus einem festen Element 1 EX durch Anwendung 

aller Permutationen n EG hervorgehen. Jedes Element eines Orbits 

hat also die Gestalt 
n(l) = i, n'(l) = j E 0. M 1 = n'-l(j) • n°n'-l(j) = i 

1 

Es muß also mindestens eine solche Abbildungen geben. Gibt es 

mehrere solche Abbildungen i = n1(j) = ff2 (j) = n3(j) = .... , so 

gehören alle derselben Nebenklasse 

Gioffl = Gioff2 = Gi 0 n3 .... E G/Gi 
an, d.h. jedem j E 0. wird eindeutigeine Nebenklasse des Quotienten 

1 
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G/G. zugeordnet. Es gibt daher eine Abbildung 
1 

4>: O. --+ G/G. 
1 1 

j t-----+ G.o7[ = 4>(j) x(j) = i 
1 

~ ist injektiv, da es bei vorgegebener Nebenklasse G. 0 n nur ein ein-
1 

ziges j gibt, welches von allen Permutationen aus G. 0 n nach i abge-
1 

bildet wird. 

4> ist surjektiv: G. 0 n E G/G. werde beliebig vorgegeben. Nun ist we

E 0. auch x-f(i) = j ~ 0. entsprechend der Definition von 0 .. gen i 

Daher 

daher 

1 1 1 

4>(j) = G. 0 n wegen n(j) = i. Aus der Bijektivität von 4> folgt 
1 

10. 1 = IG/G. 1 
1 1 

Nach Seite 140 (*) gilt 
IG/G.1.IG.I = IGI 

1 1 

daraus 
1O.I.IG.I = IGI 

1 1 

Ist Oi jener Orbit von G cl Sn' welcher das Element i ent

hält, dann gilt 
10. I = IGI/IG. 1 

1 1 

G. ist die Untergruppe von G, welche das Element i EX fest 
1 

läßt. 

Beispiel: Gruppe von Seite 156 

E = n 12 n6 = (13)(24)(5)(6)(7) 

n = (1234)(567) n7 = (1432)(567) 

x2 = (13)(24)(576) n8 = (1)(2)(3)(4)(567) 

n3 = (1432)(5)(6)(7) n9 = (1234)(5)(6)(7) 

n4 = (1)(2)(3)(4)(567) n10 = (13)(24)(567) 

x5 = (1234)(567) n 11 = (1432)(576) 

Sei i = 1 .... o1 = {1,2,3,4}. o1 ={e:,n4 ,n8 } 

Wir untersuchen folgende Abbildung 

4>: o1 --+ G/G 1 
j t----+ G0 n n ( j ) = 1 

'I '· 

j=l e:(1) = n4 (t)=n8(t) = 1 4>(1 )=f l of: 1 .G 1 on1 :Gl off 8{= P/ 
j=2 7t3(2) =1c1 ( 2 ) =n 11 ( 2 ) = 1 4>(2)::p

1
on~ o1°n~ G

1
on 1~={n3 ,,r7,n 11 } 

j=3 n2(3) 6 10 1 4>(3)::p 0 n 2 G 0 n6 G on 1°(={n2 n6 n10} =n ( 3 ) =n ( 3 ) = 1 1 1 l 1 f' 

j=4 n-(4) = n5 (4)=n9 (4) = 1 4>(4)1'107[1 o1°n~ G1on9~={n,n5 ,n9 } 
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Ferner gilt 

1011 = 4, 1011 = 3, IGI = 12 

101 1. 1011 = IGI 

Satz von William BURNSIDE (1852-1927) 1897 

Ist A1(n) die Anzahl der Elemente von X= {1,2, ... ,n}, die 

unter der Permutation n EG cl Sn fest bleiben (>. 1 ist also 

die Anzahl der Zyklen von n mit der Länge 1), so ist die An
zahl der Orbits der Gruppe G gleich 

100 1 = 1~ 1l>. 1(n), o0 = {010 ist Orbit von G} 

Wir berechnen die Summe Jkox 1(n) auf zwei Arten und illustrieren 

dies an obiger Gruppe 

(. hält 1 2 3 4 5 6 7 fest ).1 (€.) = 7 

1C3 hält 5 6 7 fest A 1 (7C3) = 3 

ff4 hält 1 2 3 4 fest ). 1 (7t4) = 4 

ff6 hält 5 6 7 fest ). 1 (7t6) = 3 

ff8 hält 1 2 3 4 fest >. 1 (n8) = 4 

ff9 hält s 6 7 fest >.1(7t9) = 3 

1G11 1021 IG31 1041 1051 1061 IG7 1 n~>.l(n) =i~IGi 1 = 
II R II II II II II 

3 3 3 3 4 4 4 

Allgemein gilt daher 

11~1<tt) =i~IGill 

24 

Die rechte Summe wollen wir weiter aufspalten. Da die Orbits Äquiva

lenzklassen sind und daher keine gemeinsamen Elemente enthalten, 

gilt 
X= U 0 

OEOG 

In obigem Beispiel wäre X= {1,2,3,4,5,6,7} = {1,2,3,4}u{5,6,7}. 

Daher kann man setzen 
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I 
iEX ÜEÜG iEO 

IG. I 
1 

Gehören i und j demselben Orbit an, so gilt 

O. = 0. • 10.I = 10.I •) IG.I = 10.1.IG.I 
1 J 1 J i~O 1 1 1 

Wegen 10.1. IG. 1 = IGI folgt weiter 
1 1 

somit 

l 1°i I = l l 
iEX OEOG iEO 

) IG. I = 
i!'O 

1 

IGil =L 101 = 
Qe:OG 

In obigem Beispiel gilt 

IGI 

J(/,.1 (n) = 24, IGI = 12, OG = {{1,2,3,4},{S 6 7}}. 100 1 = 2 

Zyklische Gruppen 

2 m-1 m Hilfssatz: Sei G = {€,ff,ff , ... ,ff }, (ff =€)eine zykli-

sche Gruppe der Ordnung m. Ferner seid= ggT(k,m) der größ

te gemeinsame Teiler der positiven ganzen Zahlen k~m und m. 
Dann erzeugen ffk und ffd dieselbe zyklische Untergruppe 

U cl G; die Ordnung von U ist : . 

Beweis: Nach Voraussetzung ist ggT(k,m) = d ~ k = k 1d Am= m1d mit 

1 = ggT(k
1

,m
1
). Es gilt also 

k m d = ggT(k,m) ~ 1 = ggT( d, d) = ggT(k 1 ,m 1 ) 

Daher gibt es ganze Zahlen a,ß mit 

cxk 1 + ßm 1 = 1 

Daher ak 1d + ßm 1d = d • ak + ßm = d 
Demnach gilt 

..,.d = .... ak + ßm = ...,.ak
0 

Bm ak _m fJ ak fJ ak •• ,. •• 1f = ff o(ff) = ff o g = ff 

Es gilt also 
ffd = (nk)a 

d.h. nd ist Element der von nk erzeugten zyklischen Untergruppevon G 

• die von nd erzeugte zyklische Untergruppe von G ist Untergruppe 

der von nk erzeugten zyklischen Untergruppe U. 
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Anderseits gilt:~= nktd = (nd)k 1
, d.h. die von nk erzeugte Unter

gruppe ist in der von nd erzeugten Untergruppe enthalten, daher 

sind die beiden Untergruppen identisch. 
m 

Dabei gilt (n.d)d = ~ = E:, d.h.die Ordnung von U ist .s:. 
Sei nun (nd)s = e: mit s < : =+ sd < m und es wäre nsd = e: im Wider

spruch zur Voraussetzung, daß die Ordnung von n gleich m ist. 

n 1 und n2 seien Elemente einer Permutationsgruppe, welche 

dieselbe zyklische Untergruppe erzeugen. Dann halten n1 und 

n2 dieselben Elemente fest und es gilt 

11 (nl) = 11 (n2) 

Beweis: Da n1 und n
2 dieselbe zyklische Untergruppe erzeugen, exi-

stieren ganze Zahlen ex, ß mit der Eigenschaft 
a 

nl = n2 und nß 
2 = nl 

Sei nun i eine Fixelement unter n 1 : 

( . ) . ( . ) a ( . ) a-1 ( ( . ) ) a-1 ( . ) n 1 1 = 1 =+ n2 1 = n 1 1 = n 1 n 1 1 = n 1 1 = = i 

d.h. alle unter n1 festen Elemente sind auch unter n
2 

fest. Analog 

zeigt man die Umkehrung. Daher gilt i 1(n1 ) = Ä 1(n2 ). 

Sei G eine von n erzeugte zyklische Permutationsgruppe der 

Ordnung m. Dann ist die Anzahl der Orbits von G gleich 

1 OG 1 = ! d{m l 1 ( nd) . cp ( : ) 

Hier ist, die EULERsche Funktion und die Summation erfolgt 

über alle Teiler von m 

Beweis: Wie oben gezeigt, erzeugen~ (0<k.sm) und nd mit 

d = ggT(k,m) dieselbe zyklische Untergruppe U von G. 

Auf wieviele Arten kann dieselbe zyklische Untergruppe U cl Ger

zeugt werden? 

Offenbar so oft, als man bei vorgegebenem d das k so wählen kann,, 

daß gilt: d = ggT(k,m), das ist aber dieselbe, für die gilt 

k m m 1 = ggT( d , d) = ggT(kt' d) 

Das ist aber die Anzahl der k 1 , die zu ~ teilerfremd sind. Diese 
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Anzahl wird nach Seite 130 durch die EULERsche Funktion~(:) 

festgelegt. Die Anzahl k 1 tritt also~(~ )-mal auf. Daher nimmt 

die Formel von BURNSIDE die angegebene Gestalt an. 

Der Satz von PoLYA 
Georg P6LYA (1887-1985) 1937 

Vorbereitendes Beispiel: Auf wieviele Arten kann man die vier Ecken 

eines Quadrats mit den Farben schwarz und weiß einfärben? 

4-3 

1 1 
1-2 

X ={1,2,3,4} 

A = {s,w} 

Menge der Ecken 

Menge der Farben 

Da jede Ecke des Quadrats auf 2 Arten eingefärbt werden kann, gibt 

es insgesamt 
24 = 16 Färbungen 

0-0 0-0 0-0 0-■ ■--o 0-0 0-■ ■--o 

1 1 1 1 2 1 1 3 1 1 4 1 1 5 1 1 6 1 1 7 1 1 8 1 
0-0 ■-0 0-■ 0-0 o--o ■-■ ■-0 ■-0 

D-11 ■-o ■-■ ■-■ ■--■ ■-0 0-■ ■-II 

1 9 1 110 1 111 1 '12 1 113 1 114 1 115 1 116 1 
□-- o--• 0-0 □-■ ■-□ ■-■ ■-■ ■--

Wir betrachten nun jene Färbungen, die durch Drehungen des Quadrates 

ineinander übergeführt werden können als äquivalent. Sie bilden 

dasselbe Muster (Schema). 

In unserem Beispiel treten folgende äquivalente Muster auf: 

1, 2 ~ 3 ~ 4 ~ 5, 6 ~ 8 ~ 9 ~ 11, 7 ~ 10, 12 ~ 13 ~ 14 ~ 15, 16 

Daher gibt es folgende 6 Muster (Schemata) 

{ 

0-0 

M = 1_1_! 
0-0 

1 2 1 
•--0 

□--□ 

1 6 1 
■--• 

o--• 
1 7 1 
•--o 

•--• 
1 1 2 1 
o--• I~} 

Wir können aber auch nach der Anzahl der Kontrastmuster fragen. 

Dabei kommt es nur auf die Verteilung der Farben an den Ecken (ob 

eingefärbt oder nicht), nicht aber auf die Farben selbst an. In un

serem Beispiel sind folgende Fälle bezüglich des Kontrastes äquiva

lent: 

1 ~ 16, 2 ~ 3 ~ 4 ~ 5 ~ 12 ~ 13 ~ 14 ~ 15, 7 ~ 10, 6 ~ 8 ~ 9 ~ 11 

Es treten also folgende 4 Konstrastmuster auf 

K = { 
0-0 

1 1 1 
0-0 

0-0 

1 2 1 
■-0 

□-■ 

1 7 1 
■-o 

I~} 
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Wir betrachten nun eine Permutationsgruppe G cl S
0 

der Menge 

X= {1,2, .•• , n} 

und eine Abbildung 
,p: X ~ A 

der Menge X in die Menge A = {a 1,a2 , ••• ,ar}. Die Elemente ai E A 
nennen wir Farben und die Abbildung fJ eine Färbung, d.h. jedes Ele

ment i EX wird mit der Farbe ,p(i) eingefärbt. 

Ist n EG, so stellt q, 0 n gleichfalls eine Färbung dar. Zwei Färbun

gen q,1 und q,2 gehören demselben Muster an, wenn es eine Permutation 

EG gibt, sodaß~ = ~ 0 n ist. Wir schreiben dann~ ~ 1 . Die Rela

tion~ ist eine Äquivalenzrelation: 

,p ~ f). denn fJ = f) 0 E 
-1 

"'2 ~ ,pl • "'1 ~ f'2 denn "'2 = ,plon • f'1 = q,2on 

'1 ~ '2 A "'2 ~ f'3 • '1 ~ f'3 denn '1 = '2°n1 A '2 = f'3°n2 • 

• '1 = f'3°<n2°n1) + "'1 ~ f'3 

Diese Äquivalenzklassen heißen Huster oder Schemata (vgl. obiges 

Beispiel). Zwei Färbungen desselben Schemas werden als äquivalent 

(nicht unterscheidbar) betrachtet. 

!.Beispiel: Färbung der Qadratecken. X= {1,2,3,4}, A = {w,s} 

Drehungsgruppe des Quadrats G ={E, o1 , o2 , o3} 

E = (1)(2)(3)(4), o1 = (1234), o2 = (13)(24), o3 = (1432) 

fJ E 4> = Abb(X,A) 

1 2 3 4 
w w w w 

s w w w 

w s w w 

w w s w 

1 2 3 4 
w w w s 

s s w w 

s w s w 
s w w s 

1 2 3 4 
,P9 w s s w 

q:>10 w s w s 

'11 w w s s 
<P12 w s s s 

Bestimmung der Äquivalenzklassen (Muster) 

"'1 
0 E: = "'1 ,p 1 oö = "'1 1 '1 062 = "'1 ,p 1 063 = '1 

"'2 of: = "'2 "'2 001 = ,pS ,p2 002 = "'4 f'2 003 = IP3 

"'6 0 E: = "'6 ,p6 001 = 's ,p 6 oc52 = ,p 11 "'6 003 = '1'9 

"'1 
0 E: = "'1 "'1 oc51 = '10 "'1 062 = f'7 f'7 063 = IP 10 

fJ f2. o E = "'12 ,p12°Ot = '1s '12°52 = ,Pt 4 "12°03 = "'13 
,Pl 6oE = "'16 "16°51 = "'16 ,Pl6°c52 = q,16 q,16°53 = "'16 
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q, 13 s w s s 

q,14 s s w s 

"'is s s s w 

"'16 s s s s 

{ rp 1} 

{q,2 'IP3 'tp 4' '1'5} 
{,p6,,P8,,P9,cp11} 

{ IP7 ',p 10} 

{1P12·"'13•"'14•"'1s} 
{,p16} 

6 Muster 
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Eine ausführlichereDarstellung würde folgendermaßen aussehen: 

,p = 

Durch die Färbung ,p werden den vier Ecken 1,2,3,4 die 4 Farben 

8,b,c,d zugeordnet. 

( 1234) 
8 b c d 

= ( 

= ( 

1 2 3 4 
a b c d 

1 2 3 4 
a b c d 

1 2 3 4 
2 3 4 1 

1 2 3 4 
3 4 1 2 

) = ( 
1 2 3 4 ) 
b c d a 

3-2 
ld Cl 
48 bl 

2-1 
ld Cl 
38 b4 

,p 

1 2 3 4 

a b c d 

b c d a 

c d a b 

d a b c 

1-4 
ld Cl 
23 b3 

,po ÖJ = ( ! ~ ! : ) o ( ! f ~ j ) = ( ! ; ~ ! ) 
2.Beispiel: Eine rote und zwei schwarze Kugeln sollen in drei unter

scheidbare Schachteln a,b,c verteilt werden. Auf wieviele Arten 
ist dies möglich? 

Wir ordnen den drei Kugeln s,r,r die drei Zahlen 1,2,3 zu und 

bilden die Menge X= {1,2,3} und A = {a,b,c}. Da die Kugeln 2 

und 3 als schwarze Kugeln nicht unterscheidbar sind, definieren 
wir auf X die Gruppe 

G = { e;, n}, e; = (1)(2)(3), n = (1)(23) 

Anzahl der Abbildungen ,p Et= Abb(X,A) 1~, = . 33= 27 

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 

"'1 a a a ,p 6 a b c "'11 b a b q.>16 b c a q.>21 C a C "26 C C b 

9)2 a a b 'P7 a c a q.>12 b a c q.>17 b C b "'22 c b a 

'1'3 a a c "'s a c b "'13 b b a "'18 b C C "'23 C b b 

Cl'4 a b a "'9 a C C "'14 b b b "'19 c a a "'24 C b C 

'P5 a b b "'10 b a a "'1s b b C q.>20 c a b "'2s C C a 

Somit ergeben sich folgende 18 Muster als Möglichkeiten der 

Verteilung 
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"'1 of:=CJ)l ' CJI 1 01C=CJ) 1 {CJ11} '14 Of:='1'14' t> 1 4 oTC=CJ) 1 4 {q,14} 

"'2 of:-CJ) - 2' "'2 01C=,P4 {CJ12,<P4} "'1s 0 E.:='P15' "'1s 01C=,P17 {"1s·"'11} 
f'3 Of;=CJ) ' 3 CJl3 01C='P7 {f'3,'P7} "18 ° E.:=cp 1 8 ' "'1s 01C='P18 {t>18} 

cp s 0 f;='f) s' "'s orc="s {CJ15} tp 1 9 ° C=,P 1 9 ' CJl19 on=,p19 {'P19} 

CJl6 of:=(f} 6' "'6 orc="'s {,p6'"'8} ,P20 o(;:q>20' q:,20 off=,P22 {cp20, "'22} 
IP9 of:='f) 9' 'P9 orc-q, - 9 {'P9} CJ121 ° e:=cp21 ' CJI 2 1 oTC='f) 2 5 {"'21 • "'2s} 
f'{o°C=,P10' CJI 1 0 orc=q, 1 0 {q,10} '1)23 oc=cp23' "'23°1C='1'23 {q.>23} 

,Pl 1of:='I)11, "'1 1 oTC='f) 13 {'P11·"'13} (/)24 of:=(J)24' 'P24 off=tp2 6 {q,24 '"'26} 
,P 12 of:=,P 12 ' 'P12°1C=,P16 {"'12 ·"'16} IJ)27°E.:=(J)27' ,p 2 7 ° 1C=tp 2 7 {'P27l 

Sei TC EG cl S und sei A.(n) die Anzahl der Zyklen von n n 1 
mit der Länge i. Dann heißt das Polynom 

__ 1 __ ) At(1C) A2(1C) An(n) 
P(G;xl ,x2' · · • ,xn) - IGln{:•c/1 x2 • · .xn 

der Zyklus-Index von G 

Beispiel 1 : P(G;x 1 ,x2 ,x3 ,x4 ) 1 4 2 2x4 ] = 4 [xl + x2 + 

Beispiel 2: P(G;x 1 ,x2 ,x3 ) 1 3 
xlx2] = T [xl + 

Lemma von P6LYA 

Gegeben sei die Menge X= {1,2, ... ,n} sowie die Menge der 

"Farben" A = {a 1 ,a2 , ... ar}. Ferner sei G cl Sn eine Permuta

tionsgruppe auf X. Ist M die Menge der Muster, dann ist die 

Anzahl IMI der Muster bezüglich der Gruppe G gleich dem Wert 

des Zyklusindex P(G,x 1, ••• ,xn) an der Stelle x 1= ••. = xn= IAI 
n 

1 1 
IMI = P(G;r,r, ••• ,r) 

Beispiel 1: P(G;2,2,2,2) = + [2 4+2 2+2.2] = 6 

Beispiel 2: P(G;3,3,3) = ~ [33+3.3] = 18 

Beweis: Sei~= Abb(X,A) die Menge der Färbungen und cp Et eine spe

zielle Färbung. Ferner sei 1C eine beliebige Permutation aus S . Dann 
n 

ist die Abbildung 
/\ ff: cf> 

ff) 

--cf> 

" -- n(q,): = ,pon 
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eine (wegen der Umkehrbarkeit von n) bijektive Selbstabbildung von 

•, daher eine Permutation der Elemente von t. Die Menge der Permuta-
" /1. 

tionen von• heiße S, also~ ES. Bei vorgegebenem ff ist die Abbil-

" dung ff eindeutig bestimmt. Daher existiert die Abbildung 
/1. 

tp: G s 
ff 1-1 --) tp(7t) 

tp ist injektiv. Sei nämlich 

/1. 
= n 

/1. /\ /1. /1. /\ n:2 • n:l('P) = n:2('P) • tpon:1 = 
({) ({) 

• {: {' tp(n:1(i)) = tp(n:2 (i)) 

Wir treffen die Annahme n 1 ~ n
2

• Dann gilt Y n 1(i) = j ~ k = n: 2 (i). 
1 

Wäre dies möglich, müßte für alle f gelten: tp(j) = 'P(k), obwohl j~k 

ist. Dies bedeutet einen Widerspruch, da sich leicht eine Abbildung 

tp(j) ~ tp(k) mit j ~ k konstruieren läßt. Daher muß n 1 = ff 2 sein. 

Setzen wir 
/1. 

tp(G) = G 

so gilt wegen der Injektivität 

IGI = 
I\ I\ 

Ferner ist G eine Untergruppe von S: 
/1. 

/1. 

IGI 

I\ I\ I\ I\ I\ I\ I\ .----... 
nl,n:2 EG. n:2off1('P) = n:2<n:1('P)) = n:2(tpoff1) = tpo(n:lon:2) = (ff.Off2)(tp). 

I\ I\ I\ 
n:207tl EG 

Zwei Färbungen 'P und tp' sind äquivalent (gehören zu demselben 

/1. Muster), wenn gilt tp' = tp 0 n (n EG), wenn also tp' = n:(tp), d.h. wenn 
/1. 

f und p' demselben Orbit von G angehören. 
I\ I\ 

Für die Menge 0~ der Orbits von G gilt nach BURNSIDE 
/1. 

10"1 
G = +I ~1<~) 

lol " " 7tEG 

i 1(~) ist wieder die Anzahl der Zyklen der Länge 1 von~- Nun stellt 

~ eine Permutation von~ dar 

/1. 
ff 

({). 
1 

• • ({), off 
1 
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A 
Ein Zyklus von TC der Länge 1 hat dann die Eigenschaft q,. = f. 0 n. Es 

1 1 

sei nun die Permutation TC gegeben. Wie muß f gebaut sein, damit 

"' = q,on 

gilt?. Wir wollen das an einem Beispiel untersuchen. 

Beispiel: · = {1,2,3,4,5,6,7,8}, A = {a 1 ,a2 , ... ,ar}. 

91: X -- A 
i 1 > b. E A 

1 

Unter Einwirkung der Abbildung f' können natürlich einige oder alle 

der Zielelemente gleich sein. Es sei 

n:= (1573)(286)(4) 

q,:= (t. t2 :3 :4 ~5 :6 ~7 :8) 
q,orc 

(tl 
2 3 4 5 6 7 8 ) (1 2 3 4 5 6 7 :) = 

b4 b7 b
8 

° 5 8 1 4 7 3 = 
b2 b3 b5 b6 2 

(1 2 3 4 5 6 7 :6) tp = 
b4 b7 b3 

= 
b5 b8 bl b2 

Damit q,0 1e = "' sei, muß gelten 

bl = b5 = b7 = b3 =:a l b2 = b8 = b6 =:b E A 

b4 = b4 =:c J 
Man findet also 

q,orc = q, = ( l 2 3 4 5 6 7 8 ) = ( 1 5 7 3 2 8 6 4 ) 
a b a c a b a b a a a a b b b c 

Soll also die Bedingung q, 0 n = q, bei gegebenem TC gelten, so müssen 

alle Elemente, die demselben Zyklus von n angehören, gleich einge

färbt werden. Da in obigem Beispiel drei Zyklen auftreten, für die 

gilt 
A

1
(n) + A

3
(rc) + A

4
(n) = 1 + 1 + 1 

können die r Elemente aus A (mit Wiederholungen) auf die drei Zyklen 

verteilt werden. Das ergibt 

r3 = rAt(n)+A2(1C)+A3(1C) = 

Möglichkeiten. Allgemeiner gilt: 
A 

A 1 (TC) +A2 (n) + ... +AB(n) 
r 

Die Anzahl A1(~) der Zyklen der Länge 1 von~ ist gleich der Anzahl 

der Möglichkeiten, bei gegebenem n die Färbungen f' so zu wählen, daß 

q,0 n = q, ist. Diese Anzahl ist gleich der Anzahl der Möglichkeiten, 

die r Farben E A auf die Zyklen von n aufzuteilen: 
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°A1(1t)+A2(1t)+ .•. +°An(1t) A1(7l) °A2{1t) An(n) 
r " = r .r ... r 

Daher ist wegen IGI = IGI 

" 10" 1 = 
G +I ~lc,h = 

lal " " 
nEG 

1 \ °At(x) A2(7l) An(n) 7"öTL r .r ... r 
1tEG 

= P(G;x 1 , ... ,x )1 n x.=r 
1 

Die Anzahl der Muster von (X,A) bezüglich der Gruppe G ist 

1 \ " " IMI = 7GI L Al (n) 

it~ 
Dabei ist Al(~) die Anzahl der unter x invarianten 

Färbungen. 

!.Beispiel: Auf wieviele Arten kann man (bis auf Drehungen) von den 

4 Eckpunkten eines Quadrats zwei schwarz und zwei weiß einfär

ben? 

Da die gewünschte Färbung~ drehungsinvariant sein soll, muß ~ 0 n 

=~sein. In der Drehungsgruppe des Quadrats gibt es nur zwei 

mit dieser Forderung verträgliche Permutationen, nämlich E und 
52_ 

Typus 

Zu E 

zwei 

gibt 

Verträgliche 
Permutationen 

E = (1)(2)(3)(4) 

( (w)(w)(s)(s) 
1 (w)(s)(w)(s) 
~ (w)(s)(s)(w) 

l 
(s)(w)(w)(s) 
( s )(w)( s )(w) 
(s)(s){w)(w) 

Anzahl der 
Farbverteilungen 

4! 
2!2! = 6 

gibt es also 2 i~! = 6 Möglichkeiten auf invariante Weise 

Eckpunkte weiß und zwei schwarz zu färben. Zu 

52 = (13)(2.4) { (ww)(ss) 2! =2 
(ss)(ww) 

es nur zwei drehungsinvariante 

IMI = -i½r) xloh 
~if 

Möglichkeiten. Wegen 

= + (6+2) = 2 

gibt es 2 Möglichkeiten der gewünschten Färbung: 

□--□ □--■ 

1 1 1 1 
■--■ ■--□ 
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2.Beispiel: Auf wieviele Arten kann man eine Ecke eines Quadrats 

weiß und drei Ecken schwarz färben? 

In der Drehungsgruppe des Quadrats gibt es nur eine verträgliche 

Permutation, nämlich c: 

Typus Verträgliche Anzahl der 
Farbverteilungen Permutationen r (w)(s)(s)(s) 

(1)(2)(3)(4) ~ (s)(w)(s)(s) 
(s)(s)(w)(s) l (s)(s)(s)(w) 

4' -· = 4-
3 ! 

H . 'bt 4 ! 1ezu g1 es 3! = 4 Färbungen. Daher-¼- [ 4] = 

der Färbung: 
1 drehungsinva-

riante Möglichkeiten 

■--■ 

1 1 
□--

3.Beispiel: Auf wieviele Arten kann man (bis auf Drehungen) von ei-

nem regelmäßigen Sechseck drei Ecken schwarz und drei Ecken weiß 

einfärben? 

Die Drehungsgruppe des Sechsecks lautet: 

Typus 

Daher 

c = (1)(2)(3)(4)(5)(6) 

6 = (123456) 

62= (135 )( 246) 

Verträgliche 
Permutationen 

o3= ( 14)(25)(36) 

o4= (153 )( 264) 

65= (165432) 

Anzahl der 
Farbverteilungen 

E = (1)(2)(3)(4)(5)(6) (w)(w)(w)(s)(s)(s) 6! 
3!3! = 20 

o2= (135)(246) (www)(sss) 

64= (153)(264) (www)(sss) 

1 
6 [20+2.2] = 4 Möglichkeiten der Färbung 

0000 

2! = 2 

2! = 2 

4.Beispiel: Auf wieviele Arten kann man bei einem regelmäßigen 

Sechseck bis auf Drehungen eine Ecke weiß, zwei rot und drei 

schwarz färben? 
Typus Verträgliche 

Permutationen 

c = (1)(2)(3)(4)(5)(6) 

Anzahl der 
Farbverteilungen 
6! 

2 ! 3 ! = 60 

Daher ! [60] = 10 Möglichkeiten der Färbung 

Kombinatorik für Geometer (Prof. W. STRöHER) Seite 169 



0000000000 
S.Beispiel: Auf wieviele Arten kann man von den vier Eckpunkten 

eines Tetraeders drehungsinvariant 

färben? 
Typus Verträgliche 

Permutationen 

14 E: = (1 )(2)(3)(4) 

22 dl = (12)(34) ) 

} 22 dll = (14)(23) 

22 
dIII = ( 13)(24) 

zwei schwarz und zwei weiß 

Anzahl der 
Farbverteilungen 

4! 
2 ! 2 ! = 6 Mög 1. 

je 2 Möglichkeiten 

1 insgesamt daher 12 [6+3.2] = 1 Färbemöglichkeiten. 

6.Beispiel: Auf wieviele Arten kann man von den sechs Kanten eines 

Tetraeders drei schwarz und drei weiß 

Typus Verträgliche 
Permutationen 

f; = C_!_) Cl> C~> C!> C~> C~> 

~'..~.'.'.~~'.'.~~~'.1 
d~ = (132)(456) J 

drehungsinvariant färben? 

Anzahl der 
Farbverteilungen 

6! 
3!3! = 20 

Acht mal je 2! 
Möglichkeiten 

insgesamt daher !2 [20+8.2!] = 3 Färbemöglichkeiten. 

?.Beispiel: Auf wieviele Arten kann man von den sechs Kanten eines 

Tetraeders eine weiß, eine rot, zwei schwarz und zwei blau 

färben? 

Typus Verträgliche 
Permutationen 

16 E: = (_!) (1) (~) (!) (~) (~) 

1222 dl = (_!_)(24)(3S)(i) 

1222 dll = C.!.~)(1) ( 35 )( 4) 

1222 
dlll = (~) ( 24) (1) (~ 

) 

} 

Anzahl der 
Farbverteilungen 

6! 
2 ! 2 ! = 180 

je 2!2! Möglichkeiten 

Insgesamt daher ~2 [180 +3.2!2!] = 16 Färbemöglichkeiten 
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Auf Grund dieser Beispiele ergibt sich der Satz 

Satz von P6LYA 

Gegeben seien die Elemente X= {1,2, ... ,n} sowie die Farben 

A = {a 1 ,a2 , ••• ar}. Es sollen genau ai Elemente von X die 

Farben a. erhalten (La, = n). Die Anzahl IMI der Muster be-
1 1 

züglich der Gruppe G cl S ist dann n 

IMI 1 
= 7GI \ v(A 1 , ... ,A ).f~t a (A 1 , ... ,A) L n "', ... , p n 

At, ••• ,An 

Hier ist v(A 1 , ... ,An) die Anzahl jener Permutationen EG, 

At A2 1n . deren Typus 1 2 ... n mit der geforderten Färbung ver-

träglich ist und f 
1 

~ (1 1 , ... ,1) ist die Anzahl der a , ... , ... p n 

Färbungen, die auf den zulässigen Permutationen konstant 

sind. 

Beispiel: Auf wieviele Arten kann man 6 Ecken des regelmäßigen 

Zwölfecks drehungsinvariant schwarz einfärben (für die restlichen 6 

Ecken kann man sich die Farbe weiß denken)? 

Die Drehungsgruppe des Zwölfecks lautet: 

E = (1)(2)(3)(4)(5)(6)(7)(8)(9)(10)(11)(12) 

o = (1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12) 

52 = (1 3 5 7 9 11)(2 4 6 8 10 12) 

o3 = (1 4 7 10)(2 5 8 11)(3 6 9 12) 

o4 = (1 5 9)(2 6 10)(3 7 11)(4 8 12) 

o5 = (1 6 11 4 9 2 7 12 5 10 3 8) 

06 = (1 7)(2 8)(3 9)(4 10)(5 11)(6 12) 

o7 = (1 8 3 10 5 12 7 2 9 4 11 6) 

08 = (1 9 5)(2 10 6)(3 11 7)(4 12 8) 

o9 = (1 10 7 4)(2 11 8 5)(3 12 9 6) 

5 10= (1 11 9 7 S 3)(2 12 10 8 6 4) 
' 11 o = (1121110987 6 5 4 3 2) 

Kombinatorik für Geometer (Prof. W. STRöHEn) Seite 171 



Typus V.Perm. V Verträgliche Belegungen f6,6 

l 12 f 1 (s)(s)(s)(s)(s)(s)(w)(w)(w)(w)(w)(w) 1 2 ! 
6!6! 

26 ö6 1 (ss)(ss)(ss)(ww)(ww)(ww) (~] 
34 64 08 

' 2 (sss)(sss)(www)(www) (i) 
62 ö2 810 

' 2 (ssssss)(wwwwww) 2 ! 

Daher existieren 

tr .[ 1. !~~! + 1. (~) + 2. (i) + 2.2!] =..filL 
Färbungsmöglichkeiten. 

Kontrastmuster 

Gegeben sei die Menge X= {1,2 ... ,n} sowie die auf X wirkende Permu

tationsgruppe G cl S • Ferner sei A = {a 1 ,a2 , .•. a} die Menge der n r 
Farben, auf der gleichfalls eine Permutationsgruppe H cl SA defi-

niert ist (das Einselement von SA heiße e). Es sei wieder•= 

Abb(X,A). Dann ist mit ff) e • auch 

h 0 p 0 n (h EH, ff EG) 
eine Färbung h 0 f 0 ff Et. 

Beispiel: X= {1,2,3,4,S}, A = {a,b,c,d} 

h 0 <() 0 1t = [~: ~ ~) 0 (t ~ :,! !) 0 (;.f ~: ~) = (! ~- !! !) E• 
Wir suchen nun die Kontrastmuster bezüglich G und H, das sind jene 

Muster, die unter G und H invariant sind. Dazu betrachten wir die 

Menge XuA (XnA =~)und auf dem kartesischen Produkt G x H" die Per

mutationsgruppe 

a~-- G x H 

welche die Mengen X und A einzeln festläßt: 

(n,h) EG" i c X• (n,h)(i):= n(i) e X 

(n,h) EG A a ~ A • (n,h)(a):= h(a) E A 

Es sei nun~= Abb(X,A) die Menge aller Färbungen, und • 1 c $ die 

Menge jener Färbungen, die bezüglic~ G abgeschlossen und treu ist, 

d.h. es soll gelten 

1 . [ ( 1C' h) E G " <() E cf> 1 J • h O f/) 0 ff E <I> 1 

2. [(n,h),(n',h') EG"/\ h 0 <() 0 TC = h' 0 ,p 0 n'] * (TC,h) == (n',h') 
q>E~ 
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Zwei Färbungen ip 1 ,'P2 E ~ heißen äquivalent bezüglich G wenn gilt 
-

1P 1 g 'P2 .,. V 
(rc,h)EG 

<p = h orp oTC 
2 1 

Tatsächlich handelt es sich um eine Äquivalenzrelation: 

1 • <P g <p denn e 0 rpoE. = 'P 

2 . cp 1 g 'P 2 • ff) 2 g rp 1 denn q, 2 = h o q, 1 ° TC „ rp 1 = h - 1 o rp 2 o TC - 1 

3. <Pi g 'P2 A 'P2 Q 'P3,. "'1 ~ 'P3 denn 'P2 = h1o<p1on1' 'P3 = h2otp2orc2 „ 
,. q,3 = (h1,ohl)oq,lo(1floff2.) 

Die Äquivalenzklassen sind die Muster (Schemata) bezüglich G. 
Von besonderer Bedeutung sind jene Färbungen,für die gilt 

ho<poTI = <p 

die also unter G invariant sind. 

Die Färbung q>: X ~Aist genau dann unter (n,h) EG inva

riant, wenn q> diejenigen Elemente von X, die demselben Zy

klus von n mit der Länge f angehören, in Elemente von A ab

·bildet, die einem Zyklus von h angehören, dessen Länge k 

ein Teiler von t ist. 
' 4 

Beweis: 1. Es gelte hoq:,on = tp' ferner gehöre 1 

von ff der Länge f an und es sei 

f{)(i) = a E A und nl( i) = 
Dann gilt 

ho<p 0 n(i) = <p(i) = a 

h 2 oq.,on 2 (i) =h"(hoq,on)on(i) = hotpon(i) = a 

'b3 o<pon3 (i) = b 2 o(bo<poff)on2 (i) = b 2orpon 2(i) 
4 • • • • • • • • •• • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

E X einem Zyklus 

1 

= a 

Gehört demnach i einem Zyklus von rc von der Länge f an, dann 

gilt für die Farbe <p(i) = a: 

he(a) = a 

d.h. der Zyklus von h, dem a angehört, hat eine Länge, die 

ein Teiler von f sein muß. 
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Beispi~l~ n = ... (i 1 i 2 i 3 i 4 ) ... , also f = 4 und es sei 

<P(i~) = a. D.h a muß demnach einem Zyklus von h angehören, 

dessen Länge kein Teiler von f = 4 sein muß. Dann gibt es 

folgende Möglichkeiten: 

k = 1 ... ( a) ... o [ ... (! 1 ! z ! 3 ! 4) ... ] o ••• ( i 1 i 2 i 3 i 4) . .. = 

k = 2 

k =4 

h 
,p 

= • • • • (i 1 i 2 i 3 i 4) aaaa ... =lf) 

n· 

( b ) [ ( i 1 i 2 i 3 i 4) ] ( . . . . ) = 
... a ··· 0 

... a b a b ... 0 
••• 1 1 1 2 1 3 1 4 ... 

( i 1 i 2 i 3 i 4) 
= ···· a b a b ··· = ~ 

( i 1 i 2. · i 3 i 4) 
= · ··· a b c d ··· = ~ 

Die t Elemente des Zyklus von n werden in zyklischer Folge 

auf die k Elemente des Zyklus von h abgebildet 

2. Die Umkehrung folgt sofort aus obigen Beispielen. 

Sei • 1 c Abb(X,A) eine Menge von Abbildungen, für welche 

bezüglich der Gruppe G = G x H gilt 

[(n,h) EG A <PE •11 • h 0 (f} 0 1C E •1 

[(n,h),(n',h') EG A /\ h 0 (f} 0 1C = h' 0 (/) 0 1C']. (n,h) = (n',h') 
(/)E$1 

Dann ist die Anzahl der Muster von t 1 bezüglich G gleich 

+ .\ v(:rr,h) 
IGI L 

(7C,h)EG 

IGI = IGI. IHI 

V(n,h) ist die Anzahl der Färbungen <PE t 1 , für welche gilt 

ho<Pon = <P 

Beweis: Sei (Tf1h) EG. Wir definieren eine Selbstabbildung von <P1 : 

<1>1 

[~(n,h)](<P):= ho(f}o1( 

Kombinatorik für Geometer (Prof. W. STRöHER) Seite 174 



p(n 1h) ist injektiv. 

[tp(n,h)](IP1) = [tp(n,h)](IP2 ) • (tp(n,h)](IP1)(i) = [tp(n,h)](IP2 )(i) • 

• h 0
~ 1 °n(i) = h 0 1P2 °n(i) 

Ist n(i) = j, so gilt i = n-l(j), daher 

ho'P
1
on(n-l(j)) = holP

2
on(n-l(j)) • ho'Pl(j) = holP

2
(j) 

Daher gilt für alle j: ~ 1(j) = IP2(j) • ~1 = 'P2 

Da ~l eine endliche Menge ist, ist tp(n,h) auch surjektiv, daher 

auch bijektiv. Demnach sind die Abbildungen tp(n,h) Permutationen 

der Menge t 1 • 

Die Anzahl der Muster von ~t ist daher die Anzahl der Orbits von 

tp(n,h) bezüglich G. Sie beträgt nach BURNSIDE 

~.\Al (tp(n,h)) 
IGI L 

(n,h)EG 

worin A1(tp(n,h)) die Anzahl aller IP E t 1 bedeutet, die unter 

tp(n,h) konstant sind, für welche also gilt h 0 ~ 0 n = f. Ist nun 1 

die Länge eines Zyklus von n, so gilt für einen zugeordneten Zy

klus von h nach dem vorhergehenden: h 1 (a) = a mit IP(i) = a, wo

bei i dem betrachteten 1-Zyklus von n angehört. Daher ist wegen 

IPCi) = h 1 (1P(i)): 

Al(tp(n,h)) =:v(n,h) ... Anzahl der Färbungen mit h 0 f 0 n = IP, 

Sonderfall: Satz von P6LYA. Wir setzen H = {e}. Dann wird G = Gx{e}. 

Es gilt für alle h 0 f 0 X = e0 qJ 0 X = f 0 X = 'P· Es ist dann IGI = IG 1 

und t
1 

ist die Menge aller Abbildungen 'I}: X ~ A. 

Beispiel: Anzahl der Kontrastmuster bei Färbung des Quadrats mit 

zwei Farben. Hier kommt es also auf die konkrete Färbung nicht 

an. Vertauschung der Farben gibt äquivalente Kontrastmuster. Die 

Vertauschung der Farben erfolgt durch die Gruppe 

H = {e,h}, e = (w)(s), h = w,s , 

Drehungsgruppe des Quadrats: G ={c, 61 , 62 , 63} 

C = (1)(2)(3)(4), Ö = (1234), ö2 = (13)(24), 63 = (1432) 

G = G x H, IGI = IGI.IHI = 4.2 = 8 

Wir haben nunmehr die Anzahl jener Färbungen zu bestimmen, für 

welche h 0 1P 0 ff = IP ist. Dabei müssen die Längen der Zyklen von h 

Teiler der Längen der Zyklen von n sein. 
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v(c,e) = 24 ist die Anzahl der möglichen Färbungen, die unter 

(c,e) invariant bleiben. Da man jede Quadratecke mit 2 Far

ben belegen kann und sowohljede Ecke unter c, als auch jede 

Farbe untere invarant bleibt, gibt es 2 4 Möglichkeiten. 

v(c,h) = 0, denn die Zykellänge von c ist 1, die von h aber 2. 2 

ist aber kein Teiler von 1. 

V(Ö,e) 

v(o,h) 

( 1234) -[ (w) 2 Mögl. daher v(6,e) = 2 
(s) 

(1234) -[~=:~ 2 Mögl. 

(13)-[(w) 
(13)(24) { (s) 

(24) -[ ~=~ 

daher v(ö,t;) = 2 

2 Mögl '} 2 ,p(6 ,e) = 
2 Mögl. 

2.2 = 4 Mögl. 

( 13) -[ (WS) 2 Mög 1 . 
(13)(24){ ~SW~ }tp(o2

,h) = 2.2 = 4 Mögl. 
(24) -[ c:!) 2 Mögl. 

(1432) -[ ~=~ 2 Mögl. daher v(o,e) = 2 

(1432) -[ ~=!~ 2 Mögl. daher v(ö,h) = 2 

Daher ist L v(n,h) = 24+0+2+2+2.2+2+2.2+2+2 = 32 Daher gibt es 

+L v(n,h) = ~
2 

= 4 Kontrastmuster 

Man erkennt, daß die in obigem Beispiel eingeschlagene Methode bei 

einigermaßen umfangreichen Beispielen nicht anwendbar ist. Um die 

Größen v(n,h) auf zweckmäßigere Weise zu bestimmen, gehen wir zu

nächst wie in obigem Beispiel vor. Nach dem Satz auf Seite 173 müs

sen die Elemente eines Zyklus der Länge 1 von n den Elementen eines 

Zyklus von h zugeordnet werden, dessen Länge kein Teiler von 1 ist. 

Es sei Al die Anzahl der Zyklen der Länge 1 von n und µk die Anzahl 

der Zyklen der Länge k (kll) von h. Dann gilt folgender Sachverhalt: 

1. Jeder Zyklus der Länge 1 kann einem beliebigen Zyklus der Länge k 

von h zugeordnet werden (kll). 

2. Jeder Zyklus der Länge 1 kann einem speziellen Zyklus der Länge k 

auf k Arten zugeordnet werden: 
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(i i ... i ) (j2j3j4'''jl) ~ k Möglichkeiten 
{

(j1j2j3···jk) l 
1 2 1 . . . . . . . . . . . . j 

(jkjlj2'''jk-1) 

Beispiel: n = (1)(2)(3 4)(5 6)(7 8)(9 10 11 12)(13 14 15 16) 
Al= 2, A2 = 3, A4 = 2 

h = (a)(b)(c)(de)(fg)(hi)(jklm) 
µ1 = 3, µ2 = 3, µ4 = 1 

Zur Bestimmung der Anzahlen der v(n,h) sind folgende Zuordnungen 

möglich 

1 

1 

-E (a) 
( 1 ) (b) 

(c) 
= 1 -E (a) 

(2) (b) 
C 

-E (a) 
(34) (b) 

(c) 

(de) 
= 2 (ed) 

(34) (fg) 
(gf) 
(hi) 
( i h) 

(9 10 11 12) 

1 = 4 

(9 10 11 12) 

µ 1 Mögl. 

µ 1 Mögl. 

1.µ 1 Mögl. 

2.µ
2 

Mögl 

Wegen der beliebigen 
Zuordenbarkeit, insgesamt 

µ~
1 

Möglichkeiten 

Für den Zweier-Zyklus 
(34) gibt es insgesamt 
1.µ

1 
+ 2.µ

2 
Mögl. 

Dasselbe gilt für die Zy
klen (56) und (78). Daher 
gibt es für A2 Zweier-

Zyklen insgesamt 

(1.µ
1 

+ 2.µ
2

)A
2 Mögl. 

-E 
(a) 
(b) 
(c) 

1 . µ l Mög 1 . 

(de) 
(ed) 
(fg) 

(9 10 11 12) (kl~j) 
{ 

( jklm) 

(lmJk) 

(gf) 2.µ 2 Mögl. 
(hi) 4.µ 4 Mögl. 

(mjkl) 

(ih) Daher gibt es für den Vierer-Zyklus 

(9 10 11 12) insgesamt (1.µ 1 + 2µ 2 + 4µ 4 ) Mögl. Dasselbe gilt für 

den Zyklus (13 14 15 16), daher treten zusammen 
A4 

(1.µ 1 + 2µ 2 + 4µ 4 ) Möglichkeiten auf 

Da alle diese Möglichkeiten miteinander verknüpfbar sind, gibt es 

bei obigem Beispiel 

A 1 A2 A4 v(n,h) = µ
1 

(1.µ
1
+2.µ

2
) (1.µ

1
+2.µ

2
+4.µ 4 ) Möglichkeiten, 
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Man erkennt daß allgemein gilt: 

. • A2 A2 A3 Ar 
Für eine Permutation x EG von Typ 1 2 3 ... r und eine 

Permutation h EH von Typ 1µ 1 2µ 2 3µ 3 
•.. sµs ergibt sich 

v(n,h) = ~( L k.µk )AI = 

kl 1 
At A2 ,o\. A3 Ä ◄ 

= µ1 (l.µ1+ 2 .µ2) (l.µ1+~.µ3) (l.µ1+ 2 .µ2+ 4 .µ4) ... 

In obiger Formel ist eventuell o0 := 1 zu setzen. 

Zur einfachen Berechnung dieses Ausdrucks erinnern wir an die Ablei

tung der Exponentialfunktion ~cz: 

~cz, ( :z) ~cz = c~cz, ( ~z) 2~cz =c2~cz, ( ~z) 
3 

~cz = c3~cz ... 

Allgemein 

( a ) i ~czj = i 
8z z=O c 

. . . . . . . . . . . . . . . usw . 

. [~µ1<z1+z2+z3+ ... ) -~2µ2<z2+z4+z6+ ... ) -~3µ3(z3+z6+z9+ ... ) .... 

. ,.;1i..r(zr+z2r+z3r+ ... ) ·····JI ___ _ 
z

1 
.,...z

2 
""z

3 
- •••• - O 
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Nun haben wir zu bilden 

IGl~IHI ·L v(n,h) = 
(n,h)EG 

). ). 

= IGl'.1m ·I [( :zJ 1( :z2) 2 .. J.[/1<z1+z2··)~2µ2(z2+z4 .. )··JI = 

(n,h) zi=O 

[ 
µl (zl+.) 2µ2(z2+.) ] 1 

~ ~ .. 
z.=O 

1 

Da der Zyklusindex für n bzw.hin folgender Weise definiert war 

(Seite 165): 

1 ) )..1 An 
P ( G; x 1 , ..• , xn) = 7GT tt' x 1 ... xn bzw. P ( H; x 1 , •.• , xm) = 

kann man sagen 

Die Anzahl der Äquivalenzklassen von G = GxB ergibt die 

Auswertung des Ausdrucks 

o o o (zl+z2+ .. ) 2(z2+z4+ .. ) m(zm+z2m+ .. ) 
P(G; ::lz .~ , ... ,~ ).P(H;~ .~ , ...• ~ ) 

V 1 vz 2 UZn 

an der Stelle ~ 1 = z 2 = = 0 

!.Beispiel: Kontrastmuster des Quadrats bei Einfärbung der Ecken 

mit zwei Farben 

Gruppe der Färbungen: H = {e,h}, e = (w)(s), h = (w,s) 
1 2 

P(H;x 1 ,x2 ) = T [x 1 + x 2 ] 

Drehungsgruppe des Quadrats: G ={c, o1 , 62 , 63 } 

c = (1)(2)(3)(4), ö = (1234), 62 = (13)(24), 63 = (1432) 
1 4 2 P(G;x

1
,x2 ,x

3
,x4 ) = 4 [x 1 + x 2 + 2x4 ] 

G = G x H, IGI = IGI.IHI = 4.2 = 8 
Daraus 

a a a a 1 [( a ) 
4 

( a ) 
2 

( a )] P(G· - - - - ) = - - + - + 2 -• oz l ' oz 2 ' oz 3 ' oz 4 4 oz l oz 2 oz 4 
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daher 

+ [( :,r + 

Nun 

= .1. [( _q_ )4z + ( _q_ )2z + 
8 az

1 
az

2 
2 ( :z

4
) Z] 

ist 

( ~,rz 4 2(zl+z2+z3+z4) 
+ 0 = 2 8 z. 

1 

( ~z/z 2 2(zl+z2+z3+z4) 2 2(z2+z4) 
= 2 8 +2 8 z. 

1 

( ~z)z 

2(z 1+z 2+z 3+z 4 ) 2(z 2+z4 ) 
= 28 + 28 z. 

1 

Daher ist die Anzahl der Kontrastmuster 

+[24+ 23 + 22 + 2(2 + 2)] =.i 

= 

= 

= 

0 * 24 

0 * 2
2 

+ 2
2 

0 * 2[2 + 2] 

2.Beispiel: Auf wieviele Arten kann man vier gleichartige Objekte in 

drei geichartige Schachteln verteilen? 

. . . 
Wir denken uns die vier Objekte zunächst als verschieden in eine 

Reihe ausgelegt. Jene, die in dieselbe Schachtel kommen, werden 

mit derselben Farbe eingefäbt. Da die Objekte gleich sind, 

spielt eine Permutation der Objekte keine Rolle: 
1 4 2 2 l G = s4 , P(S4 ) = 24 [x1 + 6x 1x 2 + 8x 1x 3 + 3x 2 + 6x4 

Ebenso werden die drei Farben nicht unterschieden. Wegen 

H = {(1)(2)(3), (123), (132), (1)(23), (2)(13, 3(12)} 

gilt 
1 3 P(H) = 6 [x 1 + 3x 1 x2 +2x3J 

Daher ist die Anzahl der Verteilungen 
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--,,-,-2!--e-.6 [~/+ 6~z/fk;:)+ s~) ~)+ 3fk;:J2 + 6~)]. 
. [ 83(zt+zz+z3+z) + 3~(z1+z2+.¼rz4~e2(zz+z4) + 28 

z3l] 1 z.= 0 
1 ----------------z--------------' 

@_)4 
~ z 

z.= 
1 

0 
= 84, (~zJ 

2 

(~z
2

) ZL = 

l 

( :z2 ) 2z L. = 0 = 36 ' 
1 

. = 36, (~z J (~z
3

) Z 

0 

~H z.= 0 
1 

= 12 

z.= 0 
1 

= 12, 

Daher gibt es 

1 
24.6 [84 + 6.36 + 8.12 + 3.36 + 6 12] = 

576 
144 = 4 Möglichkeiten 

Hätten wir 4 gleiche Objekte auf 3 verschiedene Schachteln aufteilen 

wollen, so wäre eine bekannte Lösungsmöglichkeit 

. ! 1 : 1 
3 

G ! (fi) = 
2!3! = l2J 

Schachteln 
Objekte 

15 Möglichkeiten 

Nach P6LYA hätten wir zu setzen H = {e} 

für die Anzahl der Möglichkeiten: 

3 
~ P(H) = x . Dann gilt 1 

. [ e3(z1+z2+z3+z•)]lz.= 
0 

= 

1 

1 360 = 24 (81 + 6.27 + 8.9. + 3.9 + 6.3] = ~ = 15 Möglichkeiten 

3.Beispiel: Färbung der Ecken eines Quadrates mit drei Farben r,s,w. 

Da der Zyklusindex des Quadrates (siehe oben) 

1 4 2 
4 [x 1 +x2 +2x4 ] 

lautet, ist die Anzahl der drehungsinvarianten Färbungen nach dem 

Lemma von P6LYA 

-1 (34 + 3 2 + 2.3] = 24 
4 
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Wir fragen nach der Anzahl der Kontrastmuster. Die Permutations

gruppe für die drei Farben r,s,w lautet 

(r)(s)(w), (rsw), (rws), (r)(sw), (s)(rw), (w)(rs). 

Daher ihr Zyklusindex 

1 3 J 
6 [x 1 + 3x 1x 2 + 2x 3 

Nach Seite 179 ergibt sich daher für die Anzahl der Kontrast

muster 

. l [ 8 3 ( z i+zz+zJ+z•) + 3~ ( z1+zz+zo+z•) 82 ( zz+z•) + 2~ 3z3] 1 z _ =O = 6 

1 

Wir legen uns nun die Frage vor, was es bedeutet, wenn wir an 

Stelle der vollen Permutationsgruppe der Farben nur die Unter

gruppe (r)(s)(w), (rsw), (rws) angewendet hätten. Der Zyklusin

dex ist dann 
1 3 3 (xl + 2x3) 

Die Anzahl der nunmehr sich ergebenden "Kontraste" ist 

1 [( 0 )
4 

( a )
2 

2 ( ~z )] _
3
1 [~3(z1+z2+zJ+z4)+ 2~3z3] 1 _ = 8 4 ° 0Z 1 + oz2 + V 4 z • -0 

1 

Hierwerden nicht mehr die Kontrastwerte aller Farben miteinander 

verglichen (gleich oder verschieden), sondern nur mehr jene Kon

traste, die sich bei zyklischer Vertauschung der Farben r,s,w 

ergeben. 

Eine andere Interpretation ergibt sich, wenn man die Bezeichun

gen r,s,w nicht mehr als Farben interpretiert, sondern als Be

nennungen der Eckpunkte eines gleichseitigen Dreiecks. Dann 

stellt obige Rechnung die Lösung des Problems dar: 

Auf wieviele Arten kann man die Ecken eines Quadrats auf die Ecken 

eines gleichseitigen Dreiecks abbilden, wobei Drehungen beider Poly

gone keine Rolle spielen? 
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Gewichtung von Elementen, Funktionen und Mustern 

Bisher konnten wir die Anzahlen der Muster unter verschiedenen Be

dingungen ermitteln. Bei der bloßen Abzählung der Muster ergibt sich 

keine Aussage über die Art der Muster. Diese wird erst durch deren 

Aufzählung angegeben. 

Zu diesem Zweck führen wir den Begriff des Gewichts des Elementes 

einer Menge ein. Gegeben sei etwa die Menge 

A = {a 1 ,a2 , ... ,ar} 

der Farben. Dann können wir jeder Farbe ein Gewicht 

W(a.) 
1 

zuordnen. Das Gewicht eines Elements kann eine Zahl oder eine Varia-

ble (Buchstabe) sein. Es ist zweckmäßig1 die Gewichtung suggestiv zu 

wählen, etwa 

A = {al ,a2,a3} W(a 1 ) = w "weiß" 

W(a2 ) = s "schwarz" 

W(a
3

) = r "rot" 

Schreibt man von vornherein A = {w,s,r}, so kann man auch setzen 

W(w) = w, W(s) = s, W(r) = r. 

Definition: Die Summe der Gewichte der Elemente einer Menge 

heißt das Inventar (lnventory, store enumerator) der Menge. 

Man schreibt 

inv M:=) W(a) 
a~A 

inv A = w+s+r 

Aus dem Inventar erkennt man, daß man aus der Menge A ein weißes 

oder ein schwarzes oder ein rotes Element auswählen kann. Setzt man 

W(a.) = 1, so erkennt man aus inv A = 3, daß drei Fraben zur Verfü-
1 

gung stehen. 

Setzt man W(a 1) = w, W(a2 ) = s, W(a 3 ) = w, so ergibt sich 

inv A = 2w+s 

d.h. A beinhaltet zwei Elemente von Typus wund ein Element von 

Typus s. 

Die Tatsache, daß man aus der Menge {a 1 ,a2 ,a3 } eines von drei Objek-
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ten auswählen kann, wurde durch die erzeugende Funktion 

a 1x + a 2x + a 3x = (a 1 + a 2 + a 3 )x 

ausgedrückt. Da im Folgenden ausschließlich der Fall eintritt, daß 

jedes Objekt genau einmal ausgewählt wird, kann man das x weglassen 

und mit W(ai) = ai einfach schreiben a 1+a2+a3 . 

Es sei X= {1,2, ... ,n} und A = {a 1 ,a2 , ... ,ar}. Wir betrachten die 

Färbung 

<P: X --+ A 

i ~ q,(i) E A 

Definition: Als Gewicht der Abbildung q,: X--+ A bezeichnet 

man das Produkt 

W(,p) = TI W(q,(i)) 
iEX 

der Gewichte der einzelnen Bilder unter <P, 

Beispiel: Färbungen der Quadratecken mit zwei Farben (siehe Seite 163) 

X= {1,2,3,4}, A = {w,s}, W(w) = w, W(s) = s, ~ = Abb(X,A) 

Wir ordnen die Färbungen nach ihrem Gewicht: 

4 = w 

W(,p2) W(q,3) W(<P4) W(<P5) 
3 = = = = w s 

W(q:,6) W(<Ps) W(,p9) W(,pll) 
2 2 

= = = = w s 

W(,p7) W(q,10) 
2 2 = = w s 

W(<P12> W(,p13) = W(q,14) W(q,15) 
3 = = = WS 

W(,p16) 
4 = s 

Die Menge~= {q,1 , ... ,,p 16 } hat daher das Inventar 

inv t = f
6 

W(q,.) = w4 + 4w3s + 6w2s 2 + 4ws 4 + s 4 
= (w+s) 4 

.ll l 1= 

inv ~ = (w+s) 4 bedeutet, daß jede der vier Quadratecken weiß 

oder schwarz gefärbt wird. Aus obigen Beispiel erkennt man, daß alle 

Muster desselben Typs gleiches Gewicht haben, daß aber umgekehrt 

zwei Äquivalenzklassen desselben Typs nicht notwendig gleiche Muster 

entsprechen müssen. In obigem Beispiel gibt es etwa zwei verschiede

ne Muster mit demselben Gewicht w2
s

2 . 
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Es gilt allgemein 

Die bezüglich einer Gruppe G äquivalenten Färbungen haben 

dasselbe Gewicht 

G Beweis: Sei~= Abb(X,A) und 41 1 ,~2 Et ,mit ~l "'"'1P2 ~ ~2 = 1P 1°n 

Dann gilt 

W(~2) = Il W(1P2(i)) = fl W(ip1°n(i)) = Il W(1P1(n(i)) = Il W(ipl(i)) = W(1P1) 
iEX iEX iEX iEX 

Da nämlich n(i) alle Elemente von X durchläuft, stellt das 

letzte Produkt nur eine Änderung der Reihenfolge der Faktoren 

des vorletzten Produktes dar. 

Definition: Das Gewicht eines Musters m = {~
1 
•.••• ~s} ist 

gleich dem Gewicht der Färbung eines Elementes der das 

Muster bildenden Äquivalenzklasse: 

Daher 

W(m) = t¾,- ·L W(ip) = 1 . 7mT . 1nv m 

~Em 

!.Beispiel: 3 verschiedene Kugeln sollen in den Farben weiß und 

schwarz eingefärbt werden, wobei zwei Sorten von schwarzer Farbe 

zur Verfügung stehen, nämlich eine billige Farbe (Gewicht s
1

) 

und eine teure Farbe (Gewicht s
2
). Das Farbeninventar ist daher 

w + s 1 + s 2 
Das Inventar der möglichen Färbungen ist 

3 3 3 3 2 2 2 2 2 2 (w+s
1
+s 2 ) = w +s 1+s 2+3w s 1+3w s 2+3ws 1+3ws 2+3s 1s 2+3s 1s 2+6ws 1s 2 (*) 

2 Daraus entnimmt man, daß etwa wegen 3s 1s
2 

die drei verschiedenen 

Kugeln auf 3 Arten so gefärbt werden können, daß zwei Kugel auf 

billige und eine auf teure Art schwarz bemalt werden können. 

Interessiert von allen in(*) aufgezählten Möglichkeiten nur 

diese einzige, so hätte man in 

3 (w+s
1
+s

2
) = 

3 

I 
i , j , k= 1 
i+j+k=3 
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den Koeffizienten 2 mit i 0' j 2 ' k 1 ' somit nur von sls2 = = = 
3! = 3 0!2!1! 

aufsuchen müssen. 

Gäbe es nur eine schwarze Farbe, dann wäre das Inventar des 

Musters 3 3 2 2 3 (w+s) = w + 3w s + 3ws + s (#) 

Gewichten wir hingegen beide schwarze Farben gleich s 1 = s 2 = s, 

so wäre das Inventar 

(w+2s) 3 = w3 + 6w2s + 12ws 2 + 8s 3 

Dies bedeutet etwas völlig anderes als(#): Die Einfärbung mit 

derselben schwarzen Farbe ist auf zwei Arten möglich, etwa durch 

Beauftragung zweier verschiedener Firmen. 

2.Beispiel: Acht Personen (X= {1,2,3,4,S,6,7,8}) planen Ferienrei

sen, wobei drei Ziele A = {a,b,c} in Frage kommen. Nun gehören 

die Personen 1,2,3 bzw.4,5 derselben Familie an, die jeweils 

dasselbe Reiseziel wählen wollen. Die "Singles" 6,7,8 können je

weils unabhängig voneinander ihr Reiseziel wählen. Ordnen wir 

den Reisezielen die Gewichte 

W(a) = a, W(b) = ß, W(c) = 1 
zu und bedeutet 

({): X ~ A 

die Auswahl der Reiseziele, welche die Personenmenge X trifft, so 

kommt z.B für die Personengruppe 1,2,3 nur eine der folgenden 

Auswahlen ("Färbungen") in Frage 

q,1: i 3-a oder 912 : ! 3-b oder q,3 : i 3- c 

Das Gewicht obiger Abbildungen, eingeschränkt auf die Elemente 

1,2,3, ist definitionsgemäß 
3 

W((f) 1 ) = TI W((f)(i)) = a 3 , analog W((f)2 ) = ß3 , W((f)3 ) = 13 

1 
Das Inventar der Reiseziele für die erste Familie {1,2,3} ist 

daher 

a3 + ß3 + 13 

Analog für die Familie {4,5} 

<X2 + ß2 + ··t2 
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Jede der Einzelpersonen 6,7,8 hat dann die Wahl, nach 

a oder b oder c 

zu reisen. Das Inventar für jeden Single ist damit 

ex + ß + 1 

Daher ist das Inventar aller Reisemöglichkeiten~= Abb(X,A) 

inv ~ = (a3+ß3+-,3)(a2+ß2+-,2)(a+ß+y)3 (t) 

da die Reisewünsche der verschiedenen Personengruppen unabhängig 

voneinander verknüpft werden können. 

Wir stellen nun die Frage: auf wieviele Arten kann unter den be

schriebenen Voraussetzungen eine Person nach a, 4 Personen nach 

b und drei Personen nach c fahren? 

In der Entwicklung des Inventars (t) entspricht dieser Annahme 

der Summand 

cxß
4 13 

Wir haben also den Koeffizienten dieses Summanden zu bestimmen. 

Von der Entwicklung der ersten beiden Faktoren ist nur 

ß312 + p2-,3 

zu berücksichtigen. Der gewünschte Koeffizient ergibt sich daher 

aus 

3 

= I 
i,j,k=l 
i+j+k=3 

3 
3 2 2 3 I 3! = ( ß 1 +ß 1 ) · · , · , k 1 1 • J • • 

3! ißj+3 k+2 
i!j!k! a 1 + 

i=l,j=l,k=l 

i , j, k= 1 
i+j+k=3 

3 

I 3! ißj+2 k+3 
i!j!k! a 1 

i, j, k= 1 
i+j+k=3 

i=l, j=2, k=O 

Daher lautet der gesuchte Koeffizient 

3! 
1!1!1! + 

3 ! 
1!2!0! = 6 + 3 = 9 -

Die gewünschten Reisen sind also auf folgende Arten möglich 
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(#): 1 1---+ ß f): 1 i--+ 1 
2 1---+ ß 2 1----+ 1 
31---+ ß 3 1----+ 1 
4 t--+ 1 41----+ ß 
5 t--+ 1 5 1----+ ß 
61---+ <X 

} 3 ! -
6.-+ a } 

7 t--+ ß 6 Mög 1 . 7 1----+ f3 3 Mög 1 . 
8 t--+ 1 8 1----+ f3 

Obige Beispiele illustrieren allgemeine Sätze, die nun hergeleitet 

werden sollen. 

Seit= Abb(X,A). Dann gilt 

inv t = (inv A)IXI 

Beispiel: Auf Seite 184 war inv ~ = (w+s) 4 = (inv A)IXI 

Beweis: Es sei X= {1, ... ,n}, IXI = n, A = {a 1 , ... ,a2}. IAI = r 

W(a.)=a., 
1 1 

~ = Abb(X,A), 

Definitionsgemäß ist dann 

inv </> = ) W(IP) = \'(_TI W(1P(i))) =~!I (.TI W(1P.(i))) = 
'Pfu» IP~ 1EX J=l 1=1 J 

l!I = W(q>.(1))W(q,.(2))W(tp.(3)) ... W(ip.(n)) 
j-1 J J J J 

Nun untersuchen wir den Ausdruck 

(inv A)IXI = lfAW(a)Jn =,<a1+a2+ ... ar)(al+a2+ ... ar) ... (al+a2+ ... ar)1 (*) 

n Faktoren 

Das Produkt der n Faktoren kommt so zustande, daß aus jedem Fak

tor der rechten Seite von(•) ein Element ausgewählt wird (bei 

jedem Faktor auf r Arten möglich). Wird z.B aus dem i-ten Faktor 

das Element aji ausgewählt, so ist das Produkt aj 1aj 2 ••• ajn ein 

Summand der Entwicklung. Insgesamt besteht daher die Enwicklung 

der rechten Seite von(*) aus rn Summanden. Das ist aber genau 

die Anzahl ltl der Abbildungen q>. 

Umgekehrt können wir jedem Summanden der Entwicklung von(*) 

eine Abbildung q>: X-+ A zuordnen: 

Wählen wir aus dem i-ten Faktor den Summanden a. und definieren 
J 

cp(i) : = a. 
J 

so wird dadurch in eindeutiger Weise jedem i ein a. zugeordnet 
J 
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und dadurch eine Abbildung 'P festgelegt. Das Gewicht der Abbil

dung tp ist dann definitionsgemäß 
n 

W(,p) = Il W(,p(i)) 
i=l 

Aufsummierung ergibt l W(,p) = inv ~ 

Damit ist inv ~ = (inv A)lxl nachgewiesen. 

Die Menge X werde in k untereinander fremde Teilmengen zerlegt 

X.nX. = 0 
1 J 

t 1 sei jene Teilmenge aller Abbildungen f = Abb(X,A), welche 

auf jeder Teilmenge X. konstant sind. Dann gilt 
1 

k 

inv t 1 = -~ ( L W(a) IXi 1) 
i-l aEA 

Beispiel: (Seite 186) X= {1,2,3}u{4,S}u{6}u{7}u{8}, A = {a,b,c} 

W(a) = a:, W(b) = ß' W( c) = 1 

,pl(Xl) = {a}, W(a) = a:' W(a) IXtl = W(a) 3 = a:3 

,p2(Xl) = {b}, W(b) = ß, W(b) IXtl = W(b) 3 = ß3 

'P3(Xl) = {c}, W(c) = 1, W(c)IXtl = W(c) 3 = 13 

Hier ist r = 3, daher 

! W(a. )IXtl = 0:3 + ß3 + 13 
. 1 J 1 J= 

Analoges gilt für die anderen Teilmengen. Daher 

inv ~l = (a:3 +ß3+13 )(cx2+ß2+12 )(cx+ß+1)(cx+ß+1)(cx+ß+1) 

X.nx. = 0 
1 J 

Beweis: Es sei X= {1,2, ... ,n} = X1ux2u ... uXk 

IXI = n, X.= {x. 1 ,x. 2 , ... ,x .. }, IX.I = n., 
1 1 1 1n1 1 1 

n = n 1+n2+ ... +n1 

tp E ~1 ,p: X ~A, q;,(X.) = {a.} 
1 1 

a. E A 
1 

q>(x.) = a. 
1 1 

Da das Bild a. nur von der Teilmenge X. abhängt, können wir 
1 1 

die durch die Indizes i der Teilmengen X. definierte Abbil-
1 

dung ~ einführen: 
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tp: {1,2, ••• ,k} --+ A 

tp(i) ...--..+ a. i = 1, ... ,k (Indizes der X.) 
1 1 

Wir betrachten nun den Ausdruck 
k 

n ( \ 1 X il) [ n 1 n 1 n 1] ._ L W(a) = W(a 1 ) +W(a 2 ) + ... +W(ar) • 
i-l aEA 

( t:t:) 

[ 
n2 n2 n2J [ nk nk nk] • W(a 1) +W(a2 ) + ... +W(ar) •·· W(a 1 ) +W(a2 ) + ... +W(ar) 

Eine Abbildung tp können wir dadurch festlegen, daß wir aus dem 

i-ten Faktor obigen Produktes je ein Element aji auswählen. Dann 

ist IP durch 
tp(l) = aj

1 

tp(2) = aj
2 ........... 

tp(k) = ajk 

eindeutig bestimmt. Entwickeln wir das Produkt (t:I:), so hat 

jeder der entstehenden Summanden die Gestalt 

k 
W(1P(l))n1W(1P( 2 ))n2 ... W(tp(k))nk = fl W(tp(i))ni 

i=l 
Entwicklung eines Einzelfaktors ergibt 

W(tp(i))ni = W(tp(i)).W(tp(i)) ... W(tp(i)) 
ni Faktoren 

Da definitionsgemäß allen. Elemente x .. EX. unter <P dasselbe Bild 
1 1 J 1 

tp(i) = a .. = <P(x.
1

) = <P(x.
2

) = 
J1 1 1 

haben, ist 

= <P(x . . > 
1 n 1 

n i 

W(tp(i))ni = W(q,(x.
1

))W(q,(x.
2
)) •.• W(q,(x .. )) = fl W(q,(x.

1
)) 

1 1 1n1 l=l 1 

Daraus folgt definitionsgemäß für das Gewicht der Abbildung tp 

k k ni 

Il W(tp{i))ni = Il n W(q,{x.l)) = W(q,) 
i=l i=l 1=1 1 

Das doppelte Produkt in der Mitte des obigen Ausdrucks stellt 

das Produkt über die Gewichte aller Bilder von X unter der Fär

bung <P dar. Damit ist es definitionsgemäß das Gewicht W(q,) der 

Abbildung q,, W(q,) ist ein Summand der Entwicklung (t:I:). Aufsum

mieren über alle Summanden <PE~ ergibt dann definitionsgemäß 
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das Inventar von <I>: 

k rt 

TI ( \ W(a .. )1x11) 
·-1 L Jl 
1- . 1 

J= 

= L W(tp) = inv t 1 
tpE:<I> 

Der Hauptsatz von P6LYA 

Das Inventar der Menge M der Muster von <1> = Abb(X,A) bezüglich 

der Gruppe G ist 

inv M = l W(M) 

Mc<I> 

= P(G; L W(a), L W(a) 2 , L W(a) 3 , ... , L W(a)n) 
aEA aEA aEA aEA 

Beweis: 

Zwei Abbildungen (Färbungen) ,p1 ,tp2 E <1> = Abb(X,A) sind äquivalent 

bezüglich G (gehören demselben Muster man), wenn gilt 

TC E G 

Dann ist auch W(tp2 ) = W(,p1 ). Umgekehrt folgt aber nicht, daß gleich

gewichtige Färbungen auch dasselbe Muster darstellen. 

Es sei <1>
1 

c <1> die Menge aller Färbungen mit demselben Gewicht l 

tp E <1>
1 
~ W(tp) = l 

Wir zerlegen <1>
1 

in Äquivalenzklassen (Muster), die alle dasselbe 

Gewicht l haben: 

W(M.) = l, 
1 

M. ~ M. 
1 J 

Daher gilt 

tp E M. * tp 0 TC E M. , 
1 1 

TC EG, i = l, ... ,s 

Alle Färbungen tp EM. gehören daher demselben Orbit an (d.h. sie 
1 

lassen sich durch Permutationen aus G ineinander überführen). 

Nach BURNSIDE gilt daher für die Anzahl der in <1>
1 

enthaltenen Orbits 

s = ,04>1 , = -rtrr-k 1/n) 

Hier stellt i
1 

die Anzahl der Färbungen tp mit demselben Gewicht 

W(tp) = l dar, die untern konstant bleiben, für die also gilt 

tp 0 TC = tp. Da jedes Muster von <1>
1 

dasselbe Gewicht hat, ist das 

Gesamtgewicht aller Muster mit dem Einzelgewicht 1: 
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s1 = ~ ~fo>..1 (n) .1 

Summiert man über alle möglichen Gewichte 1, so erhält man das 

Muster-Inventar der in t enthaltenen Muster 

inv M =kW(M) = ~ 4 Jo>-..,(Tr) . .., = ~ ~~G 4<>-..,cn) .'/) 

Durch jedes n wird X in Zyklen zerlegt 

X= x1ux2u ... uXk X.nX. = ~ 
1 J 

(**) 

Ist IP= q, 0 n, so gilt diese Invarianz auch über jedem Zyklus von n. 

Gehört nämlich x. dem Zyklus X. an, so gilt für diesen Zyklus 
1 1 

2 X.= {x.,n(x.),n (x.), ... } 
1 1 1 1 

Ist nun 

q,on = (/J =+ 

gemäß der Voraussetzung 

q>(n(x.))= q, 0 n(x.) = q,(x.) 
1 1 1 ----

ip(n2cx. )) = ip 0 n2 (x.) = (q> 0 n) 0 n(x.) = 
____ 1___ 1 l-.q} ..J 1 

...... usw. 

Daher kann man die in(**) auftretende Summe 

q,o~=lp W ( ,P) 

(/J 0 TC( X. ) 
1 

= q>(x.) usw. 
1 

für ein bestimmtes n auch aufteilen auf die Zyklen von n.F.'.u- das In

ventar der Menge t 1 aller Abbildungen, die über den zueinander frem

den Teilmengen X. konstant sind, folgt nach Seite 189 
1 

k 

inv t
1 

= _fi ( \ W(a)IXil) = ) W(rp) (•) 
1=1 L ip~tt=q, 

aEA 

Diesen Ausdruck wollen wir auswerten. Es sein eine Permutation vom 

'A.1 >.2 >.n Typus 1 2 ... n , 

d.h.es gibt 

>. 1 Zyklen der Länge 1 

>- 2 Zyklen der Länge 2 

l Zyklen der Längen n 
Der Exponent IX.I von(•) gehört zu einer Teilmenge von X, das ist 

1 
aber ein Zyklus der Länge IX.I =:l .. Dann ergibt sich für die Summe 

1 1 
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L W(a) IXi 1 = L W(a) 1 i 

aEA aEA 

Da die Zykluslänge li aber X11 - mal vorkommt, tritt diese Summe in 

(•) Ali - mal als Produkt auf. Daher nimmt (•) die Gestalt an 

k 

inv ~l = -~ ( L W(a)IXil) = 
i-l aEA 

= [ L W(a)
1 

]~

1

( L W(a)
2
]A

2 

••• ( L W(a)n]An 

aEA aEA aEA 

Setzt man zur Abkürzung 

xi = L W(a)i 

aEA 

so erhält obiges Produkt die Gestalt 

X 1 X2 °An 
xl x2 ... xn 

Summation über allen EG ergibt 

l 
den mit IGI multiplizierten Zyklusindex von G. Daher ist wegen(**) 

inv M = P(G; L W(a), L W(a) 2 , L W(a) 3 , ... , L W(a)n) 
aEA aEA aEA aEA 

Beispiel: Inventar der Quadratfärbungen. 

X= {1,2,3,4}, A = {s,w}, W(w) = w, W(s) = s 

Nach P6LYA haben wir zu setzen: 

2 2 3 3 4 4 x 1 = w+s, x2 = w +s , x 3 = w +s , x4 = w +s 

inv M = 1 4 2 2 2 4 4 4 3 2 2 3 4 
4 [(w+s) + (w +s ) +2(w +s ) = w +w s+2w s +ws +s 

Das Lemma von P6LYA ergibt sich, wenn man alle Gewichte 

W(ai) = 1 

setzt. Dann ergibt sich wegen L W(a) = r für die Anzahl 
aEA 

der Muster 
IMI = P(G;r r, ... r) 
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Der Satz von M.G.de BRUIJM (19S8) 

Es sei G cl Sn eine Permutationsgruppe der Menge X= {1,2, ... n} und 

A = {a 1,a2 , ... ,ar} die Menge der Farben, t = Abb(X,A) die Menge der 

Färbungen. Zwei Färbungen cp
1

,cp2 gelten äquivalent, wenn es ein n EG 
gibt mit 

'P2 = cpl off 

Dem Muster m mit dem Repräsentaten cp Et entspricht die Äquivalenz

klasse 
m = q,oQ 

Ferner seih eine fest gewählte Permutation der Farben. Dann kann 

das Muster cp 0 G unter h invariant sein, d.h. es gilt 

h 0 tp 0 G = tp 0 G tot h 0 m = m 

cp E m ist also eine Färbung, die sowohl unter h als auch n wieder 

eine Färbung desselben Mustersmist, also 
'P E m „ V hocpon = cp 

7rEG 

Beispiel: G sei Drehungsgruppe des Sechsecks (s. Seite 169), 

A = {w,s,r}, h = (w)(sr). Ein Beispiel für diese Färbung ist 

000 
Ordnet man jeder Farbe a ein Gewicht W(a) zu, so ist das Gewicht der 

Färbung~ definitionsgemäß 

w(cp) = fl W(cp(i)) 
iEX 

Das Gewicht eines Musters ist gleich dem Gewicht der Färbungen cp. 
J 

dieses Musters 

Es sei ~h die Menge aller Färbungen, die sowohl G- als h-invariant 

sind 
4) = {cp I V hocpoff = tp} 

h 1tEG 

Ferner sei M die Menge aller Muster unter G, die auch unter h inva

riant sind 

M = {m Im c ~h' cp E m, V h 0 tpo7[ = cp} 
ffEG 
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Das Inventar dieser Muster ist dann 

inv M =m~W(m) 

die Summe der Einzelgewichte der Muster, die unter h invariant sind 

Beispiel: G sei die Drehungsgruppe des Sechsecks, A = {w,s,r}, 

h = (w)(sr), W(w) = w, W(s) = s, W(r) = r. Man findet folgende 

Muster 

000000 
ml m2 m3 m4 ms m6 

6 4 2 2 2 2 2 2 W(m
1

) = w, W(m2 ) = w sr, W(m
3

) = w s r, W(m4 ) = w s r, 

3 3 3 3 W(m5 ) = s r , W(m6) = s r 

mi = {f,i 0 G}, i = 1, ••. 6, h 0 mi = mi' M = { m1 , .•• ,m6 }, 

inv M= f W((m.) = w6+w4 sr+2w2s 2 r 2+2s 3 r 3 
.ll 1 1= 

Aus obigem Inventar von M entnimmt man beispielsweise, daß es 

zwei h-invariante Färbungen mit je zwei weißen.zwei schwarzen 

und zwei roten Elementen gibt. 

Es sei ,p eine Färbung und m,p das Muster, dem diese Färbung angehört. 

Dann gilt für die Anzahl der Elemente m,p nach BURNSIDE (Seite 158): 

I I = IGI ( *) 
m'P IG,pl 

Hier ist G,p= {nln EG A f 0 n = ,p} die Menge der Permutationen, welche 

,p fest lassen. Wir berechnen nun 

inv ~h = ~ W(,p) = f W(,p) + f W(,p) + ... 
1/J h "' m 1 "' m2 

Wir zerlegen also die Gesamtsumme in Summanden über die Äquivalenz

klassen. Da die Abbildungen desselben Musters (Äquivalenzklasse) 

dasselbe Gewicht haben, folgt weiter 

inv ~h = W(m 1).lm 11 + W(m2 ). lm2 1 + •.. = mt W( ) • lml 

Wegen(•) ergibt sich das Inventar von M mit 
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inv M = mt W(m) = \ W(q,) 
L Im 1 
(f)E~ (f) 

h 

Wir wählen nun eine zunächst feste Färbung q, und wählen eine 

geeignete Permutation ncp, sodaß gilt 

h oq,on = cp 
IP 

Ferner betrachten wir die Menge Grund es sei 

X E Gq, 

Dann gilt 

)( E G(f). hoq,o(xonq,) = ho(q,ox)ox(f) = hoq,onq> = (/). xoJflf' E {nlhoq,on = q,} 

daher 

G ·0 1C C {xlhoq,on = q,l 
<( (f) ! 

aox-l EG ::+ a EG 0 n, daher 
rp rp rp rp 

q>} C G 01[ 

q> "' 
Demnach ist 

{nlhoq,on = <P} = G on 
'P f 

Nun ist aber IGq, 0 nq,I = IG'PI, daher 

l{nlh 0 q, 0 n = cp}I = IG 1 

Daher kann man setzen 

inv M = 

d.h. statt mit IGq,I zu multiplizieren, setzten wir W(cp) sooft als 

Summand, als es Permutationen n mit h 0 rp 0 n = rp gibt. Es gilt daher 

inv M = t W(m) = T<h- ·L L W(q,) 
m. nEG h 0 q,~n=q, 

Es handelt sich also darum, dien und q, so zu bestimmen, daß gilt 
-1 ho91on = <P :+ ho'P = cpon (t) 

Wir betrachten nun eine Färbung mit dieser Eigenschaft und zerlegen 

X in die durch n hervorgerufenen Zyklen 

x = xlux2u ... uxiu ... xk 
und wählen 
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x. EX. 
1 1 

Die Länge des Zyklus X. sei 1. 
1 1 

-1 
i = 1, ... ,k. n erzeugt natürlich 

Zyklen derselben Länge wie n, die auch aus denselben Elementen, nur 

in umgekehrter Reihenfolge bestehen. Das Element x. färben wir 
1 

beliebig mit der Farbe a: 
rp( x. ) = a E A 

1 

und wenden h wiederholt auf rp(x.) an. Dann ergibt sich wegen (T): 
1 

h 0 rp(x.) = rp 0 n- 1(x.) = h(rp(x.)) = h(a) ~ 
l l 1 

qJ 0 1l - l ( x . ) = h ( a) 
1 

b 2 oq,(x.) = h 0 (h 0 rp)(x.) = h 0 (rp 0 n-l )(x.) 
1 1 l 

= ( h oq,) on - l ( x. ) = 
l 

= (rpon-
1 ) 0 n-1(x.) ~ h 2 (a) = rp 0 n-2 (x.) 

l 1 

= ho(q,on-2(x.)) = 
1 

h 3 (a) = q, 0 n- 3 (x.) 
l 

1 i -1 i h ( a) = q, 0 n ( X • ) = q> 0 t ( X • ) = qJ ( X • ) = a 
l l 1 

1 i 
h (a) = a 

Sei also x. EX.und sei 1. die Länge des Zyklus X., q>(x.) = a, dann 
l 1 1 1 1 

gilt 
W ( q>( X. ) ) • W ( !p 0 7r - l (X. ) ) ••• W ( rpon -( l i - l ) ( x. ) ) = 

1 1 1 

1 i-1 
W(a).W(h(a)) ... W(h (a)) =: qli(a) 

Der Ausdruck 

li-1 
q 1~(a) := W(a). W(h(a)) ... W(h (a)) 

stellt demnach das Produkt der Gewichte eines Zyklus der Permutation 

dar, ist aber nur von dessen Länge 1. und der Farbe a abhängig. 
l 

Um das Gewicht der Abbildung rp mit der Eigenschaft h 0 rp 0 n = ,p zu be-

stimmen, haben wir das Produkt der Gewichte der Bilder von rp zu bilden: 

k 

W(ip) = 11 W(rp(x)) = 
xEX 

l1 qli(,p(xi)) 
i=l 
X.EX. 

1 1 

Dieses Produkt wurde aufgelöst in die Produkte der Gewichte der ein

zelnen Zyklen von n. Dabei kommen als Farben nur jene in Frage, für 

die gilt 
h 1

(a) = a 

Ist A = {a 1 ,a2 , ... ,ar} die Menge aller Farben, dann sei 
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1 
1 _ _ (1) (2) (s1) 

A1 := {a a EA, h (a) - a} - {a
1 

,a
1 

, ... ,a
1 

} 

1 d.h. es gebe s 1 Farben mit der Eigenschaft h (a) = a. Es sei nun 

xi E Xi mit <P(xi) = a~!i) E A
1

i d.h. es ist hli(a~~i)) = a~!i) 

Das Element i, das dem Zyklus X. angehört, wird mit einer der mögli-
1 

eben Farben eingefärbt, die der Zykluslänge 1. von X. entspricht. 
1 1 

Die Abbildung <P ist eindeutig durch das k-tupel (j 1 , ... ,jk) be-

stimmt. Denn zunächst wird aus jedem Zyklus X. der Länge 1. ein Ele-
1 1 

ment xi herausgegriffen und mit einer zulässigen Farbe a~!i) verse-

hen. Durch sukzessive Anwendung von n-l auf x. durchlaufen die Bil-
1 

der den gesamten Zyklus X., wobei stets gilt hk(a(ji)) = qJ 0 n-k(x ) 
1 1 i i . 

Die verschiedenen Möglichkeiten für die Färbungen erhält man, wenn 

man die Farbe alle durch A1 gebotenen Möglichkeiten durchlaufen 

läßt, also 1Sjiss 1 beliebig wählt. Dann ergibt sich das Gewicht von 

<P bei gegebenem n als 

k k 

II TI (ji) 
W(<P) = ql.(<P(x.)) = qI1·(aI1· ) 

. 1 1 1 . 1 1= 1= 

Daraus folgt für festgehaltenes n, aber alle möglichen (f): 

k 

'W(<P) = \ (TI q (a(~i))) = 
l L ·-1 li l 1 

( 
. . ) 1-
l 1 • · · • • lk 

= 
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k k 

= n ( 
i=l 

= n 
i=l 

L ( W(a). W(h(a)) ... W(h 1 i-l (a))) 

aEAl i 

Definiert man 

1-1 W(a).W(h(a)) ... W(h (a)) 

a=h
1
(a) 

dann gilt für h 0 <1) 0 ff = <P mit einem bestimmten n 

k 

= ß P1 i 
i=l 

A 1 A2 Al An 
Ist nun n von Typus 1 2 ... 1 ... n so tritt der zur Zykluslänge 

1 gehörige Zyklus A1-mal auf und es gilt 

l W(,p) 

<P=h o <Po n 

Das Inventar aller Muster M für allen ergab sich auf Seite 196 

1 J ~ 1 Jo A 1 A2 An inv M = IGI. W(q,) = IG!. P 1 .p2 _ .. •Pn 
G ,po =rp 

Setzt man x. = p., so stellt 
1 1 

1 \ A1 A2 An 
IGI ~f.Gxl .x2 ... xn = P(G;xl' ... ,xn) 

den Zyklusindex der Permutationsgruppe G dar. 

Daher gilt der 

Satz von DE BRUIJN 
Das Inventar der Muster der Färbungen rp:X---+ A, die bezüg

lich der Permutationsgruppe G auf X und der festen Permuta

tion h der Farben invariant sind, lautet 

inv M =mtW(m) = P(G;p 1 ,p2 , ... ,pn) 

Hierin ist P(G;x 1 ,x2 , ... ,xn) der Zyklusindex der Gruppe G 

und 
\ 2 e.-1 p 1 := l W(a).W(h(a)).W(h (a)) ... W(h (a)) 

l 
a=h (a) 
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Beispiel: Wieviele Färbungen des regelmäßigen Sechseckes mit 

drei Farben A = {w,r,s} sind drehungsinvariant und invariant 

gegenüber der Farbvertauschung h = (w)(rs)? 

Es sei W(w) = w, W(s) = s, W(r) = r. Dann gilt 

h(w) = h 2 (w) = h 3 (w) = h 4(w) = h 5 (w) = h 6 (w) = w 

h 2 (s) = h4 (s) = h 6 (s) = s 

h 2 (r) = h 4 (r) = h 6 (r) = r 

Demnach 

Pt = l W(a) = w 

h(a) =a 

P2 = l W(a).W(h(a)) = ww + sr + rs = w2 + 2rs 

a=h
2
(a) 

p 3 = l W(a).W(h(a)).W(h2 (a)) = w3 

3 
a=h (a) 

P4 = l W(a).W(h(a)).W(h2 (a)).W(h3 (a)) = w~ + 2s 2w2 

4 
a=h (a) 

Ps = l W(a).W(h(a)).W(h2 (a))W(h3 (a)).W(h
4

(a)) = w5 

a=h
5
(a) 

p 6 = l W(a).W(h(a)).W(h2 (a))W(h3 (a)).W(h4 (a)).W(h5 (a)) 

a=h
6 
(a) 

6 3 3 = w + 2s w 

Daher gilt mit dem Zyklusindex der Sechsecks-Drehungsgruppe 
1 6 3 2 J P(G;x 1 , ... ,x6 ) = 6 .[x 1 + x 2 + 2x 3 + 2x 

P(G;p
1

, ... ,p
6

) = !,[w§ + (w2+2sr) 3 + 2w6 + 2w6 + 4s 3 r 3 ] = = 

= !,[6w§ + 6w4sr + 12w2 s 2 r 2 + 12s 3 r 3 ] 

Daher (vgl. Seite 195) 

. M 6 4 2 2 2 2 + 2 3 3 1nv = w + w sr + w s r s r 

Der Hauptsatz von P6LYA ergibt sich aus dem Satz von 

de BRUIJN, wenn man h = id setzt. 

Dann gilt nämlich/\/\ hi(a) = a, daher p. = L W(a) ... W(a) = L W(a)i 
i a 1 Li FaktorenJ 

Daher 
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Zyklusindex spezieller Gruppen 

Der Zyklusindex 

P(Sn) = L 
der symmetrischen Gruppe S lautet 

n 

l ( ~ '>. t ( ~ '>. 2 ( _x_ri) An 
Al! ).2 ! ... ).n ! . Tl 27 . . . nl 

At, .. ,An 
1.A1+2.A2+ ... +n.An=n 

At A2 An . 
Beweis: Jeder Permutation n vom Typus 1 2 ... n entspricht im 

Zyklusindex 

P(G) 
__ l __ ) >.t(n) >.2(1t) '.An(n) 
- IGI ~xl .x2 · · .xn 

>.t(n) A2(n) >.n(n) . 
der Term x 1 .x2 ... xn . Wir haben also bloß die Permu-

tationen desselben Typs zusammenzufassen. Nach CAUCHY (Seite 

153) gibt es 

n n! mit Ei.>..= n 
i = 1 1 

Wegen IGI = n! hat P(S) die angegebene Form. n 

Der Zyklusindex der alternierenden Gruppe A c S lautet 
n n 

1+(-l)A2+X4+X6+ ... (~·1 Xt(x2.)A2 (~nAn 
'\ 1 '\ 1 '\ 1 • 1 2 ... A1,A2··. ,An· n 

Xt, .. ,Xn 
1.X1+2.X2+ ... +n.Xn=n 

Beweis: Wir haben nur jene Permutationen des Typs 111 2
12 

... n
1

" zu 

betrachten, welche gerade sind. Es gilt der 

(*) 

Hilfssatz: Ist n ES eine Permutation des Typs 1
11

2
12 

... n
1
", so ist n 

die Parität von n dieselbe wie die Parität von >. 2+x4+x6+ ... , 

d.h. die Parität eine Permutation n ist dieselbe wie die Parität 

der Anzahl ihrer geradzahligen Zyklen. 

Beweis des Hilfssatzes: 

1. Jeder Zyklus der Länge 1 kann als Abfolge von 1-1 Transpositionen 

erzeu2t werden: 

(ili2i3 .. · 11-lil) = Kl-1,1°'. '°K23°n12 
Xt A2 >.n 

2. Daher kann eine Permutation n vom Typ 1 2 ... n auf 

(1-1)>.
1 

+ (2-1)>.
2 

+ (3-l)X3 + ... + (n-l)An = A
2 

+ 2A3 + ... +(n-1)>.
0 
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Arten durch Transpositionen erzeugt werden. Demnach ist die Parität 

von i 2 + 2X3 + 3X4 + 4X5 + ... dieselbe wie x2 + x4 + 16 + ... , da 

die Summanden mit geradzahligem Koeffizienten bei der Frage nach 

"gerade" oder "ungerade" außer acht gelassen werden können und 

die Parität etwa von 3X4 nur von x4 abhängt. 

). 1 ).2 An 
Versehen wir nun jeden Summanden x 1 x2 ... xn im Zyklusindex von 

Sn mit dem Faktor 
x +x +l + ... 

1 + (-1) 2 4 6 

so hat dieser Faktor bei ungerader Parität des Exponenten den 

Wert O und bei gerader Parität des Exponenten den Wert 2. Daher 

ist wegen(*) 

\ >.1(a) Xn(a) 1 
rkA x 1 ... xn = 2 

X +X + l + . . . ). ( ) X ( ) 
( 1+(-l) 2 4 6 ) 1 1l" n 1l" = xl ... xn 

n 

X1, .. ,Xn 
1.X1+2.X2+ ••• +n.Xn=n 

Wegen IAnl = + ISnl = -½ n! (Seite 154) folgt die Behauptung. 

Der Zyklusindex der Drehungsgruppe Z des regelmäßigen 
11 

n-Ecks lautet 

P(Zn) = -¼ L q.i(t) .x~n/t) 

tln 

q.i ist die Funktion von EULER (Seite 130) 

Beweis: Z wird durch o =(1 2 3 ... n) erzeugt: n 
2 n-1 z ={E:,o,o, ... ,o} n 

Wir wählen okE Z beliebig. Ist d = ggT(k,n), so erzeugen nach 

Seite 160 ok und öd dieselbe Ungergruppe von 

sind aber die Drehungen ok und öd vom selben 

Sei nämlich i E {1,2, ... ,n}, so gilt 

Z . Zusätzlich n 
Typus. 

i ~ öd ( i ) ~ (öd) 2 ( i ) .-+ . . . .-+ (öd) ( n/ d) ( i ) = ön ( i ) = e; ( i ) = i 

d.h. i gehört einem Zyklus von od der Länge ~ an. Da dies für 
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jedes Element i gilt, muß öd aus n/( ~) = d Zyklen bestehen. 

der Typus von öd ist eine Abfolge von d Zyklen der Länge ~ 
Da d = ggT(k,n), gilt k = k

1
d, n = n

1
d. Daraus ergibt sich weiter 

ök(i) = (öd)kt(i) 

d.h. die einem von ok erzeugten Zyklus angehörenden Elementei gehö

ren auch einem von öd erzeugten Zyklus an. Da nach Seite 160 auch 

ein Exponent a existiert, für den gilt:öd = (ök)a, folgt, daß die 

dem von öd erzeugten Zyklus angehörenden Elemente auch umgekehrt dem 

von ök erzeugten Zyklus angehören. D.h. ok und öd sind Permutationen 

desselben Typus. 

Wird d vorgegeben, so legt die Anzahl der k, welche der Beziehung 

d = ggT(k,n) genügen die Anzahl der Permutationen des gleichen Typs 

fest. Da diese Anzahl der k sich auch aus 1 = ggT( ~.~)ergibt, 

treten jeweils ,p( ~) (siehe Seite 160f) Permutationen desselben 

Typs auf. Wegen IZ 1 = n gilt daher n 

P(Zn) = + L ,p(~)x1n/d) 
dln 

Mit t n 
= ct d = ~ d.h. dln t:t tln folgt daraus die Behauptung. 

Der Zyklusindex der Diedergruppe des regelmäßigen n Ecks 

lautet 

n = 2m+l P(D
0

) = + [P<Zn) + x1x~] 
n = 2m P(Dn) = + P(Zn) + !, [x; + xix;-

1
] 

Beweis: Zu den Summanden des Zyklusindex der Drehungsgruppe P(Z) n 
treten noch die von den Spiegelungen herrührenden Summanden. 

1. n = 2m+l. Es kommen n Spiegelungen dazu. 

YN 
3( i ") n-1 

1 1 1 
1 1 

1 
.... 1 / 

'--;---"' 
m„1 m+-2 

Für die durch den Punkt 1 gehende 

Achse hat die Spiegelung den Typus 

(1)(2 n)(3 (n-1)) ... ((m+l) (m+2)) 

Daher lautet der entsprechende Summand 

des Zyklusindex 
m 

x1x2 
Da es n derartige Spiegelungen gibt und D

11 
insgesamt 2n Elemente 

umfaßt, gilt daher 
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2. n = 2m. 

a) Die Spiegelungen an Seitensymmetralen sind vom Typus 

3 n 

' 
/ 

I 

(1 2 )( 3 n )( 4 n-1 ) . . . ( m+ 1 ·m+2) 

Der entsprechende Summand des Zyklusin

dex lautet 
m 

x2 
Da es m derartige Spiegelungen gibt, 

treten folgende Summanden hinzu 
m m.x2 

b) Die Spiegelungen an den Diagonalen sind vom Typ 

3 
\ 

\ 1 / 

~ 
1 rru-1 

n-4 

' 

(l)(m+l)(2 n)(3 n-1) ... (m (m-1)) 

Der zugehörige Summand des Zyklusindex 

lautet 
2 m-1 

xlx2 
Da es m derartige Spiegelungen 

treten folgende Summanden hinzu 

2 m-1 m.x 1x2 

gibt, 

Da die Diedergruppe 4m Elemente umfaßt. 

Zyklusindex 

lautet daher der 

_1_ P( Z ) + _l_ [m xm + m x2xm-1J = _21 P( z2m) + 41. [xm2 + x21 xm2-1] 
2 2m 4m · 2 · 1 2 
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