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BEISPIELSAMMLUNG ZUR KOMBINATORIK

Eine Zeitung sucht drei Berichterstatter iiber 20 Kleinstidte.
Alle drei Berichterstatter sollen in derselben Kleinstadt woh-
nen. Die Zeitung annonciert in allen 20 Kleinstddten. Wieviele
Antworten muB sie erhalten, um sicher zu sein, daB mindestens
drei Bewerber in derselben Kleinstadt wohnen?

Wenn aus jeder Stadt zwei Zuschriften kommen, so sind es insge-
samt 40 Zuschriften. Erst bei mehr als 40 Zuschriften miissen
notwendig mehr als drei Zuschriften aus einer Stadt kommen
TUCKER S. 16

- . . < / e
Zu 15 PCs gibt es 10 Printer. MWK wi2GieleaPls manih g2 _

Triden ool WieAe to , damit im Be-
darfsfalle 10 PCs (oder weniger) drucken kénnen?

Verbinden wir den 1. Printer mit 5 PCs, so kénnen die restlichen
10 PCs nicht gleichzeitig drucken. Es muf als der |.Printer mit

6 PCs verbunden werden, sodaf insgesamt 60 Verbindungen ndtig

sind R
\\.\\/ ’//j‘
TUCKER S. 16 NV
LSRR < B B T o S o e 4
Die Zahlen von 1 —- 10 werden beliebig entlang einer Kreisperi-

pherie verteilt. Man zeige, daB die Summe dreler aufeinanderfol-

gender Zahlen mindestens einmal 2 17 sein muB

Die Summe aller Zahlen ist 1+2+3+ ... +10 = 55. Bilden wir alle
Tripel aufeinanderfolgender Zahlen, so kommt jede Zahl in genau
drei Tripeln vor. Widre die Summe jedes Tripels h&échstens 16, so
wiirde die Summe der mdglichen 10 Tripel nur 160 ergeben. Es muf
daher mindestens ein Tripel die Summe 17 aufweisen.

TUCKER S. 17

Ein Professor erzidhlt in jedem Jahr in seiner Vorlesung drei
Witze. Wie umfangreich muB sein Witze — Repertoire sein, wenn er

in 12 Jahren niemals genau dieselben drei Witze wiederholt?

Es muf insgesamt mindestens 12 verschiedene Tripel von Witzen
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geben:
3 Witze 4 Witze S Witze 6 Witze

(123) (124) (125) (126)

(13 4) (135) (136)
(234) (145)
(235)
(245)
(345)

Gesamtzahl der Witze 1 4 10 mehr als (2

Es sind also mindesten 6 Witze notig
Andere L&6sung: n ... Anzahl der Witze

n n n(n-1)(n-2) _
(3) 2 12 Ist nun (3) 1.2.3 = {2
3 2

n"-3n“+2n-72

12, so folgt

0> n= 35,2403 » n 2 6

5. Wieviele Ergebnisse kann man beim Wurf
a) zweler verschiedener Wirfel (oder beim zweimaligen Wurf ei-
nes Wiirfels , wobel es auf die Reihenfolge der Ergebnisse an-
kommt )
b) zweier gleicher Wirfel erhalten?

a) 6.6 = 36 Moglichkeiten (Anzahl der Abbildungen der Menge

{1,2} in die Menge {1,2,3,4,5,6})  (drx=Zy /"o i3 & evlas Zre
b) Wenn beide Wiirfel gleich sind, kommt es auf diéLﬁéTﬁé;folge

der Ergebnisse nicht an, sondern nur auf deren Werte

Experimentell

11 22 33 44 55 66 )
12 23 34 45 56

13 24 35 46

14 25 35

¢ 1insgesamt 21 Mdglichkeiten

1S 26
16 /
239 = 4+¢x1-z4xm¥-5wxz*"'
Rechnerisch (A+%+X

: i 2 ' > I ‘ I > l 6 g?gighberechtigte Wirfe
Daher
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t
ST = (Z) = 21 Mdglichkeiten

EISEN S. 37 und 8

6. Wieviele ”Wérter” von zwel Buchstaben kann man aus einem Alpha-
bet von 26 Buchstaben bilden, wenn
a) beide Buchstaben verschieden sind

b) auch zweimal derselbe Buchstabe auftreten kann?

a) 26.25 = 650 Worter
b) 26.26 = 676 Worter
EISEN S. 8

7. Auf wieviele Arten kénnen vier verschiedene Briefe in vier ver-—

schiedene (unterscheidbare) Couverts gesteckt werden?

4.3.2.1 = 24 Méglichkeiten

EISEN S.8

8. Wieviele verschiedene Ergebnisse sind beim Werfen von 100
a) verschiedenen
b) gleichen
Wirfeln méglich?

100 717

a) 6 = 6,533186235.10 Méglichkeiten

b) 1 l 2 l 3 I 4 I S l 6 Augen
. . ««ss Gleiche Wirfel

(IgSJ - ~g%%§%7 = 96 560 646 Méglichkeiten
EISEN S. 9

9., Auf wieviele Arten kénnen zwel Gewinne an 30 Personen verteilt
werden,wenn
a) eine Person nur einen Preis erhalten kann

b) eine Person auch zweimal gewinnen kann?

a) 30.29
b) 30.30
EISEN S. 10

870 Moéglichkeiten
900 M6glichkeiten

]




BEISPIELSAMMLUNG ZUR KOMBINATORIK 4

10.

11.

12.

13.

14.

6
(eIX+ZIX +dlx +v1x +flx +slx ).(e2x+22x

Auf wieviele Arten kdénnen ein rechter und ein linker Handschuh,
die nicht zusammengehéren, aus 10 Paaren verschiedener Hand-

schuhe ausgewidhlt werden?

10.9 = Méglichkeiten

Auf wieviele Arten kann je ein Vokal und ein Konsonant aus dem
Wort PRIMZAHL ausgewihlt werden?

Es gibt 2 Vokale und 6 Konsonanten 2.6 = 12 Mbglichkeiten
EISEN S.

Gegeben sind finf Karten mit der Beschriftung 1,2,3,4,5. Wievie—
le dreistellige Zahlen kann man durch Nebeneinanderlegen von je
drei Karten bilden?

V5
5.4.3 = 60 Mdglichkeiten (77
ci03! Kol K st
2t 3! oyl el
Ein Schuhgeschidft hat Schuhe in 24 Faconen. Jede Facon ist in 12

Lingen, 4 Breiten und 6 Farben erhdltlich. Wieviele verschieden-

%
=l X
:4r7.im.2.g~b

artige Schuhpaare gibt es?

24.12.4.6 = 6912 Méglichkeiten

Auf wieviele Arten kann man

a) die Summe 6 oder 9 beim Werfen von zwel verschiedenen Wirfeln
erhalten?

b) auf wieviele Arten eine gerade Summe?

a) Experimentell

145 = 6 ) 3+6 = 9 )

244 = 6 445 = 9 L

343 = 6 + 5 Moglichkeiten  S+4 = 9 4 Méglichkeiten
442 = 6 6+3 = 9 %

5¢1 = 6 ]

Insgesamt also 5+4 = _9 Moéglichkeiten

Erzeugende Funktion
Aufzihler:
2 3 4

2 3 4 S 6

S -
+d2x +v2x +f2x +s2x ) =
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5

2 3 4
e 85X +(e122+zle2)x +(e1d2+zlzz+dle2)x +(elv2+zld2+d122+vle

5
p)x 7+

6 7
+€EJf2+zlv2+d1d2+vlzz+fle2}x +(els2+zlf2+d1v4+v1d2+f1zz+sle2)x +

S Méglichkeiten

8 9
+(z152+dlf2+vlv2+f1d2+slz2)x +$d152+v1f2+f1v2+sld2?x +

4 Mbglichkeiten

10 11 12
+(vlsz+flf2+slv2)x +(f152+s1f2)x +sls2x

Insgesamt daher S5+4 = 9 Méglichkeiten

Vereinfachter Aufz&hler:

2 3 4 S

(ex+zx“+dx"+vx +fx 3

4

+sx6)2 = e2x2+2ezx +(2ed+zz)x

+(d242ef+2vz) xC4+ (2dvi2es—202)x 4+ (v2+2df+252) x5O+ (2ds+2£v)x 0+
L J . | I
5 Moglichkeiten 4 Mdglichkeiten

10 11, 212

+(f2+25v)x +2fsx” "+s7x
Daher wieder insgesamt 5+4 = 9 Moglichkeiten

Abzahler

(x+x2+x3+x4+x4+x6)2 =

x2+2x3+3x4+4x5+5x6+6x7+5x8+4x9+3x10+2x11+x12

Wieder 5+4 = 9 Moéglichkeiten

Andere Berechnung:

x2(1+x+x2+x3+x4+xS 2 = xz( i

[ 1) @©
x2(l—2x6+x12) §: (i+%-l]xi = (x2—2x8+x14) E: (Iri]xi
i=0 i=0
@©
- E: (1+i)(x2+i—2x8+i+x14+i)

i=0

6 2
= ] - 2(1-x6)2 L
(1-x)

+(2zd+2ev)x o+

(%)

Fiir die Exponenten und deren Koeffizienten muf der Reihe nach gelten

241 = 6 2 i = 4 Koeffizient ist 5
24i = 9 8 i =7 Koeffizient ist 8 }
841 = 9 % i = 1 Koeffizient ist —4 J 874= 4

Summe der Koeffizienten  4+5 =_9 wie oben

b) Experimentell:
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1+1 242 3+1 4+2 5+1 6+2 )
1+3 2+4 3+3 4+4 S+3 6+4 $ 18 Méglichkeiten
1+5 2+6 3+5 4+6 5+5 6+6 J

Durch Uberlegung:

1.Wiarfel ... 3 Moglichkeiten fiir ungerade Augenzahlen ] 3.3 =09

2.Wirfel 3 M6glichkeiten filir ungerade Augenzahlen f MégliChkéi¥EB~WM
1.Wirfel ... 3 M6glichkeiten fiir gerade Augenzahlen 3.3 =9

2.Wirfel 3 Msglichkeiten fir gerade Augenzahlen Méglichkeiten

Zusammen daher 9+9 = 18 M&6glichkeiten

Erzeugendes Polynom:

Summe der Koeffizienten der Potenzen von (x) mit geradzahligem
Exponenten ergibt
143+5+5+3+1 = 18 Méglichkeiten
) 4 \ 2. A C/(/(véy/
- PR lmwm;
15. VjevieleZanQm~Mnélvﬁbxﬂu&m%wﬁann man aus den Ziffern 1,2,3,4
bilden,wenn keine Ziffer mehrmals auftritt?

einziffrig 4 = 4 Mbdglichkeiten
zweiziffrig 4.3 = 12 ”
dreiziffrig 4.3.2 = 24 ”
vierziffrig 4.3.2.1 = 24 ?
zusammen 64 Moglichkeiten
EISEN S. 10

16. Es gibt genau vier verschiedene Wege von A nach B und drei von B
nach C. Ferner gibt es zwei Wege direkt von A nach C. Auf wie—
viele Arten kann man Rundreisen von A nach C und wieder zuriick

machen?

Von A iber B nach C ... 4.3 = 12 Mdglichkeiten
Von A direkt nach C ... 2 Mdglichkeiten

Fiir die Hinreise gibt es also 14 Méglichkeiten

Da es ebensoviele Mdglichkeiten fir die Riickreise gibt,

existiern insgesamt
14.14 = 196 Méglichkeiten

EISEN



BEISPIELSAMMLUNG ZUR KOMBINATORIK 7

17.

18.

Auf einem Bicherbrett stehen 6 spanische, 7 franzésische und 8
englische Biicher. Auf wieviele Arten kann man zwel Biicher in

verschiedenen Sprachen herausgreifen?

spanisch - franzdésisch 6.7 = 42 Méglichkeiten
spanisch - englisch 6.8 = 48 Moglichkeiten
franzdsisch - englisch 7.8 = 56 M6glichkeiten

Insgesamt 146 Moglichkeiten
TUCKER S. 28

Gegeben ist der Buchstabenvorrat a,b,c,d,e,f.

a) Wieviele Wérter mit drei Buchstaben kénnen gebildet werden,
wenn Buchstabenwiederholungen gestattet sind?

b) Wieviele Worter mit drei Buchstaben ohne Buchstabenwieder-—
holung?

¢) Wieviele Wérter mit drei Buchstaben ohne Buchstabenwiederho—
lung, welche den Buchstaben e enthalten?

d) Wieviele Worter von drei Buchstaben ohne Buchstabenwiederho-—

lung enthalten e oder f (oder beides)?

a) Jede der drei Stellen kann durch einen der sechs Buchstaben

besetzt werden:
6.6.6 = 216 Mdglichkeiten

Erzeugende Funktion: Jedes der 6 Objekte kann mehrfach auftre-

ten, wobei die Reihenfolge eine Rolle spielt

e}
2 3 6 .od
X X X 6x i x
( 1+ Tt 57Tt 37 + ...) = & = }: 6 ST
i=0

Fiir den Exponenten i = 3 folgen 63 = 216 MBglichkeiten
b) An der ersten Stelle gibt es 6, an der zweiten 5 und an der

letzten 4 Besetzungsmdglichkeiten:

6.5.4 =120 Mdéglichkeiten

Erzeugende Funktion: Jeder Buchstabe kann nur einmal auftreten,

aber die Reihenfolge ist zu beriicksichtigen:

6 .
6)., x
e Eof =) (e

i=0
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Fir i = 3 ergeben sich fiir den Koeffizienten von

(g).sz = 120 M&glichkeiten

c) Wir entfernen zunidchst e und bilden alle zweibuchstabigen
Worter ohne Wiederholung:

S.4 = 20 Méglichkeiten
Da e an einer von drei Stellen stehen kann, gibt es

3.20 = 60 Moglichkeiten

Erzeugende Funktion:

5 :
1
3.(1+ —’i;— =3Z Ux'——-—= Zs.(?)u{%—

i=0

i
Fir i = 2 ergeben sich flir den Koeffizienten von '%T‘

3.@.2: = 60 Mdglichkeiten

Anderer Ansatz der erzeugenden Funktion

2 3 4 S 6

S 410.31, 3 +10.41. F 4551 T +6!.

5

x.(1+ = x+5.2¢%.

X _
1!
3

Wieder ergibt der Koeffizient von -%r-den Wert 10.3! = 60
d) Wir bilden alle Worter ohne e und ohne f. Da nach Entfernung
von e und f nur mehr 4 Buchstaben verbleiben, gibt es

4.3.2 = 24 MBglichkeiten ohne e und f
Da es nach b) insgesamt 120 Mdéglichkeiten liberhaupt gibt, ver-—
bleiben
120 -24 = 96 Moglichkeiten

Andere Uberlegung:

Worter ohne e (mit f) ... 3.(4.3) 36 Mbglichkeiten

Worter ohne f (mit e) ... 3.(4.3) 36 Mdoglichkeiten

Bei den Worter mit e und f setzen wir e zunidchst an eine von 3
Stellen. Dann bleiben fiir f noch 2 Stellen. Filir den dritten
Buchstaben gibt es dann noch 4 Méglichkeiten

Worter mit e und £ ... 3.2.4 = 24 Moglichkeiten

Insgesamt findet man wieder 36+36+24 = 96 Moglichkeiten



BEISPIELSAMMLUNG ZUR KOMBINATORIK 9

Erzeugende Funktion: Da e oder f oder (e und f) auftreten, lau-

tet der erste Faktor des Aufzidhlers

(e+f)x+efx2
Mit e = f = 1 lautet daher der AbzAhler
2 3 4 5 6
(2x+x2) (1+x)4 = 2x+9.21. Er+16.31. S +14.41. Fve.st, Eovet. 2

3
Der Koeffizient von 3y~ ergibt wieder 16.3!

= 96 Moglichkeiten

19. Auf wieviele Arten kann man mit zweli verschiedenen Wirfeln eine

durch drei teilbare Augenzahl erwiirfeln?

1. Experimentell:

3 = 142 = 241 2 Méglichkeiten
6 = 145 = 244 = 343 = 442 = S5+| S Moéglichkeiten
9 = 346 = 445 = S+4 = 6+3 4 Méglichkeiten
12 = 6+6 1 Méglichkeit
Zusammen 12 Moglichkeiten

2. Erzeugende Funktion

(x+x2+x3+x4+x5+x6)2 = x2+2x3+3x4+5x6+6x75x8+4x9+3x10+2x11+x12

Die Summe der Koeffizienten der Potenzen mit durch drei teilba-

ren Exponenten ergibt
2+5+441 = 12 Moéglichkeiten

TUCKER S. 30

20. Wieviele vierziffrige Zahlen
a2l mit Ziffernwiederholung
b) ohne Ziffernwiederholung
die durch 4 teilbar sind, kann man aus den Ziffern 1,2,3,4,5
bilden?

Eine durch vier teilbare Zahl hat die Eigenschaft, daf die aus
den beiden letzten Ziffern gebildete Zahl durch vier teilbar
ist. Es kommen daher nur folgende M&Gglichkeiten in Frage

a) ++12 ++32 ++52 «e24 ++44 S Méglichkeiten

bei jeder dieser Mdglichkeiten kann an jede der beiden freien
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Stellen eine der gegebenen S5 Ziffern gesetzt werden. Daher

5.(5.5) = 125 Mbglichkeiten
b) --12 <32 «+52 <24 4 Mbglichkeiten
4.(3.2) = 24 Moglicheiten
TUCKER S.32

21. a) Wieviele n-stellige bindre Zahlen enthalten eine gerade An-

zahl von Nullen (0 gilt als gerade Zahl, fithrende Nullen zuge-
lassen)?

b) Bei wievielen n—-stelligen quaterndren Zahlen ist die Summe
der Anzahlen der in ihnen enthaltenen Nullen und Einsen gerade?
¢) In wievielen n-stelligen quaternidren Zahlen tritt die Null
eine gerade Anzahl von Malen auf?

d) In wievielen n-stelligen quaternidren Zahlen tritt sowohl die

Null als auch die Eins eine gerade Anzahl von Malen auf?

a) Insgesamt gibt es 2™ binire Zahlen, da jede der n Stellen mit

Null oder Eins
Wir betrachten
(n-1)-stellige

wir als letzte

belegt werden kann.
nun die 2n“1(n—1)—ste11igen Zahlen. Enth#lt eine
Zahl eine ungerade Anzahl von Nullen, so filigen

Stelle eine 0 hinzu.

Enthidlt eine (n-1)-stellige

Zahl bereits eine gerade Anzahl von Nullen, so fiigen wir eine |

MQ?z MMNMW

leny als es (n-1)-

als letzte Stelle hinzu.
Es gibt also soviele binire n-stellige gw
stellige bin&dre Zahlen gibt.

Es gibt 2n—l n-stellige bindre Zahlen mit gerade Anzahl von

Nullen

Andere Methode:

0 kommt nicht vor ... [ ) Méglichkeiten

=3

0 kommt 2mal vor ... ( ) Méglichkeiten

(S Re]

0 kommt 4mal vor ... (2) Méglichkeiten

-------------------------------------------

(6)+6)-(3)+ ()

Mdglichkeiten insgesamt
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o= (o -
vt - QOB E e

(3]+(f21]+(2)+ .. = 2" Muolichkeiten

b) Es gibt 4" quaternire Zahlen. Wir betrachten die (n-1)-

n=1 pabei existieren folgende Mdg-

stelligen. Davon gibt es 4

lichkeiten

1. Die Zahl enth#lt bereits eine gerade Anzahl von Nullen +
Einsen. Wir erginzen die Zahl durch 2 oder 3.

2. Die Zahl enthilt eine ungerade Anzahl von Nullen + Einsen.
Dann kann man durch Hinzufigen von O oder 1 die Summe begra-
digen.

Aus jeder der 4n—1 {n-1)-stelligen quaterniren Zahlen kann man
auf 2 Arten eine n-stellige quaternire Zahl herstellen, bei der

die Summe der Nullen und Einsen gerade ist. Davon gibt es also

2,471 -5—4“ Moglichkeiten

Andere Lo6sungsmoglichkeit

1 und 0 treten nicht auf. Dann kénnen 2 und 3 auf

2n Arten

auf die vorhandenen n Stellen verteilt werden.

1 und 0 treten an 2 Stellen auf. Fur die Auswahl dieser 2 Stel-
len gibt es (g) Méglichkeiten. | und 0 kdnnen auf 22 Arten auf

n-2

diese Stellen verteilt werden, wdahren 2 und 3 auf 2 Arten auf

die verleibenden n-2 Stellen verteilt werden kdnnen:

22.2“'2.(‘2’] = 2“(2] Méglichkeiten
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1 und O treten an 4 Stellen auf:

24.2n—4.(2) = 2n[2) Méglichkeiten usw.

Daher insgesamt,bei Berilicksichtigung des Ergebnisses von a)

n{n n{n nfin _ an|In n n _ s ,n—-1 _
ef)en)en @ o = 2o () -] - 2t -
p2n-1 -%~.22“ = —%—.4“ M&glichkeiten
c) 1. 0 tritt nicht auf 3™ Moéglichkeiten

2. 0 tritt 2mal auf. Da dies an

(n) Stellen eintreten kann, gibt es 3n—2(n) Méglichkeiten

2 2
3. 0 tritt 4mal auf 3““4(2) Moglichkeiten

--------------------------------------------------------------

Insgesamt daher 3n(8)+3n—2[;]+3n—4(2)+3n—6(2)+ ...M6glichkeiten

Nun ist

n _ ,n{n n-1{n n-2{n n-3(n n-4(n S ¢
(3+1)7 = 37| +3 1]*3 2] 3 3] +3 alt = 4
(3-1H)" = 3n(3)_3n-1[?)+3n—2(g]_3n—3(g]+3n—4(2)+ _ oD

2[3“(3)+3“‘2[g)+3“'4(2)+ . ] = 4%2"
{

4%+2™] Msglichkeiten

Andere Uberlegung: Wir teilen die Menge der 4" quaterniren Zah-

len in zwei Gruppen:

1. Gruppe: 2™ Zahlen, die ausschlieBlch aus 2 und 3 bestehen
(gerade Azahl von Nullen!)
2. Gruppe: Diese Zahlen enthalten neben 2 und 3 auch {1 und 0.
Diese Gruppe umfapft demnach 4%-2" Zahlen. Wir betrachten eine
dieser Zahlen

‘23n..332...22..32.!

n Stellen
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An Stelle der Punkte haben wir uns irgend eine Verteilung von 0
und 1 zu denken. Jeder festen Verteilung von 2 und 3 (z.B. wie
oben) entspricht daher eine Menge von binidren Zahlen, von denen

nach a) genau die Hilfte eine gerade Anzahl von Nullen aufweist.

Daher gibt es in der 2.Gruppe —%—[4“—2n] Zahlen mit gerader An-
zahl von Nullen.
In beiden Gruppen zusammen gibt es daher

1 n_,n,.,n _ 1 n ,n ,n=-1 _ 1
5 [47-271+27 = —-47427-2 = 5

L

n,,n—-1 _
5 47+2

a2 ooy = +

-%—[4“+2n] M&glichkeiten

d) Vorbemerkung: in einer biniren n-stelligen Zahl k&énnen nur

dann 0 und 1| beide geradzahlig auftreten, wenn n gerade ist.

Behauptung: Bei geradzahligem n hat genau die Hialfte der n-

stelligen bindren Zahlen die Eigenschaft, daB 0 und 1 beide

geradzahlig auftreten.

Beweis: Wir stellen eine Bijektion zwischen jenen binidren Zahlen
her, in denen 0 und 1 je geradzahlig auftreten (paarige Zahle),
und jenen biniren Zahlen, in denen 0 und 1 je ungeradzahlig auf-
treten (unpaarige Zahlen).

Es sei die letzte Ziffer der paarigen binAren Zahl eine 0 (1).
Streichen wir diese weg und ersetzen sie durch eine 1 (0), so
entsteht eine unpaarige Zahl. .

Ist umgekehrt die letzte Ziffer einer unpaarigen binAren Zahl
eine 0 (1), so ergibt sich durch Ersatz durch 1 (0) eine paarige
Zahl.

Nun wissen wir aus b), daB es _3_4n quaternidre Zahlen gibt, in

2
denen 0 und 1 zusammen in gerader Zahl auftreten. Wir entfernen

daraus die 2% quaternidren Zahlen, die nur 0 und | enthalten. In

die verbleibenden —;—-4“-—2n quaternidren Zahlen vom Typus

23«0e0332+04224¢320s
sind dann binidre Zahlen mit gerader Stellenzahl eingesprengt.
Die Halfte dieser bindren Zahlen ist paarig, sodaB zusammen mit
den 2" quaterniren Zahlen ohne 1 und 0 die gesuchtg Anzahl be-

tragt
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_%_[_%_4“-2n]+2n = -%74n+-%~2n = 47190 ysetichkeiten

Andere Methode:

1. Wir trennen zundchst wieder die o0 quaternaren Zahlen ab, die
nur 2 und 3 enthalten.

2. Wir konstruieren quaternidre Zahlen mit je gerad zahligen An-

zahlen von 0 und 1, indem wr von den n Stellen eiﬁe gerade An-
zahl 2i wegnehmen. Das ist auf (gi] Arten méglich. Von diesen 2i
Stellen besetzen wir 2j Stellen mit O, die restlichen mit 1{.

Dies ist auf (g;) Arten mbglich, also bei fesﬁ% i und j auf

Arten. Die restlichen n-2i Stellen besetzen wir auf 2 Arten mit
2 und 3. Insgesamt gibt es demnach

(31 5;
), ) ) -
i=1 j=0
(31 2i (51
263 6] - 26 (666 -]
B = = | 22i”1 wegen a) |
(51 5

e o) - e e

Fiigen wir die unter Punkt 1. weggenommenen 2 Mdglichkeiten hin-

oD

zu, so gilt

2n n n
p20=2_pn=1 ,n _ 27 o=l 4y . 4, 2 _
22 4 2
= 401,01 Moglichkeiten

LIU S. 7
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22.

23.

24.

25.

Wieviele ”"Wérter” mit drei Buchstaben kann man ohne Buchstaben— \Y/
wiederholung aus dem Vorrat a,b,c,d,e,f,g,h bilden, wenn der e\
Buchstabe e

a) stets

b) nie vorkommt?

1 . z
oo STk sl B eB 2 S
a) e kann an 1., 2. oder 3. Stelle stehen xﬂ“;fﬁ*iiiﬂ@ 1! x

3.7.6 = 126 Mbglichkeiten

-

b) 7.6.5 = 210 Mdglichkeiten (s %) =/

Wieviele gerade dreistellige Zahlen mit verschiedenen Ziffern

gibt es?

Die letzte Ziffer muB 0 oder eine gerade Zahl sein.
Wenn die letzte Ziffer O ist, kann an den beiden ersten Stellen
je eine der Ziffern 1,2,3,...,9 stehen:
9.8 = 72 Méglichkeiten
Steht an der letzten Stelle eine gerade Zahl # 0 (also eine der
4 Zahlen 2,4,6,8), so kénnen an der 1. Stelle 8 Zahlen (ohne 0),
an der 2. Stelle wieder 8 Zahlen (diesmal mit 0) stehen:
4.8.8 = 256 Moéglichkeiten

Insgesamt also

72+256 = 328 Moglichkeiten

EISEN S. 16

Auf viele Arten kdnnen 10 Mann in einer Reihe aufgestellt wer-

den, wenn drei best%mne Leute stets nebeneinader stehen sollen?

Die drei bestimmten Leute kénnen auf 3! Arten nebeneinander auf-
gestellt werden. FaBt man sie dann als ein Element auf, so gibt
es noch zusammen 8 Elemente, die in einer Reihe angeordnet wer-

den kdnnen

.--o(coo)-..

318! = 241920 Moglichkeiten

EISEN S. 16

Auf wieviele Arten kénnen 7 Perlen mit verschiedenen Farben Ly

zu verschiedenen Halsbindern angeordnet werden?
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26.

27.

28.

29.

Da man das Halsband verdrehen kann, 138t sich eine bestimmte
Farbe stets an eine bestimmte Stelle bringen. Die restlichen 6
Perlen lassen sich dann auf 6! Arten anordnen. Spiegelt man ein
Halsband an einer Geraden, so ist die Anordnung zwar verschie-
den, aber die neue Anordnung wir nicht als verschieden angese-
hen. Daher

-gi— = 360 verschiedene Halsbidnder

Auf wieviele Arten kénnen 5 Herren und 4 Damen in einer Reihe
gesetzt werden, sodaB stets eine Dame zwischen zwel Herren
sitzt?

HDHDHDHDH
Die Herren kénnen auf 5!, die Damen auf 4! Arten auf ihre Platze
gesetzt werdep:
S!4! = 2880 Moglichkeiten

EISEN S. 18

An einer Bahnstrecke legen m Stationen. Wieviele Fahrkartentypen
miissen gedruckt werden, damit man von jeder Station zu jeder an-
deren fahren kann?

m(m—1) Typen

EISEN S. 18

Jeder Tag werde als sonnig, verregnet oder bewdlkt beschrieben.
Nach wievielen Jahren spitestens muB sich die Wetterbeschreibung
einer ganzen Woche wiederholen?

Fiir jeden Tag gibt es drei Mdglichkeiten, innerhalb eine Woche

daher 37 Méglichkeiten. Da ein Jahr S2 Wochen hat, muf8 sich die
Bescheibung einer Woche innerhalb

37

=3 = 42,0577 Jahre = 42 Jahre 3 Wochen wiederholen

EISEN S. 19

Wieviele Mé6glichkeiten gibt es, durch sechsmaliges Werfen eines
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30.

Wirfels eine Serie zu erhalten, in der einmal ”1”, dreimal 75”

und zweimal 76" aufscheint?

Die sechs Wirfe sind mit den Elementen 1,5,5,5,6,6 zu belegen

6!

T 60 Moglichkeiten

TUCKER. 48

a) Wieviele Zahlen zwischen 100 000 und 1 000 000 enthalten bloB
die Ziffern 3,5 und 7°?
b)Welchen Bruchteil der in al) bestimmten Anzahl bilden die

Zahlen, die je zwei 7”37 ,75” 77" enthalten?

a) Jede der sechs Stellen kann mit 3,5 bzw. 7 besetzt werden

6

37 = 729 Modglichkeiten

b) Die sechs Stellen werden durch je 2 gleiche Ziffern besetzt

fj?%%jy- = 90 Mo6glichkeiten
Daher
20_ - 0,123s 12,35 % aller Zahlen
729 ’ “« s .

TUCKER S. 48

31.

Wieviele Moglicheiten gibt es, jeweils eine von drei Personen an
sechs verschiedenen Tagen einzuladen, sodaB keine Person mehr

als dreimal geladen ist?

1.L6sungsweg:

1. Eine Person wird 3mal, eine 2mal, eine Imal eingeladen

1
AAABBC  SAIERE g s

Da diese Aufteilung unter die drei Personen auf 3! Arten méglch

ist, gibt es

6!

YT = 360 Moglichkeiten

2. Jede Person wird 2mal eingeladen

6!

STt = 90 MSglchkeiten

AABBCC

3. Eine Person wird ilibergangen
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6!

AAABBB 3137 = 60 Mdglchkeiten

Da jede der drei Personen libergangen werden kann, gibt es

3. 60 Mdglichkeiten

3131

Insgesamt gibt es demnach
360+90+60

510 Mdéglichkeiten

2. Losungsweg: Erzeugendes Polynom. die Exponenten stellen die

Anzahl der Einladungen dar.

2 353 2 3 4
X X X 9 X 9 X 13
(1+ T 3Tt 3 ) = 3x+ 5= .21, T+ - .3 g v .4:.~—-—j! +
S 6 7 8
7 y X 17 , X S y X 1 X 1
*r Stooyrt S 6.t S TS5t 5 8ttt S 9 T
<6

Dem Koeffizienten von -3 entnimmt man
17 , .oy .
?r—.é. = 510 Méglichkeiten

32. Ein Komitee von k Personen soll aus einer Kandidatenmenge von 7
Frauen und 4 Mannern gebildet werden, wenn gilt
al k = 5, das Komitee soll aus drei Frauen und 2 Minnern beste-
hen.
b) k sei beliebig. Es missen aber stets gleichviele Frauen und
Manner dem Komitee angehéren
c) k = 4, mindestens zwel Frauen gehdéren dem Komtee an
d) k = 4, ein Mitglied muB8 Herr A sein
e) k = 4, Herr A und Frau B dirfen nicht gleichzeitig dem
Komitee angehdren
f) k = 4, das Komitee besteht aus 2 Mannern und 2 Frauen, aber
Herr A und Frau B diirfen nicht gleichzeitig dem Komitee

angehdren.

a) Wir wiahlen 3 Frauen aus ... (3) 35 Méglichkeiten

]

Wir wiahlen 2 Minner aus ... (g) 6 Mdglichkeiten



BEISPIELSAMMLUNG ZUR KOMBINATORIK 19

Zusammen daher 35.6 = 210 Méglichkeiten
b) k kann die Werte 2,4,6,8 annehmen, da maximal 4 Manner dem

Komitee angehdren kénnen. Daher insgesamt

DGO @D @)1 - 220 meatichesten

c) Die Zusammensetzung kann sein 2F+2M, 3F+iM,4F. Daher

(Z][§)+(Z][f)+(3)(g] = 301 Msglichkeiten

d) Da Herr A ein Mitglied sein muf, kann man nur mehr unter den

restlichen drei Miannern wihlen. Wegen k = 4 gibt es daher die
Méglichkeiten: 3F, 2F+1iM, 1F+2M, 3M

(g)(g)+(g)(f)+(2)(g]+[g)[§) = 120 Méglichkeiten

aus den verbleibenden 10 Kandidaten sind beliebige 3 zu widhlen

oder

(;0) = 120 Mdglichkeiten

e) Es gibt folgende Fille
1. A ja, B nein: 3M, 2M+!F, IM+2F, 3F

(3)(3)+(§)(?)+(?)(S)+(3][§] = 84 Mdglichkeiten

oder

Auswahl von 3 beliebigen Kandidaten aus den verbleibenden 9

(g] = 84 Mglichkeiten

2. A nein, B ja: 3M, 2M+1F, 1M+2F, 3F. Wie unter e):
84 Moglichkeiten
3. A nein, B nein: 4M nicht méglich, 3M+iF, 2M+2F, IM+3F, 4F

B (E+QE+()(8)+() () - r2soaricnesten

daher zusammen 84+84+126 = 294 Mdéglichkeiten

oder
Wir bilden alle (i‘) = 330 Mdglichkeiten fiir ein 4-

Personenkomitee und ziehen die verbotenen (g) Méglichkei~-
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ten, daf3 namlich A und B gemeinsam dabei sind, ab

(31]_(3} = 330 - 36 = 294 Moglichkeiten

f) 1. A ja, B nein: IM+1F

()E)

2. A nein, B ja: 2M+1F

B

3. A nein, B nein, 2M+2F

45 Mdglichkeiten

ft

18 Moglichkeiten

2) (2

(3)[6} = 45 Msglichkeiten

Insgesamt daher 45+18+45 = 108 Méglichkeiten

oder
Von allen MBglichkeiten eines (2M+2F)-Komitees sind jene

abzuziehen, in denen A und B gleichzeitig anwesend sind

(Z)(g)-(f](?} = 108 Mdglichkeiten

Lésungen mit erzeugendem Polynom

Jede der 7 Frauen fl""’f7 und jeder der 4 MAnner My,...,M,
kann gewdhlt werden oder nicht gewdahlt werden. Daher lautet der
Aufzihler:

(l+f1x)(l+f2x)...(1+f7x)(l+f1y)...(1+f4y)

Da die beteiligten Personen nicht nur durch ihre individuellen
Namen fi bzw. mj, sondern auch durch ihr Geschlecht unterschie-
den werden, ist es erforderlich, auch die Unbestimmten mit x und
y zu benennen.

Da bei der voliegenden Fragestellung nicht zwischen den ver-
schiedenen Frauen und Mannern unterschieden wird, kénnen wir

f, = ... = f7 = f

m = ... =m, =m0

setzen. Der Aufzidhler lautet daher

(1+fx)7(1+my)4

Zum Abz&hler gelangen wir, wenn wir



BEISPIELSAMMLUNG ZUR KOMBINATORIK 21

f = m=1
setzen. Der Abzidhler lautet daher
7 4 7 4
anolan® = ) () ()= ) ) () ()Y
i=0 j=0 i=0 j=0
i ... Anzahl der Frauen, j ... Anzahl der MAnner

Achtung: Es wdre falsch fir Mdnner und Frauen dieselbe Unbe-
11

stimmte x zu verwenden. da dann im Abzihler (1+x) kein Unter-
schied zwischen Mannern und Frauen gemacht wlirde.
a) i =3, j = 2. Von der Doppelsumme gilt nur der Koeffizient

() (3) =20

b) Es muB stets i = j gelten, wobei | £ 1 = j 5 4 ist.

300 - 00-00-00-0E -2

%Z: C’] (4:} N

i=

C) &)+ G (1)+(3) (6) =2

d) i+j = 3 # j = 3-i. Es gibt nur mehr 3 Minner zur Auswahl

3
). (62) - () E-CE-EE)G)E) -2
i=0
e) Die Tatsache, daB A und B nicht gleichzeitig gewidhlt werden
kdnnen, driickt sich im Aufzadhler durch den Faktor
1+Bx+Ay
aus. Im Abzdhler tritt daher der Faktor
I+x+y n,
auf. Von den restlichen 6 Frauen und 3 Médkrn kann aber eine be-
liebige Auswahl getroffen werden.
Der Abzdhler lautet daher

6
(L+x+y) (1) C (1493 = (Lexey) Z
=0
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=

i

33.

6

). 2 ()G

=0 j=0 i

[\/ju
e

5, g1 -5 5 e

i=0 i=0 j

In jeder dieser Doppelsummen muf die Summe der Exponenten gleich
4 sein

Erste Doppelsumme: i+j = 4 3 j = 4-i 3

5002 HR-00-9R-OR-O0) -2

In der 2. und 3. Doppelsumme gilt beidemale i+j+1 = 4 3 j = 3—i

2 5 002 - (B OR-HE-GE) -

f) Hier liegt derselbe Aufzdhler vor wie in e), nur sind jetzt

die Exponenten von x und y immer i = j = 2. Daher ergeben sich

) )+ G)+ () () = aee

Wieviele Zahlen 15xs1000 enthalten die Ziffer 17

die Summanden

1. Methode
Zahlen mt einer 1: | kann an einer von drei Stellen stehen, widh-
rend an den beiden anderen Stellen je eine der Ziffern 0,2,...,9

stehen kann:

3.92 = 243 Moglichkeiten

Zahlen mit zwei 1: Die beiden 1 kann man auf (g] Arten auf zwei

der Stellen setzen, wiahrend an der dritten Stelle 0,2,...,9 ste-

hen kann:

2
Zahlen mit drei 1: Es gibt nur 111:
1 M6glichkeit
Zuletzt kommt noch 1000 dazu, daher insgesamt
243+27+1+1 = 272 Moglichkeiten

(3).9 = 27 Moglichkeiten
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2. Methode:

Wir ziehen von den insgesamt 1000 Zahlen 000<x<999 jene ab, die
keine Eins enthalten. Bei diesen Zahlen ist jede Stelle mit
0,2,...,9 besetzt, d.h. es gibt

93 = 729 Zahlen ohne Eins

von denen noch 000 abzuziehen ist, sodaf insgesamt 728 Fille

{ibrig bleiben. Daher
1000-728 = 272 Moglicheiten

LIU S.6

34, In wieviel n-stelligen quaterniren Zahlen tritt
a) die Ziffer Null iiberhaupt nicht auf?
b) die Ziffer Null genau einmal auf?
c¢) die Ziffer Null genau zweimal auf?
d) die Ziffer Null mindestens einmal auf?

a) Die n Stellen kdnnen nur mehr mit 1, 2, 3 besetzt werden

3™ Moglichkeiten

b) O kann an n Stellen auftreten, die restlichen n—-1 Stellen

werden mit 1,2,3 besetzt

n.3" ! Msglichkeiten

c) Wir wahlen zwei Stellen fiir die Null. Die restlichen n-2

Stellen ké6nnen mit 1,2,3 besetzt werden

(g].sn‘z Mbglichkeiten

d) Wie ziehen von den A" quaterniren Zahlen jene ab, die

iiberhaupt keine Null enthalten. (siehe a))

A"-3" Moglichkeiten

35. Gegeben seien n Gerade. Wieviele Dreiecke werden von ihnen
gebildet, wenn
a) keine drei Geraden durch denselben Punkt gehen und keine Par-—
allelen auftreten?
b) m der gegebenen Gerade durch denselben Punkt gehen?

¢) m der gegebenen Geraden untereinander parallel sind?
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a) je drei der n Geraden bilden ein Dreieck:

(g) Dreiecke

b) Je drei der m schneidenden Geraden bilden kein Dreieck

(g)—(g] Dreiecke

c) Je zwei der parallelen Geraden bilden mit jeder der restli-

chen (n-m) Geraden kein Dreieck, ebenso bilden je 3 der unter-

einander parallelen Geraden kein Dreieck

(‘3}] - [‘;‘] ~(n-m) (‘;) Dreiecke

TUCKER S. 44

36. Welches ist die Maximalzahl von Schnittpunkten von
a) 10 Geraden
b) 6 Kreisen

c) 7 Geraden und 4 Kreisen?

10} _
a) (2 ] = 45
b) 2.(2] = 30

) [;’]+2.(3)+7.4.2 = 89

37. Gegeben sei ein konvexes n—-Eck, von dem keine drei Diagonalen

durch denselben Punkt gehen,
a) 1. Wieviele Diagonalen gibt es?

2. Wieviele Diagonalenschnittpunkte?
b) In wieviele Strecken werden die Diagonalen durch ihre wech—
selweisen Schnittpunkte geteilt?
c¢) Wieviele im Innern des n—Ecks liegende Dreiecke werden durch
die Diagonalen gebildet (keine Dreiecksecke f&llt mit einer n—
Ecksecke zusammen)?
d) Wieviele Dreiecke bilden alle Diagonalen, wenn auch die Poly-—

gonecken Dreiecksecken sein kénnen?

a) 1. Die Verbinéﬁg je zweier Ecken ergibt eine Diagonale, wobei

allerdings die Polygonseiten abzuziehen sind
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(n)_n - n(n-1) n(n-3)

5 3 n o= e Diagonalen

Andere Uberlegung:

Von jedem Eckpunkt des Polygons gehen n-3 von den Polygonseiten
verschiede Diagonalen aus, die allerding doppelt gezidhlt werden:

_EL%:QQ_ Diagonalen

2. Jeder Schnittpunkt zweier Diagonalen
ist auch Diagonalenschnittpunkt eines
dem Polygon eingescﬂ}ebenen Verecks.

Der zusammenhang zwischen Diagonalen-

schnittpunkten und Vierecken ist bijek-

tiv. Daher

(ﬂ] Diagonalenschnittpunkte

b) Liegen auf einer Diagonalen k Diagona-
lenschnittpunkte (k ist von Diagonale zu
Dagonale verschieden!!), so bilden diese
mit den Eckpunkten

k+1 Strecken
Jeder Punkt im Innern begrenzt 4 Strek-
ken, von denen allerdings jede doppelt
gezidhlt wird. Daher gibt es insgesamt
L 4 (n) + n(n-3) Strecken

2 4 2
1

!

reine Zusatzstrecke pro Diagonale

n n(n-3) _ n(n—1)(n-2)(n-3) n(n-3)
23)¥ T2 = 2 1.2.3.4 *
n(n-3)

= =13 [n2~3n+8] Strecken

c) Jedem von Diagonalen gebildetem inne-

ren Dreieck entspricht bijektiv ein dem

Polygon eingeschriebenes Sechseck. Daher

(2) innere Dreiecke

d) Fir Dreiecke, deren Ecken n Polygonecken liegen, gibt es fol-
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gende Moglichkeiten
1. Alle Dreiecksecken sind Polygonecken
(z.B. ABC)

(2) Méglichkeiten

2. Zwei Dreiecksecken sind Polygonecken .
(z.B. ABE). Zu jedem inneren Punkt gibt .

es 4 derartige Dreiecke, die von den Dia~-

gonalen eines eingeschriebenen Vierecks

gebildet werden.

4(2) Méglichkeiten b C

3. Ein Dreieckseckpunkt ist Polygoneck-
punkt. Wihlen wir einen Polygoneckpunkt
aus, so entspricht jedem Dreieck mit die-

sem Eckpunkt bijektiv ein Viereck:

n(n~l) Mbglichkeiten

4
Insgesamt gibt es daher
I'd '
[2)+(g]+4(2)+n[n21) Méglichkeiten
Nun ist
n!
1 1 ( 1)! t
n - _ n! n.(n-1)! _ n! _ - n
4[4)*“( 4 ] = A Tm-HT Y e AT(n-n1 [4+n-4] “(4)
Daher
(g]+(g]+n(g) Méglichkeiten
LIU S. 8

5
38. Sieben Wissenschaftler arbeiten an einem Geheimprojekt, desen
Pline in einem Safe verschlossen sind. Bei 0Offnng des Safes mis-

sen mindestens vier Wissenschaftler anwesend sein, drel Wissen-
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schaftler allein kénnen den Tresor nicht 6ffnen.

a) Welche Mindestzahl von Schldéssern muB das Safe aufweisen?

b) Wieviele Schliissel muB jeder Wissenschaftler mindestens ha-
ben, damit er mit beiebigen drei anderen das Safe 6ffnen kann?
c) Wieviele Schliissel miissen fir jedes SchloB angefertigt
werden?

d) Wieviele Schliissel muB der Projektleiter (der mit keinem der
sieben Wissenschaftler identisch ist) besitzen, damit er mit je-
dem Wissenschaftler zusammen aufsperren kann?

e) Der Wissenschaftler A verschafft sich ein Duplikat eines
Schlissels, den er noch nicht besitzt. Wieviele Tripel von
Wissenschaftlern (denen A angehért) kdénnen nun aufsperren?

f) Wieviele Schldsser sind erforderlich und wieviele Schliissel
muB jeder besitzen, wenn wie friher nur eine Majoritit von 4
Wissenschaftlern oder jedes A enthaltende Tripel von Wissen-

schaftlern &6ffnen kann, wenn dies A allein nicht méglich ist?

a) Da drei Wissensch. das Schlof nicht 6ffnen kénnen, mup es fiir
jedes Tripel von Wissensch. mindestens ein Schlof8 geben, flir das
keiner von den dreien einen Schliissel hat, d.h. zu jedem Tripel
von Wissensch. muB es ein fiir dieses Tripel nicht aufsperrbares
Schlof geben. D.h. es gibt mindStens

(Z) = 35 Schlésser

b) Jeder Wissensch. muBf so viele Schliissel besitzen, daB er mit

jedem Tripel, gebildet von drei anderen Wissensch., aufsperren
kann. Er mufB also einen Schliissel besitzen, welcher das Schlof
sperrt, das beliebige Tripel der anderen 6 Wissensch. nicht off-

nen kdnnen:
[g) = 20 Schliissel

muf jeder Wissensch. mindestens besitzen.
c) Da jeder Wissensch. 20 Schliissel besitzt, miissen insgesamt
7.20 = 140 Schliissel

angefertigt werden,

140

25 = 4 Schliissel fir jedes Schlof

Es ist noch zu iberpriifen, ob diese Mindestzahlen ausreichen:
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1}

Siche Tabelle auf Seite 29

d) Der Projektleiter mupB jene Schliissel besitzen, die den
Schliisselsatz jedes Wissensch. auf alle 35 Schlésser erginzt.
Da die Licken der Schliisselsdtze alle 35 Schldsser betreffen,

muf der Projektleiter Schliissel zu allen 35S Schldssern besitzen.

e) Jedem Tripel von Wissensch., denen A angehért, fehlt ein
Schliissel. Nun gibt es genau ein Tripel, dem der gestohlene
Schliissel fehlt. Nur dieses eine Tripel kann mit Hilfe des ge-
stohlenen Schliissel aufsperren.

f) Wir sehen zunidchst von A ab. Dann sollen von den verbleiben-
den 6 Wissensch. nur je 4 aufsperren kdnnen, wahrend zu jedem

Tripel von ihnen ein nicht aufsperrbares Schloff gehdrt, also
(g) = 20 Schlésser

Jeder Wissensch. muB mit jedem Tripel der restlichen 5

Wissensch. aufsperren kénnen. Er muPf als jene Schliissel besit~
zen, welche die Schliissel der (g) = 10 Tripel erginzen. Also 10

Schliissel pro Wissensch. (ohne A). Da jeder Wissensch. 10
Schliissel besitzt, muf man mindestens 6.10 = 60 Schliissel her-
stellen, d.h. 3 Schliissel pro Schlof. Jedes Quadrupel, gebildet
aus den 6 Wissensch., kann also aufsperren.

Nun soll aber, wenn A einem Tripel angehé6rt, bereits dieses Tri-
pel aufsperren kénnen. A muB also jeden Schliisselsatz eines Paa-
res zu einem kompletten Satz erginzen. Er muff also alle 20
Schliissel besitzen. In diesem Falle wadre A im Stande, allein al-
le Schldsser zu sperren, was auch nicht sein darf. Man muf3 also
ein 21. Schlof anbringen, zu dem A keinen, aber alle anderen ei-

nen Schliissel haben

21 Schldsser
11 Schliissel fiir Wissenschaftler 1-6

20 Schlissel fiur A

Siehe Tabelle auf Seite 30 “
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29

Schldsser

Wissenschaftler

3

4

5

6

ORI AW HlWIN]|m

[ R BN N N AN IR IR IEN BN NS

®|® 0|0 0|0 |00 0|00 0|0 0 |0|)0|]0 0|0 0|~

(2K NN IN K N N IR N R J

Jedes Wissenschaftlertripel hat zusammen 34
verschiedene Schliissel, da jedem Tripel genau
ein Schiiissel fehit.

Jedes Paar von Wissenschaftlern ld6t sich auf 5
Arten zu einem Tripel ergiinzen, d.h. jedem Paar
fehlen fiinf Schliissel auf die erforderliche 35.
Jedes Paar hat also Schiiissel fiir 30 Schiosser,
denn jeder zu dem Paar hinzuttretende Wissen-
schaftler ergiinzt den Schiiisselsatz, sodal3 34
Schlosser aufgesperrt werden konnen. Es fehlt
also bei jeder Ergidnzung noch ein Schliissel flir
das 35.Schlo8.

Zu jedem Quartett kann es nur einen einzigen
Schiliissel geben, mit dem alle 4 Wissenschaftler
dasselbe SchloB sperren kénnen
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Wissenschaftler
] Al 1t ] 21314})s!te6
l -
2 -
3 .
4 -
5' » -
6 .
7 .
8 . .
9
o
(0] 10. . . .
o
2 11 . .
~—
'_C: 12 . - - -
0
“?oo13
14- . . 3
i5
16
17 . . . .
18 . . . .
19
20 . .
21

EISEN S. 20, LIU S. 8

39, Auf wieviele Arten kann aygs din Zahlen 1,2,...,300 eine durch 3

teilbare Summe von dreil/Summanden gebildet werden?

Beziiglich der Teilbarkeit durch 3 haben die ganzen Zahlen die
Gestalt
3a, 3a+1, 3a+2

Jede dieser Klassen enthalt in unserem Fall genau 100 Elemente
3a {3,6,9,...,300}

3a+l {1,4,7,...,298}
3a+2 {2,5,8,...,299}



BEISPIELSAMMLUNG ZUR KOMBINATORIK

31

40.

Durch 3 teilbar sind folgende Summen

3a, + 3a, + 3a

1 2 3

(120) Méglicheiten

(3b,+1)+(3b,+1)+(3b,+1) (130) M3glichkeiten
100) .. .. .

(3cl+2)+(3c2+2)+(3c3+2) 3 Méglichkeiten

3a  + (3b+1)+(3c+2) 100° Moglichkeiten

Daher insgesamt

3 3 3

(100)+(100)+(100J+1003 = 1 485 100 Mdglichkeiten

LIU S. 9

Wieviele verschiedene Wérter von 5 Buchstaben kann man aus dem

Vorrat aaaaa, bbb, cc, ddd, ee, f, gggg bilden?

Es gibt folgende Mb6glichkeiten:

1. lauter gleiche Buchstaben

2. 4 gleiche, 1| anderer Buchstabe

Das kann mit den a geschehen, wobei

jeweils einer der 6 anderen Buchsta-

ben an 5 Stellen eingeschoben werden

kann 6.5 = 30

Dasselbe fir g 30
3. 3 gleiche mit 2 gleichen Buchstaben

Das kann mit a, b, d geschehen. wo

jedesmal auf 5 Arten zwei Buchstaben

'

eingeschoben werden kénnen 4.5.—5%5T- = 200
. . 6 st

4. 3 gleiche, 2 verschiedene 4 23T = 1200
. 6 St _

5. 2mal 2 gleiche, 1 versch. 2 .S, 3191 = 2250
. 6 st

6. 2 gleiche, 3 versch. 6.13)- 317 = 7200

7. 5 verschiedene (Z].S! = 2520

Insgesamt daher

1 MSglichkeit

Mbglichkeiten
Méglichkeiten

Moglichkeiten
Méglichkeiten
Moglichkeiten
MbGglichkeiten

Mbglichkeiten
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=

41.

1+60+200+1200+2250+7200+2520 = 13431 Moglichkeiten

Erzeugende Funktionen

X x2 x3 x4 x5 X x2 x3 2 X x2 X
(g a3ty tsp Ut +3p) (I + ) (7))
X x2 x3 x4
(Tt t g <t
2 3 4 S
X 161 X 527 X 4477 X
1+7x+24.2!.—§T+——§-—.3!.-§T—+ Z 4!, A + ) .5!.-ZT-+
4477 ~
Der Koeffizient —Z&— .S5! = 13431 von 57 ergibt die Anzahl der
Méglichkeiten.
EISEN S. 21

Die Resultate von 25 FuBballspielen sollen getipt werden
(1,0,x). Wieviele der méglichen Tips enthalten genau 18 richtige
Resultate? In wievielen Tips kommen mindestens 18 richtige Re-

sultate vor?

1. Fiir jedes Spiel gibt es drei Tipméglichkeiten. Daher filir alle
25 Spiele

25

3 = 847 288 609 443 Moglichkeiten

2. Die 18 richtigen Resultate k&nnen bei (%g) Spielen auftreten.

da genau 18 richtige Resultate auftreten sollen, miissen die an-
deren 7 Tips falsch sein. Da von den 3 Tipmbéglichkeiten immer
genau 2 falsch sind, gibt es 27 M6glichkeiten falsch zu tipen.
Daher gibt es

(fg].27 = 61 529 600 Mdglichkeiten

genau 18 richtige Resultat zu erraten.

3. Mindestens 18 richtige Resutate treten ein, wenn man 18 oder

19 oder 20 ... oder 25 richtige Resultate erridt. Daher

. [25 7.(25 6 25 25 0
So"" (18]-2 +[19)02 + o o a +(24)02 +(25]-2
Wegen der Eigenschaften der Binonialkoeffizienten kann man auch

schreiben
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42,

43,

_ {25 7.(25 6 25 1,25 0
S—(7].2+(6).2+...+(1).2 (0).2
Nun ist
25 _ (25 0 25 7 25 8 25 28| _ ,25
(1+2) —l[o ).2 + ... +[7 )'2|+[[8 ).2 + ... [25].2 ] = 3
‘ S

_ 225 _ 25 8 25 25| _ ,25 _ 25 8 25 25

s = 925 - [(25) .28 ... (29).025) - 225 - [(28) 28 ... (29).227]

d.h.: Die Anzahl der Mdglichkeiten, mindestens 18 Tips zu erra-
ten, ist gleich der Anzahl aller mdglichen Tips, vermindert um

die Anzahl der Mdglichkeiten, maximal 17 Tips zu erraten,
EISEN S. 29

Wieviele Zahlen, die gréBer als 3 000 000 sind, kann man aus dem
Ziffernvorrat 1,2,2,4,6,6,6 bilden?

1. Die erste Ziffer ist 4. Dann gibt es

!
~2—‘!%!— = 60 Mdglichkeiten
2. Die erste Ziffer ist 6. dann gibt es
]
——2—%—{- = 180 Mdglichkeiten

insgesamt daher
60+180 = 240 Moglichkeiten

TUCKER S. 49

Wieviele achtstellige Zahlen haben genau sieben verschiedene
Ziffern?

Es miissen stets zwei gleiche Ziffern auftreten.
1. Methode:

a) Die erste Ziffer tritt irgendwo noch ein zweites Mal auf: Wir

wahlen eine der Ziffern von 1 bis 9 (9 Mdglichkeiten). Dann gibt
es sieben Mdglichkeiten diese Ziffer irgendwo unterzubringen.
Fiir die restlichen sechs Stellen gibt es der Reihe nach
9,8,...,4 Méglichkeiten, sie mit den restlichen Ziffern zu
besetzen:

(9.7).9.8.7.6.5.4 = 9.7,

9!
3!

b) Die erste (auf 9 Arten widhlbare Ziffer) tritt nicht doppelt

= 3 810 240 Moéglichkeiten
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auf. Dann kann man eine der restlichen 9 Ziffern auf (Z) Arten

auf die verbleibenden 7 Stellen 2mal verteilen. Die restlichen §
Stellen konnen mit den verbleibenden Ziffern auf 8.7...4 Arten

besetzt werden

t
9.((;).9).8.7.6.5.4 - 9.(5).-%&— = 11 430 720 Mdglicheiten
Insgesamt daher
9.7. 2 49 (7). 24 - 15 240 960 Moglichkeiten
AR YRR Y Ry

2. Methode: Wir wiahlen aus den 8 Stellen auf [g) Arten 2 Stellen

aus und besetzen sie auf 10 mdégliche Arten mit einer der Ziffern
0,1,...,9. Die restlichen 6 Stellen lassen sich dann noch auf

9.7.8.6.5.4 Arten mit verschiedenen Ziffern besetzen. Insgesamt

daher
8 _ (8 10! _ g s .
( 2 .10).9.8.7.6.5.4 = 237 = 16 934 400 Moglichkeiten

Von dieser Gesamtzahl miissen wir jedoch folgende Fille abziehen:
a) O tritt zweimal auf, davon einmal an erster Stelle:

~9J....0..
Die zweite 0 kann dann noch an 7 Stellen stehen. Die
verbleibenden 6 Stellen kdnnen auf 9.8.7.6.5.4 Arten mit von O

verschiedenen Ziffern besetzt werden:

(7).9.8.7.6.5.4 = 7.3 = 423 360 Méglichkeiten

b) 0 tritt nur einmal, jedoch an erster Stelle auf.
_J‘ll....

Dann kénnen wir auf [Z) Arten 2 Stellen herausgreifen und sie

auf 9 Arten mit Ziffern # 0 besetzen. Die verbleibenden 5 Platze

kann man auf 8.7.6.5.4 Arten mit verschiedenen Ziffern belegen.

((g).9>.8.7.6.5.4 - (Z).-%%— = 1 270 080 Mdglichkeiten

Der gibt es insgesamt

' ' ' | j
(g). é?' -7, g; '(Z)"%T‘ = 15240960 Mgglichkeiten

3. Methode:
a) Wir betrachten jene Zahlen, in denen keine 0 auftritt.
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a b c d e f g
{a,b,c,d,e,f,g} < {1,2,3,4,5,6,7,8,9}

Fir die Wahl von a,...,g gibt es [g) Méglichkeiten. Die

Zuordnung der Menge der 8 Stellen zu der Menge {a,b,c,d,ef,g}
ist eine surjektive Abbildung. Nach STIRLING gilt daher

7 9
(7!58).(7)

b) 0 kommt einmal vor. Da von den anderen Elementen stets eines

It

5040.28.36 = S 080 320 Mdglichkeiten

zweimal auftritt, betrachten wir zun3chst die surjektiven Abbil-

dungen einer 7—-elementigen Menge in eine 6-elementige Menge.

Ll Ly

a b c d e f

Fir die Ziffern a,...,f gibt es (ZJ Auswahlméglichkeiten. Die

einmal auftretende 0 kann man auf 7 Arten zwischen die 7 Stellen

einfiigen. Es gibt in diesem Falle also

(6!83).(2].7 = 620.21.84.7 = _8 890 560 Moglichkeiten

c) 0 kommt zweimal vor. Dann haben wir eine bijektive

Abbildung einer 6-elementigen in eine 6—elementige Menge, also

eine injektive Abbildung. Fiir die Ziffern a,b,c,d,e,f gibt es

wieder (Z) Auswahlmdglichkeiten. Die Anzahl der injektiven Ab-

bildungen betriagt 6!.

Die Anzahl der Mdglichkeiten, die beiden Nullen einzeln an den
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sechs méglichen Stellen unterzubringen, betrégt(g), Die Anzahl

der Moglichkeiten, die beiden Nullen nebeneinander unterzubrin-

gen, betridgt 6. Die Gesamtanzahl ist daher

6!.(2].((g]+6) = 720.84.21 =_1 270 080 Moglichkeiten

Die Fdlle a),b),c) umfassen daher

5 080 320 + 8 890 s60 + 1 270 080 = _15 240 960 Moéglichkeiten

TUCKER S. 49

Al 44. Man bestimme die Anzahl aller sechsstelligen Zahlen, in denen
genau drei verschiedene Ziffern auftreten

1. Methode: a) Wir betrachten zunichst jenen Fall, in welchen

keine 0 auftritt.

Dann gibt es (g] = 84 Zahlentripel, aus denen die sechsstellige

Zahl gebildet werden kann. Wir betrachten ein bestimmtes Tripel,
z.B. 1,2,3. Es gibt folgende MGglichkeiten:

1 tritt viermal, 2 und 3 je einmal auf: wir wdhlen von den vor-

handenen 6 Stellen vier fir die 1 aus und aus den verbleiben-
den 2 Stellen eine fir 2, bzw. ich besetze die vorhandene 6

Stellen mit vier gleichen Ziffern:

1 41111

Da 2 und 3 dieselbe Rolle wie | spielen kénnen, gibt es ins-—

]
(g).(z} = 6 . 30 Méglichkeiten
gesamt folgende Anzahl von M&glichkeiten fir da vierfache
Auftreten eines Elements desselben Tripels

30.3 = 90 Mdglichkeiten

1 tritt dreimal, 2 zweimal, 3 einmal auf: Da jede der 3 Ziffern

dreimal, von den verbleibenden 2 Ziffern jede zweimal auftre-

ten kann, gibt es insgesamt

3 2 312118

1,2,3 treten je zweimal auf:

(6).(3).3.2 = —8' _ 3.2 = 360 Moglichkeiten
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!
(g)(g) = 7o = 90 Msglichkeiten

Fir das Tripel 1,2,3 gibt es daher 90+360+90 = 540
Méglichkeiten. fiir alle (g) = 84 Zahlentripel ohne 0 gibt es
im Falle a) daher

S540.84 = 45 360 Moglichkeiten

b) Wir betrachten jene Fdlle, in denen 0 auftritt. Dann kdnnen

wir die Null auf (g) = 36 Arten durch andere Ziffern zu einem

Tripel ergidnzen. Wir wahlen wieder ein bestimmtes Paar aus, z.B.
1,2

0 tritt einmal auf, | viermal, 2 einmal. Da O nicht an erster

Stelle der sechsstelligen Zahl stehen kann. gibt es (f] Mog—

lichkeiten, die Null zu placieren. Dann gibt es noch (g)
Mbglichkeit etwa 1 zu placieren. Dieselbe Uberlegung gilt

auch fir 2. Daher

ﬁ](i)z = s, 'Z‘?“i“:’"z = S0 Méglichkeiten

0 tritt einmal auf, 1 dreimal, 2 zweimal

!
(ﬂ@z = ﬁ)@%—,— .2 = 100 Moglichkeiten

0 tritt zweimal auf, 1 dreimal 2 einmal. Fiir 0 widhlen wir zwei von

finf Stellen aus, aus den verbleibenden vier Stellen 3 fir
die Ziffer 1. Da man die Anzahlen von | und 2 vertauschen

kann gilt

2 3 2 31!

0 tritt zweimal auf, 1 zweimal, 2 zweimal
5] [4 S 4! - w1 .
(2).(2) (2). 31T 60 Méglichkeiten

0 tritt dreimal auf, 1 zweimal, 2 einmal
(5).(3).2 = (5)—2—?;—,—2 = 60 Mdglichkeiten

(5].(4).2 = (5) 4! 5 = 80 Méglichkeiten

3)°2 3
0 tritt viermal auf, 1 einmal, 2 einmal
!
G).z - (i)—i—?—l—-,— = 10 Méglichkeiten

Fir das Tripel 0,1,2 gibt es daher
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50+100+80+60+60+10 = 360 Moglichkeiten

Da die von 0 verschiedenen Zahlen auf (g) = 36 Arten gewihlt

werden kdnnen gibt es im falle b)
35.360 = 12 960 Moglichkeiten
In den Fallen a) und b) daher zZusammen
45 360 + 12969 = 58 320 Moglichkeiten

2. Methode: a) 0 tritt nicht auf. Wir wdhlen einspezielles
Tripel aus z.B. 1,2,3 und bilden damit alle sechsstelligen

Zahlen
. . . . Stellen

1 2 3 Ziffern

Jeder Stelle wird eine Ziffer zugeordnet, und da alle Ziffern

betroffen sind, ist diese Abbildung surjektiv. Da sich (g) Tri-

pel bilden lassen. ist die Menge der Abbildungen ohne O:

(g).3!.52 = 84.6.90 = 4S5 360 Moglichkeiten

b) 0 tritt einmal auf (S5 Mdglichkeiten):

__:_J . O . .

1 2

s.[g].zz.sg = 5.36.2.15 = 5 400 Mdglichkeiten

0 tritt zweimal auf ((;] Moglichkeiten)

___-_J . 0 L] 0 .

1 2

(g).(g).zs.si = 10.36.2.7 = 5 040 Méglichkeiten

0 tritt dreimal auf ((gJ Moglichkeiten)
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1 2

3 2 3

(5).(9).21.32 = 10.36.2.3 = 2 160 Mdglichkeiten

0 tritt viermal auf ((Z) Moglichkeiten)
4 0 0 - 0 o0

1 2

(2).(3].2:.5% = 5.36.2 1 = 360 Mdglichkeiten

Zusammen also 45360+5400+5040+2160+360 = 58 320 Moglichkeiten

3. Methode: a) Es treten keine Nullen auf. Seien A ,A,,A; die

Mengen jener sechsstelligen Zahlen, in denen die Ziffern 1,2,3

nicht auftreten. Dann ist 31050253 die Menge jener Zahlen, in
denen 1,2,3 mindestens je einmal auftreten. Es ist

Al = 36 die Menge aller sechsstelligen Zahlen ohne Null, die

von den Ziffern 1,2,3 gebildet werden

_ _ _ 46
IAll = IAzl = IA3I = 2
Ferner gilt
lAinAkjl = |, denn es ist
AlnA2 = {3,3,3,3,3,3}
AlnA3 = {2,2,2,2,2,2}
A2nA3 = {19191;19111}
AlnAznA3 =@ 3 lAlnAznA3l =0
Demnach
IAInA2nA3l = IAl—!AlI—IA21—1A3I+IAInA2I+lAlnA3I+IA2nA3l—IA1nA2nA3l =

= 35.3.2%4340 = 540 Moglichkeiten

Da es (g) = 84 Zifferntripel gibt, existieren

8.540 = 45 360 Moéglichkeiten
b) 0 tritt einmal auf, (S Mdglichkeiten), die weiteren Ziffern
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seien 1,2
_.-_J - 0 . . -

Al = 2S Méglichkeiten insgesamt
IAlI = |A2| =1 Anzahl der Zahlen ohne 1 bzw. 2

IAlnAzl =0

Daher wegen der S-fachen Wahlméglichkeit der Stelle von 0

IKan I = 5.(1AlI-1A_I-1A

) I+1A0A 1) = 5(2°-2.1) = 150 Mdgl.

1 2

0 kommt zweimal vor L(;J Moglichkeiten)

_.._J . 0 . . 0

1Al = 24 Mdglichkeiten insgesamt

!All = IA2| =1 Anzahl der Zahlen ohne 1 bzw. 2

IAlnAZI =0

- = _ IS _ _ _ 4_ _ e
IAlnA2| = (2].(IA| IAII |A2|+lA1nA2l) = 10(2'-2.1) = 140 Mo6gl.

0 kommt dreimal vor ((g) Moglichkeiten)
) . 0 0 . 0

1Al = 23 Mdglichkeiten insgesamt
IAII = lA2I =1 Anzahl der Zahlen ohne | bzw. 2
lAlnAzl =0

lenle (g).(lAl—IAII—lA21+IA1nA2I) = 10(23—2.1) = 60 Mogl.

0 kommt viermal vor i(i) Méglichkeiten)

1Al = 22 Mb6glichkeiten insgesamt

IAII = lA2I =1 Anzahl der Zahlen ohne 1 bzw. 2

IAlnA2I =0

< T _ (s _ _ - 2_ _ n
IAlnAzl = (4].(IA1 IAII IA2l+|A1nA2l) = 5(2°-2.1) =_10 Mogl.

Insgesamt daher

[g).(150+140+60+10) = 12 960 Méglichkeiten
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Alles zusammen wieder
45360412960 = 58 320 Moglichkeiten
NETTO S. 41 u. 31

4S5, Auf wieviele Arten kann man 20 verschiedene Spielsachen unter 5
Kinder verteilen
a) ohne Einschrdnkung (d.h. ein Kind kann z.B. alles bekommen)
b) wenn 2 Kinder je 7 und 3 Kinder je 2 Spielsachen bekommen
c) wenn jedes Kind 4 Spielsachen bekommt?

a) Flir jedes Spielzeug gibt es § Verteilungméglichkeiten:

520 = 95 367 431 640 625 Moglichkeiten

oder: Jedes Kind kann keine, eine, zwei,... Spielsachen bekom-—

men, wobei die Reihenfolge, in der es verschiedene Spielsachen

erhalt, gleichgiiltig ist

2 i i
(1+x+-§7—+...)5 = &% = S —L%§l—- =.z 51.%7.
) 1=0 ) i€0 '
)
Daher fiir 1 = 20 ... 5“0 Mbglichkeiten

b) Aus den 5 Kindern kann man auf (g) Arten zwei Kinder auswah-

len. Fiir diese (g] Gruppen von je zwei und drei Kindern hat man

die 20 Spielsachen auf 20! mégliche Arten zu gruppieren, wobei
zweimal 7! und dreimal 2! Gruppen als gleichartig anzusehen
sind, da den Kindern die Reihenfolge der Geschenke gleichgiiltig

ist. Daher

(:Z) TelsTyT =119 721 888 000 Moglichkeiten

oder: In jeder der (g] Gruppen werden der Reihe nach 2mal sieben

und 3mal 2 Spielsachen ausgeteilt

(g](%o)(;B](gJ(g](g] = 119 721 888 000 Méglichkeiten

oder:
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( x! Y2 [ x> )3 (5) (s 20! %20
77 ) 2r ) - 2) T ) T - 2en

20
o X . S 20!
Koeffizient von 301 ist (2]- TITI212131

c) Wir teilen die 20! Mdglichkeiten der Verteilung in S Gruppen,
wobei es auf die Reihenfolge der vier Spielsachen in jeder Grup-

pe nicht ankommt

—20! - 305 540 235 000 Mglichkeiten
(4!)
oder: Wir verteilen die Spielsachen der Reihe nach in Gruppen zu
je 4 Stiick
[io)[26)(;2J[§)(ﬁJ = 305 540 235 000 Mdglichkeiten
oder:
( x4 }5 _ 201 %
41 §4!)S ©20¢
Interpretationen:
1. Art:
1 2 3 4 5 Kinder
e . . Spielsachen 20!
41

Bei der Verteilun von je 4 Spielsachen ist die Reihenfolge
irrelevant.
Man kann die Aufteilung auch wie die Verteilung von Spielkarten

interpretieren.

1 2 3 4 5 Kinder (spiwitn)

Reihenfolge ( N 20.19.18.17.16 Mdgl.d.Verteilung
irrelevant N 15.14.13.12.11 Moégl.d.Verteilung
bei je vier L 10. 9. 8. 7. 6 Mogl.d.Verteilung
Spielsachen S S. 4. 3. 2. 1 Mobgl.d.Verteilung

20! Mo6gl.d.Verteilung

|
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2.Art: 1.Kind (30) Spielsachen
. 16 .
2.Kind 4 Spielsachen
. 12 .
3.Kind A Spielsachen
] . 8 .
4.Kind (4) Spielsachen
. 4 .
5.Kind (4J Spielsachen

Daher Anzahl der Verteilungsméglichkeiten

(20 (16)(12] 8 (4) _ 20! 16! 12! 8 ! 4! _ 20!
4 )\4 )\4 )J\4)\4) ~ TavI6T C TAT12T C 418T CTAT4YT " Tal0r T TS

TUCKER S. S6

46. Auf wieviele Arten 148t sich mit n verschiedenen Wirfeln eine

durch t teilbare Zahl erwiirfeln?

(x+x2+x3+x4+xs+x6)n - xn(1+x+x2+x3+x4+x5)n - xn(-%fﬁ*-]n -
n ® n @®
_ 0 n), __6.i n+j-1)_i| _ _yyi[n) [n+j-1) _6i+j+n
- [ ) (e ()R] =0 ) oo B ()
i=0 i=0 i=0 j=0
Gesucht wird der Koeffizient von xkt (k 01,2,...). Es mupB also
sein
6i+j+n = kt 2 j = kt-n-6i
Daher

n
ifn) {n+kt-n-6i-1 _ _qyifn] [kt-6i-1
=D U( n-1 ) 'Z‘ b U( n-1 }
0 i=0
Da man mit n Wiirfeln maximal die Augenzahl 6én erwiirfeln kann,

gilt

.Mg

1

kt S 6n=>1s k < [{?L]

Da ferner kt-6i-1 2 n-!1 sein muf8,folgt
6i < kt-n % 0 s i = S8 [_é.. (t[—‘é—’l—]_n]]

]
1)

6

also gibt es
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60
s t
-0 (3) (kt;f}"l) Moglichkeiten
=0 k=1

Beispiel: Auf wieviele Arten kann mit 4 verschiedenen Wirfeln

eine durch S teilbare Zahl erwilirfelt werden?

n=4,t=5§k$[§4]=41

T L)
;1(_1)1(;4) (51{-6;—1) -
o ] (5530 -

(éJ[ ()9 (D -0 oo @0+ ()]0 [oronor 3] -

1.(4+84+364+969)-4(1+56+286)+6.35 = 259 Mdglichkeiten

g

0

-

-

-

it

47. Auf wieviele Arten kann man Wérter von 10 Buchstaben aus dem
Vorrat aaaa, bbbb, cccc, dddd bilden, wenn jeder Buchstabe

mindestens zweimal vorkommen soll?

1. Methode:

a) Vierfaches Auftreten eines Buchstabens und je zweifaches
Auftreten der anderen Buchstaben.

!
_ZTi%%iiT‘ da dies fiir alle vier Buchstabengruppen gilt, gibt es
insgesamt '
]
4. Sr5totsr =15 600 Moglichkeiten

b) dreifaches Auftreten von je zwei Buchstaben und doppeltes
Auftretender beiden anderen

10!

31313137 da die beiden dreifach auftretenden Buchstaben auf
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48.

49.

(g) Arten gewdhlt werden kdnnen, gibt es insgesamt

2 3131212

[ ]
(4J.-——194——- = 1S1 200 Mdglichkeiten

Insgesamt daher 75 600 + 151 200 = 226 800 Mdglichkeiten
2. Methode: Erzeugendes Polynom

X X X 4 8, 1 X X 4
(v +3rtar) =x(r*ar*tar) =

8 9 10 11

= 1 gy x_ 1 gy x 1 g X 13 I S
1€ .8!. 8Tt 13 9. 97 + 1% .10, or T 133 L1 EERRE
XIO
Dem Koeffizienten von TN entnimmt man
10!

= 226 800 Modglichkeiten

16
TUCKER S. 47

Ein Eissalon fiihrt sechs Sorten Eis. Eine Portion Eis besteht
aus drei Kugeln. Auf wieviele Arten kann man die (nicht notwendig

verschiedenen) Kugeln auswihlen?

1. Methode: 3 gleiche Kugeln 6 Mbglichkeiten
2 gleiche, eine versch. 6.5 = 30 Moglichkeiten
3 verschiedene Kugeln (g) = 20 Moglichkeiten
Insgesamt 56 Moglichkeiten
2. Methode
1 2 3 4 S 6 Sorten
. l I o Kugeln
Unter den 8 Zeichen sind je 3 bzw. S gleiche. Daher
8! 8) . v .
-§T§T— = (3J = 56 Mbglichkeiten
3. Methode: Erzeugendes Polynom

(Lt 2+x2)8 = 1+6x+21x2456x°+120x +216x+. . .

EISEN S. 24

Eine Fabrik erzeugt 10 verschiedene Schokoladensorten. Wieviele
verschiedene Sortimente ergeben sich, wenn jede Packung 32
(nicht notwendig verschiedene) Stiick enthdlt?
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1 ' 2 | 3 fee.e.. | 9 l 10 Sorten

cee . ve | eeaes 32 Stick pro Packung
9+32 Zeichen, je 9 bzw. 32 gleich

/AT 41 ’ _

Z; | (9 ) = 35093565 Maglichkeiten '
EISEN S. 25

S0. Auf wieviele Arten kénnen 6 gleiche Kugeln in 10 verschiedene

Schachteln gelegt werden (leere Schachteln méglich)?

(Zi ) 1 ’ 2 l 3 I ...... l 9 l 10 Schachteln
¥
570 Kugeln
!
B2 - (és) = 5 005 Mdglichkeiten
EISEN S.25
KU 51. Wieviele verschiedene Dominosteine gibt es, wenn auf jeder

Hilfte 1 bis 6 Punkte oder "blank” erscheint?

2. . . s s e
s e L] = . s e

1. Methode: Auf jeder Halfte kdnnen 7 Zeichen angebracht werden

(1 bis 6 und "blank”). Das ergibt also 72 = 49 Mdglichkeiten.

Davon gibt es aber 7 mit zwei gleichen Zeichen. Es bleiben also
49-7 = 42 Steine mit verschiedenen Zeichen, wovon aber je zwei
gleich sind und daher doppelt gezdhlt wurden. Bleiben also 21

verschiedene Steine mit verschiedenen Zeichen. Daher insgesamt
21+7 = 28 Steine

2. Methode: Die 7 Zeichen sind ohne Riicksicht auf die Reihenfol-

ge auf zwei nicht unterscheidbare Felder zu verteilen:

6 Zeichen
Felder

0 1 S

2|3‘4
Daher 8 Symbole mit je 2 bzw 6 gleichen

2

v

(8] = 28 Moglichkeiten
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3. Methode: Bezeichnet man die Felder des Dominosteines mit 1
bzw. 2, so lautet die Gruppe G = {e€, (12)}. Die Fliadchen 1 und 2
sind mit 7 "Farben” einzufidrben. Da der Zyklusindex lautet

1 .2

5 (xl+x2)

gibt es nach PSLYA fir x = 7

—%—(72+7)= 28 Mdglichkeiten
TUCKER S. 47

52. Auf wieviele Arten kann man einen Karton mit einem Dutzend Krap—
fen fiillen, wenn es 5 Sorten von Krapfen gibt und von jeder Sor-
te mindestens ein Krapfen beigepackt werden soll?

1. Methode:
{ 2 3 4 S Sorten
0] o e} (0] o Pflichtkrapfen
e . Freie Krapfen

4+7 Symbole, davon 4 bzw. 7 gleich, daher

- 1) < 330 Msglichkeiten
47! 4
2. Methode: Erzeugendes Polynom
5 ®
(x+x2+x3+...)5 = xs(1+x+x2+...) = ——ii—jg- = x5 E: (5;1;1)x1 =
' (1-x) :
® i=0
- }: [4+i) i+5
= 4 X
i=0
mit i+S = 12 3 i = 7 findet man

(;1) = 330 Méglichkeiten

TUCKER S. 48

53. Auf wieviele Arten kann man aus einem (entsprechend groBen) Vor-
rat von roten, blauen und weiBen Kugeln eine Kollektion von 10
Kugeln auswdhlen, wenn
a) mindestens 5 rote Kugeln enthalten sein missen

b) wenn maximal 5 Kugeln rot sein dirfen?

1. Methode:
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a) Wir nehmen zuerst die S roten Kugeln

rot blau weifd
OO0 S rote Pflichtkugeln
.o . .. S freie Restkugeln

7 Zeichen, davon je 2 bzw. S gleich

2

S = (7] = 21 Moglichkeiten

b) Es koénnen 0,1,2,3,4,5 rote Kugeln sein. Dann gib es folgende
Mdglichkeiten:

rot blau weip 11 Mdglichkeiten

1
s s 0 8 a l

rot blau weif (10 10 Mdglichkeiten

1 e «c s s s

rot blau weif (? = 9 Méglichkeiten

2 LI Y LR N WX

= 8 Méglichkeiten

3 .o 8 s 00

)
)
)
rot blau weif [?}
)
)

- r
rot | Pblaw  welf 7 = 7 Msglichkeiten
\
. ¢
rot | blaw ) weiB ®| = 6 Méglichkeiten
k .

Zusammen 51 Modglichkeiten

oder: Wir nehmen von der Gesamtzahl der Méglichkeiten jene weg,

bei denen mindestens 6 rote Kugeln enthalten sind

L maximal
S5 rot c)

0]

rot l blau | weif (52} = 66 Mdglichkeiten
- . oo-‘ol1 @OOGO@-..-\
s e« & » o s e O OO 00O O » o
mindStens
00000600 "?6rot
(O]
O

o
O 060006000 -
50060006

@ 0 0 @ ©
© 0 0 O

© 6O
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54.

6 6lclololo] 6 rote Pflichtsiicke (6

rot blau weif

2) Méglichkeiten
. 4 freie Kugeln

(12)-(6] = 66-15 = 51 Mdglichkeiten

2 712
2. Methode: Erzeugende Polynome
— - 5
a) (xo#x84 . Y (1exaxe.. )2 = xS(1ax+x?+.. )3 = e
(1-x)
[+ o]
s - e
=0
fir i+S = 10 2 i = 5 folgt(g] = 21 Moglichkeiten
6 6
b) (1+x+x2+xo+xtexd) (1+x+x2+...) = } X, L = =g
(1-x) (1-x%)
[s 3 © [o 2]
= (1-x%) }: (2;1)x1 - }: (2+1) E: 2+1) i+
i=0 =0 i=0
i =10 (;2) = 66
. . 6
i+6 = 10 3 i = 4 (?] = 15

S1 Mobglichkeiten

Insgesamt
TUCKER S. 48

Auf wieviele Arten kann man ein Komitee U 15 Politikern
aus profillosen Mitgliedern der Parteien A, B, C bilden,wenn
a) aus jeder Partei mindestens zwei Mitglieder dem Komitee
angehdéren
b) Wenn keine Partei im Komitee die absolute Mehrheit haben
darf?

a) 1. Methode:

A B C Parteien
0/0] olo) 00 Pflichtmitglieder
see . I Restmitglieder

11 Symbole, 2 bzw. 9 davon gleich
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11 11y _ S5 M&glichkei
5191 = |2 = 6glichkeiten

2. Methode: erzeugendes Polynom

o o]
(x2+x3+___)3 - x6(1+x+x2‘.)3 - x 6 }: (3+1— ) -
(1= X) i=0

.Y ()

i=0

fir i+6 = 15 » i = 9 folgt (gl) = 55 Moglichkeiten

b) Eine Partei hat die Absolute Mehrheit, wenn sie mindestens 8
Mitglieder entsendet. Wir miissen also von der Menge aller M&g-
lichkeiten jene Mdglichkeiten abziehen, in denen eine Partei
mindestens 8 Sitze hat. Dabei ist klar, daB jede Partei minde-
stens ein Mitglied entsenden muB, da sonst eine der beiden ande-
ren Parteien sicher die absolute Mehrheit hat.

1. Methode:

A B C Parteien 5e1i i

© | © | ©  Pflichtmitglieder (§4] = 9y Moglichkeiten
cenen cv e ces Restsitze - 8

Die Partei A habe 8 Sitze

A B C Parteien 7
COOBEAO | O ©} Pflichtsitze (2] = 21 M6glichkeiten
o] . Restsitze

Da diese Verteilung fiir alle 3 Parteien méglich ist, gibt es
91-3.21 = 28 M&églicheiten
2. Methode: erzeugendes Polynom

Von jeder Partei mindestens | und héchstens 7 Mtgleder

T3
(cox o3 et xS ex84xT)3 = x3(1ex +x2exPexteaSex6)d = Xs( 1-x )
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]

SsS.

3 ® 3 o
3 _JT\1{3 3+j-1 2+j) j+7i+3
2 ), =D, B3 = ) ) ent(E] ()

i=0 i=0 i= j=0

fiir j+7i+3 =15 gilt j = 12-7i,daher ist der Koeffizient von x

15

Z -1) U( 14~ 7‘) = (g) [54)-[?) @w = 91-3.21 = 28 Moglichk.

TUCKER S. 49

Jemand besitzt 10-Schilling-, 5-Schilling— und 1-Schilling-
Minzen, jeweils im Wert von 100 Schilling. Auf wieviele Arten
kann man diesem Vorrat

a) 8 Minzen

b) 18 Miinzen

c) 28 Minzen

d) 40 Minzen

entnehmen?

Es gibt also zehn 10-Schilling-Miinzen 1
ZwWanzig 5-Schilling—-Miinzen 120 Miinzen
hundert 1-Schilling—Miinzen J

a) 10 5 1 Miinzart
o« feee 8 entnommene Miinzen

—('%%%'L = GO] = 45 Mbglichkeiten

oder: erzeugendes Polynom

Da keine Entnahme die vorhandenen Mengen iUberschreitet, koénnen

wir allgemein ansetzen:
xR

(l+x+x2+...)3 = 1 - }: (1+2)x1
(1—x)3 2
i=0
Fiir i = 8 ergeben sich (go] = 45 Méglichkeiten

4

b) Hier kdnnen hdéchstens zehn 10-Schilling-Miinzen entnommen wer-

den. Wir berechnen zunichst alle Mﬁglkhkeiten unter Annahme von

beliebig vielen 10-Schilling—Miinzen und ziehen dann alle Mdg-

lichkeiten ab, bei denen mindestens elf 10-Schilling-Miinzen vor-

kommen
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10

LRCRE I

S

1  Minzart [20)

« 18 entnommene Miinzen ({2 =190 Mdglichkeiten

Mindestens elf 10-Schilling-Miinzen

10 S
10,0,0,6.0,0,0.0,0.010)

1 Miinzart

11 Pflichtmiinzen (g} = 36 Mbgl.

. 7 Restmiinzen

Daher insgesamt 190 - 36 = 154 Modglichkeiten
oder: erzeugendes Polynom

11
(1+x+x2+...+x10)(1+x+...)2 = i:z ! 5 = (l-xll)- 1 3
(1-x) (1-x)
e} o [s o]
PP 3+i-t) i _ 24i) i _ 2+1) _i+11
= a=th ) () - ) (- ) ()
i=0 i=0 i=0
Daher fiir den Koeffizienten von x18
i = 18 [§°)=190
i+11 = 18 3 i = 7 (g) = 36

Daher insgesamt 190-36 = 154 Méglichkeiten

c) Hier kann man hdéchstens zehn 10-Schilling-Miinzen und héch-

stens zwanzig 5-Schilling-Miinzen entnehmen, d.h. wir miissen von
allen denkbaren Mtglichkeiten diejenigen abziehen, bei denen
mindestens elf 10-Schillingmiinzen und mindestens einundzwanzig
S~-Schillingmiinzen auftreten.

Alle Mbéglichkeiten

10 S

en s e

1  Minzart 30) _ . )
«es 28 entnommene Miinzen (2 ) = 435 Moglichkeiten

Mindestens elf 10-Schilling—-Miinzen

10 S
1©,06,006000.,0l0]

1 Miinzart

{1 Pflichtminzen (lg) = 171 Msgl.

e« 17 Restmiinzen

Mindestens einzundzwanzig S5-Schilling-Miinzen

10 S

1 Miinzart

21 Pflichtmiinzen (g) = 36 Mogl.
.. 7 Restmiinzen

Den Fall, daB elf 10-Schilling-Miinzen und einundzwanzig S5-Schil-

ling-Miinzen abgezogen wurden, kann man ausschliefen, da 11+21 =
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32 mehr Mlinzen ergiben, als {berhaupt zu entnehmen sind
Daher insgesamt 435 - 171 — 36 = 228 Moéglichkeiten

oder: erzeugendes Polynom

1t 21
2 10 2 20 _ 1-x 1-x 1
(Tx+x+. o 4x D) (x4 +x7 ) (Ix+. L 0) = o0 e == =
1-x1ox214432 121,32, O (2¢1).i
= 3 = (1-x +x77) }: ( 2 )x =
(1=x) i=0
x© [y @ ®
- Ez (2;i)xi _ (2;i)xi+11 _ }: [2;i)xi+2l N }: [2;1JX1+32
i=0 i=0 i=0 i=0

{ i
nicht zutreffend

Flir den Koeffizienten von x28 gilt dann

i = 28 [33) = 435 +
i+11 = 28 3 i = 17 (‘3] =171 -
i+21 = 28 3 i = 7 (g) =36 -

insgesamt daher 435-171-36 = 228 Méglichkeiten

c) Wir betrachten wieder alle Méglichkeiten
‘.f9 ' ? '.}. Miinzart [42) - 861 +

40 entnommene Minzen {2

weniger alle Mdglichkeiten mit mindestens elf 10-S Miinzen

10 S i Miinzart 31
0,..0 11 Pflichtmiinzen ( 2) = 465 -
.. . 29 Restmiinzen

weniger alle Mdglicheiten mit d%destens einundzwanzig 5-S Miinzen

10 S
09, ., .00

1 Miinzart 21
21 Pflichtmiinzen (2 ) = 210 -~
«» 19 Restmiinzen

.

Nun ist noch jene Anzahl von Miinzen hinzuzufiigen, die beim 2.

und 3. Fall doppelt weggenommen wurden, dies sind 11+21 = 32

Miinzen
10 5 1 Miinzart 10
0.,.,.0 0...0 32 Pflichtmiinzen ( 2] = 45 +
RN e 8 Restmiinzen

Insgesamt daher 861-465-210+45 = 231 Moglichkeiten

. . . P g P
oder:#bha;ak%erwst;schc§lPolynom wie oben: *\(ﬂgamefﬂ
oger:- ‘ FY

~

L

V4
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(1+x+x2+...+x10)(l+x+x2+...+x20)(1+x+...) =
s ] © [s 4]
_ 2+1 2+1 i+l 241) _i+21 241} i+32
= - 2 X + 2 X
iZo =0 =0 i=0

fiir den Koeffizienten von x40 ergibt sich

i = 40 ( g] = 861 +
i+11 = 40 2 i = 29 [ ;) = 465 -
i+21 = 40 » i = 19 ( é) = 210 -
i+32 = 40 » i = 8 [ 0) = 45 +

Zusammen daher wie oben 231 Moglichkeiten

56. Auf wieviele Arten kann man aus einem (geniigend groBen) Vorrat
von weiBen, schwarzen und roten Kugeln, sowie je einer gelben,

griinen und blauen Kugel eine Auswahl von 10 Kugeln treffen?

1. Methode:

a) keine Einzelkugel

W S R Farben 12} _ .o g .
e ‘ . l e e 10 Kugeln ( 2) = 66 M6glichkeiten

b) eine Einzkugel, auf 3 Arten wihlbar

W

LI Y

S l R Farben 3(11

9 Kugeln 2] =_165 Moglichkeiten

c) zwei zwei Einzelkugeln auf (g) Arten widhlbar

S R Farben 3)(10) _ v q .
' .e l e 8 Kugeln (2)[ 2) = 135 Méglichkeiten

d) drei Einzelkugel, nur auf eine Art wdhlbar

R Farben (9)

e 7 Kugeln 7] = 36 M6glichkeiten

|

Zusammen daher 66+165+135+36 = 402 Moglichkeiten
2. Methode: erzeugendes Polynom
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S7.

2
(1+x) 3 (texexe. . )3 = ( T ]3. L = a=xh? —L— =
(1-x) (1-x)

3 ® 3 ®

_ 3 _ U2, 6+j-1)_i _ 1 [3)[5+]) 21+

- ) ()ehio ) () = ) ) ot ()55
i=0 j=0 i=0 j=0

Fiir den Koeffizienten von xlo ergibt sich: 2i+j = 10 = j = 10-2i

daher

Z o557 - () 67)- ()66 () -0)(E) - anzsonr,

TUCKER S. 49

a)Auf wieviele Arten kann man aus den Zahlen von 1 bis 25 Aus-—
wahlen von 8 Zahlen mit Wiederholungen bilden?
b) Wieviele dieser Auswahlen haben eine gerade Summe?

a) 1 2 24 25 gegebene Zahlen
.o . e Auswahl von 8 Zahlen
-i%§§§%i— - (33) = 10 518 300 Mdglichkeiten

oder: Erzeugendes Polynom. Jede der 25 Zahlen kann von Omal bis

8mal verwendet werden.

9 25 2 .
(1+x+x2+ ... +x5)25 = ( i:i )25 = [ ) —xHt, }: (25;% i) ) =
i=0 i=0
25 o
_ _£1[25) (2445} 9i+]
- 'Z‘“(J(u)
i=0 j=0

Fir den Koeffizienten von x8 gilt: 9i+j = 8 » j = 8-9i, daher

25)(32-9j5) _ {25)(32})_ _ [32) _ .
}j o (20 « (23 (82)-0- - (22) - osts 200 wegr.

b) Eine Summe von 8 Summanden ist gerade bei
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8 geraden 0 ungeraden Summanden
6 geraden 2 ungeraden Summanden
4 geraden 4 ungeraden Summanden
2 geraden 6 ungeraden Summanden
0 geraden 8 ungeraden Summanden

Unter den gegebenen Zahlen
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21,22,23,24 25
sind

12 gerade und 13 ungerade Zahlen
Daher gibt es folgende Mdglichkeiten der Auswahlen mit Wieder-

holung
8 geraden 0 ungeraden Summanden [12;8—1)(1330_1)=(13)(lg) = 75582
6 geraden 2 ungeraden Summanden (1226_1}(13;2_1)=(12)(13] = 1126216
4 geraden 4 ungeraden Summanden [1224—1)(1324-1)=(1§)(lg] = 2484300
2 geraden 6 ungeraden Summanden (12;2—1](1326_1)=(13)(12) = 1447992
0 geraden 8 ungeraden Summanden (1230—1][13;8—1]=(1é](Zg) = 125970
Anzahl der geraden Summen daher 5260060

TUCKER S. 50

58. Wieviele ganzzahlige Lésungstripel der Gleichung
X+y+z = 25
gibt es , bei denen gilt x,y,z > 4 ?

X y z
6.0l6/00) OO [©61010.0] 5 Mindesteinheiten
cees cee cee 10 Resteinheiten
(2+10)  _ (12} _ e
—5Tior - = ( 2) = 66 L8sungen

oder: Erzeugendes Polynom

[+ 4]
1S . .
(x5+x6+...)3 = x15(1+x+...)3 = —X — = xls. 3+i ! x' =
3 3-1
(1-x) =
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Der Koeffizient von x2° ergibt: i+15 = 25 5 i = 10

(I%} = 66 Ldsungen

EISEN S. 32

59, Wieviele ganzzahlige Lésungsquadrupel der Gleichung
X+y+zZ+w = 58 mit x>-5, y>6, z>-15, w>3
gibt es?

Wir setzen
a = x+5, b = y-6, ¢ = z+15, w = d-9
Dann ist a,b,c,d >0 und es gilt
a+btc+d = x+y+z+w + (5-6+15-9) = 58 +S5 = 63

Daher
a b c d
o ® o o} je eine Mindesteinheit
. .. e 59 Resteinheiten
—L%%%%%L = (65) = 37 320 Losungsquadrupel

oder: Erzeugendes Polynom

(x—4+x_3+x-2+x_1+1+x+...)(x7+x8+...)(x-14+x_13+...)(x10+x11+...
o
T 0 e 0 = T = T [3;‘)x‘
(1-x) i=0
[y
_ 3+i xi-l
- 3
i=0
Fiir den Koeffizienten von x58 gilt: i~1 = 58 2 i = 59. Daher

(3;59) - (sg) = 37 820 Ldsungsquadrupel

EISEN S. 32

60. Wieviele nichtnegative Lésungstripel hat die Gleichung
X+y+z < 25

Wir betrachten die Menge der Ldsungstripel aller Gleichungen

x+y+z =i fir I = 0,1,2, ... ,24
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X y I z
e .o o i Einheiten
24+1i) ! 2+i
paner G- = (%)
Insgesamt daher
24
2+i) _ (2 3 4 2+24) _ (2+424+1) _ (27) _ e
Y. (53 - @)()+0) - +38.- ( 24{) = (32) = 2025 weas.
=0 2y Y42 ; (5“.—4)1{” S SQ%\JC.’/ /hz/&r%&ié’?ﬂ
EISEN §. 34 [10x- -7 ) =5 PO

61. Eine Kommission von
a) 2n+1
b) 2n
Personen wird von drei Parteien beschickt. Auf wieviele Arten
kann dies geschehen, wenn stets zwei Parteien zusammen die Mehr-

heit besitzen sollen?

a) Eine Partei allein darf nie mehr als n Mitglieder entsenden,
da bei n+! Mitgledern derselben Partei diese bereits allein die
Mehrheit besdBe. Entsendet daher eine Partei etwa n—-k Mitglie-
der, so haben die beiden anderen Parteien zusammen 2n+1-n+k =
n+l+k, also die Majoritadt. Es mufB daher gelten

x1+x2+x3 = 2n+l mit xlsn, x2$n, x3sn
Setzt man

Xgt¥y T e Xp¥yy =0, Xgtyg =

so folgt
Y1+Y2+Y3 = 3n—(x1+x2+x3) = 3n-2n-1 = n-1
also
Y1 Y2 Y3
""" +««+ zusammen n-1 Mitglieder
also
[(n-1)+2]! _ (n+l) .1 .
(n=1)121 = la=1 Méglichkeiten

b) Eine Partei darf maximal n—~1 Mtglieder entsenden, da bei n
Mitgliedern eine Mehrheitsbildung nicht méglich ist.
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62.

63.

x1+x2+x3 = 2n mit xlsn—l, xzsnl—l, x3sn—l
Wir setzen

x1+yl = n—1, x2+y2 = n-1, x3+y3 = n-1

daher
Yl+y2+y3 = 3n—3“(XI+X2+x3) = 3n-3-2n = n-3
Daher
n-3)+21! n-1 o ]
[En-3;g23 (n—S] Moglichkeiten
LIU S. 14

Es sind 10 verschiedene Kugeln in 7 verschiedene Schachteln zu
verteilen. Auf wieviele Arten ist dies méglich, wenn bei jeder
Verteilung jeweils 3,3,2,1,1,0,0 Kugeln in den einzelnen Schach-

teln sein sollen?

1 2 3 4 5 6 7 Schachteln
3 3 2 1 1 0 0 1 Verteilung der Kugeln

3 2 { 0 3 1 in den Schachteln
Die Verteilung der Ziffern 3,3,2,1,1,0,0 auf die Schachteln ist
auf 7! Arten mdglich, wobei dreimal je zwei gleichartige Gruppen
auftreten.
'
—5T%?§T— Mobglichkeiten der Gruppierungen
Die Verteilung der Kugeln auf die einzelnen Gruppen kann auf

folgende Arten geschehen:

10)[7)(4)(2 10! 7! 4! 2! 10! .
(3)(3)(2](1) = F17C c BT4T 0 30T THiT T 3iatar  Mesl.
Insgesamt daher
i 10} = 31 752 000 Mo6glichkeit
212121 ° 31312 7 6glichkeiten
EISEN S.36

a) Auf wieviele Arten kénnen 12 Personen auf 6 Paare aufgetejltzwxihuzf

werden?
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b) Auf wieviele Arten kann man 6 verschiedene Spielsachen auf
drei Kinder A,B,C aufteilen, sodaB A drei, B zweli und C ein
Stiick erhdlt?

¢) 8 Tennisspieler sollen vier Singles spielen, wobei die Spiele
gleichzeitig stattfinden. Auf wieviele Arten kénnen die Spiele
arrangiert werden? ?&g~ Yy

d) Auf wieviele Arten kénnen drei Leute 12 Kugeanunterejnander
aufteilen, wenn jede Person 4 Kugeln erhilt und

1. alle Kugeln gleiche GrdéBe

2. alle Kugeln verschiedene GréBe haben?

Vbl @) 1 |2 |3 |4 |s |6 Paare
3,7k, n2 A ablcd|ef|gh|ij|kl Personen
7!
ZTVaﬁ‘ Fiir die Personen gibt es 12! M6glichkeiten der Anordnung. Da es
L bei jedem Paar auf die Reihenfolge der Personen nicht ankommt,
gibt es
o/ g\ 6)/ 4\ % 12!
(37(2)(2)(2}%2>12) = 6

2!
Méglichkeiten der Paarbildung, und da es auf die Reihenfolge der
Paare selbst auch nicht ankommt, gibt es insgesamt

—12L  _ 10 395 Moglichkeiten
R . ﬁ4~,)’_,4 1 < ¥ 2 ! 6 . 6 !
=k 2" "5y A |B |C  Kinder 1
T ayelde|f  Spielsachen 3T2111 80 Mozlichkeiten
Tarhitiim Aft'l nw=8
3! c) 1 12 |3 |4 Tennisplitze g1
(2)"h ablcd|ef|gh Spieler 4 =105 Mdglichkeiten
d) 1. A|B C Personen
Nur eine Méglichkeit
_ = i BB @ @ LA I * 800 Kugeln
u=42 , ﬁ“ =%
ol 2. A B C Personen ,,
12! ! P .
i 1234[5678]9 10 11 12 Kugeln 3 ~ -=>-030 Moglichkeiten
EISEN S. 37

64. Auf wieviele verschiedene Arten kann man 20 rote und 15 griine
Zuckerln unter finf Kinder verteilen, wenn

&
a) einige Kiner leer ausgehen kénnen
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65S.

b) jedes Kind mindesten ein rotes Zuckerl erhidlt

c)jedes Kind mindestens ein rotes und ein griines Zuckerl erhdlt?

a) Verteilung der roten Zuckerln

1 2 3 4 S Kinder
..... e .o 20 rote Zuckerln
+4)! . . .
‘L%%E%%"' (23) = 10 626 Mdglichkeiten

Analog fiir die griinen Zuckerln

(13) = 3 876 Moglichkeiten

Daher insgesamt
10 626.3 867 = 41 186 376 Mdglichkeiten

b) Verteilung der roten Zuckerln

1 2 3 4 S Kinder

o} o} o} 0] 0] Pflichtzuckerln

. .o . se e 15 rote Restzuckerl
(4+15)! 19 . g .
—~ITisT = ( 4) Méglichkeiten

Ebensoviele Moglichkeiten fiir die griinen Zuckerln (s.0.). Daher

(19}2 = 15 023 376 Méglichkeiten

4
¢) Verteilung der griinen Zuckerln
1 2 3 4 5 Kinder
o © 0. o Q grine Pflichtzuckerln
) e ceeee 10 = Restzuckerln

Zusammen mir der Verteilung der roten Zuckerln (s.o.)

(13].(13) = 3 879 876 Moglichkeiten

Auf wieviele Arten kann man die Vokale a,e,i,o u und acht x an-

ordnen, wenn keine zwei Vokale aufeinanderfolgen dirfen?

Die Anordnung der Vokale ist auf S! Arten méglich. Bei jeder An-
ordnung muPf zwischen die Vokale ein Pflicht-x eingeschaltet wer-
den, wozu vier x verbraucht werden

a X e X i X o X u
X X X l l X

Die restlichen 4 x kénnen in die entstehenden 6 Abschnitte be-
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66.

liebig verteilt werden. Dies ist auf

!
—L%$§%4— = (ZJ Arten mog-

lich. Insgesamt daher

5!.(2) = 15 120 Mdglichkeiten

TUCKER S: 53

a) Auf wieviele Arten kann man 4 gleichartige und 6 unterschied-
liche Objekte in 5 verschiedene Schachteln verteilen?

b) Bei wievielen Verteilungen enthdlt jede Schachtel genau zwei
Objekte?

a) Verteilung der 4 gleichartigen Objekte
1 | 2 I 3

4 l 5 Schachteln
. 4 gleiche Objekte

(g) = 70 Moglichkeiten

Verteilung der verschiedenartigen Objekte

S Schachteln
f 6 versch. Objekte

1
abc

2
d

3 4
e

6

Die 6 Objekte lassen sich auf 5° = 15625 Arten auf die 5 Schachteln

verteilen. Daher
70.15625 = 1 093 750 Mdglichkeiten

b) Die Verteilung von je zwei Objekten auf die Schachteln ist

auf folgende Arten méglich

1. Je zwei gleiche Objekte in 2 Schachteln ... (g) Méglichkeiten
In die restlichen 3 Schachteln kann man die verschiedenen
Objekte auf (6.5).(4.3).(2.1) = 6! Arten verteilen. Da es auf
die Reihenfolge in einer Schachtel nicht ankommt gibt es

2'3%57“ Mdglichkeiten. Insgesamt daher
L]
[3). STotsT =.200 Mdglichkeiten

oder: Es gibt [g) Méglichkeiten, je zwei der verschiedenen

Elemente zu paaren. Diese Zweierpakete man auf §5.4.3 Arten in
3 der 5 Schachteln verteilen. Die verbleibenden zwei Schach-

tel werden mit je zwei gleichartigen Kugeln gefiillt. Daher
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f '
| (g}.S.A.S - (SJT = 900 Mdglichkeiten

]
-gﬁ- kann interpretiert werden als Verteilung von S Pdckchen,

wovon zwei gleich sind.

2. Es konnen in eine Schachtel zwei gleiche,in zwei andere
Schachteln je eine der gleichen und eine der verschiedenen
Kugeln gelegt werden. In die restlichen zwei Schachteln je
zwei verschiedene Objekte kommen.

Verteilung der zwei gleichen Objekte ... S Méglichkeiten
Koppelung der restlichen 2 gleichen Objekte mit je einem der

verschiedenen Objekte auf 6.5 Arten méglich. Verteilung

dieser Koppelung in die verbleibenden 4 Schachteln auf {g}

Arten. Insgesamt daher 6.5.(4] M6glichkeiten,

2

In die verbleibenden zwei Schachteln kdnnen die restlichen

vier der verschiedenen Objekte auf (g} Arten verteilt werden
(Auswahl von 2 Elementen und Eingabe in eine der freien

Schachteln. Die Fiillung der anderen ist dann bestimmt). Daher

s.(s.s.[g)).(g] = 5 400 Mdglichkeiten

3. Es konnen vier der 6 verschiedene Objekte mit je einem der 4

gleichartigen in dieselbe Schachtel kommen ... 6.5.4.3 Mogl.
Jede dieser Koppelungen kann auf (3} Arten in einer Schachtel
verstaut werdenDaher insgesamt

6.5.4.3.13] = &1 [3] = 1 800 Méglichkeit
5.4.3.0041 = 57 -la) = 6glichkeiten

Zusammen daher
4900+5400+1800 = 8 100 Moglichkeiten
TUCKER S. 55

67. Ein Geschdft fihrt vier Sorten von Zuckerwaren, von denen die
Sorten A,B,C je 1 S, die Sorte D 5 S pro Stiick kostet. Wieviele
verschiedene Einkaufsméglichkeiten gibt es fiir ein Kind, welches

17 S besitzt und sein ganzes Geld ausgibt?

Es ist das System
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x1+x2+x3+ Sx4 =17

zu l6sen. Wir gruppieren nach der Sorte D
0 Stick D x1+x2+x3 = 17

X I Xy ' X3, 3 Sgrten (‘g) = 171 Mdglichkeiten

L Stick D X *XytKy = 12 (13) = 91 Méglichkeiten
2 Stiick D X +Xytxg = 7 (g) = 36 Mdglichkeiten
3 Stick D xl+x2+x3 = 2 (2) = 6 Msglichkeiten

Daher zusammen 171+91+36+6 = 304 Méglichkeiten

oder: Erzeugendes Polynom

18 13 20
S TO SN I A PRTANC U RN E I [ 1- x ) .[ 1-x )

1-x 1—x5
= (1-x18)3 (1-x20, L .
(1-x) 1-x
s o} XD
- (IISXI8—x20+3x36+3x38~x54-3x56+x7?).}: (2;l)x1.§: XSJ -
wird nicht gebraucht i=0 =0
x [« o]
}: }: (2;1)x1+53
i=0j=0
der Koeffizient von x17 ergibt sich wegen i+5j = 17 i =17-§j

E: (19 SJ] - [1g)+(13)+(g)+(3) = 304 Mbglichkeiten

Anmerkung: Einfacher widre der Ansatz gewesen

Clasrn2e. . O3S O Su oy = L.

TUCKER S 5§

68. Auf wieviele Arten kann man die Buchstaben des Wortes DIVISION

anordnen, ohne daB zwei I unmittelbar aufeinander folgen?
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Zwischen die drei I muB je einer der drei Restbuchstaben D,V,S,
O,N eingefiigt werden.
I o I o 1
RN |
Die drei restlichen Buchstaben kénnen dann in die drei entste-
henden Abschnitte auf
3+3 6) _
[ 3 ] [3J = 20 Arten

eingefiigt werden. Die so verteilten S Buchstaben DVSON k&nnen
noch auf S! Arten umgeordnet werden. Daher insgesamt

(g).sz = 2400 Moglichkeiten

'
oder: Wir berechnen zunichst alle -%%— Anordnungen und ziehen

alle Anordnungen ab, bei denen 2 oder 3 I hintereinander stehen.
Wir vereinigen zunidichst zwei II = X zu einem neuen Symbol und

betrachten die Anordnungen der Buchstaben DVSONIX. Davon gibt es
III= XI alle dreifach

auftretenden III bereits mitgezdhlt. Um Doppelzihlungen zZu ver-—

i

7!. Darin sind aber in der Anordnung IX

meiden, setzen wir daher Y = IX und miissen alle 6! Moglichkeiten
der Anordnungen von DVSONY wieder zuriickrechnen. Daher

8L 71461 = 2400 Moglichkeiten

TUCKER S. §7

69. Auf wieviele Arten kann man die 26 Buchstaben des Alphabets an-

ordnen, sodaB nie zwei Vokale aufeinanderfolgen?

Die fiinf Vokale kann man auf 5! Arten anordnen.
VvV * vV s+ v v sy
.I LN BN l l . I I s % &89
Zwischen die Vokale k®nnen wir 4 der restlichen 21 Konsonanten

einfiigen und die restlichen 17 auf (1725] Arten in die entste-

henden Abschnitte einfiigen. Die in den Abschnitten befindlichen
21 Konsonanten kénnen noch auf 21! Arten umgeordnet werden.
Daher
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S

52(22)212 = 161 451 464 537 975 567 1S5 200 000 Moglichkeiten
TUCKER S.57

70. Wieviele ganzzahlige Léosungsquintupel besitzt die Gleichung
Xy # X+ X gt X g+ X o =28

wenn

a) x

b) X; > 0 i =1,2,3,4,5

c) x. > i
i

a) x1 x2 Xq Xy Xg Unbekannte
. & . e & & . e & 8 08 28 Einsen
(2824) - (%3) - 35 960 Mogiichkeiten
[+ 9]
oder: (1+x+...)S = (1+x+...)5 = }: (4*1)
(l x) i=0
for i = 28 folgt (3§) = 35 960 Méglichkeiten
b) Xy X, X4 Xy Xg Unbekannte
0] o) o} o) o) X5 mindestens 1
* s LN . e s 00 e » ¢ o8 23 E‘insen

17 550 Moéglichkeiten

~
o
w
&+
&
—
I
—
o
&3
[
]

&0
oder: “(X+---)5 = xS(14x+..)° = x° Z [4+1] =
(1- x) 20
i=0
=) (%) rar ies =28 00 = 23w (21) - 17 550 Msgl.
i=0
c) Wir setzen yi = % -i = Y >0

y1+y2+y3+y4+y5 = X1+x2+x3+x4+xS - (142+3+445) = 28-15 = 13
yl y2 Y3 Y4 ys Unbekannte
0] o} o} o} o] ¥y mindestens 1

LI Y .0 seses] = Jeesssoee BEinsen
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(8*4) - (12] = 495 Moglichkeiten

4 4
2.3 3 4 5 6 x20
oder: (x“+x7+.. . )(x7+.. )(x +. . )(xT+. (x4 L) = —— =
(1-x)
[4 4] ®
.20 4+i) i 4+1i) i+20
i=0 i=0
Fiir i+20 = 28 3 i = 8 folgt (li} = 495 Méglichkeiten

TUCKER S. 57
71. Wieviele ganzzahlige Lésungstripel besitzt die Gleichung

x1+x2+x3 = 0 mit Xi 2 =5

Wir setzen y; = xi+5 3 vy 20

y1+YZ+Y3 = X1+X2+X3+15 = 15

y y y Variable 15+2 17} _ v s .
s ]
oder: (x‘b'+x—l’i+...+l+x+...)3 = SN ! 2+i x! =
ptaditl N 15 3 15 2
x T (1-x) X =0

(2+i] i-15
5 |¥

Fir i-15 = 0 5 i = 15 folgt (13] = 136 Mdglichkeiten

TUCKER S.

72. Wieviele ganzzahlige Lésungsquadrupel der Ungleichung

X +X X +x4 < 100, xj > 0

177273
gibt es?
Es sei x1+x2+x3+x4 = k, x> 0
Xy Xy X4 X4 Unbekannte
o) o} 0] xk mindestens 1

. " 0o ® e ¢ e k“'4 Einsen
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T8
E-%

73.

74.

(k—g+3) _ (kgl) M6glichkeiten.

Insgesamt daher (mit einer Formel der Vorlesung &Qh)

() - (o909 - (2 - (2 - 220000,

TUCKER S. 57

Auf wieviele Arten kann man k Kugeln in 'n verschiedene Schach-
teln verteilen (k<n), wenn In jeder Schachtel maximal eine Kugel
ist und wenn

al) alle Kugeln identisch sind

b) die Kugeln verschieden sind?

a) Wir denken uns die n Schachteln numeriert und greifen k davon
heraus und legen in jede der herausgegriffenen Schachteln eine

Kugel. Daher

(ﬁ) Méglichkeiten fiir gleiche Kugeln

b) In die (n} herausgegriffenen Schachteln kénnen wir die Kugeln

k

auf k! verschieden Arten verteilen. Daher

(E).k! = -ETT%éETT-.k! = -(H%éjT_ Moégl. fiir verschiedene Kugeln
oder

Die 1. Kugel kann auf n Arten verteilt werden

Die 2. Kugel kann auf n-1 Arten verteilt werden

Die 3. Kugel kann auf n-2 Arten verteilt werden

-------------------------------

Die k. Kugel kann auf n—-(k-1) Arten verteilt werden
Insgesamt daher
n(n-1)(n-1)...(n-(k-1)) =
TUCKER S. 57

n!

‘(5:?77- = K-Anordn. Elementen

Auf wieviele Arten kann man drei verschiedene Teddybdren und
neun identische Lutscher an vier Kinder verteilen

a) ohne Einschrinkung
b) kein Kind erhdlt zwel Teddybiren
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7S.

¢) jedes Kind erhidlt drei Geschenke?

1 2 3 4 Kinder
a) QOO OO0 @ ® 9 gleiche Lutscher

. . 3 verschiedene Teddys
Verteilung der Lutscher auf (953] (ng = 220 Arten

Verteilung der Teddys = Abbildung einer 3-elementigen in eine
4-elementige Menge 3 43 = 64 Mbglichkeiten. Daher insgesamt

220.64 = 14 080 Moglichkeiten

b) Verteilung der Lutscher wie oben. Verteilung der Teddys =
3-Anordnung von % Elementen # 4.3.2 = 24 Moglichkeiten.
Insgesamt daher 220.24 = S5 280 Moglichkeiten

c) 1. Ein Kind erhalt alle drei Teddys ... 4 Méglichkeiten
Die neun Lutscher werden zu je dreien an die restlichen drei

Kinder verteilt ... | Moglichkeit. Zusammen also 1.4 = _4 Mogl.

2. Ein Kind erhalt 2 Teddys. Auswahl der Teddys auf auf @) Ar-

ten méglich, die Vergabe der beiden Teddys an die Kinder auf 4

Arten méglich, die Vergabe des letzen Teddys auf 3 Arten még-

lich: insgesamt 4.(3).3 = 36 Mglichkeiten. Von den Kindern be-

kommt eines einen Lutscher, eines 2 Lutscher, die beiden letzten
je drei Lutscher. Da diese Verteilung nur auf eine Weise méglich

ist: Insgesamt 36.1 = 36 Méglichkeiten

3. Drei Kinder erhalten je einen Teddy =3 —Anordnung von I
Elementen = 4.3.2 = 24 Méglichkeiten. Die Verteilung der
Lutscher nur auf eine Art mdglich: 1.24 = 24 M6glichkeiten

Zusammen daher
4+36+24 = 64 Mobglichkeiten

TUCKER S. 57

Auf wieviele Arten kann man acht Kugeln in sechs verschiedene
Schachteln verteilen, wenn in den ersten zwel Schachteln zusam—
men maximal vier K pgeln sind und wenn

a) die Kugeln identisch sind
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b) die Kugeln verschieden sind?

1. Methode: a) Wir betrachten die ersten beiden Schachteln

Gé l g ?Cgiggtiln (1;1) = j+1 Moéglichkeiten 0<i<4

Die restlichen 8~i Kugeln verteilen wir auf die Schachteln 3-6

3 4 Schachteln [8—i+3]

- [11-i . 1s .
cloto) o} I folo] I@@ooe 8-i Kugeln 3 = ( 3 ) Méglichkeiten

Zusammen daher

4
}: (i+1). ( 31) = 1. (‘é)+2 (lg)+3.(g]+4.(§}+s.(g} = 1056 Mdglichkeiten

i=0

b) Wir wahlen i Kugeln auf (?) Arten aus und verteilen sie auf

2! Arten in die beiden ersten Schachteln: 21(?] Méglichkeiten.

8-i

Die restlichen 8-i Kugeln verteilen wir auf 4 Arten auf die

restlichen 4 Schachteln. Insgesamt daher

4 4 4
}: 2i(§)48—i _ E: 21'216—21(3} _ }: 216—i(§} -
1 1 1
=0 =0 =0
- 216(g}+215[?]+214(§}+213(§)+212(§) = 1 531 904 Méglichkeiten

2. Methode: .Erzeugendes Polynom

a) a,b seien die beiden ersten Schachteln. ai bedeute, daf in
der ersten Schachtel i gleichartige Objekte sind. Fir die ersten
beiden Schachteln gilt daher der Aufzihler

1+(a+b)x+(a2+ab+b2) x2+(a +albrabZ+bd) xo+ (at+abralbl+abd+bd)x?

daher der Abzihler fiir alle Schachteln
(re2xr3x+axdessxh) (e 0% = (r2xeaxeaxesxhy . —L— =
(1-x)

= (142x+3x2+4x5+5x%) }: (3+‘)x‘ =
i=0

[3;i](xi+2xi+1+3xi+2+4xi+3+5xi+4) fir i+j = 8 und j = 0,1,2,3,4

gk

0
Daher
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[15)+2(1gJ+3(g)+4[§)+S(Z) = 1056 Moglichkeiten
1

b) —TT-al bedeutet, daB in der Schachtel a i verschiedene Objek-
te liegen, auf deren Reihenfolge es nicht ankommt. Daher lautet

der Aufzdhler flir die beiden ersten Schachteln

2 2 3 2 2 3
1+(a+b)x+(-%T-+ab+-§%—)x2+( T+ g,b + ag’ + g, yxS+
a® . 2% a%v? ab’ vt 4

HFr*r3T Y3 Y3 Yy )X

Daher lautet der Abz&dhler insgesamt

[1+2x+(——+1+ ST)X +(“+‘%T+'%T+ !)x3+(i!¢ é!¢ 2§2!+ é!¢ i!)XA]'
2 3 4
-(1+x+f2‘—,+—’3‘—,—+...) =
= [1+2x+2x2+ g 3, x4].(éx)4 =

= [1+2x+2x2+-%-x3+-%—x4]'
6

2 3 4 S 7 8

4 2. 4 3 .4 4 47 5 4 6 4 7. 4 8
-[1+4x+ ZT Xt 3T X tigy x v ST X teT X tayT Xty X +...]
x8
Der Koeffizient von |7 lautet
8 7 6 S 4
4 4 4 4 4 2 4 v
8! [-'é-'—+2 —7‘?“4'2. 61 + 3 37 +—§—.’z—!—'] = 1 531 904 Mogl.

TUCKER S. 57

76. Auf wieviele Arten kann man 15 gleichartige Objekte in vier ver—
schiedene Schachteln verteilen, wenn die Anzahl der Objekte in

der vierten Schachtel ein Vielfaches von 3 sein soll?

In der 4. Schachtel miissen 3i Objekte sein (i = 0,1,2,3,4,5). In
den restlichen 3 Schachteln sind die verbleibenden 15-3i Objekte
zu verteilen
1 2 3 Schachteln
l . l ----- « 15-3i Objekte
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17.

Dies ist auf (15—3i+2) = (17—3i

> 2 } Arten méglich. Insgesamt daher

5
1 - s *» * hd
E: ( 7231) - (1;)+[13)+(1;)+(§)+(3)+(§) = 321 Mdglichkeiten

i=0
TUCKER S. §7

Wieviele Ergebnisse kénnen die Wahlen zum Klassensprecher erge-—
ben, wenn 5 Kandidaten zur Verfiigung stehen und es 40 Wahlbe-
rechtigte gibt, wenn

a) jeder Kandidat mindestens zwei Stimmen bekommt

b) ein Kandidat héchstens eine Stimme, alle anderen aber minde—
stens zwei Stimmen erhalten

c¢) kein Kandidat die absolute Mehrheit erringt?

1 2 3 4 S Kandidaten

a) 00 010} 1070) o/0] 00 10 Pflichtstimmen
. X e sees« 30 freie Stimmen

- (33) = 46 376 Mdglichkeiten

(30:4)

b) 1. Ein Kandidat erhdlt keine Stimme

1 2 3 4 S Kandidaten
0l0) 0lo] (0l0)] 0/0) 8 Pflichtstimmen
.o ves seee 32 freie Stimmen

Da dies bei allen fiin Kandidaten zutreffen kénnte, gibt es hier

s.(32+3) = s.(35) = 32 725 Moglichkeiten

3 3
2. BEin Kandidat erhidlt nur eine Stimme S Méglichkeiten
1 2 3 4 S RKandidaten
0] 00 ole} lale] 0l0] 9 Pflichtstimmen
. s sses 31 freie Stimmen

5_(31;3) _ 5_(33) = 29 920 M8glichkeiten

Insgesamt daher
32 725 + 29 920 = 62 645 Moglichkeiten
c) Wir berechnen jene Fille, bei denen ein Kandidat die absolute

Mehrheit besitzt, daher mindestens 21 Stimmen erreicht S.Mégl.




BEISPIELSAMMLUNG ZUR KOMBINATORIK 73

1 2 3 4 S Kandidaten
21 Pflichtstimmen
. 19 freie Stimmen

5_(1924) _ 5_(23) = 44 275 M8glichkeiten

Ziehen wir dies von allen Mdglickeiten ab, so verbleiben

[43)-5,(23) = 91 476 Mbglichkeiten

oder: erzeugendes Polynom

a) Jeder der 5 Kandidaten erhidlt mindestens 2 und héchstens 40

Stimmen
s3] [+ 4
(x2+x3+...)5 - XIO 1 - XIO' 441 xl - 441 x1+10
(xS 4 4
X i i=0
Fiir den Koeffizienten von x70 gilt: i+10 = 40 % i = 30, daher

[33) = 46 376 Moelichkeiten

b) Fiir die 5 Kandidaten gibt es folgende Moglichkeiten

[v o]
S.(14%).x5. (14x+.. )% = 5x8(1+x)§: (3;i)xi =

fo o)
Zs (3+1) 1+8+Xi+9)

1=

)
)

Zusamen daher 32 725+29 920 = 62 645 Méglichkeiten

3

i+8 40 > i 32 725 Moglichkeiten

i
it

32%5.[

3

W W N

29 920 Mbglichkeiten

it

i+9

40 = i = 31 = 5.(

c) Ein Kandidat kann maximal 20 Stimmen bekommen

21 S ®
(1+x+...+x20)s = (_%§§~__)5 _ }: ( ) (21 1 }: (4+]J

=0 i=0
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78.

s o

_ i [5) [4+5) 21i+j
- )0 o )
i=0j=0

5
fir 21i+j = 40 3 j = 40-21i = Z (_1)1@] (44—‘2111) _
i=0

_ (g) (42)+m (22)+o+o+o = 91 476 Mdglichkeiten

TUCKER S. 5§57

Auf wieviele Arten kann man ein Haus mit 10 unterschiedlichen
Zimmern ausmalen, wenn maximal drei verschiedene Farben verwen-—
det werden?

Die verwendeten Farben kénnen aus 20 verschiedenen Farbwerten
ausgewdhlt werden.Jedes Zimmer wird in einer einzigen Farbe aus-—

gemalt.

Anzahl der Zimmer Anzahl der Objekte = n = 10 verschiedene:

Anzahl der Farben Anzahl der Schachteln = s = 20 verschiedene-
Es sollen also 10 verschiedene Objekte in eine oder zwei oder
drei verschiedene Schachteln aus 20 verpackt werden, wadhrend die
ibrigen leer bleiben.

Die Zuordnung der 10 verschiedenen Objekte auf die maximal 3

verschiedene Schachteln ist eine surjektive Abbildung.

Fiir die Anzahl der surjektiven Abbildungen einer n—-elementigen

Menge auf eine r—elementige Menge ist r!S;
Greifen wir aus den s Farben k heraus, so gibt es dafiir (i}

Méglichkeiten. Pro Farbenauswahl gibt es daher k!Si M6glichkei-

ten, insgesamt daher

k n

Médglichkeiten. Insgesamt gibt es daher fiir alle méglichen

(S)k:sk k = 1,2,3

Farbenauswahlen
3

20 k (20 1 (20 2 (20 3 _
Z (k]k:sm -( 1)“310"( 2)2’510“( 2}3:510 =
k=1
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79.

= 20.1.1 + 190.2.511+1140.6.9330 = 64 011 400 Modglichkeiten
EISEN S. 87

Auf wieviele Arten kénnen 7 verschiedene Kugeln in vier ver-—
schiedene Schachteln verteilt werden, wenn die erste Schachtel
genau zwel Kugeln enthdlt und die Reihenfolge der Kugeln in den

Schachteln belanglos ist?

1. Methode: Die zwei Kugeln fir die erst Schachtel koénnen auf

(g} Arten gewdhlt werden. Die restlichen 5 Kugeln kénne auf 35

Arten in die restlichen drei Schachtel verteilt werden. Daher

(7).35 = S 103 Mdglichkeiten

2
2. Methode: Die Anzahl der Kugeln in den Schachteln 1,2,3,4 sei
i, = 2, i, i3, i, mit 2+iytiqati, = 7. Daher sind alle

Mdglichkeiten ("oder”)

71 71 51
2T, 1,1, = 2151 - i,

i2+13+i4=5 12+13+14=5

Nach dem polynomischen Lehrsatz ist das aber

7
2

7!

2151 )-35 = § 103 Mdglichkeiten

(1+1+1)° = (

3. Methode: Erzeugende Funktion
2 2 <3 X4 <> )3

X X
21 (“’” 2t t3T AT sy

Da wir héchstens die 7. Potenz benétigen, ist es flir die Rech-

nung einfacher, zu rechnen

2 2 2 2 2
(e e )P = S = Srasdre 25
<!
Der Koeffizient von -5y lautet daher
13
-

4 . Methode:STIRLINGsche Zahlen. Es gibt (ZJ Méglichkeiten zur

Verteilung in die erste Schachtel. Die restlichen 5 Kugeln
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k6énnen auf (?).l!Sé oder (g).228§ oder (g).S!Sg in die restli-

chen Schachteln verpackt werden. Daher gilt

@ [(ﬂwsé«u(g) .2:s§+(g) .3:3:5’] =

= 21[3.1+43.2.15+6.25 = 5103 Méglichkeiten
EISEN S. 84

80. Auf wieviele Arten kann man 25 Spielsachen aus 7 Typen auswdh—
len, wenn man von jedem Typ zwischen 2 und sechs Spielsachen

auswiahlt?

Es ist der Koeffizient von x25 des erzeugenden Polynoms

(x2+x3+...+x6)7

zu suchen.

5
(x2+x3+...+x6)7 = x14(1+x+x2+x3+x4)7 = x14(-%55—-)7 =
7 ® ®
- x14.§: (Z)(’XS)I'EZ (6ZJ)XJ E: §: (- 1)1( )(623) Si+j+14
i=0 j=0 i=03=0

fiir Si+j+14 = 25 3 j = 11-5i

> o )07 - (D0 D@0 - sssren

1=0
TUCKER S. 88

81. Auf wieviele Arten kann man r Zuckerln unter 8 Kinder verteilen,
wenn
a) jedes Kind mindestens ein Zuckerl bekommt?
b) jedes Kind eine gerade Anzahl von Zuckerln bekommt?
c¢) ein Kind bekommt von den r Zuckerln soviel es will, wahrend
die restlichen Zuckerln beliebig auf die anderen Kinder verteiltl

werden?

o
a) (x+x2+...)8 = x8(l+x+x2+...) = x 8 }: (7+1] i
(1- x) i=0
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82.

o 4]
- T+i)_ i+8
7
i=0
Fir i+48 = r 2 i = r-8, daher
[r"l) = (r‘l) Méglichkeiten
7 r-8 8
s 0]
b) (1+x2+xd+.. )8 = }: (7+1J
A=ty
Fiir 2i = r folgt i = [-%—]daher

{7+£—§—]] ) [TE[_;_]]} Mog1ichkeiten

¢c) Das erste Kind will n Zuckerln

[+
n . .
xn(l+x+x2+...)7 = —X = (1+6)x1+n
7 ;: 6
(1-x) i=0

r-n ergeben sich

[6‘“2‘“] = (6*‘""“) Méglichkeiten
r—n

fliir i+n = r = i

TUCKERS. 91

Auf wieviele Arten kann man die Summe 25 erhalten, wenn man 10

verschiedene Wiirfel wirft?

(x+x7+x3+x4+xs+x6)10 = X10(1+x+x2+x3+x4+x5)10 = xlo('%fgf‘}lo =
o 10 @

0 (et T () -1 5 ot ()5
j=0

Fir 6i+j+10 = 25 % j = 15-6i gilt

> o () - (YN[ eon--

= 831 204 Méglichkeiten

TUCKER S. 91
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83. Gegeben seien sechs Packungen von je finf gleichen Objekten
(A,A,A,AA), (B,B,B,B,B), ..., { F,F,F,F,F). Auf wieviele Arten
kann man samtliche vorhandenen Objekte auf Haufen von je 15 Ob-

Jjekten aufteilen?

Gesucht sind alle Méglichkeiten, Haufen von je 15 Objekten zu
bilden. Da insgesamt 30 Objekte vorhanden sind, ergibt sich mit
jedem |S5er~Haufen ein korrespondierender 1Ser—-Haufen, der den
ersten auf die Gesamtmenge der vorhandenen Objekte erginzt.
Tritt eine ungerade Anzahl von Haufen auf, so gibt es genau zwei
gleiche Haufen, die dann aber nicht als verschieden gezihlt
werden.

Vorbereitendes Beispiel: Gegeben: (A,A), (B,B), (CC). Gesucht:

Aufteilung in Dreierhaufen

3
(1exex2)? = ( 1-x ]3 _

AAB erginzende f—-x

_BCC . Haufen 3 o

AAC ergidnzende = }: (—1)3(?)(2;J)XBI+J
BBC Haufen — .

................. i=0 j=0

ABB ergédnzende

ACC Haufen j#¥3i = 3 3 j = 3-3i

ABC 2 gleiche
ABC Haufen

r\/]w

(—1)3(?J(5;3i) =7

i=0

2

gleichartiges Paar.

Daher gibt es [-Z—] = 3 einander erginzende Dreierhaufen und ein

Anwedung auf das gegebene Beispiel
6 6, 2
2 5,6 _ 1-x 6 _ 51 [6)[S+]j) 61+
(I+x+x"+...4x7) " = (_T:E——) = }; }: (-1) (i)[ 5 )x
i=0 j=0

Fiir 6i+j = 15 3 j = 15-61 ergeben sich

6

if6)[20-6i) _ [6][20)_(6})(14 6) (8 _
). o Q%0 = B (CS)-() (1)« () (&) o- - = 4 32

i=0

Finzelhaufen. Daher 2166 Paare von einander erginzenden Haufen

wobei keine gleichartigen vorkommen
TUCKER S. 91
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84. Man suche die erzeugende Funktion fiir die Anzahl von Méglichkel-
ten, n Augen zu wirfeln, wenn man belebig oft wiirfeln kann (die
Reihenfolge der Ergebnisse der Wirfe wird beriicksichtigt)

0 Augen zu wiirfeln ist auf keine Weise méglich. Beim ersten

Wurf kann man | oder 2 oder ... 6 Augen werfen:

2
x1+x“+x3+x4+x5+x6

ebenso gibt es fiir jeden weiteren Wurf diese MOglicheiten. Nach

zwei Wirfen kann einer der Exponenten von

(x1+x2+x3+x4+x5+x6)2

als Augenzahl auftreten, nach drei Wirfen einer der Exponenten

von

(x1+x2+x3+x4+x5+x6)3 Usw.

Die gesuchte Augenzahl n ist daher ein Exponent der 1. oder 2.

oder 3. Potenz in der Entwicklung von

1+(x1+x2+x3+x4+x5+x6)+(xl+x2+x3+x4+x5+x6)2+
_ 1

l—(x1+x2+x3+x4+x5+x6)

i

Entwicklung nach TAYLOR ergibt

Lext2x2+4x0+8x % +16x5+32x0+63x T+125x5+248x°+492x 049761 1+

Fiir die Erwiirfelung von 5 gibt es also folgende 16 Mdglichkeiten

5 1x wirfeln 113 ) 1112

14 122 1121

23 131 1211 [ 4 wirfeln

32 2x wiirfeln 212 > 3x wiirfeln 2111

41 221 11111 Sx wirfeln
311

TUCKER S. 92

Ki 85. Wieviele natiirliche Zahlen < 1000 sind weder durch 5 noch durch 7

teilbar?

Menge aller betrachteten Zahlen IAl = 999
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K1 g7,

Menge der durch S teilbaren Zahlen IASI

Menge der durch 7 teilbaren Zahlen lA7l = [———~

Menge der durch S5 und 7 teilbaren Zahlen IASnA7l

Daher ergibt die symbolische Berechnung

it
r——
O
nio
O
et

199

]

S [2990].
= [ 3% ] = 28

IASnA7I = l(l—AS)(l—A7)l = II—AS-A7 +A5.A7| =
= IAI—IASI—IA7I+IASnA7|
Daher
IASnA7l = 999-199-142+28 = 686 Zahlen

EISEN S. 103

das Wort ade nicht vorkommt?

Grundmenge A sie die Menge aller Anordnungen
IAl = 5!

. Wieviele Anordnungen der Buchstaben a,b,c,d,e gibt es, in denen

Betrachten wir das Einzelelement ade (”Riesenbuchstabe’”, Jumbo-

letter”), so haben wir insgesamt die Buchstaben b
Menge dieser Anordnungen ist
- ]
IAll 3!
daher

,c,(ade). Die

IA,l = IAl- JA | = 5'=3! = 114 Anordnungen

1 1

TUCKER S. 144

Von 100 Schiilern eines Jahrganges wihlen 50 Englisch, 40 Franzé-

sisch, 20 Schiiler wihlen beide Srachen. Wieviele Schiler wihlen

keine Sprache?

IAl = 100, |El = 50, I|FI
1. Methode:

40, 1EnFl = 20

JEUFl = |EI+IFiI-1EnF] = 50+40-20 = 70
Es gibt also 70 Sprachschiiler, daher w3ahlen
30 Schiiler keine Sprache

2. Methode:
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IEnFl = I(1-E)(1-F)! = |1-E<F+E.Fl = lAlI-1EI-IFI+|EnF| =
= 100-50-40+20 = 30 = |EnF!
3. Methode:
A
E F
30 20 20
30
TUCKER S. 145
KﬁBB. Wieviele Anordnungen der Ziffernm 0,1,...,9 gibt es, bei denen
die erste Ziffer gréBer als 1 und die letze Ziffer kleiner als 8
ist?
A...Menge aller Anordnungen Al = 10!
E...Menge aller Anordnungen, deren 1. Ziffer 0 oder | ist
IEl = 2.9}
L...Menge aller Anordnungen, deren letzte Ziffer 8 oder 9 ist
ILI = 2.9!
{EnLlI = 2.2.8!
Daher
IEnLl = I(1-E)(1-L)! = I1-E-L+E.L! = IAI-IEI-ILI4+|EnL| =

= 10!-2.9!-2.9!'+2.2.,8! = 2 338 560 Anordnungen
TUCKER S. 145

X1 89. Unter 100 Schiilern desselben Jahrganges widhlen 40 Englisch, 40

Franzésisch, 40 Latein, je 20 Schiiler wihlen je zwei Sprachen
und 10 Schiler wdhlen alle drei Sprachen. Wieviele Schiiler wih-

len keine Fremdsprache?

IAl = 100, IEl = IFl = ILlI = 40
{EnFl = 1EnLlI = IFnLl = 20
|EnFnLLl = 10

Gesucht ist: |EnEnLl!

JEnFnL! = I(1-E)(1-F)(1-L)! = 11-E-F-L+E.F+E.L+F.L-E.F.Ll =
= JAI=1EI=IFI=ILI+1EnFI+|EnLI+1EnLI-1EnFnL| =
= 100-40-40-40+20+20+20-10 = 30 widhlen keine Fremdsprache
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A
o | L
E 10
10 | 10 F
{0 10
10
30
TUCKER S. 147
KT 90. Wieviele Zahlen
a) 5 70 sind zu 70
b) £ 72 sind zu 72
relativ prim?
a) Grundmenge A = {1,...,70} 1Al = 70

Ferner gilt 70 = 2.5.7

Wir haben also alle Zahlen <70 zu suchen, die nicht durch 2,5
oder 7 teilbar sind.

Seien Z, F und S die Mengen der Zahlen £ 70 die durch 2, 5, 7
teilbar sind

- 10 _ - 10 _ - 10 _
1zl = 5= =35, IFl = —— =14, ISl = = =10
| Z0F] = -%9— = 7, 1Z0S! = -%9— =5, IFnSI = —1%- =2
= 10 _
1ZNnFNS| = 0 = 1
Gesucht wird daher
1ZoFnS| = 1(1-Z)(1-F)(1-8)} = 11-2-F-S+Z.F+Z.S+F.S-Z.F.S| =

= |AI=1Z1=1FI=ISI+I1ZnFI+1ZnS1+1FnSI-1ZnFnS| =

= 70-35-14-10+7+5+2-1 = 24 teilerfremde Zahlen
Nach EULER ergdbe sich

o(70) = 70(1-—%—)[1—-%—)(1—-%—) = 24 teilerfremde Zahlen

b) Grundmenge A = {1,...,72}, 1Al = 72, 72 = 2332
- J2 Y Y
1z) = 22 =36, Dl = 2 =24, 120Dl = = =12

Daher wie oben
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kY 92,

1ZoDl = 1AI=1Z1-IDI+]1ZnD} = 72-36-24+12 = 24 teilerfremde Zahlen
Nach EULER 0(72) = 72[1—-%—](1—-%—) = 24 wie oben

TUCKER S. 147

. Wieviele terndre n-tupel, gebildet aus den Ziffern 0,1,2 enthal-

ten mindestens eine 0, eine 1 und eine 2?

Es ist IAl = 3@

Weiters seien AO’A A2 die Mengen jener n—-tupel, in denen 0,1,2

19
nicht vorkommt. dann ist die Menge jener n-tupel, in denen 0,1,2

mindestens je einmal vorkommt ROnKInK,.

Es ist IAOI = IAll = IA2I = 2", da jede der n Stellen nur mit
jeweils einer der anderen Ziffern besetzt werden kann. Ferner
ist
JIA.nA.l = 1
1 J
denn es gilt
Aor\A1 = {2,2,...,2}
AonA2 = {1,1,...,1}
AlnA2 = {0,0,...,0}
Ferner ist
AonAlnA2 =g = IAOnAlnAzl =0
Daher ist
IAOnAlnAzi = l(l—AO)(l—Al)(l—Az)l =
= lA|~lA0|—IA1I—lA21+IAOnA1|+1AOnA2l+IA1nA2I—IA0nA1nA2I =

= 303 20430 = 3.(3" 12741y pn-tupel
TUCKER S. 148

Von 100 Schiilern eines Jahrganges widhlen je 40 die Sprachen
Englisch, Franzosisch, Latein. 20 Schiler wiahlen nur Englisch,
ebensoviele nur Franzésisch, 15 nur Latein. 10 Schiiler wiahlen
Englisch und Franzésisch.

Wieviele Schiiler widhlen alle drei Sprachen?

Wieviele Schiiler widhlen keine einzige Sprache?
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Gegeben: IEl = |F]l = ILI = 40
|EnFnL!I = IFnEnLl = 20

iLnEnFl = 15

|EnFl = 10

Gesucht: I|EnFnLl, 1EnFnLl

Es gilt
IEnEnLL! = IE(1-F)(1-L)! = IE-E.F-E.L+E.F.Ll =
= |El-1BnFl-1EnLi+IEnFnLI
daher
20 = 40-10-1EnLI+{EnFnL! 3 IEnLI-1EnFnLl = 10 (1)
IFnEnL] = IF(1-E)(1-L)! = |F-E.F-F.L+E.F.L| =
= |FI=1EnF!=IFnL!+|EnFnLl
daraus
20 = 40-10—IFALI+IEnFnLl % IFnLI-1EnFnLl = 10 (2)
ILAENFl = IL(1-E)(1-F)! = IL-E.L-F.L+E.F.L| =
= JLI-JEnLI-=I1FnLI+}EnFnL!
daher
15 = 40-~1EnL]-1FnLI+}EnFnLl = 1EnLI+|FnLI-1EnFnll = 25 (3)
Daraus
(3)-(1) = }IFnLI = 15
(3)-(2) % [IEnLI = 15
(1) 3 JIEnFnL] = §
Damit ergibt sich
TEnFnLl = 1(1-E)Y(1-F)(1-L)! = I1-(E+F+L)~(E.F+E.L+F.L)-E.F.L| =

= JAl=(IEI+IFI+IL1)+(I1EnFl+]EnLI+I1FnLl )~ EnFnLl|

daher
IEnFnll = 100-(3.40)+(2.15-10)-5 = 15

IEnEnLl = 15

S Schiiler lernen alle drei Sprachen

15 Schiiler lernen keine einzige Sprache
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Verwendung von VENN-Diagrammen

Wir unterteilen A in die fremden Teilmengen
A=auvubucuduvueuvufuguh
Dann gilt
Al = lal+lbl+icl+idl+lel+ifl+ligl+lhl

h L

Laut Angabe gilt

IAl = lal+lbl+lcl+ldi+lel+]Ifi+igl+lnl = 100

IEl = lal+lbl+idi+lel = 40

IFI = lal+lcl+ldl+If]l = 40

ILI = lal+lbl+lcl+lgl = 40

|EnFall = lel = 20

IFnEnLl = If1l = 20

ILnEnFI = _lgl = 15

l|EnFl = lal+ldl = 10

Daraus

IEl = lel+lbl+(lal+idl) = 20+Ibl+10 = 40 » Ibl = 10
IFl = lcl+lfl+(lal+idl) = Icl+20+10 = 40 = Icl = 10
ILI = lal+ibl+icli+igl = lal+10+10+15 = 40 3 lal = 5, Idl = §
Al = 5+10+10+5+20+20+15+Ihl = 100 # lh! = 1§
Daher

IEnFnLl = lal = 5§

|EnFnLl = Ihl = 15

TUCKER S. 148

171 93. Wieviele neunstellige Kenn-Nummern (fihrende Nullen méglich)

gibt es mit mehrfach auftretenden Ziffern?

9

1Al = 10 Anzahl aller Kenn—-Nummern
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g 94.

Ly 94.

I3 9s.

VI

10.9.8...2 =10! ... Kenn-Nummern mit verschiedenen Ziffern

IAl - IV] = 10°-10! = 996 371 200 Kenn-Nummern mit

J&EL&&ELQQQ%QQQMJQLZiffern

Wieviele neunstellige Kenn—-Nummern (fiihrende Nullen méglich)

1V

1

TUCKER S. 149

gibt es, in denen mindestens eine Ziffer mehrfach auftritt?

1Al = 109 . Anzahl aller Kennziffern
iVi = 10.9.8.7.6.5.5.4,3.2 = 10! ... Anzahl aller Kennz—Nummern
mit verschiedenen Ziffern
IVl = 1AI-1V] = 10°-10! = 996 371 200 Kenn—Nummern

TUCKER S. 149

Wieviele terndre n—tupel gibt es, In denen wenigstens zwel glei-

che Ziffern aufeinander folgen?

IAl = 3™ ... Anzahl der terniren n—tupel

IBl sei die Anzahl der terni3ren n-tupel, bei denen keine zwei
aufeinander folgende Ziffern vorkommen. In diesem Falle kann man
die erste Ziffer auf 3 Arten wihlen, jede folgende aber nur auf
zwei Arten, da keine Ziffer unmittelbar wiederholt werden kann.
Daher

1

IBl = 3.20°

IBI = 1AI-IBl = 30-3.227 0 = 330~ 1 on=1y woo1ichkeiten

TUCKER S. 149

In einer Bibliothek sind 200Biicher, davon 70 in frabzésischer
Sprache und Biicher iiber Mathematik. Wieviele nicht-franzdésische
Biicher, die auch keinen mathematischen Inhalt haben, gibt es,
wenn.es

a) 30 Mathematikbiicher in franzésischer Sprache

b) 60 nicht-mathematische Bicher in franzbésischer Sprache
gibt?

fAl = 200, IFl = 70, IMI = 100
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a) gegeben: IMnFl = 30, gesucht: IMnFl

IMNF! = 1(1-M)(1-F)! = |1-M-F+M.FI =
= 200-100-70+30 =

= 60 franzdsische Biicher ohne mathematischen Inhalt

IAI=IMI=IFI+IMnFl =

b) gegeben: IMnFl = 60, gesucht: IMnFI
IMOF] = 1(1-M)F] = IF-M.Fl = IFI-IMnF! = 70-IMnFl = 60 =
IMNFl = 10

Daher wie oben

IMAE! = JAI=-IMI=IFI+IMnF] = 200-100-70+10 =

= 40 franzdsische Bilicher ohne mathematischen Inhalt

Lésung mit VENN-Diagrammen

beginnen nicht mit 37

Kff 96. Wieviele Anordnungen der Ziffern 0,1,...

1AL = 10! Menge
IBI = 9! . Menge
ICl = 9! . Menge
IBnCl = 8!... Menge

aller Anordnungen
der Anordnungen,
der Anordnungen,

der Anordnungen,

beginnen

die mit 8 enden

die mit 3 beginnen

A
F d A=aubucud
M IAl = lal+lbl+lcl+idl = 200
b 2 c IFl = lal+lbl = 70,
IMI = lal+lcl =100
a) IMnFl = lal = 30 b) IMnF! = lbl = 60
daher daher
Ibl = 70-lal = 40 lal = 70-1bl = 10
lel = 100-lal 70 lcl = 100-lal 90
Idl = 200-30-40-70 = 60 Idl = 200-10-60-90 = 40
Demnach Demnach
IMnFl = 1dl = 60 IMnFl = 1dl = 40
TUCKER S. 150

,9 enden nicht mit 8 und

die mit 8 enden und mit 3



N
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97.

daher
IBnCT =

I(1-B)(1-C)] = I1-B-C+B.C! = [|Al=IBI-ICI+IBnCl =
= 10!-9!-9t+8! = 2 943 360 Anordnungen

TUCKER S. 150

Wieviele n—-tupel der Ziffern 0,1,...,9 gibt es,

stens eine der Ziffern 1,2 oder 3 fehlt?

lAll = IA2l = IA3I = of . Anzahlen der n-tupel, in denen je
1,2 bzw. 3 fehlt

IAlnAzl = lAlnA3I = lAznA3l = 8% ... Anzahlen der n—tupel, in
denen je zwei der drei Ziffern 1,2,3 fehlen

lAlnA20A3I = 7% ... Anzahl der n-tupel, in denen 1.2.3 fehlen

Gesucht ist

2uA3I

IAluA

lAIUAZUABI' Nun gilt

|A1I+IA F+1A I—IAInA I-1A, nA,I-1A nA3l+|AlnA2nA I =

2 3 2 13 2 3

= 3.9“—-3.8n+7n n—tupel

Verallgemeinerung: Gesucht ist die Anzahl der n-tupel von

Elementen, in denen mindestens eines von m vorgegebenen
Elementen fehlt

IAlu..

(VA I = m.(r—1)“—(§}(r—2)“ + ... (—1)(3)(r—m)“

TUCKER S. 150

Franzésisch,

. Yon 200 Schiilern wihlen je 80 eine der drei Sprachen Englisch,

Latein, je 30 wihlen jede mégliche Paarung von je

zweien dieser Sprachen und 15 wihlen alle drei Sprachen

a) Wieviele Schiiler wihlen keine der drei Sprachen?

b) Wieviele Schiiler wiahlen nur Latein?

IAl = 200, IE} = IFl = ILI = 80, |EnFl = 1Enl! = IFnL! = 30
|[EnFnLl = 15
a) IEnFnLl = I(1-E)(1-F)(1-L)| = I|1-E-F-L+E.F+E.L+F.L-E.F.L! =

260-3.

b) IEnEnLl =

1AI=1E!I=-IFI=ILI+1EnFl+|EnLl+IFaLl-1EnFnLl =
80+3.30-15 = 35 Schiiler widhlen keine Sprache

I(1-E)(1-F)L)! = IL-E.L-F.L+E.F.Ll =

in denen wenig-

T




BEISPIELSAMMLUNG ZUR KOMBINATORIK

89

£} 99.

= |LI-1EnL!-IFnLI+!EnFnLl = 80 -2.30+15 =

= 35 Schiiler wdahlen mur Latein

Lésung mit VENN-Diagramm

A
h L
g
E b
F
c a f e
d

Al = lal+lbl+icl+ldli+lel+lIfl+igl+lhl = 200
IEl = lal+lbl+lcl+ldl = 80

IFl = lal+ldl+lel+if] = 80

ILI = lal+lbl+Ifl+lgl = 80

IEnFnLl = lal = 1§

IEnFl = lal+ld] = 30 Idl = 15

IEnLl = Jal+lbl = 30 3 |bl = 15

IFnLl = lal+ifl = 30 Ifl = 158

ilcl = 35, lel = 35, Igl = 35, Ihl = 35
Daher

a) IEnFoLl = Ihl = 35

b) IEnFnLl = lIgl = 35

TUCKER S. 150

Auf wieviele Arten kanéhan 20 verschiedene Leute in drei ver—
schiedene Zimmer verteilen, wobel wenigstens eine Person in ei-—

nem Raum ist?

1. Methode:

Al = 320... Anzahl aller m8glichen Verteilungen von 20 Personen
in 3 Zimmer

IAll = IA2I = lA3| = 220 . Anzahl der méglichen Verteilungen,

wenn jeweils ein Zimmer leer bleibt



g 100.

P

K
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101.

lAlnA I = lAlnA3) = |A

5 nA,l = 1 ... Anzahl der Mdglichkeiten bei

273
zwel leeren Zimmern = alle Personen miissen in das-
selbe Zimmer

IAlnA20A3I =0 ... alle Zimmer sind leer

Gesucht

lAlnAznA3l = I(l—Al)(l-Az)(l-A3)| =

II~A1—A2—A3+A1.A2+A1.A3+A2.A3—A1.A2.A3I =

= IA|—lA1I—IA2|~lA3l+lAlnA2l+IAInA3I+IA2nA3I-IA1nA20A3I =

= 320_3.220,3 10 = 3 483 638 676 Mbglichkeiten

2.Methode: Die Verteilung der 20 Personen auf drei nicht leere

Zimmer entspricht einer surjektiven Abbildung, daher

32830 = 31580606446 = 3 483 638 676 Moglichkeiten

TUCKER S. 150
Wieviele Anordnungen der Buchstaben des Wortes BLABLA gibt es,

bei denen niemals zwei gleiche Buchstaben aufeinanderfolgen?

INI = -575%57— = 90 ... Gesamtzahl der méglichen Anordnungen
Wir fassen (AA), (BB), (LL) zu "Riesenbuchstaben” zusammen
IAl = IBl = ILI = 53— = 30 Anzahl der Worter mit je einem
Riesenbuchstaben
t
[AnBl = IAnLI = IBnLI = -%f = 12 Anzahl der Worter mit je zwei

Riesenbuchstaben
JAnBnL! = 3! Anzahl der Wérter mit 3 Riesenbuchstaben. Daher

1ANBNL! = 1(1-A)(1-B)(1-L)I |1-A-B-L+A.B+A.L+B.L+A.B.L! =

l

= INI-1AI=1BI=-1LI+lAnBl+lAnLI+IBnLI+|AnBNLI =
=90-3.30+3.12-6 = 30 Anordnungen
TUCKER S. 150

Wieviele Anordnungen der Buchstaben des Wortes SEKTOR gibt es,
in welchem entweder S vor E oder E vor K oder K vor T steht?
(”Vor” bedéﬁet, dap der Buchstabe irgendwo vorher, nicht aber
unbedingt unmittelbar vor dem anderen genannten Buchstaben
steht)
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1. Methode: Wir suchen alle Mdglichkeiten, bei denen entgegen
der Annahme T vor K und K vor E und E vo S steht. Diese Menge
ist genau das Komplement der gesuchten Menge M

A} = 6! ... Menge aller mdglichen Anordnungen. Aus den vorhan-
denen sechs Stellen suchen wir auf (2) Arten vier fir die fal-

sche Reihenfolge TKES aus.

«+ TK -+« ES
Die restlichen s Stellen besetzen wir auf 2! Arten mit den Buch-
staben O und R. Die Anzahl der unzulissigen M&glichkeiten ist
daher

Ml = (2).2! = 30 unzuliassige Mo6glichkeiten

Daher zulissig
IM! = IAI-IM] = 6!-30 = 690 Mdglichkeiten

2. Methode: Es sei lAll die Anzahl der Fialle, in denen S vor E
auftritt. Wir widhlen auf (g] Arten zwei Stellen aus und besetzen

sie mit Svor E. Die restlichen Stellen besetzen wir auf 4! Arten

mit den anderen Buchstaben.

1Al = (g].4: Méglichkeiten fiir S vor E .+« S.E -
1A, = [g).4! Méglichkeiten fiir E vor K
1A, = (g).4: Méglichkeiten fir K vor T

Wir wiadhlen drei Stellen fiir S vor E und E vor K und besetzen die
drei restlichen Stellen mti den {ibrigen Buchstaben
S+ EK - -

1APA, | = (6).31 Moglichkeiten fiir S vor E und E vor K

2 3
Wir wahlen drei Stellen fiir S vor E und von den verbleibenden
vier Stellen zwei fiir K vor T und verteilen die restlichen

Buchstaben auf die verbleibenden zwei Stellen

I~
SKT:+E -
e 1
1A,08,] = (g).(g).zz Méglichkeiten fir S vor E und E vor K

Wir wiahlen drei Stellen fiir E vor K und K vor T und besetzen die
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drei restlichen Stellen mit den ilibrigen Buchstaben

E-KT:- -
1,081 = (g).az Méglichkeiten fir E vor K und K vor T
Ferner gilt

+ SE-+-KT
lAlnA20A3I = (2)2! Moéglichkeiten fiir S vor E vor K vor T

Gesucht ist IA

1quuA3l. Nun gilt nach de MORGAN

AUAUA. = A NA.NA, > A,UAUA, = A ,NA.NA

172773 1777273 172773 17273
Daher
lAlquuAsl = I(l—AI)(l—A2)(1—A3)l = Il—(l—Al)(l—Az)(l‘A3)l =
IA1+A2+A3—A1.A2—A1.A3—A2.A3+Al.A2.A3I =

= IAIIHA2 InAzl—!AlnA3l-—lA2nA3I+IA1nA2nA31 =

- 3.(2).4!—2.(3].3:—(2).(g).22+(2).2z = 690 Méglichkeiten

TUCKER S. 181

l+lA3l—IA

K@ 102.Gegeben seien die Buchstaben AABCDD. Wieviele Anordnungen gibt
es, bei denen
a) beide A vor beiden D kommen (vgl. Beispiel 101)
b) B vor wenigstens einem D kommt
c¢) die Eigenschaften [a) und b)] bzw. [a) oder b)] gelten
d) wenigstens ein A vor wenigstens einem D kommt
e) die Eigenschaften [b) und d)] bzw. [b) oder d)] gelten
f) mindestens ein A hinter einem D kommt
g) B niemals vor D steht
h) kein A vor D steht
i) entweder A vor D oder B vor D steht?

Die Menge aller Anordnungen iiberhaupt betragt

6!
212!

a) Wir wiahlen aus den 6 Stellen 4 aus, auf denen wir dann AABB

IM! =

= 180 Moglichkeiten

in der gewiinschten Reihenfolge placieren
+ A+«A-DD
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Die beiden freien Stellen kénnen wir dann auf 2! Arten mit B und
C besetzen )
lal = (g).zz = 30 Mdglichkeiten

b) 1. Methode: Verboten ist also der Fall, daB beide D vor dem B

kommen
«- DD -«B

Wir wiahlen also 3 Stellen aus, auf denen wir die D und B placie-

ren. Die restlichen Stellen besetzen wir mit AAC

151 = (6).—§i = 60 Mdglichkeiten

3 2!
Daher ist die Menge aller
Ibl = IMI-1bl = 180-60 = 120 Moéglichkeiten
2. Methode: Es soll B mindestens vor einem D kommen
!

{.Méglichkeit - D - B D - (g).—%+ = 60 Méglichkeiten
s . 6 3! _ vy s .
2.Mbglichkeit B«+«DD- 337 = 60 Mdglichkeiten
Zusammen ergibt das 60+60 = 120 MSglichkeiten

f
Die dritte Moglichkeit + D - D « B ergénzt mit ihren (g}.-%%
Arten die zwei erlaubten Méglichkeiten zur Gesamtmenge M.

c) Gesucht ist lanbl sowie laubl

Bestimmung von lanbl

Zur Unterbringung von AADD und B bendtigen wir S Stellen. Dafir

gibt es g = 6 M6glichkeiten. Da auf diesen S Stellen B jeden-

falls von mindestens einem D stehen muB, kann ein D nur an der
letzten dieser S Stellen stehen: .

ABAD-D
Es blieben also nur 4 Stellen fiir AAD und B, sodaf wir fiir AAD

noch (g) Stellen auwdhlen k&nnen. Andie letze freie Stell kommt

dann das C:

lanbl = (g).(g] = 24 Mdglichkeiten

dann gilt weiter nach de MORGAN
laubl = lal+lbl-lanbl = 30 +120 = 150 Mo6glichkeiten

d) Es ist verboten, daB beide D vor beiden A kommen. Wir wihlen
4 stellen fiir DDAA aus und besetzen die Reststellen mit b und c:



BEISPIELSAMMLUNG ZUR KOMBINATORIK 94

Idi = (g).zz = 30 » Idl = IMiI-Id! = 180 - 30 = 150 Méglichkeiten

e) Gesucht ist lbndl sowie Ibudl
Bestimmung von lbndi
1. Methode: Wegen lbndl = IMI-lal-Ibl+Ibnd| bestimmen wir zuerst

Ibndl: hier miissen beide D sowohl vor B als auch vor beiden A

kommen. Wir wiahlen also S Stellen aus, die wir mit DDAAB
besetzen. Von diesen 5 Stellen miissen die beiden ersten mit DD
besetzt werden. Die restlichen 3 Stellen kdénnen dann beliebig
mit AAB besetzt werden. Daher

- - t
lond!} = (g).-%f = 18. Daraus
lbnd]l = lal+ibl~IMlI+ibndl = 120+150~-180+18 = 108 Mdglichkeiten

2. Methode: Es soll wenigstens ein A vor wenigstens einem D und
B vor wenigstens einem D. Demnach wihlen wir 5 Stellen aus
postieren die Buchstaben AADDB in der angegebenen Weise. Dies
ist auf zwei arten mdglich

D ist an der S5.Stelle der 5 ausgewdhlten Platze: ADBAD. Dann

kénnen wir die ersten 4 Stellen mt AABD besetzen:

6 4! 72 Méeli .
sl = Oglichkeiten

oder

ein A an letzter Stelle der 5 ausgewdhlten Plidtze und unmittelbar
vorher ein D. Dann kdnnen ABD auf drei restliche Platze verteilt

werden:

[g].3z = 36 Mdglichkeiten

Insgesamt daher 72436 = 108 Méglichkeiten

Daraus ergibt sich dann
laud! = lal+idi-lbndl = 120+150-108 = 162 Méglichkeiten

f) 1. Methode: f ... beide A vor beiden D AADD

IFl= (g].zz

2. Methode: Wir wdhlen 4 Stellen aus. Dann gibt es folgende

3 If] = IMI-IFf! = 180-30 = 150 Mdglichkeiten

Méglichkeiten

A an letzter Stelle: fiir die Verteilung von ADD verbleiben dann
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A an letzter Stelle: fiir die Verteilung von ADD verbleiben dann

1
(i).-%ﬁ~ Mbglichkeiten. Zusammen mit der Verteilung von B und c

daher (j) . %—f—.z: = 90 Modgzlichkeiten

D an letzter Stelle :Dann muB A an dritter Stelle der 4 ausge-

wihlten Stellen stehen. Das restliche A und D kann auf 2! Arten
verteilt werden, ebenso B und C. Daher

@.2:.2: = 60 Moglichkeiten

Daher insgesamt Ifl = 90+60 = 150 Mdglichkeiten

g) Es soll B nie vor D sein, d.h. es sind stets beide D vor B.

1. Methode: Wir widhlen 3 Stellen aus, die wir mit DDB besetzen.

Auf die restlichen Stellen verteilen wir dann beliebig A,A,C:

gl = (g)-—g% = 60 Mdglichkeiten

2. Methode: Wir berechnen Igl: Mindestens ein D muB vor B sein.
Wir wiahlen wieder 3 Stellen aus und besetzen die erste mit D.
Das restlicheD und B kann dann auf 2! Arten auf die
verbleibenden 2 Stellen verteilt werden. Schliefflich verteilen
wir noch A,A,C

15 = (g]z'%:— = 120 »

lgl = IMI-lgl = 180-120 = 60 Mdglichkeiten

h) Kein A vor D = Beide D vor beiden A. Nach Auswahl von 4
Stellen verteilen wir DDAA und dann B,C

lhl = 13! =(5’J.2: = 30 Méglichkeiten

i) Fragestellung wie bei e) Ildubl
3. Methode: Idubl = IMI-{dubl = IMI-ldnb = lell

Idnbl bedeutet: kein A vor D und kein B vor D. Wir wiahlen daher
S Stellen, die wir zuerst mit den beiden DD besetzen und dann

A,A,B in beliebiger Reihenfolge:

- = 6 3!
ldnbl = (SJT = 18 =
Idubl = IMI-ldnbl = lel= 180-18 = 162 Mdglichkeiten

KﬁlOB.BeI wievielen Anordnungen der Buchstaben des Wortes MATHEMATIK
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kommen beide T vor beiden A oder beide A vor beiden M oder beide
M vor dem E?

10
4

und Besetzung mit TTAA. Die restlichen Buchstaben MHEMIK

Al beide T vor beiden A: Auswahl von 4 Stellen auf (

) Arten

]
lassen sich auf —g% Arten anordnen. Daher

_ {10 6! _
IAII = ( 4).-37— = 75 600
A2 beide A vor beiden M wie oben
_ {10 6! _
lAil = ( 4).-57- = 75 600
A3 beide M vor E: Auswahl dreier Stellen und Besetzung mit
MME. Verteilung der Restbuchstaben ATHATIK auf die freien
Platze
_ {10 7!
lAal = ( 3]'-3757 = {151 200
A,nA, beide T vor beiden A und beide A vor beiden M: Aus wahl

172
von 6 Stellen und Besetzung mit TTAAMM. Besetzung der

Reststellen mit H,E,I,K

- [10 -
lAlnAzl = ( 6).4! = 5§ 040
A.nA, beide T vor beiden A und beide M vor E: Auswahl von 4

173
Stellen fiir beide T vor den beiden A und anschliefend

Auswahl von 3 Stellen fiir die beiden M vor E. SchlieBlich
Verteilung der drei Restbuchstaben

_ (10 (6 _
1A nA, | = ( 4].(3].3: = 25 200

andere Mdglichkeit: Auswahl zun#chst von 7 Stellen fir A,A,T,T,-
M,M,E. Daraus dann Auswahl von 4 Stellen fir TTAA. Dann
ist die Position von MME bestimmt. Filir die restlichen
Buchstaben H,I,K 3! Mdglichkeiten:

10) (7} 5, - Lot 7! 4, . 10! 6! _ (10 6) 5
7)+\3) 7" T 73T - 34t 0°F T T4rer - 313l 4) 3]

A-NA, beide A vor beiden M und beide M vor E: Auswahl von S

273
Stellen fir AAMME und Verteilung von H,I,K,T,T auf die 5
Reststellen
_[10 St _
1A2nA3l = ( S)‘-ET— = 15 120
A, NANA Beide T vor beiden A und beide A vor beiden M und

177273
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beide M vor E. Auswahl von 7 Stellen fiir TTAAMME.
Verteilung von H,I,K auf die Reststellen

- {10 -
lAInAZnA3l = ( 7).3! = 720
Daher

lAluA2UA2l = lAlI+IA21+)A31—IA1A21—IA1A3l—IA2A31+lA1A2A3I =

= 2.75600+151200~-5040-25200~-15120+720 = 257 760 Mdglichkeiten
KE104.Aur wieviele Arten kann man n verschiedene Objekte in r

verschiedene Schachtelnverteilen, sodaB mindestens eine
Schachtel leer bleibt? (L <m)

1. Methode: Wir bestimmen zunichst die Anzahl der Mdglichkeiten,

bei der keine Schachtel leer bleibt: Anzahl der surjektiven

Abbildungen von n Elementen auf r Elemente:
r!S; Moglichkeiten
Anzahl der Abbildungen {iberhaupt: r. Daher

rn—r!S; Méglichkeiten

2. Methode:
Ai Menge der Verteilungsméglichkeiten, bei der die Schachtel
i (i =1,...,r) leer bleibt

1Al = (r-1)2

_ _A\0
IAiAjl = (r-2)
_ PR
'A11nAi2n ..nAikl = (r-k)
T r r
T
l‘!1| = }: IAiI - }: lAinAjl + E: lAinAjnAkl— . =
1= i=1 i,j=1 i,j=1
idj 1<{j<k
_ _\n_[r a0 (r D -
= r{r—-1) (2J(r 2) +(3}(r 3)
Daher
s.oben

T I ) l
U o= E: (—1)“’(§J(r—i)“ = rn—r!S; >

Daraus folgt die Formel fiir die STERLINGschen Zahlen 2.Art
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r
r _ _qyi-t[r _. I
r!Sn = E: (-1) (i)(r i)

i=1

TUCKER S. 154

K 105.Wieviele verschiedene Lésungssextupel der Gleichung

x1+x2+x3+x4+x5+x6 = 20 Osxjs8

existieren?

1. Methode: Wir suchen zunichst nur die nichtnegativen L&sungen

(Osxi) der Gleichung. lhre Anzahl ist identisch mit der Vertei-

lung von 20 gleichen Elementen in 6 verschiedene Schachteln

1

" s e

2

20 Einsen

3 ... l 6 Schachteln

IAl = (22} = S3 130 Mdglichkeiten

Wir betrachten nun jene Teilmengen der L8sungsmenge, fiir welche

gilt
x; € Ai Xi>8 ) xi29 i=1,...,6
Die gesuchte L&sungsmenge ist dann AlnAznA3nA4nAshA6. Setzen wir
¥qi= x1—9,
so folgt
Y FX X gty + XX = X FX IR FK XX 9 = 11

Daher ist

IAll = (lg) = 4 368 die Anzahl der LOsungssextupel mit
¥y 2 0> X, = 9
Sei ferner
yyi= x2—9
so folgt
y1+y2+x3+x4+x5+x6 = xl+x2+x3+x4+x5+x6 - 18 = 2
lAlnAzl = (g) = 21 Anzahl der Lésungssextupel mit

Xy X, 29

Der Versuch 3 Lésungen Xy 2 9 zu finden, z.B. mit
yai= x3—9

ergibe
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a) Man mupB alle denkbaren 6—Auswahlen aus 45 setzen

[42] = 8 145 060 Méglichkeiten

b) Wir haben die einzige richtige Sechsergruppe zu entfernen und
)

von den restlichen 39 Zahlen al'®e denkbaren 6-Auswahlen zu

bilden

(32) = 3 262 623 Mdglichkeiten

c) Wir bestimmen zunidchst die Anzahl der Mo6glichkeiten, genau

eine richtige Zahl zu erraten. Dazu entfernen wir zunichst die

richtige Sechsergruﬂ% und bilden aus den verbleibenden 39 Zahlen
alle méglichen S-Auswahlen, die wir dann auf 6 Arth durch eine

der richtigen Zahlen ergénzen:

(?J[Sg) = 3 454 542 Moglichkeiten mit genau einer richtigen Zahl

Um die Anzahl der Mdglichkeiten mit h6chstens einer richtigen

Zahl zu finden, haben wir die Anzahl b) aller falschen Tips dazu
zu addieren

(?J(3§)+(32} =6 717 165 Tips mit maximal einer hicﬁﬁgen Zahl

Analog fahren wr nun fort

2 4

(8)(32J+(f}(32)+(g)(33} = 7 950 930 maximal zwei richige Tips

9B O
(gJ (32]*(?) 32) (M ) ()(33) ()( ) = 8 144 825 max.4 richtig
OO OO ED O - o s 050 s .

Das letzte Resultat ist genau [42)~1, das ist die Menge aller

(6)(39) =1 233 765 genau zwei richtige Tips

= 8§ 133 710 max.3 richtig

Tips weniger dem einen, dqer alle sechs richtigen Tips enthalt.
Diese Resultat kann man auch anders interpretieren. In diese

Summe bedeutet

(g](Bz) ... kein richti%r Tip, alle 6 abgegebenen Tips falsch
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(?)(32] ... ein richtiger Tip, S falsche Tips usw.

d) Um mindestens eine richtige Zahl zu erraten, miissen wr von
allen Mbglichkeiten a) die Mbglichkeiten b) abziehen, bei denen
liberhaupt nichts richtg ist usw

(49)-(€) 22) - + 552 437 mindestens 1 richtizer Tip

(-0 -+ o 19 mimasten 3 ricnci i

(-6 - D0 - 194 130 in. serensis i
(DD - 1 59 mis. ¢ rensie 7
(-6 0D OCI-QD-LY - 29 mi. s vt
(-6 ()-GO ED-BED-QEDEE) - 1 moso o

FLACHSMEYER S. 92

111 .Ein Ziffernschlof besteht aus vier Ringen, aufl denen die Ziffern
0,1,...,9 angebracht sind. Wie lange dauert es im unginstigsten
Fall, das SchloB durch Probieren zu o6ffnen, wenn man zum Ein-
stellen einer Nummer und der Probe, ob sich das SchloB éffnen
148t, 15 Sekunden bendtigt?

Fiir jede der vier Stellen gibt es 10 Méglichkeiten der

Einstellung, daher

10* Einstellungsméglichkeite
Nur eine davon ist richtig, demnach

104—1 ungiistige Einstellungen

Dauer der Versuche daher 1d I7h 39min 4ssek

FLACHSMEYER S§.92

112.Im Morse—Alphabet wird jeder Buchstabe durch eine Kombination
von Punkten und Strichen dargestellt. Wie lange kénnen diese

Zeichenfolgen maximal sein, wenn die 26 Buchstaben des Alphabets




BEISPIELSAMMLUNG ZUR KOMBINATORIK 109

i

a,b,...z dargestellt werden sollen?

Wir betrachten die Anzahl der Zeichenfolgen der linge x. Jede

Stelle kann mit - oder — besetzt werden. Daher gibt es

2% Zeichenfolgen

Es muf3 daher sein

x+1
2le2?42%s L e2¥ =265 222 = 0¥ log 2y65 2%-1 = 13 5
2X = 14 = x = -l%al%- = 3,81 Maximale Linge 4 Zeichen

FLACHSMEYER S.91

Rﬁ&l3.ﬂan gebe die Anzahl der ganzzahligen Lésungstripel der
Gleichung
X+ y+ 2z =60 mit 15 s x s 19, 16 <y <21, 17 < z s 23
an. Man zidhle de Lésungstripel auf, welche dieser Bedingung

geniigen.

Wir betrachten folgende Lsungsmengen

A1 Menge aller Ldsungen mit x 2 1§
A2 Menge aller LO6sungen mit y 2 16
A3 Menge aller Ldsungen mit z 2 17
A4 ... Menge aller Lésungen mit x 2 20
A5 Menge aller Ldsungen mit y 2 22
A6 Menge aller Ldsungen mit z 2 24

Gesucht ist die Menge AlnA2nA3nA4nA5nA6

Die Menge AlnA NA, ist gleichmidchtig mit der Menge der L&sungs-

273
tripel der Gleichung, welche aus der Angabe durch die Substitu-
tion

x':= x-15, y’:= y-16, z’:= z-17
hervorgeht:
(x"+18)+(y’+16)+(z’+17) = 60 = x’+y’+z’' = 12 (1)

0 £x's5,0=<y" <6, 0sz’ 51
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Wir haben also zundchst auf die 3 Unbekannten x',y',z’ 12 Ein-
heiten zu verteilen.

x’ y' z’ Unbekannte
. . 12 Einheiten

daher gibt es (ng = 91 = |A1nA2nA3l MGglichkeiten

Nunmehr bestimmen wir !A10A20A30A41. Da wir IAlnA20A3l bereits

kennen, miissen wir die Anzahl der x’ durch die Bedingung
"

x":= x'-5 = x-20

einzuschrénken, daher wegen (1)

AlnAznAgnA4 vee (XTHS)4y T2’ = 12 B3 xXV+y T4z’ = 7T
| 1A 0A,NA,0A, | = 8) = 36
AlnA2nA3nA5 X'+H(y'+6)+z" = 12 3 x'+y”+z2’ = 6
!AlnAZnA3nASI = [g) = 28
AlnA20A3nA6 el XTHY'H(274T7) = 12 3 xX'+y’+2” = §
1A, 0A,0A 08 ] = @ = 21
AlﬂAznA3nA4ﬂA5 e XPH(YyUH6)+27 = T 3 XC+y"+2’ = |
1A, nA,NA,0A Al = (g) =1
AlnA20A3nA4nA6 v XUHYTH(274T7) = T 3 xXV+y'42” = 0
lAlnA20A3nA4nA6l = (g) = 1
ANANANA_NA, ... X' +y"+(2”+7) = 6 3 x +y"+z2” = -1

1772737576
keine ganzzahligen Ldsungen 2 0, daher

IAlnAznA3nA5nA6l =0

Umsomehr gilt

IA{mfmymﬁmgma =0
Nun gilt
lAlnAznAsnA4nAsnA6| = lAlnAznA3l—lAlnAznA3nA4l—lAlnAznA3nA5|—
~lAlnAznA3nA6I+IA1nA2nA3nA4nA5|+|AlnAznA3nA4nA6|+

+|AlnA2nA3nnA5nA6l—lAlnAznA3nA4nAsnA6| =

= 91-36-28-21+3+1+0-0 = 10 L®6sungen
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Aufzihlung der L&sungen

X 16 17 t7 18 18 18 19 19 19 19
v 21 20 21 19 20 21 {8 19 20 21
z 23 23 22 23 22 2t 23 22 21 20
Andere Methode: Erzeugendes Polynom
(x15+x16+x17+x18+x19)-(x16+x17+x18+x19+x20+x21)-
-(xl7+x18+x19+x20+x21+x22+x12) -
= x48(1+x+x2+x3+x4)(1+x+x2+x3+x4+x5)(1+x+x2+x3+x4+x5+x6)
= xMB(143x46x2410x 0+ 15x Y4205 +24x%+26x T +26x3+24x7+20x ! V4 15k !
+10x12+6x13+3x14+x15)
Der Koeffizient von x 60ergibt die Anzahl der LO6sungstripel =

gllld.ﬂan zeige

n-kY (n) _ n )
@ 3 (o) (8 - ")
k=0
b)) (—1)k(z:;J-(Z) 0 \ 0<msn
k=0
k{n-k n
c) z (-1) ( - ).(k) =0 |
k=0
a) Es gilt m
SEEAC

k=0

Seiten mit Gﬂ ergibt

()

Multiplikation beider

0
Nun gilt
m| (n] _ m! n! (n-k)!
(k)[m) T k!(m-k)! m!(n-m)! (n-k)!
(n-k)! n! ( -—k) (n]
(n—m)!(n-k)! k!(n-k)! n-mJ " |k
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Daher
m
() = ) () )
m n—mj {k
k=0
b) Es gilt n
m _ _+k[m
(-0 =5 0k = 0
k=0

Multiplikation beider Seiten mit (n) ergibt wie oben

- S e - o

r\/]B
r\/]B

k=0 k=0
n—m
c) (1-1)7™ Z (—1)“(“;‘“) = 0. Wie oben folgt
k=0
(n—m (n) _ (n-m)! n! (n-k)!
k m/j  k!(n-m~k)! ° m!'(n-m)!’ (n-k)!
m
(n-k)! n! _ |n=k}[n _1 k[n-k] [n}] _
Bl (nom-k) ! K1 (oK) ! (m](k) » Z (=1 (m}(k) 0

RIORDAN S.1S

3
I 115. a) i - ) —gﬁiz:i— Man beachte:
K ° 1+i i n+1 N :
1=0 ( n n\ . n
n i+1 {(1+x) = z (j]x
(—-1) n) _ n =
bJ }I "‘T;T—U il i=0
i=0
Es ist
n+1 n+1 n+1
n+! _ n+li i _ n+1 I o_ (n+1)! j
o™t =37 (M0 =) [ - 1) s
i=0 i=1 i=0
n+1

_ n+1 n! i
= 1+ }: 7 GeD Tt l= T ¥
=0
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j =1 2 i =0
Setzen wir i:=j~1 3

i =n+l 2 i =n
daher
n
n+l _ 1 n! i+l
()™ 0 = 1+(n+]) }: +1 " Tin-DT X
i=0
n
n+l _ 1 n)_ i+l
(0™ = e ) (3
i=0
n
a) Wir setzen x = 1| = 20 = (I+x)n+l = [+(n+l) }: Iii (?)
i=0
n
}: 1 (n _ o2ty
1+i i n+l
i=0

141 {4

n
b) (1+x)n+1 = 1+(n+1)x+(n+1)}: 1 (?)xi+l

i=1

Setzen wir x = -1, so folgt

n
0 = 1+(n+1)(—1)+(n+1)§: lii [?](—1)1+1 daraus
i=0

__<__—__1.>_E:_‘_(n]=_n_

i+1 i n+l

WP

RIORDAN S. 18§

KE116.3) Auf wieviele Arten kann man p Pluszeichen und m Minuszeichen
in einer Reihe anordnen, sodaB nie zwel Minuszeichen nebeneinan-—
der zu stehen kommen?

b) n Stellen sollen durch Plus— und Minuszeichen so besetzt

werden, daB nie zwei Minuszeichen nebeneinander stehen. Man

zeige, daB fir die Anzahl F(n) der Besetzungsméglichkeiten gilt:
F(n) = F(n-1)+F(n-2), n > 1, F(Q):= 1, F(1):= 2

Die F(n) sind daher FIBONACCI-Zahlen.

{LEONARDO von Pisa, genannt FIBONACCI 1180 - 1250)
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a) 1. Methode:
Wir fassen m—~1 Minuszeichen mit m-1 Pluszeichen zu je einem Paar

zusammen:
m—-1 Paare ¥
'IHFH =+ [ ... IHHI' [E
pbop ol I L
i 2 m—1 m

3 m+1 Schachteln
In die dadurch entstehenden m+! ”Schachteln” verteilen wir die

verbleibenden p~(m—1) Pluszeichen. Daher

(mtp-(m-1))! _ (pt)! - (p+1

(p=(m=1N'm! ~ “(p-(w=1))Im? m ) Méglichkeiten

2. Methode: Wir postieren die Pluszeichen in einer Reihe und
numerieren sie von | bis p.

1 2 3 ... p
+ + + .. +

Die Stellung der Minuszeichen charakterisieren wir durch Angabe
der Nummer des Pluszeichens, hinter welchem es zu stehen kommt.
Wir haben daher aus den Stellennummern 0,1,2, ... ,p m Stellen

auszuwihlen. Dazu gibt es

[p;‘) Méglichkeiten

b) Wir betrachten von den F(n) Méglichkeiten der Anordnung der
Plus— und Minuszeichen jene, die mit einem Pluszeichen enden.
« e e .« e s 0-0I+
{ §
n-1 Stellen

Da die vorausgehenden n-1 Stellen nach Vorschrift mit + und -

Zeichen besetzt werden kénnen, gibt es F(n-1) Mdglichkeiten. Nun
betrachten wir jene n stelligen Anordnungen, die mit einem -

enden.
R ¥ S

n=7 Stellen
Dann muf nach Voraussetzung das vorhergehende Zeichen ein
+ sein, sodaP die Anzahl dieser Moglichkeiten F(n-2) betriagt.
Daher gilt
F(n) = F(n-1)+F(n-2)
F(0) = 1, F(1) = 2, F(2) = 3, F(3) = 5, F(4) = 8, F(5) = 13,...
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Wegen a) gilt (p+m = n)

qQ
n-m+ i - n+1
F(H)Z( m ) Q“[ ) ]
m=0
Es ist nadmlich n-m+! 2 m # n+l 2 2m s m = q
RIORDAN S. 14

KI'117.a) Abracadabra ist ein magisches Wort, mit dessen Hilfe man ehe—

dem glaubte, verschiedene Krankheiten, besonders das hartnidckige
dreitdgige Wechselfieber, heilen zu kénnen. Nach der Anweisung
des basilidischen Arztes @Q. Serenus Sammonicus ist jenes Wort so

zu schreiben:
Abracadabra
Abracadabdbr
Abracadahb
Abracada
Abracad
Abraca
Abrac
Abra
Abr
Abd
A

Auf wieviele Arten kann man das Wort Abracadabra bei einem der A
links beginnend bis zum a In der rechten oberen Ecke lesen, wenn
man nur in horizontaler Richtung und nach rechts oben weiter~
schreiten darf?

b) In Ovideo, in der Provinz Asturien in Spanien, befindet sich
die von einem alten Firsten Silo erbaute Kirche San Salvador.

Der Grabstein des Fiirsten trdagt die Inschrift:

t icef specnceps fecit
icefspecnincepsfeci
cefspecnirinceps fec
efspecnirprinceps f e
f specnirpoprinceps {
specnirpoloprineceps
pecnirpoliloprincep
ecnirpoliSiloprinece
pecnirpoliloprincerp
specnirpoloprinceps
fspecnirpoprinceps
ef specnirprinceps fe
cef specnirinceps fec
icefspecninceps feci
ticefspecnceps fecit
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Auf wieviele Arten 13Bt sich von der Mitte S nach den vier t in

den Ecken die Inschrift: Silo princeps fecit lesen?

10) (10} (10 10y _ 10 _ 410 _ )
a) 1+( J+(?_)+(3]+ +('10) = (1+1) = 2 = 1024 Mogl.
b) 4"%%%?‘ = 4(13) = 45 760 Moglichkeiten
HEIS S.354

Kﬁ 118.Aus einem Vorrat von 20 schwarzen, 25 weiBen und 30 roten Kugeln
soll ein Vorrat von 60 Kugeln gebildet werden. Auf wieviele

Arten ist dies méglich?

1. Methode: Nimmt man zuni#chst darauf keine Riicksicht, daf die
Zahl der farbigen Kugeln jeweils beschrankt ist, so gibt es
IAl Mdglichkeiten insgesamt

Beriicksichtigt man die Beschréinkung in der Anzahl der Farben, so

sei
IAll ... Mdglichkeiten mit mehr als 20 schwarzen Kugeln
lAzl ... Mdglichkeiten mit mehr als 25 weiBen Kugeln
IA3| ... Moglichkeiten mit mehr als 30 roten Kugeln
gesucht ist
IAInA20A3I
Es gilt
IAlnAznAzl = |A|—IA1|—|A2I—lA3I+IA1nA21+IAlnA3l+IA2nA3I—lAlnAznA3l
; S R (o) - () - e
S W R
A 21 [60 21+2) - (41) - 820
1 LN I » . 2
S W R
60-26 _ [36) _
i U [003577) = (73] = o20
S W R
60-31+2} _ (31} _
A3 L B BN OQQ .?} ( ]— (2) - 465
S w R
AL A 21 2% (60 -21- 26+2) - (15) - 105
1 2 . 5 " . & s s 2
S W R
AynA, 21 31 (60 -21- 31+2) = (12) = 45
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S W R
60-26-31+2) _ (5] _
ST I A G R R
S W R
A A AA 21 26 | 12 60-21-26-31+2) _ (-16) _
123 e 4 & 9 . » ¢ o » 2 2
Daher
nxlnxznx3| = 1891-820-630-465+105+45+10-0 = 136 Moglichkeiten
2. Methode: Erzeugendes Polynom
(l+x+ ... +x20)(1+x+ .. +x25)(1+x+ e +x30 =
(l—le)(l—x26)(l—x27) _
2 =
(1-x) ®
- (l—x2l—x26—x31+x47+x52+x57—x78)}: (2;1)X1
i=0
Die Exponenten der Summanden miissen stets 60 sein. Daher gilt
. 62) _
i = 60 ( 2) = 1891
i+21 = 60 3 i = 39 (4;) = 820
i+26 = 60 = i = 34 (33) = 630
i+31 = 60 = i = 29 (3§) = 465
i+47 = 60 3 i = 13 (1;} = 105
i+52 = 60 3 i = 8 (13) = 45
i+57 = 60 5 i = 3 (i) = 10
i+78 = 60 » i = ~18 unbrauchbar

Daher wie oben
1891-820-630-465+105+45+10-0 = 136 Mo6glichkeiten

3. Methode: Wie bei der ersten Methode, nur ohne Siebformeln

119.Das Problem von Obry TERQUEM (1782-1862)
Aus der linear geordneten Menge N: = ( 1,2, ... , n} ist die An-

zahl f(n,r) der linear geordneten r—Auswahlen zu bestimmen, bei
denen an ungerader Stelle ein ungerades Element von N, an gera-
der Stelle ein gerades Element von N zu stehen kommt.

Man zeige:
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al) fi(n,r)

f{n-2,r})+f(n-1,r-1), fln,0):= 0

r+n
J

b) f(n,r) 5

(T) mit m:= [ r;n ] (gréBte ganze ZahlL In

n

¢) F(n):= }: fin,r) = F(n-1)+F(n-=-2)
r=0

Die F(n) sind demnach FIBONACCI-Zahlen

a) 1.Fall: r = 2p+1 ... r ist ungerade
a) n = 2v+l ... n ist ungerade
Es gibt r—-Auswahlen, bei denen n-! = 20 und n = 2v+1 an vor-

letzter und letzter Stelle stehen:
n-1 n

r (ungerade)
Entfernen wir zunfdchst diese Auswahlen, so bleiben jene
f(n-2,r) Gbrig, die sich aus den restlichen n-2 Elementen
durch r-Auswahl bilden lassen, deren letzte Ziffer also

maximal n-2 ist:
=n-2
L. ) ]
r (ungerade)

Um nun die Anzahl jener r-Auswahlen zu ermitteln, welche mit
n-1 oder n enden, bilden wir die f(n-1,r-1) (n-1)-Auswahlen
der Elemente der Menge {1, ...,n-1}. Da n—-1 und r-1 beide ge-
rade Zahlen sind, endet jede dieser Auswahlen mit einer gera-
den Zahl, die maximal den Wert n-1 besitzt:

fn-{| n

{ 1
r—1 (gerade)

Fiigen wir nun jeder dieser Zahlen die Ziffer n hinzu, sohaben

wir die fehlenden Auswahlen ergdnzt und es gilt

f(20+1,2p+1) = f(2v-1,2p+1)+f(2v,2p) (x)
B n = 2v+2 ... n ist gerade
Die r—-Auswahl von {1,2, ...,2v+1,20+2} enthdlt alle Auswahlen

von «). Das gerade Element 2v+2 kénnte nur an der letzten
Stelle stehen, was unmdglich ist, da die letzte Stelle wegen
r = 2p+! ungerade ist. r—Auswahlen, in denen 2v+2 auftritt
kénnen daher nicht gebildet werden. Es gilt daher
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41
f(20+2,20+1) = £(2v+1,2p+1) (D)
2. Fall: r = 20 ... r ist gerade
®) n =20 ... n ist gerade
Die Uberlegung ist genau dieselbe wie bei Fall 1, «)
f(20,20) = £(2v~-2,2p)+f(2v-1,2p-1) (xx)

B n = 2v+! ... n ist ungerade
n miifte wieder als grofBtes Element an letzter, also gerader
Stelle stehen, was nach Voraussetzung nicht mdglich ist.
Daher gilt wieder

f(20+1,2p0) = f£(2v,2p) (2)

(*) und (*x) kann man ohne Riicksicht auf gerade und ungerade

zusammenfassen zu (vgl. (1) und (2)):

f(n,r) = f(n-2,r)+f{n-1,r-1) (*)

b) Aus (1) und (2) erkennt man, daB r—Auswahlen aus Mengen, die
sich nur in einem Element unterscheiden (bei gleichem r) diesel-
be Anzahl von r—-Auswahlen efgeben. Ferner erkennt man, daB (1)
aus (2) hervorgeht, wenn man simtliche Argumente um ! vermehrt.
Betrachtet man (1), so gentigt es nicht, daff die Argumente n, n+!

ungerade und gerade sind, sondern das groBere Argument mup gera-

de sein, und r gleichzeitig ungerade.

Bei (2) muf das gréBere Argument ungerade sein und r gerade.

D.h. bei (1) und (2) unterscheiden sich die Summen der Argumente
jeweils um 1. Unter den genannten Voraussetzungen gilt daher fir
(1) und (2) gemeinsam

f(n,r) = f(n+tl,r)
Es gilt jedoch fiir beide Fialle

(5] - [ 5]
2 2
Es muf daher eine Funktion g(m,r) geben, sodaB gilt

f(n,r) = g(m,r) &3
Zur Bestimmung von g(m,r) ziehen wir die Rekursionsformel (%)

heran
f(n,r) = f(n-2,r)+f(n-1,r-1) (&)

mit der Anfangsbedingung
f(n,0):=t
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ferner gilt
f(n,1) = [“;1 ] f(n,n) = 1, und f(n,r) = 0, wenn rzn ist

Aus (%) folgt die Konstruktion von f(n,r) aus folgender Rabelle

s

0 1 2 3 4 S 6 7 8 9 10
0 {1 0 0 60 06 0 60 0 O O0 o
1 1 1 0 0 06 0 0 0 0 O O
2 I’/I f{ 0 0 0 0 0 0 0 O
3 1\\2 t 1t 0 0 0 0 0O 0 O
4 1 2 3 1 1 0 0 0 O O O

n S 1 3 3 4 1 1 0 0 0 0 O

6 1 3 6 4,/5 1 1t 0 0 0 O
7 1 4 6 16\‘5 6 1 1 0 0 O
8 1 410101 6 7 1 1 0 O
9 1 S10201s2f t 8 1 1 O
10 1 51520 35 21 28 8 9 1 1

Nun folgt aus (&) und (%)

g(m,r) = g(m-1,r)+g(m-1,r-1) mit g(m,0) = 1, g(m,m) = 1 ()
Diese Beziehung entspricht genau der Definition der Binomialko-
effizienten. Die Konstruktion von g(m,r) folgt daher gemiB dem
PASCALschen Dreieck:

0
0 1
1 11
\
m 2 1 2 1
3 1 3::3 |
4 1 4 % 4 1
5 1 51010 5§ 1
Daher gilt
_ [m . L n+r
f(n,r) = g(m,r) = (r) mit m:= [ 3 ]
c) EBs gilt
n n n
F(n) = }: f(n,r) = }: f(n-2,r) + E: f(n-1,r-1) = F(n-2)+F(n-1)
r=0 r=0 r=0

RIORDAN S. 17
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120.Die vier Ecken eines regelmidBigen Tetraeders sollen auf die
sechs Ecken eines Wirfels abgebildet werden, wobei Drehungen

beider Kérper keine Rolle spielen. Wieviele Abbildungen gibt es?

Die Zyklusindizes der Drehungsgruppen von Tetraeder und Wiirfel
lauten
P(T) = - [x%+8x,x,+3x2]
12 { 173 2

_ 1 8 2.2 4 2
P(W) = —51-[x1+8x1x3+9x2+6x4]

Die Anzahl der MoOglichkeiten ist daher
{ a 4 o I3, 2] 2
i - (=) (=2 ) (=55 )2 (25 )7
12.24 az1 az1 623 822

4.222+t]

2(z14z2+23) é2.3z3

+8é

YT [( azl )4*8( ail )( 323 )*3['525’)2]'

[é8(zi+22+z3) é(2zi+222+8z3)

.{é8(21+z2+23) +98

Zi=0

1]

6822,
Z2i=0

- 1 4 4 2 2 2., _ )
= 3.4 [(87+8.27)+8(8.8+48.2.8)+3(8°+8.27°49.87)]1 = 27 Mogl.

DE BRUIN: Generalization... S. 61

KIT121.Die Seitenfldchen eines Wirfels sollen mit sechs Farben a,, a,,

a, bemalt werden, jede Wirfelfliche mit einer ande-—

43, 3y 85: g
ren Farbe. Die Farbung soll so beschaffen sein, daB die durch h

= {a1a2)(a3a4)(a536) festgelegte Farbvertauschung einer Drehung

des Wiirfels dquivalent ist

Der Zyklusindex fiir die Drehungen der Wiirfelflichen lautet

_ 1 6 2.2 2 3 2
P(W) = “53-{X1+3x1 2+6x1x4+6x2+8x3]
Ferner gilt
JEIR: B
h =h" = h" = (alaz)(a3a4)(asa6)
- I S S
daher wegen
%=memmmmﬁm)mwwﬂm)

a=h’ (a)



BEISPIELSAMMLUNG ZUR KOMBINATORIK 122
4

p, =0
Py = 2a1a2+2a3a4+2a5a6
P, =0

_ 2.2 2.2 2.2
Py = 231a2+2a3a4+2a5a6
pg = 0

_ 3 3 33 3.3
Pg = 2a1a2 +2a3a4+2a5a6

Daher ist die Anzahl der mdglichen Farbungen {liberhaupt
P(09p2;01p4!01p6) = "%2‘[6(31&2"‘33344'3536)323] =
_ 3
= 2(a1a2+a3a4+a5a6)
Da wir eine Farbung in allen sechs Farben wilinschen,haben wir den

Koeffizienten von a,a,3,8,4a5a, 2U ermitteln. Es gilt

2(a,a.+a,a +a_a )3 = 2 -iu———(a a )i(a a )j(a a )k
192 73%4 7576 itjlk! 172 374 576
i,j,k
Wir haben also i = j = k = 1 , daher

3!
it

BERGE S. 167, DE BRUIJN: Color Patterns S. 420, DE BRUIJN S. 199

2. = 12 FaArbungen

ki 122.Auf wieviele Arten kann man zwei schwarze und drei rote Kugeln
in drei Schachteln verteilen, von denen zwei ununterscheidbar

sind (leere Schachteln méglich)?

Wir denken uns die schwarzen Kugeln mit 1 und 2, die drei roten
Kugeln mit 3,4,5 numeriert. Die Ununterscheidbarkeit der schwar-
zen Kugeln induziert die Gruppe
82 = {(1)(2),(12)}
die Ununterscheidbarkeit der roten Kugeln die Gruppe
Sy = {(3)(4)(5),(345),(354),(3)(45),(34)(5),(35)(4)}
Daher induzieren die S Kugeln das direkte Produkt
G:= 82XS3
Kennzeichnen wir die drei Schachteln durch die Farben a,b,c, so
induziert die Ununterscheidbarkeit zweier Schachteln die Gruppe
H = {(a)(b)(c),(a)(bc)} = {e,h}
daher
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d.
G: ¢ = (1)(2)(3)(4)(S) H: e = (a)(b)(c)
"1 = (1)(2)(345%) h = (a)(bc)
my = (1)(2)(354) P(H) = = [x}+xx,]
My = (1)(2)(3)45)
My = (1)(2)(34)(S) g = (12)(354)
e = (1)(2)(35)(4) g = (12)(3)(45)
g = (12)(3)(4)(5) o = (12)(34)(3)
n7 = (12)(345) nll = (12)(35)(4)
P(G) = —%5-[x?+4x?x2+2x%x3+3xlx%+3x2x3]
1. Methode:Die Anzahl der Muster ist nach Seite 174 der Vorl.
—_}-—. Z v(r,h) G = GxH = S,%S ,xH
1GI (7. D)eG

Hier stellt v(m,h) die Anzahl der Farbungen
Q. X = {1,2!3y4’5} — A = {a,b,C}

dar, wobei gilt

hegen = ¢
Dabei gibt es folgende Mdglichkeiten
p(e,e) = 35 = 243 Jedes Element von X kann mit einer der Far-
ben a,b,c gefiarbt werden. Die Elemente von X
und A bleiben einzeln fest.
v(e,h) = _1 Es ist nur die einheitliche Farbung mit der
Farbe a mdglich, da die Zykluslange 2 von
(bc) kein Teiler einer Zykluslidnge von € ist
u(nl,e) = 33 = 27 Jeder Zyklus von nl kann mit a,b,oder c ge-
farbt werden
u(nl,h) =1 Jeder Zyklus von n kann nur mit a gefarbt
werden
vrpe) = 3% =27
U(nl,h) =1 wie bei nl
v(r,,e) = v(n,,e) = P(R_,e) = v(n,_ ,e) = 34 = 81
3 4 5 6 —
u(n3,h) = v(nh,h) = u(ns,h) = v(nh,h) = [+2 = 3 da entweder ein-

heitliche Farbung mit a méglich ist, oder
die Einerzyklen mit a und der Zeierzyklus
mit (bc) oder (cb) faArbbar ist
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u(n7,e) = V(ng,e) =3 =9

it
]

u(n7,h) V(ﬂg,h) 142 = 3 , da jeder Zyklus mit a farbbar ist,
oder der Dreierzyklus mit a und der Zweier-

zyklus mit (bc) oder (cb) farbbar ist

- - - 22 _
u(ng,e) = u(nlo,e) = u(nll,e) = 3“ =9

v(rg,h) = v(m y,h) = v(m  ,h) = 1+2+42+2.2 = 9 ,Firbung
aller Zyklen mit a, oder eines der
Zweierzyklen und des Einerzyklus mit a und
des zweiten Zweierzyklus mit (bc) oder (cb),
oder des Einerzyklus mit a und jedes der

beiden Zweierzyklen mit (bc) oder (cb)

Insgesamt daher

—%I-[243+1+2.28+4.+84+2.12+3+36] = 32 Mdglichkeiten

2. Methode: nach Seite 179 der Vorlesung

o a3 o a a (z1+...+25) ,2(z2+z4)
P[G; , , , , ).P(H;e 8 )
az1 622 623 624 azs
daher
b (oo )P (a ) (55 ) 2 (=) (=5 )
12.2 821 azl 622 az1 823
a o 2 a 3
(=) (w2 )2 (=2 ) ()]
821 822 8z2 623
.[é3(Z1+zz+z3+z4+zs)+?(zi+zz+z3+z4+zs).é2(zz+z43]
é(21+3zz+zs+2z4+zs) Zi=0
—L—-[(35+1)+4(33 3+3+2(32 3+1)+3(3 32+32)+2(3 343.1)] = 32 Mogl
34 . . . . . gl.

[Empirische Ldsung Seite 125]

X§;123.Man gebe das Muster—Inventar an, wenn bei folgenden Figuren un-—
ter Voraussetzung von Drehungs— und Umklappungsinvarianz
a) die Ecken
b) die Kanten
mit maximal zwei Farben a, b bemalt werden sollen?
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Zu Beispiel 122
Schwarze Kugeln: - Rote Kugeln: -
gleiche Schachteln
I !
. - Q o Q
L] - [»] < o
. . 0 < o
. . ] -] <
] - Qo o (o]
- - Q o <
(] o Qo < .
. Q 2 -3
. < o) o
. Q Q <
. © o o
L] Qo - [+] [+
L] [+ < <
- < ° <
Q Q <
o < ]
o 2 o
< o <
2% Q . ©
o . [+ o
o . [+) o
o . . ] Q
L) o > (o3
. ] < [+
L] Qo < Q
- ° 2 Q
[~} =] =] [ s
Q o) - L] .
(o] Ll o [+] -
[+] - [+ . i}
. Q [+ o -
- Q < . <

Fortsetzung von Beispiel 123
Es gilt

inv M = P(G:T W(a).Y W(a)2, I W(a)3, ....T W™
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1.a) €

(1) (2)(3)(4)
= (123)(4)

= (123)(4)

= (12)(3)(4)

= (1)(23)(4)

= (1)(2)(4)

[
n
n
n
b1
N

N & W o =

IS W S
P = 3 [x1+3x1x2+2x1x3]

Daher

inv M = -%—[(a+b)4+3(a+b)2(a2+b2)+2(a+b)(a3+b3)]

inv M = 34+2a3b+2a2b2+2ab3+b4

Setzt man a = b = 1, so erhidlt man die Gesamtzahl der

Farbembglichkeiten

8 Fiarbemdglichkeiten

b) € = (AYBYCYDYEY(R)
n, = (ABC)(DEF)
n. = (ACB)(DFE)
2 1 . 6..22. .2
m, = (A)(BC)(DE) (F) P = - [xo+3xIx5+2x3]
%, = (AC)(B)(D)(EF)
mg = (AB)(C)(DF)(E)
inv M = -%[(a+b)6+3(a+b)2(a2+b2)2+2(a3+b3)2] =
inv M = a6+2asb+4a4b2+6a3b3+4a2b4+2ab5+b6
a=>b=13 20 Farbemd6glichkeiten
2.a) € = (1)Y2H(3)(4)(5)(6)
n, o= (13)(2)(46)(S) b E 5 D .
n, = (16)(25)(34) ¢
n, = (14)(25)(36) F G
P = -%¢[Xf+xfx2+2x§) 1 A 2 B 3
inv M = -%—[(a+b)6+(a+b)2(a2+b2)2+2(a2+b2)3]
inv M = al4225b+6atb2+6a°bo+6a2b +2ab>+b°
a=>b=1= 24 Farbembglichkeiten
b) € = (AY(B)(CYD)Y(E)(F)Y(G)

2
i

(AB) (CF)(DE) (G)
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K124,

KF125.

, = (AE)(BD)(C)(F)(G) P = —T +2x

(AD) (BE) (CF) (G)

2
[t}

x7 3 2 x3]
17 %1% 172

=]
H

inv M = [(a+b) +(a+b)>(a2+b2)2+2(a+b) (a2+b2)]

inv M = 2’+3a%b+8a5b2+12a%b3+12a3b%+8a 265 +3ab0+1’

a=b>b= 19 48 Farbemdglichkeiten

TUCKER S. 199

Es seien nl und n, Elemente einer Permutationsgruppe G. Es gelte

fiir ein festes m € G
M, = WM o !

2 1
Man zeige: xl(nl) = l1("0)* d.h. konjugierte Elemente einer

Permutationsgruppe haben dieselbe Anzahl von Fixelementen

-1 -1

Es sei R2 = nﬂﬂon 3> Nl =3 °H2°R. Ferner sei nl(l) = i. Dann
gilt
N D
ﬂl(l) =R n2 (i) = i » n2 (i) = n(i)
Setzen wir (i) = j, so gilt
n2(1)=J
Jedem Fixelement von NI entspricht ein Fixelement j = n(i) von
n2. Da die Abbildung

bijektiv ist, gilt
ll(ﬂl) = ll(ﬂz)
EISEN S. 150

Auf wieviele Arten kann man die Ecken eines Wirfels schwarz oder

welf farben?

1. Methode: BURNSIDE Seite 171 ff Der Vorlesung. Wir suchen die

Anzahlen der bei den Drehungen konstant bleibenden Fl&chen
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Typ Permutation v vertriagl.Belegungen
12 123 @M 1 [()())s)()(s)(s)(s)| 25
24 (17)(28)(34)(56) 9 (ss)(ss)éss)(ss) 24
1232 (168)(2%4)(3)(5) 8 (sss)(ss;)(s)(s) 24
42 (1234)%5678) 6 (ssss)éssss) 2?2
Daher

4

[284(6+3)2%+8.2%+6.2%1 = 23 Msglichkeiten

hojr—
B

2. Methode: POLYA (Seite 191): Anwendung des Zyklusindex ergibt

- 8 4 2.2 2, _ 1 8 4 2,2
P = ~5Z—[X1+9x2+8x X +6x4] = -Ez-[2 +9.27°+8.27.2

27 2
1 X3 +6.2°]1 = 23

EISEN S. 190

kI 126.Auf wieviele Arten kann man bei einem Wirfel drei Seitenfldchen

weiB und drei schwarz bemalen?

1. Methode: BURNSIDE Seite 171 ff. Wir suchen die Anzahlen der

bei den Drehungen konstant bleibenden Flachen

Typ Permutation v vertragl.Belegungen f3 3
18 ] (H@H@WHE) | 1] (S | o
32 (134)(265) 8 (sss) (www) 2
12,2 (1)(24)(35)(6) 3| (s)(ss) (W) (ww) 2.2

Daher -%Z—[20+8.2+3.2.2] = 2 Moéglichkeiten

2. Methode: POLYA (Seite 191): Anwendung des Zyklusindex ergibt

1 2 2.2 2 3 2
P = -§z~[x1+3xlx2+6x1x4+6x2+8x3]

Daher lautet das Musterinventar

2 4 2 3

J——[(W+s)6+3(w+s)2(w

3.2,
24 sl =

+52)2+6(w+s)2(w +s4)+6(w +s2)3+8(w

= s6+ssw+254w2+2s3w3+252w4+sw5+w6
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Der Koeffizient von wos> ergibt 2 Méglichkeiten
EISEN S. 190

KE127.Auf wieviele Arten kann man die Seitenflichen eines Wiirfels mit
¢ Farben bemalen, wenn nicht notwendig stets alle Farben Verwen—
dung finden?

1. Methode: BURNSIDE Seite 171 ff der Vorlesung. Wir suchen die

Anzahlen der bei den Drehungen konstant bleibenden Flachen

Typ Permutation v vertridgl.Belegungen f3 3
4 (H@H@WEIE) | 1] () | b
23 (13)(26)(35) 6 (ss)(ss)(ss) ¢?
52 ' 2
(134)(265) 8 (sss)(sss) c
1241 (1 : i 3
Y(2345)(6) 6 (s)(ssss)(s) c
1227 (1)(24)(35)(6) 6 | (s)(ss)(ss)(s) c?
Daher -%Z—[c6+6c3+802+603+3c4] = —%Z-[06+304+1203+8c2] Mol .

2. Methode: POLYA (Seite 191): Der Zyklusindex

_ | 6 2.2 2 3 2
P = -EZ-[x1+3x1x2+6x1x4+6x2+8x3]
ergibt fir X; = ¢ dasselbe Ergebnis

EISEN S. 190

kF128.Auf wieviele Arten kann man aus Perlen in drei verschiedenen

Farben a,b,c ein aus
n:4,n:6,n=12

Perlen bestehendes Halsband bilden, wenn es

a) drehungsinvariant

b) invariant gegen Drehungen und Umwendungen

sein soll und jede Farbe mindestens einmal vorkommt?

Die drei Farben, auf deren Reihenfolge es natirlich ankommt,

sollen auf n Stellen zunichst linear angeordnet werden, wobei
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jede Farbe mindestens einmal auftreten soll:

2 3 .
L it DRI S Lo IS PR
® ) ® ) ® . ® .
= i x i x* x! _ i i x!
= 3 -‘i'—!—'—-3. 2 —i—!-+3. ST -1 = (3"-3.2 +3)—-i——!—-
1=0 i=0 i= i=0 C

Anzahl der linearen Anordnungen von n Elementen in drei Farben,

wobeli jede Farbe mindestens einmal auftritt

f(n) = 3"-3.2"+3

Andere Uberlegung: Es gibt insgesamt 3n M6glichkeiten die n

Stellen mit 3 Farben zu belegen. Davon sind alle Méglichkeiten
abzuziehen, bei denen nur 2 Farben auftreten. Wahlen wir zwei
Farben aus (3 Méglichkeiten), so gibt es 2 Mdglichkeiten, sie
auf eine der n Stellen zu setzen (zusammen 3.2° Méglichkeiten).
Da der Fall der Firbung mit einer einzigen Farbe gleichfalls
auftritt und dabei das Auftreten einer Farbe jeweils einmal zu
oft abgezogen wird (man beachte die Paarungen (sw),(sr),(wr)),

so sind diese drei iliberschiissigen Fiadlle wieder abzuziehen. Daher
wie oben f(n) = 3"-3.2"+3

n =4 f(n) = 36 lineare Anordnungen
a) Da es auBer der Identitdt bei der Drehungsgruppe des Quadrats
keine Mdglichkeiten gibt, drei Farben in invarianter Weise zu

verteilen, gilt

Typ

|
4 ] (1)(2)(3)(4)

Permutation | v | vertridgl .Belegungen | f, 1.1

1 l (a)(a)(b)(c) £(4)

—%—[f(4)+0] = 9 Mdglichkeiten

b) Fir die Diédergruppe des Qadrates gilt

Typ | Permutation | v | vertridgl.Belegungen | f2 1.1
I4 (1)(2)(3)(4) 1 (a)(a)gb)(C) f(4)
122 (1)(24)(3) | 2 (a)(bb)c) 31

L1£(4)+2.311 =6 Msalichkeiten-
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L

n==56 f(n) = 540
a) fir die Drehungsgruppe des Sechsecks gilt
Typ Permutation v vertragl.Belegungen fi ik
16 (1)(2)(5)(4)(S)(6) 1 (a)(a)(a)ga)(b)(c) f(6)
23 (14)(25)(36) 2 (aa)(bb)(cc) 3!
4 [£(6)+2.31] = 91 Msglichkeiten
b) fir die Diédergruppe des Sechsecks gilt
Typ Permutation v vertrigl.Belegungen fi ik
16 (1)(2)(5)(4)(5)(6) 1 (a)(a)(a)ga)(b)(c) £(6)
23 (14)(25)(36) 4 (aa) (bb) (cc) 31
1228 (1)(26)(35)(4) | 3 |  (a)(aa)(bb)(c) £04)
—%5-[f(6)+4.3!+3.f(4)] = 56 Moglichkeiten
£(12) = 519 156
a) fiir die Drehungsgruppe Zwolfecks gilt
Typ Permutation v zul .Bel. fi,j,k
112 (1)(2)(3Y () (HBX(TH(BYI(9Y (10X (11X (12)} 1 j(a)...(c) f(12)
26 (17)(28)(39)(4 10)(5 11)(6 12) 1 |(aa)..(cc)| f(6)
34 (159)(26 10)(37 11)(48 12) 2 |(aaa)... f(4)
43 (147 10)(258 11)(369 12) 2 | (aaaa)... 3!

S [£(12)+£(6)+2.£(4)+2.31] = 43 315

Mglichkeiten

b)

fir die Diédergruppe des Zwolfecks giltf(7) =

1 806



\
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Typ Permutation v zul .Bel.

fii.x
112 (1) (2)(3)A)(SH)HBY(HBY(H IO (1D (1) | 1 J(a)...(c) £(12)

6

2 (17)(28)(39)(4 10)(5 11)(6 12) 7 {(aa)..(cc)| £(6)
34 (159)(26 10)(37 11)(48 12) 2 |(aaa)... £(4)
43 (147 10)(258 11)(369 12) 2> |(aaaa)... | 3t
1255

(172 12)(3 %1)(4 10)(59)(68) 6 (a)(?)... £(7)

ﬁ%[’[f(12)+7f(6)+2f(4)+2.3!+6f(7)] = 22 244 Moglichkeiten
TUCKER S. 192

129 . Auf wieviele Arten kann man 4 weiBe, 4 schwarze und 4 rote Ku-
geln (von denen die gleichgefdrbten jeweils ununterscheidbar

sind) in 3 gleichartige Schachteln verteilen?

Wir verteilen zunichst die 4 weifBen Kugeln in drei verschiedene
Schachteln

i 2 3 Schachteln
o0 ° weife Kugeln

Dafiir gibt es (g) = M3glichkeiten. Da diese 15 Moglichkeiten fiir

eine Farbe jeweil mit den beiden anderen Farben kombinierbar

ist, gibt es 153 = 3375 Moglichkeiten, die gegebenen Kugeln in 3

verschiedene Schachteln zu verteilen.

Da die Schachteln gleich sind, spielt eine Permutation der 3
Schachteln keine Rolle.
= (1)(2)(3) alles bleibt fest ... 153 Méglichkeiten

= (1)(23)

= (13)(2)

= (12)(3)

= (123)

= (132)

] &8 /4 3 |a o
BW N -

5
Bei nl,nz,ns
Weise zu fiillen sind. Die restlichen Kugeln sind in die dritte
Schachtel zu fiillen.

In jede der beiden gleichartigen Schachteln kdnnen jeweils 0, 1,

treten jeweils zwei Schachteln auf, die in gleicher
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2 Kugeln derselben Farbe gefiillt werden. 3 Kugeln kénnen nicht
in eine der beiden Schachteln gefiillt werden, da dann in die an-
dere Schachtel auch drei Kugeln dieser Farbe kommen miiften; es

sind aber nur 4 Kugeln vorhanden.

Beispiel (12)3 reo | oeoo | «.Q000
oder 0O | 000 | ssoo

Da von jeder Farbe 0, 1 oder 2 Kugeln gewdhlt werden kbnnen und
drei Farben vorhanden sind, lautet das erzeugende Polynom fir
die Verteilung in zwei gleiche Schachteln

(l+x+x2)3 = 1+3x+6x2+7x3+6x4+3x5+x6

man entnimmt daraus z.B. daPB es drei MOglichkeiten gibt 5 Kugeln

in den gleichartigen Schachteln zu deponieren:

s o0 0@ | ¢« 000 | 0O
¢+ e 0o Q0O ) s 00| . .
-oc@(})‘-oo@@l--

insgesamt gibt es daher fir nl (1+1+1)3 Mobglichkeiten. Ebenso

viele fiir n2 und H3. Daher

tir w1y, W, 3.3% Moglichkeiten.

Fir ﬂ4 und ﬂs gibt es iliberhaupt keine Mbglichkeit, die Kugeln in
der angegebenen Weise zu verteilen, da je 4 Kugeln in drei

Schachteln nicht zyklisch vertauschbar eingefiillt werden kdnnen

Typ ‘ Permut. | v [ vertridgl.Belegungen ' f
12 (2o | siehe oben 153
122 (1)(23) 3 siehe oben 33

Daher nach BURNSIDE (S. 168)
%7[153+3.33] = 576 Moglichkeiten

YT 130.Auf wieviele Arten kann man drehungsinvariant alle Ecken eines
Quadrats mit maximal 3 Farben einfdrben, wenn benachbarte Ecken

verschiedene Farben haben sollen?

Es gibt folgende Farbemdglichkeiten

1. Verwendung von bloB zwei Farben
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131.

6 Moglichkeiten, da aus den 3 gegebenen Farben je-
I l » Wweils auf 3 Arten je 2 ausgewihlt werden konnen
und das Quadrat bei jeder Auswahl auf 2 Arten ein-

gefarbt werden kann

2. Verwendung aller drei Farben
Wahlt man eine spezielle Farbe aus (auf 3 Arten méglich), so
gibt es jeweils 2 Moglichkeiten,drei Farben auf die restlichen
Eckpunkte der Vorschrift entsprechend zu verteilen

O s ©

o [

Hier gibt es 2.2.3 = 12 Moglichkeiten. Insgesamt daher
6+12 = 18 MBglichkeiten

Drehungsgruppe des Quadrats:
e = (1)(2)(3)(4), & = (1234), 8% = (13)(24), & = (1432)

Daher nach BURNSIDE

Typ Permutation v vertriagl.Belegungen f
@@ | (a) (b)(a) (c) 18
122 (13)(24) 2 (ab)éac)

7}.(13+6] = 6 Moglichkeiten

Aufzidhlung

o s O s O 'ORNO: e 0O ii I
. [ o e ¢ e @. QC
TUCKER S. 186

Auf wieviele Arten kann man mit 3 Farben einen Stab mit n Farb-

ringen versehen, wenn benachbarte Ringe verschiedene Farben ha-
ben sollen und die Farbung umwendungsinvariant (Vertauschung der

Stabenden) sein soll.

Die zugrunde liegende Gruppe ist:
e, 7 ... Unwendung
Da der erste Ring auf 3 Arten gefarbt werden kann, alle folgen-
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L
den Ringe aber nur mehr auf je 2 Arten, gibt es insgesamt
3,201 Farbeméglichkeiten
n gerade
E ... 3_2n—1 Invarianzen
n ... keine zuldssigen Invarianzen, da bei Umwendung in der Mit-

te zwei gleiche Farben aufeinander stofen wiirden

Daher nach BURNSIDE

n gerade _%_[3.2n-1+0] = 3,27 “ Farbungen

n ungerade n = 2m+l

. 3.2n—l Invarianzen
n ... 3.20 = 3,2(n"1)/2

[y}

Invarianzen. Denn fiir den Ring in der
Mitte gibt es 3 M&glichkeiten der FaArbung, fir die

anschlieBenden Ringe nur mehr je 2 Méglichkeiten

L (3.207 1y p(n1)/2

n ungerade 5" ] Fiarbemdglichkeiten

TUCKER S. 186

KI132. n-stellige Zahlen, die mit den Ziffern 0,1,6,8,9 gebildet wer—
den (fihrende Nullen méglich) stellen wieder n—-stellige Zahlen
dar, wenn man den Zettel, auf dem sie geschrieben sind, auf den
Kopf stellt (z.B. 0089 und 6800). Wieviele umkehrungsinvariante
Zahlen gibt es?

(vgl.Beispiel 135)

Die relevante Gruppe lautet
(0)(1)(6)(8)(9)

ft ... Umkehrung

€

Da die Umwendung # Anfang und Ende der Zahl vertauscht, miissen

wir zwischen geradem und ungeradem n unterscheiden

n gerade n = 2m S R I
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Die linke Halfte kann auf 5" = 5n/2 Arten besetzt werden. Dann
ist die rechte Halfte eindeutig bestimmt. Die linke Hialfte kann
dann so gewiahlt werden, daB die gebildete Zahl gegeniiber n inva-—
riant ist. Daher

n/2

n gerade -%—[5“+s ] Mdglichkeiten

n ungerade n = 2m+!. In der Mitte kann nur 0, | oder 8 stehen

Wieder gibt es 5™ = s(P"1)/2 ysolichkeiten, die linke Hilfte zu

besetzen und die rechte Hilfte so zu erginzen, daf die gebildete
Zahl m—invariant ist. daher

n-1)/2

n ungerade - [5™+s¢ 1 Mglichkeiten

TUCKER S. 186

KT 133.a) Auf wieviele Arten kann man die Eck-
punkte der nebenstehenden Figur mit

drei Farben drehungsinvariant ein-

farben?

b) Fiinfzehn Kugeln sind in der angege-—
benen Weise in Gestalt eines gleichsei~ .
tigen Dreiecks gelagert. Auf wieviele 6 o o
Arten kann man sie drehungsinvariant ° e
mit drei Farben bemalen?

¢) Auf wieviele Arten kann man die 64 Felder eines 8x8-Schach-

brettes mit zwei Farben bemalen?

a) € = (1)(2)(3)(4)
5 = (123)(4)
§2 = (132)(4)

. _ 1 .. 4
Zyklusindex P = 3 [x1+2x1x3]

Nach BURNSIDE daher %—[34+2.3.3] = 33 Méglichkeiten
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1.
by € = (1) ... (15) 1
5 = (1 11 15)(2 12 10)(3 7 14)(4 13 6)(S 8 9) s
82 = (1 15 11)(2 10 12)(3 14 7)(4 6 13)(5 9 8) 7.8 .9 10

Zykl

£5-134.

usindex: -%r[xis+2x§ ] Nach BURNSIDE daher

%r[315+2.35] = 4 783 131 Méglichkeiten

c) € = (1) ... (64) Typus: 14 Zyklusindex
16
S =
, (186457 432 %r[x?4+x§2+2x36
82 = (1 64)(2 63) ... 2
83 = (1 57 64 8) 414

57{58{59{60|61|62{63]|64
49]150]51|52{53}54|55]56
41142143144145146|47148
33134(35136137|38{39{40
25126(27128129130(31}32

Daher nach BURNSIDE

.%_{264+232+ 16

2.2°71 =

11 12 13 14 1S5

]

17{18119]20(21]22{23]24 4 611 686 019 S01 162 496 Mogl.

91101111213 114]15(16
1] 2] 31 4] 5} 6] 7] 8

Nachtrag zu a): Nach PS6LYA lautet der Musterabzidhler

3,,.3, .3

P = —%—[(a+b+c)4+2(a+b+c)(a +b"+c7)] =

= a4+b4+c4+2a3b+2a302+2a2b2+2a2c2+4a2bc+2ab3+2ac3+

+4ablc++dabe+2b2cl42boc+2bes

Die Summe der Koeffizienten ergibt 33 als Anzahl der Muster
TUCKER S. 1835 u. 186

Auf wieviele Arten lassen sich n gleichartige Objekte in 3

gleichartige Schachteln verteilen?

Wir verteilen zundchst die n gleichartigen Objekte in 3

verschiedene Schachteln

i

2 } Moglichkeiten

3 Schachteln n+2
R RN n Objekte 2

Da die Schachteln gleichartig sein sollen, missen sie permutier-




BEISPIELSAMMLUNG ZUR KOMBINATORIK 138

bar sein. Wir haben daher die Gruppe S3 zu betrachten

e = (1)(2)(3)

nl = (1)(23) Bei jeder dieser Permutationen miissen
n, = (12)Y(3) wir die Anzahl der festbleibenden Ele-
My = (123) mente feststellien

n, = (132)

ne = (13)(2)

€ ... jede der (n;Z] Méglichkeiten bleibt fest

nl’”Z’“B Die Verteilung in diesen Permutationen bleibt konstant,
wenn in n in den Schachteln 2 und 3, in n, in den
Schachteln | und 2 und in g in den Schachteln 1| und 3
je gleich viele Objekte liegen. In jedem dieser drei

Fidlle sind dann folgende Verteilungen mdglich

n=2m 00 n ) n=2ml 00 n )
1 1 n-2 m+l = 1 1 n-2 m+l =
2 2 n-4 [ 2 +1 Mogl. 22 n-4 [ 231 Mogl.
mm O | mm 1

My, My bei diesen Permutationen sind alle drei Schachteln
vertauschbar. Dies ist natiirlich nur méglich, wenn in
allen Schachteln gleichviele Elemente sind, d.h. wenn n
durch 3 teilbar ist. Nur dann gibt es bei u3 und T,
Invarianzen. Daher gibt es insgesamt nach BURNSIDE
folgende Fidlle

n durch 3 teilbar

n gerade -%—[(n;2]+3(—%—+1)+2] Mdglichkeiten
(
n ungerade 1 ffn+2 +3( ntl ]+2] Méglichkeiten
— R 6 LU 2 2
n nicht durch 3 teilbar

n gerade 7%— (n;2)+3(~%—+1)] Méglichkeiten
n ungerade L n+2)+3(ggj_)] Moglichkeiten
- R T 6 L 2 2

andere Mdglichkeit:Die Verteilung von gleichen Objekten in glei-
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1

KT'13s.

che Schachteln ist identisch mit der Zerlegung von ganzen Zahlen
in Summanden. Speziell flihrt unser Fall auf die Zerlegung der
Zahl n in maximal 3 Summanden, von denen der gréfite < n ist.
Nach Seite 109 der Vorlesung haben wir daher zu setzen r = 3 und

M = n. Die erzeugende Funktion lautet dann

AV S Rt
a-xha-ghha= [T
(I‘X)(1~X2)(l-x3) M—x)@ﬁ'xv~”’54’%ﬁl

TUCKER S. 186

Um alle finfstelligen Zahlen (fithrende Nullen méglich) anzu-
schreiben, benstigt man 10° Zettel. Die Ziffern o,1,6,8,9 gehen,
wenn man sie auf den Kopf stellt, in die Ziffern 0,1,9,8,6 iiber.
Manche Zettel kann man daher zur Darstellung zweier Zahlen be-
nutzen. So kann der Zettel mit der Zahl 11668 auch durch Umlegen
als 89911 gelesen werden.

Wieviele Zettel bendtigt man, um alle Zahlen von 00000 - 3393999

unter Beachtung der Moéglichkeit der Umlegung darszustellen?

Es sei X = {00000, ... ,99999} die Menge der betrachteten Zahlen
und G die Gruppe {¢,n}, worin n die Permutation ist, die alle

nichtumkehrbaren Zahlen, das sind jene, die mindestens eine der

Ziffern 2,3,4,5,7 enthalten, in sich {iberfiihrt und ebenso jene
Zahlen in sich uUberfiihrt, die sich reproduzieren, wenn man sie
auf den Kopf stellt; so geht z.B. 16091 in sich selbst liber. =

vertauscht also die auf zwei Arten lesbaren Zahlen.

€ ... halt alle 10° Zahlen fest
n ... hialt zunidchst alle Zahlen fest, die 2,3,4,5,7 enthalten.

Ihre Zahl ist 10° — Anzahl der Zahlen, die 0,1,6,8,9

enthalten, also 105—55.

Bei der Anzahl der selbstumkehrbaren Zahlen muf} eine der selbst-
umkehrbaren Ziffern in der Mitte stehen; dafiir gibt es die 3
Mdglichkeiten 0,1,8. Dann kann man die beiden vorangehenden
Stellen mit 0,1,6,8,9 besetzen. Dann sind auch die restlichen
Stellen der Zahl bestimmt; daher gibt es hier 3.52 Méglich-
keiten.

Bei  gibt es also 105-—55+3.S2 M8glichkeiten. Nach BURNSIDE ist
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somit die Anzahl der Zettel

S

L 110541055 +3.5%)] = 98 475 Zettel

LIU S. 139

~7 . s
K¥ 136.Aus einem Vorrat von weiBen, schwarzen und roten Perlen werden

Ky

Armbinder aus 5 Perlen gebildet. Wieviele verschiedene Muster

gibt es?

Zwei Armbinder sind dquivalent, wenn sie durch Drehung und Um-
wendung auseinander hervorgehen.

Diédergruppe des Finfecks:
e = (1)(2)(3)(4)(s) o, = (1)(25)(34)

& = (12345) 02 = (13)(2)(45)
82 = (13524) 0, = (159)(24)(3) P = —1o [x+4xg+5x,x5]
83 = (14253) 0, = (12)(35)(5)
8% = (15432 og = (14)(23)(5

daher nach PoLYA —%6-[35+4.3+5.3.32] = 39 Muster
LIU §. 138

137.Aus einem Vorrat von weiBen und schwarzen Perlen werden Schmuck-

ketten gebildet. Zwei Ketten mit einer bestimmten Anordnung der
Perlen gelten als dquivalent, wenn die eine aus der anderen
durch Vertauschen der Enden (in gestreckter Lage der Ketten)
hervorgeht. Wieviele Muster von Ketten gibt es, wenn eine Kette
aus

a) 3 Perlen

b) 4 Perlen

¢) n Perlen besteht?

a) Es gibt folgende 8 Anordnungen, wovon die {ibereinander ste-
henden jeweils dquivalent sind, denn wir betrachten z.B. wws und

sww als identisch

1 www 2 wws 4 wsw S5 wss 7 sws 8 sss
3 sww 6 ssw

Es gibt empirisch also 6 Aquivalenzklassen.

Die zugrundeliegende Gruppe ist
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€ ... Identitat, = ... Umwendungen

Fir die Identitidt gibt es 23 Moéglichkeiten, da jede der 3 Stel-
len mit zwei Farben besetzt werden kann. Bei den Umwendungen
kann man die mittlere der drei Stellen auf 2 Arten mit einer
Farbe besetzen, die linke Stelle auf 2 Arten. Dann ist aus Sym-

metriegriinden, die rechte Stelle bestimmt. Es gibt daher bei =
2.2 Identitdten. Nach BURNSIDE gilt also

TéT z xl(n) = _%-[23+2,2] = 6 Moglichkeiten

b) Experimentell ergeben sich folgende 16 Fialle, von denen die
jeweils libereinander stehenden identifiziert werden

1 wwww 2 wwws 4 wwsw 6 wWwss 8 wsws 10 wssw 1!l swws
3 swww S wsww 7 ssww 9 swsw

12 sssw 14 ssws 16 ssss

13 wssw IS swss
Fiir unsere Fragestellung gibt es daher 10 relevante F&lle. Grup-
pentheoretisch gilt fiir die beiden Permutationen

€ ... Identitat, n ... Unwendung

Bei € gibt es 24 Invarianzen. da jede der 4 Stellen mit 2 Farben
belegt werden kann. Aus Symmetriegriinden miissen von den 4 zu be-
setzenden Stellen die beiden mittleren gleich sein (2 Mdglich-
keiten), wahren die Stelle links auBen wieder auf 2 Arten be-
setzt werden kann. dann ist auch die vierte Stelle bestimmt (2.2
Mdglichkeiten). Dann gilt nach BURNSIDE

1 _ 1 .4 _ e s .
TaT z Xl(n) = 3 [27°+2.2] = 10 Moglichkeiten

c) Auch hier besteht die Gruppe aus den beiden Permutationen

€ ... Identitat, % ... Unwendung
Da jede der n Steller mit 2 Farben belegt werden kann, enthdlt €
2% Invarianzen. Fir die Umwendungen miissen wir die beiden Fille
unterscheiden
n gerade n = 2m. Bei € treten dann 2" Invarianzen auf.
Bei den Umwendungen % miissen aus Symmetriegriinden die beiden
mittleren Elemente gleich besetzt werden, was auf 2 Arten még-
lich ist. Fir die linke Halfte gibt es 2m—1 Méglichkeiten, womit
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L

auch die rechte Hlfte bestimmt ist. Daher gibt es bei = 2.2m_l
2™ = 2n/2 Invarianzen. Nach BURNSIDE gilt

n/2

n gerade o7 ) A, (0 = - [2%42%/?] 10 Moglichkeiten

n ungerade n = 2m+l. Die Invarianzen von € sind wieder 2",

Bei n kann man das mittlere Element auf 2 Arten wahlen, wdhrend

es fiir die eine Seite 2% Mdglichkeiten gibt., insgesamt bei =«

m+1 - 2(n+1)/2

also 2.2™ = 2 Mdglichkeiten. Daher

A VA - S 12%2™ D721 ygeiichkeiten

LIU S. 138

' 138.Auf wieviele Arten kann man eine Treppe von n Stufen hochstei-

gen, wenn man maximal eine Stufe auf einmal iiberspringen kann

(nz2). Man gebe die erzeugende Funktion an.

Hinweis: Man gebe zunidchst eine Rekursionsformel fir die Anzahl

a der Méglichkeiten an

Beginnt man mit dem Nehmen einer Stufe, so bleiben a, Moglich~-

-1
keiten. Beginnt man mit zwei Stufen, so bleiben a. _5 Mo6glichkei-
ten. Daher

a = a +a
n n-1 “n-2

Die a, sind daher FIBONACCI-Zahlen. Die Berechnung der erzeugen-—
den Funktion siehe Vorlesung Seite 74 f.
EISEN S. 94

139. Auf wieviele Arten kann man eine weiBe, zwel rote und zwel

blaue Kugeln in vier verschiedene Schachteln verteilen?

1. Methode:

Verteilung der weifen Kugel 4 Moéglichkeiten
Verteilung der 2 roten Kugeln (g) Mdglichkeiten
Verteilung der 2 blauen Kugeln (g) Méglichkeiten

Daher insgesamt

2 2

4.[5).(5) = 400 Méglichkeiten
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Y IV

2. Methode: Wir ordnen den Kugeln die Zahlen 1,2,3,4,5 zu.

X = {1,2,3,4,5}. Die Menge der "Farben” =

A = {a,b,c,d}. Dann lauten die entspreche

Schachteln sei

nden Permutationen

e = (1)(2)(3)(4)(5)
no= (1)(2)(3)(45) Zyklusindex
_ _ 1 .5 3 2

no= (1)(23)(4)(S) P = 2 [x1+2x1x2+x1x2]

no o= (1)(23)(45)

Daher bei 4 Farben
1 S 3 2, _ vy .
TI-[4 +2.47.,444.47] = 400 Méglichkeiten

140.Aus einem Vorrat von 10 schwarzen, 10 roten , 15 blaven und 15

griinen Kugeln ist eine Auswahl von 42 Kug
in jeder Auswahl mindestens je 2 schwarze

mindestens je 3 blaue und griine Kugeln en

eln zu treffen, wobei
und rote Kugeln und

thalten sein sollen.

Elementare Methode

daf bei jed
Kugelgruppe zunichst je 2 bzw. 3 "Pflicht
sichigen sind. Zunichst wird bei den Ausw

Wir haben zu beriicksichtigen,

tigt, daB die einzelnen Vorradte beschriénk
weiteren Schritten korrigiert werden, was

an Kugeln augewdahlt wurde.

er Auswahl von jeder
exemplare” zu beriick-
ahlen nicht beriicksich-
t sind. Daher muf in

zuviel bzw. zu wenig

10s | 10r | 15b | 158 Vorrite 3.
2 2 3| 3 10 P£1. 32 frei +[32; | = +6545 Gesamtmogl.
11 2 3 3) je _2'(23;3) - —5200
2 11 3 3 ) 19 Pf1. 23 frei
2 2 16 3 J je 2.(19;3) — -3080
2 2 3 ] 16 ) 23 Pf1. 19 frei
11 11 3 3 28 Pfl. 14 frei +(14;3) = +680
11 2 16 3 je
11 2 3| 16 32 Pflichtexemplare 4'(10;3] — +1144
2 11 16 3 10 freie Exemplare
2 11 31 16
. 6+3) _
2 2 16 | 16 36 Pfl. 6 frei +| ,°| = +84
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1
11 11 16 3 . . 1+3
je 41 Pfl1., 1 frei —7( ) = -4 -3
11 11 3| 16 J ~ 3 A

11 11 16

----------

3_1 mehr als 42 Plichtexemplare

Daher gibt es insgesamt
6545-(5200+3080)+(680+1144+84)-8 = 165 Méglichkeiten
erzeugendes Polynom

(x2+x3+ . +x10

2

) =
2 _ 10 (a-xnh?  (1-x!%?

(1-x)2  (1-x)?
13, 18,,.22, . 26_, 31_, 35 44,

2 1S
X

y2(3+xt L

12
X

)

= 230 e L xS (taxs ... o+

x10(1—2x9—2x X +4x + -
(1-x)4
_ (x10—2x19—2x23+x28+4x32+x36—2x41—2x45+x54).EZ(Sgi]xi
i+10 = 42 = i = 32 [33) = + 6545
i+19 = 42 » { = 23 —2.[23] = - 5200
i+23 = 42 3 i = 19 —2.(23) = - 3080
i+28 = 42 % i = 14 (1;) =+ 680
i+32 = 42 3 i = 10 4.(1 }‘= + 1144

Wk WO WLWW

i+36 = 42 2 i = 6 { J = + 84
i+41 = 42 3 i = 1 —2.( ) = - 8
165

141 .Man gebe die Anzahl der Méglichkeiten an, mit r gleichen Wirfeln

die Augenzahl n zu erzielen.

Mit jedem Wiirfel kann maximal die Augenzahl M<6 erzielt werden.
Es ist also die Zahl n als eine Summe von r Summanden darzustel-
len, von denen der grdfte s M = 6 ist und der kleinste 2 1 ist.
Nach Seite 110 der Vorlesung ist die erzeugende Funktion fiir die

Zerlegung von n in genau r Summanden, von denen jeder < M ist,
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2y . (1-xTI*M

M-1)

T (1—xr+1)(l—xr+

(1-x) (1=x2)...(1-x

)

X

4, n = 13 v foo b
5 -

4 (1-x)(1-x0)(1-x ) (1-x2) (1-x7)
X 2 3 4 5
(1=-x)(1=-x")(1=-x")(1-x ") (1-x7)

Beispiel: M = 6, r =

eAexS2x0+3x T4 5x8 63 0483 0o e 112 2ot 10 3 12k 41 1 S 121649 T r g0 B
n=9 n=10 n=11 n=12 n=13 _ M %0500,
1116 1126 1136 1146 1156 | et e sk
1125 1135 1145 1155 1246
1134 1144 1226 1236 1255 |
1224 1225 1235 1245 1336 |
1233 1234 1244 1335 1345
2223 1333 1334 1344 1444
2224 2225 2226 2236
2233 2234 2235 2245 |
2333 2244 2335 |
2334 2344
3333 3334

143.a)Gegeben seien 6 Punkte der Ebene, von denen keine drei auf ei-
ner Geraden liegen. Je zwei Punkte werden durch Strecken verbun—
den die entweder schwarz oder rot gefarbt sind.
Man zeige, daB es mindestens ein Punktetripel gibt, dessen Ver-
bindungsstrecken dieselbe Farbe aufweisen (”chromatisches
Dreieck”)
Hinweis: Taubenschlagprinzip!. Man wihle einen der Punkte, etwa
PO’ und iiberlege, daB von ihm aus mindestens drei Strecken der-—
selben Farbe ausgehen missen.
Dieses Beispiel wird manchmal so formuliert: In einer Gesell-
schaft von 6 Personen sind mindestens drei Personen miteinander
verwandt oder mindestens drei Personén sind miteinander nicht
verwandt .
b) Gegeben seien 17 Punkte der Ebene, von denen keine drei auf

einer Geraden liegen. Jede Verbindungsstrecke von je zwei Punk-




142. Auf wieviele Arten kann man 17 als Summe der Zahlen 2, 3 und 7 darstellen?
Diese Aufgabe stellt auch die Losung des Problems dar, die Anzahl der nichtnegativen
ganzzahligen Losungen der Gleichung

2X1+3X2+7X3= 17
zu ermitteln

1 p—
1L-x)1-x)1-%")

=1+x7 +x7 +x* +x° +2x° +2x7 +2x° +3x° +3x° +3xM +4xM +4x*® +5xM +6x¢ + 6% +

Q" +x +x5+ )1+ + x5 +x° o)L +x +xM 3T +) =

+ 7% + 7% +8x%0 4.
Aufzéhlung:

377
22337
222227
233333
2222333
22222223

Der Aufzihler als Losung der Gleichung 2x; +3x; + 7 x3 = 17
1

(1-ax®)1-bx*)1-cx')

Der Koeffizient von x'” lautet
a’b +a’c +a'b® +a?b’c +ab’ + be’
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ten werde In einer der Farben schwarz, rot oder blau eingefirbt.
Man zeige: Es gibt mindestens ein Punktetripel, dessen Verbin-
dungslinien in derselben Farbe gefarbt sind. Man fithre diese

Aufgabe auf den Fall a) zuriick.

a)

INY".

. ¢, .

<
wv
"0
wY

P
% 0

Von P0 miissen nach dem Taubenschlagprinzip mindestens 3 gleich-
farbige (z.B. schwarze) Strecken ausgehen. Die Endpunkte dieser
Strecken seien P1P2P3: ist dieses Dreiecke einfidrbig (z.B.
schwarz), so stimmt die Behauptung. Gilt dies nicht, so wenden
wir das Taubenschlagprinzip auf die etwa von Pl ausgehenden
Strecken PIPO’ P1P2, PIP3 an. Mindestens zwei miissen dieselbe
Farbe haben. Ist auBer PIPO noch eine Strecke, (etwa P1P2)
schwarz, so gilt die Behauptung fir A P1P2P0. Sind beide Strek-
ken P1P2 und P1P3 rot (Figur), dann muff die Verbindung P2P3
schwarz oder rot sein. In beiden Fdllen entsteht ein chromati-
sches Dreieck.

b) Wir wahlen einen der 17 Punkte, etwa PO’ aus. Dann miissen
mindestens 6 Verbindungsstrecken mit den anderen Punkten gleiche
Farbe (z.B schwarz) aufweisen. Geht von einem von P0 verschiede-
nen Punkt eine schwarze Strecke zu einem anderen Punkt aus, so
stimmt die Behauptung.

Geht von keinem der 6 Punkte eine schwarze Strecke aus, so kdén-
nen nur die beiden anderen Farben auftreten und es reproduziert
sich der Fall a)

EISEN S.41

R.E.GREENWOOD and A.M.GLEASON: Combinatorial relations and chro-

matic graphs. Can.J.of Math. 7 (1955)

144 .Gegeben seien 7 Objekte und 4 Schachteln. Man ermittle die An-
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zahl der Moglichkeiten, die Objekte in die Schachteln zu vertei-
len, wenn folgende Bedingungen gelten:
A. Alle Objekte und Schachteln sind verschieden
a) leere Schachteln méglich
b) keine Schachtel bleibt leer
¢) Iin der 1. Schachtel sind genau 2, in der 2. Schachtel
genau drel Objekte, die 3. oder 4. Schachtel kann auch
leer sein
B. Alle Objekte sind gleich, alle Schachteln verschieden
al, b), c) wie bei A.
C. Alle Objekte verschieden, alle Schachteln gleich
al, b) wie oben
c¢) In einer Schachtel 2, in einer anderen 3 Objekte
D. Alle Objekte gleich, alle Schachteln gleich
a), b), c¢) wie bei C.

A. Objekte verschieden, Schachteln verschieden
a) Leere Schachteln méglich

Abbildung einer 7-elementigen in eine 4-elementige Menge:

7

4" = 16 384 Mbeglichkeiten

x 2 s ax O i
Erzeugendes Polynom: (I+x+-§7—+ L) o= 8 = E: 4

7
Fir i = 7 ist der Koeffizient von r ... 47 = 16 384

b) keine leeren Schachtel: Surjektive Abbildung einer 7-elemen-

tigen auf eine 4-elementige Menge

4

4!S7

= 4'.350 = 8400 Mobglichkeiten

. 4 x_, 4 4-i(4) ,ix
Erzeugendes Polynom: (x+ 5y +...) = (&"-1) = }: (-1) (.)é =

i; -4 i(.}. i) 3;

1(4) i x)
i G
Fir j = 7 ist der Koeffizient von =y gleich

?E‘/ia

0

= ?f‘/]a
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c) in der !.Schachtel 2, in der 2. Schachtel 3 Objekte

1. 3. oder 4. Schachtel kann leer sein

(Z) Moglichkeiten fir die 1. Schachtel

[g) Méglichkeiten fiir die 2. Schachtel

[g).(Z) M3glichkeiten fiir die 1. und 2.Schachtel

fiir die Verteilung der restlichen 2 Objekte in die 3. und 4.
Schachtel gibt es 22 Mbglichkeiten, daher insgesamt

(7].[7).22 = 840 Méglichkeiten

2 2
x> x> x2 2

Erzeugende Funktion: (57 )(3p)(l+x+-57 )" =
5 4

-§¥37-(1+2x+2x2+x3+ ¥ ) =
s . 2'

1 XS 6 x7 x8 1 x9
53T (5! 5T +2.6! 6' +2.7 G +8! g+ —5 .9 )

7 ‘
Der Koeffizient von %;T betragt —§%§T—.2.7! = 840

2. Weder die 3. noch die 4. Schachtel ist leer. Da die restli-
chen Objekte auf 2 Arten in diese Schachteln verteilt werden

kénnen, gibt es

[7].(7).2 = 240 Mbglichkeiten

x2 x3 X 2 1 x7
Erzeugendes Polynom: ( X ) ( 3!)( 1 Yo o= 5131 7! 77

Daraus 7 7! = 420 Moglichkeiten
B. Objekte gleich ,Schachteln verschieden

a) leere Schachteln méglich

1 2 3 4 Schachteln [7+3) _ .
TEEES BET l ! 7 Objekte ( 3 ) =.120 Mogi.
Erzeugendes Polynom: (1+x+x2+_,,)4 = E: (1+3) i

Aot e
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b) keine Schachtel ist leer

1 2 3 4 Schachteln 343
® o o) o} 4 Pfl?chtstﬁcke ( 3 ) = 20 Mogl.
. .. 3 freie Stilicke
4
Erzeugendes Polynom: (x+x2+...)4 = x4(l+x+...)4 = -~5——z~ =
® ® (1-x)
- X4 i+3) .1 _ i+3 xi+4
3 )% = 3
i=0 i=0
Daher fir i+4 = 75 1 = 3 ... (g} = 20

¢) in der 1. Schachtel 2, in der 2. Schachtel 3 Objekte

1. 3. bzw. 4.Schachtel kann leer sein

1 2 3 4 Schachtel
. . 2+1 s
olc] QOO 7 Pfl}chtsfucke ( 1 } = 3 Mogl.
v 2 freie Stiicke
Erzeugendes Polynom: (xz)(xa)((l+x+x2) = xs(l+2x+3x2+2x3+x4)
Koeffizient von x7 ... 3 MB8glichkeiten
2. 3. und 4. Schachtel nicht leer

1 2 3 4 Schachteln

GO olelc} o @ 7 Pflichtstiicke 1 Moglichkeit

7

Erzeugendes Polynom: (x2)(x3)(x)2 = 1.x 1 Moéglichkeit

C. Objekte verschieden, Schachteln gleich

a) leere Schachteln mdglich ... STERLING
s%+s$+s§+s§ = 146343014350 = 715 Mdglichkeiten

Erzeugendes Polynom: Wir addieren die Falle in denen keine

Schachtel leer, eine Schachtel leer. ... ,drei Schachteln
leer sind.
Keine Schachtel leer:

(—’5—---+—’-(-:--+...)4 = (éx—l)4

Da es auf die Reihenfolge der Schachteln nicht ankommt
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L
\
ri Gl
1 (e X3
1. x,:2 [ +
2T (87D
e 1
4 4 i
1 Xoyi 1 i),.ix -]
NI e o e
i=1 i=0 i=0
4 i ®
. k
1
%Y A [en T A
i=0 j=0 k=0
4 i ®
k
= _qyi-d 1 fi) .k x
DD D IR sl O E~
i=0 j=0 k=0
Da es 7 verschiedene Objekte gibt, haben wir k = 7 zu setzen.
7
Dann ist der Koeffizient von ‘%T“
4 i 7
-3 1 i) .7 _ RS S I ilj
Z Z o e ({7 =) ) en T TGN
i=0 j=0 i=0 j=0
4 i 7
'—.“——'j'—"—.—_—: /{5’
Z Z( Jti-j!t ot
i=0 j=0

14S.Man bestimme die Anzahl der r—Anordnungen von n verschiedenen
Objekten mit Wiederholung, wenn bei den Wiederholungen nicht
zwei gleiche Objekte nebeneinander stehen sollen.

Man gebe das erzeugende Polynom an

1 2 3 ... Stellen

n n-! n-l Moglichkeiten der Besetzung
An der ersten Stelle kann man ein beliebiges der n Objekte set-
zen. An jeder der folgenden Stellen aber nur mehr (n-1) Objekte,

da das zuletzt angeschriebene Objekt ausscheidet. Daher




Fortsetzung von Beispiel 144
b) Objekte verschieden. Schachteln gleich, keine leeren Schachteln

S! =350

¢) In einer Schachtel 2, in einer anderen 3 Objekte
1. Leere Schachteln moglich

7
(2) Moglichkeiten fiir eine Schactel

5
[3) Moglichkeiten fir eine weitere Schachtel

Nachdem 3 + 2 = 5 Objekte auf zwei Schachteln verteil wurden, missen noch 2
Objekte auf die restlichen zwei Schachteln verteilt werden. Das ist auf zwei Arten
moglich:

Beide Objekte in dieselbe Schachtel, oder in jede Schachtel je ein Objekt.

Daher insgesamt

7Y (5
(2)-(3}2 =420 Moglichkeiten

2. Keine Leeren Schachteln. Es gibt nur eine Moglichkeit der Verteilung der Kugeln
in gleiche Schachteln. Daher

7Y (5
[ }(3}1:210 Moglichkeiten

2

D. Alle Objekte gleich, Alle Schachteln gleich
a) leere Schachteln moglich: Zerlegung der Zahl 7 in vier Summanden

Py +P 4P 4P =143+4+3=11 Mdglichkeiten
b) Keine leerenSchachteln: Zerlegung der Zahl 7 in genau 4 Summanden
P; =3 M&glichkeiten

Erzeugendes Polynom

X4

Q-x)1-x)H1-x*)1-x")
¢) in einer Schachtel 2, in einer anderen 3 Objekte

=x' +x° +2x° +3x" +5x° 4o

1. Leere Schachteln méglich

<. , .. };_: ‘L o 2 Moglichkeiten der Verteilung in die
e | - restlichen Schachteln

2. Keine leeren Schachteln

PR I J ; } Nur eine Verteilungsmoglichkeit
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n(n-—l)r—1 Moglichkeiten

Erzeugendes Polynom:

2 2
nx+n(n—1)x“+n(n~1)‘x3+n(n—1)3x4+ ce. =

= nx[1+(n—1)x+(n—1)2x2+(n—1)3x3+

nx
1-(n—-1)x

EISEN S. 82

146 .. Ein Vorrat besteht aus je 2n-mal den Buchstaben a,b,c. Auf wieviele Arten kann man
aus diesem Vorrat eine Auswahl m.W. von 3n Objekten wahlen?

i

2n+1
Claxtx2e ... +x20y3 = [ 1-x )3 -
l-x
3 ® 3 @
- _y1[3],(2n+1)1 245 .1 _ 21 3)[2+5) i+ (2n+1) 1
- ) o) 2 B =0 ) et (i)
i=0 j=0 i=0 j=0

Es soll j+(2n+1)i = 3n = j = 3n— (2n+l)i gelten, daher
3

i{3){2+3n-(2n+1)i} _ [243n]_,[(n+1} _
Z(“”(i)(z J‘(2)3(2}“

20

(3n+2)(3n+l)
2

(o+Dn _ 52

-3, 3 3n“+3n+] Moglichkeiten

Beispiel: n = 2 3 Vorrat: aaaa bbbb cccc
7Zu besetzen sind 6 Stellen. Anzahl der MM6glichkeiten: 19

aaaabb aaabcc aabccc abcccec
aaaabc aaaccc aacccce bbbbcc
aaaacc aabbbb abbbbc bbbccce
aaabbb aabbbc abbbcc bbeccc
aaabbc aabbcc abbccc

LIU S. 52
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147.a) Gegeben seien r verschiedene Schachteln (numeriert von 1 bis
r) und n verschiedene Objekte. Auf wieviele Arten kdnnen genau k
Objekte in der Schachtel mit der Nummer q gelagert werden?

b) Verallgemeinerung: Es werden aus den r Schachteln m bestimmte
ausgewdhlt, wobei in der 1.der ausgewdhlten Schachteln k in
der 2. k2,

Man gebe das erzeugende Polynom an.

11
der gegebenen Elemente zu liegen kommen.

Jedes Objekt kann auf r—1 Arten nicht in einer bestimmten
Schachtel gelagert werden und auf genau eine Art in der Schach-

tel q. Daher ist das erzeugende Polynom

((r-l)xg-i-xq)n gesucht: Koeffizient von xg

Andere Methode: In der ausgewdahlten Schachtel kénnen auf (E)

Arten k Objekte gelagert werden. Die restlichen n-k Objekte

n-k Arten in den restlichen Schachteln verteilt

kénnen auf (r-1)
werden (Anzahl der Abbildungen). Daher gibt es

(2)(r—1)n_k Moglichkeiten (Binomialkoefizienten von oben)

b) Jedes Objekt kann auf r-m Arten nicht in eine der m ausge-
wahlten Schachteln gelegt werden, aber auf genau eine Art in ei-
ne der Schachteln gelegt werden. Erzeugendes Polynom daher

yn

—m+ +X 4+ ... *
(r—m x1 x2 xm

Andere Methode: In die 1. Schachtel k&nnen kI Objekte auf (§1)

Arten gelegt werden,...., daher

n | {n-k1 n-k1-...-km-1 n—-(k1+...+km) _
) () ( w7 -

}
Verteilung der Rest-—-
elemente auf die Rest-
schachteln

n! n-(ki1+...+km)

KiTks! . kel (TTM)

EISEN S. 50
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148 . Auf wieviele Arten kann man aus 12 weiBen, 18 schwarzen und 20

roten Kugeln einen Vorrat von 36 Kugeln entnehmen?

2
Erzeugendes Polynom: (l+x+...+x1“)(1+x+...xlg)(1++x+...+x20) =

13 19 21 13 .19 21, .32, 34, 40 S3

G=x'3 A= =D | etk 324,344,405
(1-x) (1-x) (1-%) N
s o]
= (I‘XI3‘X19'X21+X32+x34+x40—x53)-E: (2;1Jx1
i=0
i=36 (%8) = 703 +
i+13 = 36 % i = 23 (25] - 300 -
2}
i+19 = 36 = i = 17 (13) = 171 -
i+21 = 36 % i = 15 (13] - 136 -
i+34 = 36 i = 2 (g) = 6+

117 MBglichkeiten

149 . Auf wieviele Arten kann man 6 verschiedene und 5 gleiche Objekte
in
a) vier verschiedene
b) vier gleiche
Schachteln verteilen, wenn
1. einige Schachteln auch leer sein kdnnen

2. Keine Schachtel leer sein darf?

a)l. Verpackung der 6 verschiedenen Objekte in 4 verschiedene
Schachteln, leere mdglich

4% = 4096 Moglichkeiten
Verpackung der 5 gleichen Objekte in 4 verschiedene Schachteln

[3+5

3 J = 56 Moglichkeiten

Insgesamt daher
4096.56 = 229 367 Moglichkeiten

a)2. Verpackung von 6 verschiedenen Objekten in 4 verschiedene,
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nichtleere Schachteln (surjektive Abbildung)

4!52 = 24.65 = 1560 Moglichkeiten

Verpackung von 5 gleichen Objekten in 4 verschiedene, nichtleere
Schachteln (in jeder Schachtel ein Pflichtobjekt)

(3¥1] = 4 M6glichkeiten

Insgesamt daher
1560.4 = 6240 Moglichkeiten

b)l. 6 verschiedene Objekte in 4 gleiche Schachteln, leere
moglich

sé+s§+sg+sg 1431+490+65 = 187 Moglichkeiten

S gleiche Objekte in 4 gleiche Schachteln = Zerlegung von 5 in

maximal 4 Summanden
!, p2 §+Pg = P} = 6 Moglichkeiten

P.+P.+P 9

5°5
Insgesamt daher

187.6 = 1122 Mbéglichkeiten

b)2. 6 versch. Objekte, 4 gleiche nichtleere Schachteln

sg = 65 Méglichkeiten
S gleiche Objekte, 4 gleiche nicht nichtleere Schachteln
Py = 1

Zusammen daher
65.1 = 65 Mbglichkeiten

150.a) Wieviele ganzzahlige Losungstripel x120 hat die Gleichung

x1+3x2+5x3 = 20

Man zidhle die Lésungstripel auf.
b) Wieviele ganzzahlige Lésungstripel Xi>0 hat die Gleichung
X, +3X ,+5x_, =22

1 2 3
Man z&dhle die Lésungstripel auf.

S 20

2 3,6 +x10+ ... +x°7) =

a) (l+x+x“+ ...+x20)(1+x +xX°+ ... +x18)(1+x

11 12 3 14

2 +11x" '+

= |+x+Xx +2x3+2x4+3x5+4x6+4x7+5x8+6x9+7x10+8x +9x +10x1

15 16 18 19 21 2 23+23x24+...

13x “+14x 17

+15x" "+17x" "+18x +20x20+20x +21x 2+23x
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Daher gibt es 20 Lésungstripel

XI X2 X3 Xl X2 ‘(3 Xl X2 X3 Xl X2 X3
4 4 4 2 2 4 ! 3 6 o 4 8
3 0 s >3 X ! 4 3 o 3 11
3 1 2 1 0 15 1 s 0 0 2 14
> 0 10 1 12 0o 6 2 0o 1 17
2 1 7 1 2 9 O 5 5 0O 0 20

p)
b) (x+x“+x3+...+x22)(x3+x6+...+x21)(x5+x10+...+x20) =
o]
= k2 (laxddt L2y (k8 L I8y (1axdax10+ L. +x1D)

Eine Neuberechnung ist nicht erforderlich, da wir blof jeden

Exponenten von a) um 9 erhdhen miissen. Der gesuchte Koeffizient
2
2 x9+13

von x°° = ist daher 10.
Es gibt 10 ganzzahlige L&6sungstripel

X X

1 2 %3 X1 2 3
3 1 4 1 1 14
3 2 1 1 2 11
2 1 9 1 3 8
2 2 6 1 4 5
2 3 3 1 5 5

151.4uf wieviele Arten kann man die Buchstaben des Wortes RISIKOFALL
neu anordnen, ohne daB die beiden I und L nebeneinander zu ste-—

hen kommen?

1. Methode: Es gibt -34%7—=6 Anordnungen der Buchstaben I I L L.

Es bleiben dann noch 6 Buchstaben zur Verteilung:

1 o I L o L 2 Pflichtbuchstaben (8)6' Moz 1
)« ] -+ |} -} 4 Restbuchstaben 4)0 YoBl.

I L 1 L 0 Pflichtbuchstaben {10 6! Moel ¢
- | | | | 6 Restbuchstaben 4)° vo&l:.
1 L o L 1 1t Pflichtbuchstabe (9]6, Moz 1
| | <« | 5 Restbuchstaben 4)°: vost.

L I o 1 L 1 Pflichtbuchstabe 9 N
| |- - S Restbuchstaben (4)6! Mogl.
I L I L 0 Pflichtbuchstaben (10} ., =
l | | | + 6 Restbuchstaben ( 4)6' Mogl.
L © L 1 o I 2 Pflichtbuchstaben [8)6' Mo 1

| - | | 4 Restbuchstaben 4)°° gt
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152.

Daher insgesamt

2.6![(3)4-(2})«(12” = S84 640 Mbglichkeiten

Andere Methode:
Fiir die Anordnung aller 10 Buchstaben gibt es

10!
12!

= 907 200 Moéglichkeiten

3%

Abzuziehen sind alle Fialle, in denen der Riesenbuchstabe 1II auf-

tritt unter Berlicksichtigung des zweimaligen Auftretens von L:

'
2% = 181 440 Moglichkeiten
Dasselbe fiir den Riesenbuchstaben LL, wobei I zweimal auftritt
]
2% = 181 440 Moglichkeiten

Da in den beiden obigen Fdllen die Riesenbuchstaben II und LL

beidemale abgezogen wurden, miissen wir deren Anzahl zur Korrek-

tur wieder hinzufiigen

8! = 40 320 M6glichkeiten
Insgesamt daher
907200-2.181440+40320 = 584 640 Moglichkeiten

Gegeben seien 8 Objekte und 4 Schachteln. Auf wieviele Arten
kann man die Objekte in die Schachteln verteilen, wenn
a) alle Objekte gleich und
1. die Schachteln verschieden
2. die Schachteln gleich sind?
b) alle Objekte verschieden und
1. alle Schachteln verschieden
2. alle Schachteln gleich sind?

™~ e

20

a)l. { i 2 l 3. l 4 Schachteln (8+3

= O (
. 8 Objekte | 3 ] 165 Mogl. |

=

2. Die Anzahl der Verteilungsmdglichkeiten ist gleich der
Anzahl der Zerlegungsmdglichkeiten von 8 in Summanden:

1.,2.,3.,4 _ 4
P8+P8+P8+P8 = P12

Nach Vorlesung Seite 92 und 97 gilt

a

4
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1
X
r i xr
}: Pix = > 0 in unserem Fall
=0 (1=-x)(1-x")...(1-x")
4

X -

r =4, n= 12 >
(1-x) (1-x2) (1=x2) (1-x)

= x4+x5+2x6+3x7+5x8+6x9+9x10+1lxl1+15x12+18x13+23x14+2715x+...

Es gibt also P?z = 15 Mdglichkeiten

Jedes Objekt kann auf 4 Ar ten in eine Schachtel gelegt

b)l.
werden, daher
48 = 65 538 Moglichkeiten
2. Verteilung von 8 verschiedenen Objekten in 4 gleiche
Schachteln:.
Si+SZ+s34sE = 141274966+1701 = 2 795 Moglichkeiten

153.In wieviele Teile wird die Ebene durch n Gerade geteilt, von

denen keine zwei parallel sind und keine drei durch denselben

Punkt gehen?

die Anzahl der Teile bei n Geraden

= 2 a, = 4 a, = 7

welche die Ebene in a1 Teile

Fiigen wir nun eine n—te Gerade hinzu und durchlaufen wir diese

von links nach rechts. Sie schneidet die bereits vorhandenen n-1
Beim Uberschreiten jedes

Sei a
n

aO = | a1

Wir betrachten nun n-1 Gerade,

teilen:

Geraden in ebensovielen Punkten.
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Schnittpunktes gelangt der wandernde Punkt in ein neues Teilge-
biet der Ebene. Insgesaht durchschreitet der Punkt daher n Teil-
gebiete. Jedes dieser Teilgebiete wird durch die n—-te Gerade in
zwel Teile zerlegt, sodaB n neue Teilgebiete hinzukommen. Es
gilt also

a, = a,_|*n, ag = 1, a, = 2

Daher gilt (Vorlesung Seite 72 ff)

COan+Clan—l = f(n), CO =1, C, = -1, f(n) =n

Daher entsprechend der Formel Vorlesung S.73:

[C.+C,x].F(x) = i nxP+C (a) 3 [1-x].F(x) = x+2x243x°+... +1
0*C1 Ly ) |
also nach Vorlesung Seite 49
(1-x).F(x) = —X— 41 = 1=x+x
(1-x) (1-x)
[s 0]
F(x) = 12X o (poxax?). ) [2PEkE
3 2
(1-x) i=0
X [+ 4] [s +]
2+1 i 2+1 i+ 2+1 i+2
roo =y (5 - )0 () e ) ()
= i=0 i=0

Gesucht ist der Koeffizient der Potenz <™

. n+2
1 = n ...+(2
i+l =n=i=n-1... —(n;‘]
i+2 = n=*i=n-2 ... +(1;)

Daher
_ [(n+2} _{n+1 ny _ 1 .2
2n " (2) (2)*(2) = g (o2l

Das erzeugende Polynom lautet daher

[+ 8} o0}
F(x) = E: annn = }: -—%—[n2+n+2].xn
n=0 n=0

EISEN S 153
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