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BEISPIELSAMMLUNG

zur Vorlesung

LINEARE ALGEBRA UND GEOMETRTIE
1.Teil

Die folgende Sammlung folgt in der Anordnung der Beispiele
dem Fortschreiten der gleichnamigen Vorlesung. Die am Ende
jedes Beispiels in Klammern angefiihrten Zahlen beziehen
sich auf jene Nummern der Vorlesung, die fiir das betreffende
Beispiel von Bedeutung sind. |

LOGISCHE UND ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

1. Man zeige, daB folgende Aussagen stets wahr sind, unab-
hingig vom Wahrheitswert der Teilaussagen A,B.
a) (Ae B) e [(A=B) A (B=» A)] Darstellung von "e" durch "="

b) (A= B) o [ B = A] "Kontraposition™
¢) [-(A = B)] o [A a(~ B)] Negation einer Implikation
d) (A= B) e [(= AV B)] Umwandlung von "»" in "v" D)

2. Man zeige, daB folgende Aussagen stets wahr sind, unab-
hdngig vom Wahrheitswert der Teilaussagen A,B,C.
W bedeutet eine beliebige wahre, F eine beliebige falsche

Aussage.
a) [A(m A)]e A Gesetz der doppelten Negation
b) (AA 1 A)e P Gesetz des Widerspruchs
c) (Avag A)e W Gesetz vom ausgeschlossenen

Dritten, "tertium non datur"”
da) [AV (BV C)] » [(AV B) V C] Assoziativitit von "v"



e) [A A (B AC)] o [(AAB) AC] Assoziativitdt von "A"

f) F=2A . "ex falso quodlibet"

g) A=V "ex quodlibet verum"

h) (=~ 4A) = (A= B) Satz vom negierten Vorder-
glied

i) B = (A » B) Satz vom Hinterglied

j) [ (A AB)] «e-AVAB Regel von DE MORGAN

k) [ (AVB)] e=-AA=B Regel von DE MORGAN (1)

3. Man zeige, daB folgende Aussagen stets wahr sind, unab-
hingig vom Wahrheitswert der Teilaussagen A,B,C.

a) [AV((BAC)] «[(AVB)A(AVC)] Distributivitdt von
. "V" ﬁ‘ber "A"

b) [AA(BVC)] o [(AAB)V (AAC)] Distributivitdt von
» "A" ﬁber nvu

c) [A=2(BAC)] » [(A=B) A (A= C)] Distributivitdt von
"s" uber "A"

d) [A®> (BVC) e[(A=>B)V (4= c)] Distributivitdt von
":" ﬁb er 1" v L]

>

e) [(AvB)=c]e«[(a=C) (B = C)] Modifiziertes Distri-
£f) [(AAB)=>C] e [(A=®C)V (B> c)j}butivitatsgesetz (1)

4, Man zeige, daB folgende Aussagen stets wahr sind, unab-
hingig vom Wahrheitswert der Teilaussagen A,B,C.

a) [A= (B=»C)] « [B= (A= C)] Vertauschungsgesetz der
Vorderglieder

b) [A= (B=2C)] o [(A A B) = C] Klammer-Ainderungsgesetz
fﬁr "a 114

c) [AA(A=>B)] =B Abtrennungsregel "modus
ponens"

d) [(=B) A (A= B)] = (= 4) Widerlegungsregel "modus
‘ tollens"”

e) [(A=B) A (B=2C)] » (A= C) Pransitivitdtsgesetz
£f) {(AvB)A[(A=2C)A(B=2C)]}) =»C Fallunterscheidung (1)

5. Aquivalenzrelationen.
a) Man untersuche, ob die Relation «~ iiber Z*, definiert durch
X ~y: o X teilt y
eine Aquivalenzrelation ist.
b) Es sei a € N* fest gewdhlt, Uber Z sei durch
X ~y: ® x-y teilbar durch a



eine Relation ~ definiert. Man zeige, daB ~ eine Aqui-
valenzrelation ist und bestimme die zugehdrige Parti-
tion Za’

¢) Es sei £ € Abb.(A,B) und nBr eine Aquivalenzrelation
auf B. Man zeige, daB durch

a)

b)

c)

d)

e)

£)

g)

x~73: ® £(x) B £(y), x,7 €A

eine Aquivalenzrelation "~" auf A definiert ist. "~" heiBt

die durch "B" auf A induzierte Lquivalenzrelation (8-13)

Man untersuche, ob folgende Zuordnungen Abbildungen sind
und begriinde dies im Falle der Verneinung. Man stelle fest,
ob eine Abbildung injektiv, surjektiv, bijektiv ist oder
keine dieser Eigenschaften hat. Man beantworte die bei den

speziellen Abbildungen zusdtzlich gestellten Fragen
f:N > 27

X B =x

t(N)= {2}, £7({=31)= {2}, £7(131)= {7}

f:

*a,b’c} - §d»e}
aprd
b Pe
c P»d

£7(fah)= {2}

f:

fa,b,c} =» {d,e}
ap»d
b »e

: R » RY

x B x|

7 (x]x # ob)= {2}, £7(loh)= {2}

f: R > 7, [r]:= gréBte ganze Zahl in r
r »[r]

f(R)= {2}, £7(lz})= {2}

f: RaaR
r B+ .JT

£f: RY 5 R
TP+ JT



7.

h)

i)

3)

a)
b)
c)
a)
e)
f)
g)
h)
i)
J)

f: M » {al. M bel. Menge, m bel. Element aus M
mPa
Was kann man aussagen, wenn M # @ bzw. wenn M = {m}
nur ein Element m enthalt?
f: M - N, "konstante Abbildung"
m »c, c:= festes Element € N
£7(le )= {72}, £7(lnjn € N, n # c}) = {2}
Man vergleiche folgende drei Abbildungen
f: R s R, g:Rt o R, h: R =» r*
x P x| x» x| x P |x] (13-21)

Es seien M,N Mengen, ferner sei A,B, € M und U,V < N.
f € Abb(M,N).
Man zeige

A cB= f(A) ¢ £(B)

£f(AvB) = £(A)vf(B)

f(AnB) © £f(A)nf(B), wann gilt Mengengleichheit?

Uc V= £7(U) c £7(V)
£7(UaV) = £7(U)af" (V)
£(UV) = £7(U)uE™(V)

Ac £7(£f(A)), wann gilt Mengengleichheit?

£f(£7(U)) € U, wann gilt Mengengleichheit?

£7(U\V) = £7(U\NE7(V)

Was kann man iiber f(A\B) aussagen? (16)

8. Es sei f € Abb(M,N). Man zeige, daB

10.

a)
b)

£7: p(N) » p(M) ("
eine Abbildung ist und daB die Einschrénkung

£7] BEQD) - B
injektiv ist. f~ als Funktion im Sinne von (*) heiBt
pullback oder Riickholfunktion zu f.

Es sei f € Abb(A,B), g € AbL(B,C) und h = g o £ € Abb(4,C).
Ferner sei Z < C. Man zeige: )
h™(2) = (g o £)” (Z) = (fo0 g ) (2) (16,22,24)
Es gei £ € Abb(A,B), g € Abb(B,C). Man zeige:
g o f injektiv = f injektiv
g o f surjektiv = g surjektiv (18-24)
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M.

12.

a)

b)

c)

a)

b)

c)

Es sei (Ai)i €N

(vgl.Vorlesung 31 . und 32 .) Man bezeichnet als Limes
superior der Folge die Menge
lim sup Aj:= {x]xEAi fiir unendlich viele i},

« eine Folge von Teilmengen einer Menge M

i = e

als Limes inferior der Folge die Menge

lim inf Aj:= {xleAi fiir alle i mit endlich vielen Ausnahmen}.
e 1 e e
Man zeige:
lim inf Ai C lim sup A;
i9e i e
[ [ -]
lim sup Ai = U A.
. i=1 g=i 9
1l - o
[- oo
lim inf A; = U N A,
. i=1 j=i Y
i = oo
Anmerkung: Gilt A = lim sup Ay = lim inf A;, so heiBlt
i i 2e

die Folge A, konvergent und A der Limes der Folge.
Man schreibt A = lim Ai.
ise (31,32)

Die Menge M habe die Struktur einer abelschen Gruppe

G = (My+). In der Menge A = Abb(M,M) der Selbstabbildungen
von M werde mit Hilfe der Gruppenaddition eine Addition
"®@" folgendermaBen definiert:

(fog)(x):= f(x)+g(x), f,g €A, x €M
Wie muB man in (A,®) das neutrale Element n und das zu
f € A inverse Element f' wihlen, damit (A,®) die

Struktur einer kommutativen Gruppe erhglt?

Die assoziative Verkniipfung f o g 2zweier Elemente

f,g € A bezeichnen wir als "Produkt" von f und g.

Warum ist (4,®,0) i.a. kein Riang?

Wie miiBte eine Teilmenge R < A beschaffen sein, damit
(R,9,0) ein Ring ist? (46-52)



13. Durch die Aquivalenzrelation ~ von Beispiel 5.b. wurde
in Z eine Partition von a Restklassen erzeugt. In der
Menge Za dieser Restklassen werden folgende Verkniipfungen

definiert

[X und ¥ sind die durch x,y,€ Z bestimmten Restklassen]:
£+ §Fi= %5y
. 5:= x.5

Man zeige:

a) diese Definitionen sind unabhingig von den Repridsentan-
ten der Restklasse
b) (Za,+,.) ist ein kommutativer Ring mit Einselement. (49-52)

14.a) Man zeige, daB (Za,+,.) dann und nur dann ein K&rper
ist, wenn a = p eine Primzahl ist (vgl.Bsp.13.)
Anleitung: Man verwende den Satz, daB die Gleichung
ax + by = 1 (a,b € Z) nur dann Ldsungen x,y € Z auf-
weist, wenn a,b teilerfremd sind.
b) Man zeige, daB der Kdrper (Zp,+,.) (p Primzahl) die
Charakteristik p besitzt. (49-53%)

15. Es sei R ein kommutativer Ring mit Einselement.
Ppi= If|f:N R, £(n)=0p fiir fast alle n € N}
sei eine Teilmenge von Abb(N,R). Das Bild £(N) von N
ist daher eine Folge von Elementen aus R, die fast nur
aus Op besteht ("fast alle" bedeutet: alle, bis auf
endlich viele Ausnahmen):
f(N)=(ao,a%,...), a;€ R, fast alle a; = Og-
Fir je zwei Abbildungen f,g € Ph werden folgende innere
Verkniipfungen definiert:

(f+g)(n):= f(n)+g(n),

(f.g)(n):= g f(m)g(n-m).
m=0

Jedes Element f € Pp heiBt Polynom. Man zeige, daB (PR,+,.)
ein kommutativer Ring mit dem Einselement e ist, das

durch

e(N) = ch,OR’OR,. oo)

definiert ist. Man nennt Pp daher Polynomring iiber R.

Das Nullelement po(N):= (OR,OR,...) heiBt Nullpolynom. (49-52)
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16.

17.

18.

Die Abbildung x € PR sei durch

x(N) = (0g,15,05,0g+++)

definiert. Man zeige, daB gilt:

(x.x)(N) = (0p,05:1:0g:0gsees) =1 X2(N)

XB(N) = (OR,OR’OR”‘R,OR’OR’..')

&nd daB allgemein gilt
1R’ wenn m = n

8§ = f

Og, wenn m #n

5 , ist das sogennante "KRONECKER-Symbol". - (49-52)

VEKTORRAUME, UNTERRAUME, NEBENRAUME

Es sei (38,+) eine kommutative Gruppe, K ein Kdrper und
«.:Kx8 -+ B eine #duBere Komposition. Das Quadrupel (3B,+K,.)
erfiille die Axiome Nr. 57.a,b,c der Vorlesung, nicht aber
Nr. 57.4. Es existieren also Elemente y € B, fiir die gilt
1K' y # Y. Andererseits k&nnen auch Elemente mit 1K. t =1
auftreten. Man zeige

Fir ein Element p gilt 1K' t = ¢t genau dann, wenn sich

tr in der Form ¢ = 1K.n darstellen ldBt

Fir jedes Element der Form 3 = 9 - 1K.9 # o gilt 1K.3 = 0

Setzt man %:={¢[1.¢= r} und 8:= 131c.8 = o}, so 1liBt

sich jedes Element y € B in eindeutiger Weise in der

Form 9 = r+3,r € £, 3 € § darstellen.

Die in c¢) definierte Teilmenge ¥ von B bildet einen

Vektorraum. (57,58)

Man zeige: Versieht man die Elemente des Polynomringes
Pp = {f]£:N » K, £(n) = O fiir fast alle n € N} iiber dem
Kd8rper K (vgl.Bsp. 15.) auBer mit der inneren Verkniipfung
(£f+g)(n) = f(n)+g(n) noch mit der #uBeren Verkniipfung

Qk (xf)(n):= A\f(n), so bilden die Polynome f einen
X

Vektorraum %(EK) iiber K. Man zeige ferner:

-7 -



19.

Definiert man x°=e (vgl.Bsp.16.), so 1ldBt sich jedes

Element f € m(EK) in der Form (aOe = ao)

f=1 fln)x = f(o)e+f(1)x+f(2)x2+...= a +a4x+a2x2+...
neN o

darstellen. Man nennt f ein Polynom in der Unbestimmten x.

Ist A £(J) = OK’ so heiBt n der Grad des Polynoms f. (57,58)

JEN
j>n

Es sei Py der Polynomring iiber dem K&rper K und Abb(K,K)
die Menge aller Selbstabbildungen von K. Dann 188t sich
eine Abbildung & von Py in Abb(K,K) folgendermaBen defi~-
nieren: '
Seien f = ao+a,]x+...+anxn und g = bo+b,|x+...+bmxm Poly-
nome EPK, und sei o,¥ € Abb(K,K), so gelte

$: Pp » Abb(K,K)

f +38(f) =0
wobei gelte:
A ®(A)= 3(£)(N)i= a_+a8qd+eo.ta e

Es sei ¥ = 8(g). Man zeige:

Es gilt fiir alle \ € K

3(£+g)(0) = o(A)+¥(2),

$(of)(2) = op(2), 0 € K

3(£f.g)(2) = o(A).¥(1r),

Die so definierten o = #(f)€ Abb(K,K) heiBen Polynomfunk-
tionen. Man nennt o()\) den Wert der Polynomfunktion an

der Stelle \A. Speziell heiBt A eine Nullstelle der Poly-
nomfunktion, wenn (1) = O ist.

Anmerkung: Folgende nachldssige Schreibweise ist iiblich:
Man schreibt statt o())= $(£)(2) einfach £()\):= (1)) und
spricht vom Wert des Polynoms an der Stelle \ bzw. von der
Nullstelle eines Polynoms. Man erhilt f()) durch "Ein-
setzen" von \ in f.

Man verwechsle diese nachlédssige Schreibweise nicht mit
der in Beispiel 15 definiierten Schreibweise. (49-52,57,58)




20.

21.

a)

b)

c)

. n- . s .
Es sei f= anxn+an 1% 1+...+a,‘x+ao ein Polynom iiber einem

Kdrper K. Den Wert f()\) des Polynoms an der Stelle A € K
kann man vorteilhaft mit Hilfe des Schemas von RUFFINI-
HORNER ermitteln (Paolo RUFFINI 1804 (1765-1822), William
George HORNER 1819 (1786-1837))

a, 8y 4 eee 84 4 85 ees 8y : a
A D 4 +ee ADj.4  ADy ee. Aby | XD,
b 4 by 5 eee by By _qee By E £(1)
Hier ist
byq = 8y
bi-1 = x‘bi+ai 1= D=1, N=Z2,0e0,1
f(\) = \b+a
Man zeige f(\)= anxn+an_11n'q+...f a A+a,
Wir definieren folgendes Polynom:
£,:= bn_qxn_1+bn_2xn‘2+...+b1x+bo.

Man zeige:

f= (x=W).£,+4E£(2)

d.h. £, ist der Quotient, f(2) ist der Rest, der sich
bei Division von f durch das Polynom 1.Grades (x-21)
ergibt. (49-52)

Folgende Aufgaben 16se man unter Verwendung des Schemas
von RUFFINI-HORNER: _
Man bestimme den Wert von 2x5-15x3-7x2-5 an der Stelle
x=3.
Man bestimme die restlichen Nullstellen von
x4+2x5-25x2-26x+120, wenn man bereits die beiden Null-
stellen 2 und -3 kennt.
Man stelle das Polynom
6 5 4 3 2
2x - =15x7 +45% -69x” +56x"=18%x-"7
in der Gestalt
5 i
T ai(x-1)
i=o
dar.



Man bestimme die Koeffizienten a; durch mehrmalige Anwendungen
des Schemas von RUFFINI-HORNER.

d) Man stelle das Polynom x3-7x2+17x—ﬂ5
in der Gestalt '
aa(x-'l)(x—2)(x—3)+a2(x-1)(x—2)+a1(x-’l)+ao
dar. (49-52)

e) Man stelle gegebene ganze Zahlen im Bindrsystem (Basis 2) oder
im Hexadezimalsystem (Basis 16) dar und umgekehrt.
Anmerkung: Zahlen des Bindrsystems werden mit den Ziffern {0,1},
Zahlen des Hexadezimalsystems mit den Ziffern {0,1,2,3%,4,5,6,7,
8,9,A,B,C,D,E,F} gebildet, wobei im Dezimalsystem die Ent-
sprechungen A=10,...,F=15 gelten. Bindrzahlen werden oft durch
vorangestelltes % , Hexadezimalzahlen werden durch § gekenn-
zeichnet.

Beispiel: % 1001=9, §$ C3F=3155

22. Gegeben seien die Polynome: f=anxn+...+a1x+aO und p= xz-xx-u
iiber R, Dann gilt:
f=p.f,+r, wo fqzbn_2xn'2+...+b1x+bo ein Polynom (n-2)-ten
Gerades und T=C 4 X+C ein lineares Polynom ist. Man verallge-
meinere das Schema von RUFFINI-HORNER und bestimme mit dem
so gewonnenen Schema von Lothar COLLATZ (*1910) 1940, bei
gegebenem f und p die Koeffizienten von f1 und r. Man wende
das Schema von COLLATZ an auf

a) f = x8+x6+15x 15x3 211x2+200x+3
P = -3x+2
b) £ = 2x x7-25x +16x5+5x -7x3+8x2+18x-12
p = X°43x-2 (49-52)

23. Es sei X,= p+ic (p,0€ R) eine komplexe Zahl. Sie ist dann Null-
stelle des Polynoms p= x2-29x+(p2+02) mit reellen Koeffizienten

(warum?). Man verwerte diese Tatsache, um den Wert des Polynoms
n

i . - i
f= ifo 8;x mit reellen Koeffizienten fiir das komplexe Argument
X, mit Hilfe des Schemas von COLLATZ zu bestimmen.

a) Man werte f=s 2x3 -X +6x 8 an der Stelle X,= 1+21 aus.
b) Man gebe die restlichen Nullstellen des Polynoms
x'+2x7-x°438x+130 an, wemn die Nullstelle x, = 2+3i bereits

bekannt ist. (49-52)
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24. Man ermittle den groBten gemeinsamen Teiler der Polynome
f(x)= 2x6—17x5+25x4—7x3+8x2—9x+2

g(x)= 3x5-25x4+20x3-5x2+7x-2
Hinweis: Zur Durchfiihrung des EUKLID'ischen Algorithmus
verwende man entsprechend verallgemeinerte Schemata von

COLLATZ. (49-52)
: n n--1
25. Es sei f(x)= A X THR) X He..t+@ X+a . |
a) Man gebe die Koeffizienten der TAYLOR'schen Entwicklung
£(x+h)= £(0)+ 4, £ () %, £"(W)xeeeer o, 202 (0P

von f£(x) an der Stelle x+h mit Hilfe des Schemas von
RUFFINI-HORNER an (vgl.Bsp. 21.c)

b) Man entwickle f(x)=‘x5—2x4-5x5+x2-4x+3 an der Stelle
x+2 nach TAYLOR

¢) Man gebe die ersten drei Ableitungen von
f(x)= x7—5x6+20x4—3x-150 an der Stelle x=3 unter Ver-
wendung des Schemas von RUFFINI-HORNER an. (49-52)

26. Es sei M eine Menge, K ein Kdrper und B(M):= Abb(M,K).
Ferner gelte
A A (a+b)(x):= a(x)+bv(x)

a,h€B x€EM
A o(x)i= O, A A (=a)(x):i==a(x)
X€M X€EM €%

A A A (rea)(X):i= rea(x)
a€8 XEM \€K

a) Man zeige, daB (B3(M),+,K,.) ein Vektorraum ist.
b) Es sei M M. Ferner sei u(Mq) c 3(M) mit

U, ) := {aem,xégg a(x) = OK*

Man zeige, daB U(M,) ein Unterraum von B(M) ist.

c) Es sei (Mi)iGI eine Familie von Untermengen von M und
u(Mi) der M; gemidB b) zugeordnete Unterraum von B,
sodaB gilt x€M;A aéu(Mi) 3 a(x) = Og-

Man beweise: N U(Mi)= uC U Mi). (60-64)
i€l i€l

-1 -



27.
a)
c)
d)

e)

28.

Welche der folgenden Untermengen des reellen arithme-
tischen Vektorraumes R" sind Unterriume?
{(agseeeray)la, < a5l
’(aq,...,an)la1+...+an= o}
i(aqa"°’an) ,a1+ooo+an= 1}
i(a,,,...,an)la1 = 2a2+...+nan}

f(aq,...,an)laq =0 = an}

3

(60,61)

a) Man gebe alle Vektoren des Unterraumes U c Z5 an, der

von (71,2,0), (7,0,X) aufgespannt wird.

b) Es seien u,, 4 Unterrdume von B. Man zeige:

B=U v3=1U

8= U U U . >

1+ Y B =

¢) Man zeige: Jeder Kdérper K, aufgefaBt als Vektorraum
Uber sich selbst, enthdlt nur die trivialen Unterrdume

{ok} und K. " (60,61)

29. a) ﬂq,‘ﬂz seien Teilmengen des Vektorraumes B. Man zeige:

b

d

H(Y4, n u2) < H(¥%,) n H(ﬂz)

Man erldutere am Beispiel 3 = R,

¥, = 1(1,0,0),(0,1,00}, ¥ = {(1,1,0),(0,0,D}

daB i.a. echtes Enthaltensein vorliegt.
) uq, u2, u3 seien Unterrdume von 8. Man zeige:

(u1 n uB) + (u2 n uB) c (u1 + u2) n u3

Man finde ein passendes Beispiel zur Erliuterung.
) uq, ug, u3 seien Unterrdume von 8. Man zeige:

Uy + (y 0 ) < (0 + Uy) N (U0, + U)

Man finde ein passendes Beispiel.

) Bei der Definition der direkten Summe von Unterriumen
eines Vektorraumes B (Vorl.Nr. 74 ) ist die Forderung

i/E\I u;, n v {u [k€I, k # i} = fo}
nicht dquivalent mit der Forderung
per 1" kT o]
1£k
Man zeige dies an folgendem Beispiel: B= R3
= 1(3,0,00}, 1, = 10,100}, 4y = {(p,p,0)},

Asu,p,0 €R (60-75>
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30.

Man zeige: Jede Teilmenge ¥ < B ist genau dann NR, wenn
sie mit je endlich vielen Vektoren @qseeey, auch jede
Linearkombination e +eee+ina, mit M+eeetdy = I

enthdlt. (76-82)

31.a) Man gebe im Vektorraum %3:= Zg die in L (r,4%) enthal-

b)

tenen Vektoren an, wenn

t = (71 7’ 7)’ u = Hm’ z, 3)’ (6’ 79 K)] iSt°

Es seil $n = Zg (Pee. Primzahl). Wieviele Vektoren ent-
halt %n? Es sei U ein Unterraum von Qn. Warum ist die
Anzahl der Vektoren von % ein Teiler der Anzahl der
Vektoren von gn?

Hinweis: Man betrachte den Quotientenraum %n/u. (76-87)

32, Die Menge {a,b,c¢} sei linear unabhingig. Man stelle die
lineare Unabhdngigkeit bzw. Abhingigkeit folgender Mengen
fest:

a) fa+ b, b+ ¢, ¢+ al

b) {fa-b, b- ¢, ¢~ al

53.

34,

c

) {a, a + b, a + b + ¢}
(Char K # 2) ” (88-93)

Man untersuche die l.A. folgender Vektoren:

a) K=R, {0;=(3,5,2), 0,=(0,1,1), 03=(3,6,2)} ¢ &
b) K=R, {01=(51215)’ 02=(1,1a1)’ 03"(692’6)! CRB
C) K=Z51 {01=(¢r)g,3>, 023(67772)’ 05":(3,1’&)} c Zg
Q) E=€, fog=(i,i =1), ap=(1,141)} c ¢

e) E=R, la,=(i,i-1), ay=(1,7+i)} c ¢ (88-93)

Man zeige: Zwei Vektoren a= (xq,...,xn), b= (uq,...,gn)
aus K? sind genau dann linear unabhdngig, wenn es zweil
Indizes i,j (1€ i < j< n) gibt, sodaB IRRTIES WATH # Og

, N
ist. (88-93%)
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35.

36.

57.

38.

39.a) Man zeige: W,c[8 = \Y4 3 = ueu

a)

b)

b)

Es sei {bq,...,bn} eine Basis eines %n Uber dem Korper K.
Man zeige: Die Vektoren §“1’°-"“n}’ definiert durch

i
a) ai:= k=21 aikbk i=1,...,n

n - .

: =1 n
b) 8. ¢ = T k> G - 1 gec ey
1 k=1 1khk

bilden genau dann eine Basis von %n, wenn fiir die aike K
AR £ * % \ (94-105)

Es sei % ein k-dimensionaler Unterraum des Vektorraumes 3
und {b,,...,b,} eine Basis von U, ferner gelte b € 8,
aber b £ .
a) Man zeige, daB die Menge {b,-b, b2-b,...,bk-b}
linear unabhdngig ist.
b) 11' sei der von den in a) genannten Vektoren aufge-
spannte Unterraum. Man bestimme die Dimension von
Yo' und U + U', (94-105)

Man ermittle eine Basis fiir den Vektorraum B(M) von
Beispiel 26., wenn M eine endliche Menge ist.

Man gebe eine Basis fiir den Vektorraum %(BK) der Poly-

nome iiber dem K&rper K an (vgl.Beispiel 18.) (94-105)

Es seien Kq und K2 zwel KOrper mit K4CK2
Man zeige, daB K2 als Vektorraum iiber K1 angesehen werden
kann.
Speziell bestimme man die Dimensionen folgender Vektor-
riume:
als Vektorraum iiber @
1" 1" 1 R
" c
11 11 " Q ( 94_ 4‘ 05 )

s B o T o R =)
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b)

40.a)

b)

41,

b)

42.

Sind uq,...,u Unterrgume eines endlichdimensionalen

Vektorraumes 3  und ist B, = ibq,..., ; b (i=1,¢e.,7)

i

. . . 1 1
eine Basis von U, so ist %= {bq,...,bm

S 2
L] b LI b LI b }
1’ ’ m2’ 9 /" b r

19
dann und nur dann eine Basis

von 8, wenn 3 = U,9...9U0 ist.
n no T (7%,75,103-105)

Man zeige: Sind U, u2, u3 Unterrdume von B, so gilt

3 dim (uqnuznua) + 3% dim (u1+u2+u5) + dim [(uqnu2)+u3] +

+ dim [(uenu3)+u1] + dim [(uanu1)+u2] + dim [(uﬂ+u2)nu3] +

+ dim [(u2+u3)»u1] + dim [(u3+u1)au21 =

= 4 dim u,+ 4 dim u2+ 4 dim u3

Es sei %n = ui, Man zeige:

N - 1o

i=1

T r
2 = P U edim 8 =dim (¥ ) =
S 4 & i=1 *

g

dim ui
(107)

Es seien Upsees,ll, Unterrdume des 2n. Ferner sei e;:=

n-dim 1, (i= 1,...,r) Man zeige:

( Y ) = iy { [( ) 11
dim ( N uy n- 2 e. + T {n-dim ﬂ + U,

i=1 i=1 * 4 Bt e

Anleitung: Induktion iiber

Die Aussage

T
dim ( ﬂ u, ) = T e.
i=1 i=

ist équivalent zur Aussage

m = 11 + ( n 11 ) i‘-—"",o--,r

n
3;1 (107)

Man diskutiere im vierdimensionalen Vektorraum iiber R
siamtliche Moglichkeiten der gegenseitigen Lage zweier
Nebenrdume L1 und L2 der Dimensionen
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43.

Ul

45,

a)
b)
c)
d)

a)

b)
c)

dim L, = dim L2 = 2
dim L1 = dim L2 = 3
dim L, = 1, dim L, = 2
dim L, = 1, dim L, = 3

d.h. man gebe dim (L1"L2)’ dim (Lﬂ’LZ) sowie den mdglichen
Grad m der Parallelitét von L, und L, an. (108-117)

Welche gegenseitige Lage konnen zwei dreidimensionale
Nebenrdume im reellen 35 einnehmen? (108-117)

LINEARE ABBILDUNGEN

Man weise von folgenden Abbildungen die Linearitat nach.
Man charakterisiere die Abbildung (injektiv, surjektiv,
isomorph) und bestimme Rang,Defekt und Kern.

C sei der Vektorraum der komplexen Zahlen iiber dem
Korper R. Man untersuche f:R2 -+ C, (11,12) LI VL ixz,
Xq, 12 € R,

£: B2 4 R, (Aa2pahz) ® (Ag525)5 Aqsdosdz € R

Pn+1

Grade n-1,n,n+1 iiber dem Kérper R (vgl.Beispiel 18.).
. n

Es sel f = )\o+l,]X +eeet XnX e Pn, Xie R.

Man untersuche die Abbildungen

D: Pn - Pn—1

Es seien Pn—1’ P die Vektorridume der Polynome der

n,

fp L1+2x2x +...+'nxnxn'1
und
J: Py > Ppoq \ .
1 1

Die Abbildung f:C - € mit f(x+iy):= x-iy, x,y € R ordnet
jeder komplexen Zshl die konjugierte zu.

Ist f linear, wenn die Menge der komplexen Zahlen als
Vektorraum iiber R aufgefaBt wird?
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b) Ist f linear, wenn die Menge der komplexen Zahlen als
Vektorraum iiber € aufgefaBt wird? (vgl.Beispiel 38.). (118,119)

46, Es seien M und M' zwei Mengen, K ein Kdrper, B(M)=
Abb(M,K) und B'(M')= Abb(M',K) die Vektorriume der Ab-
bildungen der Mengen M bzw. M' in K (s.Beispiel 26.).
Ferner sei o € Abb(M,M'). Dann ist durch die Vorschrift
a(x):= (a'ow)(x), a €8, o' € B, x €M

eine Abbildung

f: 8 - B, o Pa

festgelegt. Man zeige, daB f linear ist. Man zeige, daB

f injektiv ist, wenn o surjektiv ist. (118)

47, Es sei f € Hom(%n, %ﬁ,). Man zeige, daB folgende zwei

Aussagen dquivalent sind: .

a) f ist injektiv

b) FMir einen beliebigen Vektorraum %ﬁn und zwei beliebige
g,h € Hom (ﬂgn, $n) gelte:

fog=foh=ag=n"nh

Anleitung fiir b) = a): Man nehme an, es gebe ein
o ¢ € Qn mit £(g) = o' € 3&,. Dann betrachte man jene
Abbildung g, welche einen Basisvektor von 33" nach ¢
iiberfiihrt, alle anderen Basisvektoren von mﬁu aber auf
o € B abbildet.
Bemerkung: Injektive Homomorphismen lassen sich also
bei Verkniipfung von links "kiirzen". (118-134)

48. Es sei f € Hom (3B, 8&.). Man zeige, daB folgende zwei

Aussagen dquivalent sind:

a) f ist surjektiv v

b) Fir einen beliebigen Vektorraum %;n und zwei beliebige
g,h € Hom (%ﬁ,ﬁgn) gelte

gof=hof=2g=n~

Anleitung fiir b) = a): Man nehme an, es sei f(3B ) # 3,
Man ergidnze eine Basis von f(Bn) zu einer Basis von 3&,,
und betrachte jene Abbildung g, welche alle Basisvek-
toren von f($n) auf o" € 33" abbildet, die restlichen
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49.

50.

51.

a)
c)
d)

e)
£)

a)

b)

c)

e)

Basisvektoren von 3!, auf o" € 37, (e" # o") abbildet.
Bemerkung: Surjektive Homomorphismen lassen sich also

bei Verkniipfung von rechts "kiirzen". (118-134)

Es sei f € Hom(zn, 3&,), g € Hom(xa,, 33"). Man zeige:

kn f ¢ kn (g o f)

(g o £)(B)) < g(8},)

def (g o f) 2def f, rg (g 0o f) s rg f

def (g o £f) =2 def g+(n~n'), rg (g o £f) s rg &

def g+ def £ = def (g o £) = max {def £, def g+(n-n')}
rgg+rg f~-~n" <rggo f <min {rg g, rg £}
(Ungleichung von SYLVESTER) (129)

Es sei f € Hom(@n, %ﬂ) vorgegeben und % bzw. U' seien
vorgegebene Untermengen von £n bzw. %ﬁ,. Man zeige:

f(£F™w)) =9 N f(#n)

£f7(£f(¥)) = U+ kn f (Verallgemeinerung von Vorl.Nr.1%7.)

Wie miissen bei vorgegebenen f U bzw. U' gewdhlt werden,

daB gilt:

A = £(£7(U))

£7(£(™9)) = ¥?

Wie lautet bei vorgegebenem f die Antwort zu 4), wenn

4 ein Unterraum von ﬂn ist? (118-134)

Es sei f € Hom(an, %ﬁ,) ferner sei f éurjektiv. A sei die
Menge der Unterridume von mh, welche kn f umfassen:

A:= {U]kn £ clu B }
Ferner sei

Av:= {u |we|s, |
Man zeige: Die Abbildung
©: A - A

uee(l):= £f(u) = u
ist bijektiv. Man zeige ferner, daB die durch
¥: A' =+ A
u o oy(u):= £ () = 1
definierte Abbildung die Umkehrabbildung ¥ = ¢"1 von o ist.
Man verwende das Ergebnis von Beisp.50.c.e. und Vorl.
Nr.29 sowie Beisp.7.h. (118-134)
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51.A. Siehe Ergdnzungen S.66.

52. Man zeige fiir £ € Hom(® ,B),) und g € Hom(B/,,B).):
a) Aus g o £ = zo mit f ¥ zo folgt dann und nur dann
g = z0, wenn f surjektiv ist.
b) Aus g o £ = zo mit g ¥ zo folgt dann und nur dann
f = 20, wenn g injektiv ist. (125-135)

53. Es sei f ein Homomorphismus des reellen Vektorraumes ﬁh in
den reellen Vektorraum 3Zg. Man zeige: Bettet man die
gegebenen Vektorrsiume in die komplexen Vektorrdume 3
bzw. %b ein, so ist die komplexe Erweiterung T von f

injektiv (surjektiv,bijektiv), wenn f injektiv (surjek-

tiv, bijektiv) war. (139,140)

C

5S4, Man zeige fiir f,g € End(%n), dim 8 = n:
a) (£+8)(B) © £(8)) +g (%)
b) rg(f+g) <srg £ + rg g
c) def(f+g) = def £ + def g-n
d) Ist £ ein Automorphismus, so gilt fiir beliebiges g
rg(g o £f) =rg(fog) =rgg (129,146-149)

55.a) Es seien f,g Endomorphismen eines Vektorraumes.

Man zeige: f,g sind dann und nur dann Automorphismen,
wenn sowohl g o £ als auch f o g Automorphismen sind.

b) Es seien f,g Endomorphismen eines endlichdimensionalen
Vektorraumes. Man zeige:
Ist g o £f = id, dann ist sowohl f als auch g ein Auto-
morphismuse.

c) Es sei £ € End(8) (dim B < »). Man zeige:
£2.f-id = z0 = £ € Aut(B)
(Man beachte Vorl.Nr. 27. ).

d) Es sei f,g € End(38) (dim 8 < «). Gilt g o £ = id, so
heiBt g linksinverse Abbildung von f. Man zeige:

Hat f genau eine Linksinverse, so ist f ein Automorphismus.
Anleitung: Man betrachte den Endomorphismus f o g + g -~ id.

(146-149)
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56.

57.

58.

a)
b)
c)

a)

b)

c)
a)

e)

£)

a)

c)

f sei idempotenter Endomorphismus des Vektorraumes gn‘
Man zeige:

f idempotent o f':= id% -f idempotent

£f,f' sind orthogonal und supplementir

Man bestimme kn f' und f'(ﬁn). (150)

Ein Endomorphismus f eines Vektorraumes heiBt nilpotent

mit dem Index k, wenn eine natiirliche Zahl k >1 existiert,

sodaB fo0...0f = £5 = z0, Jjedoch g1 # zo ist.
k-mal
Ist fiir einen Vektor fk'ﬂ(r) # o, so ist die Menge

{:,f(:),fa(:),...,fk'q(:)} l.u. Man beweise dies.

Man zeige: ]
A fk-l(r)e kIl fl i=1,oook
pEB
(kn £f° = kn id, = {o}, kn % = ¥n 20 = B )
V fk‘l(;);( kn £577 i=1,....k
:€‘8
(Bewgis indirekt fiihren!)
kn £ g kn £ 121,000,k
A f(kn £1) ¢ kn £ 121,400,k
1
Es sei 1 clm und U N kn fJ = {o}, J=1,e¢e.,k-1.
Dann ist auch £(u)n kn £9°7 = {o} und f£|4 ist injektiv.

f sei nilpotent mit dem Index k. Man zeige: Es gibt von
{o} verschiedene Unterriume U,,000, von 8 mit den

Eigenschaften .

4, ® kn £ = kn £t i=1,.e.,k
f(u ) c uJ 1' j=2,ooo,k
f]uj ist injektiv J=2, 000,k

Daraus folgt, daB sich %n in der Gestalt

h @ B4 @00,

darstellen 1ld8t. Man beachte: 111 = kn f.

Anleitung: Man zeige unter Verwertung des Ergebnisses

(150)

von Beispiel 57.d4 fiir i=k, daB es einen von {o} verschiedenen

Unterraum “k mit uk@ kn fk- = kn ££ = B, gibt, der die
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59.

60.a)

b)

oben geforderten Eigenschaften hat.

Zum Nachweis, daB sich ein uk—1 mit der Eigenschaft

f(uk) c uk_1 finden 1l32B8t, verwende man das Ergebnis von
Beispiel 57.e.f. AnschlieBend Induktion iiber i. (150)

4, u,, U, seien Unterrsume von B und es sei
ﬂ: u@ u,]=U@lI2.

f, seien die Projektoren von 3 auf ui(i=1,2) in Richtung
von U, Man zeige:

U, = U, @ £ 0f, = £0f,. (150-153)

Ist £ € End(%n) und 4 ein invarianter Unterraum unter f

(d.h. f(U)e W), dann gilt fiir einen beliebigen Projektor

gauf U: go fog=fo g. Gilt umgekehrt

go fog=1fo0g fir einen Projektor g auf U, dann ist U

invariant unter f. Man zeige dies.

Ist 3= U® U, so sind die beiden Unterrdume U, U' dann

und nur dann invariant unter f € End(Bn), wenn gilt:
gof=1fog,

worin g der Projektor auf U in Richtung von UW' ist. (150-153)

61. Siehe Ergdnzungen Seite 66

61.A. Siehe Erginzungen Seite 66

62.

b)

Es seien fi(i=1,2) zwel Projektoren auf die Unterridume
ui in Richtung der Unterriume ui. Die Charakteristik des
Grundkdrpers sei # 2. Man zeige:

f:= f4+f2 ist dann und nur dann Projektor, wenn

f2 o} f1 = f1 0 f2 = z0 ist. Ist diese Bedingung erfiillt,
so ist f Projektor auf U:= u1 @ u2 in Richtung von
u' = w,n uy .

f:= f,‘-f2 ist Projektor dann und nur dann, wenn
f2 o} 51 = f4 o f2 = f2 ist. In diesem Falle ist f Pro-

jektor auf U:= u1 n ué in Richtung von U4' = ua @ u2.
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63.

o4,

c) gilt fyo £, =f,0 f, =: f, so ist f Projektor auf

U:= u, n u2 in Richtung von U' := uﬁ + uy .
Weshalb tritt hier keine direkte Summe auf? (147 ,150-153)

LaBRt sich ein Vektorraum %1 = uq@...©ur als direkte Summe

von r Unterrdumen darstellen, so gibt es r Projektoren fi’
welche jedem Vektor ¢ € B seine Projektion
£.(g):= r;€ W, (i=1,...,r) zuordnen. Man zeige, daB

r
¥ f; =14 ist (Supplementaritiat der fi). Ferner zeige
i=1

man, daB die Summe fi +...+fi‘ = f von k < r Projektoren

1 k
jedes ¢r € B nach p € U = ui +...+ui projiziert, daB fir
1 k
i # j immer f;of ., = zo ist und daB f o f; = f; o £ = 20

J
(1:1,...,1‘; l % i,‘,.."ik), f2 = f'gilto (150—153)

DAS RECHNEN MIT MATRIZEN

Fiir die praktische Ausfijhrung des Produktes AB = C,C =]]cijll
zweier Matrizen ist folgende von S.FALK (1951) vorge-

schlagene Anordnung der Faktoren zweckmiBig:
J

B

I

l

|

1
] I
e -—-——-—"—-"‘Cr

A AB=C

Zur Uberpriifung der Richtigkeit der Multiplikation em-
pfiehlt sich die Summenprobe von GAUSS:
Spaltensummenprobe: Man ergdnze den ersten Faktor A durch

eine weitere Zeile, deren Elemente dadurch entstehen, daB
man Jjeweils die Elemente der Spalten von A aufsummiert.
Die so erweiterte Matrix A1 multipliziere man mit B.

Die gewonnene Produktmatrix AqB = Cq besteht aus der
gesuchten Matrix C, welche um eine Zeile vermehrt ist,
deren Elemente die Summen der Spalten von C sind.

Man beweise dies.
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2. Zeilensummenprobe: Man erginze den zweiten Faktor B
durch eine weitere Spalte zu einer Matrix B2, deren
Elemente die Summen der einzelnen Zeilen von B sind..

Die Produktmatrix AB2 = C2 stellt die um die Zeilen-

summen erweiterte Matrix C dar.

Die folgenden Schemata zeigen die Anordnung der Kontroll-

zeilen bzw. Spalten bei zwei bzw. mehr Faktoren. (175)
Spaltensummenprobe

D
C CD
B B BCD
Al aAB [ A | ABCD E
65. Ein Betrieb stellt aus m verschiedenen Rohstoffen Rq,...,Rm

in der ersten Produktionsstufe k Zwischenprodukte Z.,‘,...,Zk
her. In einem zweiten Produktionsprozel werden aus den
Zwischenprodukten n Endprodukte Eq,...,En hergestellt.

Vom Rohstoff R1 werden zur Erzeugung einer Einheit des
Zwischenproduktes Zj Ty 5 Einheiten bendtigt. Zur Dar-
stellung dieses Sachverhaltes bedient man sich der
"Materialverbrauchsmatrix"

MRZ‘ LR 4

e o o &J
.

n| Tm1° * * Tmk
Zur Herstellung einer Einheit des Endproduktes E; werden
zji Einheiten des Zwischenproduktes Zj bendtigt. Die
zweite Stufe des Produktionsprozesses wird durch die
Materialverbrauchsmatrix
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66.

Ef -« - B
24| 241= =+ Zan
MZE"' : : :
Zk Zieqs ¢ Zpn
beschrieben. Man driicke die "Gesamtverbrauchsmatrix"
Eqy« » « By
R1 Xqqe » » Xy4p
M ... N .
Rm Xp1s ¢ Xpn

mit Hilfe der Matrizen MRZ und MZE aus.

Wieviel Einheiten von jedem der Rohstoffe Rq,...,R
bendtigt man, wenn von den Endprodukten E,',...,En der

Reihe nach Xqoeensdy Einheiten produziert werden sollen?

Beispiel:
Zq 22
RJO 12 E, E Ez
Ro(16 5 z.l0 15 7
33 7 9 Z2 12 0 13
R4 8 0
11 = 1000, 12 = 1500, XB = 800

Ein Betrieb stellt die Endprodukte Eq,...,En aus den

Rohstoffen R1

Serien von Zwischenprodukten, ndmlich Z,‘,...,Zk und

(174,175)

,...,Rm in drei Produktionsstufen iiber zwei

Yq,...,Yl her. Der MaterialfluB wird durch die Material-

verbrauchsmatrizen MRZ’ MZY’ MRY’ MZE’ MYE’ MB.E be-

schrieben. Hier bedeuten MﬁY und MRE jene Matrizen, welche

den Bedarf an (noch unbearbeiteten) Rohstoffen zur Pro-
duktion der Zwischenstufen Yi bzw. der Endprodukte Ej
zusatzlich zu den Vorprodukten angeben. Man gebe jene
Matrix M an, welche den Gesamtbedarf an Rohstoffen fiir

(174,175)

eine Einheit

von Ej beschreibt.
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67.

68.

69.a)

Beispiel:

E, E, E; E, E Z, I, Iy IY1 Y,
R,| 3 2 0 0 5 R, 2 0 R 0
Ry| 1 n 2 3 0 R,| 3 1 1 RO 0
Rz| O 0 8 3 1 B[ O 0 2 RN 2
R, [ 2 3 0 1 3 R,| O 3 2 R 3

T, Y, E, E, By E, E E, E, E; E, E
z,| 4 2 Za| O 0 5 2 0o Yo 0o 2 1 o0
Z,| 10 Zo| 1 4 0 1 2 Y01 o 0o 0o 3
Z3 0 3 Z3 3 4 0 0 0

in der angegebenen Weise in Teilmatrizen, so gilt fir
das Matrizenprodukt

|
ArsBst+Ar,n—an—s,t :ArsBs,p—t+Ar,n-an-s,p-t
Amanp ----------------------- e
Am—r,sBst"'Am-r,n-an—s,t: Am--r,sBs,p-t+Am-r,n—an—s,p-t
|
(175)

Eine quadratische Matrix A =“aij"n iiber R heiBRt MARKOV'sche

Matrix, wenn gilt
n
(o] S aij S,‘ und J.E/! aiqu fuI‘ l=1 ,2,...,1'1.
Man zeige: das Produkt 2zweler Markov-Matrizen ist eine
Markov-Matrix. (175)

Beziiglich der gegebenen Basis B besitzen n l.u. Vektoren
eines ﬂn die Koordinatenmatrizen

v . . . qs
r;= "Xiﬂ"°"xin“’ i=1,e..,0. Wie lautet beziiglich 3

die Matrix A, Jjenes Endomorphismus von ﬂn, der die
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70.

7.

b)

a)

b)

c)

gegebenen Vektoren in n andere l.u. iiberfiihrt, deren
Koordinatenmatrizen beziiglich 3 lauten

vl
i- EIX /".o‘,x “?

Dieselben l.u. Vektoren ) i=1,...,0 besitzen bezig-

lich zweier Basen 8,%' die Koordinatenmatrizen
v
b~

Wie lautet jene Matrix Bn’ welche dem Basiswechsel 8 - 3’
zugeordnet ist ?

Wie hingen die Matrizen A, und B von a) und b) zusammen,
wenn die Koordinaten der Vektoren beidemale dieselben
Skalare sind ? (175-184)

lix. sqreeeaXyy I bzw. :1 Ix 1,...,x1n"

Im arithmetischen Vektorraum K* sei durch die Vektoren
hy= (blﬂ’bl2”’°’ 1n>’ i=1,...,0 eine Basis B festge-
legt. Man ermittle die Koordinatenmatrix : = "xq,...,x ]
des Vektors o= (84,...,8,) beziglich 8.

Sei B eine aus den Vektoren b= (Bi yeeeyD ), i=1,ee.,0

bestehende zweite Basis von K™, 7 = |IX ,...,x I die
e 1 n

Koordinatenmatrix von a beziiglich 8. v

Man gebe den Zusammenhang von ¥ und ? in Matrizen-
schreibweise an und bestimme Jene Matrlx C , Welche denm
Basiswechsel B - 3 entspricht. (1726-186)

Es sei f € Hom(%B_ ,3), ),4 ., die zugehtrige Matrix be-
ziiglich beliebiger Basen von Bn bzw. 3&,. Man nennt die

Matrix Xn'n Linksinverse 2zu Ann', wenn Xn'nAnn' = En' gilt,
die Matrix Yn'n gecht31nver§e zu A ., Wenn
Ann' Yn'n = EIl gilt. Man zelge

f ist genau dann injektiv, wenn Ann' eine Rechtsinverse
besitzt.

f ist genau dann surjektiv, wenn Ann' eine Linksinverse
besitzt.

f ist ein Isomorphismus genau dann, wenn Ann' eine Links-
und Rechtsinverse besitzt.

In diesem Falle ist die Linksinverse gleich der Rechts-
inversen und Xnn' = Yn'n ist eindeutig bestimmt.
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Man zeige fiir die Rechtsinverse Yﬁ,n einer Matrix Ann':

d)'Yh'n existiert dann und nur dann, wenn
(rg A= n) A (n<n') ,
e) Yh'n ist dann und nur dann eindeutig bestimmt, wenn
n=n'. (175-186)

2. Fir welche Werte des Parameters ist die folgende Matrix
regulir, fir welche singuldr? ' h

1 0 2 -1
t -3 3t
5 =4 t-1 1 (195)

7%. Man {iberpriife die l.A. folgender Vektoren und gebe die
bestehenden Zusammenhdinge an:

a) im R5:01=(1a0"1,2’0)s 02=(‘1,4?2’5,‘4)3 03=<O’1’2a1"1)’
04=(130,0"2$5)y 05=(1101‘276v‘3)1 “6=(1’1"2’15"4°)

b) im r5:01=(4,o,1), 15,=(0,1,2), 0z=(-1,1,31), ay=(-1,2,1)
c) im Zg:a,l=(’l,0,2), 0p=(0,71,1), az=(1,1,0), a,=(1,0,1),
a5=('§,§,’§> (196)

7H. B =‘b1=(1,1,1,0,2>, b2=(091a0’1a0)» 33=(19‘492,1’4)
b%=(-2,0,0,1,0), b5=(4,1,-2,—1,2)} ist eine Basis
des ¥,

a) Welche bi lassen sich nach STEINITZ gegen die l.u. Vek-
toren 01=(234"27'2a5>’ 02=(173s“59'2’3)7 05=(3a9,‘6"579)
austauschen ?

b) Welche Koordinaten haben die ausgetauschten b in der
neuen Basis ? (196)

75. Im arithmetischen Vektorraum RLL stellen die Vektoren
°1=(2’-594’5), 32=(1"173,’4), °3=(2a'5’0a51)a
a4=(0,1,2,—13), a5=(3,2,—1,-6), a6=(—6,-3,4,-1),
a7=(1,0,3,1) ein Erzeugendensystem dar.
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a) Man wdhle aus diesem Erzeugendensystem eine Basis aus,
deren Vektoren mﬁglichst kleine Indizes haben,
b) Welche Vektoren des gegebenen Erzeugendensystems lieBen
sich gegen die l.u. Vektoren
h1=(2,~4,2,48), b2=(5,-9,7,52) austauschen?
Hinweis: Man berechne a) und b) im selben Schema. (196)

76. Man bestimme zwei reguldre Matrizen A,,Cg derart,daB die

Matrix
17 -2 1 1 -0
B45= -1 -5 1 2 -1
3 -5 4 3 1
13 -5 7 4 3
il
Normalform Eﬁg) = A, B45 05 annimmt gProbe!) (188,198)

77.  Der linearen Abbildung £:R' =+ RS ist beziiglich der ka-

nonischen Basen dieser Raume die Matrix

1 2
3 4

A, A=
4.2 4 3
2 1

zugeordnet. Welche Matrix entspricht f, wenn man rH auf
? = ‘(" ,1,0,0),(0," ,1,0),(0,0,1 ,1)’(1a090"‘1> }Q R2 auf
8 ={(1,1),(1,-1)} bezieht? (185,199)

78, Dem Homomorphismus f:R5 - R4 entspricht beziiglich der
kanonischen Basen dieser Riume die Matrix
1 0 0 1
A34= 2 1 1 ofl-.
o -1 1 2
a) Wie lautet die Matrix von f, wenn man in R die neue
Basis {(1,2,0),(1,0,1),(0,-1,2)} und in ®* die neue Basis
{(’],1,0,’!),(0,1,1 ,0),(1,0,-1,2),(0,1,0,1)} einfiihrt ?

(185,199)
b) Man fiilhre neue Basen in RS und R4 ein, sodaB die Matrix
von f Normalform annimmt. (188)

*) Bspe. 76.A,76.B,76.C,76.D,76.E siehe Ergdnzungen S.60-64

- 28 -



79.a) Es sei f,g,h,1 € End(%n), wobei f+g, f-g € Aut(%n) gelte.

80.

81.

b)

a)
b)
c)

a)
b)
c)
a)
e)

Man zeige: Es gibt zwei Endomorphismen r,s € End(ﬂn),
sodaB gilt (Char K # 2 !)

for + gos=~h

gor + fos-=1

Im R3 entsprechen bez. einer geg. Basis den genannten
Endomorphismen folgende Matrizen

2 1 1 2 1 =2 17 0 1 0O 1 -1
f.o —3 O ‘-3 [ g-o -2 -3 4‘ [} h.o O 1 ’, 9 10. 2 O ,,
2 1 1 17 1 -1 -1 1 0 2 -1 2
Man bestimme die Matrizen von r und s.
Welche der gegebenen bzw. gewonnenen Endomorphismen sind
Automorphismen ? - (174 ,175,182)

In B2 sind zwei Unterriume u,= H[aq,n2,a5] und

u2= H[°4’05’06] mit 01=(1’2,1"5’1)a/ 02=(1s2,1a‘5y0>’
05=(O92,0"5’1)’ 04*(1a'2a4’5"1)9 05=(1,o,2s3,0)9
n6=(1,0,1,0,0) gegeben. Man ermittle

eine Basis von uq + u2

eine Basis von u1 n u2 = 1

Men bestimme U'c [ U, und U"c | U, so, daB gilt

Uy + Uy = U W & un (197)
Im RO sei der NR L(°1’H[bq,“gv“3]) gegeben. Man bestimme
fiir jeden der unten angegebenen NRe M; (i=1,¢¢.,5)

1. den Durchschnitt LnMi und dessen Dimension,

2. den Grad my der Parallelitat von L und Mi

3. den Verbindungsraum (L,M;) ‘

Alle Resultate sind in der Form p+H[c4,...,cr] anzugeben

Mq = Mq(ce,H[b4ab5]),
M2 = M2(°5’H[b4ab5]),
M3 = M3(° 9H[b47b6,b7]),
M, = M4(Q2,H[b4,b6,b7]),
M5 = M5(“2,H[b7ab8])-

Beziiglich der kanonischen Basis gilt:

01=(1,1,1,1,O,0), °2=(1ao’4’0:1a‘1>a 35=(‘2"5,‘29'3,“17'4>a

°4=(O9‘1s01-1a‘11‘2);
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b1=(1,1,0,0,0,1), b2=(0,1,1,1,0,0), 55=(0,O,O,1,1,1),
b4=(1a271a0a‘1a0), 5=(‘1,1’2,37190)’ b6=(2a2,0s'19‘191),
b7=(1,0,0a091,1>9 b8=(0"1,‘1a’5,0’1>'

Hinweis: Man 18se die Teilaufgaben a)b) sowie c)d) jeweils
im selben Rechengang.
Worauf muB man achten, um dies tun zu kdnnen? (81,83%,200)

82.a) Man zeige: Eine quadratische Matrix An ist dann und nur
dann mit allen quadratischen Matrizen B, vertauschbar
(d.h. es ist ﬁk A B = BnAn), wenn A eine skalare Matrix,
n
d.h. von der Gestalt An = xEn ist.
Anleitung: Man zeige:

1. Um schon mit der speziellen Matrix C := “5ij+ aﬂiakj"

(1,J=14.4.4n; k fest, 1 € k < n) vertauschbar zu sein,
muf An bereits ‘skalar sein.
2. Eine Skalarmatrix An ist mit allen Matrizen Bn ver-
tauschbar. A
Fiir Char K=2 miiBte man den Bewels fiir k=1 gesondert
fiihren. Es werde daher zur Vereinfachung Char K # 2
angenommen. (175)
b) Welchen Automorphismen von 8 ist beziiglich jeder
Basis 8 c© ﬂn dieselbe Matrix An zugeordnet 7?7 Welche
Gestalt hat An ?
¢) Wie kann man die Basis B eines %n variieren, ohne daB
sich die Matrix An eines beliebig vorgegebenen Endomor-
phismus #@ndert ? (175,202)

8%.a) Man zeige:'f ist ein Automorphismus von %n dann und nur

dann, wenn 0K nicht EW von f ist.

b) Es sei f € Aut(ﬁn). Man zeige: p ist genau dann EV von f
zum EW )\, wenn ¢ EV von £~ zum EW 277 ist.

c) Es sei f,g € End(#n). Man zeige:
1. Ist r EVvon g o £ zum EW 2 #'QK, so ist f(g¢) EV von

f o g zum EW 2.

2. Ist f € Aut(ﬂn), gilt auch die Umkehrung von 1.
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d) Es sei f € End(%n) nilpotent mit dem Index k. Man zeige,
daB alle EWe OK sind.

e) Man zeige: Ein einfach strukturierter Endomorphismus von
U ist genau dann ein Projektor, wenn er nur die EWe QK
und 1K aufweist.

f) A\ sei EW eines Endomorphismus f von ﬂn‘ Dann heiBt ¢
Hauptvektor zum EW )\, wenn es eine natiirliche Zahl k
gibt, sodaB gilt

(£ - Md)E(g) = o
k heiBt Stufe von r (zu k = O gehdrt nur o, zZu k = 1 ge-
héren die EVen von \).

Man zeige: Die Menge ux aller Hauptvektoren zum EW )\

bilden einen beziiglich f invarianten UR.
(150-153,209-216)

84.a) An und Bn seien Matrizen von einfach strukturierten Endo-
morphismen f,g eines Vektorraumes. Haben f und g n
gemeinsame Eigenvektoren, so gilt Aan = BnAn'

b) Man zeige: Zu einer gegebenen Matrix A, die zu einer

Diagonalmatrix dhnlich ist, gibt es eine von n Para-
metern abhiangige Schar von Matrizen Bn’ die gleichfalls
zu Diagonalmatrizen dhnlich sind und fiir die gilt
Aan = B A . , (207-216)

85. Die Matrix

0 2 1
4 -4 0

ist diagonalisierbar. Man gebe eine von drei Parametern
abhingige Menge von diagonalisierbaren Matrizen >Bn an,
die mit A vertauschbar sind. (207-216,220)

- 31 -



86.

87.

88.

c)

LINEARE GLEICHUNGEN UND DEREN ANWENDUNG

Man 16se folgende Gleichungssysteme mit Hilfe des Eli-
minationsverfahrens von GAUSS

/‘
-3
x3-2x4+x5—x6 = 3

X

x,'+2x2+x5 = 3
x1+x3+x4+3x5 = 1
x3+x,++x5 = 1
2x2—x3-x4~2x5 = 2

x,1+2x2+x3+x4+2x5 = 2

xq—x3+3x4-2x5+2x6 = -2
/]

b)

d)

x,]--2x2+x3—x4 = 4
x,‘--x5+x5 = 2
5x1+x2—x5 = =1
2x2+x5+3x4—x5 =0
2x,‘+x3--x4 = 3
x,,--xg-x5 = 3
x,,-x2+x3—x4—x5 = 2
x5+x4 = 1

(220)

Man l8se folgende Gleichungssysteme mit Hilfe des Eli-
minationsverfahrens von GAUSS

2x1~x2—x3+x5 = 4
x,,+x2+x3—x5 = -1
x2+x3—3x4-x5 = -2

x,,—xB—x4 =

2x1+x2—2x3-3x4-x5 = 2

x,‘—xg-x5+x5 = 1

b) x1-2x2-3x3+3x4+x5 =7
x,‘-x2—2x5+2x4+x5 =5

d)

2x1—2x2-4x3+5x4+5x5 = 11

x2+2x3--x4+x5 = =1
x3+x4+2x5 = 3
x,‘-x3+2x4 = 5
-1
x,‘--x2+x5-2x4 =

1+x1+3x2—x4

-2

Man bestimme die Losung des Systems

2X 4+ X+ Xz =X+ 3X5 =7
5)(,i -"Xz —5x4+ 6x5 =0
Xq- Xo -2x4+ 5x5 = =1
x,‘-2x2+2x3 -3x4+ 4x5 = 3
= =1

X5
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89. Man diskutiere die LOsung des Systems

(a+M)x, + XA + X, = \° + 31
1 2 3 3 5
X, + (X+1)x2 + Xz = o+ 3\
X, + Xo + (1+’1)X5 = xu’ + 513
in Abhingigkeit von )\ € R. (218,220)

90. Man bestimme die Losung des Systems

X, o+ X5 o+ (t-—’\)x5 = 4t-1
+ 2%, - (Bt-’f)x5 = 4
2%y = Xy + (At-1)xz = 36-3
in Abhingigkeit vom Paramter t € R, (218,220)

91. Welche Werte muB die GréBe %t € R annehmen, damit das

Gleichungssystem.
x1+2x2--tx5 + 4x5 + ( t+1)x6 = =%
-Bx,‘-—6x2+3tx5 - 12X5 - (2t+2)x6 = 2t
2x,‘+4x2—2tx3 + X, + ’IOX5 = 2
2x,]+/+x2—2tx3 -2%, + 4x5 + (6t+6)x6 = -4-6t

unlésbar wird ?
Man gebe eine Paramterdarstellung der Losungsmenge
fiir t = 0 an. (218,220)

92. Man suche jene Vektoren, welche beli dem Endomorphismus

des RB, der beziliglich der kanonischen Basis durch
y

-1 =2 -1 4 2 1
- 2 1
a) AB— 3 5 6 5 ’ b) AB_ '3' “"'3 '5 "'5
-2 -4 -2 2 4 s
festgelegt ist, invariant bleiben. (209,220)

93. Beziiglich der kanonischen Basis ist ein Endomorphismus
von R2 durch die Matrix

2 2 -1
2 4 -1

gegeben. Man ermittle alle invarianten eindimensionalen
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o4,

95.

96.

97.

98.

a)

b)

99.

Unterraume von f. Man wdhle eine Basis von R3 , welche
aus den Basen der invarianten Unterrdume gebildet wird
und stelle f in der neuen Basis dar. (209,220)

Man bestimme die Gleichungen des Nebenraumes L(a,H[bq,be])
beziiglich der kanonischen Basis des R5.
a =(1,2a5a495)a bq=(19-19032a1)a b2=(03‘531’2a0)° (222)

Ein Nebenraum des R5 wird durch die Vektoren u1=(1,4,3,0,-4),
G2=(—1,O,4,—2,-1), 03=(2,-1,1,1,-5), °4=(2,1a2’1,‘4)a
a5=(2,5,2,4,—5) aufgespannt. Man gebe seine Gleichungen
beziiglich der kanonischen Basis an. (222)

Man bestimme die Dimension des Unterraumes U c[R5, der

von den Vektoren a,=(1,2,1,2,-3), ,=(2,6,3,2,0),
05=(2,O,O,—1,9), °4=(1749294"9)a °5=(19'2’-170,3)

erzeugt wird. Man gebe die l.A. der a; untereinander

an und bestimme die Gleichungen von U beziiglich der
kanonischen Basis. (196,222)

3 = qu=(1,2,5,4), b2=(5"1s293)v b3=(544,1a2)3
54=(—1,3,-2,4)} sei eine Basis des R'. Man bestimme
die Koordinaten der Vektoren :4=(7,10,5,8), :2=(—2,6,-6,—1),
( 2,8,2,9) beziiglich 8.
Welcher Vektor y hat die Koordinaten %= 1,1,1,102 (163,220)

‘b1=(4,2’§,4>’ b2=(2,0,193>9 baz(q’l’o,‘2),
b,=(3,-2,1,0)} ist eine Basis des F .

Wie lauten die Koordinatenmatrizen der Vektoren

t=(-3,5,1,-1), 9=<‘7,10’358> bezliglich 8 ?

Welcher Vektor 3 hat beziiglich B die Koordinatenmatrix
l1,2,-1,14 ¢ (163,220)

Man gebe jene Basis B des R5 an, beziliglich der die Vek-

toren ¢,=(1,2,3), 15=(2,3,4), r3=(2,4,5) die Koordi-~
natenmatrizen

v v .

£4=13,2,11,  Ep=15,3,10, ¥3=13,2,20l besitzen. (163,220)
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100.

101.

102.

a)

)

103.

104.

c)

Beziiglich der Basis b1=(1,—1,1,—1), b2=(0,1,0,1)
b5=(1,0,-1,0), b4=(0,1,0,—1) hat ein dreidimensionaler
Unterraum des R die Gleichung

2x,!—x2+3x5+5x4 = 0.
Wie lauten dessen Gleichungen bezliglich der kanonischen
Basis ? (184,199)

-(1 2,%3), -(1 0,2), -(4 2,-1) sei eine Basis ®
des R5 Man bestlmme die Koordlnaten von ¢=(4,6,3)
beziiglich 8.
Welcher Vektor hat beziiglich B die Koordinaten %= I&,5,60?
Der Unterraum U4 habe beziiglich der kanonischen Basis die
Gleichung 3x,1-2x2+x3 = 0. Wie lautet die Gleichung von U
beziiglich 8 ? (184,220)

In P° seien die beiden Unterriume u,= H[a,,a 59 3],
Uy= H(b,,b X 5] gegeben. Man bestlmme

eine Basis von u1+u2

eine Basis von u,‘nu2

man bestimme die Gleichungen von LI,|+112 und “q“”z bezilig-
lich der kanonischen Basis.

“1=(1’1’0’0’0’1>’ 32=(O,1,1,1,0,O), a3=(O,O,O,1,1,1)
b1=(1,2,1,0,—1,0), b2=(2’290,‘19"191>’ baz(ﬂ,0,0,0,ﬂ,ﬂ)

(64,72,197,222)

Im F* seien die beiden Unterrdume U,= H[aq,a2], u2=H[b1,b2]

gegeben. Man bestimme die Gleichungen von uq n u2 und

uq + u2 bezliglich der kanonischen Basis.

°1=(191’1’1)a °2=(2aos1’2)5 b1=(‘1”2,1,4)’ b2=(—2,—1,1,0)
(e4,72,222)

Ein Unterraum U c[R5 ist die Hiille der Vektoren
°1=<1ao,2s'2s'2>, °2=(2a2aoa‘4"3)a °3=(1’2"2’“2"4>3
°4=(5,49“2)‘6a‘4)

Man gebe die Gleichungen von U beziiglich der kanonischen
Basis 80 an
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b) Man bestimme eine einfache Basis von U und erweitere
sie durch Hinzunahme kanonischer Basisvektoren zu einer
Basis B von F5

¢) Man bestimme die Gleichungen von U beziiglich der neuen

Basis B
d) Man gebe die Transformationsgleichungen fiir die Basis-
transformation %O -+ B an. (100,184 ,222)

105. Im F5‘sind zwel Unterrdume uq und u2 durch ihre Gleichungen
beziiglich der kanonischen Basis gegeben:
uq:{jxq-x2+x5—x4+x5 = Q u2:{5x1-2x2+2x3+x4+x5 =0

2x1-x2+3x5+4x5 = 0 x1+x5+2x4+x5 =0 )

a) Man ermittle die Gleichungen und eine Basis von uqnna.

b) Man ermittle die Gleichungen und eine Basis von u1+u2.
’ (225-227)

106. Im R sind zweli Nebenrdume L,M durch ihre Gleichungen
beziiglich der kanonischen Basis gegeben:

X, + 2x2
L...

Xy + Xz = 5

5 Xq + X5 = 3
M..o
{—qu + XB 5
Man ermittle die Gleichungen von L n M und (L,M)
(81,83,225-227)

i

107. Im R°

L: Xq=Xp=Xz+Xy = 3,

sei der NR L durch folgende l.u. Gleichungen gegeben

xq-2x5+x4+x5-x6 = 4,
x2+x3—x5—x6 = 1
Man ermittle fiir folgenden NR My (i=1y00e,4)
1. die Gleichungen von LnMi
2. die Gleichungen von (L,Mi)
2. den Grad m; der Parallelitdt von L und Mi

i
a) M,: x1-2x2+4x4 = 4 b) M,: X1+2X6 = 6
x2—x3-5x4 = =1 X=Xy = =1

Xp-Xg = 1 XB_X4+3X6 = 3
Xz-Xg = 0 Xp+2Xg = 2
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c) MB: x,]—2x2+4x4 = =1 a) M, : x1+2x2-2x4-2x5-2x6 = 3

X2'X3'3X4 = 0 xg-x5+x5 = Q
X2—5X4—X5 = 1
4

108. Ein Endomorphismus f des P hat beziiglich der kanonischen
Basis die Matrix

2 1 -1 0
ae | 002 2 1.
4 2 -2 0

6 6 -1 1
Man bestimme die Gleichungen des Kerns von f und gebe
fiir ihn sowie fiir das Bild f(R“) eine Basis an.
(127,172,186,218)

109. Der Abbildung f:R4 - R entspricht beziiglich der kanoni-
schen Basen dieser Rdume die Matrix

(I I
2 0 1

A = .
B o1 o0
2 3 1

Man ermittle die zum Vektor :'=(xa,xé,xé) € R’ gehdrige
Faser von f in R4 und gebe von ihr eine Parameterdar-
stellung an. (137)

110. Der Abbildung f:R3 - RLL entspricht, bezogen auf die kano-
nische Basen dieser Rdume die Matrix
1 0 1 2
Agy=fl 11 2 - .
1 =2 -1 o)
Man ermittle die Gleichungen von f(RB), kn f sowie von
f~(u), wobei U der von (3,2,-1,4) (1,1,-1,2) aufgespannte
Unterraum von Rt ist. (127,137,172,218)
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111

112.

113.

a)
b)

c)

114, .

Man gebe die Matrix der linearen Abbildung
2
f: RB =+ R ’ ()\,‘,X2,XB) > (Xq,12)

beziliglich der kanonischen Basen dieser Vekbtorriume,
beziiglich der Basen (1,1,0), (0,1,1), (1,0,17) und
(1,1), (1,-1) an. (165,172,184)

Man bestimme beziiglich der kanonischen Basis die Matrix Ay
jenes Endomorphismus des PB, der drei gegebene Vektoren
in drei andere gegebene iiberfiihrt

(1,2,3) »(3,2,1) b) (1,2,3) 1 (3,2,1)
(2,3,4) »(5,3,1) (2,3,4) »(5,3,1)
(2,4,5) » (3,2,2) (2,4,5) »(2,1,0)
(1,2,3) p(3,2,1) a) (1,2,3) p(3,2,1)
(2,3,4) »(5,3,1) (2,3,4) »(5,3,1)
(1,1,1) »(3,2,2) (1,1,1) »(2,1,0)

Man 18se die Fille a),b) und ¢),d) jeweils im selben
Rechenschema. Man diskutiere die vier Fglle. (165,172,220)

f € End RO sei festgelegt durch

(1,2,=-1) B (4,3,2)

(5’09 1) »(6"’“4)

(0,2,1 ) » (2,1,3)

Man gebe die Matrix von f bezliglich der kanonischen

Basis an. (165,172,220)

Der Endomorphismus f des R" nat beziiglich der Basis
b,]:(’l,’],o,’]), b2=(0,’|,’1,0), 53=(1,O,-’|,2), bq_:(Oa'],Oa/I)
die Matrix

1 2 0 -2
A4= -2 1 0 1 .
0 1 2 2
17 1 0 1
Wie lautet die Matrix 14 von f beziiglich der kanonischen
Basis ? (184)
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115.

116.

117.

118.

119.

Es sei f die lineare Abbildung f:R2 - C,(x,y) » x+iy.

Ferner seien m1=2{(1,o),(o,4)} und B,= f(1,1,01,0)}

zwei Basen von R, 8'= {1,i} sei eine Basis von € als
Vektorraum iiber FR.

Man gebe jene Matrizen an, welche f(%i) = B (i=1,2)
entsprechen. Man gebe die Transformationsgleichungen

fiir die Koordinaten des Vektors ¢ an, die der Abbildung

%i - B' entsprechen. (165,185)

Es sei le{,eg,eaf die kanonische Basis des Vektorraumes R-.
Eine lineare Abbildung f£:R° - R' sei durch die Bilder
f(31)=(1,“512’4)9 f(°2)=(5,‘3’0’2)a f(e5)f(-2’09191)

der e; festgelegt. Man bestimme Kern, Rang und Defekt

von f. Man bestimme die Gleichungen von kn f und f(RB)
beziiglich der kanonischen Basen. Man bestimme Basen in R
bzw. R', beziiglich derer die Matrix von f Normalform

annimmt. (124 ,127,188)

‘Im R sei m= H[b,,b,], = H[ b5].

Man gebe die Matrix des Projektors auf 1% in Richtung von
' beziiglich der kanonischen Basis an.
b1=(19091)1 b2=(291a0)’ b3=<0,19‘4) (151‘155)

f € End(RB) sei beziiglich der kanonischen Basis die Matrix

1 =2 <=2

1
3 141
-2 -2 1

zugeordnet., Man zeige, daB f ein Projektor ist.
Man lege f(RE) und kn f durch Angabe ihrer Gleichungen
fest. (151-153)

Es sei b1=(2,—1,1), b2=(1,-1,1), b3=(4,-3,2) eine Basis

des Ra. Man gebe die Projektion 9=(y1,y2,y3) des Vektors
:=(x1,x2,x5) auf U= H[bq,b2] in Richtung von U'= H[bB]

an. Man bestimme die Matrix des Projektors beziiglich der
kanonischen Basis. (151-153)
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120.

121.

a)
b)

c)

122.

123,

a)
b)

Man projiziere den R in Richtung des von (1,2,0,1) aufge-
spannten Unterraumes auf den von (1,1,0,1), (2,1,1,0),
(0,2,2,1) aufgespannten Unterraum t.

Man bestimme die Matrix des Projektors bezliglich der
kanonischen Basis. Man gebe die Projektion

9= (74175+73,7,) des Vektors r= (x,,%p,¥Xzs%,) an. (151-153)

der Endomorphismus f die Matrix

-10 7 17
’A3=%~ 8 -2 -10
-6 6 12
Man zeige:
kn f = kn £°
ﬂ3=knf@f(i83)
f ist kein Projektor (151-153)

DETERMINANTEN UND DEREN ANWENDUNG

Man zeige, daB die auf die kanonische Basis bezogene
Bilinearform iiber &>

B(r,y)= X )T 4+2X 4T o+ 3K 4T z=K T ) =LK T 3 +2X 5T p+X3T 5
ausgeartet ist. Man gebe Vektoren & # o und b # o an,
fir die gilt

A B(ay,y) = O A B(g,b) = O.
A T ’ (228—2%#5)

Eine Bilinearform B(g,») iiber f* hat beziiglich der kano-
nischen Basis die Matrix

1. 0 0 1
B, = O 0o 1 O .
o 1 0 O
1 1 0o -1
Man bestimme:
alle y, fiir welche bei vorgegebenem pr gilt B(r,y) = O,
alle ¢, fiir welche bei vorgegebenem Yy gilt B(¢,y) = O.
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c)

d)

Man ermittle den Wert von B(g,y) fir r=(1,2,3,4),

9":(4’592’1)

Man ermittle alle ¢ mit B(g¢,y)= -2 fiir y=(1,-1,0,-1)
(228-245)

124.3.) Es Sei mn= H[b,],... ,bn] und %I'l'= H[b%,‘..’br'l'}.

b)

125.a)

b)

c)

Man zeige:

Es gibt genau eine Bilinearform B(r,¢') iiber B ox 3B,
sodaB fiir die vorgegebene Menge

ixijlxije K; i=1,...,0; J=1,...,n'} von nn' Skalaren A, .

J
gilt: a(bi,b'-) = As e

dJ 1d

Es sei B - H[bq,...,bn], B!, = H[b%,...,bﬁ,]. Man zeige,
daR die nn' Bilinearformen L (P=T1yeeesnl; Qq=1yee.,0')
mit der Eigenschaft @pq(bi,bé) = §pi§qi
Vektorraumes aller Bilinearformen iiber %n X 35, bilden. (241)

eine Basis des

Es sei B ein Vektorraum iiber dem Kdrper K und f € Hom(38,K)
und ¢ € B, Man zeige: Die durch
g: Hom(8B,K)x B -» K
(f,¢) » B(f,e):= £(r)
definierte Abbildung B ist eine Bilinearform.
2<l) (i=1?...,r) seien Vektorrdume iiber K, ferner sei
fi € Hom(mcl),K) und ry € %(l). Man zeige: Die durch
r .
us X %(l) -+ K
i=1
(tqa'-O’rr) » u(rq,--o,rr):= fq(l’q)---fr(:r)
definierte Abbildung ist eine Multilinearform.
Es seien ﬁ(i), ﬁ$i> (i=1,e..,7) Vektorridume iiber K

und f; € Hom(ﬂ(i),m(l)) sowie ;€ %(l); ferner sei
T .
u: X ﬁ#l) -+ K eine Multilinearform. Man zeige,daB auch
i=1

r .
2.0x 1) 4k
i1

(tqseeertn) B (e seeerrn)i= u(f (r)seee,£0.(0,))
eine Multilinearform ist. (59,142,235, 246,3%68)
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126.

a)

b)

127.a)

b)

Es seien 3(1),%(2),...’%(r) (r=22) Vektorrdume iiber K.

Ferner sei Mr_q(%(1>,...,%<r°1)) die gemdB Vorl.Nr. 241,
mit Vektorraumstruktur versehene Menge der (r-1)-fachen

Multilinearformen iiber 3(1)x...x%<r'q).

Man zeige: Fiir jedes f € Hom(ﬁ(r), Mr-1) und g€ %(l>
ist die Abbildung _
r .
u X 1) 4 x
i=1 R

(Tgreeestp qotp) P ulrgseeesty qotp)i= £Ce)(0 0000t y)

eine (von f abhdngige) Multilinearform (rekursive Herlei-
tung von Multilinearformen).

Durch a) wird jedes f € Hom(%(r), Mr—1) auf eine Multi-
linearform y aus der (mit Vektorraumstruktur versehenen)

Menge Mr<£(1),‘..,%(r)) der Multilinearformen iiber
ﬂ(q)x...xﬂ(r) abgebildet. Man zeige, daB die Abbildung

o: Hom(%(r), Mr-ﬂ) - M,
f » o(f) = q
linear und bijektiv, also ein Isomorphismus ist. (246)

Eine quadratische Matrix lasse sich auf folgende Art
in Teilmatrizen zerlegen

Bk i Dk,n—k

AL =|l-————— (Onyk,k"' Nullmatrix)
Op-x,k i Cp-k
Man zeige: det A = det By. det C,_, (280)
Man zeige fiir die Summe zweier n-zeiligen Determinanten
Bqqecs B k1 BptPax g k4q ccc Bp

an1. e an,k-q ank+

g11°° 2k x4 ,k41°°° B

. L] L L J L] +

an/‘“. an,k.q ank an’k+1..‘ ann



128.

129.

120.

1%1.

a

11°° 31,k

anﬂ"‘ an,k—1

b

1k

bk

* @ a
an,k+’l * “nn

Man formuliere die analoge Regel fiir Zeilen.

Man stelle die Determinante
X o .o . B, X

a +X L] L] L a +x

n1 nn
als Polynom in x dar, dessen Koeffizienten wieder Deter-

minanten sind.

a5 8;x

Hinweis: Man verwende die Verallgemeinerung von Bei-
spiel 127.0. (276-284)

Man betrachte auch den Sonderfall a,, =

Man bestimme den Rang der Matrix

5-9% -4 -2
4 5-9t -2
-2 -2 8-9%

in Abh#ingigkeit von t € R. Man verwende den Satz, daB
eine quadratische Matrix genau dann singuldr ist, wenn

ihre Determinante verschwindet. (276-284)
Man berechne den Wert der Determinante
2+X 3+x 1+x -X
~-3+x x 4ix 3=x
14X =2+x =1+X 2-X
~24+4X  2+X =3+x -=1-X% (276-284)
Man beweise fiir die n-zeilige Determinante
a+b ab 0 gB+1_ 0+
1 a+b ab _ = —
0 1< a+b_ T~ =~o a-b

4



132,

133.

134,

Anleitung: Induktion iiber n
Wie lautet das Ergebnis im Falle a = b ? (276-284)

Determinante von VANDERMONDE (1735-1796). Man zeige:

n--1 n-2
X,] X,‘ s oo X,‘ 1

n--1 n-2
x2 x2 ceee x2 1 )

. - - . = n (X.-X- i J'--" sse n
: : : 3 T 7 T M
n-1 n-2 ) )
X Xy seee X, 1

Anleitung: Man ziehe die j-te Zeile von der i~ten Zeile

ab und zeige, daB sich nunmehr der Faktor (xi—x.) aus

jedem Element der i-ten Zeile herausheben l&B%. (276-284)
Man zeige:

X, Xy Xz X,

Xy X, Xy X3 = (x1+x2+x5+x4).(x1+x2-x3—x4).

Xz X, X, X, . (xq—x2+x5-x4).Cxq—xz—x5+x4)

Man stelle den Fldacheninhalt F des Dreieckes und des
Sehnenviereckes bei gegebenen Seiten mit Hilfe obiger
Determinante dar. Bekanntlich gilt:

Dreieck ... 16 F2=(a+b+c)(a+b--c)(a—b+c)(-a+b+c)

Sehnenviereck ... 16 F2=(a+b++c—d)(a+b~c+d)(a—b+c+d)
(~a+b+c+d) (276-284)

Man gebe fiir den Wert der Determinante

a " 0...00
1 a 1Te o« « 00
Dn= O 1 a\ooooo
] [ ] - ~ e o
~N
Y - - ~N e o
A S
(o) 0 0. . a1
0] 0 O e¢e «1a
eine Rekursionsformel an. Welche Werte nimmt Dn fiir
a=1 an ? (276-284)
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135. Man berechne den Wert der Determinante

0 1 T e o o 1
1 0 1 ¢ ¢ o1
1 1 0. ¢ o1
N
[ - . AN -
. . . N L)
AN
o . e N *
41 1., (276-284)

1%6. Man zeige fiir folgende n-reihige Determinante

a b b e o o b
b a b...Db
b b 8 « « o b
.o N o= [as(@=1b] . (a-b)>T
. . ° AN .
~
- L ] * \\.

137. Gegeben sei die Determinante

r1 a a * - L ] a
b r2 A e« o » &
b a

b r5. . . a£bdb

* &

¢ o o

. & 0
.

b b DeoorT
Man zeige: Ist p(x) das Polynom
p(x)= (r =-x)(ro-%) . . . (r5-%),

so hat die Determinante An den Wert
A = a.p(b) - b.p(a) .
n =
a -b

Anleitung: Man subtrahiere von jedem Element von An die

Unbestimmte x und verwende das Ergebnis von Beispiel 128,
daB ndmlich die so gewonnene neue Determinante ein in x
linearer Ausdruck 1l(x) ist, dessen Koeffizienten durch
Angabe der beiden Werte 1(a) und 1(b) bestimmt sind.
(276-284)
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138.

139.

Z(a,],o.o’an> =

Eine Determinante der Bauart

a,‘ a2 33 * L ] [ ] an
an a5 3y o o o 3,
a} a4 a5 [ 3 ® * a2

*. o @
* o o

an a1 a2 L L ® an-./‘

iiber dem algebraisch abgeschlossenen Kdrper K heiBlt
Zirkulante. Ist p(x) das Polynom

p(x)= A +85K oot anxn"q und sind w ,...,w, die n-ten
Einheitswurzeln (d.h. Ldésungen der Gleichung xn-ﬂK = QK),

so gilt fiir den Wert der Zirkulante
(n=-D(n-2)
2

Z(aq,...,an)=(—1) . _P

: p(wm;)

/’
Man zeige dies.

Anleitung: Man multipliziere die Determinante

,] m,] (”/2' e o e n-= 1
; L] L ] 2 L ] n.- 1
mn mn e o o (!)n
mit Z(a8450.0,8,). (276-284)

BEiner Determinante der Bauart

X,] X2 XB e o o Xn

X2 X; Xq_ o« & o Xn+ 1
XB x“‘ Xs o L ] o Xn+2
Xn Xn+1 *n+2 ¢ Xop-g

heiBt HANKEL'sche Determinante (Hermann HANKEL, 1839-1873)
Man zeige: Die Determinante verschwindet, wenn XgseeesXoy 4
aufeinanderfolgende Glieder einer arithmetischen (n>2) oder
geometrischen Folge sind. (276-284)
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140. Es sei A = “aiji

%A,

142.

a)

b)

eine singuldre quadratische Matrix
so gilt rg Bn = 0

|
iiber R. Man zeige? Ist B := lladj aij"n
oder rg Bn = 1,

Anleitung: Man unterscheide die Fdlle rg An < n-1 und
rg An = n-1 und beachte Vorl.Nr. 286.und 287.

Hinweis zum Fall rg An = n-1: Nach Vorl.Nr. 161. hat das

durch

n
a. . X, = O i=1 PP 1 § »*

ij 15%; yeoos (%)
definierte Gleichungssystem einen eindimensionalen Unter-
raum als Ldosungsmenge. Ist <°1’°"’°n) ein Basisvektor
des Losungsraumes, so mufl es n Skalare PgsecesPy geben,

sodaBl gilt

piO’j = adj aij i,J-:,],o.',n
da nach Vorl.Nr. 284.c jeder Vektor
(adj 81> add ak2,.;.,adj akn) € R k=1,cc.,n
eine Losung von (*) darstellt. (276-284)
Sei A = uaij"n eine Matrix iiber R. Man sagt, die Matrix
899 = o 0 - e aﬂn{ X4
- L] ' L]
R - - - ' e
n+1° . . : .
(e - B
y1 - - L L] . yn Z I'
gehe aus An durch Rénderung hervor. Man nennt Rn+4 in
diesem Zusammenhang gerinderte Matrix. Man zeige:
n n
det Rn+1 = zZ.det AIl - 151 jf/] xlyj-(ad{] al,j)

Ist det An = O, so lassen sich Skalare PpoesesPps Tqseses0Op
finden, sodaB gilt

n n
det R_, .= =( £ p:%:)e(C T n:ys)
n+1 joo 171 j=o 974

Man beachte Beispiel Nr.140. (276-284)

n . m .
p(X):= T aixl und g(X):= ¢ ijJ seien Polynome iiber
i=0 Jj=o0

K (Char K = 0). Man zeige: p(X) und q(X) besitzen genau
dann einen gemeinsamen Teiler, wenn das lineare Glei-
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chungssystem (m+n Gleichungen, m+n Unbekannte)

n

2 a.X. = O k = O 1 ce e m—-"
joo L i+k * ?

m

z b-X. = O l = o 1 eee n-']
j=o J J+1 T 9

nichttriviale Lésung besitzt. Die Determinante dieses
linearen Gleichungssystems heiBt "Resultante" der beiden
Polynome. o )
Hinweis: Man identifiziere Xk X1+k, Xj+1:= XJ+1
Man iiberpriife mit Hilfe ihrer Resultante die beiden
Polynome "

p(X) = XO-¥°-3-2

a(x) = X2-3%+2 |
auf gemeinsame Nullstellen. Man gebe. die gemeinsamen
Nullstellen explizit an (EUKLIDISCHER Algorithmus!) (276-284)

n .
143, Man zeige: Das Polynom p(X) = T ain hat genau dann
i=0
mehrfache Teiler, wenn die Resultante von p(X) und der

Ableitung p'(X): = $ iaiXi’q verschwindet. Die Resul-
i="1

1=
tante von p(X) und p'(X) heiBft "Diskriminante" von p(X).
Man bestimme die Diskriminanten von
+ aX + b

a) p(X):= X°
b) p(X):= X2 + aX° + bX + ¢ (276-284)

144, Gegeben seien die Gleichungen zweier Kegelschnitte:
2 2
a1x2 + 85Xy + a3y + guX + a5y + 8g = o,
2
Umn deren Schnittpunkte zu ermitteln, kann man folgender-
maBen vorgehen: Man ordnet beide Gleichungen nach Potenzen
von Xx:

It

A,‘x2 + A2x + A3 0
) Ai,B. abhingig von y
Bix“ + BoX + By = O J
Nach Beispiel 142 muB die Resultante dieser Polynome
in x fiir die Schnittpunkte verschwinden. In vorliegendem
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Zusammenhang wird die Resultante auch als "Eliminante"
bezeichnet. Sie stellt ein Polynom 4.Grades in y dar.
Man bestimme nach dieser Methode die Schnittpunkte der
Kegelschnitte .mit den Gleichungen

x2 + 4xy - 2y2 -3 +2=0

% + 10Xy - 63° =3x + 4y + 2 = O. (276-284)

145. Es seien B ein Vektorraum iiber K (Char K = 0),
£ € End(ﬁn) und A(rﬂ"“”n> eine Determinantenform auf

%n. Man zeige:

-
a) Aﬂ(rﬂ""’:n):= .21 A(r1$°-°’f(ti)5°"9:n> ist gleich-
1=

falls eine Determinantenform, die aber ausgeartet sein
kann, fir welche also Vorl.Nr.260.b. nicht notwendig
gilt. Dann existiert (Vorl.265.) ein, Skalar A € K, sodaB
gilt A’l(r’]’°"’rn) = XQA(:q,ooo,:n)o

b) A ist, unabhingig von der Wahl von A, durch f allein
eindeutig bestimmt. Man nennt A die Spur von f und
schreibt '

sp(£) = 2.
Daher gilt
Aq(rqa°°°’Fn) = SP(f)-A(rq,---,rn)
c) Die Abbildung
Sp: End(%n) - K

£ » A = sp(f)
ist linear.
Ist £ € kn sp, so heiBt f spurfrei. (260-267)

146. Es sei f, g € End(ﬁn). Dann gilt fiir die Spuren dieser
Endomorphismen
sp (g o £). det g
(und natiirlich analog
sp (f o g). det £ = det f. sp(g o £)]
Anleitung: In den Definitionen von Beispiel 145. ersetze
man r,,...,f, durch g(:ﬂ),...,g(:n) und beachte
Definition 268. der Vorlesung. (260-267,268-276)

det g. sp(f o g)
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7.

148.

149G,

150.

Man zeige fiir f, g € End(@n):

sp(g o £) = sp (£ o g) (%)
Anleitung: Man beachte Beispiel 146. Ist g kein Automor-
phismus, so wdhle man ein Skalar )\, welches kein Eigen-
wert von g ist und ersetze g durch (g - 1id) und bilde
den Ausdruck ()
Achtung: I.a. gilt

sp(hogof) +sp(ho fog)
Gegenbeispiel: hog = zo, hof = zo (260-276)

Es sei A = “aij“ die Matrix von f € End(%n) beziiglich
der Basis B, Man definiert

sp(4,):= sp(f)
Man driicke sp(f) als Spur der Matrix A, aus.

(Vorl.295.) (260-276)
Gegeben seien n-1 l.u. bomogene Gleichungen in den n

n
Unbekannten X,,e..,X,: jfﬁ a;4%5 = © (i=1,e4e40=-1)

Man zeige:
X1: - [ ] L ] :x’: L] * L J :X =

1 n
892 *+* q4p 899 cees 39390 81,449 *° B
L ] L] '_1 - * L L J
. . teee: (M) . . . .
#n-1,2** ®%n-1,n #n-1,1** ®p-1,i~-1* %n-1,i+1%n-1,n
a a
11 **** 2q,n-1
.....<-/‘>n_1 . « !
@1-1,1 ** 8n.1,n-1 (288)

KLASSIFIKATION VON ENDOMORPHISMEN EINES $n

£ € End(R*) sei durch die Matrix

o -3 2 1

‘ 1
a=x)l0 3 0 -1
2 2 o0 o
o -1 0 3

bezliglich der kanonischen Basis gegeben.
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151.

152.

1532.

a)
b)

c)

a)

b)

a)

a)

c)

Man ermittle das charakteristische Polynom und die Eigen-
werte von f.

Man gebe die Eigenvektoren von f an und zeige, daf man

aus ihnen eine Basis von R4 wihlen kann,

Man fiihre A, durch eine Ahnlichkeitstransformation in

eine Diagonalmatrix iiber. (292-299)

Einem Endomorphismus f von R3 entspricht beziiglich der
kanonischen Basis die Matrix

1 ¢ 0
O o0 2

Welche Werte muB der Parameter t € R erhalten, damit A3
zu einer Diagonalmatrix Zhnlich ist ?
Man fiihre die Transformation auf Diagonalform durch.(292-299)

Ein Endomorphismus f von R3 ist bezliglich der kanonischen
Basis durch die Matrix

1 0 2
Az = 2 0 2
-6 3 5

bestimmt.

Man zeige, daB f einfach strukturiert ist

Man bestimme die Ahnlichkeitstransformation

X; Ay ng = Dy, (D3 «.. Diagonalmatrix). (292-299)

Ein Endomorphismus f des RS hat beziiglich der kanonischen
Basis die Matrix

7 4 -1
A5 = 4 7 -1
=4 -4 4

Man zeige, daB f einfach strukturiert ist

Man gebe eine Basis an, bezliglich der die Matrix von f
Diagonalform hat

Man gebe die b) entsprechende Diagonalmatrix an. (292-299)
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154, Bezliglich der kanonischen Basis entspreche dem Endomor-
phismus f € End(R’) die Matrix

2 -2 2
A3 = -4 3 -2
-8 7 -6
Man zeige, daB f einfach strukturiert ist und gebe eine
Basis aus Eigenvektoren an. (292-299)

155. f € End(R’) sei durch die Matrix

2 0 0

/]
-A-B-—-Zc 0 3 -
o -1 3

bezliglich der kanonischen Basis gegeben.
a) Man ermittle das charakteristische Polynom und die Eigen-
werte von f
b) Man gebe die Eigenvektoren von f an und wdhle aus .ihnen
eine Basis von RS
c) Man fiihre Az durch eine Ahnlichkeitstransformation
Xz Ay ggg = D; in eine Diagonalmatrix D, iiber. (292-299)

156. Bezﬁglich'der kanonischen Basis ist durch

3 =2 =3 1
A, = 2 -2 -1 2
1 -2 -1 1

2 =4 -1 4
ein Endomorphismus _vohnvc4 festgelegt. Man bestimme Eigen-
werte und Eigenvektoren und gebe eine zu Ay, dhnliche

Diagonalmatrix an. . (292-299)

157. Man zeige, daB die Matrizen

3.2,-1| | 10 2 -6 32 -4 ~11-12 -4 |
8) 43=)12 6 =2 || ,Bs= =12 =1 9| ,b) A;=) 0 1 O ,Bz=|l 15 16 51 ,
00 .2 0O 0 2 11 =1 -9 -9 .2
-9 -8 0 -2 2 -1%
mgﬁ‘A5= 12 10 =1 ,B3= 2 - EF ,
T -7 -=5 2 ‘ 9 -7 6
dhnlich sind. Man gebe eine Ahnlichkeitstransformation an, die
Az nach By iiberfiihrt. (292-299,331-347)
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158.

159.

" 160.

Ein Endomorphismus f des reellen 8 sel bezliglich einer
beliebigen Basis durch seine Matrix

Ay =l a5 0
gegeben.
Man zeige, daB f einfach strukturiert ist und gebe Eigen-
werte und eine Basis aus Eigenvektoren an. (292-299)

Es seien f,g Endomorphismen eines B iiber einem alge-
braisch abgeschlossenen Kdorper K. Gilt go £ = f o g,

so besitzen g und f mindestens einen gemeinsamen Eigen-
vektor.
Anleitung: Es sei f(g)= Ar. Man zeige zunichst

(f o g")(e)= » g-(g) i= 0,1...
Es seien :,gq(:},...,gk_q(p) l.u.jgk(:) von den genannten
Vektoren l.a. Dann ist 1t = H[:,g(:),...,gk"q(:)] unter g
invariant und g besitzt in % einen Eigenvektor.
(202-212,292-299)

Man zeige: Zu jedem Endomorphismus f eines Vektorraumes %
iber einem algebraisch abgeschlossenen Kdrper K 188¢ 51ch
eine Basis finden, bezliglich der die Matrix A “von f
untere Dreieckform aufweist:

aq 1 O O L ] - I' O
a2q a22 O - L J .. O
839 83 233 - - O
* L] L ] \\ L ]

. - 3 \\u T »

N

. [ ] ° \\\. .
&n1 8o 832 8nn

Anleitung: Induktion iiber die Dimension n,7

Ist b, ein Eigenvektor von f, so wdhle man einen
(n-1)-dimensionalen Unterraum u C]ﬁn mit 8 = H[b1]® .
Stellt f,| den Projektor von $n auf U in Richtung von
H[bq] dar, so ist f,:= f o0 f ein Endomorphismus von i.

In 4 existiert daher nach Induktionsvoraussetzung eine.
Basis der angegebenen Art. (151,202-212,292-299)

£
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161,

162.

165.

164,

Ein Endomorphismus f des 05 habe beziliglich der kanonischen
Basis die Matrix

-3 -1 -1
: A3 = 8 1 4
8 0 5
Man suche eine Basis, bezliglich der f eine untere Drei-
ecksmatrix entspricht. (292-299)

Welche der beiden folgenden Matrizen 1l8B8% sich durch eine
Anhnlichkeitstransformation auf Diagonalform reduzieren ?
Warum ist gegebenenfalls diese Transformation nicht
moglich ?

1 0 O 1 1 0
o 1 1 , b) o 1 1
O o 2 O 0 2 (292-299)

Im By, hat ein Endomorphismus f beziiglich einer gegebenen
Basis die Matrix

-1 1 4 2
-1 3 6 4
0 -1 =2 -1
0 0 1 0
Man suche eine neue Basis so, daB f eine Matrix in Normal-

form entspricht, wenn
a) K = @, b) K = € ist. (338-347)

Im %3 iiber Q hat ein Endomorphismus f beziiglich einer

| gegebenen Basis ‘die Matrix

-4 4 -3
Ag = -4 4 =2
6 =5 5

 Man suche eine Basis so, daB f eine Matrix in Normalform
entsprichs. , . (338-347)

~
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165. Man gebe die JORDAN'sche Normalform folgehdéf Matrix

iber € an: ‘
6 =2 8 0 10 -1
2 2 2 0 2 0
2ol 2 2 4 1 s o
0] O o0 o =2 1
2 =2 2 1 0 1
4 -4 4 -2 8 =2

166. Man bestimme die Normalform der Matrix

17 -8 =12 14

A, = || 46 -2 -35 41
-2 1 T

4y -2 -2 3

iiber R und gebe eine Matrizen-Aihnlichkeit an, welche
in die Normalform iiberfiihrt.

(328-347)

by
(338-347)

167. Im reellen By, sei ein Endomorphismus durch seinéfMatrix

-1 3 -1 2
-1 2 -1 3
0 3 -2 1

- gegeben. Man fiihre eine neue Basis so ein, daBR die neue

_ Matrix der Selbstabbildung eine Normalform
a) gemdiB Vorl.Nr.33%2. ‘
b) gemiB Vorl.Nr.344.
annimmt, '

Hinweis: Man beachte, daB sich ein Polynom 4.Grades iiber R

stets in zwel guadratische Polynome iiber F zerlegen
laB¢t.

o 83 an (7 Typen excl. der Identitit) ‘
Anleitung: Man beachte, daB das charakteristische Po
entweder drei (eventuell mehrfach zshlende) Faktoren

(338-347)

168. Man gebe alle Normalformen von Endomorphismen des reellen

lynom

1.Grades oder einen Faktor 1. und einen Faktor 2.Grades

hat.

*) 167.A, 167.B. siehe Erginzungen S.64.u.65
- 55 -
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169.

170.

171.

172.

173.

a)

b)

Man gebe alle Autoworphismen des reellen %, durch die
Normalformen ihrer Matrizen an (20 Typen excl. der
Identitat)(vgl.Beispiel 168 ). | (338-347)

Gegeben sei die Matrix

1 0 1
A3 = 2 3 0
- 1 2
Man berechne A% - QAg, indem man diesen Ausdruck auf
ein Polynom ndchstens 2.Grades in A3 zuriickfiihrt. (340)

Gegeben sei die Matrix

11 0
-1 0] 1

Man stelle A% und A; als Linearkombination von EE’ AB’

2
A3 dar

Man reduziere q(A3)= 3E5—2A5+A§—2A2+A% auf ein gleich-~
wertiges Polynom 2.Grades in A5' , (340)

Gegeben sei die Matrix iiber R

A = %- 2 2 2 oir

5 0 0 -1
Man ersetze das Matrizenpolynom

28% _ 38% 4 5a* 4 6a% & 74° 4 A - 4E
durch ein gleichwertiges geringsten Grades. (%316)

DUALE RAUMPAARE

Es seien B und %ﬁ, Vektorrdume iiber K, ferner sei

Q= Hom(%h, 2&,), ' := Hom(%ﬁ,, %n) und £ € %, g' € &' .,
Man zeige,daB durch.
B(f,g') := sp(g'of)

- % -



eine nichtausgeartete Bilinearform iiber % x @' definiert
wird und daB daher (9, %', B) ein duales Raumpaar beziig-
lich B ist (vgl.Beispiele 125-128). (229,348)

174 .a) (%n, 8, B) sei ein Paar bezliglich B dualer Vektorriume.
ES Sei %n= H[b/l,ooo ,bn], :8;1= [a%,.oc,ﬂﬂ}o BeZﬁgliCh
dieser Basen sei B die Matrix An zugeordnet. Man ermittle

in 3 die zu fo,,...,0 | duale Basis {b},...,b!}. (351)

b) Es sei %3 = R5 und %é = R3 ein duales Raumpaar beziiglich B.
Beziiglich der kanonischen Basen von ﬂ3 und ﬁé sei B8
die Matrix

1 -1 0]
1 2 -1

zugeordnet. Man gebe in %% die zur kanonischen Basis
von %3 duale Basis an.

c) 8= H[bq”'°’bn]’ 8 = H[o%,...,oﬁ] sei ein duales Raum-
paar beziiglich B; ebenso sei B, ,= H[cq,...,cn.],
BY o= H[b%,...,bﬁ.] ein duales Raumpaar beziiglich B,.
Die Basen B{b,,...,b }, u'=tal,... 0!}, cs*:{c,',...,cn,}
E'=§b%,....b£,} seien beliebig gewdhlt.
Dann entspreche B beziiglich 8 und %' die Matrix Bn’ B,l
beziiglich € und ® die Matrix Cn' Dem Homomorphismus
f € Hom(%n,%qn,) entspreche beziiglich 8 und & die Matrix
A _,. Man gebe die Matrix Xn'n der dualen Abbildung

nn

f'€ Hom(%} ,,8)) beziiglich ® und %' an. (361-367)

175. Es sei 8 = H[bq,...,hn} und o # €8 . Man gebe alle
9*6%5 an, die r annullieren. Man lege diese Linearformen
durch ihre Matrizen beziiglich der b. und 1K€K fest. (368-3%80)

176. Es sei U= H[aq""’ﬂr] ein Unterraum des 3 = H[bq,...,bn].
Man zeige: Hat die Koordinatenmatrix der a; (i=1540e,1)
beziiglich der Basis ® = {bq,...,bn} von B die Gestalt

Apn = ”Er’Ar

- n-r's
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177.

178.

1.

so hat die Koordinatenmatrix der Basisvektoren :j
(§=1,++.,0-r) das Annullatorraumes W = H[zq,...,:n-r]
beziiglich der Kobasis des Dualraumes B} = H[;ﬂ,...,;n]
die Gestalt

g AT
Cn—r,n = ! Ar,n-—r’ ~Epr I

Ferner zeige man: Die Koordianten der Vektoren :j

(J=1,¢¢e,n-r) sind die Koeffizienten der Gleichungen von

U beziiglich %,

Anwendung: Im R® seien die Vektoren o, =(1,2,0,-1,3,6),

a5 =(2,1,4,3,0,1), 0z =(0,1,0,-1,0) gegeben. Man be-

stimme die Gleichungen des von ihnen aufgespannten Unter-
raumes beziiglich der kanonischen Basis. (359,%78-383)

Es seil %n = uq @ u2. Man zeige:
x _ 40 0
$n = u4 @ u2

0
uq [ ug, u2 o u1

Es sei f € End(ﬂn) ein Projektor auf % in Richtung von 1'.
Man zeige:

die duale Abbildung £’€ End(%?) ist gleichfalls ein
Projektor '

fD stellt den Projektor auf m® in Richtung von ° dar.
Man zeige: Ist )\ Eigenwert von f € End(xn), so ist A

auch Eigenwert der dualen Abbildung D¢ End(@ﬁ).

Ist 1 ein f-invarianter Unterraum von %n, so ist sein
Annullatorraum U° invariant unter fL. (378-382,151,209)

Es seien 1 = H[°1""’“r] und ' = H[a£+1,...,u£] Unter-
rdume von B = H[bq,...,bn] und es gelte 3 = 1 ® 1.

Un die Matrix des Projektors f auf 1! in Richtung von '
beziliglich B zu bestimmen, kann man folgendermaBen vor-
gehen: Man ersetze die gegebene Basis von %' durch eine

neue Basis 8 qrees>r0 deren Koordinatenmatrix beziig-

n”
lich 8 = {bq,..,bn} die in Beispiel 176. angegebene Ge-

* Xy
stalt hat und bestimme den Annullatorraum u'°= H[cq,...,crj.



Aus dem Ansatz

Ik
b. = Y X..0. (*)

T
f(b,) = T X;sa. (¥%)

Zur Bestimmung der Koeffizienten xij
bilde man mit Hilfe von (%) die Klammerausdriicke <bs;,c
i=1ye0e4n; k=1,.0.,r. AnschlieBend stelle man die
rechten Seiten von (%*x) in der Basis 8 dar. Man fiihre

diese Rechnung im reellen %5 mit folgender Angabe aus,

i=1,ooo,n; J‘=",.oc,r
*

wenn die Koordinatenmatrizen der o, beziiglich B gegeben
sind

v v
a) ul¥,=11,1,0,0,1l, ¥,-1-1,0,1,1,0ll, %;=112,0,0,0,10},

w f8=11,1,-1,0,11, ¥e=11,2,-1,0,211.

|=|
5
b) Wie in Beispiel 119.

¢) Wie in Beispiel 120. (151,372£,378-38%)
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'Déf“ABBilééﬁg~f*éfﬂbﬁ (%;,8,) sei beziiglich der Basen
-Bc. m ~unds B‘¢C¢$f ~die; Matrlx A » zugeordnet. Welche
~gder. iolggnden,%durch ihre Matrlzen gegebenen Abbildungen

76.A.

~ist- 1nJekt1v {surjektiv, blaektlv)° Man- bestimme . rg f

und def, i‘“ Ty e

Jw-.‘

Man gebe neue Basen % < %

B C %'4 an,

~s0daB- d;emMatrlx von f Normalform. annlmmt (Probe‘)‘

P f“b) 1

N
n

5 s w
o

Hqec 22 26l SRS | N B o _

WaO0o

16
-18 =27
-10 =17
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764Ba Dle Matrix A o “a l werde als Menge ihrer;Zeilen
(1- 1,...,n) bzw. 1hrer Spalten °j (j= 1,...,m) ‘aufge-
faﬁt (vgl. die Sehrelbwelsg von Vorl:Nr.. 16§»und 1759

=" 4, Mah -ersétze im "Grundsehema" von 5.92"d&r Vorlésung

“die-Uberschrift ba durch’ ﬂJ find- die” Uberschriftc, >dirch % .
Man- bestlmme ‘den’” Rang von' A nach-den” Vorbild: von Vor-

lesung Nr. 196 und gebe® dle llneare Abhingigkeit: der:

Zellen %lluntéreinanﬁer an. Man entnehme” demselben’ Schema

ohne weitere Rechnung auch die llneare Abhanglgkelt der
Spalten QJ unterelnander.

? 2. Es sei T dermRang von A . Dénn gibt es-r Zeilén

v v
e = 085 (k= 1,...,T), von denen alle anderen linear
i « . .
abhdngig sind: oM B - " S
. ’ r . i
- Vv 5 \% . R v [ o~y
) Q. = 2 e, ¢; 1= 1 see 11 ' U £
" i =, 071k i ? !
f g k=1" k . ;,;, e

Man stelle unter Ausniitzung dieses! Zusammenhanges A-
als Produkt zweier Matrizen dar

. é B v
2 84 i ¢4 L . -
h} ‘énm= . = Scnr' ) ’g*pnr QQ“cjknﬁr
= \./ ; g ™o
% °r
Man gebe elne analoge Faktorenzerlegung»von Ahm unter I
Verwendung der 1. A. der Spalten an. f; - §

Anmerkung’ Die oben dargestellte Methode zur Zerlegung
elner Matrlx “in Faktoren ist allgemelner als die in den
LBelsplelen 76 C. una 76.D. angegebene,qda sie micht die
llneare Unabhanglgkelt der ersten r Zeilen und Spalten

voraussetzt. * 55 ¥ i“ : o ~ 3= ' ; ..
i i A
a) 12 -4 1 s - e B )
B A T R R X = "
Aoel| -1 1 2 1 1
=112 1 -2 m - S
R B N
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3
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P4

W
i
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crey ey Der e e o~ ;
'C?J.A.d..,u: GO ME = e
- :

e

[}
84
3

76.0.

SO4E) W W\ g

Yo
i

LN IO N A O N

Hin%eis"Wénn 400 Anm nf>kyhls¥ 'Yedeutet es Platzer-
sparhi%“unﬁ Veré1ﬁ?§cﬁnn@f“’”nn:man dgg Schema von. Vor-

2L anvendot.

*~w‘(475 196)

RS E e ; R R

S i e
Es &g ngmuj?e

Ll

. C
aeTed LT epusE m‘ﬁn—Q,ﬁﬁr_:ﬁkwrm"r

4

fﬁﬂmm.sezﬁdreu@ynhmwquge JHMatrix M
Man zeige, daB mit den durch

Lpr,e e = B p ooy Mp¥p p pome Argm—r*

definierten Matrizen Xﬁ:f«r Bzw. Yr ez - gilt:



76.D.

76.E.

S L s j - L A_R =;Er “ e N

T { !
=l emee———— ; |
Anm ” r m- ’tErs Yr,m-r
n-r,r - it '
. . . o « o
Hinweis: Man beachte, daB gilt - oo
Xn-r, rsAr m-r = Cn-r,m-r * Bn~r r? I, m~T §§

. Anmerkung: Bel geder der belden Faktorenzerlegungen von

:Anm ist der erste Faktor ;paltenregular, “der zwe;te zeilen-

: Sglar . - I“: B v.:, H oy

T <470 175;4%-494)

- R

i X

it
;

b

. Es sel Anmelne Matrlx vom Range T, deren ersté B Zeilen

und Spalten 1. u.“31nd. Dann gibt es nach Yorl.Ne. 189.
zwei regulire Matrizen L und R sodaB gilt

31

n nm m

nm o~ ey
B
1."Man best;mme nach dem Vorbild von Vorl. Nr. A98;

qour die Matrix L ’ WOle ‘man atle Umformiungen® aﬁsschlleB-
gllch it Hllfe der ersten r Zeilen ausfiihre. Man unter-
”suche die Bauart der Matrix L und stelle den Zusammen-

hang: mit denumatrlzgn Xn rWrxund Y yon Belsplel 76.C.

n’ m-l‘

© Her und: zerlege: Amnraufwd;ese Wblge in. zwel, Faktqren.

U e e

Welche- Bauart hat-dlewanschl;eﬁendAbest;mmte Ma;rlx R ?

- 25" Welche Bauart hat die Matrix R , wenn man (ohne
vorhergehende Ermittlung von L ) nur mit Hilfe der ersten

1+ SARN 4 o T Tyl

Men stelle w1eder dle“Be21 ung zu den“Matnizen x;—r Lo
und Y, . her. Man beadhte Beispiel 677 % i #&I%
b .

(189,198)

o

Man zerlege folééﬁ&é?Mdf}iieﬁ&ABE;V§m ﬁahge r, deren
r erste ‘Zeiler und SPaltén <Diu. 'simd,nach ider :Methode

PRI AP ~
bt % 4 i kd LT

1. von Bsp. 76.C.
2. von- Bsp. 76 D‘Tng ngﬁ Lo iw”ﬁ = M

je auf. zwel Arten in Eaktoren.z ans

-l 0 T ~

g - et
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167.A. In Vorlesung Nr.344 wird eine Normalform von Endomorphismen
eines reellen Vektonraumes behandelt, welche sich d?r’Ein—
bettung des reellen iin‘einef® komplexen Vektorraums bedient.
Das folgende Beispiéﬁ lehrtCeine "andere Normalfdérm &on
Endomorphismen eines%réelleﬁ Vekforratmes, welche auf die
Einbettung ins Komp]}xé verzichtét, aber gegeniiber der
allgemeinen Normalfdrm:von Vorl.Nr.332: eine’einfaehere
Gestalt aufweist:

o

Coen -



Es sei f ein. Endomorphlsmus des reellen f - 1rreduzlb1en
Vektorraumes %2 von geradzahl;ger Dlmen51on 2n. Eas Mini-
malpolynom von f. habe die. Bauart . , ‘

n(®) = [q@1%, oo -  Pepgen

Das quadratlsche Polynom q(X) sei iper R 1rreduz1bel
Ferner sei t e1n Vektor, dessen Mln;malpolynom:hoéhsten

Grad aufwelst T d. b.?es 1st m (X) n(X) . N % =
= . Ef
1. Man zeige: Dys Vekt@ren . - : - 3
bogq = @ (ENE) L . 55 0
- P :.g:n,éi 55- 18 1l = 1,4“‘9,;1 '11—..5)
by = f)(f(r)) . =
* N sz

bllden eine Basis ‘'von ﬂ?n

?‘? .

; 2 Man,bbstlmme die Matrix von f bezugllch den in 1.
zw’

. . angegebeuen Bagis- sxh BT *5~ e

Anmerkung‘ Fir n=1 stimmt obige Ndrmalform mlt der Normal-

form von Vbrl Nr.332 iiberein (weshalb 7) i

(327 339,332,342, 344)

."J -

s -

167 B. Man ermlttle die Normalform gemaB Beispiel 167.A.
folgender, durchwlhre Métrlx beZugllch B gegebenén.Eqdo-

morphismen des reellen % und gebe eine neue, dleser
Normalform entsprechende Bas1s an. f

a)




5
{3
L]

61. Es sei f ¢ End({n). Man weise dle Aqulvalenz folgender
Aussagen nach: Shmy L ozZon -
a) 8, = £(8;) ® kn £ | 5

“b)- Es eXIS%left 31n*gérﬁn&68~§~mf&—~~f JTELLdEsL

) R S o
f C ot \:‘ cT ‘- C .
fog ?Lf,;ﬁg Rund Cgofjéﬂ )‘— §3n}; =

I ey \u/“ SN q,-\-’--'uo'}ip,-;:"’ Lo Yl

Welchey E;geg hafteﬁ folgen daraus fur g? i;.is,i .
¢)kn £2 = kn £ qk,.mh:iz.\g,x & 5,fg}:,:~;; (:

~é:m Pr&aektor 1st7
Anleltung Man zelge a) ® b) und a) o

3
Wie muB man° 8. ehaquter;sweren} daB ﬁ
c)
<

: Fur b) = a) betrachﬁe man deﬁ“Vek%o 9: t (g0f7(r)
o - ‘ GI"y‘ .*”'}” ¥ /a‘ e\g @Oym.-""‘ 3"‘ ™ :’ w"r
Bemerkung Nur zum Naehwelspc)\s a) 1§t ndllche D1mens1on
. ; _ 1;}) v ..;(._'v! o"-vv" n/
. . . I e e 150-1
\ Gvan' % I}Ov't?wendlg P ey c.h 'z %,O):::F* ei,\ RIS O PRI A ( 50 53)
\1':""%""”:"“:N:.ir"':’}’:a«ﬁ °(Ov'r\fr'r‘ﬁe§r~')"‘::i'§ . -if(»",?‘:.”,C-QC,Q?*;‘.
R S AR ST el Ao ) S B S v s B
64,45 SES~ sel“f%&Eﬁd(% Y(Char: KJ#”B}.hMan zeige I DGR
ST S S T D T G R S
: a)"r2:71a, &3 LSEm (f-la) '® kn'{refad (R
M il P “\ I > . B wm ',\ [ I fad [N A K3 ‘ Y“ - -~ o - N v
Dy e e [ "Bn‘*‘ I\.' -'5 l“‘"('-:'"' g- J “"‘n\x.ll ¢ EdP R av\...\= e\.)') "’; s
Anleitung. (fir: [2}-;Man. §etzew£ur té%m £.=.8 +32“m;t
Wy = -

"v:E{Qiu“:= 2, [r+f(t)], u2:= [r-f(r)] fxy k«ﬁﬁvf,;.:;ogia

Was kann man ubgr g‘aussagen, wenn kn (f-ld) qder kn(f+1d)

Bl pruxads; e L
* : )
5%?%3?-’”‘ 81nd:a:::23i asM woedener nezoronoreld omnl
6l B E I 5714 eugix; gus[@,iﬁ}.§§§ gﬁgj§5§°£52333593i£ e
(450-155)
WM oDz Iopov D
51. A. Esﬁsei*fvawﬂﬁﬁé g' .) Man zeige, daB es-lineare Ab—:
S
Do <4brldﬁngen gyl 3&, - 3, gibt mit - {~:5«‘,mﬁm*.“
a) g o”f‘;iid“ﬂﬂ "génau dant, “wenn T Lnjéktrv‘"“""*
J o= gm-r;~u;~~y
b) f o B & id,,.., genau dann, wenn f surgektlv 1st. L.
- = *—_g;,:‘ﬁﬁiz*(n‘ I
B M S TIPS T, PRI, PO Dor Tele 20w )
' SO S S S Tegite Sectongipg 28, ,118-152)
Do oM b e Rea e X 0 & M wle any“n““uh‘
- :.: 4 :} 2 » 2 . - N .
Wom TenuEe sle e e S
0 = “*;x+§z > o= g
D e Peamie 3EexTe xfe nt 662 =
C o= oXe Ma e X nw




81.4. Im RC sind die beiden Nebenriume L und M gegeben
Man bestimme

1.. Lo M Toomt ey e . R i TR R T
2. den Parallelititsgrad m von T und'M dnmn resoie.
. (I, S A

Alle Resultate stelle,man,in. ger. _Form :tHEcﬂ,...,c ] dar.
a) L(nq,H[bq,bz, 37541) M(“aaH[b ’besb ])
D) L(eg,Hl bg, by, ba5: b, q]) M( oy B 015, 13,b44]> : (
c) L(oa,H[ba, 9,b10,b1 17, M(a4,HE515, 16,317})9§3
d) L<05’H[58'59]) M(Gs’H[b ,bq ]) TR

-

m?'e)iL(u7,Hf58,b9,b O’b 1}}, ﬁ(587H{b20’52q]}M“ L sl

0= (1 0,0,0,0 1), “2 (2 -2 1 0,0 4), Tu —(T%U“O”W'O :0)

a4 (O O 1, O 0 1), ch-(2 O 1 O -1 O), an(O —1 1,1 -5 2)
7=(1,2; ;0,0,2,2); ag=(0; 142975872 4), ‘ SR neael
(1 1,0,0,0,0), b2=(0 1,1,0,0,=-1),"" ﬁ; (O 0, 1 1 6,0)

h4=(0,0,0,1,1,1), b5=(0,131a1a190)a b6-(0,1,1,—1,-1,—2>

h =(1 0,1,0,0,1), bs-(1 0,1,0,0 O), b9=(0,4,0,1,0,0)
10=(010,1,054;0) 5%, ,=(050505450;1)5 ;- h32,£1 25-152,2,0)
15 (201,2,22,0,1), ¢ Byg=(1,1,2,257,0)5 545-(3,0,0,0,1,0)

16=<o 1,0,0,0,=1), b,5=(1,1,2,0,1 -1), b18~( -1,1,0,0,0,1)

'b,4=(150,0,-2, 0“39,7"a20=c2,-1 =13=55=33-4) % ,

-(5 2,1,1,=-2, 1) - =, ’

£
f‘-’.J o

e eeere i e, e

ey (81 83,200)

P —a— e - - ea = a mna e - _——————

107;A:”‘Im rd sein zwei Nebemrhute L und M durch
ihre Glelchungen gegeben. Man bestlmme ‘die Glelchungen

R
et g

~und Dimensionmen ver EAM uhd (L ‘M) sowie: den Parallelitits-

grad von L und M.
a)*L:;§ﬁ§g§§¢xs % =0 maggs;‘uaﬁ | M% §q+ax2—xs+6 =0z L
X1 +X2—X3+XS-3 = 0 JeoTdo ."f? = i"';): +2x2+2x3‘2x4+5x5+4 =

a3
nd

X =2y 2Xg 22K 4 Pt = Q. ;o X —x4+§x =1.=.0,

[
o .

‘2+x4‘BX5—2 = 0 . . - e a
b) L: xq-x3+x5—ﬂ ok ' T —x3¥x4 =0 "

2X,]+X2-2X3-X4+2x5-3 = 0 ’ :

c) L: 2x1+x2-2x5+x4+2x5-3 = 0 M: X1—k3+x4_1 = 0
x1+212-x3+2x4+x5-3 = 0. 2x -3x -2X3+2x4-9x5-1 =0
x1‘33+x5-1 =0 xq-xe-x3+x4.x5 o)

FqRgm =Ry 251 = O (225)
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107.B. Im & seien zwei Nebenrdume I und M durch ihre
l.u. Gleichungen gegeben.
Man bestimme die Gleichungen von LnM sowie (L,M) und er-
mittle den Parallelititsgrad von L und M.

a) L: 2x,‘+x2—x5+x4--x5 = =1 M: x1+x2+x3—x4-x5 = 3
xq+x2-x5 =0 Xo= 5+xq_-x6 = =4
2x1+x2-2x6 = =3 —2x1+x3-xu+2x5-2x6 = 1
2x1+2x2—x3+x4-x5—x6 = =2
b) L: 2x1—x2-x3-2x5+5x6 = 2 M: x4+x2+2x3ax4 = 2
2x2+3x3-x4+3x5 = =1 xq+x3+2x5+x6 = 2
' x2+2x3-x4+x5-x6 = -1
x1+x2+2x3+x5+x6 = 4
¢c) L: 2x1-x2-x3-2x5+3x6 = 2 M: xq+x2+2x3-x4 = 2
x2+3x3--x4+3x5 = -1 ‘ x,‘+x3+2x5+x6 = 2

- : x2+2x5-x4+x5-x6 = =1

d) L: x1+2x5-6x4—x5+4x6 = =1 M: x1+x2-2x5+x6 = 2
x1+x2-x4—x5+3x6 = 1 2x1—x4~x5+6x6 =0

X=X +X, +X,. = =2
2 T34 Te
(225)
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