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1. Homomorphiesatz: Es seif E Hom (!ß,!ß') und U ein Unterraum 
von !ß mit U c kn f. Ferner sei w die natürliche Abbildung 
w:!ß ➔ !B/U. Dann gibt es genau ein 

gll:~U ➔ m' mit f = gtto w 

a) kn gU = kn f/U 

b) gu injektiv<:) u = kn f 

c) gu surjektiv• f surjektiv 

d) f ( !8) Q! !B/kn f 

Äußere direkte Summen und Produkte von Vektorräumen 

2. Es sei I eine Indexmenge und (!Bi)iEI eine Familie von 

Vektorräumen über demselben kommutativen Körper K. 
Dann heißt 

x !ß. :={o/c,:I ➔ u !ßl.. " c,(i)Eml..1 
iEI 1 iEI 

das kartesische Produkt der Vektorräume~-

Es werde ihm auf folgende Weise die Struktur eines 
Vektorraumes erteilt: 

Ca1+ 0 2)Ci):=o1Ci)+o2Ci)=ai1+ ai2 

(Aa)(i):= A.o(i) = AOi 

Der so definierte Vektorraum i(~i' iEI) heißt direktes 

Produkt der Vektorräume ~i. 

Jener Teilraume cl~, für den gilt 
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a(i)= o. für fast alle i EI 
J. 

heißt (äußere) direkte Summe der Vektorräume ~i und 
wird auch mit 

s = EB !ß. 
iEI 1 

bezeichnet. Im Falle einer endlichen Indexmenge 
I={1, ••• ,nl bedeuten direkte Summe und direktes Produkt 
dasselbe. In diesem Falle schreibt man auch 

n 
s = EB ~i = !Bi@ ••• @ !l\i. 

i=1 
Da im endlichen Falle jedem Element von 5, also jeder 
Abbildung a in bijektiver Weise ein n-tupel von Bild
vektoren (Q1 , ••• ,Qn) mit QiEmi entspricht, können wir 

in diesem Falle a mit dem entsprechenden n-tupel identi
fizieren. Die Vektorraum-Struktur von 5 überträgt sich 
dann folgendermaßen auf die n-tupel 

0 1=CQ11,··•,Qn1), a2=Ca12,···,an2), a=Ca4,•••,Qn) 

0 1+ 0 2= ( Q11+ Q12' • • • ' 0n1 + 0n2) 

>. a = ( A Q1 , ••• , >. Qn) 

Achtung: Das kartesische Produkt und das direkte Pro
dukt stellen dieselbe Menge dar, aber !ll!:.!:, das direkte 
Produkt hat die Struktur eines Vektorraumes und nur in 
diesem Falle sind bei endlichem I Summen von n-tupeln 
bzw. Vielfache von n-tupeln mit Skalaren erklärt. 

3. Unter den Abbildungen a E 5 haben folgende Indikator
~bbildungen besondere Bedeutung: 

i ••••••• fester Index, k ••••••• beliebiger Index 

{ 

Qi •• • k=i 
a (k)= 

Q • 
1 ok •• • k,ii 

Im endlichen Falle gilt 

a<l =Co4,·••, 0i-1'ai, 0i+1'··•, 0n) 
' 
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4. Die zu den Basisvektoren der~ gehörigen Indikatorab
bildungen stellen eine Basis von 6 (aber nicht von,) 
dar. 

5. 

Die natürliche Injektion, die natürliche Projektion 

Definition: Die für jeden festen Index i E 

Abbildung 
t . m. ➔ 6 c/4+' 

l. l. 

O· ~ t. ( Q. ) = aa l. l. l. l 

ist linear. ti heißt natürliche Injektion. 
Bei endlichem I gilt: 

0i ~ ( 01, • • • •' 0i-1' 0i' 0i+1 '· • ·' 0n) 

I definierte 

6. Definition: Die für jeden festen Index i EI definierte 
Abbildung 

lt• : ' ➔ !ß. l. l. 

( 6 ➔ !ß.) 
l. 

cr ~ n. ( a) :=a(i)= a. 
l. l. 

ist linear. 1ti heißt natürliche Projektion (natürliche 
Sur,jektion). 
Bei endlichem I gilt 

7. Es gilt 
7t • c, t . = i dm. , 7t J. e i . = zo für i f j 

l. l. :.{_'l. l 

( t . t,7t. ) ( (J ) = 
1 1 a, 

8. Der Vektorraum 6 = E9 ~ ist die (innere) direkte Summe 
i=I 

seiner Unterräumeti .(!Bi) 
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Beziehungen zu linearen Abbildungen 

9. Zu jedem Vektorraummund zu jeder Familie (fi)iEI von 

linearen Abbildungen fi:mi ➔ m gibt es genau eine 
lineare Abbildung f: EB m. ➔ m, für die für alle i gilt: 

iEI 1 
ftDt.=f .• 

J. J. 

10. Ein Vektorraum~ ist genau dann zu EB m
1
. isomorph, 

iEI 
wenn es für alle Indizes i f I lineare Abbildungen 
gi:mi ➔ m gibt, sodaß zu jedem Vektorraum~ und zu 

jeder Familie fi:mi ➔ ~von linearen Abbildungen genau 

eine lineare Abbildung g:~ ➔ ~existiert, für die für 
alle i EI gilt: gtDgi = fi. Alle gi erweisen sich als 
injektiv. 

11. Zu jedem Vektorraum~ und jeder Familie (fi)iEI von 

linearen Abbildungen fi:~ ➔ mi gibt es genau eine 

lineare Abbildung f:m ➔ ,cmi) für die für alle i gilt: 
n. ef = f. 

J. J. 

12. Ein Vektorraum~ ist genau dann zu ,c~i) isomorph, 
wenn es für alle Indizes i EI lineare Abbildungen 

gi:m ➔ ~i gibt, sodaß zu jedem Vektorraummund zu 

jeder Familie (fi)iEI von linearen Abbildungen fi:m ➔ ~i 

genau eine lineare Abbildung g:m ➔ m existiert, für 
die für alle i gilt: gi~g = fi. Alle gi erweisen sich 
als surjektiv. 

13. Ist(Ii)iEI eine Familie von Vektorräumen und I ein 

beliebiger Vektorraum, so gilt 

a) Hom ( EB I
1
. , I) Q! 1(Hom( I

1
. , I)) 

iEI 
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Multilineare Abbildungen 

14. Definition: Eine Abbildung 
p 

µ, : X mi ➔ rl 
i=1 

Cr1 , ••• ,rP) ~ r=µ,(r 1 , ••• ,rP) 

heißt multilinear (p-fach linear, p-linear), 
wenn sie in jedem Argument linear ist: 

u( r1 ' ••• ' r i + ~i, ••• , rp )= µ,( r 1 ' ••• ' r i' ••. ' rP) +i.tC r1 ' ••• ' ~i, .•• ' rP) 

1J C r 1 , ••• , A r i , ••• , rP ) = A. 1J C r 1 , ••• , r i , .•• , r P ) 

Ist !B=K (gemeinsamer Grundkörper aller fl.), so heißtµ, 
J. 

Multilinearform (p-Linearform, p-Form). 
p 

Achtung: X ~- hat i.a. nicht die Struktur eines Vektor
. 1 1. 1.= 

p 
raumes. 1,.t( X mi) ist i.a. kein Unterraum von~. 

i=1 

15. Sind die Vektorräume rli(i=1, ••• ,p) endlichdimensional 
und ist dim rli=ni, so gilt 

p 
16. Der Menge der p-linearen Abbildungen X ~- ➔ ~wird 

i=1 1 

durch folgende Definitionen die Struktur eines Vektor-
raumes aufgeprägt 

C u1 + 1,12 ) C r 1 , • • • , r P ) : = i.t1 C r 1 , • • • , r P ) + µ2 C r 1 , • • • , r P ) 

CAµ) Cr 1 , ••• , rp) : = A. µ( r 1 , ••• , r P) 

p 
17. Es seit:= Horn( X mi,~) der Vektorraum der p-linearen 

i=1 

p 
Abbildungen X fl. ➔ 

. 1 1. 1.= 

p 
~,t1 := Horn( X mJ., '1,) 

j=2 
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p 
der Vektorraum der (p-1)-linearen Abbildungen X !B. ➔ !B 

j=2 J 

und ~2 := Hom(~1 ,~1 ) der Vektorraum der linearen Abbildun-

gen !81 ➔ ~ 1• Dann gilt 

18. Ist 

dim 

S'J Q,! 5:>2 

die D~mension aller Vektorräume !Bi,~ endlich, so gilt: 

Hom( X !ß.,~)= dim !81 ••• dim !Bp• dim !8 
. 1 1 1= 

19. Die Vektorräume mi (i=1, ••• ,p) seien endlichdimensional 

(dim ~=ni). Ferner sei u eine p-lineare Abbildung 
p 

u: X m. ➔ !B 
i=1 1 

gilt nun p 
a) !ß =H( u( X mi)) 

i=1 

so gibt es zu jedem Vektorraummund jeder p-linearen 
p 

Abbildung v: X !ß. ➔ ~ genau eine lineare Abbildung 
. 1 1 1= 

f:m ➔ ~,sodaß gilt: v = fou 

Alternierende und schiefsymmetrische p-lineare 
Abbildungen 

20. Definition: Eine p-lineare Abbildung 
p 

a.: X m ➔ 'm 
i=1 

C r 1 , • • • , rP) ~ a.C r 1 , • • • , r P) 

heißt p-alternierend, wenn a. Cr1 , ••• ,fp)=oro ist, sobald 

irgend zwei unter den Vektoren r1 , ••• ,rPE!ß gleich sind. 
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p 
21. Sei a: X m ➔ 'mp-alternierend. Dann gilt 

i=1 

22. Ist p >dimm, so ist die Nullabbildung die einzige 

p-alternierende Abbildung von 
Vektorraum im. 

p 
X 

i=1 
min einen beliebigen 

23. Definition: Eine p-lineare Abbildung 
p 

u: X B ➔ '1\ 
i=1 

heißt p-schiefsymmetrisch (p-antisymmetrisch), wenn für 
jede Permutation lt der Indizes 11, ••• ,pf gilt: 

u( f lt( 1 ), ••• , fn(p) )= sgn 1t • u( r1 , ••• , rp) 

24. Jede p-alternierende Abbildung ist p-schiefsymm.etrisch. 
Ist Char K /- 2, so ist auch jede p-schiefsymm.etrische 
Abbildung p-alternierend. 

25. u sei p-linear. Dann heißt die Abbildung 

ua(r1 , ••• ,rp):= ~ sgn lt. u (fn( 1 ),··•,flt(p)) 

die Antisymmetrisierte zu u. u ist p-schiefsymmetrisch. a 
Anmerkung: In den Anwendungen (K=R oder K=C) wird häufig 

die Abbildung 

ua(r1 , ••• ,fp)= ; 1.r sgn lt. u(rlt( 1 ),·••,flt(p)) 
lt 

als Antisymm.etrisierte zu u bezeichnet. Dies geschieht z.B. 
später im Satz 108. 

26. Die p-alternierenden Abbildungen sind genau die Antisymme
trisierten von p-li~earen Abbildungen. Ist Char K/-2, so 
sind auch die p-schiefsymmetrischen Abbildungen die Anti
symmetrisierten von p-linearen Abbildungen. 
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27. Bezeichnung: Es sei I eine Indexmenge und 6 die Menge 
aller aus paarweise verschiedenai Elementen von I ge
bildeten p-tupel. 
Zwei p-tupel (i1 , ••• ,ip), (j 1 , ••• ,jp), (i1 ,jsE I) 

heißen äquivalent, wenn sie durch Permutation auseinan
der hervorgehen. D sei die Menge, die entsteht, wenn 
man aus jeder der so bestimmten Äquivalenzklassen von 
p-tupeln genau einen Repräsentanten wählt. 

28. Sei~= {biliEI(I nicht notwendig endlich) eine Basis 

von ~ und im ein Vektorraum. Es sei nun 
o• . F ~ für jedes p-tupel aus D. 

l.1 ••• l.p 

Dann gibt es genau eine p-alternierende Abbildung 
p 

a.: X ~ ➔ ~ 
k=1 

( b. ' ••• 'bi ) ~ Q. 
' ••. 'ip l.1 p ¼ 

Ist rJ 
r. = !: xiJ b. j=1, ••• ,p 
J iJ=1 j l. J 

so gilt 

nC ;1 , ••• , ;p)= L-----.-- [r 
(i1 , •• , ip)ED 1t 

wobei die erste Summe über alle jene Index-p-tupel ED zu 
erstrecken ist, welche sich aus den Indizes der bei der 
Darstellung der fj auftretenden Basisvektoren bilden 
lassen. 

29. Ist dim ~ = n, so ist für p > n die Abbildung a. von 28. 

die Nullabbildung. Ist p ~ n, so kann als Menge D aller 
Repräsentanten die Menge aller p-tupel (i1 , ••• ,ip) mit 
1~i1< ••• <ip:91 gewählt werden. Ist dann 

j=1, ••• ,p 
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ii i, 
X4 • • • • x1 

So gilt 
\ • 

'!( r4,. •.' rp)= ~,: · · • . . Q. • 

1~11<· •• <1.psi 11 ••• 1p 

• • 
. • 

i1 xip XP. • • • p 

30. Es sei !Bein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum 
(n~3) mit der ON-Basis (e1 , ••• ,enJ. 

Dann ist nach 28. eindeutig eine (n-1)-alternierende 
n-1 

Abbildung e1: X !B ➔ sn mit 
i=1 

e1Ce4,·••,ei-1'ei+1'···,en):=(-1)i-1ei 

bestimmt. Ist 
n 

f ·= E 
J iJ=1 

so gilt 

j=1, •• ,n-1 

• n 
cx.Cr4,•••,fn-1)= E 

i=1 
• • ( ) i-1 

. -1 C • 
l. 

• • 

Die Abbildung ex. ist unabhängig von der Basis und hängt 
nur vom Vektorraum und seiner Orientierung ab. Im Falle 
n=3 heißt 

a.C f1, i2) =: r1 x r2 

das Vektorprodukt (äußeres Produkt) der beiden Vektoren 

r1 und f2• 

31. Es sei dim '!!=n und dim ~m. Dann gilt für ßen Vektor
raum U der p-alternierenden Abbildungen X m ➔ m 

p i=1 

dim \ = (~).m (p~) 
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Symmetrische p-lineare Abbildungen 

32. Definition: Eine p-lineare Abbildung 
p 

cr : X 
i=1 

( ; 1 ' • • • ' t'.p ) ~ cr ( f 1 ' • • • ' ; p ) 

heißt p-symmetrisch,wenn für jede Permutation n der 
Indizes gilt 

33. Es seiµ. p-linear. Dann heißt die Abbildung 

µcr(;1,·••,fp):= L µ(;n(1)'··•,fn(p)) 
n 

die Symmetrisierte zuµ. 

µ ist symmetrisch. 
(1 

Anmerkung: In den Anwendungen (K=R oder K=C) wird 
häufig die Abbildung 

1 
u</r1,··•,rp):= p!· L\J.Ctn(1)'··•,fn(p)) 

n 
als Symmetrisierte zuµ bezeichnet. 

DAS TENSORPRODUKT VON VEKTORRÄUMEN 

34. Definition: Ein Vektorraum~ heißt Tensorprodukt 
der Vektorräume ~1 , ••• ,"1,, wenn eine p-lineare Ab

p 
bildung T: X ~ ➔ ~existiert mit folgenden Eigen

i=1 
schaften: 

p 
T1. !8 = H( ,-(X m.)) 

. 1 l. l.= 

T2. Zu jedem beliebigen Vektorraummund jeder be
liebigen p-linearen Abbildungµ:~ !ß. ➔ m gibt es 

. 1 l. l.= 

eine lineare Abbildung f:~ ➔ ~, sodaß gilt 
µ. = fo T. 
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Man schreibt dann: 

m = ® ~. = m. ® in,._ ® • • • ® !ll , 
·1 J. J. -~ p 
J.= 

T heißt die zum Tensorprodukt ~ gehörige kanonische 
Abbildung. Gelegentlich nennt man~ auch p-stufigen 
Tensorraum. 
Die Elemente von~ heißen Tensoren. Die Tensoren der 
Form T(r1 , ••• ,rp) nennt man zerfallende (zerlegbare, 

reine) Tensoren und schreibt 

"'. E-U, 
<I" J. J. 

Das allgemeine Element von (x) ~i hat die Bauart 
i=1 

~ ==> ).:Li ••• ip 

i,i ' ••• 'ip 

35. Es gelten folgende Rechenregeln 

t1~ ••• ®(ri+~i) ~ •·• ~ rp=r1~ ri~ ••• ® rP+ 

® r p 

36. Die Bedingungen T1 und T2 von 34. sind äquivalent 
der einzigen Bedingung: 

T. 
p 

Ist u: X m. ➔ ~eine beliebige p-lineare Abbildung 
. 1 J. J.= 

in den beliebig gewählten Vektorraum~, so existiert 
genau eine lineare Abbildung f:~ ➔ m mit u = foT 
(Zerlegungseigenschaft). 

;e 
37. Es seien ® !\. und (X) m. zwei Tensorprodukte der 

. 1 1 . 1 1 
J.= J.= 

Räume m1 , ••• ,~. Dann existiert genau ein Isomorphismus 
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f: ® 'l). 

i=1 1 

p 
~ 

➔ ® !8· . 1 1 1= 

~ sodaß gilt foT = T. 

~ ~ 

Das Tensorprodukt der mi ist also bis auf Isomorphis

men eindeutig festgelegt. 

Existenznachweis des Tensorproduktes von 
Vektorräumen 

p 
38. Sei I:=X ~i Indexmenge (die Indizes sind also die 

i=1 
p-tupel Cr 1 , ••• ,rp)). Die direkte Summe 2. 

6=EBK 
iEI 

ist definitionsgemäß die Menge aller Abbildungen I ➔ K, 
für welche fast alle Bilder Die sind. 
Die natürliche Injektion 5. 

ti: K ➔ 6 

A~ti(A) = cr =: cr . As >.,1 

ordnet (bei festgehaltenem i) jedem Körperlement >.. 

jene Indikatorabbildung 3. zu, für die gilt 

39. Die speziellen Abbildungen ti(1K) = 

der Eigenschaft 

13.(j) = ö .. 
1 1J 

j E I 

13. := cr1 . mit 
1 k1 

stellen eine Basis von 6 dar. Wegen der Bedeutung 
der Indizes i können wir auch setzen 

,. = ,c ) . 
1 t1 ' ••• 'fp 
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40. Es sei U jener Unterraum von 6, der von den Vektoren 
der Form 

s8 ( t',r , • • • , ; k + ~ 11 , • • • , f P ) - IS ( f ,1 , • • • , f k , • • • , f p )- s8 ( t, , • • • , t) k , • • • , f p ) 

und 
1 C ;

11 
, ••• , "- r 1c , ••• , i"P )- >.. 

18 C rtf , ••• , r 1c , ••• , i"P ) 

aufgespannt wird. Die Elemente des Quotientenraumes s/tt 
haben dann die Bauart 

L(cr,U) 

41. Der Quotientenraum 5/U ist ein Tensorprodukt der Vektor

räume !lti,•·•,\· Zum Nachweis zeigen wir: 

Ist T die durch 
p 

T: X 
i=1 

~. ➔ 6/U 
J. 

( t' 1 , • • • , l'p ) ~ L ( s8 ( ) , U) 
r 1 ' • • • ' f p 

festgelegte p-lineare Abbildung, ist ferner~ ein belie
biger Vektorraum und u eine beliebige p-lineare Abbildung 

p 
µ: X ~i ➔ m, dann gibt es genau eine lineare Abbildung 

i=1 
f:5/U ➔ m mit u = foT. T genügt also der Zerl~gungseigen
schaft T (36.), daher ist 5/U ein Tensorprodukt und man 
kann daher nach 37. identifizieren 

p 

5/U = QP t\i 
i=1 

L( sa( ) tl) - r1® ••• ® rp 
'°1 ' ..• ' r p ' 
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42. Durch p p 
-0 : Hom ( X !Bi, m) ➔ Horn ( ® !Di, ~) 

i=1 i=1 

u ~ -0 ( u) = f 

mit u = f o T = ~Cu) o T wird ein Isomorphismus 
definiert. 

43. Sind allem. (i=1, ••• ,p) endlichdimensional, so gilt 
l. 

p 

dim@ !ß. = dim !Bi ••• dim !L 
i=1 1 P 

44. Ist !Di=H[ bi 1 , ••• , bin
1 
J (i=1, ••• ,p), so stellen die 

zerfallenden Tensoren 

b1 . Q.-9 ••• ~ b . 
J1 PJp 

j.=1, ••• ,n., i=1, ••• ,p 
l. l. 

p 

eine Basis von 00 mi dar. 
i=1 

45. Ist n eine Permutation von 11, ••• ,pl, so gilt 

p p 
® !ß, ~ ® !ß 
i=1 1 i=1 n(i) 

47. Für alle i = 1, ••• ,p und aiE ~ gilt 

O·T- O· => l. l. 

Umgekehrt gilt 

a1 ~ • • • ~ ap = f => für wenigstens ein i gilt: ai = oi 
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48. Jeder Tensor f 1 ~ aus 
p 

® 
i=1 

!ß. kann in der Form 
1. 

dargestellt werden, wobei die Vektoren ;ikE ~i 
innerhalb !Bi 1. u. sind. 

49. Die Vektoren a1kEm1 seien beliebig gewählt, während 

die b1kfmi (il1) l.u. seien. Dann gilt 

50. Es sei uic /!Bi (i=1, ••• ,p) und 
p 

-r die zu (x,) !Bi gehörige 
i=1 

kanonische Abbildung. Stellt dann -r1 die Einschränkung 
p 

von -r auf X u. dar, so ist -r1 die kanonische Abbildung 
. 1 1. 1.= 

p p 

zu ()9 u. := H(-r1 ( X u. )). Ferner gilt 
i=1 1 i=1 1 

p p 

® u. c/® IJ3. 
i=1 1 i=1 1 

DAS KRONECKER-PRODUKT LINEARER ABBILDUNGEN 

LINEARE ABBILDUNGEN ZWISCHEN TENSORRÄUMEN 
p p 

51. Es sei t
1
. = Horn( m. , m

1
~) (i=1, ••• ,P), t=Hom( ® m

1
. , ® !8

1
!), 

1 i=1 i=1 

ferner sei fiES)i. Dann ist die durch 

p 

u: X 
i=1 

m. 
1. 

➔ 

p 

® m. 
i=1 1 

definierte Abbildung p-linear. Ist -r die zu 
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52. 

gehörende kanonische Abbildung, so ist nach der Zerlegungs
eigenschaft T (36.) die Abbildung h Et mitµ= h o Tein
deutig bestimmt. h heißt das KRONECKER-PRODUKT der fi und 
man schreibt: 

h = f 1 ® f 2~ • • • ® f • 
- - - p 

h(i-1 ® ••• ®,;p)=(f1 ~ ••• ~fP)Cr1 ~ ••• ~rp)=f1 (;1 ) ~ ••• ®fp(rp) 

Es gibt genau eine lineare Abbildung 
p 

g: (X) 8'J. ,.. ~ 
. 1 l. l.= 

f 1 ~ • • • (5'.)f p ~ f 1 ~ • • • ~f p. 

g ist injektiv. Sind alle Vektorräume mi,mi endlich-dimen
sional, ist g ein Isomorphismus. 

kann ~ mit @ t.; i 

Alle Vektorräume m. ,m! (i=1, ••• ,p) seien endlichdimensional 
l. l. 

und es gelte mi=HL~i]=H[bi1 , ••• ,bin], 
1 

m! =H[ !ß!] =H[ b ! 1 , ••• , b ! , ] • Bezüglich der Basen \8
1
. , !8

1
! entspreche 

l. l. l. l.n1 

dem Homomorphismus fi:mi ➔ mi die Matrix 

A! n =llat 1 , lln n. Ferner gilt: 
1 1 1 1 1 1 

p 

@ m. =H[ 18] =H[ ! b1 l ~ i=1 1 1 
p 

@m!=H[$']=H[!b1
1

1 ,~ ••• ~ b' 1 , I], (1!=1, ••• ,n!) 
i= 1 l. -1 p P l. 1 

Die Vektorräume 

~-=Hom(m.,m!)=H[O.]=H[!wL 
l. 1 l. l. {'•1 

]. 1 

p 

® ~-=H[O.]=H[ !w- b ® ••• 
i= 1 1 b1 l,1' 11'1 

p p 

,b!l,I], 
l. 1 

~=Hom( (X) m. , @ !ß. )=H[ 0'] =H[ ! Wb = 
i=1 1 i=1 1 1Lr"" . . . 

werden auf 
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die (durch ~i'~i'~,~• eindeutig bestimmten) kanonischen 

Basen O.i,O,O'(Lin.Alg.144,145) bezogen. 

Dann gilt: 
a) Der Isomorphismus g von 51. bildet O auf n• ab 

b) Die Koordinaten von r10 ••• ® fp bezüglich O sind die 
Größen 

. . . p 
all' p p 

li =1, ••• ,ni; 

c) Der Abbildung h=f1® ••• ® f - - p 

1!=1, ••• ,n! 
1 1 

bezüglich 0. und O.' die 11 mehrdimensionale 11 Matrix 

A , ••• , nv ; n.., 1 1 n1 , •• • , np = II al 1 ; 1 ' 1 ' II 1,·••p 1,·••p 

mit 
a . -al aP 

1 1 'l' l'- 1 1•··' 1 l' 1,•••,p 4,•••,p 1,f PP 

zugeordnet. 
A . , , heißt das KRONECKER-Produkt der I¼ , ••• ,np ,n1 , ••• ,nP 

Matrizen 
1 p 

Ann•,··•,A ' 1 1 np np 

53. Es sei fiE ~i=Hom(mi,mi),(i=1, ••• ,p). Dann ist 

kn (f1® ••• ® f) = ~. 
- - p 

Hier ist~ der durch 

~:=H(!r1~ ••• ~rpl mindestens ein riE kn fi' i=1, ••• ,pl) 
p 

bestimmte Unterraum von ® m. 
i=1 1 

54. Es sei uicl~ (i=1, ••• ,p). Dann gilt 

p p 

.® C mi/ni) 
1=1 

~ C (~ mi ) / u , 
i=1 . 

worin 11 der durch 
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U: =H( 1 r1® ••• ®rp !mindestens ein ri EUi, i=1, ••• ,P}) 
p 

festgelegte Unterraum von ® mi ist. 
i=1 

5 5 • Es sei f i E Ho m ( mi mi ) , g i E Ho m ( mi , 'l'i ) ( i = 1 , ••• , p ) 

Dann gilt 

(g1~ ••• ® gp)o(f1® ••• @ fp)=(g1of1 ) ® ••• ~ (gpofp) 

56. Die Abbildungen fi:mi ➔ mi (i=1, ••• ,p) seien injektiv 

(surjektiv). Dann ist auch das KRONECKER-Produkt 
f 1 ® ••• ® fp injektiv (surjektiv). 

Achtung: Die Umkehrung gilt nicht ! 

57. Es gibt genau einen injektiven Homomorphismus 
p 

r:x:" \!Y m:r 
i=1 

➔ 

* < r ,'rP > p 7 

Sind alle Vektorräume endlichdimensional, so ist t ein 
Isomorphismus. Nur in diesem Falle kann man stets 

p 

® m:t mit 
i=1 

p 

( ® mi) * identifizieren. 
i=1 
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TENSORALGEBRA 

58. Definition: Es sei mein Vektorraum über dem Körper K. 
Dann heißt das aus p gleichen Faktoren bestehende Ten
sorprodukt 

die p-te Tensorpotenz von m. Ferner sei per definitionem 

Q9 1 in:= 1.8, Q9 o ~: = K. 

Die Elemente f(p) E ® P !l3 heißen p-stufige Tensoren über t\. 

59. Ist~ =H[b1 , ••• ,bn] endlichdimensional, so stellen die 

nPTensoren bi., ® ••• ® biP (ij=1, ••• ,n) eine Basis von 

(Jp Pin dar. Die Größen xi" • • • ip heißen Koordina.ten des 
Tensors 

n 
g-(p) = . . . 

bezüglich der Basis~ =lb1 , ••• ,bnf. 

Im endlichdimensionalen Fall wird ab nun stets die 
EINSTEIN-Konvention angewendet, sobald über den Werte
bereich der Summations-Indizes kein Zweifel besteht. 
Dann gilt 

b
1
. ® • • • ® b. „ J.p 

60. Zu der bilinearen Abbildung 

µ: Q9 p !l3 X@ q ~ ➔ (JQ p+q SB 

( r1® ••• ®rp ;r +1® •• -~fp+q) 1-) r1®-. •® '°P+q 
gehört nach ~er Zerlegungseigenschaft T (36.) 
eine lineare Abbildung 

f : ® p ~ ® QC) q 'B ➔ ® p+ q in 

genau 

( "1 ® • • • ® r ) ® ( " 1 ® • • • ® " ) 1-) "1 ® • • • ® "' „ p •p+ "p+q " "p+q 

f heißt Tensormultiplikation. Der (p+q)-stufige Tensor 

3(p+q)= r(p) ® t,(q)F ® p+q m ist das Produkt der p-bzw. 

q-stufigen Tensoren ;(p)E ® P !B bzw. ~(q)F (X) q !n 
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61. Definition: Wird in einem Vektorraum über dem Körper K 
zwei Vektoren r,~ ein dritter Vektor;*~ als Produkt 
so zugeordnet, daß m bezüglich dieser Produktbildung 
und der Vektoraddition die Struktur eines (i.a. nicht 
kommutativen) Ringes erhält und gilt ferner 

so heißt~ eine Algebra über K. 

62. Die direkte Summe 
00 

CJD in:= EB ® P !B=K @ m @ ® 2 m @ ~) 
3 cn @ ••• 

p=o 

stellt eine Algebra über K dar. ® m heißt Tensoralgebra 
über dem Vektorraum ij. 

63. ® in und(~ m' seien zwei Tensoralgebren über 1B bzw. !8'. 

Eine lineare Abbildung 

eo=® ij ➔® m' 

hei13t Darstellung von QC) m in@ !B' , wenn für alle 

f, ~ E Q9 !B gilt 

eo c1 ® ~) = eo er)~ cp( ~). 

64. Es seif E Hom(in,m'). Dann gibt es genau eine 
Darstellung 

mit f® (;) = f(;) für aller E ~ 
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GEMISCHTE TENSORRÄUME 

65. Die Elemente des gemischten Tensorraumes 

66. 

rx, p ~: = 'R ® ••• ~)q •-"-~ p 
® m, ® _ m*_~~~. ® in; 

q 

heißen p-fach kontravariante und g-fach kovariante Ten
soren oder Tensoren der Stufe (p,q). Ferner werde de
finiert: 

*1 * Ist~= H[b1 , ••• ,bn] und daher auch~*= H[b , ••• ,bn] 

*. . 
(<bi' bJ> = 6i) endlichdimensional, so gilt 

f·= x~t bk, ;j= ;j b15 
1 1 1 lj 

daher 
* ®rq = 

• • • ® 
!; *l..i *1.q_ 

bk®b ®••• ®b • 
p 

Die zerfallenden Tensoren 

*j '°'. b*j'I. b, ® ••• ® b, ® b 1 ® ••• = 
11 1p 

bilden daher eine Basis von® ~m. Ein allgemeiner 
Tensor hat die Gestalt 

(p q) UL ... iPb. = = r ' : • , 1 VY • • • lt"Y 

J,f ••• J'I. -1 

Die Skalare u¾ ... iP heißen Koordinaten 
j,1 ••• j q 

von :(p,q) bezüglich der gegebenen Basis. 
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67. Ist m endlichdimensional, so gilt 

Identifiziert man vermöge 57., so kann man setzen: 

*q *1 *p 
r ,~ ® ••• ® ~ ® ~1® ••• ® ~~ = 

*1 * *1 *q 
= < i-1 ,t) > ••• <rp,if'>.<r ,~1> ••• <r '~q• 

68. Zu der bilinearen Abbildung 

µ: 00 P !B x ® r !B ➔ ® p+r m 
q s q+s 

( *q * *s *1 *s 
r1®• •®r , t,1®. -®~ ) ~ r1®• • • ®tJr®r ®· • ®tJ 

existiert wegen der Zerlegungseigenschaft genau eine 

lineare Abbildung 

. . . 

® p+r !8 
q+s 

C r 1 ® • • • ® r P ®; 1 ® 

~ "1Q9 • •• Q9rp®~1® . . . *1 ~q *1 *s 
® ~r ®r ® • • • ® r Q9' ® • • • ® t) • 

f heißt Tensormultiplikation. 

69. Die direkte Summe 
00 

® c~,!ß*):= EB ®P m 
P 'q=o q 

stellt eine Algebra über K dar. 

70. Sind µk; ••• k» die Koordinaten des p-fach kontra
~- ..• 1 .. 

varianten und q-fach kovarianten Tensors r(p,q) be

züglich der Basis~= !b1 , ••• ,bn} von m, so gilt für 
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den durch 

1,. a~ bk' bl cj b ., k cj ö~ = = a. = 
l. l. 1 J l. k l. 

vermittelten Basiswechsel " ➔ 'ffi = {'b1 , ••• , bn l 
für die neuen Koordinaten von t (p' q) 

µ.k1 ••• kp= aklf . . . akP cj,i . . . cjq µ,i4 ••• ip 

~ ••• :,..q i,1 ip l-1 lq j,f ••• j q 

bzw. 

-m1 ••• mP m cmP a'Lt alq k-1 ••• kp µ. = C '1 • • • . . . u 
t,i .••• tq k-1 kp t,1 tq l,i • •. lq 

71. Klassische Tensordefinition: Eine Größe, welche be
züglich einer Basis eines n-dimensionalen Vektor
raumes durch die np+q Skalare 

festgelegt wird, heißt p-fach kontra-

varianter und q-fach kovarianter Tensor, wenn sich 
die genannten Skalare bei Basiswechsel in der in 70. 
beschriebenen Weise transformieren. 

72. Gegeben seien die Vektorräume m,~' und die zuge
hörigen Du.alräume ~*, ~' *. Dann kann man jedem 
Tensor aus~*® m', m ~ ~' *, m* ®~'*in eindeu
tiger Weise eine lineare Abbildung aus Hom(m,m' ), 
Hom(~• ,m), Hom(~,~• *) zuordnen: 
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I: I: ). j ;i ® I'' Et\* ® !l' • • • f: !3 ➔ t\' 
i j i j 

() J. *i 
r 1-+ f r = 'E E "' r' <r, ~ > 

i j i j 

* . 
® ~•1Et\ ® !l' *. • • g:t\' ➔ !3 

r'1-+ g(r' )= ~ I: ujr <r' ,;,i> 
i j i j 

*. * . 
E E viJ·~1®~'JEm* ® !3' * ••• h:t\ ➔ !3' * 
i j * . *. r 1-+ h( r)= 'E I: v ~• J<r, ~1> 

i j ij 

Alle Summen endlich ! ! 

Sind alle Vektorräume endlichdimensional, so ist die Be
ziehung zwischen den Tensoren und den linearen Abbildun
gen bijektiv. Bezieht man die Dualräume auf die Kobasen 
der gegebenen Basen der Vektorräume, so sind die Koordi
naten des Tensors jeweils identisch mit den Elementen der 
der linearen Abbildung zugeordneten Matrix: 

f(bi) = ).j b' 
i j 

g(b') = µ,j b 
i i j 

* . 
h( bi) = V• . b' J 

1J 

Anmerkung: Wegen dieses Sachverhaltes werden in den An
wendungen die Begriffe "(zweistufiger) Tensor" und 
"lineare Abbildung" oft gleichbedeutend gebraucht. 

73. Definition: Der (bei vorgegebenen Indizes i,k) durch 

i p q 
~: X ll x X !l* 

. i=1 j=1 
➔ ® p-1!3 

q-1 

*1 *q ( r 1 , • • • , r P ; r , • • • , r ) 1-+ 

1-+ < r • , ?> r1 ® • • ®r · 1 ®r · 1 ® • • 1 ·1- 1+ 
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definierten (p+q)-linearen Abbildung entspricht nach 
der Zerlegungseigenschaft T (36.) genau eine lineare 
Abbildung 

➔ Qc) p-1 m 
q-1 

,o. ,v, ,,_0 ,v, ,o. *1,o. • • IVl;k-1'°';k+1M • • 
'<''f • 11(\/r · 1"" • • 1Nf =r ""} ""'.. ""• 'Cl 1- 1+ p 

vi heißt Verjüngung über den kontravarianten Index i 
k 

und den kovarianten Index k. Die Verjüngung ist nur 
für p > O, q > 0 definiert. Sie vermindert die Stufe 
des Tensors um 2. 

74. Definition: Statt von Verjüngung spricht man von der 
Überschiebung zweier Tensoren, wenn man ihr Produkt 
nach einem kontravarianten und einem kovarianten 
Index überschiebt, die verschiedenen Faktoren ange
hören. 

75. Ist m = H[b1 , ••• ,bn] endlichdimensional, so gilt für 
den Tensor 

r (p , q) = X~ • •• lp b 0 • • • ® 
j ••• j~ ~ 
'I 

bl ® b~ ® ••• ® bjq: 
p 

*q 
@r • 

i ( ( ) ) , 14 ••• 1 1 - 1 , s, 1 1 +1. , ••• , lp '°' '°' b 
V f p ' q = II. b1 ,0, • • • 10' 1 

k j,1 • • • j k -1 , S, j k + 1 , • • • , j q 1 1 - 1 

® b1 ® ••• 
' ➔ 1 

. . . 

Regel: Die Verjüngun~ eines Tensors nach dem i-ten 

kontravarianten und dem j-ten kovarianten Index führt man 
durch, indem man die Vektoren b1. und bj~ edenmal wegläßt, 

i obere. 
wenn der i-te untere Index und der k-te/1ndex gleich sind. 
Die anderen Faktoren schreibt man unverändert an.Sind der 
i-te untere und der k-te obere Index verschieden, so fällt 
dieser Summand überhaupt weg.Die stehenbleibenden Summanden 

werden dann noch aufsummiert. 
- 25 -



76. Definition: ~ = H[b1 , ••• ,bn] sei endlichdimensional. 

Dann heißt der durch 

definierte Tensor~ Em ® lß* =®1 m Einheitstensor 
1 

(bezüglich des Paares lß,!8*). 

77. Der Einheitstensor ist von der Wahl der Basis un
abhängig. 

78. Es sei~= H[b1 , ••• ,bn] endlichdimensional und 

f* = bi ® bi der Einheitstensor bezüglich m*,m. 

Dann ist die durch 

u: oop-1 m* 
q-1 

➔ 
rxr\ p ~":) ~* 

q 

festgelegte Abbildung die zur Verjüngung 

v1 : ® p lß ➔ Qt) p-1 !8 
1 q q-1 

duale Abbildung, d.h. es gilt 

<v~ ( r1® ••• ®fp®;1® ••• C><Jrq)' ;2® ••• ® ;p~~2® ••• ® t,~ = 

*1 *q *2 *p <r1® ••• ®rp®r ® ••• ®r , u(~ ® ••• ®~ ®~2® ••• ® ~q) > · 
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Tensorielle Abbildungen 

?9. Definition: Es seif E Aut(t\). Dann sind auch die 

duale Abbildung fD sowie ihre Inverse f*:=(fD)-1 

Automorphismen. Es gilt für aller Et\ und alle 

* lJ E t*: 

<f(r),f*(tJ*) > = <r,fDof*(9*) > = <r,,*>. 

Nach 56.ist das KRONECKER-Produkt 

fP:= f ® ••• ~ f ® f* ~ ••• ® f* 
q - - - -

ein Automorphismus von@~ t. 

f~ heißt der von f induzierte Automorphismus von 

® ~'-'• Man setzt f~ :=f, f~ :=f*, f~ :=id!l 

80. Definition: Ein Unterraum u von® Pm heißt q 

tensorieller Unterraum, wenn u unter jedem Automor-

phismus f von t\ f~ - invariant ist, d.h. wenn gilt 

fP(U) C U. 
q 

Eine lineare Abbildung cp: ® ~t\ ➔@ ~!J heißt tensorielle 

Abbildung. wenn für alle f E Aut (II) gilt 

q> 0 f ~ = f~ 0 q>. 

m 
Eine m-lineare Abbildung µ: X ® Ps t ➔ @r!l 

i=1 4s s 

heißt tensoriell, wenn für alle f € Aut(t\) und alle 

;(pi,qi) E @~:~gilt: 
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m 
81. Die m-lineare Abbildung µ: X ® Pa 93 ➔ ® r 93 ist 

i=1 q, s 
genau dann tensoriell, wenn die nach der Zer-
legungseigenschaft T (36.) eindeutig bestimmte 
lineare Abbildung 

m 
cp: ® (® P1 93) S!t ® P,1 + ••• +p III !B ➔ ® r ll 

i=1 41 ~ + ••• +q;;; s 

mit µ = cp o „ tensoriell ist. 

82. Es sei q, : ® ~ 93 ➔ ® ~ ll tensoriell. Sind dann U bzw. U' 

tensorielle Unterräume von® ~93 bzw. ® ~ !B, so sind auch 

q,(U) bzw. das Urbild q,-(tt') tensorielle Unterräume. 

83. Die Multiplikation von Tensoren und die Verjüngung 73. 
sind tensorielle Abbildungen. 

84. Definition: Ein Tensor r(p,q) E ® ~n heißt invarianter 

Tensor, wenn für alle f E Aut(!B)gilt 

f~(r(p,q)) = r(p,q). 

a) Der Nulltensor ist stets invarianter Tensor. 

b) Hat !B unendliche Dimension, so ist der Nullten
sor der einzige invariante Tensor. 

c) Ist der Skalarkörper K von !Bein unendlicher 
Körper, so ist für p 1 q der Nulltensor der 

einzige invariante Tensor von® ~ll • 

85. Beispiel: Es sei ll = Hlb1 , ••• ,bn) endlichdimensional. 

Ferner sei rr eine vorgegebene 
\1, ••• ,p}. Dann ist 

*irr( 1) 
e (p , p) : = b · ®• • • ®b · ®b 

TT 1'1 J.p 

- 28 -
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i. = 1, ••• ,n; j = 1, ••• ,p (EINSTEIN-Konvention!) 
J 

ein invarianter Tensor von ® ~m. 

Anmerkung: eTT(p,p) stellt eine Verallgemeinerung 

des Einheitstensors von ?6. dar. 

Tensoren über metrischen Vektorräumen 

Von 86-92 sind alle Vektorräume endlichdimensional 

86. Den Vektorraum n=H[~]=H[b1, ••• ,bn] nennen wir metrisch, 

wenn in ihm eine nichtausgeartete symmetrische Bilinear
form ß(r,~) vorgegeben ist. Bezüglich~ entspricht ihr 
die reguläre Matrix 

B =llß .. 11, ß .. := ß(b,,b,), ß .. =ß .. 
n iJ n iJ i J 1J J1 

B-1=1lßjkll, ß .. ßjk = 6~, ßjk = ßkj. 
n n 1J i 

Der Basis~ wird vermöge ß die reziproke Basis 

ffl'=f&1 , ••• ,bn} durch 

( 1) 

zugeordnet. Jedem Vektor r E ~ entsprechen die 

n-tupel (x1 , ••• ,xn),(x1 , ••• ,xn) seiner kontra

varianten bzw. kovarianten Koordinaten bezügliche, 
die durch 

i j f = X b, = x.b 
1 J 

definiert sind und die in der Beziehung 

xi= ßijxj, xk= ßklxl 

stehen. Für den Wert der Bilinearform gilt 

- 29 -
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87. Im Tensorraum ® Pn seien die p Vektoren r
1
- = x~ 1 b. 

1 J1 

(i=1, ••• ,p) durch ihre kontravarianten Koordinaten xi• 
gegeben. Dann hat der zerfallende Tensor r1 8 ••• ® rp 
die Darstellung 

r 1 ® • • • ®f P = xf • • • xi P b j_, ® • • • ® b j p • 

Die Größen xf- ••• xiP sind seine kontravarianten 

Koordinaten. Stellt man die ri= x~ bk, 
i 

durch ihre kovarianten Koordinaten dar, so gilt 

Die Größen x~ 
~ 

••• xP sind die kovarianten Koordinaten kp 

desselben zerfallenden Tensors. 

Wegen (3) von 86. gilt 

1 
~= ßk j • • • ßk . x~-1 • • • Xjp xk • • • 

;i p 
~ " p Jp p 

bzw. 

xj1 Xjp= ßj1 k1 • • • ßjPkP 1 p 
• • • xk ••• xk. 1 p '1 p 

Mit Hilfe der Größen ßij bzw. ßkl kann man also die 

Indizes "hinaufziehen (heben)" bzw. "herunterziehen 

(senken)". 

Für einen beliebigen Tensor r(p) E ® P,n gilt: 
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Die Größen ). i1 

die Größen~
J1 

sind die kontravarianten Koordinaten, 

die kovarianten Koordinaten von r(p). 

Sie hängen folgendermaßen zusammen 

). • • = ß . . ß . . • ). i1 ••• ip 
J,i • •• J p J-1 1;r • • • J p 1, 

). . . . 
J;,, ••• Jp 

In den bisherigen Fällen wurde ® P!\ auf die Basis 

fb. ® ••• ®b. J bzw. 1 bj1 ® ••• ®bj, J bezogen. W-ählt 
1.if 1, 

man als Basis von® P13 zerfallende Tensoren der Bauart 

b. ® • • • ®b. ®bj1 ® • • • ®bj • 
J.-i 1r 

(r+s=p), 

wobei die Vektoren bik der Basis~, die Vektoren bj 1 

der reziproken Basis~• angehören, so erfolgt die 

Darstellung von r(p) mit Hilfe von gemischten 

(r-fach kontravarianten, s-fach kovarianten) Koordinaten 

r (p) = X i-1 • • • i r • . b. ® 
J1 ••• j. J.,f 

Es gilt 

). i,1 • • • i r • • = 
J1 ••• J. ßj i ••• 

1 r+~ 
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Im Falle p=3 sind u.a. etwa folgende Fälle für das Heben 
bzw. Senken von Indizes möglich: 

gir ,.jk = gjs ,i.k _gkt ,ij. = 
f,I 1\ f,I l\•N• -µ l\••t r.. ;::, 

, g ,i •• _ g ,.j. = g , •• k = 
l\rst= "'ri l\•st - "'sjl\r.t "'tkl\rs. 

88. Durch 

bi= aibj' bj =c~lk' 

werde ein Basiswechsel e =fb1 , ••• ,bn} ➔ i =ll1,.~.,inJ 

vermittelt. Dann gelten folgende Transformationsform.eln 

Xj= a~ xi, Xk= c~xj 
]. J 

(1,) 
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89. Aus dem Transformationsverhalten (1) der Koordinaten 

ßij bzw. ßrt der Bilinearform ß ergibt sich nach 71., 

daß ß ein Tensor 2.Stufe ist. ß heißt Maßtensor. 

Die Größen ßij bzw. ßrt sind seine kovarianten bzw. 

kontravarianten Koordinaten. Für seine gemischten 
Koordinaten gilt 

ßi~ = 6i •. , 13!j = 6:j 
·J .J 1. 1. • 

ß gestattet aiso die Darstellungen 
. . k 1 i . 

13= ß1 J bi ® bj= ßkl b ® b = b 0 bi = bj ®bJ. 

90. Durch die Bilinearform ß wird vermöge <r,f(~)> = ß(r,~) 
ein Isomorphismus f:m ➔ m* festgelegt. Identifiziert man 
den Vektor, E m mit seinem Bild f(~) E m*, so kann man 
für zwei beliebige Vektoren r,, E meinen Klammerausdruck 
durch 
< r, ~ : = < r , f ( tl )> = 13 ( r, \l) 

definieren, den man als skalares (inneres) Produkt von r 
und ~ bezeichnen kann. 
Speziell gilt 

i j ij j j j <b.,b.> =13· ., <b ,b > =ß , <b.,b > = <b ,b.> =6. 
1 J 1J 1 1 1 

( 1) 

Das so definierte Skalarprodukt ist kommutativ. 

91. Der Begriff der Verjüngung 73. über zwei Indizes kann 
mit Hilfe des Klammerausdruckes 90. auf beliebige Ten
soren aus der Algebra~ übertragen werden. 

v · • ( r1 ® • • • ® r • ® • • • ® r • ® • • • ® r ) : = J.J 1 J p 

=<r1·,r->r1® •·· ® r· 1®r· 1 ® •·· ® r· 1® r· 1 ® •·· ® r J 1- J.+ J- J+ p 
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Bei Koordinantendarstellung kann das Ergebnis der 
Verjüngung je nach der Darstellung der beteiligten 
Vektoren durch kontravariante oder kovariante Koordi
naten die mannigfachsten Formen annehmen. 

92. Identifiziert man den Vektor~ E ~ mit dem ihm ent
sprechenden Vektor f(t)) E ~* nach 90. und umgekehrt 
~*E~* mit f- 1 (~*) E ~, so kann man im Tensorraum 

@ ~ fl ein kommutatives Skalarprodukt auf folgende 

Weise definieren: 

<r1® •·· ® rp® f
1 

® •·· ® f 4 , t,1 ® •·· ® ~ ® 11
® ••• ®'4> := 

Schiefe Symmetrie und Symmetrie in der Tensoralgebra 

Im folgenden sei stets K=C bzw. K=R. Alle Ergebnisse 
gelten aber auch für Körper mit der Charakteristik 0 

Schiefs:ymmetrische Tensoren 

93. Es seien x,p Permutationen von f~ ••• ,p}. Dann wird 
durch 

1t: 00 P 0 ➔ (~ P m 

r1 ® •·· ® fp~ 1t(r1® •·· ® rp):=rx(1)® •·· ® fx(p) 

ein Automorphismus von® P ~ festgelegt, für den gilt: 

e(r1 ® •·· ® rp)=r1® ••• ~ rp (e ••• identische Permutation) 
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94. mP sei jener Unterraum von (]g P~, der von allen Tensoren 
r1® ••• ®fp erzeugt wird, für welche ri=rj für mindestens 

ein Paar von Indizes ifj ist. mP ist trivialerweise lt-in
variant. 
Ist r(p) beliebig aus@Pm, so gilt für alle lt 

r(p) - sgn lt. x( r(p)) E mP 

95. Definition: Der durch 
1 

A(r1® ••• ®r ):=.- r sgn x.x(r1®···®f) 
p p!lt p 

definierte Endomorphismus A von 00 P t\ heißt 

Al ternator (Antisymmetrieoperator) von 00 P ~. 

96. Sind die V~ktoren r1 , ••• ,fp in t\ l.u., so gilt 

A(r1® ••• ® rp) i o(p) 

97. Für jede Permutation p von 11, ••• ,p} und jeden Ten
sor r(p) E ® Pm gilt 

(Aop)(r(p)) = sgn P• A(r(p)), 

daher 
Ao p = ( sgn p). A 

98. kn A = m°P 

99. Aist idempotent und daher Projektor 

A2 = A • 

Mithin gilt 

()p p t\ = m°P @ A ( @ p E) 
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100. Jeder Tensor r(p) E ® P!ß läßt sich in eindeutiger Weise 
in der Form 

r(p) = r'(p) + A(r(p)), r'(p) E ~ 

darstellen. 
Die Tensoren aus A ( ® P !ß) heißen schief symmetrisch. 

A(r(p)) ist der eindeutig bestimmte schiefsymmetri
sche Anteil des Tensors r(p). 

00 

101. Es seien® t\ = EB ® P!ß die Tensoralgebra 62. 
p=o 

über t\ und ~c 1@ Pt\ die in 94. definierten Unter
räume, wobei diese Definition noch durch 

~
0 := {O}, ~1 := lo} ergänzt werde. Ferner bedeute im 

Falle p=0 ••• A=idK und im Falle p=1 ••• A=id~. 

Dann gilt 
~ @@4 l\C ~+q 

Q9 Pr! ® ~q c ~+q 
p,q ;':? 0 

102. Es seien r(p) E ® Pt\, ~ ( q) E ® 4m, daher 

r(p) ® f(p) E@ p+q ~. 

Dann gilt 

A(r(p) ® ~(q)) = A(A(r(p)) ® A(,(q))) 
sowie 
A(A(r(p)) ® ~(q))=A(r(p) ® ~(q)) = A(r(p) ® A(-(q))) 

Hinweis: Die in der Definition von A (95.) auftreten
den Permutationen erstrecken sich jeweils auf die der 
Stufenzahl des abgebildeten Tensors entsprechenden In
dizes, also in obigem Satz z.B. auf 

f1, ••• ,p}, fp+1, ••• ,p+q},f1, ••• ,p+q} wenn gilt: 

r(p)=r1 ® •·· ® rp, ~(q)=rp+1 ® •·· ® rp+q· 

r(p) QS) ~(q) = r1 ® • • • ® fp+q 
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103. Für r(p) EQPP!S, ,Cq) E®q(!S) gilt: 

r(p) ® ~(q)-(-1)Pq. ,<q) ® rCP) E ~p+q 

104. Für r(p)E (:JP P!S, ~(q)E (!) q!S gilt: 

A[r(p) ® ,<q)]= (-1)Pq A[,(q) ® r(p)] 

105. Für zerfallende Tensoren gilt: 

a) A( r1 ® ••• ® ri ® ••• ® rj® ••• ® rP) = 

= - AC r 1 ® • • • ® r j • • • ® r i ® • • • ® r P ) 

Diese Eigenschaft erklärt die Bezeichnung "schief
symmetrischer Tensor" 

b) Ist r-=r. (i-/-j), so gilt: 
l. J 

A(r1 ® ••• ® ri® ••• ® ri® ••• e rP) = o(p) 

c) A(r1 t9J ••• ® rp)=o(p) ~ r1 , ••• ,fp l.a. 

d) Sind r1 , ••• ,fp l.u., so gilt 

A( r1 ® ••• ®rp) -/- o(p) 

106. Ist !8 =HLb1 , ••• ,bn] endlichdimensional, so stellen 

im Falle p s n die Tensoren 

A ( bi, ® • • • ® b i p ) 1 s i 1 < • • • .c::: ip s n 

eine Basis von A( ® P~) dar. Daher ist 

dim A(@ P!S) = ( ;). 

Ist p > n, so gilt 
dim A( (!)P !8) = 0. 
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107. Ist~ =H[b1 , ••• ,bn] endlichdimensional und ist 

so gilt: 
xi1 xi, 

1 ••• 1 
• ). A( r 1® • • • ® r )= • A(bi ®• •• ®t,i ) p 1 • 

1si1< ••• <ips n • 
xi1 x;· p ••• 

108. Ist !8 endlichdimensional (dim 93 = n), so gibt es nach 

57. einen kanonischen Isomorphismus 

t: (!)P!B* ➔ ( qpP!B)*, der es gestattet, diese beiden 

Räume zu identifizieren. Dann gilt 

*1 ~p *1 ~p <r1® ••• ®rp, , ® ••• ® ,-> = <r1 ,, > ••• <rp,lJ"">• 

Ist A( ® P!8*) der Unterraum aller schief-symmetrischen 

Tensoren von® P!8*, ferner Alt ( ® P!\) der Vektorraum 

der alternierenden Linear formen @ P !8 ➔ K, so gilt: 

A( @P!8*) et Alt ( @Pm) = A[( qpPt\) *] 

Auch diese Räume können daher im endlichdimensionalen 

Fall identifiziert werden. 

Erklärung: Ist T 

p 

p 
X m ➔® Pm die kanonische Abbildung, 

i=1 

ferner a: X !8 ➔ K eine alternierende p-Linearform, 
i=1 

so nennt man die nach dem Zerlegungssatz eindeutig 

bestimmte Linearform l'P: ® P !! ➔ K gleichfalls eine 

alternierende Linearform. 
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Schiefsymm.etrische Tensoren über metrischen Vektor

räumen endlicher Dimension. 

symmetrische 
109. Die/Bilinearform ~(r,9) über 9=H[b1 , ••• ,bn], K=R,sei 

nicht ausgeartet. Ferner sei Bn= ll~ij lln und det Bn= fl. 

Dann heißt der Tensor n-ter Stufe 
n! c:= . A(b1® ••• ® bn) 

JTÄI 
c-Tensor. Seine Darstellung in der reziproken Basis 
lautet 

e= (sgn A).~n!. A( b 1® •• • GObn) 

Geht man vermöge 

li =ai bj, An= Hai 11n, r=det ~ 

zu einer neuen Basis ~li1 , ••• ,lnJ über, so gilt 

für den durch! definierten e-Tensor 

i = _L_ c =(sgn r).c 
lrl 

Der e-Tensor ist also von der Wahl der Basis abhängig. 
Nach Orientierung von t\ gilt c = c. 

110. Ist ~=HLb1 ,b2 ,b3] ein euklidischer Vektorraum,fb1 ,b2 ,b
3

J=e 

eine belie~ige Basis, so ist A = det II bi bj ll = det h ßij 11->0 • 

Die kontravarianten Koordinaten des e-Tensors bezüglich 
"lauten dann 

e·ijk= ...:L, wenn (i,j ,k) eine gerade Permutation von 
5 

(1,2,3) ist 
ijk 1 c = - '!;' wenn (i,j,k) eine ungerade Permutation 

v O von (1,2,3) ist 
.. k 

e1 J = O wenn zwei Indizes gleich sind. 

- 39 -



Die kovarianten Koordinaten lauten 

e:ijk = JA (i,j,k) gerade Permutation 

e:ijk =-./6 (i,j,k) ungerade Permutation 

e:ijk = 0 zwei gleiche Indizes. 

Sind f = xib. = x.bj, ~= yib. = y.bj zwei beliebige 
1 J 1 J 

Vektoren, so gilt für das Skalarprodukt 
i il r~= x yi = ß x1yi usw. 

und für das Vektorprodukt 
i 1 mit fX~ = z b. = z1 b 

1 
i ijk - e:ijkßjl xl yk usw. z = e xjyk = 

ß 
i , ijk usw„ zl = liz = l::lli e xjyk 

Bezieht man% auf eine ON-Basis, so gilt b = 1 (B3 = E3 ) 

und die Unterscheidung von kontravarianten und 
kovarianten Koordinaten wird hinfällig. 

Symmetrische Tensoren 

111. Definition: n stelle eine beliebige Permutation 
von \1, ••• ,pJ dar. Gleichzeitig bedeuten den in 
93. definierten Automorphismus von® 'P!ll. Ferner sei 'f 

eine beliebige Transposition von {1, ••• ,pl. 
Ist dann !JJ! P jener Unterraum von® P~, der von allen 
Tensoren der Gestalt r(p)-'f(f(p)) erzeugt wird, so gilt: 

~ P ist x - invariant. 

112. Allgemeiner gilt für alle r(p)E ® P und alle Permu
tationen x 

r (p) - x ( r (p) ) E 1n P 
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113. Definition: Der durch 
1 

s < r 1 ® • • • ® rP) : = P 1 ~n ( r 1 ® • • • ® rp) 

definierte Endomorphismus S von® P13 heißt S:ymmetri

sator (Szmmetrieoperator) von® P ~-

114. kn S = lllt p 

115. S ist nilpotent und daher Projektor 

s2 = s 
Mithin gilt: 

®Pm=~@S(®Pn) 

116. Jeder Tensor r(p)E ® P13 läßt sich in eindeutiger Weise 

in der Form 

r(p) = r"(p) + s(r(p)), r"(p)E !Dt P 

darstellen. Die Tensoren aus S( ® P n) heißen 

symmetrisch. S(r(p)) ist der eindeutig bestimmte 

symmetrische Anteil des Tensors r(p). 

117. S(r1® ••• ® rp) = o(p) genau dann, wenn mindestens 

ein ri = o ist. 

00 

118. Es seien® ~ = EB ® Pm die Tensoralgebra 62. über m 
p=o 

und !Jlf Pc/@P9 die in 111. definierten Unterräume, wobei 

diese Definition noch durch !m1 :=fol, ,:nO:={OJ ergänzt werde. 

Ferner bedeute im Falle p=O ••• S=idK und im Falle p=1 ••• S=id~. 
Dann gilt: 

~® ® q!.\ C !lJt p+q 
p,q c:: 0 

® p~ ® g 4c g p+q 
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119. Es seien r(p)E ® P!l, ~(q)E ® qm, 

daher r(p) ® ,<q)E ® p+q m. 

Dann. gilt 
S(r(p) ® ~(q))=S(S(r(p)) ® S(~(q)))=S(r(p) ® s(,(q))) = 

= s<s<r<P)) ® ,cq)) 

120. Für r(p)E@ p!.\ und ,<q)E@ q!l gilt 

r(p) ® ~(q) - t,(q) ® r(p) E llf+q 
daher 

s( r(p) ® tJ(q}=sc ~(q) ® r(p)) 

121. Für zerfallende Tensoren gilt: 

s ( r1 ® • • • ® r • ® • • • ® r . ® • • • ® r ) = 
1 J p 

= S(r1® •·· ® rj ® •·· ® ri ® •·· ® rp) 

Diese Eigenschaft erklärt die Bezeichnung "symmetrischer 
Tensor". 

122. Ist!.\= H[b1 , ••• ,bn] endlichdimensional, so stellen 
die Tensoren 

S(b. ® ••• ® b- ), 1Si1Si2S •• sips n 
14 1p 

eine Basis von S( (X) Ptü dar. Mithin gilt 

123. Der Skalar 
1t( 1) 1t(n) 

perm A := I! a1 n 'Jt 

heißt die Permanente der Matrix An= !lai 11n 
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124. Ist Ql = H[ b1 , ••• , bn] endlichdimensional und ist 

r•= 
J 

x~J 
J 

b. 
l. J 

j=1, ••• ,p, ij=1, ••• ,n 

so gilt 
xi,t xip 

1 • • • 1 

=> 
• • 

S( r1 @ ••• • f ) perm • • S(b. ®• •• ®b.) p 1~ <i Sn l..f l.p 
1 ••• -p • • 

xit Xip 
p • • • p 

125. a) (AoS)(@PQl)=(SoA)(@P$)=(o(p)J 

b) A(S(r(p) ® ,Cq)) = S(A(r(p) ® ~(q)) = o(p) 

Die Algebra symmetrischer bzw. schiefsymmetrischer 

Tensoren 

126. Das Tensorprodukt (schief-)symmetrischer Tensoren ist 
i.a. nicht wieder ein (schief-)symmetrischer Tensor. 
Daher sind die direkten Summen 

00 

EB A( ® P~) = K<t>~ A( Q9 2 m) <t> ••• 
p=o 

00 

EB S(@ P93) = K<t>~S ( Q&) P~) <t> ••• 
p=o 

wohl Untervektorräume, aber keine Unteralgebren der 
Tensoralgebra ® !l über -n. 
Es ist daher sinnvoll, neue Produktbildungen in der 
gegebenen Tensoralgebra zu definieren, welche zwei 
(schief-)symmetrischen Tensoren wieder einen (schief-) 
symmetrischen Tensor als Produkt zuordnen. 

127. Es seif eine positive Funktion der natürlichen Zahlen 

f : N ➔ r-;;+\ \0 J • 

Dann definieren wir für r(p)E ® PQl, ,Cq)E ® q~ 
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die Produkte 
f(p+q) 

r(p)@ ~(q):= f(p).f(q) A(r(p) ® ~(q)) 

f(p+q) 
r(p) ® ~(q):= f(p).f{q) s(r(p) ® ~(q)) 

Dadurch wird zwei beliebigen Tensoren als Produkt 
ein (schief-)symmetrischer Tensor zugeordnet, spe
ziell daher auch zwei (schief-)symmetrischen Ten
soren wieder ein (schief-)symmetrischer. 

128. Es gilt 

r(p)@ l(q)= (-1) pq'(q)@ r(p) 

r(p) ® ~(q)= ~(q) ® r(p) 

Beide Produktbildungen sind assoziativ. 
00 

[ $ A(@ Pn), (];)] heißt "äußere Algebra, Algebra schief
p=o 

symmetrischer Tensoren oder GRASSMANNsche Algebra" über n. 

00 

[ EB S( 00 P13), ®] heißt "Algebra symmetrischer Tensore:q," 
p=o 

über !ß. 

129. Üblicherweise wählt man f(p) = 1. In den Anwendungen 
(Quantenmechanik) wird beim alternierenden Produkt oft 
f(p) = Jpf gesetzt. 
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ÄUSSERE ALGEBRA 

1 Es sei wieder K= C bzw. K=R 1 

130. Definitionen: Ein Vektorraum mheißt p-te äußere Potenz 
des Vektorraum.es n, wenn eine p-alternierende Abbildung 

p 
c: X n ➔ m existiert mit folgenden Eigenschaften: 

i=1 

p 
E1. m = H( c( x n)) 

E2. 

i=1 

Zu jedem beliebigen Vektorraum I und jeder~ 
liebigen p-alternierenden Abbildung 

p 
µ: X n ➔ I gibt es eine lineare Abbildung 

i=1 

f:m ➔ I, sodaß gilt ~=foc. Man bezeichnet dann 
auch die lineare Abbildung f als alternierend. 
Man schreibt 

'5.\ = A Pn = n" ••• " " 
und setzt per definitionem 

A0 n:=K, f1 n:=cn. 

c heißt die zur p-ten äußeren Potenz von n ge
hörige kanonische Abbildung. 

Die Elemente ~(p) von APn heißen p-Vektoren. 
Die p-Vektoren der Form c(r1 , ••• ,rp) nennt man 
zerfallend und schreibt 

c ( r 1 , • • • , r P ) = r 1 " • • • " r P • 

Das allgemeine Element von APn hat die Bauart 
(alle Summen endlich): 

A i-1 ••• ip r. " 
l.1 
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131. Aus der Linearität von e folgt: 

r1 "· • • A( ri + t)i) A. • • Arp = r 1 "·••Ar i "· • • Afp + r1 "· • • A ~i A ••• A fp 

r1 A ••• A( Xri) "· •• Afp=x. '1 "· • • AfiA. • • "'P 
Aus der schiefen Symmetrie von c folgt: 

fx( 1 )"··•"fx(p) = sgn x.r1 A ••• Arp 

r 1 , ••• , rp 1. a ~ r1 A ••• A rp = ~(p) 

132. Die Bedingungen E1. und E2. von 130. sind äquivalent 
p 

der einzigen Bedingung: E. Istµ: X m ➔ I eine be-
i=1 

liebige p-alternierende Abbildung in den beliebig ge
wählten Vektorraum I, so existiert genau eine linea
re Abbildung f:~ ➔ I mit µ=foc(Zerlegungseigenschaft). 

,,,_ 
133. Es seien/\ Pm und/\ Pm zwei p-te äußere Potenzen über 

m. Dann existiert genau ein Isomorphismus 

""' sodaß gilt f o c = e. 

Die p-te äußere Potenz über~ ist also bis auf Isomor
phismen eindeutig festgelegt. 

p 
134. Hilfssatz: Es seiµ: X m ➔ ~eine p-lineare 

i=1 
Abbildung in den beliebigen Vektorraum~ und f 
die durch T2.(34.) bestimmte Abbildung 

f: ()9P m ➔ ®mit µ = f o T. µ ist genau dann 

schiefsymmetrisch, wenn !JtPc kn f ist (vgl.94.) 
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135. Existenz der p-ten äußeren Potenz:® Pin sei die 
p-te Tensorpotenz über in(58.) und e die p-lineare 
Abbildung 

p 
e: X !8 ➔ ( 00 Pin)/~ 

i=1 

(r1 , ••• ,rp) ~ e(r1 , ••• ,rp):=w(r1®-·•®rp) 

Hier ist w:@ Pin ➔ ( ® P!B)/~ die natürliche Surjektion. 
Dann ist e schiefsymmetrisch und erfüllt die Eigen
schaften von E1 und E2 von 130. Daher ist 

( Qp Pin)/mP Q! /\ P13 

136. Die p-te äußere Potenz /\Pt\ ist auf kanonische Weise 
zur Menge A ( @ P !8) der schief symmetrischen Tensoren 

von® Pm isomorph. Für diesen Isomorphismus 1i gilt 

'i' : /\ p t\ ➔ A ( Q0 p !ß) 

f1 A. • • Afp ~ A( f 1QO• • •®fp) 

Demnach kann man die p-Vektoren mit den schiefsymmetrischen 
Tensoren identifizieren. 

137. Ist in= H[b1 , ••• ,bn] endlichdimensional, so gilt 

{(
n\ wenn p s n 

dim /\ p~ = p/ 

O,wenn p > n 

138. ( /\ P~) * Q! Alt ( 00 P!B,K) = A( (@ PfD) *) 

139. Im folgenden wird zur Bezeichnung der Menge der der 
Größe nach geordneten Indizes 1si1 < ••• <ipsn die 

Abkürzung I(p) verwendet. Analog J(q), K(r) für 
1Sj1< ••• <jqsn, 1~1< ••• <krsn usw. 

Ebenso bedeutet 

~I(p):=bi-, A ••• Abip 

- 47 -



140. Es sein= H[b1 , ••• ,bn] endlichdimensional und 

k=1, ••• ,P; 

Dann gilt x? • •• Xip 

L 
1 

• • " r1 A. • • Afp= • • • l,I(p)-
• • 

. I(p) i Xip xp1 ••• p 

" Daher stellen die p-Vektoren bI(p) ( 139.) eine Basis 

von/\ Pt\ dar. 

141. Es seien m, s zwei beliebige Vektorräume und f E Hom(n,s). 
Dann gibt es genau eine lineare Abbildung 

" f P: /\ p n ➔ ~!.\ 

r1 A ••• Afp ~ f(r1 )A ••• Af(rp). 

f"P heißt die p-te äußere Potenz von f. Per definitionem 

" sei f 0 
:= idK. 

p+q 
142. Es sei µ: X n ➔ !S.\ (S beliebig) (p+q)-linear mit fol

i=1 
gender Eigenschaft: hält man die Vektoren ~1 , ••• ,~q bzw. 

r1 , ••• ,rp fest, so seien die durch 
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definierten p- bzw. q-linearen Abbildungen alternierend. 
Dann gibt es genau eine bilineare Abbildung 

" ß: /\ p !\ X /\ qB ➔ ~ 

mit 

" ß( r1 "· • • "fp, tJ1"· • • "tJq)=1J( r1 , • • •, rp, tJ1 , • • •, tJq) 

143. Es gibt genau eine bilineare Abbildung 

" ß: /\ P9 X /\qm ➔ /\ p+q~ 

mit 

" ß ( r1 "· • • "rP, tJ1 "• • • "tJq )= r 1 "· • • "'P" tJ1 "· • • "tlq 

" " Mann nennt ß das äußere Produkt des p-Vektors r(p) 

" mit dem q-Vektor t)(q) und man schreibt 

" " " " " ß(r(p),tJ(q)) =: r(p)AtJ(q) 

144. Für das äußere Produkt gelten folgende Regeln: 

a) (~(p)A~(q))A~(r)=~(p)A(~(q)Ai(r)) 

b) (~4(p)+~2(p))A~(q)=~1(p)A~(q)+~2(p)A~(q) 

C) ~(p) A( ~1 ( q)+~2(q) )=~(p) "~1 (q)+~(p) "92Cq) 

d) (X~(p))A~(q)=~(p)A(Xq(q))=~(~(p)A~(q)) 

e) ~(p)A~(q)=(-1)Pq$(q)A~(p) 

f) p ungerade~ ~(p)A~(p)=~(2p) 

145. !\ sei endlichdimensional. Dann gibt es einen kanonischen 
Isomorphismus 

8: /\ p ~* ➔ ( lf tl) *. 

Daher kann man /\ Pm* mit dem Du.alraum ( /\ P JR) * von /\ P !l 
identifizieren und es gilt für ~(p)E ~m, ~*(p)E /\ Pt\*: 

<~(p),~*(p)>:=p! <~(p), e(~*(p))>. 
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Für zerfallende p-Vektoren gilt 

• 
• 

• 
• 

• • 
*1 * <r ,~ > ••• <r ,?> p p 

Wegen des kanonischen Isomorphismus e nennt man die 
p-Vektoren aus /\Pm* auch p-Formen. 

146. Verallgemeinertes KRONECKER-Symbol. Es gilt 

6~1 .. • ~ » = sgn 1t 
l.,i ••• l.p 

wenn die Indizes j 1 , ••• ,jp aus den Indizes i 1 , ••• ,ip 

durch die Permutation 

lt= (i1 • • • ~) 
j1 ••• Jp 

hervorgehen. 
In allen an denen Fällen gilt 

6~ • • • jp = 0 
i1 • • • ip 

A Ab *J(p) sind 
147. Die p-Vektoren bI(p) und die p-Formen 

Elemente der Basis bzw. Kobasis von 

/\ Pm und ( /\ Pm)* Q! /\ Pm*, wenn 9=H[ b1 , ••• , bn] und 

~*=H[b1 , ••• ,bn] endlichdimensional sind. Es gilt: 

<~ ~*J(p)> = 6J(p) 
I(p), I(p) 

148. Die Algebra 
00 

/\!\:= EB (/\ Pm)= K$~ $ A2 m $ /V m $ ••• 
p=o 

heißt äußere Algebra über~. 

- 50 -



Für den Dualraum der äußeren Algebra/\ l\ gilt (vgl.13.a.) 

( /\ !B) * Qt 1)[ ( /\ Pm) * , p = o , 1 , 2, ••• ] 

Ist l\ endlichdimensional ( dim l\ = n) , so gilt 

dim ( /\ l\) = 2n. 

Für den Dualraum gilt im endlichdimensionalen Fall 
n n 

( /\!B)* Q( EB (/\Pm)* et EB ( j\P!l*) = /\ !B* 
p=o p=o 

149. /\ l\ und /\ !B' seien zwei äußere Algebren über l\ bzw. l\'. 

Eine lineare Abbildung 

ep: /\ B ➔ /\ '8' 

heißt Darstellung von/\ l\ in/\ II', wenn für alle 

~'~ E /\ l\ gilt 

ep(~A~)= ep(~)Aep(~). 

150. Es seif E Hom(m,m'). Dann gibt es genau eine Dar
stellung 

r": /\ l\ ➔ /\ l\' 

r"( r )=f( r) für alle r E l\. 

151. Geometrische Anwendung: Es seien u1= H[a1 , ••• ,or], 

u2=H[b1 , ••• ,bs] Unterräume von m. Dann gilt 

u1nu2=(ol o (a1 A ••• Aor)A(b1 A ••• Abs)-/- ~(r+s) 

152. Es seien 01 , ••• ,or sowie b1 , ••• ,br l.u. Vektoren aus l\. 

Dann gilt: 
Die r-Vektoren o1 A ••• Aor sowie b1 A ••• Abr sind genau dann 

l.a., wenn gilt H[o1 , ••• ,or]=H[b1 , ••• ,br]. 
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153. Es seien /\!ß und /\!ß* die äußeren Algebren des endlich
dimensionalen Vektorraumes !ß und seines Dualraumes ~*. 

Ferner sei ~ = ~ ~(r)E /\!ß, ~*= ~ ~*(r)E /\!ß*. 
r=o r=o 

Dann gilt 
p 

< ~,~* >:= r < ~(r), ~*(r) >, 
r=o 

wobei die letzte Summe gemäß 145. zu bilden ist. 

Duale innere Produkte 

Im folgenden ist !8 stets endlichdimensional und K=Cbzw. K=R 

154. Sei ~*E /\!B* fest gewählt. Dann wird durch fD(9*):=~*A~* 

ein Endomorphismus fD von /\!8* definiert. Ihm ent
spricht der duale Endomorphismus f von /\!ß, für den gilt 

<f(~),~*> = <~,fD(~*)> = <~,~*A~*> (~EA!ß,~*E /\!ß*). 

Das (außer von~ auch von dem festgehaltenen Element 

~* abhängige) Bild f(~)E /\!ß bezeichnet man mit 

~L ~*E /\~ und nennt es das rechtsseitige duale Produkt 

der Elemente~ und~*. Es gilt also 

< ~L~*,~*> = <~,~*A~*> für alle ~*E!ß*. 

Analog definiert man ein linksseitiges duales Produkt 

:J ~*E /\!8*: 

für al 1 e ~E /\!8. 

Dadurch wird dem Element ~*E /\~* bei festgehaltenem 

~E /\!8 wieder ein Element von /\!ß* zugeordnet. 
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155. Für die rechts-bzw. linksseitigen dualen Produkte 

gelten folgende Rechenregeln: 

a) (~+~) L~*= (~ L~*)+(~ Li*) 

b) ~L(~*+~*)=(~L~*)+(~L~*) 

c) ().r) L~*= ~L().~*)= ).(~L~*) 

d) ~L(~*A~*)=(~L~*) L~* 

a * ) ( ~+ ~) J ~ * = ~J ~ * + ~ ~ * 

b *) ~J ( r * + ~ *) = ~J ~ * + ~J ~ * 

c*)().~)J~*=~J ().~*)= ).(~J~*) 

d*)(~A~)J ~*=~J (ai ~*) 

156. Es sei 9(p)ein p-Vektor und ~*(q)eine q-Form. 

gilt 

a) q ~ ~(p) 1.r*(q) ist der Nullvektor " p < 0 

p > q => 9(p) L~*(q) ist (p-q)-Vektor 

b) p > q ~ ~(p)J ~*(q) ist die Nullform ~* 

p < q ~ ~(p)J~*(q) ist (q-p)-Form 

c) p=q ~ ~(p) L~*(q) = ~(p)J ~*(q) = <~(p)' ~*(q) 

157. a) Es sei p=q+r. Dann gilt (vgl.139) 

GI(p) L~*J(q)= 6J(q) ,K(r) • ~K(r) 
I(p) 

b) Es sei q=p+r. Dann gilt 

" " J('q) J(q) A K(r) 
bI(p) J b* = 6K ( r) , I (p) • b * 

- 53 -

Dann 

> ist Skalar 



Ist allgemeiner 

~(p)= ). I(p) ~I(p) E A p!l 

"J(q) 
~*(q)=µJ(q) b* E /\ 4 !l* 

so gilt 

c) p=q+r. • • ~(p) L~* ( q)=). I(p) 1-.LJ( q) 6J( q) ,K(r) ~K(r) 
I(p) 

I(p) J(q) A K(r) 
d) q=p+r •• r(p)Jr*(q)=>. l-'J(q)6K(r),I(p)b* 

158. Definition: Es sei dim !!=n, ferner sei 

*== b1 A ••• AbnE /\ n!l 

ein n-Vektor und 

einen-Form. 

Da dim /\n!l = dim An~* = 1 (vgl.137.), kann jeder andere 
n-Vektor bzw. jede anderen-Form als Vielfaches von 

* bzw. ~* dargestellt werden. 

Es gilt<~'**>= 1 (wegen 147) 
Dann heißt der (n-p)-Vektor 

erg* ~*(p) := ~L~*(p) 
die (duale) Ergänzung zu ~*(p) und die (n-p)-Form 

erg t(p) := ~(p)J ~* 

die (duale) Ergänzung zu ~(p) 

159 ~ - 6N(n) ~*K(r) 
• erg I(p)- K(r),I(p) 

r = n - p 

I(p) I(p),K(r)A 
erg * t* = 6N(n) lJK(r) 
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Allgemeiner gilt für ~(p)= ~I(p)~I(p) bzw. 

erg ~(p) = ~I(p) 6N(n) 
K(r),I(p) 

erg* ~*(p) = ~ 6I(p),K(r)~ 
I(p) N(n) "K(r) 

160. Die Abbildung 

erg: /fm ➔ /\n-p!ß* 

~(p) ~ 9(p).J ~* 

ist ein Isomorphismus und es gilt 

erg-1 /\n-p~* ➔ ff~ 

~*(n-p) ~ ~ L~*(n-p) 

daher gilt weiter 

-1 * erg*= erg ~ erg o erg = id;v>!ß 

und 
~ L( ~(p ).J ~ *) = ~(p). 

Analog gilt: 

erg*: /\p!ß* ➔ /\n-p!ß 

~*(p) ~ ~ L~*(p) 

erg *-1: /\n-p !ß ➔ ;v> ~* 

~(n-p) ~ ~(n-p)J ~* 

erg = (erg*)-1 ~ergo erg*=id/\p!ß* 

( ~ L~ * (p) ).J ~ * = 9 * (p) 
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161. a) ~(p) L~*(q) = erg*(erg ~(p)A ~*(q)) p;?:q 

b) ~(p).J ~*(q) = erg(~(p)A erg* ~*(q)) psq 

c) ~(p)A~(q) = erg*(~(p)Jerg ~(q)) p+qsi. 

d) ~*(p)A~*(q) = erg(erg*~*(p) L~*(q)) p+qsi. 

162. Ein p-Vektor zerfällt genau dann, wenn seine 
Ergänzung zerfällt. 

163. Ist U=H[r1 , ••• ,rp]c/ll = H[r1 , ••• ,fp,fp+i'•••,fn], so ist 
*p+1 *n erg(r1 A ••• Afp) = ~r "•••"f , d.h. der von den Faktoren 

der~erfallenden (n-Ij-Form erg(r1 A ••• Afp) aufgespannte 
o *p+1 *n . Unterraum U = H[r , ••• ,r] ist der Annullatorraum 

von u. 

164. Da jede 1-Form trivialerweise zerfällt, ist jeder 
(n-1)-Vektor zerfallend. 

165. Es sei ~(p) ein vom Nullvektor verschiedener p-Vektor 

und tl der von allen Vektoren ~ E l\ mit ~(p)A~ = ~(p+1) 
aufgespannte Unterraum von m. 
Dann gilt: 
a) dim tt s p 

b) r(p) zerfällt genau dann, wenn dim U = p. 
Ist U = H[ 0,1, ••• , op], so gilt 9(p) = ~a1 A. ••"°t> 

166. Es sei ~(p) ein zerfallender p-Vektor. Läßt ~(p) die 
beiden Darstellungen 

~(p )= r 1 "· •• "rP = ~1 "· •• "\lp 
zu, so gilt 

~i = aI rk mit det llaI II = 1. 
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p-Vektoren über metrischen Vektorräumen 

Alle Vektorräume seien wieder endlichdimensional 
und K=C bzw. K=R 

167. Nach 90. wird bei vorgegebener nichtausgearteter symmetri
scher Bilinearform ß für je zwei Vektoren r,9 E m das 
Skalarprodukt <r,~ = <r,f(9)> = ß(r,~) definiert. Mit 
dessen Hilfe definieren wir das (kommutative) Skalar
produkt zweier zerfallenden p-Vektoren (vgl.145): 

<r1A ••• Afp,91"'···"'\> := <r1"··•"'fp,f(\)4)A ••• Af(9i,)> = 

detll<r-, 9.>!1 = 
J. J 

• 

• 

• 

• • • 

• • 

• 

• 

• 

<r , 9 > p p 

Die Verallgemeinerung auf beliebige p-Vektoren liegt auf 
der Hand. 

168. Ist~ speziell unitär (euklidisch), so ist <r,'J> = f\) 

das unitäre (euklidische) Skalarprodukt. Ist speziell 

ri = \)i, so stellt 

r1 r1 • • • r1 rP 
• • 

( r 1 A ••• "r P ) ( r 1 A ••• A r P ) = • • 
• • 

fpf1 • • • fpfp 

als Wert der GRAM'schen Determinante das Quadrat des 
Volumens des von r1 , ••• ,fp in~ aufgespannten 
Parallelotops dar. 

169. Nach 140. bilden die Vektoren ~I(p) (vgl.139) eine 

B · An G ht ·· bj cjkb asis von;~~. e man vermoge =p k' 

- 57 -



170. 

b-=ß .. bj (86.) zur reziproken Basis von~ über, so 
l. l.J 

stellen die p-Vektoren 

die zu den tI(p) reziproke Basis von /\P~ dar. 

Für die Umrechnung gilt 

/\J(p)_ AJ(p) ,K(p)~ " 1.J(p) 
1" -u UK(p)' "I(p) = AI(p),J(p)b 

Dabei bedeutet: 

~j,t, k., 

t/Cp) ,K(p) := : 

• • • 
~j_, ki, 1sj1< ••• <jps n 

• 
• 
• 

• • • ßjPkP 1 Sk:1 < ••• <kp s n 

ß. . 
14: ~ 

• • • ß. . 
l.,1 J p 1si1< ••• <ips n 

• • 
AI (p ) 'J (p ) : = • • 

• • 1sj1< ••• <jps n 
ß. . • • ß. . • 

l.p J1 l.p Jp 

<~I(p) '~(p)> = 6I(p) ,K(p) 

<tI(p) '~(p)> = AI(p) ,K(p) 

t ~(p) 
< I(p)' > = 6K (p) 

I(p) 

<~I(p) ~ > 
' (p) = ~~~~ 
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171. Sind ~(p) =XI(p)tI(p)= ÄI(p)~I(p) und 

zwei beliebige p-Vektoren, 

so kann ihr Skalarprodukt 167. durch Hinauf-bzw. Herunter
ziehen der Indizes I(p) bzw. J(p) vermöge 169• folgende 
Gestalt annehmen: 

A ) 6 I(p) J(p) 
<r(p , 9(p)> = x µ. AI(p) ,J(p) = 

I(p) 
Ä µ.I(p) = 

= ÄI(p) µ.I(p) = XI(p) µ.J(p) AI(p), J(p) • 

Rechtsseitiges bzw. linksseitiges inneres Produkt 

1 m ist endlichdimensional, K= C(~) j 

172. Identifiziert man mit Hilfe des Isomorphismus 
f:!! ➔ !!* (vgl.90) die Vektoren r E !! und 
f( r) E m*, so kann man aus den dualen Produkten 154. 
mit Hilfe von 141. je zwei Vektoren~'~ E meinen 
dritten Vektor E /\~als rechts-bzw. linksseitiges 
inneres Produkt zuordnen: 
Rechtsseitiges inneres Produkt 

~(p) L.~(q) := ~(p) L1q(~(q)) 

Linksseitiges inneres Produkt 
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173. Rechtsseitiges inneres Produkt der Basisvektoren 

(p=q+r) 

a) ~I(p) L~J(q) = 
K(q),L(r) Q 6r(p) 6J(q),K(q) L(r) 

b) ~ LtJ(q) 
I(p) = 6J(q) ,K(r)\: 

I(p) (r) 

c) ~I(p )L,,t 
J(q) = I(p5 6J(q ,K(r) 

~(r) 

d) ~I(p) LtJ( q) = 
I(p) 

6i( q), L(r) 
l1J(q) ,K(q) fI.tCr) 

174. Für das rechtseitige innere Produkt eines p-Vektors 

und eines q-Vektors 

~(p)= ). I(p )~ 
I(p) = ). ~I(p) 

I(p) 
P = q+r 

~(q)= ,_pc q),i JC q) 1,J( q) 
= µJ(q) 

erhält man durch Anheben bzw. Senken der Indizes 

C-(p) L'\q)= >-.I(p\/Cq) l1 6K(q),l,(r) ~.L(r) = 
• lJ J(q) ,K(q) I(p) 

= ).I(p)µJ(q)öi~i~,K(r)~K(r) = 
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175. Linksseitiges inneres Produkt der Basisvektoren (q=p+r) 

a) ~I(p)J ~J(q) = A r,K(q) 
J(q),K(q) 1(r),I(p) 

t1Cr) 

b) t J &J(q) 
I(p) = 6J(q) tLCr) 

l,(r), I(p) 

c) ~I(p) J t = 6K(r), I(p) 
~K(r) J(q) J(q) 

d) &I(p) J tJC q) = AJ(q) ,K(q) 6L(r),I(p)t 
K(q) I,(r) 

176. Für das linksseitige innere Produkt eines p-Vektors 
und eines q-Vektors 172. erhält man durch Anheben 
bzw. Senken der Indizes (q=p+r) 

9(p)J ~(q)=>.I(p)i./(q) A 6K(q) &L(r) = 
J(q),K(q) 1,(r),I(p) 

=>.I(p)µ 6J(p) ~1,(r) = 
J(q) 1,(r),I(p) 

_ ). µ J ( q) 6K ( r) , I (p) ~ 
- I(p) J(q) "K(r) = 

-). µ 6J(q),K(q) 6~(r),I(p)~ 
- I(p) J(q) K(q) 1'(r) 

(p=q+r) 
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178. Die Ergänzung eines p-Vektors ist ein (n-p)-Vektor. 
Es gilt (n=p+r) 

*~(p) := erg ~(p) := ~(p)J~=).I(p) 6N(n) tK(r) = 
. K(r),I(p) 

_ ). 6K ( r) , I ( p ) ~ 
- I(p) N(n) K(r)• 

Der Endomorphismus 
von '(p). 

II II 

* von /\m heißt GRASSMANNsche Ergänzung 

179. Die GRASSMANNsche Ergänzung eines p-Vektors hängt von 
der Wahl der Basis ab. Im euklidischen Fall ist 6 > 0 

(vgl. 109). Der n-Vektor 

~ : = ; • ~ = ~ ~N (n) = Jr tN (n) 

ändert sich nicht bei Übergang zu einer gleich orientierten 
Basis. Man definiert dann 

*~(p) = ~(p)J ~ = .fi. ). I(p) 6N(n) ~(r) = 
K(r),I(p) 

= 1 ). 6K(r), I(p)~ 
Jr I(p) N(n) uic(r) 

(n=p+r) 

180. Es sei U = H[b1 , ••• ,bp]c/~ = H[b1 , ••• ,bp,bp+1 , ••• ,bn]. 

Dann gilt 

( ) ( 1 )P(n-p) /& p+1 n 
* b1 A ••• Abp = - · vflb A ••• Ab 

d.h.: Bildet man aus den Basisvektoren des p-dimensionalen 
Unterraumes U einen p-Vektor, so spannen die n-p Faktoren 
seiner GRASSMANNschen Ergänzung dessen orthogonales Komple
ment UJ.auf. 

181. Der euklidische Vektorraum m habe die Dimension n=3. 
Dann gilt für f,~ E m: 
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SYMMETRISCHE TENSORALGEBRA 

Die Dimension von m sei beliebig (n ~ ~), K=C oder K=R 
~---------------,·-·-··----,·---~----.... 

182. Definitionen: Ein Vektorraum m heißt p-te symmetrische 
Potenz des Vektorraumes~, wenn eine p-symmetrische Ab

p 
bildung cr: X m ➔ m existiert mit folgenden Eigenschaften: 

i=1 
p 

S1. 'm = H( o( X m)) 
i=1 

S2. Zu jedem beliebigen Vektorraum I und jeder beliebigen 
p 

p-symmetrischen Abbildung u: X~ ➔ l gibt es eine 
i=1 

lineare Abbildung f:m ➔ I, sodaß gilt u = foa. Man 
bezeichnet auch die lineare Abbildung f als symmetrisch. 

Man schreibt dann: 

~=V Pm= 'ßV,n.vm 

und setzt per definitionem: V 0 m = K, V 1 !8 = in. 

o heißt die zur p-ten symmetrischen Potenz von m gehörige 
kanonische Abbildung. Die Elemente von vPm heißen · 
p-symmetrische Vektoren. Die symmetrischen Vektoren der 
Form o-(:1 , ••• ,rp) nennt man zerfallend und schreibt 

O'(f4,•••,fp) = f4V ••• Vfp• 

Das allgemeine Element von vPm hat die Bauart (alle 
Summen endlich): 

183. Aus der Linearität von o folgt: 

f 4 v ••• V ( f i + ~i) v ••• v fp = f 1 v ••• v f i v ••• v fp + f 1 v ••• v ~i v ••• v fp 

,.,,v ••• v(>..r,)v ••• vr =>...r_.,,v ••• vr.v ••• v,. 
1 l. P I J.. P 
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Aus der Symmetrie von o folgt: 

184. Die Bedingungen S1. und S2. von 182. sind äquivalent 
der einzigen Bedingung 

p 
S. Ist u: X m ➔ I eine beliebige p-symmetrische Abbildung 

i=1 
in den beliebig gewählten Vektorraum I, so existiert 
genau eine lineare Abbildung f:m ➔ l mit IJ = f o a 

(Zerlegungseigenschaft). 

-185. Es seien vPm und vPm zwei p-te symmetrische Potenzen 
überm. Dann existiert genau ein Isomorphismus 

r1v ••• vrp 

sodaß gilt: f o a = 'ä. 
Die p-te symmetrische Potenzübermist also bis auf 
Isomorphismen eindeutig festgelegt. 

p 
186. Hilfssatz: Es seiµ: X~ ➔ meine p-lineare Abbildung 

i=1 
in den beliebigen Vektorraummund f die durch T2.(34.) 

bestimmte Abbildung f: 00 Ptl ➔ m mit u = fo T. 1J ist genau dann 
symmetrisch, wenn 'Yfc kn f ist (vgl.111.) 

187. Existenz der p-ten symmetrischen Potenz. (~ P!J sei die 
p-te Tensorpotenz über~ und a die p-lineare Abbildung 

p 
a: X m ➔ ( @ p t1) /~ p 

i=1 
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Hier ist w: ® Pm ➔ ( ® Pm)/int P die natürliche Surjektion. 
Dann ist cr symmetrisch und erfüllt die Eigenschaften S1. 
und S2. von 182. 
Daher ist 

188. Die p-te symmetrische Potenz vP~ ist auf kanonische 
Weise zur Menge S( ® Pm) der symmetrischen Tensoren 
von® Pm isomorph. 
Für diesen Isomorphismus 'l' gilt 

'l' : V Pm ➔ S ( @ P ~) 

r 1 v ••• v r P ~ s C r 1 ®· •• ® r P ) • 

Demnach kann man die p-symmetrischen Vektoren mit den 
symmetrischen Tensoren identifizieren. 

189. Ist m = H[b1 , ••. ,bn] endlichdimensional, so gilt 

dim V Pin = (n+p-4 ) 
p 

190. Es sei~= H[b1 , ••• ,bn] endlichdimensional und 

" = xj k b. 
lrk Jk k=1, ••• ,p; jk=1, ••• ,n 

Dann gilt • • • 

• . 
• • b, v ••• Vb, 

l..f 1p 
• • 
xi-1. 

p . • Xip 
p 

Daher stellen die p-symmetrischen Vektoren 

b, v •• • vb. (1:si1:s ••• :si ~) wegen 189. eine Basis von 
1,f 1p p 

V Pm dar. 
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191. Es seien ~,im zwei beliebige Vektorräume und f E Hom(~,m). 
Dann gibt es genau eine lineare Abbildung 

~P: V P~ ➔ V P~ 

r1 v ••• vrp ~ f(;1 )v ••• vf(rp) 

~p heißt die p-te symmetrische Potenz von f. 

Per definitionem sei ~o = idK 

192. Es gibt genau eine bilineare Abbildung 

mit 

~ ( r 1 v ••• v r , ~1 V ••• v t, ) = f 4 V ••• v r v ~1 v ••• v t, p q p q 

Man nennt~ das symmetrische Produkt des p-symmetrischen 

Vektors ~(p) mit dem q-symmetrischen Vektor '(q) und 
schreibt 

~(~(p), ~(q))=: ~(p)v ~(q). 

Das symmetrische Produkt ist kommutativ, assoziativ 
und distributiv. 

193. Die direkte Summe 
00 

Vin:= EB ( V P!B) = Ke~ V 2 ~ V 3~ ••• 
p=o 

heißt symmetrische Algebra über in. 
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POLYNOMALGEBRA 

194. Die Indexmenge I sei die Menge aller n-tupel (k1 , ••• ,kn) 
mit k.E N. Wir betrachten die direkte Summe 

J. 

P := EB K =lf/f:I ➔ K, fast alle f(k1 , ••• ,kn)=OKJ 
n (k1 , ••• ,kn)EI 

Die Indikatorabbildungen (3.) 

f . (k1 , ••• ,kn)= 6k, ••• ökD 
( i,j ' • • • , J. 11, ) i1 i D 

bilden eine Basis von Pn(4.). Unter den Indikatorabbildungen 

betrachten wir speziell die Abbildungen 

f t.: = 
J. (0, ... ,1, .•. ,0). 

A 
i-te Stelle 

Wir definieren eine Multiplikation der Indikatorabbildungen 

f .f =f 
( i,f ' • • • ' i D ) ( j1 ' • • • ' j .D ) ( i1 + j 1 ' • • • ' i D + j D ) 

wobei 

e:= f (o, ••• ,o) 

als Einselement fungiert. Pn erhält damit die Struktur 

einer assoziativen, kommutativen Algebra. 
Die Abbildung 

stellt einen injektiven Homomorphismus dar, sodaß wir 
K mit H[e] identifizieren können. Speziell gilt e = 1K. 
Dann ist 

f 
(o, ••• ,k, ••• ,o) 

i-tt Stelle 

=f = 
(o, ••• ,1+ ••• +1, ••• o) 
~ 

k 
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= f • • • f = t1:= 
(o, ••• ,"1, ••• ,o) (o, ••• ,"1, ••• ,o) 1 

k 

daher 

f : t~,j • • • t!D 
(kt, , ••• ,ku) 

Dann nimmt(*) die Gestalt 

an. Pn heißt Polynomalgebra in denn Unbestimmten 

t 1 , ••• ,tn über K. 

Die Unbestimmten ti bilden zusammen mit e = "1K ein Er

zeugendensystem von Pn. Zweckmäßigerweise definiert man 

noch t~:=e="1K (i="'l, ••• ,n). Die Elemente p(t1 , ••• ,tn) EPn 

heißen Polynome in denn Unbestimmten t 1 , ••• ,tn. 
Polynome der Form 

t k1 1 ••• 

heißen Monome. Der Exponent ki heißt Grad der Unbestimmten 
ti in dem Monom, k:=k-,+ ••• +kn heißt der (Gesamt-)Grad 

des Monoms. Die Monome eines vorgegebenen Gesamtgrades k 

erzeugen einen Unterraum~ von Pn. Die Elemente 

p(k)(t-,, ••• ,tn) E~ heißen homogene Polynome vom Grad k. 

Jedes Polynom aus Pn kann in der Gestalt 

(alle Summen endlich) dargestellt werden. m heißt der 
Grad des Polynoms p(t1 , ••• ,tn). 

195. Es sei Pn(t1 , ••• ,tn) die Polynomalgebra in n Unbestimmten 

über Kund mein n-dimensionaler Vektorraum über K. 
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Dann gilt 

V~~ Pn(t1 , ••• ,tn) 

196. Ist Pn die Polynomalgebra in denn Unbestimmten 

t 1 , ••• ,tn über Kund~ ein n-dimensionaler Vektor

raum über K mit der vorgegebenen Basis ~=fb1 , ••• ,bnJ, 

so gibt es genau einen Isomorphismus 

g: vm ➔ pn 

b. ~ t. 
l. l. 

(i=1, ••• ,n) 

Die Einschränkung von g auf Vk~ ist ein Isomorphis

mus von vk~ auf den Vektorraum~ der homogenen 

Polynome des Grades k. 
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Die Vektorräume 13. = H[b.
1

, ... ,b. ] (i = 1, ... ,p) seien 
J.. i in i 

endlichdimensional. Der Tensor 

n
1 

n . . . 
® P 1 1 ... 1 k ... 1 

t = E ..... r Ä P 
i =1 i =1 1 p 

bl. ®·· ·® bk. ®·· ·® b i· 
1 1 1 k P p 

p 

aus (8) ni 
'\il ... jk ... ip 

zerfällt genau dann, wenn für jedes 11. "1- 0 

i=l 

bei festem kund festem jk für 

i
1 

= 1, ... ,n1 und 1 "1- k jeder 

Ail ... pk ... ip 

A il ... jk ... ip 

'\ il ... pk ... ip 
jedes 11. 

Quotient 

unabhängig von der Wahl der i 1 ist. 

"1- 0 mit 



Es sei 

Ferner sei 
0 

t = E: l\ 0n20n3 
Zerfallen folgende Tensoren? 

1.Beispiel: 
0 

t:= Sb11®b21®b31 - Zb11®b21®b32 + 4 b11®b23®b31 - b11®b23®b22 + 

+ 24b12®b21®b31 - Gb12®b21®b32 + lZb12®b23®b31 - Jb12®b23®b22 

Es ist also 

ll21 = l122 = O 
I 

ll31 = 41 "-132 = -l, llll = S, ll12 = _21 

l211 = 24 , l212 = _6 "-221 = "-222 = O l231 = 12 "-232 = _3 I I 

k = 1, jl = 1 
l2i2i3 

l li 2i:3 

2 
= "-2 = xl 

1 1 
xl 

li12i3 
k = 2, j

2 
= 1 . 

1
. 

l 11 13 

2 

= l2 = x2 
2 1 

x2 

li13i3 

li1li3 

3 

l211 

llll 

= 3 * 

"-121 

"-111 

= 0 * 

= 

= 

"-212 

l112 

A.122 

"-112 

A.132 

= 

= 

= = 
"-112 

= "-3 
2 

x2 
= = 1 * 2 1 

x2 

A.i1i22 
k = 3, j 3 = 1 .. l 

l1112 

Setzen wir 

2 

= "-2 = x3 
2 1 

X3 
= _.1___ * 

4 

l132 
= --- = 

l131 

1 1 1 111 x
1

x
2

x
3 

:- l = 8 

Dann sind etwa folgende Zerlegungen möglich: 

l231 

l131 

"-231 

"-211 

= 

= 

= 

= 

"-232 

l132 

l222 

l212 

l232 

l212 

= 

= 

= 



1 2, 1 2, 1 2 ~ 
2 6, 3 1 2 1 

xl = X2 = X3 = xl = x2 = X3 = 2 
0 

d.h. t = !1®;r.:2®f3 zerfällt mit 
1 

;r;l = 2.bll+ 6h12' !2 = 2h21 + b23' !3 = 2h31 -2b32 % 

oder 

1 1, 1 2, 1 
4 ~ 

2 3, 3 1, 2 1 xl = x2 = X3 = xl = x2 = X3 = -
0 

d.h. 1 = r 10r 20;r.: 3 zerfällt mit 

!1 = bll+ 3h12' 12 = Zb21 + b23' !3 = 4b31 - b32 

® 

1 ist also ein zerfallender Tensor, die Zerlegung ist aber nicht 
eindeutig. 

2.Beispiel 
0 

t:= b11®.b21®b31 + b11®b21®.b32 - 3.b11®h23®b31 

:x.111 = 1, :x.112 = 1, :x.132 = -3, A.121 = :x.122 = :x.131 = :x.211 = 
= :x.212 = A.221 = A.222 = A.231 = A.232 = 0 

k 1, jl 1 
:>..2i2i3 A.211 A.212 A.232 

= - = = = :>..li2i3 :>..111 A.112 A.132 

2 

= A.2 xl 
= 0 ~ 

2 = 0 = xl 1 1 
xl 

k 2, j2 1 
:>..i12i3 A.121 A.122 

= = :>..i1li3 = = :>..111 A.112 

2 
:x.2 X2 

0 9 
2 0 = = = X2 = 2 1 

x2 

:>..i13i3 A.131 
0 et 

A.132 
-3 = = Äitli3 :>..111 :x.112 

® 

t zerfällt nicht 



BEISPIEL ZUR TENSORALGEBRA 

Die Tensoralgebra der Mul tilinearformen über einem endlichdimen-
sionalen Vektorraum 

Sei 11 = [b1 , ... ,bn] * __ .*1 *n 1 endlichdimensional und n - [b , .. . ,b J sein 

Dualraum. Wir betrachten für jedes p ~ 1 den Vektorraum der p -

Linearformen µ(p) c mp= Horn (~ D,K). Für p = 1 gilt dann m1 = TI* 
) = 1 

* und µ(l} ist dann eine Linearform ;r:. Für p = 0 gelte m
0

:= Kund 

µ(O):= idK. Ferner werde definiert: Das Produkt der p-Linearform 

11(p) mit der q-Linearform p(q) sei. die (p+q)-Linearform 

Li ( ~ · µ ( q, : = 11 ( p+~, 

für die gelte: 

[/l(p) .p(q)] (Tl' ... ,rp,r:p+l' ... ,rp+q) := 

/l(p+q) (;r:1, · .. ,;r:p+q) := /J(;r:l, ... ,;r:p) .µ(;r:p+l' ... ,;r:p+q}. 

Im Falle p = 0 oder q = 0 bedeutet die Multiplikation einfach die 
Multiplikation mit einem Skalar. 
Das so def. Produkt ist assoziativ aber i..a. nicht kommutativ. 

[~':).:[~.(;.~_:_µ(:,.:] = [~-~~p~.µ(q)]./J(r) 1 
Beweis: 

{t.i ( p ) . [ /1 ( q ) . µ ( r ) ] } ( r: l , . . . , r p , r p + l , . . . , r p + q , I p + q + J. , • . • , :r: p + q + r ) --

= µ(p){r:1, ... ,rp).[µ(q).µ(r)] (Ip+l'" .. ,:r:p+q+r} = 

- p(p) Ul, ... ,.r:P) .[µ(q) (rp+l' ... ,rp+q) .µ(r) {:r:p+q+l' ... ,:i:p+q+r)] -

- [p(p) (:r:1, ••• ,:r:P) .p(q) (:rp+l' ... ,rp+q)] .p(r) ([p+q+l' ... ,rp+q+r) = 

-· { [ 1-' ( P) · 11 ( q) ] · 11 ( r) } ( r 1' · · · ';r: p' ::r: p+ 1' · · · 'r p+q' r p+q+ 1' · · · 'r p+q+r) 

Speziell ist für 

*1 *p = :r:. (r
1

) •• • r (:r: ) . ·• - . p 

r 
1 Die np speziellen p-Linearformen 

1 eine Basis von llp dar. Daher ist 

Beweis: 

bk 1 ••• bkp E m 
p p 

di.m m - n . p 

stellen 

E . r -s sei i- n1 1
bji' i = 1, ... ,p. Dann gilt für ein bel. p E mp 

j1 jp 
p ( :r, 1 , . . . , :r: p ) - X 1 . . . xp . p ( b j 1 , • • • , b j P ) • 

Setzt man zu Abkürzung 

µ(b., ... ,b.)=:>... . 
]1 ]P ]1 ... Jp 

1 



:.Je) gilt 

jl jp 
/1 ( Tl , .. . , T ) :: A . . • X]. • • • X 

p ]1 .• • Jp . p 

1. Die tk 1 
•• _Skp bilden ein Erzeugendensystem von m : 

p 
Es werde definiert: 

v:= l .Sk 1
_ •• tkp E ill 

k1 ... kp p 

( II) 

dabei wurden die A der gegebenen p-·Linearform (11) entnommen. 
k1 ... kp 

Dann gilt: 

P(r:
1

, ... ,() - p 
j1 jp *kt *kp 

- 11.k k • x
1 

••• x ( b ••• h ) ( b . , ... , b . ) ::: 
1 ... p p ]1 JP 

. j1 jp *kt *kp . 
11., k .x

1 
••• x .b (b. ) ••• b (b.)::: 

tl.l •.. ~J> p ]1 ]P 

j1 jp ~kt ~kp 
-- 11. 1 k • x

1 
••• x . u . • •• o . --

_.z 1 ... p p ]1 JP 

jl jp 
11.. . .:x.

1 
••• x· 

JJ •.. Jp p 

Daher v - p. 

. tk1 *kp . 
2. 12.:!.~ ___ .!::~---- ••• b sind 1 inear unabhängi~: __ 

*k1 *kp *k1 tkP . 
ok, k • b •.• b : :::: zo 9 (Tk k . b •.• b ( h . , ... , h . ) = OK 9 

1, •• p 1 ... p ]1 JP 

.. ~kt ~kp_ 
0 k k • tJ • • • • l/ · - O K 9 a k k = O K ·1 • • • p J 1 J p . 1 • • • . p 

Wir betrachten die p-lineare Abbildung 

t X 'B* 
i = 1 

*l *p ( r , . . . , r ) 

m 
p 

*1 *p -------) r ... r 
T. erfüllt die beiden Eigenschaften 

r f/ ) .. *k1 *kp *k1 *kp Tl: H T.( AD*) = mp , da die r(b , ... ,h ) = h ... b eine 
1.. j ,~ j 

T2: 

Basis von m sind. p 

dimm p 
da es gerade so viele Basiselemente gibt. Nach 

Sätzen 18 und 19 ist daher 

mP =· (2$)P 1J* 

das Tensorprodukt der D* 

Man kann daher die p · Linear formen als Tensoren auffassen. Die 
Algebra 

K B* (Ei m
2 

G) m
3 

':rl • 

nennt man die Tensoralgebra der Multilinearformen in D oder die 

Algebra der kovarianten Tensoren übern. 

2 



Die Größen A. . aus (111) sind die Koordinaten des kovarianten 
J'l. .. JP 

Tensors 11 ( p) . 

Betrachtet man die Multilinearformen über D*, so erhält man ganz 
analog die Algebra der kontravarianten Tensoren über Il. 

3 



Anwendung des l-Tensors und des Maßtensors ß im euklidischen n3 

Es sei 'B:::: {b
1

,h
2

,b
3

} eine beliebige Basis und ::B 1 :::: 

die reziproke Basis bezüglich ß in einem euklidischen n
3

. Dann hat 

der Maßtensor 13 

die kovarianten Koordinaten ß . . = {1 .. = b,b. 
l] Jl l J 

die kontravarianten Koordinaten ßij = t3ji = bif) 
---"~-----·-

die gemischten Koordinaten f'i = {3~ = ö~ b.bj ") -j J J .l 

Es gilt 

ßu. ß ß13 
/311 ß12 ß13 01 52 03 

1 1 1 12 
1 [i21 (122 e23 öl 02 03 /), 

ß21 r1 {5 >o, 1 , __ 
22 23 b. - ,) -

2 2 2 

ß31 ß32 ß33 
ß31 {132 {13 3 

01 02 53 
3 3 3 

Es sei nun n = (123) 
ijk eine beliebige Permutation, die wir auf die 

Zeilen bzw, Spalten obiger Determinanten anwenden. Es ergibt sich 

L\sgn n 

_ sgn __ n _ 
b,. 

sgn rr --

1 
ß. ~ 

l.1, 
1 (' 

-- 1 13 • 1 
1 J~ 
1 t:l, , 
j KJ. 

1 ~ ßJ.,.J., , 

f32i 

~i3i 

,51 
1. 
1 ,·-'-

<) • 

J 
51 
'k 

ß . .., 
lL. 

13 
j2 

ßk2 

/31.j 

{32 j 

ß3j 

ö~ 3 o. 
l 1. 

52 
l • ö~ 

J J ,., 
03 

()~ k 

Nach Satz 110 gilt 

ß i3 
{3 • 3 

J~ 

f\3 

1 'I rAK ) 

ß2k 

f-33k 

ijk . s_g_p n_ s g_R-!.!_--,ß L -· 

.ß 

f = sgn n . .fE - 6 sgn 
rst 

_,. {'X 

. 1 Tl----

{X 

Für den ~-Tensor gilt daher 

Zeilenpermutation 

Spaltenpermutation 

Zeilenpermutation 

1 • 

fil j p-lk wll 
; 

f2i 
,, . 

{:12k 
) w"-J 

f33i f'3j ) ß3k 

1 
{J rl ßr2 {:; r 3 

- (1 s1 ri s2 ßs3 
ß 0 

f\2 ßt3 1't1 

f = ijk 
f . b . ~lb . ( >b 

1.. J k 
__ .')r •.·!)s,., t C l 1,.J. "''i.0 

rst 

1 



Daraus folgt 

LGE 
_ijk b. ~,b . @bk 0br@b 8 c::,)b t: .,_ L (:., 

rst l J 

i '1 fi ? {j r 3 ! 1 ~ 
fJl j 111k i f r 1 r~ 1 ß.-.J.. 

fJ l\;;2 ß ß2i 2· fl2k f · • - b ·· r r ··r 8 0t t --· sl s3 ß ] ) i ,·Jü j (')1 k Q.l ') (y ) V ) -
ßtl f\2 r3t3 ß3i fi 3 j ß3k 

Daher gilt 

r 
()j ok i Öl 

r r r l 
Eijk E ::: 3i c) 3k 

rst s s s 
()i oj ok 

t t t 

Verjüngt man das Produkt E®E nach dem 3. 
oberen Index, dh. bildet man 

unteren und nach dem 3. 

3 ... 3 -i j k b. . ,. "t . 1- r ,,i s. • t ) v
3

(,:.,,JL) =" (f- c .C·.lü.<·J.\l ,Yl ,r,ü ii)ü -
v 3 ' · · r s t 1 J -k -

- ~ijk Ersk bi0hj0br0bs 
( #) 

so folgt 

bl, öj c/ 
r r r 

ijk 
C öi c) ,:,k 

5k c'l 02 03 L. 
rsk 

- C. 

3 s s s wegen - )1 + + = 

ci >;j 
k 2 3 

3 
k lk 

Entwicklung nach der 3.Zeile ergibt: 

cijk Ersk = Öi(ojök - Ökoj) - okj(oiok - ökoi) + 3(Öioj 
k r s r s r s r s r s 

= ( <>joi 
r s 

also 

cijk 
oi öj 

C 
r r = rsk tsi oj 
s s 

2 



Weitere Verjüngung von(#) ergibt 

v~(rijk E:rsk t1i@!2/;ibr@!2s) = E:ijkf:rjk hi@.br 

Daraus folgt 

Eijkc 
öi öj 

3Öi 8~8~ r r = = rjk ö~ 3 
r ] ] 

] 

also 

- 38i 
r 

Eine letzte Verjüngung von(##) ergibt schließlich 

(##) 

l ( . i j k .. i c.•h·' .. lr ,1 v1 L c .k ü vl 
= .ijkr = 2~1.· = 6 

L cijk <Jl . Konstante 
. rJ i-

Ferner gilt 

Denn es ist 

E. k JS 
= 0 

Formeln der Vektorrechnung in Tensorschreibweise 

Es sei B ~ {h ,h ,b} eine beliebige Basis des euklidischen D3 , ß 

der zugehörige Maßtensor, H' = {b
1 ,t

2
,b

3
} die reziproke Basis. 

Dann gilt je nach Wahl von kovarianten oder kontravarianten Koor

dinaten 

{1 -- ß .. 
1.J 

.; 

•·iili,,,h j -: .l ,,.,, .~. --· 

X ::: x--'-b. = 
.1. 

b . , 
J 

Es sei nun 

Verjüngung ergibt 

k 
X 

r '~ ( L ~'-~. --~-~-----. =--x-~-y--i=•-=-;r:--!)-, ____ S_k_a_J __ a_r_p_r_o_d-.u-k-·. t-7 

3 



Natürlich kann man auch auf andere Koordinatentypen umrechnen: 

Wir betrachten 

Verjüngung ergibt 
') 
,,) ( v
2 

L o r (1 l) ) 

Nochmalige Verjüngung liefert 

usw. 

b. ~,ü .ubr 
l J 

" . 'k . 'k ,.~ ( .1.J •· b •'C\f-)r) - cl,J b ::: vl L xryk d, ",vY,C - L, X .yk ' . 
. l -J = J 1. 

i 1 ' 
(31 j ßJ.kj li ßlj ß1k l w·i ß x. yk 

{ß 
'J .. ; 

f1 2 j fJ2k {! f2i 
-, . J {12k · w-•-'- x .ykl). ::: ß,:. J •• J). - ) ,ls., yk -

ß3i {>3 j {13k 
J .l. 

ß3i 
3 . J 

ß3kyk 
l 

ß Jx. 
J 

1 • 1 11 J ' 1 • [1.L -
! ' .K y 1 
1 -, • 2 2 ! ' 1 2 3 3 2)f1ib ~( 3 1 1 3)ß2ib + ,{K : w:.i fE l ( X 1 t X y i 1). .,_, y X y 'J ..• • X y -x y - .. 

1 f33i 3 y31 l 
l l 

X 
+(xly2-x2y1)ß3ihi] :::: 

f 2 3 3 2 1 3 1 1 3 2 1 2 2 1 31 - ,f'K ; ( X y --x y ) h -!-( X y -x y ) h + ( X X -x y ) b --
1 
L -

,1 z 1b 

---V---' 

Z3 
Der letzte Ausdruck stellt das Vektorprodukt ij = rxg der beiden 

Vektoren r:,rJ durch seine kovarianten Koordinaten z 1 dar, 

und r) beide 

gegeben sind. 

Es gilt also 

durch ihre 

ijk 
L X .y, b. ::: 

J K l 

kontravarianten Koordinaten 

l 

wenn r 
. k 

XJ ,Y 

Der Zusammenhang zwischen den kovarianten Koordinaten des 

Produktvektors J und den kontravarianten Koordinaten der Faktoren 

r, IJ lautet 

Indizes i,j,k durchlaufen den Zyklus 1,2,3 

Die obigen Ausdrücke können durch Hinauf- oder Hinunterziehen von 

Indizes die verschiedenartigste Gestalt erhalten. 

4 



Der Entwicklungssatz von GRASSMANN 

Wir untersuchen das Vektorprodukt (:rxg)x3 
.. k 

l··.= ,_·.V" - Cl] X y b " ' " ~; - ... . j k -i 

Daher 

- c r s t u z t) :::: c r s t ( t i j kx . yk ß. ) z t b 
s t r J is r = 

.rst il jm kp_ _ = c (ß ß ß c1 )x.ykß. zt -mp J lS 

rst_ il _jm _kp = t. c l ( ß ß . ) ( ß x . ) (fJ yk ) z b = mp is J t r 

rst 1 m ypz h rlt m ypz b .. trL m p b -- L i:-.lmp () X ·- l: Ll X - L Cl X y z s t r mp t r mp t r 
L = 

t r m = -- b = {Ötor ypz U> txm) ( or P) z b - ( o t yp ) ( ö r xm ) z .b o ·o·· , X mp Pm t r m py t r p m t r 

t r . 
... X y Z 0 

t r 
t r f: t r y x zt1r = (x zt)(y br) 

-· (;ci3)l'.) -- (r>3):r 

Dem Entwicklungssatz von GRASSMANN 

(:rxg)x3 = (:r~)g - (g3):r 

entspricht die Tensoridentität 

Dreifachverjüngung von 

ergibt 

xl X X3 '") 
;.. 

·-· 

= 

.. k ~~ _sgn __ n._ l 
lJ X X Z :::.:i xrr ( i ) Y rr { j ) 2 n ( k ) = -,[K Y1 Yz Y3 ::: (r,r),r;) 'i j k fK 

zl z2 Z3 

5 



Anwendung der Multivektoren auf die projektive Geometrie 

Nach Satz 152 gilt: 

H[f.::,, ... ,r.r] ::- H[111 , ... ,11r] Crt r. 1A ... Air = ln1A ••• Ar\, 
Da ein UR als p-Raum interpretiert werden kann, kann jedem p·-Raum 

ein zerfallend~~ Multivektor zugeordnet werden. L.a. Multivektoren 

stellen denselben p-Raum dar. 

?rojektive Punkte: X= H[r] ... r = Xihi = XOh0 +X1b1 +X2h2 +X 3h3 

1(1) und 8(1) stellen denselben p-Punkt dar, wenn ~(1) = 18(1) 

ist. Die Punktkoordinaten xcx0 :x1 :x2 :x3 ) sind daher homogen. 

Pr«?.J~k._~_i.y~ ~~E~ci~n_: g :7. H[;:,.:1}, r. :: Xih., I) = Yjh. 
l. J 

Nach Satz 140 gilt 

xi1 i2I 
l.• ·1 • 2 I b . /\h . :: y l. .L1 l.i'. 

: lOlb Ab +1° 2b Ab -1-1° 3b Ab +1 23b Ab +1 31 .b Ab +112b Ab 
0 1 0 2 0 3 2 3 3 1 12 

Die homogenen Größen (Achtung auf die Reihenfolge der Indizes!) 

sind die PLUCKER - Koordinaten der p-Geraden. 

Für den die p-Gerade 9 festlegenden zerfallenden Bivektor ---··----~ ·--
gilt nach Satz 131 für den zerfallenden Produktvektor: -------------·----•- ---

/\ /\ A 
g(2) A g(2) = 0(4) 

d.h.es ist 

(XOlb Ab 
0 1 

+1° 2 0 Ab 
0 2 

+1° 3b Ab 
0 3 

+123b Ab 
2 3 

+131 b Ab 3 1 
p. Olb Ab 

0 1 
+x02b Ab 

0 2 
+1° 3b Ab 

0 3 
+x23b Ab 

2 3 
+x31 b Ab 

3 1 

= {101x23 + x02A31 + A03x12)b /\h Ab Ab = ~(4) 
0 1 2 3 

+l12b1Ab2)A 

+x12b Ab) 
1 2 

$(2) 

= 

Die PLUCKER-Koordinaten einer Geraden genügen daher der 

PLÜCKER-Bedingung: 

1 



1 401423 + 402431 + 4oJ412 = 0 1 

ACHTUNG: I.a. wird das äußere Produkt eines nichtzerfallenden 

Bivektors Sc2) mit sich selbst ?icht verschwinden (gilt allgemein 

für Multivektoren, vgl. Satz 144.f) 

Die Linearkombination zerfallender Bivektoren stellt 
wieder eine p-Gerade dar, wenn die den zerfallenden 
Bivektoren entsprechenden Geraden durch denselben 
Punkt gehen. 

A 
gi(2) :: SAfl. 

l. 
i = l, ... ,r 

t>..$.(2) = 
i -?t l. l. 

2 ). . (SAQ • ) = sA(t >..a.) = 
i ~1 l. l. 

5/\Q 
i=1 l. l. 

t 1 
0 

Die Linearkombination zerfallender Bivektoren, deren 
entsprechende p-Geraden in derselben p-Ebene liegen, 
stellt wieder eine Gerade derselben Ebene dar 

Je zwei Geraden derselben p-Ebene schneiden einander in einem 

Punkts. Die Linearkombination dieser Bivektoren stellt eine Gerade 

durch diesen Punkt in der Ebene dar 

t l.~.(2) = 1 181 (2) + 1 282 (2) + t l.a.(2) 
i~1 l. l. i~3 l. l. 

= SAQ + t° 1.8.(2) 
l fJ l. l. 

a 
Alles weitere durch Induktion 

?chnittpedingung zweier ~~E-ade~~ Es seien 

~( 2) = l Olb Ab +l 02b /\h +>,. o3h Ab +). 23b Ab +l 31b Ab 
01 02 03 23 31 

~ ( 2) = #.LOlb Ab +µ02b /\b +µ03b Ab +1.123b Ab +µ31b Ab 
01 02 03 23 31 

zwei zerfallende Bivektoren. Dann gilt ~(2)A~(2) = 
01 02 03 2 31 12 

(l boAhl +l ho/\b2 +l b0Ab3 +l h2Ah3 +l b3Abl +l b1Ab2)A 

01. 02 03 3 31 12 = 
A(µ boAbl +µ b0Ab2 +µ b0Ab3 +µ b2Ab3 +µ b3Abl +µ b1Ab2) 

= (101µ23 +102µ31 +103µ12 +123µ01 +131µ02 +112µ03)b Ab Ab Ab 
0 1 2 3 

Haben die beiden g-Geraden x = U1 [n1 ,a2 ] und y = ll2= H[b1 ,h2 ] 

einen lee~en Schnitt, d.h. ist u1,lll2 = {o}, so gilt nach Satz 151 

/\ A A : i(2)Ag(2) ~ 0(4) 

Im Falle des nichtleeren Schnittes gilt daher 

2 



101µ23 +102µ31 +103µ12 +123µ01 •131µ02 +112µ03 _ O 

Schnittbedingung zweier Geraden 

Sind die Geraden identisch (i(2) = ~(2)), so reproduzuiert sich die 

PLUCKER-Bedingung, 

Ein beliebiger nichtz~.1:-~.!!!.l~_E._?e_!' Bivektor stellt keine 
p-Gerade dar 

Es sei etwa 

A{ ) Olb . +'\ 02h .,, .r. 2 :: ). ... OAhl A ,u. 0 2 

nichtzerfallend. Die (zerfallenden) Basisvektoren 

Gerade dar. So gehen die· den Bivektoren h0Ah1 , 

entsprechenden Geraden durch den Punkt B0 ~ 

Linearkombination 
A 01 02 03 q ( 2) ::: 1 b0Ab1 +1 b 0Ah2 +>.. h 0Ab3 

b. Ab. stellen 
1 J 

b0Ah2, b0/\b3 

H[h0 ]. Deren 

geht daher auch durch a0 . Die den zerfallenden Bivektoren h2Ab3 , 

n3Ah1 , h1Ab2 entsprechenden Geraden liegen in der dem Trivektor 

h1Ah2Ab3 entsprechenden Ebene. welche durch die Punkte B1 =- H[b1 ], 

B2 = H[h2 ], B3 = H[h3 ) aufgespannt wird. Daher liegt die dem 

Bivektor 

t(2) = 1 23b Af) +>.. 31b Ab +112b Ab 
2 3 3 1 1 2 

entsprechende Gerade in dieser Ebene. Für den oben definierten 

Bivektor ~(2) gilt daher 

~(2) = 8(2) + tc2) ... Sc2), 8c2) zerfallend 

Bilden wir nun 

1 ( 2 ) A1 ( 2 ) =. ( ~ ( 2 ) + t ( 2 )) A ( a ( 2 ) + t ( 2 )) = a ( 2 ) A$ ( 2 ) + s ( 2 ) ~ ( 2 ) + 

$(2)AS(2) + fi(2)A$(2) = $(2)At(2) + (-1) 4$(2)At(2) 

Also 
1(2)A2(2) = 2.$(2)Aß(2) 

Da die Geraden g und h i.a. windschief sind, wird nach Satz 151 

die rechte Seite t ~(4) sein. Dann kann aber 1(2) nicht zerfallen 

(Satz 131) 

Schneiden aber g und h einander, so entspricht ic2) eine Gerade 

in der von g und h aufgespannten Ebene (s.o.) und es gilt 

$c 2 >11Sc 2 > ::: (Ä 01 h0Ab1 +1 °2b Ab +i 03b Ab > = 0 2 O 3 

= p. OlhOAhl +>.. 02b0Ab +>. 03.b Ah )A( 123b Ab +l 31b Ab 
2 03 23 31 

= (X011 23 + Ä021 31 + 1o3112)h Ab Ab Ab = 1(2)A~(2) 
0 1 2 3 · · 

3 

+i12b Ab ) = 
1 2-

= ~(4) 



Die PLUCKER-Bedingung 

1 01123 + 1 021 31 + 103112 = O 

ist notwendig und hinreichend dafür, da8 dem Bivektor 

~(2) = AOlb Ab +1° 2b Ab +1° 3 b Ab +123 b Ab +x 31 b Ab +x12b Ab 
0 1 0 2 0 3 2 3 3 1 12 

eine Gerade entspricht. 

A /\ A 
-~~~:!--~~~-~ Punkt-Gerade: g(2)Af.(1) = o(3) 

(A. Olh Ab +Ä 02b Ab ·t-1 OJb Ah +1 23b Ab +Ä Jlb Ab +Ä. 12h Ab }A 
01 0 2 0 3 2 3 31 12 

A(XOb +X1h +X 2b +X 3b) ~ = 
0 1 2 3 

-· (A.01X2·_Ä02x11-112x0).t,0Ab1Ah2 + (10lx3-103xl-Ä31XO)b0Ab1Ab3 + 

+ (102x3-l03x2~x23XO)b0Ab2A~3 + (l23x1+131x2+112X3)h1Ab2Ab3 -

Inzidenzbedingung Punkt- Gerade 

1 12XO xo2x1 + xo1x2 :: 0 
l23XO _ 1 o3x2 + 102x3 = 0 
1 J1xo 1 o3Xl + Ä.Olx:3 = 0 

l23Xl 1 3lx2 112x3 = 0 + + 

/\ 0(3) 

Das System ist für die xi nur nichttrivial lösbar, wenn 

Determinante verschwindet: 

x12 -Ä 02 ÄOl 0 
123 0 --). 0 3 101 -[101„23 + ,_02,_31 + ,_03).1212 

31 --l.03 101 ·-
···l 0 

0 l.23 l.31 l.12 

Es reproduziert sich also die PLtiCKER-Bedingung. 

pie projektive ~b~n~: l'x :c H(r,I>,i-1] n(J) :::: iAI)AiJ 

Ist 

die Koordinatenmatrix der 3 Punkte r.,g,~, so gilt nach Satz 140: 

I x~1 x~2 i:.J 

l, 
i 1i2i:1 

/\ x. h. Ab. Ab. Ä b. Ab. Ab. Cl ( 3} :::. y~1 Y7 2 y~3 = = 
l. 1 l.?. l.i>. J.1 l.2 J.l. 

< 1 < 1 
z1.1 z12 zl.:.l 

1 .; i ., < j -
l l. .1 1 ,. ., 

4 
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xo xl x2 xo xl x3 xo x2 x3 

= yO yl y2 
bOAbl Ab2 + yO yl y3 b0Ab1Ab3 + yO y2 y3 b 0 Ab2 Ab3 + 

zO zl z2 zo zl z3 zo z2 z3 

Xl x2 x3 

+ yl y2 y3 
b1Ab2Ab3 ::: 1°12b Ab Ab +'.A.OlJb Ab Ab +1°23b Ab Ab + 

zl z2 z3 
O 1 2 0 1 3 0 2 3 

+i123b Ab Ab 
1 2 3 

Als Koordinaten einer Ebene ergibt sich daher das homogene 

Quadrupel 

l.012 l.01 3 : l. 023 :l.123 ... Ebenenkoordinaten 

Inzidenz Punkt-Ebene: A A A 
Q ( 3 ) Ai ( 1 ) = 0 ( 4 ) 

cx012 b Ab Ab +1°13b Ab Ab +i 023b Ab Ab +i123b Ab Ab )A 
0 12 0 1 3 02 3 12 3 

A(XOb +X1b +X2h +X 3b): 
O 1 2 3 

= , 1 012x3 _ 1 012x3 + '.A.012x3 _ 1012x3)b Ab Ab Ah = ~< 4 > 
0 1 2 3 

Inzidenzbedingung Punkt-Ebene: 

s 



* Bei festem I) 

Anwendungen in der projektiven Geometrie 

c D* erfüllen alle f E n, für die gilt 

* * 0 (f,Q) = 0 M f E {ij} 

einen Unterraum der Dimension n-1 * (den Annullatorraum des g). Ist 
i * '-j ~ = x b. und ij ~ y.n, so stellt 

l. J 
* . *. <r,tJ) = x 1 y.(b.,.t.>J> = .. J l. 

die Gleichung dieses Unterraumes dar. 

i X y,: 0 
J 

Die Koordinaten von * J:) 

bezüglich der Kobasis stellen die Koeffizienten der Gleichung dar. 
* Man kann daher den Vektor ~g als Koordinatenvektor dieses 

Unterraumes betrachten.. Ein p-dimensionaler Unterraum >l wird 
p 

dann durch n-p Beziehungen 

*' <r.t>J> 
festgelegt. Der (o-p)-Vektor 

0 j = 1, ... , n--p 

*l *n-p " /\n-p ". l* t) /\ .. . M) "- 1 

bestimmt den Annullatorraum >i° = H[!1A ... A!n-pl von ll . p . p 
Spannt man >lp= H[.r. 1 , ... ,r.P] durch die Vektoren r1 , ... ,ipauf, so 

ist ll durch den p-Vektor p 
/\ 
:r.(p) = J:1"·. -"'fp 

nach den Sätzen 152, 165b eindeutig festgelegt. 

Nach Satz 163 entspricht erg f-i"··•"f-p der Annullatorraum n~. Nach 

Satz 163 gilt daher 
_ *1 *n-p erg r 1 A •. -"r-p - lr) "· .. /\IJ 

Die Koordinaten der f;j stellen daher die Koeffizienten der 

Gleichungen von ll dar. Nach Satz 161a gilt nun p 

" L" " " r(p) g*(q) = erg*(erg r(p) "tJ*(q)) p > q 

Wir betrachten nun den Fall, daß alle beteiligten Multivektoren 
/\ 

zerfallen. Dann stellt ;. { p) ::. fl t, . .. NP den Unterraum 

Up = H [ f.: l , ... , .t p] 

und t)* ( q) Agq den Annullatorraum 

>.1° =- H~t1A ... Atiq] = >l* n-q q 

eines (n-q)-dimensionalen ll dar. n-q 
A 0 

erg qp) legt den Annullatorraum UP fest. 

1 



Es sei nun 

(erg f:(p})ALJ*(q) t- o*(n·-p+q) 

Dann stellt nach Satz 151 (erg r.(p})A~*(q) den Unterraum 

>1° ,i) u0 von '13* dar . 
P n-·q 

Ist die Bedingung(*) erfüllt, so stellt 

1{p)L 8*(q) = erg*[(erg c(p))AQ*(q)] 

den Unterraum (}1°u,)l° ) 0 = >1 11'1 =: >l dar 
p n-q p n-q p-q 

Was bedeutet die Einschränkung(*)? Nach Satz 151 gilt 
A ~ A O 0 

(erg 1.lpJ) "}.!~ .. U1.L..t_o·k(~j?+g,),_~ Jlpn}.ln-q -- {o*} (:¼ 

(,} pPn>1° ) ·:, [u*} '.) r1 }l +-)j ~ n 
p n q p n-q n 

il + )] - r: ist also die geometrische Voraussetzung für die 
p n···q n 

Anwendbarkeit obigen Satzes auf Unterräume. Der Satz ist demnach 

nicht anwendbar, wenn gilt 

u + ll ~ n ~ dim p n-q .,. n 
()1 +U ) 

P n-q 
= dim ll + dim tl - dim 

P n-q 

- p + (n-q) - dim (}l nJl ) <n 
P n-q 

daher: dim(ll nll ) P n-q 

Es gilt demnach 

(Jl n)l ) -= 
P n-q 

> p-q 

Es seien t(p) = r 1 A ... A~P und LJ~(q) = t1A ..• A~q (p)q) 

zerfallende Multivektoren und UP=: H[i 1 , ... ,.rp] sowie 

U* := Hrri1 A ... A~q] die durch r.(p) und r1*{q) bestimmten 
q 

Unterräume. Ist 1(p) L ~* (q) = i(p··q) '1- f>(p-q), so ist 

n - )l -+- )1* 0 und für den durch ~ { p-q) festgelegten UR 
n P q 

)J gilt 11 .. 11 ;:U" 0 . 
p-q p-q p q 

?(p)L *"(q) = 1(p-q) = ä(p-q) 

dim (JJ nH*o) > p-q, dh. wenn 

gilt genau dann, wenn 

ll + u• 0 t ß ist. 
P q n t p q t..__ .......... ""'., _________________ _, 
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Dual dazu gilt der Satz 

Es seien ;:{p) :: 1. 1 A, .. t.rp und l)*(q) = t1 A ... A!q (p<q) 

zerfallende Multivektoren und llp= H[i 1 , ... ,rp] sowie 

ll~ = H[t1A ... AtqJ die durch i{p) und ~*(q) bestimmten 

Unterräume. Ist 2(p)J~*(q) = 1(q-p) ~ ~(q-p), so ist 

* O A* n = U +)1* und für den durch iJ {q-p) festgelegten UR n P q 

Jl* gilt U* q-p q-p 
0 = ll 11>1* • p q 

/\ J" " /\ r(p) a*(q) ~ ~(q-p) 7 o(q-p) gilt genau dann, wenn 

dim (>1°n>l*} > q-p, dh. wenn )J0 +H* 1 D* ist. 
P q P q n 

Es bleibt noch der bisher ausgeschlossene Fall p = q zu erledigen. 

In diesem Falle werden durch t(p) die beiden Unterräume 

>1 = H[.r.1 , ... ,J] und u0 = U* = (H[r1 , ... ,i ]) 0 , durch ~*(p) die P . -p P n-p P 

beiden Unterräume ll* = H{!1A ••. AiP1 und ll* 0 =ll =(H[!1A ... ~q] ) 0 
P . P n-p 

festgelegt. Dann gilt nach 16la,b und 156c 
A L I\ I\ /\ t(p) ij*(p) =- erg*(erg i(p)A~*(p)) = 

~ 1(p} J ~*(p) =erg(~(p)Aerg* ~*(p)) = (~(p),ß*(p)) = i E K 

Es sei ll nll* 0 ~ ll ~ [o] .Ist u1 , ... ,a eine Basis von ll so 
p p r- r r, 

kann si.e zu einer Basis c:t1 , ... ,nr,ur+l' ... ,apvon llp erweitert 

werden. Dann gilt 
I\ I\ 

J: l /\ , . - /\{ p :: p Cl l /\. . . Nl p . . . t ( p) = p Cl ( p) 

Da def iui tionsgemäß u1 , ... •'\ c u;0 ist, gilt 

i c:c 1, ... r; j = 1, ... p 

Nach 15Gc und 145 folgt dann 

/\ L /\ /\ A I\ /\ * . 
t(p) u•[p) ~ ✓ i(p),g*(p)> = P <n(p),~*(p)) = P detß<nigJ>HP = 

l , . *l> 
1 '·. 0 1 ' !) ' 

< *P'> ,a,tJ .. 
( 

< *.P'> ,u l'IJ. r+ 

t *P• , .Cl ,I) ., 
p 

0 

0 

3 

0 

0 

*P , (a l' l) ) r+ 

r 

-- 0 



Ist hingegen Jl nil* o :: { n} p p , so gilt 

" . * j> ·• ~- • , lJ 1:- 0 J. . 
1~1,.,.,p; j = 1, ... , p 

Daher muß in diesem Falle 

?.(p) L S"- (p) •- detllüi,;ij>II = X :t- O 

sein. Wäre nämlich X= O, so müßte eine Zeile der Determinante von 

den anderen linear abhängig sein; man könnte also diese Zeile 

durch Linearkon:binatlon der anderen zum Verschwinden bringen. Dann 
l gäbe ee aber e~tgegen der Voraussetzung Vektoren~=µ L. mit 

1. 
,._; 

(ij,QJ\ ~ 0. Dara~s folgt 

Ana1.og findet 

Ferner gilt; 

Daher 

U 11>1* 0 , .. U J. {o} ~ 1{p) L S*(p) = 0 
P P r 

>l 11il'"o - {o} ~ 1:(p) L ~* (p) ~ O 
p p 

man 
>Pn>l ~ }l {D* } 

/\ J A 
-= :t ~ J:(p) J:)•(p) = 0 

p p s 

,PnJl* {u* J " J " 0 ::: N ('.{p) If" ( p) :: 
p p 

U nU* 0 = >l ~ >P = (ll nU* 0 ) 0 = ,p + >l* 
PP r r PP PP 

rf'nU* p p 
* .::: ,1 ~ 
s 

>l*o= ()l°n>l* ) o = >l + >l*o 
s p p p p 

dim ll - dim(ll nll* 0 ) = dim ll + dim U* 0 dim(U +U* 0 ) = ___ r_ PP P P PP 

- p + {n-p) -dim U* 0 = o-(n-s) = s = dim U* 
5 S 

·-----------------------------
i 6( ) _ .· • ~*( ) _ *1 *P . Es se_en f p - f 1 A •.• A~P und~ p - q A ••• AQ zwei 

zerfallende Multivcktoren gleicher Stufenzahl und 

>lp = H[r 1 , ... ,rp], Jl; -;.- H[t 1 , ... ,tP] die durch 1(p) 

~nd ij*(p) bestimmten Unterräume. Ist dann 
/\ L A A J /\ {(p) IJ*{p)::: r{p) l}*(p): 0 

so existieren die beiden gleichdimensionalen Unter

räume von n bzw. D* 

>1 = ll n)1* 0 und U* = u0 nll* r p p r p p 
Die Beziehung 

1(p) L a*(p) = 1(p) J ~*(p) = ). ~ 0 

gilt genau dann, wenn 

ist. 

ll nll* 0 :: {o} 
p p und 

4 

u0 nU* = {o*} 
p p 



BEISPIELE 
1. Untersuchun9 eines Multivektors auf Zerfallen: 

Drei Vektoren des u~ seien gegeben 
:) 

.[.1 ::: hl + h3 + b5 

H -H 
0 1 0 

r. 2 = b2 -.h X = 1 0 -1 
4 

0 0 0 
f3 

~ -b :::. 4)1 5 
Direktes Ausmultiplizieren oder Verwendung von Satz 140 ergibt: 

I\ 
.:{J) = r:1A)_:2t.;;3 .-:: 

- - bl A.b2Ab3 -2ti1 Ah2 A!i5 -t)l A.h3t,b4 +2bl Ab4Ab5 +b2 Ab 3Ab5 +ti3Ab4b 5 
A 

Untersuchung von +{3) auf Zerfallen nach Satz 165b 
1 A A i 

Jl:.::: { r, I. ( 3 ) Ar, ::: o { 4) } , 11 ::: y-h i 

1 ( 3) I\IJ :;: - ( y 2 l-y 4 ) b Ab Ah Af1 -
l 2 3 4 

+ 2(y2 +y4 )h1Ab2Ah4Ah5 

(y2 +y4 )t2Ah 3Ab 4AhS = 
Das Gleichungssystem 

1 y 

=- 0 

- Ys = o 
hat die von den Parametern >., #J und v abhängige Lösungsmenge 

yl = 21-v, y2 = -µ, y3 = l. y4 = µ, ys = V 

X •·· 1 , µ ·-· i) - 0 -=> t)l -- 2h1 + b 
3 

µ - 1, ). .. 1) ·- 0 ~ .i:,2 :: -h + b4 2 
,, .. 1, :>. ... tJ ... 0 '7 i:,3 -· -b t h5 ,. 

1 

~(3) zerfällt also und läßt sich etwa in der Gestalt 

d,ustellen. 

5 



2. _Bedingung für das Zerfallen.eines Bivektors: 

~s ~~i U ~ H[h0 ,h1 ,h2 ,b3 ] und f(2) ~ A2n 
11. 01 02 I ( 2) .• A 001,.hl + ). b0 l\h2 

+ :A. 2 3 h tJ> ,. >. l l b Ah 
2 1 3 1 

Welche Bedingungen müssen die lij erfüllen, daß ~(2) zerfällt, 

d. ':'!. da8 ~( 2) eine Gerade d.arstell t'? Es sei wieder: 

[ , /\ t, 
_;!. :- t) lf. ( 2) M) :: () ( 3) }, 

. i 
"CJ -:::· y h. 

.l 
I\ 
r(2) ~ zerfällt nach Satz 165b genau dann, wenn dim ll - 2. 
·~ { 2 l Ar, ::.: 

._ tl.237 0 X03y2.._ :,..02y3}.t",0A.h2,,n3 ... p,23yl+A31Y2"'" 112y3)lllAhz"bJ ... 

I\ 
:::: C.)( 3) 

~as durch Nulleetzen der Koeffizienten gewonnene Gleichungssystem 
i :Ur 1ie y nuB eine zweidimensionale Lösungsmenge besitzen. 

y 3 

, l.12 -). 02 l ()1 . . - O ~ 31 1 -l 23 
................... ····································--···-······-·-·············••h .. ,................................................ + ! l 

-Ä31 101 · 112 + -i 03 0 

~23 

0 

0 

0 

0 

:,..23 

-Ä03 

l 31 
t ••• 

0 0 l 01). 23 +>. 02,._ 31+A. 03l.12 

O l01123+l021 31+xOl1 12 O 

Das reduzierte Gleichungssystem la1Jtet demnar.:h 

.12 Q 
"- y 

0 

0 

~ 0 

-· 0 

(l011 23+102i31+l03ll2)yl ~ 0 

(A01123+1 021 3l+~03112)y2 = O 

Damit tiim >.! == 2 wird, mu8 gelten: 

~01 123 ~1° 2131 ~1° 3112 ~ O (PLUCKER-Bedingung) 
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3. Ergänzung eines Multivektors: 

Es sei ß = H[h11 b2 ,b3 ,h4 ,b5 ] und f(J) E A3n mit 

1(3) = AI(J) ß = 
· 'I(3) 

:: - tJ1 Ab2Ab3 --2b1 Ab2Ab5 -b1 Ab3Ab 4 + 2bl Ab 4 Ab5 +b2Ab3Ab5 +b3Ab 4 b5 

Nach Satz 159 gilt 

erg 1 = AI(3) 612345 ß*K(2) 
. K(2)I(3) 

Möglichkeiten für K(2) und 1(3) 

K(2) ( 

12 
13 
14 
15 
23 

1. Summation über I(J): 

24 
25 
34 
35 
45 

I(3) 

145 
234 
235 
245 
345 

A( ) { ~12345 512345 
erg L 3 = -uK123 -z,K125 

_612345 +2812345 +ö12345 +ö12345}ß*K 
K134 K145 K235 K345 

2. Summation über K(2) 

erg ~( 3_) = {61234s}i1/\i2 + f 01234s 1g1Ag4 +{-61234s}g2,..gs + 
12345 l 14235 J l 25134 

~ {-201234S}r,JAg4 +{-ol2345}f>4Ags 
34125 45123 

Berücksichigung der Signatur der einzelnen Permutationen ergibt 

A _erg :c(3) = 

Da f(3} zerfällt (Beispiel 1), zerfällt auch erg ~(3) (Satz 162) 

Die Faktoren von erg 1(3) spannen den Annullatorraum zu dem von 

1(3} bestimmten Unterraum auf 

F k „ e ,... 9 ~'- ( 3 ) a torenzer~egung von L • 

A * e t g "C ( 3 ) AlJ ::. . . . -:.· 

:11:1 »-2 ~3 - [2y1 ~y 3 )fi Ah AD 

( 2y 1 t·y 3 )~1At3 ,\g4 

~2 a;J a-5 
1- ( y 3 ·'- 2y 5 ) n An An -· 

Das duch Nullsetzen der Koeffizienten 

Gleichungssystem für die yi lautet 
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- y 
4 

= 0 

= 0 

- y = 0 
5 

Y3 + 2y5 = 0 

Als Lösung ergibt sich die zweiparametrige 

y 1 = :A. ' y 2 = µ ' y 3 = -2:A. '. y 4 = µ' y 5 = :A. 

Daraus 

X = 1, ,, = 0 => *l I) = g1 -2t2 + gs 
Ä. -= 0, µ = 1 ~ 

*2 g2 + i4 I) ·-

Menge 

. Die Koordinaten der Vektoren *l d *2 . d die Koeffizienten I) un l) s1.n der 

Gleichungen des von den Vektoren i 1 ,i 2 ,r3 aus Beispiel 1 

aufgespannten Unterraumes H = H( .r: 1 , I- 2 , -!- 3 ]: 

1 
X 

3 
2x 

+ x4 

+ x 5 -· O 

= 0 

4. Duales inneres Produkt: 

Nach 157c gilt 

i(3) L lJ* 

j u K( 2) 

Summation über j 

} Gleichungen von U 

= xI(3)µ. jK(2) ß 
J 6I(3) K(2) 

f 
12 24 r23 13 25 124 
14 34 1(3) l-ii 
15 35 

\._ 23 45 135 

1 ( 3) L iJ* = l. I ( 3) [ ---öiK + ö~K + öiK - c5iK] ßK ( 2) 

Summation über K(2) 

145 
234 
235 
2·45 
345 

1(3)L Q* = Ä I(3){{o112 - bi12]b1Ab2 

+ [5~14 - 5~14]b1Ah4 + {o~15 + 

+{5213 + 5413 _ c5513]b Ab + 
I I I 1 3 

+ r- ~123 + r.423 _ ~523]b /\b 
• UI 01 UI 2 ·3 

ö415 Jb Ab + 
I 1 5 

+ [ _ ö124 
I 

+ [- 5125 
I 

0 425 1 b Ab + [- 0 134 + 6 234 
I J 2 5 I I 
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+ {

+ {-

8523 
235 

534 
5 345 

+ 6235 
235 

+ 6435 
345 

·- 2h1 Ab 2 + {1-l)h1 Ah3 ··2b1 Ah 4 + {2-2)b1 Ab5 + (1-l)b2/\b3 + 

+ 2b2 A.b5 +(l-l)h31't4 + (l··l)h3Ab 5 ·· 2h4 Ah5 

Daher 

~(J)L IJ* = 2b1Ab2 - 2b1 Ab4 + 2h2Ab5 - 2h4Ab5 

1C3)L ij* legt den Schnittraum des von ~(3) festgelegten 3-dim 

Unterraumes und des 4-dim Unterraumes mit der Gleichung 

1 2 4 5 - x + x + x - x = O fest (Satz 173c) 

5. Schnitt Gerade-Ebene im :,3 : (1l4 = H[h0 ,b1 ,n2 ,h3 ]) 

9 
1 

0 

1(2) = AI(2) 
ßI{2) 

1 

1 

0 

1 
C 

1 -1 0 

0 0 

2 -1 

1 

0 

0 

1 

2 

nc3) :: µJ(3) 
ßJ{ 3) ·- -· bOAhl l\h2 - b 0Ab1 Ab3 + 2h0At,2Ab3 - 2hl Ah2/\b3 

Mit ti*(l)::::: erg 11(3) ergibt sich nach Seite 2 (s.o) der Schnitt 

als 'i(2}'- t>*(l) (Satz 159): 

erg t{3) =~ µJ( 3 ) ö~~T~) f>k :. [·· <'>~~i~ - ö~~~~ + 2Ö~~~~ - 2ö~i~~]ik 

~0123 t3 0123 F.2 .,~0123 f,l 2&0123 io 
'3012 

.. 
b2013 .1 ~ ,_,()1023 .1 .... 

0123 

* A *O 2i1 i2 f>3 *1 
t) ( 1 ) .:: erg LJ ( 3) 2t> ·- - + :: ylt> 

·--·· ••-- . -·-••··-·----·- .... ··--•·•··-·----··· ... ----·· 

9 



Daher nach Satz 157c: 

1_ .. (z)L tc .... ,) = 1I{2)y 61m h = rslm + 61m + 61m 61m 61ml h = 
~ 1 I(2) m 01 02 12 - 13 - 23 Y1 m 

r __ .,, 00m ,-0m) --Z(1'>1m_s-lm __ ~lm) ___ (l."2mi2m_~2m) (-t3m_ 53m)] ') 
··· • .... ' 01 +o02 'Ol -+\'12 °13 '02+ 12 °23 + '13 ( 23 'm 

( <-10 020 . ( J:01 521 s:c31) 1 ( c502 c512 \:32 )b 
- --ZoOl - 02) 110 t - 2vOl- 12-cJ13 ._)1 + -Z 02- 2 12··v23 2 + 

( 813 s:23)b 
1- 2 13+0 23 3 

Der Schnittpunkt wird daher vom Vektor 

r: ::· 'f.(2)1. erg ~(3) ::, 3b0 -- 3h2 + 3b3 

a 1.1f gespannt. 

6. Schnitt Gerade-Ebene im ~ 3 

Gerade ... " ( ., ) g ... - lOlbOAbl + l02b0Ah2 + l03b0Ah3 + 

+ 123b Ah + 1 31 b Ab + 1 12h Ab 
2 3 3 1 1 2 

{101123+102131+103112 = 0) 

= 

Ebene µ 0x0 + µ1X1 + µ2X2 + µ 3x3 = 0. Das ist äquivalent zu: 

!(l) = µOftO + µlftl+ µ2g2 + µ3i3 

Hier ist p = 2, q = 1 und der Schnitt wird festgelegt durch 

(s.o.Seite 2 und Satz 157c): 

= 

= (101ö~~µl+l02b~~µ2+103ö~~µ3)ho + (101&~~µo+l12&~~µ2+l31&~~µ3)hl+ 

+ (102ö~~µo+l12öf~µl+123b~~µ3)b2 + (103ö~~µo+13lö~~µ2+1235~~µ2)h3 

A A L * Der Schnittpunkt l'.(l)== g(2) lJ{l} wird daher aufgespannt vom 

Vektor 
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A A L * A Wär·e i(l)= q(2) 11(1)= o(l), würden die Gerade und die Ebene 

nicht den gesamten 

Verschwinden der 

Raum aufspannen, 

Koeffizienten 

d.h. sie 

stellt 

inzidieren: 

daher 

Inzidenzbedingung von Gerade und Ebene dar: 

A Olll 
1 

+ ).02µ 

).01µ - ). 12,J 
0 

)..02,J 
0 

+ 112µ 
2 

X 03,J - ).31µ + ). 23,J 
0 2 

7. Schnitt zweier Ebenen des ~ 3 
Deo. Ebenen 

0 alXl 2 ,x ... a 0x + + a„x + a 3X ,. 

2 

2 

2 

3 

0 b x1 b X2 + b x3 ß ... b 0X + + 1 2 3 

entsprechen die Kovektoren 

+ ).03µ 

+ ).31µ 

_ x23µ 

-· 0 

= 0 

= 0 3 

= 0 3 

3 = 0 

= 0 

>Jl 

"2 

* ii:i i = b.!i }11 * ll„ H[t] Cl - a.n, = R[ a] , = 
l. 1 .... 

Dem dualen Bivektor 
A ~ A f> entspricht {f'' ( 2) :: der Unterraum 

a. a. 
l. J 

b. b. 
l. J 

i go ,..i2 + 
03 

, *2 •3 +, •)3.*1 +, •1.•2 + 11. 2 3 o All 11. 3 l .tl „n " 12 n „n 

Der Ergänzung ~(2):= erg* $*(2) entspricht der Unterraum 

(Jl~ +il~) 0 :~ 1\nU2 . . . Schnitt von a, ß 

Nach Satz 159 gilt: 

{Satz 163). 

4- i\ :.-23K(2) 
23,)0123 + 

X {;31K(2)+ 
31 ~0123 

.. . -2301 
A23b0123 b 0Abl + 3101 

A.31 80123 

.i. >,. ,.0123 
01 () 0123 

n2,,o3 .r.. 00231 
)..02 0123 

11 

fiK { 2) ~ 
:A. 003K(2)+ 

03 0123 

X c512K( 2), 
12 0123 J ßK( 2) 

h 0 Ah2 + -1203 
).12°0123 

n3Ai\ +-
00312 

).03 0123 

••· 

h0Ab3 

b1M2 

>P+n° 1 2 

+ 

Das 

die 



I\ 
q( z) = Ä23hO t\hl + Ä.31 b0t\b2 + Äl2bO t\h3 + 

+ ;>..01°2"h 3 + Ä.02b3/\bl + Ä.03blt..b2 

Die homogenen "Ebenenkoordinaten" Ä. .. und die homogenen 
. • /\l.J 

PLÜCKER·-Koordinaten )..1 J der Geraden g(2) hängen folgendermaßen 

zusammen 

8. Schnitt zweier Unterräume de_§.._!1 5 mi ~Jl 1 __±___JI 2 ~ 1l (s.o.Seite 2) ·--~--------- ·- 5 

111 • 0 0 0 ,, 

110 
..L. 

0 ll ,1. 1 0 0 dim ilJ. 3 dim ( U1 n>l., ) 2 ""' 110 0 1 1 o" 
·-- ... 

!I 1 1 0 0 oll dim { >\ +Jl2) -· 4 
11 „ ... llo 1 1 0 oll dim )12 = 3 .... ·1 , ·· l 0 0 0l1 ' ... 
Nach. Satz 140 ergeben sich die Koordinaten der den Unterräumen n1 
und ll„ zugeordneten zerfallenden 3-Vektoren zu ... 
Ul ... 1(3) ... x:°12 = 1, x013 = 1, x023 = 1, x123 = 1 

1 { 3 ) :: XI ( J ) ß 
I{3) 

" 012 )1 2 l) ( 3 ) . . . y = 2 

J\ - .J(3) /\ 
~1(3) - y l:)J(3) 

e:rg_n( 3) .. ::.;hi1. .. = YJ( 3) c5~~ ~ LJ( 3 ,s*K( 2) = 26~~~~~12~*K( 2) = 

2801234 t3~4 ::: 2_ g3~4 y 34 ::: 2 
34012 

Gesucht wird 

I ( 3) _,L ( 2) k • 
x YL{2)'1I(3) "lk .. 

r l ,)-L ( 2 ) k + l .:L ( 2 ) k , 1 .-L { 2 ) k ... 
• · ( 012 • O O 13 • - • I) 0 2 3 r 

Aus 1(J)L a* = ~(1) folgt, (s.o.Seite 2), daß die durch 1(3) und 

" erg*tl*(2) bescimn:.ten Unterräume den Gesamtraum n5 nicht aufspannen. 

Dies wäre dann der Fall, wenn erg 1(3}A~*(2) t. ~(4) ist. Wir 

zen daher z.B. il1 duch eine Anzahl von Vektoren, die nicht in u1 
und u2 liegen, welche aber die Dimension von ll1 so erhöhen, daß 

gilt 

Dann folgt mit 

- 1l - 5 

A 
o(p+s-q) 

In unserem Fall kann wegen p = 3 nur s = 1 sein (s = 2 würde mit 
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u1 zusammen bereits den ganzen Raum aufspannen). 

Sei also <1:::: ai.b1 . Dann gilt 
/\ /\ r < 4) : -::. i: c 3 > /\a = c b0Ah1 Ab2 + b0Ab1 Ab3 + b0Ab2Ab3 + b1 Af.>2Ab3 > A 

o, 1 2 3 4 
A{a DO + a h1 + a h2 + a b3 + a b4 } = ... -

/\ 3 2 1 O 4 4 
r ( 4) = { a -a +a -a ) n 0Ab1 Ah2Ab3 + a b0Ab1 Ab2Ab 4 + a b 0Ab1 Ab3Ab 4 + 

also 
+ a 4bo/\b2Ab3Ab4 + a 4b1Ab2Ab3Ab4 

0123 
X 

0234 
X = x1234 = a4 

Nicht alle xI{ 4 ) dürfen verschwinden, ferner darf a nicht in u2 
liegen. Daher muß gelten; 

S(4)Aa t. ~{4) 9 

{2bo/\b1A.h2)A{a0bo + a 1hl + a 2b2 + a 3b3 + a 4b4) = 

- 2a 31)0/\bl Ab2Ab3 + 2a 3h0Abl Ah2Ah4 '# ~{ 4) = a 3 v a 4 i- 0 

Dann folgt für a1 = a 2 - a 3 = 0, a 4 ~ O 

1(4)L S*{2) = x1 <4 >y s34K{ 2 )b = · 34 I(4) K(2) 
4 34K(2) 34K(2) 34K(2) A _ 

= 2a [ö0134 + ~0234 + 51234 ] nK(2) -

= 2a 4 r 63401 hOAbl + 63402 b0Ab2 + c53412 b1Ab2] •.• >lln>.12 • 0134 0134 0134 
Daher 

Für die Dimension des Summenraums u1+u2 folgt daher 

dim ( 111 +>12 ) -::· dim ll1 + dim >12 - dim ( u1 n>l2 ) = 4 

Wir werden daher einen Hilfsvektor so wählen, daß er den gegebenen 

dreidimensionalen Unterraum u1 zum vierdimensionalen Summenraum 

erweitert. Dieser Hilfsvektor darf nicht in ll1 liegen, seine Lage 

wird aber zweckmäßigerweise in u2 gewählt. 

Wir werden also den oben verwendeten Vektor o neu wählen, jedoch 
? 

so, da8 er diesmal in J.I2 liegt. Dies ist aber der Fall, wenn a'" = 
a 4 = 0 ist. Dann gilt in diesem Falle 

A /\ 2 1 0 t ( 4) : = .r. ( 3) Au ::: ( -·a +a -·a ) b 0Ah1 Ah2Af>3 . • • u1 +U2 

Damit ist auch eine Basis des Summenraumes ermittelt. 
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