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1. Homomorphiesatz: Es sei f € Hom (%,8') und 4 ein Unterraum
von 8 mit U < kn f. Ferner sei w die natiirliche Abbildung
w:B -» ®/U., Dann gibt es genau ein

guzm/u - ¢ mit £ = gow
a) kn By = kn /1
b) g, injektiv e 4 = kn f
c) 8y surjekfiv e f surjektiv

d) £f(B) =« /kn £

LuBere direkte Summen und Produkte von Vektorriumen

2. Es sei I eine Indexmenge und (mi)iEI eine Familie von

Vektorrdumen i{iber demselben kommutativen Korper K.
Dann heiBt

X 8 :={olo:I »U_8; & o(i)eg}

i€l i€l
das kartesische Produkt der Vektorrdume 2 .

Es werde ihm auf folgende Weise die Struktur eines
Vektorraumes erteilt:

G/I ,Ug,cei)é:[ Bi, G,](i>= Giz] ,°2<i)=012,o(i)=ai€mi,)\€K

(04+02)(i):=01(i)+02(i)=aiq+ 055
(A) ()= Aeo(i) = ray

Der so definierte Vektorraum W(s;, i€I) heiBt direktes

Produkt der Vektorridume mi.

Jener Teilraum & c|P, fiir den gilt



o(i)= o; fiir fast alle i € I

heiBt (duBere) direkte Summe der Vektorriume 8, und

wird auch mit

i€l

bezeichnet. Im Falle einer endlichen Indexmenge

I=-{1,...,n} bedeuten direkte Summe und direktes Produkt
dasselbe. In diesem Falle schreibt man auch

n
6 =i?’l mi = mi@...®ﬂn.

Da im endlichen Falle jedem Element von &, also Jjeder
Abbildung ¢ in bijektiver Weise ein n-tupel von Bild-
vektoren (uq,...,an) mit e;€®; entspricht, kdnnen wir

in diesem Falle o mit dem entsprechenden n-tupel identi-
fizieren. Die Vektorraum-Struktur von & iibertragt sich
dann folgendermafen auf die n-tupel

012(01/‘,000,un/‘), 0'2:(0,'2,...,0112), U=(°1,000,°n)
04+ 02=(a14+ Bgpsecestyg + “n2>

O = (xa,,,...,xan)

Achtung: Das kartesische Produkt und das direkte Pro-
dukt stellen dieselbe Menge dar, aber nur das direkte
Produkt hat die Struktur eines Vektorraumes und nur in

diesem Falle sind bei endlichem I Summen von n-tupeln
bzw. Vielfache von n-tupeln mit Skalaren erklirt.

Unter den Abbildungen o € & haben folgende Indikator-
abbildungen besondere Bedeutung:

i eeeeess fester Index, k eeee... beliebiger Index

Gi...k=1
o, (k)=

i .
ok...k%l
Im endlichen Falle gilt
Oa‘ =(°1,ooo,oi_/’,ui, °i+1,000,°n)
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4.

7.

Die zu den Basisvektoren der By gehdrigen Indikatorab-
bildungen stellen eine Basis von © (aber nicht von %)

dar.

Die natiirliche Injektion, die natiirliche Projektion

Definition: Die fiir jeden festen Index i € I definierte

Abbildung
iy 2 B 28 c|p

0; P 1i(ai) = cn‘

ist linear. 1y heiBt natiirliche Injektion.

Bei endlichem I gilt:

Qi "'}(o,"oooo,Oi_/]’ui,oi_'_/'"“,on)

Definition: Die fiir jeden festen Index i € I definierte
Abbildung
n. ‘p-o@i

1

o P ni(c):=o(1)=ui

ist linear. Ty heiBt natiirliche Projektion (natiirliche
Surjektion).

Bei endlichem I gilt

(gq,...,oi,..-,nn) »ai

Es gilt

n,®¢4, = id_ , w0

. = zo fHr i#J
ittty ™0 Yy 7d

Fir alle oo,eti(ﬂi> gilt

(1i°ni)(oa‘) B oci

Der Vektorraum & = & », ist die (innere) direkte Summe
i=1

seiner Unterréumeti.(mi)
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Beziehungen zu linearen Abbildungen

9. Zu jedem Vektorraum B und zu jeder Famllle (f. )1€I von

linearen Abbildungen f -m -» B gibt es genau eine
lineare Abbildung f: GB ﬂ - B, fiir die fiir alle i gilt:
fetl_fl' i€l

10. Ein Vektorraum R ist genau dann zu & B, isomorph,
i€l
wenn es fiir alle Indizes i € I lineare Abbildungen
8;:% - B gibt, sodaB zu jedem Vektorraum % und zu
jeder Familie fi:mi -» @ von linearen Abbildungen genau

eine lineare Abbildung g:® - R existiert, fir die fiir
alle i € I gilt: gog; = fi' Alle 84 erweisen sich als
injektiv.

1. Zu jedem Vektorraum @ und jeder Familie (f. )161 von

linearen Abbildungen fi:ﬂ - B gibt es genau eine

lineare Abbildung f: %8 - $(mi) fiir die fiir alle i gilt:

.01 = 1.
5 b fl

12. Ein Vektorraum ® ist genau dann zu %(%i) isomorph,
wenn es fiir alle Indizes i € I lineare Abbildungen
g;: B~ ﬂ. gibt, sodaB zu jedem Vektorraum B und zu

1eder Familie (£, )1EI von linearen Abbildungen fizﬂ - B

genau eine lineare Abbildung g:% - ® existiert, fiir
die fir alle i gilt: 8% = fi. Alle 8; erweisen sich
als surjektiv.

13, Ist(x%. )161 eine Familie von Vektorrdumen und X ein
beliebiger Vektorraum, so gilt

a) Hom (;%& %;,%) = Pp(Hom(%;,%))

b) Hom (%,9(%;)) = B(Hom(Z%,%;))
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Multilineare Abbildungen

14, Definition: Eine Abbildung
D
M X B -8
i=1

(Sq,'--afp) > f=u(£4’°°°’rp)

heiBt multilinear (p-fach linear, p-linear),
wenn sie in jedem Argument linear ist:

U(tqa'°'a:i+91a"°a:p>=u(f1"",fia°"afp)+u(‘1a-°',9ia---’tp>

u(rqgooo,k:i,-oo,‘p)=X.u(‘/‘,ooo,:i,-.o,:p)

Ist =K (gemeinsamer Grundkdrper aller mi), so heiBt u
Multilinearform (p-Linearform, p-Form).

D
Achtung: X mi hat i.a. nicht die Struktur eines Vektor-
i=1

D
raumes. u( X mi) ist i.a. kein Unterraum von %.
i=1

15. Sind die Vektorrdume %, (i=1,...,p) endlichdimensional
und ist dim B,=n;, SO gilt

b
dim H(u§§q ﬂi)) < nq.ng...np

' p
16. Der Menge der p-linearen Abbildungen X B, > B wird
i=1
durch folgende Definitionen die Struktur eines Vektor-

raumes aufgepragt
(U.1+u2>(:1,‘oc,tp):’—‘u,‘(:,‘,..o,:p>+u2(:/',osc,:p>

(Xu)(:q,...,:p):=x.p(r1,...,rp)

P
17. Es sei %:= Hom( X

, B;,8) der Vektorraum der p-linearen
1=

o)

D
Abbildungen X B, - B,%,:= Hom( X

B.,8)
i=1 J J’

2 .

-5 -



18.

19.

20.

P
der Vektorraum der (p-1)-linearen Abbildungen X ﬂj > 9
Jj=2

und 2,:= Hom(mq,bq) der Vektorraum der linearen Abbildun-
gen %1 - @1. Dann gilt
B e 9,

Ist die Dimension aller Vektorrdume 2,8 endlich, so gilt:

1Y
dim Hom( X %i,%)= dim Bee. dim ® . dim =«
i=1 D

Die Vektorrsume @, (i=1,+..,p) seien endlichdimensional

(dim gi=ni). Ferner sei y eine p-lineare Abbildung

D
e i?—_-(/] s-Bj. -» %
gilt nun
a) 2 =H(U.(.X ml))

i=1

b) dim % =n,‘...np

so gibt es zu jedem Vektorraum B und jeder p-linearen

D

Abbildung v: X B, » W genau eine lineare Abbildung
i=1

f:® > R, sodaB gilt: v = fou

Alternierende und schiefsymmetrische p-lineare
Abbildungen

Definition: Eine p-lineare Abbildung

D
a: X /-1
i=1

(‘/‘,o;o,tp) > Q(:q,-.o,:p>

0 ist, sobald

irgend zwel unter den Vektoren gq,...,rpéﬂ gleich sind.

heift p-alternierend, wenn a (:1,...,gp)=o
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

p
Sei a: X 8 -» B p-alternierend. Dann gilt
i=1

¢; l.a. = a(gq,...,gp) = o,

Ist p > dim B, so ist die Nullabbildung die einzige

D
p-alternierende Abbildung von X @ in einen beliebigen

Vektorraum T 1=1

Definition: Eine p-lineare Abbildung

D
uw: X 8-
i=1

heiBt p-schiefsymmetrisch (p-antisymmetrisch), wenn fir
jede Permutation n der Indizes {1,...,p} gilt:

u('n(ﬂ)”“”n(p))z sgn m . “(51""”p)

Jede p-alternierende Abbildung ist p-schiefsymmetrisch.
Ist Char K # 2, so ist auch jede p-schiefsymmetrische
Abbildung p-alternierend.

u sei p-linear. Dann heift die Abbildung
ua(:q,co.,rp):= E Sgn n . u <tn(1),...,‘n(p))

die Antisymmetrisierte zu u . e ist p-schiefsymmetrisch.

Anmerkung: In den Anwendungen (K=R oder K=C) wird hiufig
die Abbildung

=2
ua(:qgool,:p)“ p!-g Sgn Te u(:n(1>,00.,‘n(p))

als Antisymmetrisierte zu u bezeichnet. Dies geschieht z.B.
spater im Satz 108.

Die p-alternierenden Abbildungen sind genau die Antisymme-
trisierten von p-linearen Abbildungen. Ist Char K#2, so
sind auch die p-schiefsymmetrischen Abbildungen die Anti-
symmetrisierten von p-linearen Abbildungen.
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27. Bezeichnung: Es sei I eine Indexmenge und A die Menge
aller aus paarweise verschiedenenElementen von I ge-

bildeten p-tupel.
Zwei p-tupel (iq""’ip)’ (Jq,---,JP), (11,36 1)

heiBen dgquivalent, wenn sie durch Permutation auseinan-

der hervorgehen. D sei die Menge, die entsteht, wenn
man aus jeder der so bestimmten Aquivalenzklassen von
p-tupeln genau einen Reprédsentanten widhlt.

28. Sei B = {bi}iGI(I nicht notwendig endlich) eine Basis

von B8 und ® ein Vektorraum. Es sei nun

o € ® fir jedes p-tupel aus D.

il...ip

Dann gibt es genau eine p-alternierende Abbildung

b
a: X /N
k=1

(b, ,eee,b. ) Poa

11 1, 14 ,".’1p

Ist
Ty :
:j = X X b. J=13004,D
i=1 3

so gllt S Tn(a) 1n(p)
a(:,‘,...,:p)= A, [Z SgIlTCX,] -.oXp ]oil’...’i

(iq,..,ip)GD n .

wobel die erste Summe iiber alle jene Index-p-tupel €D zu
erstrecken ist, welche sich aus den Indizes der beil der
Darstellung der t; auftretenden Basisvektoren bilden
lassen.

29. Ist dim % = n, so ist fir p > n die Abbildung a von 28.
die Nullabbildung. Ist p < n, so kann als Menge D aller
Reprisentanten die Menge aller p-tupel (iq,...,ip) mit
4$iq<...<ipsn gewdhlt werden. Ist dann

n i
fj =T X‘Jbi J=1seee,D
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1 i,
X L ] [ ] L ] [ ] X
So gilt < 1 !
q(t eses )=L{i - . e« O .
1’ P 1si <e..<i=n Treeeds
D . .
i i
X le o o o XP
1% P

Es sei 8 ein n-dimensionaler euklidischer Vektorrsum

(n=3) mit der ON-Basis {eq,...,en}.

Dann ist nach 28. eindeutig eine (n-1)-alternierende
n--1,
Abbildung a: X 2 - ® mit
i=1 .
a(e e ¢ e )i=(-1)1 e
122 % 12 %i412°°° " n’" _ i

bestimmt. Ist

n iy
g.= T X @ J=1,.0e,0="1
Jig=r g h T
so gilt
1 1"1 i+’1 n
X,],...,X,‘ ’ x’l "."x']
n - . .
i-1
a(fysecesrt, _4)= T | . (DT,
B ] ) i
./I j."'/l i+'] .n
Xn_ﬂ""ﬁxn_q,xn_q,-oo,Xn_q

Die Abbildung o ist unabhdngig von der Basis und hingt
nur vom Vektorraum und seiner Orientierung ab. Im Falle
n=3% heifBlt

algqrep) =:89% 1o
das Vektorprodukt (BuBeres Produkt) der beiden Vektoren
£ und toe

Es sei dim #=n und dim ®=m. Dann gilt fir Sen Vektor-

raum Mp der p-alternierenden Abbildungen X g9 -> B
i="1

dim up = (g).m (p=n)
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Symmetrische p-lineare Abbildungen

32. Definition: Eine p-lineare Abbildung

b
g+ X by - b
i=1

(:4,...,gp) P 0(21’°°'afp)

heiBt p-symmetrisch,wenn fiir jede Permutation n der

Indizes gilt

G(gn(q),...,:n(p)) = U(:q,...,tp>.

%2%. Es sei y p-linear. Dann heiBt die Abbiidung
Uo<:1,"°7fp>:= E U(fn(1)1°'°a?n(p))

die Symmetrisierte zu u.

My ist symmetrisch.

Anmerkung: In den Anwendungen (K=R oder K=C) wird
hdufig die Abbildung

/‘
Uo(519°'°’rp):= 51' EU<fn(1)9'°°an(p>)

als Symmetrisierte zu u bezeichnet.

DAS TENSORPRODUKT VON VEKTORRAUMEN

34, Definition: Ein Vektorraum ® heiRt Tensorprodukt
der Vektorrdume %1,...,§p, wenn eine p-lineare Ab-

D
bildung T: B, > B existiert mit folgenden Eigen-
1=1

schaften:

P
1. 8= H(r(X =.))
i=1
T2. Zu jedem beliebigen Vektorraum R und jeder be-

liebigen p-linearen Abbildung u:igﬂ ?; - R gibt es

eine lineare Abbildung f:®% - ®, sodaB gilt
u= for.
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55.

56.

57

Man schreibt dann:

m=i@/‘ﬂi=ﬂi®ﬂ2®ooo®%p'

7 heiBt die zum Tensorprodukt 8 gehérige kanonische

Abbildung. Gelegentlich nennt man 8 auch p-stufigen
Tensorraum.
Die Elemente von B heiflen Tensoren. Die Tensoren der

Form T(gq,...,:p) nennt man zerfallende (zerlegbare,

reine) Tensoren und schreibt

T(Eqseeerty) = 018 o0 ® p ri€0

Das allgemeine Element von éé B, hat die Bauart
i=1

® i‘ ...ip
= . . ®oo-® » . - :
i ZE:::::::: . F14, Fpi,® Fii %

Es gelten folgende Rechenregeln

| LRAIEER ®(:i+gi) ®¥ ... ® :p=:1@ £i® ... ® ot

+r1® LA BN J ® q’® * e e ® r

1 p

:,‘wooo ®(X:i)®.oo ®:p=)\.or/‘® LI @:iqo e 0 ®:p

Die Bedingungen T1 und T2 von 34. sind dquivalent
der einzigen Bedingung:

D
T. Ist u: X B, - ® eine beliebige p-lineare Abbildung
i=1

in den beliebig gewdhlten Vektorraum ®, so existiert
genau eine lineare Abbildung f:8 -» ®Rmit y = for

(Zerlegungseigenschaft).

R

Es seien é} w, und XD @, zwel Tensorprodukte der
i=1 i=1

Raume mﬂ,...,gp. Dann existiert genau ein Isomorphismus

- 11 -



sodaB gilt foT = T.
Das Tensorprodukt der B, ist also bis auf Isomorphis-

men eindeutig festgelegt.

Existenznachweis des Tensorproduktes von

Vektorraumen

P
58. Sei I:=X B, Indexmenge (die Indizes sind also die

i=1
p-tupel <:1""’tp)>' Die direkte Summe 2.
6 = EK
i€l

ist definitionsgemdR die Menge aller Abbildungen I - K,
fiir welche fast alle Bilder OK sind.
Die natiirliche Injektion 5.

ti: K » 8

AP ti(k) =0y, 04

ordnet (bei festgehaltenem i) jedem K&rperlement )
jene Indikatorabbildung 3. zu, fiir die gilt

(4501 = 0,503 = 28y jel

39. Die speziellen Abbildungen ti(ﬂK) = 85i= 04 5 mit

der Eigenschaft

stellen eine Basis von & dar. Wegen der Bedeutung
der Indizes i kOnnen wir auch setzen

6i=

g(:’]’...,::p)
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40.

41,

Es sei U jener Unterraum von &, der von den Vektoren
der Form

$ -8 -8

(:4 ,0.0’:k+93,..o,:p> (:419000’:](,..0’:’) (a_,o..,bk’ooo,:p)
und

2 -A8

(:A,IOO’XFk’.Q.’rP) X (:A,.oo,rk,obc’:p)

aufgespannt wird. Die Elemente des Quotientenraumes &/
haben dann die Bauart
Lo, c €6

Der Quotientenraum &/ ist ein Tensorprodukt der Vektor-
riaume mq,...,gp. Zum Nachweis zeigen wir:

Ist v die durch

P
7: X B, - &/ 11
i=1

L N ] »L
Cpseeenrp) (5(:4,---,9p)’u)

festgelegte p-lineare Abbildung, ist ferner B® ein belie-
biger Vektorraum und u eine beliebige p-lineare Abbildung

D
u: X B, - dann gibt es genau eine lineare Abbildung
i=1
£f:6/U > ®Rmit u = for. T geniigt also der Zerlegungseigen-
schaft T (36.), daher ist &/t ein Tensorprodukt und man

kann daher nach 37. identifizieren

p
e/u=Q 8
i=1
L(s = ® e ®
Ot e, W F 1 "o
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42. Durch jo) P

¢:Hom( X 2,,®) -» Hom( X B, , ™)
i=1 i=1
o B 9(u) = f

mit w=f o T=49(y) o T wird ein Isomorphismus

definiert.

43. Sind alle %, (i=1,...,p) endlichdimensional, so gilt

Y
dim @ %- = dim %- e 00 dim
i=1 7 * i

44, Ist ﬂizH[biﬂ""’binx] (i=1,...,pP), so stellen die

zerfallenden Tensoren

b’lj4w..‘ Qobpjp ji=1,o.o,ni, 1=/],ooo,p
Y

eine Basis von & B, dar.
i=1

45, Ist n eine Permutation von {1,...,p}, so gilt

p P
@ 8 ®,, Br(i)

i=1 i=

46. B O B, ® B = (B) ® By) ¥ B,

47, Fir alle i = 1,...,p und 0;€ By gilt
67 93 % 03 ®een @ 0 F D
Umgekehrt gilt

® .o ® 0= § = fiir wenigstens ein i gilt: ay = oy
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~ D
48. Jeder Tensor ? 7 % aus @ B, kann in der Form
i=1

® _
r-—

k

P ®

hMH

ere @ p
1 pk

dargestellt werden, wobei die Vektoren  FRC Y
immﬂmn)%_Lu.shm.

49, Die Vektoren “qkeﬁq seien beliebig gewdhlt, wiahrend
die b, €%, (i#1) l.u. seien. Dann gilt

r

,— ® _ )
kf/' a/]k® bgkoo.‘ ® bpk"' 0 = qu- O/‘(k“/‘,ooo,r)

p
50. Es sei u;<|®; (i=1,...,p) und 1 die zu (X)%i gehdrige
i=1
kanonische Abbildung. Stellt dann T4 die Einschriankung
D
von T auf X Uy dar, so ist T die kanonische Abbildung
i=1 ‘
p P
zu O U := H(r,( X n,)). Ferner gilt
i=1 * i=q *

D P
@ u c|® =
i=1 t i=1 7t

DAS KRONECKER-PRODUKT LINEARER ABBILDUNGEN

LINEARE ABBILDUNGEN ZWISCHEN TENSORRAUMEN

P P
51. Es sei ®;= Hom(s%;,8})(i=1,...,p), ©=Hom(§g% %i,§;% B8:),
1= 1=

ferner sei fiEQi. Dann ist die durch

P gs
u: X B, - Q{ RB.
i=1 i=1

Cpgoeeenty) P Ig0eg) ® oo ® £(p)

p
definierte Abbildung p-linear. Ist v die zu () Qi
: i=1

- 15 -



52.

gehdrende kanonische Abbildung, so ist nach der Zerlegungs-
eigenschaft T (%6.) die Abbildung h € ® mit u = h o 7t ein-
deutig bestimmt. h heiBt das KRONECKER-PRODUKT der fi und
man schreibt:

h=7f

1-@ f2@ . o @ fp.

h(r,,@ oo @:p)=(f/‘_6_0 .o e g_ofp)(:/'® L ®:p>=f/](r1> QO LR A ) ®fp(:p)

Es gibt genau eine lineare Abbildung

D
g: @ 8, -9
i=1

g ist injektiv. Sind alle Vektorrdume mi,%i endlich-dimen-
sional, ist g ein Isomorphismus. . _ ‘

kann @ mit & 9, i

Alle Vektorrdume m.,m! (i=1,...,p) seien endlichdimensional

und es gelte @, HL% 1= H[blﬂ"'°’ in, I,

] H[m ]1=H[ v} b!n,]. Beziiglich der Basen 8,,B! entspreche
i

l/],...,

dem Homomorphismus f,:®, = ®. die Matrix

al Hal 1,“ . Ferner gilt:

n,n n,n,

P

i@' i:H[ﬁ]:HUb,'quG e @by 4], (1=, 0000y
P

@1 i:H[w]:H[Qb,‘]L},@ cee @ 600041, (14=1,..00))
1=

Die Vektorrzume

?)i=H0m(QBi,ﬂi)=H[Qi]=H[{w ,b! }] )

Pi1, 0 Piny

P
@ o, =H[0]=H[ {w ® ... B o1,
i=1

'
b’|14’b‘”.'4 plp ? pll;

b P
®=Hom( () (}ﬂh)=H[Q']=H[§w ~ ' bl
= : b/’]‘ﬂQo s e ngplp’b/'l/;@ c o e @%bﬁl’!
werden auf
- 16 -



die (durch mi,mi,s,%' eindeutig bestimmten) kanonischen
Basen Qi,Q,Q'(Lin.Alg.144,145) bezogen.

Dann gilt:
a) Der Isomorphismus g von 51. bildet Q auf ' ab

b) Die Koordinaten von £, ... @ f_ Dbezliglich 0 sind die

p
GroRen
/l 2 p = . | - ]
alle alelg ces al,l; 1i=1,.00,055 li—’l,...,ni
c) Der Abbildung h=f;® ... & f

beziiglich O und Q' die "mehrdimensionale" Matrix
. o .
An",..o,np, n/’".oo,np "“al,’,,...lp )l/;,...]_"“

mit

a ; =a1 ..ab
14,...,1,’1J,...,1; Lflj'f 1,1,
zugeordnet.

Anﬂ,...,np;n;,...,n; heiBt das KRONECKER-Produkt der

Matrizen

1 p
An4 ny ""’Anpné

53. Es sei f € S;:-L:Hom(%i,mi),(i=’l,...,p). Dann ist
kn (£,8 ... 8 £) = %
Hier ist & der durch
R::H({ng ces ®;pl mindestens ein g € kn f, i=1,...,01})
p
bestimmte Unterraum von X) %.

i=1 *

S54. Es sei #,c|®; (i=1,...,p). Dann gilt
D P

(=X) (B /1) o (i@;i)qsni)/u,

i=1

worin 11 der durch
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25.

So.

ll::’H({:,‘@ e o0 Qorp ’mindestens ein :iglli, i:ﬂ,...,p*)

D
festgelegte Unterraum von &) n, ist.

i=1

Es sei f ¢ Hom(mi!!ii), ;€ Hom(sni,sn;) (i=1,ee.,D)
Dann gilt
(848 o0 & gp)o(fﬂﬁ R ﬁp)=(gqofq) ® ... Q (gpofp)

Die Abbildungen f,:®, - %! (i=1,...,p) seien injektiv

(surjektiv). Dann ist auch das KRONECKER-Produkt

)8 ... B I injektiv (surjektiv).

1
Achtung: Die Umkehrung gilt nicht !

Es gibt genau einen injektiven Homomorphismus

p Y
=1 121

s
sodaB gilt (:iéﬂi, 9l€${):

* * * *
<r ® .o QO:p’@(g/'m P ®9p> > = < r1’91> cee < rp’pp >

/]

Sind alle Vektorrdume endlichdimensional, so ist & ein
Igsomorphismus. Nur in diesem Falle kann man stets

D D
@ e mit (® ®,)* identifizieren.

i=1

- 18 -



TENSORALGEBRA

58. Definition: Es sei B ein Vektorraum iiber dem Kdrper K.

Dann heiBRt das aus p gleichen Faktoren bestehende Ten-
sorprodukt
@®Pp:=pg® ... ® n

die p-te Tensorpotenz von RB. Ferner sei per definitionem

69‘1 m:=m,(z)om:= K.

Die Elemente g(p) E(X)p 8 heiBen p-stufige Tensoren iiber

2.

59. Ist @ =H{b1,...,bn] endlichdimensional, so stellen die

nPTensoren v. ® ... ® b, (i.=1,...,n) eine Bagis von
i, i, 73

@ Pw dar. Die GrsdBen x™ *"°'®» heiBen Koordinaten des

Tensors

n . .
t(p) = 2 x4 =+ Lls by ® ... @b

beziiglich der Basis # =§b1,...,bn}.

Im endlichdimensionalen Fall wird ab nun stets die
EINSTEIN-Konvention angewendet, sobald {iber den Werte-
bereich der Summations~Indizes kein Zweifel besteht.
Dann gilt

i eeedy

r(p) = x b: @ vo. ® b
L

60. Zu der bilinearen Abbildung

(:1 .oo®:p,r +/‘ .oo®: + ) 4 r/‘®o-o® :p
gehdrt nach der Zerlegungselgenschaft T (56 ) genau

eine lineare Abbildung

f:®Ppe Ty - @PH g

(:,’® s 00 @rp) ®(rp+,‘ s e e ®F ) Br,\l® s s e ®:p+q

f heiBt Tensormultiplikation. Der (p+q)-stufige Tensor

3(p+a)=r(p) ® 3(q)e @P*? 1 ist das Produkt der p-bzw.
g-stufigen Tensoren g(p)E@p R bzw. 9(q)€®q 7

- 19 -



61. Definition: Wird in einem Vektorraum iiber dem Korper K
zwel Vektoren ¢,y ein dritter Vektor p.y als Produkt
so zugeordnet, dal @ beziiglich dieser Produktbildung
und der Vektoraddition die Struktur eines (i.a. nicht
kommutativen) Ringes erhialt und gilt ferner

(Xf)*9=r*()\9> = X(F*Q),
so heiBt @ eine Algebra iiber K.

62. Die direkte Summe

oo
D=2 WPk o s0®° n20e®° g ...
p=0

stellt eine Algebra iiber K dar. @ ! heift Tensoralgebra
iiber dem Vektorraum ®.

63. @ 2 und X ®' seien zwei Tensoralgebren iiber % bzw. R'.
Eine lineare Abbildung

p: @3- 2
heiBt Darstellung von X @ in X ®', wenn fiir alle
5% e® mgilt

o 3o = o (Do oD

64. Es sei f € Hom(®,®8'). Dann gibt es genau eine
Darstellung

. ®De - D

mit £° (¢) = £(p) fiir alle ¢ € =

- 20 -



65.

6.

GEMISCHTE TENSORRAUME

Die Elemente des gemischten Tensorraumes

v

q
heiBen p-fach kontravariante und g-fach kovariante Ten-

®P3:=- n e = ®BO B ®... &

soren oder Tensoren der Stufe (p,q). Ferner werde de-

finiert:

@P3:- @8, @ J2:- @ 2%, @ 3:-8, @ G2:-27, @ Om:- K.

X / *
Ist g = H[b,,...,b ] und daher auch g*= H[b',...,b"]

(<bs, pd> - 6%) endliéhdimensional, so gilt

£g= Xt b eJ= :*ci bl

daher

£® ... ® :;P® ;18’ .o ®;‘q =

= x, koL xgv,;él... Q%q.bkﬁg cee ® bkp% M @ ... ® bl .

Die zerfallenden Tensoren

. ..
b, ® ... @ b, ® B R ... ® pJs
i, i,

bilden daher eine Basis von(z)gm. Ein allgemeiner
Tensor hat die Gestalt

e(@,a)= u T Trh, @ L. @b, ® b e L ® bl

!
J4 ..an 4 p
Die Skalare ukl"'lp heiB3en Koordinaten
J:' ooojq

von ¢(p,q) beziiglich der gegebenen Basis.
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67. Ist R endlichdimensional, so gilt
D * oy D g+ o qQ g,
(@F =@ @7 =

Identifiziert man vermdge 57., so kann man setzen:

*

* * *
< 8}.00 ®gp® :q® s e e ®:q,91® e s e ®np® 9,‘® o ee ®9q>=

¥4

*4 * *4 *
= < :1,9 >'°'<?p’ 9p>°<: ’91>"'<an 9q>°

68. Zu der bilinearen Abbildung

p@P s x@T 3> @PIT
q . S ‘s g+s “ -

(f’]®-'®tq, 91®OO®n ) |4 ‘18"'8)91‘8: ®o o®9

existiert wegen der Zerlegungseigenschaft genau eine

lineare Abbildung
. p ™ - p+r
f.®qﬂ3®®sm - ®q+sm

) */I« *q - */'“ *S
(;,}69 cee ® gp@: ® ... ®') ® (9,]@) .es ®;,r®9 ® ... ®y”) b

i d

\*/‘ * */‘ *S
£% ... ®;p®91® ce. ®p &y ® ... ®;q®9 ® ... Qy .

f heiBt Tensormultiplikation.

69. Die direkte Summe
o

@(393*):=$ ®g%
P,qg=0
stellt eine Algebra iiber K dar.

70. Sind Q@ ..ok

L oeeal,

varianten und g-fach kovarianten Tensors p(p,q) be-

die Koordinaten des p-fach kontra-

ziiglich der Basis @ = gbﬂ""’bn} von %, so gilt fiir

- 22 -



71.

72.

den durch

< _ .k _ ad T kK J _ ad

bi = 8§ b by =y by 8 o = 8
vermittelten Basiswechsel 8 - @ = {31,...,3n}

fiir die neuen Koordinaten von ¢(p,q)

uk,l "'kp___ ak4 e al.{p cj,’ e ch ai/‘.o.i’
1,’ ooolq 1/, lp l/I lq J,{°"Jq

bzw.

Vi B I a ... ate [Jree%
t4 e o tq k,' kp t/’ tq 14 o olq

Klassische Tensordefinition: Eine GroBe, welche be-

ziiglich einer Basis eines n-dimensionalen Vektor-
raumes durch die nP*9 Skalare
K, ...k,

o festgelegt wird, heiBt p-fach kontra-
14 .‘.1Q

varianter und g-fach kovarianter Tensor, wenn sich
die genannten Skalare bei Basiswechsel in der in 70.
beschriebenen Weise transformieren.

Gegeben seien die Vektorrsaume $B,%8' und die zuge-
horigen Dualrdume 8>, @' *. Dann kann man Jjedem
Tensor aus R*@ ', 2 & /' *, /* ® @' * in eindeu-~
tiger Weise eine lineare Abbildung aus Hom(m,q'),
Hom(®',%), Hom(®R,®' *) zuordnen:
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75.

5% |
ZE'X.‘) ®:'€B*®m' ¢ o o f:ﬂ-)ﬂ'

ig 1 J 3 *5
¢ »f(g)= T ¢ \¢' <g,p>
ig i3
J ol
T uwy Opeg Rt . . g8 8
igjg i3 . 5
t'Pe(e')=c T uJ: <g'sy' 1>
ig i3
*Loaridem* " . ok
TE vy OprEnt @ g, . . h:g -8B
ig Y

* 3 ks
¢ Ph(g)=T S v y'J<p,p'>
iJ i3

Alle Summen endlich !!

Sind alle Vektorriume endlichdimensional, so ist die Be-
ziehung zwischen den Tensoren und den linearen Abbildun-

gen bijektiv. Bezieht man die Dualrdume auf die Kobasen
der gegebenen Basen der Vektorrdume, so sind die Koordi-
naten des Tensors Jjewells identisch mit den Elementen der
der linearen Abbildung zugeordneten Matrix:

£(v;) = Y
i J

g(o') = ul b
i i 3
. -
- ' d

Anmerkung: Wegen dieses Sachverhaltes werden in den An-
wendungen die Begriffe "(zweistufiger) Tensor" und
"lineare Abbildung" oft gleichbedeutend gebraucht.

Definition: Der (bei vorgegebenen Indizes i,k) durch

D q o
w: XgxX o » ®P g
i=1 §=1 q-1

*/‘ *
(r/],o-o,:p; t ,ooo,:q) P

. * *k=-1 g k+1 ,*
"9<$iafk‘>r1® oo ®gi-’l®:i+1 oo @:p‘g’: .o &g ®p ® .. @)gq
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definierten (p+qg)-linearen Abbildung entspricht nach
der Zerlegungseigenschaft T (36.) genau eine lineare
Abbildung

Vi:®p R > (X)P'-,1 7
k Q Q-1

* *
r1 &® s o ®:p®E/‘® o v o Qo:q »

* 1 K- ¥+ *

p

v! heiBt Verjiingung liber den kontravarianten Index i
k

und den kovarianten Index k. Die Verjiingung ist nur

fir p > O, q > O definiert. Sie vermindert die Stufe
des Tensors um 2.

74. Definition: Statt von Verjlingung spricht man von der

Uberschiebung zweier Tensoren, wenn man ihr Produkt

nach einem kontravarianten und einem kovarianten
Index liberschiebt, die verschiedenen Faktoren ange-
horen.

75. Ist m» = H[b,],...,bn] endlichdimensional, so gilt fir
den Tensor

* * 2

r(p,q) = klj "‘l_"bl’éa cee ® By ® e ... ® plas
'34’...31“ b

14 oool‘-—/’ ,S,l‘-k".’ooo,l’

J

A

i
v - ® ... @b

ceoedk=13S,Jk4T900e,5d4

® b, ® ...0 b, Opd1e ... epdr-Teplitiy .. @ple

1‘ +4 blp

Regel: Die Verjiingung eines Tensors nach dem i-ten
kontravarianten und dem j-ten kovarianten Index fiihrt man
durch, indem man die Vektoren bliund ;jﬁedesmal wegldaBt,
wenn der i-te untere Index und der kggg/ﬁndex gleich sind.
Die anderen Faktoren schreibt man unverdndert an.Sind der
i-te untere und der k-te obere Index verschieden, so fillt
dieser Summand iiberhsupt weg.Die stehenbleibenden Summanden

werden dann noch aufsummiert.
- 25 -



76. Definition: ® = H[bq,...,bn] sei endlichdimensional.

7.

78.

Dann heiflt der durch

® *§

definierte Tensor ? €8 ® p* =@Dq % Einheitstensor
/'

(beziiglich des Paares ®,%8*).

Der Einheitstensor ist von der Wahl der Basis un-
abhdngig.

Es sei @ = H[bq,...,bn] endlichdimensional und

s
?* = bt ® b der Einheitstensor beziiglich #*,%.

Dann ist die durch

u:®p-1 QS* - @p gn*
q-1 q

*

®

festgelegte Abbildung die zur Verjiingung
Vi®@P e @7 g
1 q g-1
duale Abbildung, d.h. es gilt

* * * *
<V44(rq® Q"Ep@:ﬂ@ oo @pD) 308 L. ® PRYE .. ©

<:1

- 26 -
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Tensorielle Abbildungen

99, Definition: Es sei f € Aut(8). Dann sind auch die
D)—1

duale Abbildung fD sowie ihre Inverse f£*:=(f
Automorphismen. Es gilt fiir alle ¢ € 8 und alle

; € g*:
<£(g),£*(9*) > = <g,f20£*(9*) > = <g,p*>.

Nach 56. ist das KRONECKER-Produkt
fﬁ:: f® ... 8 f ®Ff* Q... ® £*
ein Automorphismus von®g 2.

fP heiBt der von f induzierte Automorphismus von

) P 1. O,_¢%x 0. 3
®qas. Men setzt fy:=f, £:=f*, fl:i=id

80. Definition: Ein Unterraum u vongn heilt

tensorieller Unterraum, wenn i unter jedem Automor-

phismus f von % fg- invariant ist, d.h. wenn gilt
fl;(u) c u.
Eine lineare Abbildung o: @gfs - gn heiBt tensorielle

Abbildung, wenn fiir alle f € Aut (8) gilt

® 0 fg=f§ocp.

m
Eine m-lineare Abbildung u: X ®g‘ L) »@gﬂ
j=1 @

heiBt tensoriell, wenn fiir alle f € Aut(®) und alle

Dig gilt:
t(pysq;) €@ 2 gilt:

p(fg‘; (!‘(EI 9q4)>,-.-,fg:(t(l)m ,QI)>=f§(U(f(P1 ’Q,l)’-°"f(.pl »Qu))).
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m
81. Die m-lineare Abbildung p: X @g: 2 »@g B ist
i=1
genau dann tensoriell, wenn die nach der Zer-

legungseigenschaft T (36.) eindeutig bestimmte
lineare Abbildung

m
. p p +ooo+p r
m-i_@‘@ a ﬂ)e‘®q: gt Bl S L

mit w = @ o T tensoriell ist.

82. Es sei o @g R "®§ 8 tensoriell. Sind dann 4 bzw. '
tensorielle Unterrdume von (X EQ} bzw. :!B, so sind auch

o(U) bzw. das Urbild ¢ (11') tensorielle Unterriume.

83. Die Multiplikation von Tensoren und die Verjiingung 73.
sind tensorielle Abbildungen.

84, Definition: Ein Tensor ¢(p,q) E@EQ} heift invarianter

Tensor, wenn fiir alle f € Aut(®)gilt

fg(:(p,q)) = ¢(p,q).

a) Der Nulltensor ist stets invarianter Tensor.

b) Hat 8 unendliche Dimension, so ist der Nullten-
sor der einzige invariante Tensor.

c) Ist der Skalarkdrper K von 8 ein unendlicher
Kdrper, so ist fiir p # q der Nulltensor der

einzige invariante Tensor von@flm-

85. Beispiel: Es sei 8 = H| byseee »b,] endlichdimensional.

Ferner sei m eine vorgegebene Permutation von
1,e..,p}. Dann ist

*1n(1) «1o(p)
e. (Dyp):=b, ®...0b. Bp ® voo ®b
m i, i

P
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i,j = 1 goece ,n; j = 1 goce P (EINSTEIN—KOHVGIItiOﬂ l )
ein invarianter Tensor von I(;B.

Anmerkung: e"(p,p) stellt eine Verallgemeinerung

des Einheitstensors von 76. dar.

Tensoren iiber metrischen Vektorriumen

Von 86-92 sind alle Vektorradume endlichdimensional

86. Den Vektorraum M#H[m]=H[b4,...,bn] nennen wir metrisch,

wenn in ihm eine nichtausgeartete symmetrische Bilinear-
form B(g,y) vorgegeben ist. Beziiglich 8 entspricht ihr
die regulare Matrix

Bn=”Bij“n, Bij:= B(bi’bj)’ Bij=Bji

ok

i° 3Jk = Bkao

-1_y g9k Jk
B, = l16%%1,, 8,89 -

Der Basis ® wird vermoge B die reziproke Basis

8'={5",...,%} durch

i_gik _ J i (ky _ Lik

BT=B7 by, B=By b7, B(BT,67) = B 1)
zugeordnet. Jedem Vektor g € B entsprechen die

n-tupel (xq,...,xn),(xq,...,xn) seiner kontra-

varianten bzw. kovarianten Koordinaten beziiglich 8,
die durch

= iy, = J

definiert sind und die in der Beziehung

_ J k_ -kl
xg= Bijx y X = BXy (3)
stehen. FMir den Wert der Bilinearform gilt
B(:,n)=aijxix3=xkyk= x50 B™%x v _. (4)
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87. Im Tensorraum X) P8 seien die p Vektoren £

diy,
xl bai

i

(i=1,¢..,p) durch ihre kontravarianten Koordinaten xg’

gegeben. Dann hat der zerfallende Tensor £ ® ... ® ?p
die Darstellung

® cee @ = 31.0- jp . @ cee & PEPY
¥ = %1 *p' %, %35

Die GréBen x%i... x%’ sind seine kontravarianten

Koordinaten. Stellt man die g¢;= x; bk‘

durch ihre kovarianten Koordinaten dar, so gilt

A P .k k
rp"' Xk4 e e kab4 ®ooo ®b’.

Die GroBen x; ceo £ sind die kovarianten Koordinaten
4 P

desselben zerfallenden Tensors.

Wegen (3) von 86. gilt

1 P = J4 Jo
Xk;( LR J kp Bk4 304 L N 4 Bk’jp X/l LN 'Xp
bzw.
J Joo gdt Ky dokp p
X‘lo.. X Pz 4 LR L X o0 e .
b p - B B k, X,
kl

Mit Hilfe der GroBen Bij bzw. B kann man also die

Indizes "hinaufziehen (heben)" bzw. "herunterziehen

(senken)".

Fir einen beliebigen Tensor g(p) € @ Ps gilt:

=t b ®.. @b = A, . bH ® ... ® pIr
¢(@) = by, b3,% A eeedy b
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Die GrBen A °**°'® sind die kontravarianten Koordinaten,

die Gr3Ben kj j die kovarianten Koordinaten von g(p).
" LB 3 3 p

Sie hdngen folgendermaBen zusammen

s : = . > . . . iq..‘i’
xa4 oooay BJ/] l;{..oBJ’l’ x

x‘i’[oooi’ = ai4j4'COBipj” X‘\ . .
Jy eeeds
In den bisherigen Fdillen wurde ®p!§ auf die Basis

{v,
11

® ... ®b. | bzw. v ® ... ®bj’! bezogen. Wihlt
»
man als Basis von(:)ps zerfallende Tensoren der Bauart

B ® ... ®b;, ®p ® .., @pds (r+s=p),
14 1r

wobei die Vektoren b der Basis ®, die Vektoren pd2

der reziproken Basis #B' angehoren, so erfolgt die

Darstellung von ¢(p) mit Hilfe von gemischten

(r-fach kontravarianten, s-fach kovarianten) Koordinaten

= i,‘.o.i,’ . ® eeo e ® . ®J43... ®j.
t(p) =1 34“.3_!314 by ®b bJe .
Es gilt
igeeele g g aigessd, _
k J1 Q.OJ; BJ,( lr+4 BJllp l
= Bi4k4oo. Birkro -

Mo, eeike s, eeeda
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Im Falle p=3% sind u.a. etwa folgende Fdlle fiir das Heben
bzw. Senken von Indizes méglich:

ijk Blr >‘.gk - Bas x1.k =Bkt XlJ. -

A = T.. g e
- BirBjSk;é% =Biraktx;?£ - Bjsaktx%;% -
- BirBjSBktXrSt '
i.. ede eek _

Mrst™ Pri Mgt = Bgidrrit = PixMrs. T

) ij. _ ik .ik
= BriBgjr. it “Briferr s, “PBsiPedry” =
) i3k

- Briesjath

88. Durch

= ad _ok .k _ &k
b= aibj, by —chk, agey 85

werde ein Basiswechsel ® ={b4,...,bn} > ® =!31,e;.,§n}

vermittelt. Dann gelten folgende Transformationsformeln

= aiaisij’ [l cﬁcisrt C))
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89. Aus dem Transformationsverhalten (1) der Koordinaten
rt

Bij bzw. B der Bilinearform B ergibt sich nach 71.,
daB B ein Tensor 2.Stufe ist. B heiBRt MaBtensor.

rt

Die Gréf3en Bij bzw. B sind seine kovarianten bzw.

kontravarianten Koordinaten. Fir seine gemischten
Koordinaten gilt

i. - i‘ 'j - ‘j
B 825, 839 = 819 .

- TtJ’ Fi.
B gestattet also die Darstellungen

k 1

~gld = =l = J

d

90. Durch die Bilinearform g wird vermdge <g,f(y)> = 8(g,y)
ein Isomorphismus f:8 - 8* festgelegt. Identifiziert man
den Vektor y € B mit seinem Bild f(y) € #*, so kann man
fiir zwei beliebige Vektoren g,y € 8 einen Klammerausdruck
durch
<g,p> = <g,f(9)> = 8(g,v)

definieren, den man als skalares (inneres) Produkt von ¢
und y bezeichnen kann.
Speziell gilt

<bj,b5> =B; 5, <, 09> =ptd, <b 09> = <pd,p> =80 (1)

Das so definierte Skalarprodukt ist kommutativ.

91. Der Begriff der Verjiingung 73. iiber zwei Indizes kann
mit Hilfe des Klammerausdruckes 90. auf beliebige Ten-
soren aus der Algebra(:m iibertragen werden.

Vij(:,] ®ooo ®ri®... @‘j p

<P 0709 eee @0y %0500 P oo Brs ¥ 850 @ e B g
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92.

93.

Bei Koordinantendarstellung kann das Ergebnis der
Verjlingung je nach der Darstellung der beteiligten
Vektoren durch kontravariante oder kovariante Koordi-
naten die mannigfachsten Formen annehmen.

Identifiziert man den Vektor y € ® mit dem ihm ent-
sprechenden Vektor f(y) € 8* nach 90. und umgekehrt
p*€EP* mit f'q(g*) € B, so kann man im Tensorraum

(2)3 ! ein kommutatives Skalarprbdukt auf folgende
Weise definieren:

1 q 1 s ..
<:/‘® ”> 0O ® :p® i ®..O ®§ , n1® e @ ®°p ®§®..Q ®$> .-

=<r1’f(’94)>'--<fp’f(9p)>‘<fq’f-4($1 >, <3, 27 (§9) >

Schiefe Symmetrie und Symmetrie in der Tensoralgebra

Im folgenden sei stets K=C bzw. K=K. Alle Ergebnisse
gelten aber auch fiir Kérper mit der Charakteristik O

Schiefsymmetrische Tensoren

Es seien n,p Permutationen von {4, ...,p}. Dann wird
durch

XP s » @DP a

® .0 € ® eee ' = se e
¥ ® i ey ® rp) ity (1)® +o- @ Fy(p)
ein Automorphismus von(:)pﬂ festgelegt, flir den gilt:

e(gq® oo ® :p)=g1® ces ® (€e.. identische Permutation)

p
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940

95.

96.

97.

o8.

99.

2P sei jener Unterraum von @Dp?&, der von allen Tensoren
:1@9 oo Qgp erzeugt wird, fiir welche  F :J. fiir mindestens

ein Paar von Indizes i#j ist. #° ist trivialerweise n-in-
variant.
Ist g(p) beliebig aus @ P, so gilt fiir alle =

$(p) - sgn n. n(g(p)e 9P

Definition: Der durch

A(;-,1 cee ®;- )i=. —;5- T sgn n.n(g,‘ ...®g )
definierte Endomorphlsmus A von@P ® heiBt

Alternator (Antisymmetrieoperator) von (X Pm.

Sind die Vektoren "1"“”1) in 8 l.u., so gilt
A(g.® ... ®
(24 t,) # o(p)

Fir jede Permutation p von {1,...,p} und jeden Ten-
sor ¢(p) €@ Pn gilt

(Aop)(g(p)) = sgn p. A(z(p)),

daher
Aop = (sgn p).A

kn A = WP

A ist idempotent und daher Projektor
A% = A,
Mithin gilt
@Ps = @4 (DPn)
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100. Jeder Tensor g(p) € @ Py 158t sich in eindeutiger Weise
in der Form

t(@) = ¢'(p) + A(e(P)), ¢'(p) € 2P

darstellen.
Die Tensoren aus A ((:)pﬂ) heiBen schiefsymmetrisch.

A(¢(p)) ist der eindeutig bestimmte schiefsymmetri-
sche Anteil des Tensors g(p).

[ o]
101. Es seien@ 2 = © @ Pm die Tensoralgebra 62.
b=0

iiber ® und ®Pc| @ Pw die in 94. definierten Unter-
rdume, wobel diese Definition noch durch

2°:= {0}, n ;= {o] erginzt werde. Ferner bedeute im
Falle p=0...A=idy und im Falle p=1...A=id.

Dann gilt
® e® ? nc wPt?

@ Pa ® 29 c aP+4

Psq 20

102. Es seien p(p) € @ P38, y (q) € @ %m, daher

¢(p) ® ¢(p) €e@DP*Y a.

Dann gilt
ACe(p) @ w(q)) = A(A(g(p)) ® A(y(q)))

sowie
A(A(e(p)) ® y(q))=A(g(p) ® v(q)) = A(g(p) ® A(y(q)))

Hinweis: Die in der Definition von A (95.) auftreten-
den Permutationen erstrecken sich jeweils auf die der
Stufenzahl des abgebildeten Tensors entsprechenden In-
dizes, also in obigem Satz z.B. auf

f1,¢eee5pts Ip+1yeee,p+al,{1,c..,p+q} wenn gilt:
:(p)::q ® ... ® rp, g(q)::p+1 ® eee @ :p+q.

1) @ 9(a) = ¢4 ® e g o
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103%.

104,

105.

106.

Fir ¢(p) € @ Ps, 3(q) € @ U®) gilt:
t(0) @ y(@)-(-1)P% y(q) ® ¢(p) € aP*Y

Fir ¢(p)€ @ Pm, y(a@)e® Im gilt:
Alg(p) ® y(@)]= (-1PY A{y(q) @ ¢(p)]

Fir zerfallende Tensoren gilt:

a) A(rq ® ... ® :i ® eee ® ‘J.% s ® :p> =

= - A(p.® ... ceee ® g, ® L.,
(e, ® 7 ® ¢p)

Diese Eigenschaft erklart die Bezeichnung "schief-
symmetrischer Tensor"

b) Ist £i= ¥y (i#3), so gilt:
A(:,‘® oo e ®ri® oo ®ri® L N J pr) = °(p)

C) A(:1® ces ® : )=0(P) A rqgooc,:p 1.8..

b
d) Sind  ZTEETEE l.u., so gilt

ACey® oo @) # o(p)

Ist 8 =Hlb,,..., bn] endlichdimensional, so stellen

im Falle p < n die Tensoren

A(bi,’@ooo ®bip) 1 Sl,'< ...<1PS11

eine Basis von A( @ Pm) dar. Daher ist
dim A( @ Pm) = ( ;).

Ist p > n, so gilt
dim A(®?P =) = 0.
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107. Ist @ =H[b,,...,b ] endlichdimensional und ist

FJ= XJ' bi, J=1yeeesD; ij=’1,...,n,
so gilt: . .
14 1
x1 L Xq’
A(:,‘Q ess @ :p)'-_ >‘. . . - A(bi,’ ®.oc®bi’)
1<i,<eee<i < n .
1 P i, i,
x p * e xp

108. Ist 8 endlichdimensional (dim 8 = n), so gibt es nach
57. einen kanonischen Isomorphismus

3: X Po* » (@ Pw)*, der es gestattet, diese beiden
Rdume zu identifizieren. Dann gilt

| *4 : g v
PN N S S

<t

Ist A( @pag*) der Unterraum aller schief-symmetrischen

Pensoren von @) Po*, ferner Alt (@ Pe) der Vektorraum
der alternierenden Linearformen @ Pag - K, so gilt:

AR@DP2) « 21t (@Px) = A[(DPw)*]

Auch diese Riume kdnnen daher im endlichdimensionalen
Fall identifiziert werden.

D
Erklirung: Ist v : X B »@ PR die kanonische Abbildung,
i=1

P

ferner a: X ® - K eine alternierende p-Linearform,
i=1

so nennt man die nach dem Zerlegungssatz eindeutig

bestimmte Linearform o: @pm -» K gleichfalls eine
alternierende Linearform.
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Schiefsymmetrische Tensoren iiber metrischen Vektor-

raumen endlicher Dimension.

symmetrische
109. Die/Bilinearform B(g,y) iiber séH[b4,...,bn], K=R, sei

und det Bn=A.

nicht ausgeartet. Ferner sei Bn=“aij“n

Dann heiBt der Tensor n-ter Stufe
n!

¢-Tensor. Seine Darstellung in der reziproken Basis
lautet

e=(sgn A).JIAln!.A(bqﬁ...ﬂbn)
Geht man vermége

A(b1® cee ® bn)

=9 =Nad -
5i-aibj, An“"ai“n’ I=det A

zu einer neuen Basis §={34,...,3n} iiber, so gilt
fiir den durch B definierten e-Tensor

e = 1 ¢ =(sgn IN.e¢

IT|
Der e-Tensor ist also von der Wahl der Basis abhingig.
Nach Orientierung von ® gilt € = .

110. Ist 33=le?,b2,b3] ein euklidischer Vektorraum,{bq,bz,b3}=g
eine belieige Basis, so ist A = det ”bibju = dethgij“>o,

Die kontravarianten Koordinaten des e-Tensors beziiglich
B lauten dann

ik o ) .
e 9%z —1—3 wenn (i,j,k) eine gerade Permutation von

NI
(1,2,3) ist

etk _ —1—, wenn (i,j,k) eine ungerade Permutation

B yon (1,2,3) ist

elakﬁ 0 wenn zwei Indizes gleich sind.
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Die kovarianten Koordinaten lauten

€. = Jao (i,j,k) gerade Permutation

ijk

€ =-J/& (i,j,k) ungerade Permutation

ijk
eijk = 0 zwel gleiche Indizes.

Sind ¢ = x by = ijj, p= ylbi = yjbj zwel beliebige

Vektoren, so gilt fiir das Skalarprodukt

i il
£y X'y; = BUXyyy USW.

und fir das Vektorprodukt
1

i .
IXy = 2 bi = zlb mit
i ijk = o JAdk 1
z- = € ijk = € lex Yie uswe
. i - ijk

Bezieht man o, auf eine ON-Basis, so gilt & = 1 (Bz = EB)

und die Unterscheidung von kontravarianten und
kovarianten Koordinaten wird hinfallig.

Symmetrische Tensoren

111. Definition: m stelle eine beliebige Permutation

von {1,...,p} dar. Gleichzeitig bedeute =n den in
9%, definierten Automorphismus von@pﬂ. Ferner sei 7
eine beliebige Transposition von {1,...,pl.

Ist dann M P jener Unterraum von X) P, der von allen
Tensoren der Gestalt g(p)-T(g(p)) erzeugt wird, so gilt:

mP ist n - invariant.

112. Allgemeiner gilt fiir alle g(p)e @ P und alle Permu-
tationen n

g(p) - n(eg(p)) em?P
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113.

14,

115,

116.

117.

118.

Definition: Der durch

/‘
@ csee ® = ® eeos ®
S(t4 tp) plﬁn(:q i)

definierte Endomorphismus S von X) P® heiBt Symmetri-
sator (Symmetrieoperator) von (X Ps.

kn S = m P

S ist nilpotent und daher Projektor

g2

= S
Mithin gilt:

@ P = e s(@DPw)

Jeder Tensor ¢(p)€ @ Pw 148t sich in eindeutiger Weise
in der Form

¢(p) = ¢"(p) + 8(g()), ¢"(PlemP

darstellen. Die Tensoren aus S( (X P#) heiBen
symmetrisch. S(g(p)) ist der eindeutig bestimmte
symmetrische Anteil des Tensors g(p).

S(g4® ... ® gp) = o(p) genau dann, wenn mindestens

ein fj = © ist.

- ] R
Es seien®@ 8 = @& @ P8 die Tensoralgebra 62. iiber 2
b=0

und ® Pc| @ P8 die in 111. definierten Unterriume, wobei

diese Definition noch durch ‘m’]:=§o}, 7 :={0} erginzt werde.
Ferner bedeute im Falle _'p==0...S=idK und im Falle p=’!...S=id,3.
Dann gilt:

P8 ® g c m P4

@ Py @ m 9%c m P+

Psq =0
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119. Es seien p(p)e @ Pm, y(q)e @ s,
daher ¢(p) ® y(q)e @P*2 g.

Dann gilt
S(p(p) ® y(a))=S(S(g(p)) ® S(y(a)))=5(e(p) ® 8(y(a))) =

= 8(8(g(p)) ® y(q))

120. Fir g(p)e @ Po und y(g)e @ 98 gilt

¢(p) ® 9(q) - y(q) ® g(p) € Ww*d
daher

S(e(p) ® y(q)=S(y(a) © §(p))

121. Fir zerfallende Tensoren gilt:
S(‘1® se e ® :i® cse e ® :a-® X ® :p) =
= S(‘1® cece ®tj ® eee ®:i®... ®:p)

Diese Eigenschaft erklirt die Bezeichnung "symmetrischer
Tensor".

122, Ist B = H[bq,...,bn] endlichdimensional, so stellen
die Tensoren

S(”i4® ces ® bip), 1<i <iss .. .<_ip.<_ n

eine Basis von S( X Pm) dar. Mithin gilt

dim S(®Pa) = <n+g"“>.

123, Der Skalar
®(1) n(n)
perm An:= ﬁ a, cee B,

heiBt die Permanente der Matrix An=Hagun
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124, Ist B = H[bq,...,bn] endlichdimensional und ist

i,

rj= XJ bi" j'—'q,ooo,p’ ij=1,oo.,n
so gilt .
14
X,‘ LR XY X,‘p
S( ® es e a ) => erm : : S b- ®o.‘®b')
1 p i, ... <i=n P . . ¥ s
xi’ cee XI?
p 1Y

125, a) (40S)( @ P3)=(S0a)( @ Po)={0o(p)]}
b) A(S(g(p) ® y(q)) = S(A(e(p) ® y(q)) = o(p)

Die Algebra symmetrischer bzw. schiefsymmetrischer

Iensoren

126. Das Tensorprodukt (schief-)symmetrischer Tensoren ist
i.a. nicht wieder ein (schief-)symmetrischer Tensor.
Daher sind die direkten Summen

T A(@Pm) - ko A(®D 2w @ ...
p=0
& s(®Ps) - xemws (®Pw) © ...
p=0

wohl Untervektorrdume, aber keine Unteralgebren der
Tensoralgebra @ R iiber m@m.

Es ist daher sinnvoll, neue Produktbildungen in der
gegebenen Tensoralgebra zu definieren, welche zwei

(schief-)symmetrischen Tensoren wieder einen (schief-)
symmetrischen Tensor als Produkt zuordnen.

127. Es sei f eine positive Funktion der natiirlichen Zahlen

f: N> KN\ol].
Dann definieren wir fir g(p)€ @ Pm,y(q)e @
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die Produkte

£(p+q)
t(p) @ 9(q):= TG () A(g(p) @© y(q))

£(p+q)
t(p) M y(q):= T S(g(p) @ y(q))

Dadurch wird zwei beliebigen Tensoren als Produkt
ein (schief-)symmetrischer Tensor zugeordnet, spe-
ziell daher auch zwei (schief-)symmetrischen Ten-
soren wieder ein (schief-)symmetrischer.

128. Es gilt
t(p) @ 9(@)=(-1) Plh(a) ® ¢(p)

t(®) ™ 9(a)= v(a) ¥ ¢(p)

Beide Produktbildungen sind assoziativ.

o0
[DA(D@Pr), ®] heiBt "HuBere Algebra, Algebra schief-
p=0
symmetrischer Tensoren oder GRASSMANNsche Algebra'" iiber %.

oo
[D s(®Ps), V] neiBt "Algebra symmetrischer Tensoren"
p=0

iiber 8.

129. Ublicherweise wihlt man f(p) = 1. In den Anwendungen
(Quantenmechanik) wird beim alternierenden Produkt oft

f(p) = Jp! gesetzt.
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AUSSERE ALGEBRA

Es sei wieder K=C bzw. K=R

1%30. Definitionen: Ein Vektorraum W heift p-te HuBere Potenz
des Vektorraumes B, wenn eine p-alternierende Abbildung

B > B existiert mit folgenden Eigenschaften:
/]

€:

U< i)

i
E1l. ®-= H(c(]ioc B))

k2. Zu jedem beliebigen Vektorraum ¥ und jeder be-
liebigen p-alternierenden Abbildung

P
M: X B > X gibt es eine lineare Abbildung

i=1
f:® > X, sodaB gilt uy=foe. Man bezeichnet dann
auch die lineare Abbildung f als alternierend.
Man schreibt

m"—'/\P!;:ﬂAoooA%
und setzt per definitionem

/\023:=K, /<’ ‘RB:=1N,

¢ heilt die zur p-ten duBeren Potenz von 8 ge-
horige kanonische Abbildung.

Die Elemente f£(p) von A Pg heiBen p-Vektoren.
Die p-Vektoren der Form e(:q,...,:p) nennt man
zerfallend und schreibt

5(:1,ooogtp) = :’]A eee A :po
Das allgemeine Element von A Pg hat die Bauart
(alle Summen endlich):

Q(P)-"E 00-.2 )\14 ...lp:i

A L 2 N ] A :‘ L ]
1 1, 1 e
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131, Aus der Linearitdat von e folgt:
r,]A.../\(:i+9i)A..oArp=r1A.ooA:iAoooA:p"‘:,‘AoooAgiAoooA‘p

:/]A...A(xri)A..‘Arp:X. ﬂ,]AoooA:iAoooAxp

Aus der schiefen Symmetrie von ¢ folgt:

:n(q)AoonA:n(p) = Sgn K.:,]/\...A:p

A
”i"""p l.a & g,‘A...A:P = o(p)

1%32. Die Bedingungen E1. und E2. von 130. sind dquivalent
D
der einzigen Bedingung: E. Ist u: X 8B - X eine be-
i=1
liebige p-alternierende Abbildung in den beliebig ge-
widhlten Vektorraum %, so existiert genau eine linea-
re Abbildung f:® -» X mit u=foe(Zerlegungseigenschaft).

133, Es seien A P8 und A P2 zwei p-te ZuBere Potenzen iiber
8. Dann existiert genau ein Isomorphismus

f: APg > APn
TAAe o AT, P | JY I .'Kgp

sodaB gilt f o ¢ = ¢.

Die p-te duBere Potenz iiber B ist also bis auf Isomor-
phismen eindeutig festgelegt.

Y
134, Hilfssatz: Es sei u: X @8 -» B eine p-lineare
i=1

Abbildung in den beliebigen Vektorraum ® und f
die durch T2.(34.) bestimmte Abbildung

£f: @DP 8-> ®mit u=f o 7. u ist genau dann

schiefsymmetrisch, wenn MPc kn f ist (vgl.94.)
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135. Existenz der p-ten suBeren Potenz: ) P® sei die
p-te Tensorpotenz iiber #(58.) und e die p-lineare
Abbildung

€: I)E 2 - (@Pm)y/oP

(:1’.",tp) » c(:/‘,ooo,:

p)i=w(84®e 0. ®p)

Hier ist w: @ P8 » (@ Pw)/7° die natiirliche Surjektion.
Dann ist ¢ schiefsymmetrisch und erfiillt die Eigen-
schaften von E1 und E2 von 1%0. Daher ist

(@ Pg)/W° =« A Pq

1%6. Die p-te duBere Potenz A Py ist auf kanonische Weise
zur Menge A (@ P®) der schiefsymmetrischen Tensoren

von@p!s isomorph. Fiir diesen Isomorphismus Y gilt

¥ : APng -’A(®pﬂ)
g,lA...A:P »A(:qaooogtp)

Demnach kann man die p-Vektoren mit den schiefsymmetrischen
Tensoren identifizieren.

137. Ist B = H[bjsees, bn] endlichdimensional, so gilt

dim A p% ) (g}wenn PsSn

O,wenn p > n

138. ( APp)* o A1t (@ P8,K) = A((® PB)*)
139, Im folgenden wird zur Bezeichnung der Menge der der
GroBe nach geordneten Indizes 151,‘ <...<ip5n die

Abkiirzung I(p) verwendet. Analog J(q), K(r) fiir
'l$j,,<...<jq.<_n, ’IS.k,]<...<kr..<_n uswe.

Ebenso bedeutet
%I<p) = bi4 Ao e .Abip
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140. Es sei 8 = H[ Byseees b,] endlichdimensional und
:k":xl!]{:k‘ bjk k=1,oo.,p; jk=1v,ooo,n

Dann gilt x,i]'1 cee XLV

/‘
. . A
g,] Ae oo A‘p= : : . bI (p\(),,

- I(p) xi4 cee xi’

A
Daher stellen die p-Vektoren bI(p) (139.) eine Basis
von N\ Pg dar.

141. Es seien B, W zwei beliebige Vektorriume und f € Hom(%8,®) .
Dann gibt es genau eine lineare Abbildung

A
fP: A Pg - NPm

B £(8y) A e AECE).

 FLERRYL

A

fP heiBt die p-te duBere Potenz von f. Per definitionem
A

sei f%:= ia..

bp+q

142, Es sei u: X 8-> B (B beliebig) (p+q)-linear mit fol-
i=1

gender Eigenschaft: hilt man die Vektoren Ygreees gq bzw.

:,],...,:p fest, so seien die durch

ul;,* "‘O,DQ("‘,‘..’:I)):: U(L]’--°ag‘p,9/|,...,gq)

q LI
\4‘4 90'0’:p(y1,...’9q).~ u(:19-oo9fp$9/‘,-o.,gq)



143,

144,

145,

definierten p- bzw. g-linearen Abbildungen alternierend.

Dann gibt es genau eine bilineare Abbildung

A
B: APg x Ao m
nit

A
B(rqucoAtp, 91A00~A9q>=U(:1’0009:pagq,-ocobq)

Es gibt genau eine bilineare Abbildung
A
B: APg x Nig - A P*yg

mit
A
B(‘chooA’p’ quoooqu)=:1A.o.ArpquA.ooqu

A A
Mann nennt B das #uBere Produkt des p-Vektors g(p)

A
mit dem q-Vektor y(q) und man schreibt

A A A A A
B(g(p),9(a)) =: g(p)Ay(aq)

Fir das suBere Produkt gelten folgende Regeln:
a) (F(0)A§(a))A3(x)=FmIA(§(a)AR(x))

b) (£,(0)+5,(0))A5(a)=F,(@)AS(a)+E,(p)A%(Q)
¢) F@IAE, (D+8,(a))=F@) A, ()+£()A§5(a)

a) (AM@))A8(Q)=E)AOE(@))=A(R(@)A§(a))
e) §(@)Ab(a)=(-1)PU()AP()

£) p ungerade = £(p)AF(p)=5(2p)

B sei endlichdimensional. Dann gibt es einen kanonischen
Isomorphismus

6: APgp* » ( APm)~.

Daher kann man A P#* mit dem Dualraum ( A Pe)* von A Pam
identifizieren und es gilt fiir ?(p)é APm, Q*(p)é A Po*:

<R®),5*(@)>:=p! <f(@), 0(§*(p))>
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Fir zerfallende p-Vektoren gilt
*/‘ *
<t1sY >---<f199p>

* * * 3
<:1A...A;p,qu...AQ5»= detll<g;,9>l=| . .

-

*4 ° x
<fp’9 >"'<Fp’ §p>

Wegen des kanonischen Isomorphismus © nennt man die
p-Vektoren aus A P8* auch p-Formen,

146, Verallgemeinertes KRONECKER-Symbol. Es gilt

891 oo dp = sgn n
14 ...lp

wenn die Indizes jq,...,j aus den Indizes iq,...,i

P P

durch die Permutation
i ® * L ] i
( 1 p)
j/‘. L] L] j
hervorgehen.

In allen an denen Fillen gilt

634 e o o .jp — O

A A .
147. Die p-Vektoren by ) und die p-Formen b J(p) sind

Elemente der Basis bzw. Kobasis von
APgund ( APB)* « A Pg*, wenn B=H[b,l,...,bn] und

ot 1 *n . . . . .
f*=H[b ,...,b ] endlichdimensional sind. Es gilt:

A A g J
brpy, b P> - %E;;

148, Die Algebra
A= P APg)=keso N saN B0 ...
p=0
heiBt AuBere Algebra iiber f.
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Fiir den Dualraum der #duBeren Algebra A %8 gilt (vgl.13.a.)
*
(A D« M(APB*, p =0, 1,2,...]

Ist @ endlichdimensional (dim 8 = n), so gilt

dim ( A ) = 2B,

Fir den Dualraum gilt im endlichdimensionalen Fall

( AB)* z%(/\%)*e«éx}l} ( NPg*) = A g*
p=0 pP=0

149, A 8 und A\ 8' seien zwel duBere Algebren iiber R bzw. %'.
Eine lineare Abbildung

CHIVANE SE VAN )

heiBt Darstellung von A\ 8 in /A B', wenn fiir alle

?,S €N\ B gilt

o(FA)= o(F)ra(§).

150. Es sei f € Hom(%,%'). Dann gibt es genau eine Dar-
stellung

fA:;N 2 > A%

tM(g)=£(g) fiir alle ¢ € =.

151. Geometrische Anwendung: Es seien U,= H[aq,...,cr],

u2=H[b1,...,bS] Unterrdume von B. Dann gilt
u,]nu2=lo} o (a,,A...Aar)A(qu...Abs) # G‘(r+s)

152. Es seien Gqseee,0, sowie bq,...,br l.u. Vektoren aus %.
Dann gilt:

Die r-Vektoren oqA...Aur sowvie qu...Abr sind genau dann

l.a., wenn gilt H[aq,...,cr]=H[b4,.--,br].
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153, Es seien /AR und AR* die duBeren Algebren des endlich-
dimensionalen Vektorraumes @ und seines Dualraumes {*.

b Y
Ferner sei Q =% f(r)e As, $*= T Q*(r)e,ﬂs*.
Tr=0 Tr=0

Dann gilt

ke’

< £,8*>= T < f(@), §*&) >,
r=0

wobei die letzte Summe gemdB 145. zu bilden ist.

Duale innere Produkte

Im folgenden ist B stets endlichdimensional und K=Cbzw. K=R

154. Sei ?*€,A£* fest gewdhlt. Dann wird durch fD(Q*):=Q*AQ*

D von AR* definiert. Ihm ent-

spricht der duale Endomorphismus f von AR, fiir den gilt

ein Endomorphismus f

<t(§),§%> = <£,22(8°)> = <§,8*a8%> (fenn, §re Am).

Das (auBer von Q auch von dem festgehaltenen Element

£* abhingige) Bild f(})€ A bezeichnet man mit

:L A*G,A& und nennt es das rechtsseitige duale Produkt
der Elemente ? und ?*. Es gilt also

< QLQ*,Q*> = <Q A*Ag*> fir alle Q*Gﬂ*.

Analog definiert man ein linksseitiges duales Produkt
£ 5*e Aa*:

Q,njAf> = <nA:,:*> fir alle QG/N%.

Dadurch wird dem Element ?*G/A&* bei festgehaltenem

QG/Kﬂ wieder ein Element von A8* zugeordnet.
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155. Fir die rechts-bzw. linksseitigen dualen Produkte
gelten folgende Rechenregeln:

a) (F+9) 8= AL+
b) LB 8= (RLE)+(F LB
¢) () LE= FLOB= a(fLf
@) FLE*AS=(FLE") L8
a*) (e8I 6= PEQu
b E (Frefrd= fU a6
)OI E =8 )= AR
a*) (FA I F=1 (R g
156. Es sei §(p)ein p-Vektor und §*(q)eine g-Form. Dann

gilt
a) p<aq= ?(p)L@*(q) ist der Nullvektor o

P>aq= ?(P)LQ*(Q) ist (p-q)-Vektor
b) p > q = $(p)Jt*(q) ist die Nullform o*
p<aq= $®)it*(q) ist (q-p)-Form

¢) p=q = F@)E*(q) = %P)If*(Q) = <f(p),$*(q) > ist Skalat

157. a) Es sei p=q+r. Dann gilt (vgl.139)

«J(a)_ J(q),K(r)
GI(P)LG 4% bI(::) : °%K(I‘)

b) Es sei g=p+r. Dann gilt

A A J() J(a) A XK(r)
b1(p) 4 ® = %&(r),1(p) *
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Ist allgemeiner

Q(P)= \I(p> gI(p) € /\pﬂ

A 3(q)
?*(q)=uJ(q)b* d € N Yg*
so gilt
A
c) p=q+r...9(P) L?*(q)=kI(P)uJ(q) 5‘:][’2(1; ,K(I‘) bK(I'
P
J(q) A K(r)

d) q=p+r ..g(p)J r*(q)=xI(p)uJ(q) 8% (r),I(p)"?"

158. Definition: Es sei dim g=n, ferner sei

. n
f:- baAes.AB € A

ein n-Vektor und
*
fri= p*7 AL AbRE ADp
eine n-Form.

Da dim A*g = dim APs* = 1 (vgl.137.), kann jeder andere
n-Vektor bzw. jede andere n-Form als Vielfaches von

R bzw. B+ dargestellt werden.

Es gilt < ﬁ, b+ > = 1 (wegen 147)
Dann heiBt der (n-p)-Vektor

erg* £*(p):= RLE*(p)

die (duale) Erginzung zu Q*(p) und die (n-p)-Form
erg £(p):= %(p)JA*

die (duale) Erginzung zu ?(p)

N X
159 ers brip) & 0 1t
’ r=n1n-0p
I(p) I(p),K(xr)
erg* %* = 5N(n) %K(I‘>
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160.

A
Allgemeiner gilt fir ?(P)= XI(p)bI(p) bzw.

?*(P> = XI(P)C*I(p) :
erg f(p) = 2I(@) (@) fE()
K(P),I(p)

* Ax I ’
erg* £*(p) = M(p) bNgii K(r)SK(r)

Die Abbildung
erg : NPB » NP+
t(p) » F(p)h*
ist ein Isomorphismus und es gilt
erg'q: NPgx 5 APy
$*(a-p) » AL (a-p)

daher gilt weiter

erg*= e:c'g"I & erg* o erg = i%&?m

und

AR = f).
Analog gilt:

erg*: NPg* » APy
) » ALt @)
erg*“qz_ﬂp—pm > NPm*
f(n-p) » §(n-p)sf*
*)-1

erg = (erg & erg o erg*=iqu%*

RLE*m))d B+ = £<p)
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161.

162.

163.

164,

165.

166.

a) f(p)LE*(q) = erg*(erg F(@)A £ () p=q

b) £(p)i%*(q) = erg(f(p)r erg* £*(q)) p=<q
c) P@IAF(Q) = erg*(B(p)lerg $(a)) p+qsn
d) $*(@)AF*(q) = erglerg*$*(®) LF*()) p+q<n

Ein p-Vektor zerfdllt genau dann, wenn seine
Erganzung zerfdllt.

Ist u=H[:,',...,tP]C*,!3 = H[‘j"...’:P’rp"'i,...,rn]’ S0 iSt
erg(;qA...Agp) = er+1A...A:n, d.h. der von den Faktoren
derferfallenden (n-p-Form erg(;qA...Agp) aufgespannte

% *
Unterraum #° = H[tp+1’...,:n] ist der Annullatorraum
von Uu.

Da jede 1-Form trivialerweise zerfdallt, ist jeder
(n-1)-Vektor zerfallend.

Es sei ?(p) ein vom Nullvektor verschiedener p-Vektor

und 4 der von allen Vektoren y € % mit Q(p)Ag = 9(p+1)
aufgespannte Unterraum von R.

Dann gilt:

a) dim 1 < p

b) ¢(p) zerfdallt genau dann, wenn dim 4 = p.
ISt u = H[Q4 ,...,Op], SO gilt Q(P) = chAoooAup

Es sei Q(p) ein zerfallender p-Vektor. L&Bt Q(p) die
beiden Darstellungen

A - -
f(P)—L]/\oo-Atp-qu...Agp
zu, so gilt

v, = a? r, Dit det Ha?“ = 1.
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p-Vektoren iiber metrischen Vektorriumen

Alle Vektorrdume seien wieder endlichdimensional
‘und K=€ bzw. K=R

167. Nach 90. wird bei vorgegebener nichtausgearteter symmetri-
scher Bilinearform B fiir je zwei Vektoren ¢,y € 8 das
Skalarprodukt <g,9 = <g¢,f(y)> = B(g,y) definiert. Mit
dessen Hilfe definieren wir das (kommutative) Skalar-
produkt zweier zerfallenden p-Vektoren (vgl.145):

<:/|A000A‘p,9,]AoooA9p>‘ o= <r/‘AoooA:p,f(Gq)A-.oAf(gp)> =

<:194% o o o <tqa9p>
= det\\<:i,f(§j)>!! = det“<ti$ 9J>“ el Y ' .

<:p, g">. e <‘p’ 9p>

Die Verallgemeinerung auf beliebige p-Vektoren liegt auf
der Hand.

168. Ist ® speziell unitdr (euklidisch), so ist <g,p> = gy
das unitire (euklidische) Skalarprodukt. Ist speziell
£;= 93» SO stellt

$189 o o - rqcp

L

(:/‘A“‘A:p)(:chooA:p) =

*» o

:p :1 hd hd hd rp :p

als Wert der GRAM'schen Determinante das Quadrat des
Volumens des von :1"“”p in ® aufgespannten
Parallelotops dar.

169. Nach 140. bilden die Vektoren Gl(p) (vgl.139) eine

Basis von /\p‘z!. Geht man vermoge bj=Bakbk,

- 57 -



bi=Bijbj (86.) zur reziproken Basis von @ iiber, so

stellen die p-Vektoren

7P _pdi AL apd 1= Jq<eee<ip=n

die zu den gI(p) reziproke Basis von APg dar.
Fir die Umrechnung gilt

QJ(P)=AJ(P)’K(P)%K(P), ¢ $7(p)

I(p) = 21(p),3(p)

Dabei bedeutet:

» BJd k4 « o o BJ" kP 1_<_j/|<...<jp_<_ n
ijk’l *» o Bj’k’ 1_<_k1<...<kp$ n
Bi g, = * * Pigyj 1=i,<...<i_<n
‘t‘ '3‘1 A J’ -— 1 oo e p._
AI(p), ()= | - . e
. . —. <..‘<. S
B: < o o o Bi I dp= 1
1’ 34" 19':]’

170 <815y, Sk (o)

ATE) (K@), - ,I(0),K(p)

A1(p),K(p)

K(p)
I(p)

S by - s

[}
O

Brpys P
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171.

172.

Sind ?(p) =XI(p)%I(p)= XI(p)GI(p) und

s(p)?uq(p)%J(p>=ug(p)%J(p) zwel beliebige p-Vektoren,

so kann ihr Skalarprodukt 167. durch Hinauf-bzw. Herunter-
ziehen der Indizes I(p) bzw. J(p) vermdge 169. folgende

Gestalt annehmen:
<€), 8> = AT@WI@Iy oy =T
(p) I(P),J(P).

I
B 6L (L ¢ O

Rechtsseitiges bzw. linksseitiges inneres Produkt

B8 ist endlichdimensional, K=C(K)

Identifiziert man mit Hilfe des Isomorphismus

f: 8 -» 8* (vgl.90) die Vektoren gy € 8 und

f(g) € B*, so kann man aus den dualen Produkten 154.
mit Hilfe von 141. je zwei Vektoren ?,Q € B einen
dritten Vektor € A 8 als rechts-bzw. linksseitiges
inneres Produkt zuordnen:

Rechtsseitiges inneres Produkt

do) ()= §) L1U8a))

Linksseitiges inneres Produkt

0)s (@)= FTPYy 1 (fp)TUR()))
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173.

174,

Rechtsseitiges inneres Produkt der Basisvektoren
(p=q+r)

a) ﬁI(p)LeJ(q) - §€§§ B0 >AJ(q),K(q)eL(r)

0) 1y 1709 - ap(BEI

o) $1PIA; ) = (8 x(ey FO

a) $1(p)49(a) (@) ,K(a) gL(x)

I(p)
%(a), L(x)

FMir das rechtseitige innere Produkt eines p-Vektors
und eines q-Vektors

#
>
~
™
~
o>
H
~
o]
~

o= aT® s

= ()} J(q)
§(a)- *3(q) = “J(q)%
erhalt man durch Anheben bzw. Senken der Indigzes

Ao L= AT@IICD oy 8 ) frir) -

I(e),  g3¢a) K
= APy ST By

_ 3a) (I(p) (r)

= Ao V858 kS -

_ 7(0) ,K(q) I(p) Kr)
= A pMr Y Y RS 1y 8T
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175. Linksseitiges inneres Produkt der Basisvektoren (q=p+r)

) K(q) L(x)
a) %I(p)JQJ(q) B AJ(Q)’K(9>§1(3),I(p)% ’

sJCa) $3(r)

J(q)
b) %I(p)JG : L(r),I(p)

. K@), I(p) ¢

C) QI(P)J GJ(q) J(q) K(I‘)

a) 1@ ¢ | I9(a),K(a) éggzi,l(p)gl(r)

176. Fir das linksseitige innere Produkt eines p-Vektors
und eines qg-Vektors 172. erhdlt man durch Anheben
bzw. Senken der Indizes (q=p+r)

6KCQ) QL(T) =

I J
£(@)J §(a)=r (®), (q)AJ(q>,K(q) Wr),I(p)

() J(p) $Ur)
=2 3 =
() (), 1(p)

J(q) K(r),I
gyl (O EEH IR

p J(q)

_ 3(q),K(q) yUr),I(p)p
BRIICIC LA eS

177. $@) W)= ) (p=g+T)
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178.

179.

180.

181.

Die Erginzung eines p-Vektors ist ein (n-p)-Vektor.
Es gilt (n=p+r)
H) 1= erg o) = f(p)ihanT®) () GO
K(r),I(p)
K(r),I(p)4
= A ) ’ .
I(p) N(n) K(r)
Der Endomorphismus "." von AB heiBt GRASSMANNsche Erginzung
A
von ¢(p).

Die GRASSMANNsche Erginzung eines p-Vektors hingt von
der Wahl der Basis ab. Im euklidischen Fall ist A > O
(vgl. 109). Der n-Vektor

&= ;%7 A= §§_6N<n) = JZ'QN(H)

éndert sich nicht bei Ubergang zu einer gleich orientierten
Basis. Man definiert dann

A = f@ih = vEAT@I SN K
K(r),I(p)

_ A K(r),I(p) -
= 7E kl(p)aN(i) p %K(I‘) (n=p+r)

Es sei U = H[bq,...,bp]cfm = H{b ;00040 ,bp+4,...,bn].
Dann gilt

*(qu...Agp) = (-4)P(an)JZbP+“A...Abn

d.h.: Bildet man aus den Basisvektoren des p-dimensionalen
Unterraumes U einen p-Vektor, so spannen die n-p Faktoren
seiner GRASSMANNschen Ergidnzung dessen orthogonales Komple-
ment u‘auf.

Der euklidische Vektorraum ® habe die Dimension n=3.

Dann gilt fir g,y € B:
«(gAp)=gxy
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SYMMETRISCHE TENSORALGEBRA

Die Dimension von B sei beliebig (n < =), K=C oder K=K

182. Definitionen: Ein Vektorraum ® heiBt p-te symmetrische
Potenz des Vektorraumes , wenn eine p-symmetrische Ab-

p
bildung o: X 8 - ® existiert mit folgenden Eigenschaften:
i=1

S1. ®m = H(o( § ?))
i=1

82. Zu jedem beliebigen Vektorraum % und jeder beliebigen

D
p-symmetrischen Abbildung u: X % » ¥ gibt es eine
i=1

lineare Abbildung f:® - %, sodaB gilt u = foo. Man
bezeichnet auch die lineare Abbildung f als symmetrisch.
Man schreibt dann:

m=VPp= qu...vs

und setzt per definitionem: VO = K, \’1m,= R.

o heit die zur p-ten symmetrischen Potenz von ® gehbrige
kanonische Abbildung. Die Elemente von‘v’pmé heiBen .
p-symmetrische Vektoren. Die symmetrischen Vektoren der

Form o(gq,...,gp) nennt man zerfallend und schreibt

o(:/',..o,:p> = t’]v’°'vtp'
Das allgemeine Element von V P hat die Bauart (alle
Summen endlich):

S yiqeesip o

V...Vr,
i L 3N 3N ) i
’ i P

1

P

183. Aus der Linearitiat von o folgt:

£V - .V(:i+9i)v...V;p= FqVeeeVEgVee VI Ve sV Voo Ve

:/‘Vvoov(xti)vocov:p:‘)\o :,]vo-ovtivo.ov:po

- 63 -



Aus der Symmetrie von o folgt:

Fr(1)VeVEn(p) T $aVee-Vip

184, Die Bedingungen S1. und S2. von 182. sind dquivalent
der einzigen Bedingung

P .
S. Ist u: X 8 » % eine beliebige p-symmetrische Abbildung
i=1

in den beliebig gewdhlten Vektorraum %, so existiert
genau eine lineare Abbildung f:®R-> X mit u= f o o

(Zerlegungseigenschaft).

185. Es seien V Pg und V Pa zwei p-te symmetrische Potenzen
iber ®. Dann existiert genau ein Isomorphismus

f: VPp 5 VvPg

‘1V"'va B 31V...7;p

sodaB gilt: £ o ¢ = T

Die p-te symmetrische Potenz iiber ® ist also bis auf
Isomorphismen eindeutig festgelegt.

D
186. Hilfssatz: Es sei y: X § » B eine p-lineare Abbildung
i=1

in den beliebigen Vektorraum ® und f die durch T2.(34.)

bestimmte Abbildung f:(X)pn -» ®Wmit u = for.u ist genau dann
symmetrisch, wenn WPS kn f ist (vgl.111.)

187. Existenz der p-ten symmetrischen Potenz. X) Pg sei die
p-te Tensorpotenz iiber ® und ¢ die p-lineare Abbildung

p
o: X8 » (@Pyg)/m?P
121

(r/],o.o,:p)%(:/’,oo.,:p)::w(r,]QQ...@:p).
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Hier ist w: @ Ps » (@ Po)/m P gie natiirliche Surjektion.
Dann ist o symmetrisch und erfiillt die Eigenschaften S1.
und S2. von 182.
Daher ist

(DP)/m?P «Vv Py

188. Die p-te symmetrische Potenz V PR ist auf kanonische
Weise zur Menge S(@pm) der symmetrischen Tensoren
von X) Pw isomorph.

Fiir diesen Isomorphismus Y gilt

Y. \/pm - S(@pﬁ)

gqVe .Vgp = S(:,]@. ..@gp).

Demnach kann man die p-symmetrischen Vektoren mit den
symmetrischen Tensoren identifizieren.

189, Ist m = H[ byyees ,bn] endlichdimensional, so gilt

dim V Paq = (n+g-’l)

190. Es sei g = H[ b,‘,...,bn] endlichdimensional und

fe = X0%b5  k=T,....p5 §p=T,...,n

Jx
Dann gilt XM e . . XAP
1 1
v'..v = > perm : : b' V..va‘
" *n 1<i,<...<i_<=n . . 4 1p
X L J - L ] X
p p

Daher stellen die p-symmetrischen Vektoren

i, V...Vbip (’ISJ_,'S...slps:l) wegen 189. eine Basis von

vV pm dar.
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191. Es seien %,® zwei beliebige Vektorriume und f € Hom(®,®).
Dann gibt es genau eine lineare Abbildung

¥p:\/pﬂ > \/p‘li\,

:,]v.ongp =4 f(:/')\/.o.\/fcsp)

¥P heiBt die p-te symmetrische Potenz von f.

Per definitionem sei ¥° = idK

192. Es gibt genau eine bilineare Abbildung

¥: v Pg x Vv dg 5\ Py
mit

g(t’]\/'"vrpﬁp’]v"'vnq) = :"v"'vrpvgqv...vnq

Man nenntg das symmetrische Produkt des p-symmetrischen

Vektors ¥(p) mit dem q-symmetrischen Vektor g(q) und
schreibt

¥Ch@), ¥(a=: ¥V %(a).

Das symmetrische Produkt ist kommutativ, assoziativ
und distributiv.

193, Die direkte Summe

vai= @ (V Pg) - ko Vv Cg VO, ..
p=0

heiBt symmetrische Algebra iiber Q.
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POLYNOMALGEBRA

194, Die Indexmenge I sei die Menge aller n-tupel (kq,...,kn)
mit kie N. Wir betrachten die direkte Summe

Pn:=(% K e yer ={f|f:I » K, fast alle £(kqy ek )=0}
/‘,oco, n -

Die Indikatorabbildungen (3.)

' D (kgyeea k)= 85 L85
(g yeeeyin) i, i,

bilden eine Basis von Pn(4.). Unter den Indikatorabbildungen
betrachten wir speziell die Abbildungen

t,:= f
1 (03eee3Tgecas0)

i-te Stelle

Wir definieren eine Multiplikation der Indikatorabbildungen

£ - .f =f . (%)
(14 ,oo.,ln) (J,’ ,oco,jn) (11"'34 ,o.o,ln"l"jn)

wobei

€= f(5....,0)

als Einselement fungiert. Pn erhdlt damit die Struktur

einer assoziativen, kommutativen Algebra.
Die Abbildung

K—)Pn
P - ¥ )

stellt einen injektiven Homomorphismus dar, sodaB wir

K mit H[e] identifizieren kdnnen. Speziell gilt e = ke

Dann ist
f =f =
(O,.I.’k,...,O) (O,.Q.’1+...+,‘,...o)
i-te Stelle k
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-t

195.

k

=f > e f = ti
\(O,ooo,q,oo.,o) (0,00.,1,-0.,0)1
k
daher -
- +&y k,
hd tq * 8 e tn

f
(g yeeeska)

Dann nimmt (%) die Gestalt

i‘! i J jn - 14 +j4 in +<j
(tq LI tnn)o(tq4ooa tn )“ t1 LI Y tn 8

an. Pn heiBt Polynomalgebra in den n Unbestimmten

1""’tn iber K.

Die Unbestimmten ti bilden zusammen mit e = 1K ein Er-

zeugendensystem von Pn' ZweckmdBigerweise definiert man

heiBen Polynome in den n Unbestimmten tq"'°’tn°

Polynome der Form

LK ok

/‘ LR 2 nn
heiBen Monome. Der Exponent k, heiBRt Grad der Unbestimmten
t; in dem Monom. k:=k, +...+k heiBt der (Gesamt-)Grad

des Monoms. Die Monome eines vorgegebenen Gesamtgrades k

erzeagen einen Unterraum Pg von Pn. Die Elemente

p(k)(tq,...,tn) EPﬁ heiBen homogene Polynome vom Grad k.

Jedes Polynom aus Pn kann in der Gestalt

K, Ks

by ... t 0= ? (k)

p(tq,o.o,tn)=

A
(k4,...,kn) k1oonkn

(alle Summen endlich) dargestellt werden. m heiBt der
Grad des Polynoms D(tgyeeest) ).

Es sei Ph(tﬂ""’tn) die Polynomalgebra in n Unbestimmten

iiber K und B ein n-dimensionaler Vektorraum iiber K.
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Dann gilt

% RN CHY

n

196. Ist Pn die Polynomalgebra in den n Unbestimmten
thye..,t, lber K und 8 ein n-dimensionaler Vektor-
raum iiber K mit der vorgegebenen Basis B={b,,...,b_},

so gibt es genau einen Isomorphismus

g: V83 o Pn

b, » & (i=1,¢0e.,n)

Die Einschriankung von g auf‘v’km ist ein Isomorphis-
mus von V’km auf den Vektorraum P§ der homogenen

Polynome des Grades k.
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Die Vektorréume Bi = H[bil""'b‘ ]l (i =1,...,p)
endlichdimensional. Der Tensor

® 0y np il. iy i
t =y ... DY pb1® ® b, ©
ic=1  i_=1 11 K
1 p
P

aus <::> Bi zerfillt genau dann, wenn fir Jjedes ) 1

i=1 .
11...pk... p
bei festem k und festem jk fir jedes X

i1 = 1,...,n1 und 1 # k jeder Quotient
Kll. Py 'lp o,
- = A e, = 1,. n
i i k k ! ks

unabhingig von der Wahl der i1 ist.



Es sei

By = HIby .byyl, By = BIbyy,by5,by51, By= HIbgy by,
Ferner sei
®
= &
1 e ﬂl,ﬁ2®ﬁ3
Zerfallen folgende Tensoren?
1.Beispiel:
®
t:= 8b11®b21®b31 - 2b11®b21®b32 + 4b11®b23®b31 - b11®b23®b22 +
+ 24b12®h21®b31 - 6b12®h21®b32 + 12b12®b23®b31 - 3b12®b23®b22
Es ist also
A1 oog 2112 oy 121,122 _ 131 _ 5132
211 o 4 212 o g 5221 _ 5222 _ 5231 _ 1, 4232
21213 211 XZlZ 1231 X232
k:]-,j:l T jrnd - =
1 x11&13 xlll 1112 1131 K132
XZ
.2 1 2 _ 1
= Xl ;;T'" 3 3 xl = 3x1
1
k=2 3. =1 11213 llZl : X122 _ xZZl _ XZZZ
’ 2 i11is3 xlll xllZ Xle x212
XZ
A 2 2 _
= AZ -;:— = 0 = XZ = 0
2
11313 Xl31 _ 132 _ X231 _ 7k232
111i3 Xlll XllZ lel X212
x3
a3 -T2 .1 3. 11
R B S D 2 %2
X
2
Xilizz XllZ X132 x212
k=3, 35721 11121 111~ 131~ 211
A B A A A
XZ
- 42 - 3 _ _1 2 _ _1 .1
=Xy F N > Xg T T ¥g
3
Setzen wir
1.1 1 111 _
x1x2x3 A = 8

Dann sind etwa folgende Zerlegungen mdglich:



1 _ 1 _ 1 2 _ 3 _ 2 _ 1
xl = 2, xz = 2, x3 = 2 = Xl = b, xz = 1, Xq = 5
®
d.h. I = ¢ ®r. ®or zerfallt mit
1 2“3 1
Bg = 2byg¥ 8Dy, Ty = 2Dy 4 Dog, Ty = 2Dgy m5oby,
oder
1 _ 1 1 2 _ 3 _ 2 _
Xy = 1, X, = 2, X, = 4 3 x] = 3, X, = 1, Xy = 1
b3
d.h. t = x1®x2®23 zerfallt mit
Ly 7 bygt 30y, T, = 2byy + by, Ty = 4bgyy - Dy,
®

1 ist also ein zerfallender Tensor, die Zerlegung ist aber nicht
eindeutig.

2.Beispiel
&
i:= b11®b21®b31 + b11®b21®b32 - 3b11®b23®b31
7\lll -1, xllz =1, x132 = -3, x121 - x122 - X131 - x211 -
- 1212 - X221 - 1222 - 7\231 . X232 = 0
7\21213 Xle XZIZ 232
k=1, 3, =1 ra = = =
1 1izis Xlll 1112 X132
x2
- .2 1 2 _
= Xl = —;I~ = 90 > Xy = 0
1
xi1213 klZl x122
k = 2, j, = : e = =
2 111113 Xlll x112
X2
.2 2 _ 2 _
=2 1T 0= x,=20
2
xi13i3 7&131 o s K132 -
XllllB Xlll XllZ

®
{ zerfallt nicht



BEISPIEL ZUR TENSORALGEBRA

Die Tensoralgebra der Multilinearformen iber einem endlichdimen-
sionalen Vektorraum

) ) % *
Sei B = {bl,,..,bn] endlichdimensional und B* = [bl,..‘,bn} sein

Dualraum. Wir betrachten fir Jjedes p 2 1 den Vektorraum der p -

B,K). Fiir p = 1 gilt dann W, = D*

Linearformen u(p) € mP: Hom ( 1
L=

[ i o]

und #{(1) ist dann eine Linearform f. Fiir p = 0 gelte mo:: K und

M{0): = idK. Ferner werde definiert: Das Produkt der p-Linearform

({p) mit der g-Linearform p{gqg) sei die (p+qg)-Linearform

Hip).u(qg):= u(pt+g)

fir die gelte:

fi(p) ula) i r )=

T P . P
S f'upllp_’_ll f.Vp_*”q

M{p+g) (L., ..., & Yoz oplr,, ..o, 1 ) WH(Y
1 1 p

PRENE SR

ptqg ptq

Im Falle p = 0 oder g = 0 bedeutet die Multiplikation einfach die
Multiplikation mit einem Skalar.

Das so def. Produkt ist assoziativ aber i.a. nicht kommutativ,

pip) . fTulg).u(e) ] = [u(p).u(g)].u(r)

Beweis:
ip) . [t 2D IS N S S A R : RN ¢ =
fulp)  Tula) . ule) iz, et g Torge1 T prqer)
RS R A R e e G LS R R R L TP
o { f T Iy T T ) 1 1 -
HPY (o g e ) D) (g E DB (g T )
= {Ju(p)(rlr--',Ip)-ﬁl(Q)(Tp*ﬂl,---,¥p+q)]-“(r)(1p+q+1,---,lp+q+r) =
= {lp) (@) Lopl) FOry e T Xy g Frige1 s Fpager)
%1k *
Speziell ist fdar ylxz...zp & mp
o *p . _ *p
A & . v e, L = : weol r
(rrr™e e ey, ,Ip) () Y (yp)
* *
Die nP speziellen p-Linearformen bkl. .bkp € mp stellen
eine Basis von mp dar. Daher ist dim mp = nP.
Beweis:
. B . . .. . ~
Es sei r;= n3 bji’ i=1,...,p. Dann gilt fir ein bel. p € mp
- jl jp h b
ﬂ(Il,-.-,Ip) X - -Xg i jurt jp)‘

Setzt man zu Abkiirzung

“(bja"" b. ) =&



o g A BN
so gil

] Y
coux3P (=)

1y P = AL ..
M ) .

.,lr /,p 31'..:)‘}‘

Ll N

%:kp

ikla..b

*
i. Die b

bilden ein Erzeugendensystem von mp

Es werde definiert:

K1 *kp 4
pr= oAb bt e mp
dabei wurden die in Kp der gegebenen p-Linearform (&) entnommen.
Dann gilt:
P ) - j'i jp ?k‘l ;‘kp f -
DUEy e ) = A ] P ) (b b )
: % 1 Akp o
= A T L xIP e b, ). b5 (b =
ki...kp "1 P ( 31) o jp)
- j > ki1 kp J1 Jp
A T S L S L HD L LK
X1...kp "1 P 1 jp 31 jp % Xp
Daher v = u,
. ¥k1 *kp . . .
2. Die mk .q”bkr sind linear unabhéngig:
- ki ke | _ _ ki1 *kp . "
Uki.,.kp“b N R Ao B aki.‘.kp'b S R 1 'bjp) = OK =
" K1 Kp
. S ¢ Y o SR | S =
“%i...kp" 91 5p - % 7 Ykal ke T %
Wir betrachten die p-lineare AbLildung
v X n* > M
i=1 P
* * k4 *
(xl,,,w,Ep) F > Xl.aaEP
T erfiillt die beiden Eigenschaften
g * % * *Lp
1o H[o X n*)] =M, , da die c(bET L BEPy = BET . BKP eine
Lo
Bagis von mp sind.
T2: dim mm = np, da es gerade so viele Basiselemente gibt. Nach

Sétze% 18 und 19 ist daher

i}

das Tensorprodukt der B*.

Man kann daher die p-Linearformen als Tensoren auffassen. Die
Algebra

Koo B* @ mv & mg 6

nennt man die Tensoralgebra der Multilinearformex in B oder die

Algebra der kovarianten Tensoren iiber B.



Die Grofen in janS () sind die Koordinaten des kovarianten

Tensors iU(p).

Betrachtet man die Multilinearformen iber B*, so erhdlt man ganz
analog die Algebra der kontravarianten Tensoren iiber TB.



Apnwendung des ¢-Tensors und des MaBtensors B im euklidischen B

3
.o o . . . ) o 1.2 .3
Fs sei B = {hl,oz,bg} eine beliebige Basis und B' = {b™ , b7,b7}
die reziproke Basis beziiglich f in einem euklidischen BBQ Dann hat
der MaBtensor B
die kovarianten Koordinaten B.. = B.. = b.b.
1] Ji 13
die kontravarianten Xoordinaten Blj = le = plpJd
die gemischten Koordinaten B§ = ﬁ; = 6§ = hib]
Es gilt
1 <2 &3
i 1 57 82 6
By Byy By priopt? gt 1 %1 %1
A= lp el e o, o= (g2 22 5230 g L (sl 52 3
21 722 723 A 2 72 2
P31 Pag 323! pit 32 5% st 82 53
bt : 3 °3 93
Es sei nun # = {i?i) eine beliebige Permutation, die wir auf die

Zeilen bzw. Spalten obiger Determinanten anwenden. Es ergibt sich

Biv Bin Byg
B,

ji {32
Py Py

Asgn = {f . . .
-9 i 33 Zeilenpermutation

11 .15 o1
gt gl p=*

5 3 2
uﬁﬁgwﬁmw: Bz* BZJ QLR Spaltenpermutation
631 533 BSK
st 82 83
i 71 i
1« .3 . .
sgn T o= é; é? éj Zeilenpermutation
1 .2 .3
S ¢
k bk ék
Nach Satz 110 gilt
| :Bi% 51% plk
LIk sgn Sg? T {K - fE BZl B;] sz
{a p3i 433 g3k
#3 [ ]
{m 1 1 {rl Brz br3
£ = sgn .44 = A sgn ¥-— = — |f§ B p
rst {K {K %51 ﬁsz 583
el "2 "e3
Fir den £-Tensor gilt daher
£ = sljk b.ob.obh = ¢ ¥ eb®ab
i 31 'k rst



Daraus folgt

coe = etk ¢ b.eb .ob_ghTebSeb™
rst 1 3 k
p fS.'z."“ ﬁr3§ %Bzi Blj Blk;
o : , [ ns . i
= ﬁﬁl ﬁsZ ﬁ53 iBZL sz BZkf biwb.®hk@br®b5®bt =
Bey Fog Bra| |p3E 39 ﬁ3k}

g gt g pt? o plk
1 1i rl 13 rl 1k r .s..t
= |g Bt B .p g B %! b.ob.ob b ep®eb- =
sl M 5] 15 sl 1k i T3 Tk
B~ B B R 51
Fept BB ™ Byt
[at 57 sk
ir r
~ gt &7 SL Hh, obh.oh @brﬁhsﬁbt
g s s B i 7 k
Lot 57 &%
VAR t
Daher gilt
stos1 K
r T r
f-:'ljk £ = st &7 8k
rst s S 5
st 81 K
t t t

Verijingt man das Produkt e8¢ nach dem 3. unteren und nach dem 3.
oberen Index, dh. bildet man

vg(é@ﬁ} = vg(sljk Erst bi@bjﬁgkwhrwbsagt) = .
ik I G (#)
= TIE b.ab .ob ab
rsk
so folgt
st &3 5k
v r r
_idk odel o7 k
£ 8 = 15 & & k.1 2 3
rsk ; ? S wegen bk = bl + bz + 83 = 3
% 5
ék o 3
Entwicklung nach der 3.Zeile ergibt:
idk - osloedsk o ockedy o oJ sick | gked TS I 5j~i. -
€ ook T ék(&rés brﬁs) uk(érés brés) + 3(érbs 'rés) =

= (odst L ostedy o slsd - sdsty 4 3(etsd - sdsly = slsT - sisd
r s r g F A= r s r s r s r s s T

also

i
ik L ’5r oF
£ k. k - N .

rs si 83

S s




Weitere Verjiingung von (#) ergibt

2,13k o oo arlanSy - ~LJK. abt
VZ(& &rsk qi@Ejmb @b™) = € hrjk bi,b (##)
Daraus folgt
st 53 ‘ .
eXIEe o= T T o gst _oslst = oast - st = 28t
rik st 3 r J r r r
|3 |
also
ijk - 51
€ Lrjk 2 r

Eine letzte Verjlingung von {(##) ergibt schlieBlich

1, ik T ijk - i _
- . b @ k = & C e . = R . . . t )
vl(: Erjk b gb) f {ljk 281 6 Konstante
ijk -
£ Fi5k 6
Ferner gilt
ijk rk rik -
£ t'rsk 4+ f fiSk + € Ejak = 0

Denn es ist

(sisT - sisTy - (88t - sIsTy - (sfst - sfsly = ¢
r s s'r i s i’s s 3

Formeln der Vektorrechnung in Tensorschreibweise

Es sei B = {b 0 ,b } eine beliebige Basis des euklidischen Bg, B
der zugehdrige MaBtensor, B' = {bl,bz,bz} die reziproke Basis.

Dann gilt je nach Wahl von kovarianten oder kontravarianten Koor-

dinaten
=B, blend = 7% b ab_ = b ob% ﬁij33k = of
i k i, 3
pred b sl - k = .
X x“bh, o= x b, p = yoby ij
ij 1 i il k
= h b, = B y = B = R
b B 50 Py ikl b, x f X, % flk X
Es sei nun
v ow o = i o
L ® D X Yj biwb
Verijlngung ergibt
. .
VI(I @ p) = xlyi = Iy Skalarprodukt




Natiirlich kann man auch auf andere Koordinatentypen umrechnen:

v — i o pil o oali s
TH T X v, = {B zl)yi = B XYy USwW.
Wir betrachten
£ B L & n o= gljk XY b.@b‘®h,®br®b8
s i 3 =k =
Verlingung ergibt
vg(a ©r & mn) = aijk X ¥ b.ob obl
2 rtk i3
Nochmalige Verijingung liefert
2, 1k b oob ohly = ik . i
£ 3 h.eb .® = € . b, = bh.=
Vl( s{x:“y}ec. 31 ;3“2 ) € ijk i z ql
1i 13 L1 1li 13 1
pti ptd plk| lﬁ bl plhy,
e 2i 273 L2 . e 21 23 2 B
= JK et =7 p Kl x.y. b, = {B p2t gkl pPy b, =
3i 35 .3k| O Kt 31 .33 0 ok X1
gt 877 p 1675 B %y vk
1 1
Bwl ,:{_sw yji
e i 2 2 e 2 2.5 . 21
S g“% % y“ibi = 4 A L(x y3 %"y )bllhl%(xzy ~le3)B jbi+
g3i 3 y3i

o= 3
= fA %(x&y3~ny2)hl+(x3ylwxly3)h2+(xlx2~xzyl)b3] = zb
+ L. v e -

f \V2 J st \ f ......._..._.........J
Z

D 27 3
Der letzte Ausdruck stellt das Vektorprodukt 3 = rxp der beiden

Vektoren 1,3 durch seine Xkovarianten Koordinaten zy dar, wenn [

. . . . . i Kk
und n  beide durch inhre kontravarianten Koordinaten Xj,y
gegeben sind.

Es gilt also

e . 1k : _ i _ ijk 1 _ 21
S SRR ijk hi = z bi = g ijk Bilb = zlb
SioL idko L, . oidk
Z £ ijk’ zy £ ijkﬁil

Der Zusammenhang zwischen den kovarianten Koordinaten des
Produktvektors 3 und den kontravarianten Koordinaten der Faktoren

I, b lautet

z, = 'y (%) ko xkyj)

Die Indizes i,3,k durchlaufen den Zyklus 1,2,3

Die obigen Ausdriicke konnen durch Hinauf- oder Hinunterziehen von

Indizes die verschiedenartigste Gestalt erhalten.



Der Entwicklungssatz von GRASSMANN

Wir untersuchen das Vektorprodukt (ixp)x3

oY X 7= ik ] = i[’ = ijk h® = y BS
no=ox b4} £ xjyk bi u Ji £ ijk Bis" usb
Daher
) st . rst, iijk
{(rxXnYIxy = uxgzg = ﬁr uszt Or = hrs (alj ijk Bis)zt br =
_ rst,,il,im kp _
= € (B~"B"7B tlmp)xjykﬁiszt =
rst_ il jm kp
= > . 3 . B b =
¢ Elmp(ﬁ Bls)(ﬁ xj)([ yk)zt
rst 1 mop rlt m_p : trl m_p
- 3 5 { - 3 b = £
{ &lmp(a R z Flmpx Y ze Oy j tlmpx Yz hr
- P PS . Xer m p - t.om r P : t.p r.m -
) 8 = ] - =
(& pé Yy Xy z, b (6% )(épy )ztbr (6-v" ¥ (6 x )ztb
— P T & . t T, _ t r -
= X'y z. b y'xzb = (x7z )(y b)) (y 'z )(x"b ) =
= (r3)n - (v3)r
Dem Entwicklungssatz von GRASSMANN
{(rxp)x = (r3)n - (p3)«r
entspricht die Tensoridentitat
eljke = &§ts - stsd
rsk r s s T
Dreifachverjingung von
cOronsy = t‘;l3erysztbif@bjﬁﬁﬁbkglbrﬁéi’)sf@bt
ergibt
K, X, KB!
ﬂijk‘f{ X.Z ::“"“"- ,ﬁﬁ_n”ff" sz Y A - _.M..:,]:.,,,..._. Y* Yb v i - (] 7 :‘z)
1737k {x w{i) n(F) (k) {E 17273 A
| %1 %2 %3




Anwendung der Multivektoren auf die projektive Geometrie

Nach Satz 152 gilt:
[4 - -
H‘gl,...,xrl = H[nl,...,nr] ® LALALE xnlA...Anr
Da ein UR als p-Raum interpretiert werden kann, kann jedem p-Raum

ein zerfallender Multivektor zugeordnet werden. L.a. Multivektoren

stellen denselben p-~Raum dar.

Die Geometrie des P3 = P(H[b,,kb bz,ba])

0’1’
Projektive Punkte: X = H[rl ... 1 = lei = Xob0+lel+X2h2+X3b3
?(l) und 3(1) stellen denselben p-Punkt dar, wenn ?(l) = 13(1)

ist. Die Punktkoordinaten X(xole:xzzx3) sind daher homogen.

Projektive Geraden: g = H(r,a}, r = X'b;, p = Yb,

Nach Satz 140 gilt

i1 izl
3(2) = i AD T ;ﬁ X11 i2 1._1/\111.“:
A Y
s < S3
0 L1 10 o2 0,3 1,2
: Xo Xl boaby + xo xz byrb, + xo x3 borby + Xl Xz byab, +
vy Yl ¥ Y’y vty
2 .3
+ Xl x3 byab, + Xz x3 byabg =
Y v Y4y
_ .01 02 03, 23 31 12,
= A bOAbl +A boAbz +A boAh3 +A bzAb3 +A baAhl +A hlAbz

Die homogenen Gréfen (Achtung auf die Reihenfolge der Indizes!)

01 02 , ,03 . 223 . 231 . 512 . _in

A A

sind die PLUCKER -~ Koordinaten der p-Geraden.
Fiir den die p-Gerade 3 festlegenden zerfallenden Bivektor 6(2) -

gilt nach Satz 131 fiir den zerfallenden Produktvektor:

8(2) A §(2) = 0(4)
d.h.eg 1ist

01 02 03 23 31 12
(A boAbl +A boAhz +A boAb3 +A thh3 +A b3Ab1 +A hlAbz)A

31 12

01 02 03 23 -
(» boAb1 +A boAbZ +A boAh3 +A thb3 +A b3Ah1 +A blAbz) =

= (201223 02,31, x°3x12)boAhlAb2Ab3 = B(4)

Die PLUCKER-Koordinaten einer Geraden geniigen daher der

PLUCKER-Bedingung:



201,23 02,31 , ,03,12 _

+ A 0

ACHTUNG: I.a. wird das 4&duBere Produkt eines nichtzerfallenden
Bivektors 6(2) mit sich selbst nicht verschwinden (gilt allgemein
fir Multivektoren, vgl. Satz 144.f)

.

Die Linearkombination zerfallender Bivektoren stellt
wieder eine p-Gerade dar, wenn die den zerfallenden
Bivektoren entsprechenden Geraden durch denselben
Punkt gehen.

A - R
g;(2) = saa, i=1,...,r
A = » fd -—
z 1igi(2) = EXi(b/\ai) = SA(Z xiai) = SAQ
ist i=1 i=1
a

Die Linearkombination zerfallender Bivektoren, deren
entsprechende p-Geraden in derselben p-Ebene liegen,
stellt wieder eine Gerade derselben Ebene dar

Je zwei Geraden derselben p-Ebene schneiden einander in einem
Punkt $. Die Linearkombination dieser Bivektoren stellt eine Gerade
durch diesen Punkt in der Ebene dar

A A A S A )
ileigi(Z) = xlgl(Z) + ngz(Z) +12;xigi(2) = bA(A1a1+12a2) +

\ A A
+ sA(A,a,+A,a,.) + z A.g.(2) = sAa + E:x.g.(Z)
l 171 2 %J by 171 Ly 171

a
Alles weitere durch Induktion

Schnittbedingung zweier Geraden: Es seien

A 01 02 03 23 31 12
r(2) A boAhl +A boAhz +A boAb3 +A bzAb3 +2 bsAbl +A blAb

+1920 ab. +u%3b Ab. +u23b_ab. +u3lb Ab, +ul?p b

1 0 2 03 23 3 172

zwei zerfallende Bivektoren. Dann gilt ?(Z)AQ(Z) =

2

I

Br2) u01hoAb

(2915 Ab. 42925 an. 42936 Ab. +22b_ab. +231p_ab +x12b1Ab2)A

0 1 0 2 03 2 '3 31
01 02 03 3 31 12 -
AU boAbl +u boAhz +U boAb3 +u bZAb3 +Uu b3Ab1 +u blAbz) =
- (101M23 +7L02u31 +1°3ﬂ12 +123H01 +131“02 +x12u03)b0AblAb2Ab3

Haben die beiden g-Geraden x = Hl[al,azl und y = Uz= H[bl,hzl

einen leeren Schnitt, d.h. ist N, ml, = {o}, so gilt nach Satz 151

Upnll, = {0} & (ayAa,)A(b Ab,) = 2(2)A5(2) # 8(4)

Im Falle des nichtleeren Schnittes gilt daher




l01u23 +X02u31 +103u12 +)‘23“01 +X31#02 +112u03 =0
Schnittbedingung zweier Geraden
Sind die Geraden identisch (?(2) = 6(2)), 80 reproduzuiert sich die

PLUCKER-~Bedingung,

Ein beliebiger nichtzerfallender Bivektor stellt keine
p—-Gerade dar

Es sei etwa

01 02

i 03 23 31 12
hOAh1 +A hoAb2 +A bOAb3 +A bzAh3 +A b3Ah1 +A blAbZ

nichtzerfallend. Die (zerfallenden) Basisvektoren biAbj stellen

22y =2

Gerade dar. So gehen die den Bivektoren ho 17 hoAhz, boAb3

entsprechenden Geraden durch den PFunkt B0 = H[ho]. Deren

Linearkombination

8(2) = xolhoAbl +x°2b0Abz +x°3h0Ab3
geht daher auch durch Bo. Die den zerfallenden Bivektoren bZAb3’
bSAhl, hlAbZ entsprechenden Geraden liegen in der dem Trivektor
blAhZAbB entsprechenden Ebene. welche durch die Punkte B1 = H[bl],
B2 = Hib,], B
Bivektor

3 = H{b3) aufgespannt wird. Daher liegt die dem

23 12

31
thb3 +A b3Abl +A blAb2

entsprechende Gerade in dieser Ebene. Fiir den oben definierten
Bivektor ?(2) gilt daher
A A A
£(2) = 8(2) + $(2) ... 8(2), b(2) zerfallend
Bilden wir nun
B2)at(2) = (8(2) + B21)a8(2) + H(2)) = 8(2)a8(2) + B(2)a8(2) +

f(2) = a

821ab(2) + B2)ab(2) = Gi21ab2) + (-1)%(2)ab(2)

Also
2(2)a2(2) = 2.8(2)A0(2)

Da die Geraden g und h i.a. windschief sind, wird nach Satz 151
die rechte Seite # 3(4) sein. Dann kann aber ?(2) nicht zerfallen
(Satz 131)
Schneiden aber g und h einander, so entspricht ?(2) eine Gerade
in der von g und h aufgespannten Ebene (s.o.) und es gilt

01, 02 03

A - —

S2)ab(2) = (a brby +A"“bgab, 2% bab,) =

_ 4401 ,02 03 23 31 12 B
= (X boAh1 +2A hoAh2 +A boAha)A(l bzAh3 +A b3Abl +A blAbz) =
= (201,23 , 02,31, x°3x12)h0AblAbzAbs = M2)ab(2) = B(e)



Die PLUCKER-Bedingung

301,23 , ,02,31 , ,03,12 _ 0

ist notwendig und hinreichend dafir, daf dem Bivektor

A - .01 02 03 23 31 12
£(2) = ATTBAAD 4RI AL #ATTDAD L #ATTD AD +AT D AD, +2 75D, A,

eine Gerade entspricht.

Inzidenz Punkt-Gerade: §(2)AF(1) = 58(3)

(2%76 ab. 42928 ab_+2936 ab_+2236_ab_+231b_ab_ +212b_Ab_)A

01 0 2 0 3 23 31 12

0 1 2 3, ) = =
A(X bo+x h1+x b2+x b3 S

2.,02,1,,1 01,3 .03,1 ,31,0

X2-27% -2 %" )b _Ab_AD, +

2,0
X" )b, Ab_ Ab, + (A o \P1 AP,

_ .01
= (A7X 0 P10,

3,03,2,,23 1,,31,2 ,12

+ (292 X Xo)boAb av, + (A23xla3lg2, x3)b1Ab2Ah3 - B(3)

2 3

Inzidenzbedingung Punkt- Gerade

A1240 _ 50241 01,2

22350 03,2

31,0 _ ,03,1

- ATX X
X23X1

! it
O O o

w
"o

31

+ A

Das System ist fiir die X' nur nichttrivial ldsbar, wenn die

Determinante verschwindet:
12 02 01

a2 A 0
23 00,03 00 o123, L0231, ,03,12.2
31 03 01| = ! :
a3t o A
| 0 a23 31,12

Es reproduziert sich also die PLUCKER--Bedingung.
Die projektive Ebene: a = H{x,n,x] ... a(3) = rADA3

r
i8t

x® x! x? x3

Y0 Yl YZ Y3
3

20 z! 72 ¢
die Koordinatenmatrix der 3 Punkte r,p,3, so gilt nach Satz 140:
A _ . . X
a(3) = E: yi? yi2 ¢is in

i1 i2 iz
zit z% g% i LS ,<i

i1 i2 i3 itiziz
Xi1 X5z Xislb, Ab, Ab, = }Z' A b, Ab, Ab, =
i1 iz s i1t iz iz




x% x! x? x? x! ¥3 x? x% x3
= [¥% v1 v2|6 ab.Ab. + 1¥0 ¥! ¥3|b Ab.ab. + |¥° Y2 ¥3|b Ab_Ab. +
B e o 11 Lal0"1%Ps o g LalP0™02"0s
20 21 2 z0 z1 2 20 22 z
b x2 ¥3
1.2 .3 012 013 023
+ Y1 Yo v blAbzAba = A boAblAbz +A boAblAb3 +A boAbzAb3 +
zl 22 23

123
+A hlAbzAb3

Als Koordinaten einer Ebene ergibt sich daher das homogene

Quadrupel
2012 2013 2023 :1123 . . Ebenenkoordinaten
yitzts | teq) (2 ta(s)
. A Iy A
Inzidenz Punkt-Ebene: a(3)Ar(1) = o(4)
012 013 023 123
(A boAblAbz +X boAblAb3 +2 boAthb3 +A blAbzAba)A

0 1 2 3 -
A(XTDo+X7b, +X"b +X"b,) =

= (W012g3 - 01243, 501243 _ 30123y ab abab, = B(4)

Inzidenzbedingung Punkt-Ebene:

2123,0 _ ,023,1 1013X2 - 1012X3 = 0

X X




Anwendungen in der projektiven Geometrie

Bei festem D ¢ D* erftllen alle r ¢ B, ftr die gilt
B =o0exe (5°
einen Unterraum der Dimension n-1 (den Annullatorraum des 5). Ist
= xibi und 5 = yjﬁj, so stellt
i

X _ U1 b EN | Jj o= -
5 = <o, By = xty.87 = xty. = 0
<{i,D X YJ i YJ i YJ

die Gleichung dieses Unterraumes dar. Die Koordinaten von 5
beziglich der Kobasis stellen die Koeffizienten der Gleichung dar.
Man kann daher den Vektor 13 als Koordinatenvektor dieses

Unterraumes betrachten. Ein p-dimensionaler Unterraum Hp wird

dann durch n~-p Beziehungen

<;,§3> = 0 j=1,...,np

festgelegt. Der (n-p)-Vektor
SIA. . ABRTP ¢ ADTP g

bestimmt den Annullatorraum ug = 5. . . A3%"P] von u,
Spannt man Mpz H!Ll,...,;p] durch die Vektoren xl,...,xpauf, so
ist Mp durch den p-Vektor .

(p) = Ill\. . ./\Ip
nach den Satzen 152, 165b eindeutig festgelegt.
Nach Satz 163 entspricht erg r
Satz 163 gilt daher

¥
erg xlA...App = AD

lA...AIp der Annullatorraum H;. Nach

*—
1., . ARR°P

Die Koordinaten der EJ stellen daher die Koeffizienten der

Gleichungen von Hp dar. Nach Satz 16la gilt nun

A A A
(p) L B*(q) = erg*(erg T{p) A B*(q)) P>gq
Wir betrachten nun den Fall, dag alle beteiligten Multivektoren
zerfallen. Dann stellt Q(p) = ElA”‘ALp den Unterraum
M = Hle,,...,C
o= Hlfy o]

x1 x
und n*(q) = 5°A.. ADY den Annullatorraum

1 = oariial AR = o
n-q q
eines (n~-q)-dimensionalen un—q dar.

erg ?(p) legt den Annullatorraum ug fest.



Es sei nun
{(exrg r(p)isp*(q) # o*{n-pt+q) (%)

Dann stellt nach Satz 151 {erg r{p))An*{gq) den Unterraum
e 5 u° von B* dar.
P u-q

Ist die Bedingung (*) erfillt, so stellt

A A
t{p)d D*(q) = erg*[(erg t(p))an*(q)]
den Unt 1PeiC° YP= a nx =: ) da
en Unterraum { pu nmq) ¥ o-g p-q x

Was bedeutet die Finschrankung (*)? Nach Satz 151 gilt
(exrg TIp)) A Dr(g) # B*(n-ptq) @ u;nug*q = {o*} @

@ (U912 V2 - (u*}T e u M = B
P n-q P n-g n

Hp+ Han = 5 ist also die geometrische Voraussetzung fir die

Anwendbarkeit obigen Satzes auf Unterrdume. Der Satz ist demnach
nicht anwendbar, wenn gilt

¢ B @ dim (H_+U ) = dim 4+ dim M - dim (4 o ) =
Z'n P n-gq p n-gq P n

DRI
P o -q

= p + (n-q) -~ dim (Hpﬁun_q) {n daher: dlm(Uann_q) > p-q

¥s gilt demnach

1

Es seien r(p) = ¢ A...Azp und p*(gq) = Dia...apd (p>q)

1
zerfallende Multivektoren und up: H[Ll,...,xp] sowie
H; = H[glA..§A3q] die durch r{p) und 0*(q) bestimmten
Unterriume. Ist 2{p)t B*(q) = %(p-q) # O(p-q), so ist
ﬂn = Mp+ u;° und fiir den durch Q(p—q) festgelegten UR
A g ile 0 - upnua°.

f(p)t B%(q) = §(p-a) = B(p-q) gilt genau dann, wenn

. 0 o .
a H M+ > p~q, dh. wenn 4 _+ A*” £ B  ist.
im P g ) p=q h ¢ P q n




Dual dazu gilt der Satz

Es seien i(p) = LlA;..AIp und n*(q) = glA...qu (p<q)

zerfallende Multivektoren und up: H{El....,rp} sowie

lA...Aﬁq] die durch r{p) und p*(q) bestimmten

A% = B[
q

Unterraume. Ist Q(p)‘ﬁ*(q) = g(q—p) # S(q*p), so ist
* *

ﬂn = u;+u; und fiir den durch % (g-p) festgelegten UR

ax ilt u* = A%
q-p I* q-p P q

?(P)JQ*(q) = Q(q'p) T 3(qu) gilt genau dann, wenn

dim (M°0*) > g-p, dh. wenn NO+U* # B* igt.
im (Hd3) 2 a-p P g 'mn

Es bleibt noch der bisher ausgeschlossene Fall p = q zu erledigen.
In diesem Falle werden durch e(p) die beiden Unterrdume

M = HIx n w o= gx = TN N D i
JP H‘rl""'!p‘ und lp Hn—p (H[!1, ,Ip]) , durch »*(p) die

beiden Unterraume n; = H[EIA...AEP] und H;o =Hn_p=(H[31A...A5q])°

festgelegt. Dann gilt nach 16la,b und 156c
A A A A
L(p)L p*(p) = erg*({erg I(p)AD*(p)) =
- A 1 Ds - A x M - A Ay _ .
= i(p) n*{p) =erg(r{p)aerg* p*(p)) = <x(p),d*(p)> = A2 € K

Es seil Hpnu;O: Hr # {v}.Ist a ,a eine Basis von A_ so

177" "r r,
kann sie zu einer Basis al,.,.,ur,ar+1,...,0pvon Hp erweitert
werden. Dann gilt

;lA,__Axp = ulA,_,Aup c ?(p) = p a(p)
Da definitionsgemi$ Gypov.,@ C ux© ist, gil
<ui,§j> =0 i=1,...r; 3=1,...p

Nach 156c¢ und 145 folgt dann

He) L Brip) = B(e) Brip)> = 0 B(p),Bx(p)> = b detl<a B -

s *1 *p\
’~u1,n >’ ¢ v . ,<(11", s 0 e v . 0
. . T
a5, <a_ 5P 0 . 0
T TP = 0
*1 _ xp x1 xp
i >
<ar+l’) >, . ,<ur+l,n > <“r+l’9 >, , <a 419 >
x] ¥p. x1 xp
< b ¢ ) ¢ S
\apl >, a_ ,nv; \apln >, (La_,npvd



Ist hingegen HPHH;O = {0}, so gilt
<pi,33> £0 i<1,...,p; 3=1,...,p

Daher muB in diesem Falle

1}

A A j

i(p) L y(p) = decu<ni,93>n A#0
sein. Wiare namlich A = 0, so mifte eine Zeile der Determinante von
den anderen linear abhingig sein; man kénnte also diese Zeile

durch Linearkombination der anderen zum Verschwinden bringen. Dann

gadbe =2g aber entgegen der Voraussetzung Vektoren 3 = ulni mit
(a,33> v 0. Darauas folgt
U aE® = 0 2 {0} @ % L §+ = 0
p‘ o r {v} (p) (p)
upnu;° = {0} @ Tp) FDx(p) %20

Analog findet man

WOt = UM £ [p* 1 a? 3 B =0
o p s { 1 t(p) n*(p)
u;nu; = {o* } @ ?(p) 4 3*(9) =0

Ferner gilt:

A au*® =0 s 0° = (0 ax%)° = ° 4 ax
P P r P P P P

T
Woyr = 0 s w9z Pmrx )° =+ ux©
P P s s P P P P
Daher
dim XA
r

I

im(d ad*®) = gim M+ dim N*C - Qim(y +u%°) =
dim{ pOls ) dim o dim 5 dim( st ip )

= p + {n-p) -dim u;o = n~(n-8) = s = dim H;

*p

A .
Es seien ?(p) = A...Arp und 9*(p) = 51A...An zwel

1l
zerfallende Multivektoren gleicher Stufenzahl und

A = Blry,.. 11, 0= B(3%,...,5P] die durch %(p)
vnd B*(p) bestimmten Unterrdume. Ist dann

T(p) L 6i*(p) = T(p) 4 Bx(p) = 0
so existieren die beiden gleichdimensionalen Unter-
rdume von B bzw. B*

q = upnu;° und M* = H;nH;
Die Beziehung
Ttp) L B(p) = B(p) 4 H*(p) =2 £ 0
gilt genau dann, wenn

HPHB;O = {p} wund u;nn; = {p*}

ist.




BEISPIELE

1. Untersuchung eines Multivektors auf Zerfallen:

Drei Vektoren des BS seien gegeben

.;:1 = k.)l + b3 + hS 1 0 1 0 1
r, = b -5 X=140 1 0 -1 O
2, 2 o 1 0 0 0 -1
37 M1 5
Direktes Ausmultiplizieren oder Verwendung von Satz 140 ergibt:
N - . o -
“(3) = ;.1/\;_.2/'.;3 =
T - - h_ -t \ 2 : '
= bl/\bzf\b3 ZblAthos JlAh3/h4+°b1Ah4Ab5+bzAb3Ab5+b3Ab4b5

Untersuchung von %(3) auf Zerfallen nach Satz 165b
N:= {nl?(B)An = 0{4)}, o = ylhi

A - a2, 4 - : _ 1 ,.3,.5
t(3}ny = (g~ +y )blAthhaAh4 (y -2y +y )blAththhs +
2,4 : : ~ 1 .,.,3,..05 _
+ 2(y“+y )bl/\bzl\b4/\hs (y -2y~ +y )hlAI)BAh4Ah5
- (~2+v4)h Ab_Ab Ab_ = 3(4)
T 7Y IDaR0gA0, A0 =
Das Gleichungssystem
¥ v gt = 0
Yl + ZY3 - ys =0
hat die von den Parametern A, i und V abhdngige L&sungsmenge
A SR T AR N SR ARl
= - P = 1 = ' t
A =1, u=~v=03 9] Zbl + b3
_ N _ 2 .
H =1, A =v =02 S —— bz + b4
=1, A= u =0 113 = —hl + bs
?(3) zerfallt also und lagt sich etwa in der Gestalt
?’(3) - i)IM)ZM’3

darstellen.



2. Bedingung fiir dag Zerfallen eines Bivektors:

Re sei U = H(by,b.,b,,b,] und P(2) ¢ A%

01 02 .03
A ho/\hl + A bot\hz + A hoAha +

23 431 12
A hznba « A b3Ahl + A hlAhz

Welche Bedingungen miissen die atd erfillen, das ?(2) zerfdlle,
4. %. dag 9(2) eine Gerade darstellt? Es sei wieder:

£(2)

+

Hew {ni?(Z)AU = 8(3))1, u = yih,

™M2) = zerfallt nach Satz 165b genau dann, wenn Jdim H = 2,
MN2)1ag =

1 12,0.,02,%, XOLYZ)DOAblAhz s (2310503, 1, 1°1y3)h0Ah1Ah3 N
« 1223,0,03.2, 023 ngannn, o (a23ptadly? A28 Anjab,

A
= u(3)
Das durch Nullsetzen der Koeffizienten gewonnene Gleichungssystem
*4r 4die y"L nup eine zweidimensionale LBsungsmenge besitzen.

YO Y1 Y2 y 3
-i??: .:i§§" x5i ....................................... 6 ......... 131l 'ung
43 303 0 201 1,12 4 1
23 0 203 202 A L2
0 423 231 212
5 231,02 _,12,03 231,01 312,01 '1
0 123,02 - 223,02 ,12,03 212,23, ‘T ~¥
0 S At [ o
0 0 301,23,,02,31 ,03,12 0
o 101323,,02,31,,03,12 0 0
Das reduzierte Gleichungssystem lautet demnach
A\12}'0 . onyl . lOlyz - 0
123y1 . x31y2 . llzy3 = 0
(1°1x23+x°2131+x°3xlz)y1 = 0
(A°1x23+x02131+1°3A12)y2 =0

Damit 4im X = 2 wird, muB gelten:

201323,,02,31,,03,12 . 4 (PLUCRER-Bedingung)



3. Ergénzung eines Multivektors:

Es sei B = H[b, b,,b.,b,,b.] und $(3) € A3B mit
Bay = at308 o) =
= - b_Ab_ADb_-2b_Ab_Ab_~b_Ab_Ab, +2b_Ab Ah_+b_AD_AD_+b_Ab_ b

:Mingdns: Mins Rine dind - Sins Mg Yne" Sians: Rind’ Nt - Sins ding: it M. Y’ g
Nach Satz 159 gilt

A _ ,TI(3):12345 +K(2)
erg I = A 6K(2)I(3) 8
Méglichkeiten fir K(2) und I(3)
12 24 123 145
13 25 124 234
K(2) 14 34 I(3) 125 235
15 35 134 245
23 45 134 345

1. Summation iiber I(3):

Aoy . [ 12345 _.12345 ,12345 __ 12345 12345 _,12345|a,K
erg £(3) = { bg123 “2%125 “O%k134 *2%1as *Ox235 *Pkass }8

2. Summation {iber K(2)
Ao [.12345)%1 #2 [ .12345)%1 x4 1234552 ¥5
cra 3y = (51238518087 o [a122asiatant o ol2eR A0S
. {*2512345}53A54 +{_512345}54Ags

34125 45123

Beriicksichigung der Signatur der einzelnen Permutationen ergibt

exa B(3) = BLBZ 4 BLBY 4 oE2AB% - B2.B5 B3t - B4

iR SN

Da ?(3) zerfallt {Beispiel 1), zerfdllt auch erg ?(3) (Satz 162)
Die Faktoren von erg ?(3) spannen den Annullatorraum zu dem von
?(3) bestimmten Unterraum auf
Faktorenzerlegung von erg ?(3) (9* = ylgi)
21 g ?(3)Ag E R

(zylLyg)ﬁlaﬁzﬁﬁ3 . (yq-y4)3lAE2Aﬁ4 - (y1my5)glABZA55 -

(2Y1*Y3)51A53A§4 : {y1*Y5)51A54Aﬁ5 ~2(Y2'y4)52A53Aﬁ4 +

4 .

. (y3+zy5)32Aﬁ3A85 - (yz—y4)ﬁ2AB4AE5 - (y3+zy5)ﬁ3Aﬁ4A55 =

A
= 0*(3)
Das duch Nullsetzen der Koeffizienten sich ergebende

Gleichungssystem fiir die yl lautet



Zyl + y3 =0
Yz - Y4 =0

¥y - ¥5 =0
y3 + Zy5 =0

Als Ldsung ergibt sich die zweiparametrige Menge
Yy T A Yy T H, ¥y = 2, ¥, T M, ¥g =R
Daraus
A =1, 4 =0 >
A 0, u=1 >

Lol _oB2 + B°
2 _ E2 + B4

4]

=1 1.1

i

. . x * . . ..
.Die Koordinaten der Vektoren 01 und 0251nd die Koeffizienten

Gleichungen des wvon den Vektoren L1/¥5,74 aus Beispiel
aufgespannten Unterraumes M = H[r],gz,g3]:
xl ~ 2x3 + xs =0
Gleichungen von N
2 4 -
x + X =0
4. Duales inneres Produkt: B = H[bl,bz,b3,b4,b5]
A - - —-— -
r(3)= blAbzAb3 zblAbzAb5 hlAb3Ab4 + zblAh4Ab5 + bZAb3Ab5 +
- 2I(3)
+ bSAb4Ab5 = A 81(3)
p* = - gl + EZ + 54 - 55 = ujsj
Nach 157c¢ gilt
B3t pr = AT g 87003 By
1 12 24 123 145
2 13 25 124 234
j 3 K(2) 14 34 I(3) 125 235
4 15 35 134 23%
5 L 23 45 135 345
Summation Uber jJj
A Lok - I(3); «1K 2K 4K _ 5K
£(3)t o A [-61° + 82% + &7 5371 SK(Z)
Summation tiber K{2)
A L ont = I(3) 412 (512 213 413 _ (513
t{3)k p A (18] 81 %1b ab, +[8777 + 87 877 71b Ab,
214  .514 . 215 415
+ [bI 51 ]blAu4 + [bI + bI ]blAb5 +
_ £123 <423 523 _ s124 _ 524
+ [ 61 + 6 51 ]bzAb3 + 61 61 ]thb4 +
_ 125 . 425, _ %134 234 _ (534
+ [ 61 bI JbzAh5 + [ bI + 61 S ]b3/\b4 +
135 .235 435 _ 145 245
+ [- bI + bI + 6 ]b3Ab5 + [ 6I + 5I ]b4Ah5}

der

1l

+



Summation iiber I(3)
A Lopx = . (5213 _ £123
(3= {6123 blAb3 6123 bZAh3}

512 215 125
“2{- &y, byaby + 8155 DiADg - 8155 byabg}

(5413 <134
{6734 ByAby - 813, banb,} +

514 | - - <415 _ £145
+2{~ 6145 blAb4 4 5145 blAh5 6145 h4Ab5} +
_ <523 . 235
+ 6235 bZAb3 + b235 b3Ab5} +

534 435 -
+ {- 5345 b3Ah4 + 6345 bgAbs} =

~— - ..D¢ . -— —
= 2h1Ab2 + (1 1)hl/\b3 ZolAb4 + (2 2)b1Ab5 + (1 1)b2/\b3 +
— 4 - -
+ zthb5 +(1 1)J3Ab4 + (1 1)h3Ab5 2h4Ab5
Daher

A
L opnx = - -
r{(3)*y ZblAhz ZblAh4 + szAb5 2b4Ab5

?(3)L 0* legt den Schnittraum des von ?(3) festgelegten 3-dim
Unterraumes und des 4-dim Unterraumes mit der Gleichung
1 2 4 5

- X+ X0+ ¥ - x = 0 fest (Satz 173c¢c)
5. Schnitt Gerade-Ebene im ?3: (ﬂ4 = H[bo,bl,bz,bgl)
1-1 0 0
g 110 1“ : 0o 0 1 1
°o 1 10 2-1 0 2
h - I(2) -} - ¢ -
T(2) = a gu2)"[b“ﬁ + byAb, + DiAb, - biAb, - bAb,
A . ,J(3) S - 1 - 2}
D(3) = u SJ(a) * = boAb Ab, - DoAb Aby + 2ByAbAD, = 2bADAB,

Mit y*{1):= erg 1n{3) ergibt sich nach Seite 2 (s.o) der Schnitt
als T(2)% p*(1) (Satz 159):

A . J{3) 0123 gk _ . 0123 _ ,0123 0123 _ . 0123,pk
erg u(3) = u 5703y © ¢ v 8012 7 %013 t 284023 28,15310
. L0123 g3 ,0123 #2 0123 ¥1 0123 %0

O fi ol o4 2(;1023 h 250123 g

-

°3012 - Y2013

5(1) = erg H(3) - 280 - o8t B2 . B3 - ylﬁl




Daher nach Satz 157¢:

I(2) &lm

lm lm Im Im lm
h =
Yy 1(2) ) [b + 8 + & b’ 6 ] h =

A . 3
r(2)t p(1) = A N 02 12 13 ¥1%m

-0 .
= 1206 ?+&om

ayslm oIlm o1 2m,  2m_s2 3m_.3m
02) Z{bo 4u12 é (? 51 b23) + (=87 b )] b

13) 2 13

10 .20 01 ,21 ,31 02 12 .32
T (=285 -0g )by (=283, -875-873)) + (-28,5-2815-053)b, +
¢ (2813, 323)

13 23
Der Schnittpunkt wird daher vom Vektor

M2)k erg B(3) = 3b. - 3b, + 3D

aufgespannt,

6. Schrnitt Gerade-Ebene 1m.?3 (34 = H[bo, 1 2, e 1)

°1b Ab, + xozb Ab_ o+ x°3b Ab_. +

01 02 03

23 31 12
+ A bZAh3 + A b3Ab1 + A hlAbz

01,23,,02,31,,03,12 _ 0)

Gerade ... 3(2) = A

(A

2 3

0 + u3X = 0. Das ist &quivalent zu:

X" + u Xl + u,X

.. uo 1 2
B(1) = uoﬁo + u151+ uzﬁz + u353

Ehsne

Hier ist p = 2, g = 1 und der Schnitt wird festgelegt durch
{s.0.Seite 2 und Satz 157c):

A % I(2) jk
L - : .
a(2)* n(1) A uj 31(2) hk
. 20153k , 50253k , 40353k , ,2343k , ,31 Jk 12,5k
= (A bo, + 502 + A 503 + 623 + A 6 + A 6 )u b
-t (,0150k,,02,0k 03,0k 01,1k, .31 lk \ 12,1k
= LA 301 50” bo )u + (A b01+x 6 é )u1 +
02,2k, 2342k, 12,2k 0353k, , 23 3k 31 3 )
AT AT TEL S HATTS S iy + (ATTOG3ATTE 4TS Mug] by =
. (401510, ..02,20 . 03,30 01,01 ,,12521 31431,
= (A Ol“ +A bozu2+l 03u )h + (A 801#0 612u2+k 31 )b
02502, 12,12 . 23,32 03,503, ,,31413  ,,23,23
tATTOGSHG AT IO G HATTO3Hg ) Dy (AT HAT IO U FATTOS3H, ) by

Der Schnittpunkt £(1)= &(2)% H(1) wird daher aufgespannt vom
Vektor

402 .03 01, .12 31 +
ul A “2 A ua)bo + (A Ho A u2+1 u3)bo

12 23 03 31 23
u0+1 ul—x u3)b2 + (A “0 A u2+l

301

o= (-

02

+ (A Hy)b,

10



Ware $(1)= 8(2)L %(1)= B(1), wirden die Gerade und die Ebene
nicht den gesamten Raum aufspannen, d.h. sie inzidieren: Das
Verschwinden der RKoeffizienten stellt daher die

Inzidenzbedingung von Gerade und Ebene dar:

01 02 03 -
A "1 + A “2 + A u3 =0
01 i2 31 -
A “0 - A “2 + A u3 =0
02 12 23 -
A “0 + A u2 A u3 =0
03 31 23 -
A “0 A “2 LY ’12 =0
7. Schnitt zweier Ebenen des ?3 (B4 = H[ho,bl,bz,h3])
Den Ebenen
0 1 2 3
a...aOX + alx + aZX + a3X = 0 ... Hl
B. .b.xX% + b.x! + b%x% + b X3 =0 u
R { | 1 2 3 T2
entsprechen die Kovektoren
L i _ i - . d W ryr
8 = aiﬁ , b= biﬁ 5, = mI&], U, = 2483))
. A, _ % § . 0,0
Dem dualen Bivektor a?(2) = a A b entspricht der Unterraum M1+Hz
9
lao a; a, a, . - a; ay
!bo b1 b2 b3 ij bi bj

G*(Z) = x0150Aﬁl + XOZBOAEZ + x03B°A52 +

2 ¥3 3, 1 1 %2
+ x23B AB + 1313 Aﬁ + XIZB Aﬁ

Der Erg&nzung Q(Z):z erg* G*(Z) entspricht der Unterraum

1o JUNQY o JNN e B
(u+a2)© =y

Nach Satz 159 gilt:

ild,... Schnitt von «,B  (Satz 163).

1(2)°N{4) "K(2)
= Ihg180195  F Roa00758 0 ¥ Xo3B0158 b
- *23553522)* 131&3i§§2)+ x125$f§§2’} ﬁK(Z) ®
" A2350123 oAby * A3180153 boAby + A 85203 pyany +
’ *0158133 Dby * onagfgi Bahby ¢ *0353322 bynb,

11



A
a(2) = l23hoAb1 + xalboAb? + xlzboAh3 +

+ AOIbZAh3 + 102b3Ab1 + xoablAbz

Die homogenen "Ebenenkoordinaten” )‘ij und die homogenen
PLUCKER-Koordinaten A1) der Geraden @(2) hingen folgendermafen

Zzusammen

01:102:103:X23 31,12

= A AT T A

R TR P R PR SR R

8. Schnitt zweier Unterriume des I_. mit Hl + Hz gvps {s.0.Seite 2)

5
1 1 0 0 of
a, 0 1 0 0 0y dim 4 - 3 . ) - 4
: o 0o 1 1 ol ! dim (d,0ly) = 2
i1 1 0 o0 ol dim (4 HI,) = 4
u, 1o 1 1 0 O0f dim, = 3
2 1 -1 0 o0 ¢ 2

Nach Satz 140 ergeben sich die Koordinaten der den Unterr&umen Hl

und M, zugeordneten zerfallenden 3-Vektoren zu

w, LRy L k02 e n, 003 g, K023 4 g 4123
3y = x1(3) ﬁx(a)

Ay ... BL3) ... g°12 = 2
B3y = y703) Bri3)

A ~ Dy _ . TJ{3)N(5) LK(2) _ 01234 K(2)
01234 ¥3 k4 _ 3 x4 _
2534012 5 Aﬁ B Z~§ ab Y34 & 2

Gesucht wird

Bt Bryzy = w103y L2V

(3 Br2) = x Y1,(2)%1(3) “k

o g SLI2)K Li2)k |, sL(2)k sL(2)k A

RS L T AR TP TR LY P R P LM AT I S TiRa Y

Aus 1(3)L 0* = 3(1) folgt, {s.o0.Seite 2), daB die durch 9(3) und

A . . ) .
erg*n*(2) bestimmten Unterrdume den Gesamtraum BS nicht aufspannen.

Dies ware dann der Fall, wenn erg ?(B)Aﬁ*(Z) # 3(4) ist. Wir

zen daher z.B. Hl duch eine Anzahl von Vektoren, die nicht in A,
ok

und Uz liegen, welche aber die Dimension von Hl so erhdhen, daB
gile

H(ulu{al,...,us]) + uz = n5
Dann folgt mirt a(s) = ulA a

A A
Pip+s)L B*(q) = S(p+ts-q) # O(p+s-q)
In unserem Fall kann wegen p = 3 nur s = 1 sein (s = 2 wiirde mit
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Hl zusammen bereits den ganzen Raum aufspannen).

Sei also wu:= albl. Dann gilt

A A -
r(4): = ©L(3)ra = (bOAblAbZ + boAblAb3 + boAbzAb3 + blAbzAbg)A

1, 2 3 4

0,, - -
Aa by + a 2 + a b2 + a b3 + a b4) = ... =
A _ 3.2, 1__0 4 4
r(4) = (a"~-a“+a"-a )bol\bll\hzl\b3 + a boAblAthb4 + a bo/\bll\bal\b4 +
4 4
+ a boAbzAb3Ab4 + a blz\thb3Ab4
also
0123 _ 3 2.1 0 0124 _ 0134 _ 0234 _ _1234 _ _4
X = a ~a+a"-a , x = X = X = x = a

Nicht alle xI\4) dirfen verschwinden, ferner darf a nicht in Hz

liegen. Daher muB gelten:
D{4)ra £ B(4) »

4

: ; 0, 1 2 3 : _
(ZDOAhlAhz)A(a 00 + a hl + a bz + a h3 + a b4) =
. 3 3 A I 4
= 2a hO/\}L')l/\bZ/\I')3 + 2a boAblAthb4 #0(4) = a>va £0
Dann folgt fiir al = a2 = a3 =0, a4 #0
A LA - JI(4) 34K(2) -
HAYEBM(2) = %7 Y307 (4) " PR (2)
- 4, .34K(2) 34K(2) 34K(2) -
= 2a7[85034" * %934 * 01334 ) ﬁK(z) N
- 5. 4,53401 3402 3412
= 2a ~60134 ooAbl + 50134 boAb2 + 60134 blAhZ] . Hlnuz

Daher

dim ulnuz = 2

Fiir die Dimension des Summenraums H1+U2 folgt daher

dim (M1+H2) = dim Hl + dim Mz ~ dlm(ulnuz) = 4

Wir werden daher einen Hilfsvektor so wahlen, daB er den gegebenen

dreidimensionalen Unterraum M, zum vierdimensionalen Summenraum

1

erweitert. Dieser Hilfsvektor darf nicht in 1, liegen, seine Lage

1

wird aber zweckmiéfigerweise in HZ gewdhlt.

Wir werden also den oben verwendeten Vektor a neu wihlen, jedoch
>

so, daB er diesmal in U, liegt. Dies ist aber der Fall, wenn a” =

2
a4 = 0 ist. Dann gilt in diesem Falle
A .o_ A - ¢(..2,.1__0
t(4): = z{3)Aa = (~a“+a " ~a ) bOAblAbZAb3 N u1+u2

Damit ist auch eine Basis des Summenraumes ermittelt.
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