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AKGEO Praxis der geometrischen Konstruktionen

Die Vorlesung soll einen Uberblick iiber die Methoden gewihren, die bei der Losung
von Konstruktionsaufgaben erfolgversprechend angewendet werden konnen. Neben der
Darlegung der sich bietenden Moglichkeiten wird deren Anwendung an zahlreichen
charakteristischen Beispielen erlautert. Die Vorlesung wendet sich in erster Linie an
Studierende des Lehramtes Geometrie, kann aber natiirlich von allen Interessenten
besucht werden. Vorkenntnisse spezieller Art sind nicht erforderlich.

Die folgende Zusammenstellung gibt einen Uberblick iiber den geplanten Stoff, der im
Bedarfsfalle auch abgedndert und ergianzt werden kann.
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Lehrziel

Die Vorlesung soll einen Uberblick iiber die Methoden gewihren, die bei der Losung
von Konstruktionsaufgaben erfolgversprechend angewendet werden konnen. Neben der
Darlegung der sich bietenden Moglichkeiten wird deren Anwendung an zahlreichen
_ charakteristischen Beispielen erldutert. Die Vorlesung wendet sich in erster Linie an
Studierende des Lehramtes Geometrie, kann aber natiirlich von allen Interessenten
besucht werden. Vorkenntnisse spezieller Art sind nicht erforderlich.

Diese Vorlesung wird im Sommersemester durch die Vorlesung ,,Theorie der
geometrischen Konstruktionen erginzt. Beide Vorlesungen sind aber unabhdingig

voneinander belegbar



Die Praxis der geometrischen Konstruktionen

Definitionen

Unter einer geometrischen Konstruktion versteht man eine zeichnerische Darstellung eines
geometrischen Objektes aus vorliegenden Angaben unter Einhaltung gegebener Bedingungen
mit Hilfe vorgeschriebener Zeicheninstrumente.

Die Ausfiihrung einer geometrischen Konstruktion erfordert folgende Schritte:

1. Analyse der Aufgabe (Aufsuchung der notwendigen Bedingungen fiir die Losbarkeit).

2. Ausfuhrung der Konstruktion.

3. Beweis der Richtigkeit der Konstruktion (Nachweis des Hinreichens der zu erfullenden
Bedingungen).

4. Determination (Anzahl der moglichen Losungen und Sonderfille).

Unter einer klassischen geometrischen Konstruktion versteht man eine Konstruktion, bei der

nur Zirkel und Lineal als Zeicheninstrumente zugelassen sind. Zirkel und Lineal diirfen aus-

schlieflich auf folgende Weise verwendet werden:

1. a. Anlegen des Lineals an zwei gegebene oder bereits konstruierte Punkte, um deren Ver-
bindungsgerade zu ziehen.
b. Zeichnen einer beliebigen (Hilfs-)Geraden.
2. a. Einsetzen der beiden Zirkelspitzen in zwei gegebene oder schon konstrulerte Punkte.
b. Zeichnen eines Kreises um einen gegebenen oder bereits konstruierten Punkt als Mit-
telpunkt mit einem durch zwei schon vorhandene Punkte bestimmten Radius.
c. Zeichnen eines beliebigen (Hilfs-)Kreises mit beliebigem Mittelpunkt und Radius.
3. Erzeugung neuer Punkte durch Schnitte von Geraden und Kreisen, die gemaB 1. und 2. ge-
wonnen wurden.
4. Gerade und Kreise treten nur in endlicher Anzahl auf.

Beispiel fiir die Ausfithrung einer Konstruktion

Man konstruiere ein Quadrat PQRS, dessen Seiten (oder deren Verlingerungen) durch vier
gegebene Punkte A, B, C, D gehen. Die folgende Losung ist von M.BIANDSUTTER 1881

1. Analyse: Man denke sich das Problem gelost

5 C
//T K
Man zeichne DX | AC /s | —
_ D<\——7’-—-4-—Q'D
Wegen /A = /X und CC = DD folgt s :
AACC = AXDD // \\ | o) B
daher AC =DX </ \\ | E
als notwendige Bedingung —K NEL
A 1% \ K
\
\
. ]
2. Ausfiihrung der Konstruktion \, X

Konstruktion gemil der Analysel
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Definitionen

3. ﬁeweis der Richtigkeit der Konstruktion

In Schritt 2. wurde das Rechteck (TPQRS gezeichnet. Es ist nachzuweisen, dal es sich um ein
Quadrat handelt. Wir ziehen

PY “ AC = Im Parallelogramm # APYC gilt dann PY = AC

Sz ” DX = Im Parallelogramm # DXZS gilt dann SZ = DX

Aus /P = /S und PY = PS folgt
APYS = ASZR = PS = RS ... POQRS ist ein Quadrat (die Bedingung AC = DX ist also auch
hinreichend)

} = PY = 8Z (wegen AC = DX)

4.Determination: Die Ubertragung der Strecke AC -auf DX ist auf zwei Arten méglich: X
‘bzw.X;. Durch diese Punkte ist jeweils ein Quadrat festgelegt. Daher hat die Aufgabe, wenn
man vom Punktepaar AC ausgeht, zwei Losungen.

Durch ander Wahl der Reihenfolge sind folgende Paarungen moglich:

AC; BD... Zwei L(")sungenl
AB;CD " insgesamt 6 Losungen
AD; BC "

Sonderfdille. Die obigen Konstruktionen sind nur dann eindeutig ausfilhrbar, wenn nach
Ausfihrung der Streckenibertragung DX = AC gilt X # B

1. X =B. Die Verbindung XB wird dann unbestimmt. Es gibt unendlich viele Losungen

S

Ad
Hilfsmittel zur Durchfiihrung eines Beweises

Im Folgenden werden kurz die wichtigsten Hilfsmittel und Séatze aufgezahlt, die fur die Fuh-
ung eines Beweises unentbehrlich sind.:

1. Die Kongruenzsitze

2. Wichtige Sitze der Kreislehre

3. Die Sitze iiber die Ahnlichkeit von Dreiecken
4. Die Proportionenlehre
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Kongruenzsatze

Die Kongruenzsiatze

Zwei Dreiecke nennt man kongruent (=, =), wenn sie in allen drei Seiten und in allen drei
Winkeln tibereinstimmen.

Es gibt folgende Kongruenzfille:

1.

Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie in einem Winkel und dessen anliegenden Seiten
tibereinstimmen (SWS-Satz)

2. Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie in allen drei Seiten uibereinstimmen (SSS-Satz)

3. Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie in einer Seite und den beiden dieser Seite anlie-

genden Winkeln tibereinstimmen (WSW-Satz)

Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie in einer Seite, einem dieser Seite anliegenden
Winkel und dem dieser Seite gegeniiberliegenden Winkel iibereinstimmen (SWW-Satz)

Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie in zwei Seiten und dem der gréoferen Seite gegen-
uberliegenden Winkel tibereinstimmen (WSS-Satz).

Liegt dem gegebenen Winkel die kleinere der beiden Seiten gegeniiber so gibt es zwei
Dreiecke mit den gegebenen Eigenschaften (,,casus ambiguus®).

Nur der Grenzfall eines sich ergebenden rechtwinkeligen Dreieckes wire eindeutig.

N -
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Sétze dber Kreise

Hilfssatze liber Kreise

Der Peripheriewinkelsatz

Der Zentriwinkel iiber einem Bogen ist stets doppelt so gro3 wie jeder Peripheriewinkel tiber
demselben Bogen

§ =20 +p) =180 -2p -(180 - 20)  § =20+ = 180
‘ = 2(c; - )
p=otp= 12 P=x - =F/2 b= +p=T/2=90

Alle Peripheriewinkel iiber demselben Bogen sind gleich
Speziell gilt: Alle Winkel im Halbkreis sind Rechte (Satz von THALES').
Supplementiire Peripheriewinkel

Peripheriewinkel Uber supplementiren Bogen sind
supplementar

o+B = 180°

Das Sehnenviereck

Gegentuiberliegende Winkel des Sehnenvierecks sind
supplementar

' THALES von Milet um 585 v.Chr.
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Sétze iiber Kreise

Der Sehnen-Tangentenwinkel

Der Sehnen-Tangentenwinkel ist gleich dem Pen-
pheriewinkel Giber demselben Bogen

Orthogonal schneidende Kreise

Zwei Kreise mit den Radien r und R und dem Mittelpunktsabstand d schneiden einander
orthogonal, wenn gilt:

r+ R =¢?

Nach Gegenpunkten schneidender Kreis

Der Kreis mit dem Radius R und dem Mittelpunktsabstand d schneidet den Kreis mit dem
Radius r nach Gegenpunkten, wenn gilt

RZ_rz____dZ
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Proportionenlehre

Die Proportionenlehre nach HILBERT - BERNAYS?

Definition des Verhilnisses zweier Strecken:

Ein rechtwinkeliges Dreieck ist durch Angabe seiner beiden Katheten a und b nach dem SWS-
Satz eindeutig bestimmt.

Wir nennen den der Kathete a gegeniiberliegenden Winkel o des rechtwinkeligen Dreiecks mit
den Katheten a und b das Verhdlmis a:b der beiden Strecken a,b.

Analog ist der Winkel B gleich dem
Verhaltnis b:a.

Gleichheit zweier Verhiltnisse

Wir nennen das Verhaltnis a:b der Strecken a,b gleich dem Verhéltnis a’:b’ der Strecken a’, b’,
wenn die Winkel a und a° in den der Definition entsprechend gebildeten rechtwinkeligen Drei-
ecken gleich sind:

ab=aboa=a 1)

Wegen o = o <> = ° gilt gleichwertig mit (1)

ab=a"b’oba=b"a’ 2)

Der Korrespondenzsatz

ab=ab <ab=at+ab+b 3)

Beweis =

Beweis < indirekt

2 David HILBERT 1862-1943, Paul BERNAYS 1888-1977
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Proportioneniehre

Die Kiirzungsregel

ab=ab=a=a 4)

Der Beweis erfolgt indirekt. Es seia = a’

In diesem Falle ergibe sich ein Widerspruch gegen die
Eindeutigkeitder Winkelabtragung

Existenz und Eindeutigkeit der vierten Proportionalen

ab=a"x )

1. Existenz: Wir ziehen durch C die Parallele p zu
(AB). Wiirde der Schnittpunkt X nicht existieren,
gabe es durch A zwei p nichtschneidende Gerade, a'
namlich YX und AB im Widerspruch zum
Parallelenaxiom.

2. Eindeutigkeit. Es gelte gleichzeitig
ab=a"x @ @

. Jf=ax=ax'mxa=x"a'Dx=x
ab=a"x

Vertauschbarkeit der Innenglieder

ab=a’b’ => a:a’=b:b’

Beweis: Nach dem Peripheriewinkelsatz
laBt sich uber der Sehne XY der
Peripheriewinkelkreis zum  Periphe-
riewinkel o errichten. Wegen der
Gleichheit der Peripheriewinkel & gilt
nach Definition

a:a’ =b:b’
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Proportionenlehre

Zusammensetzungsregeln

l.ab=a’b Abc=b"¢c = ac=a"¢ )
2.ab=ba’Abc=cb’=ac=c"a 8)
Merkregeln
R
Nl =ble ..ac=a"¢
X ah :'b'\:a'} L
. b:/c: N [Ee=cta
(8).
ab=a':b=a:a= b:b'l (8)
1 Saad=c:c'Dac=a:c¢

: (6)
p:c=b':c'=>b:b'= c:c’J
2. Die Voraussetzung lautet a:b =b':a'Ab:c=c':b’

Ist x die 4. Proportionale zu a,b und ¢', so gilt

(VS) (6) (VS)
ab=c¢:x=>c:x=b:a=>c:b=xad = b:c=x:a

Esgiltalsoa:b=c":x Ab:c=x:a', daher wegen (7)
ac=c':d

Der Styahlensatz

Seien OA=3a,OB=b
OA’=2a’,0B’=b’

Dann gilt

(AA)|(BB’) @ ab=a"b’ ©)

Beweis =

Wir bestimmen den Schnittpunkt W bzw. W, der Winkelsymmetralen der Dreiecke A OAA’
bzw. A OBB’ und setzen

OF=u,FA=v

OF,; = Ui, FB= Vi

a=utv

b= urtyy

Dann gilt definitionsgemal
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Proportionenlehre

g
-
A

,

-

e i

(6)
[2U=T:U, S0 = U,

3)
= WU = VeV (u+v)(u +v, ) = > atb =rer,
P2V =TV, =0 = Vv, "’“ —
also ab=rr
) v ab=a:b
analog a':b'=r.r,
< Der

Beweis  der
Essei OA=a, OB=b)

OA’=a’, OB’ =V’

Umbkehrung  erfolgt  indirekt

Ferner sei a:b = a’:b’, aber (AA’) nicht parallel zu (BB’).
Ziehen wir (BX)||(AA’), so folgt mit OX = x nach dem
Strahlensatz

ab=ax

0 A

Aus der Eindeutigkeit der 4. Proportionalen folgt x* =b’, daher X = B. Da es zu (AA’) nur eine
einzige Parallele durch B geben kann, muf3 (AA”)[|(BB’) sein.
Andere Versionen des Strahlensatzes
Sei OA=a, AB =x
OA’=a, A’B’ =%’
Nach dem Strahlensatz (9) gilt

0] 3)
ala+x) =a(a+x)>aa'=(a+x):(a+x)=>aa'=xx'
Beweis der Umkehrung indirekt

(AA”)||(BB’) & a:a’ = x:x’

(10)
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Proportioneniehre

Sei

OA=2aAB=x,0B=atx=b
OA’ — a.,. A’B’ — X’

OB’ =a’+x’ =b’
AA’=y,BB’ =y, XB =z
BB’ = zt+y =1y’

Anwendung des Strahlensatzes (9) auf die Geraden
(B’0) und (BB ) ergibt nach (10)

©) (6)
zx'=ya' =(z+y)(x+a) =ya' =y b'=ya'=yty = =ba

@
yy ba=ab=yy'

Beweis der Umkehrung indLrekt

(AA)||(BB) @ ab=yy’ (11)

Der Satz von PAPPOS’®

Wahlt man auf einer Geraden g die Punkte A, B, C und auf der Geraden g’ die Punkte A’, B,
C’ und gilt (AB’)|[(A’B) und (B’C)||(BC>), so gilt auch (CA”)||(C’A)

) C A B N
Beweis: Es sei OA =a, OB = b, OA’ = 2’, OB’ = b’. Dann folgt aus der Voraussetzung auf
grund des Strahlensatzes (9)
(AB)|(A’B) @ ab=b":a"
BCH||(CB’) ® bic=c"b’
Daraus folgt wegen der Zusammensetzungsregel (8)
ac=cd o (CA)|(C’A)

3 PAPPOS von Alexandrien (ca.. 300 n.Chr.)
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Anwendungen der Ahnlichkeits- und Kreissitze

Ahnliche Dreiecke
Zwei Dreiecke nennt man dghnlich (~), wenn sie in allen drei Winkeln tibereinstimmen. Es gibt
folgende Ahnlichkeitsfille:

1. Zwei Dreiecke sind dhnlich, wenn sie in zwei Winkeln iibereinstimmen.

2. Zwei Dreiecke sind dhnlich, wenn ensprechende Seiten dasselbe Verhiltnis aufweisen.

3. Zwei Dreiecke sind dhnlich, wenn sie in einem Winkel und dem Verhiltnis der anliegenden
Seiten uibereinstimmen.

4. Zwei Dreiecke sind dhnlich, wenn sie in einem Winkel iibereinstimmen, die anliegenden Seiten
eines weiteren Winkels gleiches Verhiltnis besitzen und die dritten Winkel gleichzeitig spitz,
stumpf oder Rechte sind (entspricht dem ,,casus ambiguus“ der Kongruenzsitze)

Anwendung der Ahnlichkeitssidtze und der Sitze iiber
Kreise

Siitze liber das rechtwinkelige Dreieck

3
\\.
0 sy
h
Q P/
A, @, H Az
Hophensat; und Kathetensdtze, Satz von PYTHAGORAS
. h
AA HA, ~ AAHA, = % = E = h*=pq| Hohensatz
by A H :a_.:’. — E.l_. 7
AAALA = AAA A = 1 - p a, =pa,
2 2 = Kathetenséitze
by =37
AAAA, = BAAH = 2= o :qasi

al +al=(p+qa, =a]
Lehrsatz des PYTHAGORAS*

“PYTHAGORAS von Samos um 500 v.Chr.
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Anwendungen der Ahnlichkeits- und Kreissitze

Konstruktion des Peripheriewinkelkreises zu einem gegebenen Winkel ¢ iiber einer
gegebenen Strecke

Anwengung des
Sehnen-Tangentensatzes

Konstruktion des Umkreises eines gegebenen Dreieckes
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Potenzsitze am Kreis

Potenzsitze am Kreis

Der Punkt P liegt im AuBlengebiet des Kreises

APB,A, ~ APA B,

PB, PA,

pA. ~ B, PBiPB, =PA,PA,
APA,T = APTA,

PA, PT

“22_ "1 L PA,PA, =PT’ =1
PT  PA, 1 EA !

IPA, PA, =PB,.PB, = PT? = t

Sonder[all

PD, * PD, =1’
(PM-0)(PM+1) =PM? - 1% =t*

PT2 =t = PM? — 1}

Der Punkt liegt im Inneren des Kreises

APA B, = APB,A,
PA, PB,
PB, PA,

= PA,.PA, = PB,.PB,

Sonderfall
PD,.PD. =PX.PY = PX?

Pq.PDZ: (r+ PM)(r - PM) = r* - MP? = PX? D

[PD, PD, = r’ - MP’ = PX’|

Man nennt den Zahlenwert der GroBe PM” - 1 die Potenz’ des Punktes P in bezug auf den

Kreis k und schreibt

T(k,P):= PM? —r?

Potenz von P beziiglich k

Die Potenz eines Punktes beziiglich eines Kreises: ist positiv, wenn der Punkt im Aufengebiet
des Kreises liegt, sie ist negativ, wenn der Punkt im Innern des Kreises liegt.

Es gilt
n(k,P)| =|PA, PA,|

> Der Begriff ,,Potenz eines Punktes in bezug auf einen Kreis™ wurde von Jakob STEINER 1796-1863 geprigt
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Klassische Grundkonstruktionen

Grundkonstruktionen mit Zirkel und Lineal

Viele wichtige Grundkonstruktionen lassen sich zwar leicht mit Zirkel und Lineal ausfiihren,
erfordern aber doch einen verhéltnismaBig groBen Aufwand, der auf Kosten der Genauigkeit
geht. In vielen Fillen verwendet man daher zusatzlich Zeicheninstrumente, mit deren Hilfe die
Grundkonstruktionen rascher und genauer ausgefiihrt werden konnen (Zeichendreiecke, Geo-
Dreieck, Parallelenlineal etc.) In manchen Féllen ist sogar ,Probieren‘ zulassig.

In der folgenden Ubersicht werden einige dieser Flle darsgestellt

Exakte Konstruktion

Streckenhalbierung

~
O~
Tangenten an einen Kreis

Ta

Praktische Ausfiihrung

Fehlerteilung

nAnlegen“ der Tangenten zulissig, aber
Konstruktion des Beriihrungspunktes
erforderlich
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Klassische Grundkonstruktionen

Gemeinsame Tangente zweier Kreise »Anlegen, Beriihrungspunkte
konstruieren

N A W rerua F g B AU

4

AuBere und innereTeilung einer Strecke

Praxis der geometrischen Konstruktionen (Prof. W.STROHER) 15



Klassische Grundkonstruktionen

Teilverhiiltnis dreier Punkte
Um &duBere und innere Teilung einer Strecke auch numerisch unterscheiden zu konnen, ordnet
man drei Punkten A, B ,C einer Geraden eine reelle Zahl zu, das 7eilverhdiltnis T(A,B,C) der

AC
drei Punkte. Sein Betrag wird definiert durch |T(A,B,C|= g Ferner trifft man folgende

Vorzeichenfestsetzung:
T(A,B,C) <0 <> C liegt in Innern der Strecke AB.

Dem Mittelpunkt der Strecke AB entspricht demnach das Teilverhéltnis T(A,B,M) = -1
T(A,B,C) > 0 < C liegt im AuBern der Strecke AB. Speziell gilt

T(A,B,C) > 1= C liegt rechts von B

T(A,B,C) < 1=C liegt links von A

Dem Teilverhiltnis T(A,B,C) = 1 entsprache der ,,Fernpunkt“ der Geraden (AB)
Daoppelverhiiltnis von vier Punkten
Vier Punkten einer Geraden A, B, C, D wird die reelle Zahl
D(A,B,C,D):= M

T T(A,B,D)
das Doppelverhdiltnis der vier Punkte, zugeordnet. Es gilt:
P (AB,C,D) <0 = Die Punktepaare A, B bzw. C,D trennen einander

P(AB,C,.D) >0 = Die Punktepaare A, B bzw. C,D trennen einander nicht.
Harmonische Punktequadrupel

Das Punktepaar A, B wird durch die Punkte C, D harmonisch getrennt, wenn die Strecke AB
durch C und D innen bzw. auf3en in demselben Verhiltnis geteilt werden:

AC AD m

BC BD n

oder wenn gilt

T(A,B,C) = -T(A,B,D) < [(A,B,CD) = -1
4.harmonischer Punkt D zu C beziiglich A,B

o~
~

/'
/

AD AC S ~ -

—_— = ~ ’ ~

BD BC S /7 ~
hd N

—————————————— ——t=)
Sonderfall C =M N ,
\\\\C =M
¢ N = [
A - B
' ' AN
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Klassische Grundkonstruktionen

Liniensparende Konstruktion

~
\\
\\
A ¢ » 7 "D
|
I
|
l
l
|
| |
! e
‘L + B ¥
A | D
|
|

-

qumonische Vierstrahlén

Die vom Punkt O ausstrahlenden Geraden a, b, ¢, d haben harmonische Lage, wenn sie durch
das harmonische Punktequadrupel ABCD gehen (O nicht auf der Geraden ABCD)

AC_AD m
BC BD n _
A0 _AD m) g
BY BD nl_ '
A0_Ac_m |
BX BC n |
AO_AO _ o o |
BY BX o i
|
| /C
A e
a X
C
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Klassische Grundkonstruktionen

Vier Strahlen ab,c,d haben harmonische Lage, wenn sie die Mittellinien und Diagonalen
eines Parallelogramms sind

AQO AC
BY BC
MU =MV = BY = BX
AO AD A0 AC
BX BD BY BC

Ein harmonischer Vierstrahl durch O schneidet aus jeder nicht durch O gehenden Geraden
ein harmonisches Punktequadrupel aus.

Konstruktion der 4.Proportionalen X

ab=clx & ax=bc

K?nstruktion der 3.Proportionalen

afb =b/x < b’ =ax

b
|
/ |
Das geometrische Mittel o b . - L
a/x =x[b :
2 l
x"=a.b
X X E
e b - O]
b
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Klassische Grundkonstruktionen

Die drei klassischen Mittelbildungen
Das arithmetisches Mittel

m-a

1 a
m:—z—(a+b)<:>m—a:b—m<:> -
a

b—-m
Das geometrische Mittel

g b g-a a
‘zab o Z=—o —
8 a g b-g g

Das harmonische Mittel

: 1
g’ :hm:>ab:5(a+b)h

a1 (1 1) b s
Tfa+b b 2% 5/ b-h b

Konstruktion der drei Mittel

Gegeben seien die Strecken OA =a, OB =b
Konstruktion von

OM=m,0G=g, OH=h

Aus obiger Figur erkennt man fiir a8 < b unmittelbar

a<h<g<m<b

Praxis der geometrischen Konstruktionen (Prof W.STROHER)
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Klassische Grundkonstruktionen

Zahlenfolgen auf Grund der Mittelbildungen
Fiir drei aufeinander folgende Glieder a4, a, a3 einer Folge von reellen Zahlen gelte

1. Arithmetische Folge

a, —a a a. —a

2= "2 _1=3a -a,=a,-a, =d=const.
a, —a, a, a, —a;

Die Glieder a; bilden eine arithmetischeFolge:

aj,ax=aj+d az=a+d=as +2d, ... Istay das erste Glied der Folge, so gilt
fiir das n-te Glied
a,=a, +({n-1d
a,; +an,; =[a; +(n-2)d]+[a;, +nd]=2a, +2(h-1)}d =24,

1 )
a, = E(an_l + an+1) . .. &, ist das arithmetische Mittel von an.1 und a,+1

2. Geometrische Folge

a-a _3a 2 2 a, a,
——=-—}=a,a, —a, =a,a, —a,a, =>a,a, =a, = — =—-=(q=const.

Die Glieder a; bilden eine geometrische Folge:
2,8 =2a1.q,a3= aq.qz , ... Ist a1 das erste Glied der Folge, so gilt fiir das n-te Glied

2

n
H

2n~zaz1 - qz(n—l)a§ =3

a,=9""a|= a,,a,, =q"a;.q"a, =q

An =+An_18n41 | @, ist das geometrische Mittel von a,.1 und an+

2. Harmonische Felge

a,—a a a, —a a, —
i B B Y | o
a,-a; a; a;

a .
3 ... nicht konstant. = a1az-aaz = ajaz - a1az =

a;
= 2asa3 = a4@2 + azaz | :2a,a2a3

1 1(1 1
—= —("— + -*) a ist das harmonische Mittel von a4 und az
a, 2{a, a,

Die fiir die Folge a4, a3 a3, gilt:

121121(21)132

al’ 32, I e e ey s e e I
a a, a a a; a

Sind ap und a; die beiden ersten Glieder der Folge, so gilt fiir das n-te Glied der

harmonischen Folge

I n-1 n-2

a, a, a,




Klassische Grundkonstruktionen

}{ ! ]z_l_sz_n-B,}{L_n—lH:
2 an—l Apa | 2[la & a
Zalaz [n-2)a, -(n-3)a, +na, —(n- 1)32]

n-1 n-2 1

1 1{ 11
PO . +
a, 2{8h; an,
Speziaifali: Setzt man speziell
1
a, =1, az=5, sofolgt —=2(n—1)-(n-2)=n

1111

L—,— ,Z = die man als harmonische Folge im engeren Sinn bezeichnet
23

Zusammenhang zwischen arithmetischem und harmeonischem Mittel

E

P

a

X p-X

=" "= cx=ap-ax=>x(c+a)=ap=>x= p

a ¢ a+c

P P-x 1 1 P 1( a 1 1 1

_ I T .p B = —- ==

a h h a P-x al\a-c ap ap alaa—c
a-c a+c a+c

1 a+c_a+c 1 *)

a 2 2ac_h

~len—2)a; ~(en ). |
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Klassische Grundkonstruktionen

Dah 1 1(1+1)
cr —_— =T
h 2ta ¢

a+c
Wegen m =

folgt mit (*) -1 M
ac a

h
dermach

Bedeutung der Mittelbildungen in der griechischen Musiktheorie.

Es war eine der fundamentalen Erkenntnisse der Pythagoreer, daf sich die musikalischen
Intervalle durch Zahlenverhiltnisse wiedergeben heflen, die durch die Seifenlingen am
Monochord gemessen wurden. Bei den Griechen hiefl das Monochord Kanon (Kaveow):
Rohrstab, Stab; Richtschnur, Regel Muster, Vorbild. Das Wort kommt aus dem

vorbaylonischen Akkadisch | .ganu™: Rohrstab, Maflstab usw.

(Herrﬁann PFROGNER: Lebendlge Tonwelt. Zum Phinomen der Musik. Langen Miiller,

1976)

0 /4 A 2/3

t L) Ll {
i

Donnelokiave Okiave Quint 1

)
=

-+

l
[

i
rt Crundion

Die griechischen Skalen - die von oben nach unten gezihlt wurden - hatten einen Quinten-

hrw, ﬂn artenaufbau, nichl, wie in unserem Musiksystem, einen Terzen: znﬂy 1. e Terz - die

2Ly SR PANS S Faity ]

“;_%_ivurhc_; auch aufirat - erﬂ‘ aber big ing spiite Mittelalter nmicht ale kongtituierendes Intervall |

3 j QS | 8
i =32
BPrem entspricht die absteigende Folge Oktave - Quint - Quart

iy 4

» il
[ T PO DU AT DY P Fives < PO A X T,
Dlem entspricht alse eine Folee von Oktaven

-4 . —
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Drarstellung in moderner Schreibweise
ey Geometrische Folge

4 2 | 4 ' 12

it

Arithmetische Folge

e

[+ ]

2 1 ? /2. 1%

1y

Harmonische Folge

o
7 =
- <y
L%
e grofle und dic kleine Terz
Die theoretische Verankerung der grofien und kleinen Terz in der Musiktheorie der Neuzeit

JRUY LA SUUPRIIE: ST NN o S NIGNN o & ATy T Ve B vl | E feYh
erfpipte durch Gigsefte ZARLING (1517-15%8

welchem

83
1

N S S P k PRV IPRI S T Y s T
1593) in seinem Werk LIstitutiont harmoniche®™. in

Seitenlidnge fiir die groflen Terz

Harmeonische Lage

==

Betrachtet man die Seitenlingen, welche der Oktave, der Quint, der Quart unq dem Grundtqn
entsprechen und bildet das Doppelverhiltnis dieser vier Seitenldngen nach Seite 19c¢, so ergibt

sich

T(Oktav, Quart, Quint) _ 4 3 __

oy

D (Oktav, Quart, Quint, Grundton )= T (Oktav,Quart, Grundton )

Die vier Punkte haben also harmonische Lage

1
=3

3
. 4

1
6
1
2
1
2
1
4

cresragimisfrirenesn T remiifess
CCUTMMISITIRDNET ROk

ol
£

fie



Streckenrechnung

Streckenrechnung

Streckenaddition

Die Regeln fiir die Streckenaddition (Addierbarkeit, Kommutativitit, Assoziativitit etc.) sollen
hier nicht behandelt werden, da sie zum Teil axiomatisch festgelegt, zum Teil unmittelbar ein-
sichtig sind.

Streckenmultiplikation

Definition
Wir wihlen ein- fiir allemal eine feste Einheitsstrecke ¢. Dann nennen wir die durch

Kb

x:a=be

aN x
festgelegte Strecke x das Produkt der Strecken a, b und definieren
ab:=x.

Speziell gilt fiir b = e auf Grund der Konstruktion

e=b
Xxa=ees>ae=a=x \

N =K
N

Anmerkung: Gewohnlich teilt man dem Produkt zweier Strecken die Dimension einer Fliche
zu, Bei der HILBERTSschen Streckenrechnung ist das Produkt zweier Strecken aber wieder
eine Strecke.

Kommutativitiit des Streckenproduktes
xa=beox=ab

Vertauschung der Innenglieder nach (6) (s.S.7) ergibt
x:b =a:e < x = ba, daher ab = ba

Assoziatives Gesetz des Streckenproduktes

ua=be<>u=ab €))
vb=cew v=bc (%)
WUu=Cceow=uc (&)
Wir bilden

%)
wu=ce= w:/u - V}b Die erste Zusammensetzungsregel (7) (s.S.8) ergibt
@) ua= be
® §)%)
wa=vesw=av=>uc=av = (ab)c = (a)be
Distributives Gesetz
ua=clés>u=ac

vb=cecv=be

Praxis der geometrischen Konstruktionen (Prof W.STROHER) 20



Streckenrechnung

ua=vb=ce DerKorrespondenzsatz (3) (s.S.6) ergibt
utviatb=ceou+v=_(a+b)c=>ac+bc=(atb)

Produkt der Innenglieder = Produkt der Auflenglieder
ab=cd<ad=bc

Bewe Es sei u=ad<::>u:a=d\:e} D e 7 | (8
= e t
eweils Nach Voraussetzung gilt a b= ¢ d ie zweite Zusammensetzungregel (8)

(s.S.8) ergibt daraus ub=ce > u=bc=>ad =bc

Beweis <= Es sei u = ad = bc, das ist definitionsgemaf3

wa=dre|@|asu=e:d| _ .
die 2. Zusammensetzungsregel (8) (s.S.8) ergibt daraus

usb=cre urb=cre
ab=cd
Kiirzungsregel

ab=bc>a=c¢

Es war a:b = c:b = a = ¢ (nach der Kiirzungsregel (4) von Seite 7). In Produktschreibweise (s.
oben) lautet dieser Sachverhalt: ab=cb =>a=¢
Bezeichnungweisen

a,b,c d,...
a',b',c',d'...
ab =ab’, b.c =b’c’, cd = ¢”:d’,..., so schreibt man diese Beziehung als fortlaufende
Proportion

abed ...=a"bcd’: ...

und nennt die Strecken direkt proportional.

a,b, c, d,...
al,b',c',d'...

1. Stehen zwei Reihen von Strecken { in der Beziehung

2. Stehen zwei Reihen von Strecken { in der Beziehung

ab=Db:a’,b.c=c"b’, c.d=d":¢c’, ... so schreibt man
aa'=bb’=cc’=dd’=...

und nennt die Strecken verkehrt proportional.
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Lésungsmethoden

Methoden zur Lésung geometrischer
Konstruktionsaufgaben

Festlegung eines Punktes als Schnitt von Punktmengen (Methode der
geometrischen Orter)

Vigle geometrische Konstruktionsaufgaben gipfeln in der Aufsu- : p
chung eines einzigen Punktes P. Ein Punkt ist aber durch Angabe ]
zweier Bedingungen festgelegt, i.a.also als Schnittpunkt zweier

Kurven.

LaBt man eine der beiden Bedingungen weg, so variiert P nur
mehr auf einer Kurve, dem geometrischen Ort von P

1. Der Kreis ist der Ort aller Punkte, die von einem gegebenen Punkt
M vorgegebenen Abstand r haben P

2. Der Ort der Endpunkte gleichlanger Tangenten an
einen Kreis k ist ein zu k konzentrischer Kreis g =
Ort der Punkte vorgegebener Potenz beziiglich k =
Ort der Mittelpunkte aller k orthogonal schneidenden
Kreise von gegebenem Radius a = Aquitangenti-
alkurve von k mit der Tangentenstrecke a.

3. Der Ort der Punkte, von denen aus ein Kreis k unter
konstantem Winkel o erschent, ist ein zu k konzent-
rischer Kreis g (isoptische Kurve zu k beziiglich des

Winkels o). )
(e

, P
4. Der Ort aller Punkte, welche von einer gegebenen u
Geraden g konstanten Abstand d besitzen, ist ein d
Parallelenpaar u, v zu g im Abstand d. q g
1
v
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5. Der Ort aller Punkte, welche von zwei gegebenen P
Punkten A, B gleiche Abstinde besitzen, ist die
Streckensymmetrale der von den Punkten A, B gebil-
deten Strecke.

6. Der Ort aller Punkte, welche von zwei einander
schneidenden Geraden a,b gleiche Abstéinde besitzen, v
ist das Paar u; v der Winkelhalbierenden der gege-
benen Geraden. Sind a,b parallel, so ergibt sich deren
Mittellinie (siehe 4.) Es gilt

202 =2R = a+p=R=ulv
Die Geraden a, b, u, v bilden einen harmonischen
Vierstrahl.

7. Der Ort aller Punkte, von denen aus man eine gege-
ene Strecke unter einem gegebenen konstanten Win-
kel o sieht, ist ein beziglich der Strecke symmetri- a
sches Paar von Kreisbogen.
Sonderfall: Kreis von THALES

8. Der Ort aller Punkte, deren Abstinde von zwei gegebenen Punkten A, B ein konstantes
Abstandsverhiltnis m:n besitzen, ist der Kreis von APOLLONIOS® :

Es sei PA/PB = m/n. Konstruiert man die Punkte A’ und B’ vermége PA’:= PA und PB}=
PB, dann sind die Geraden PC1 BB’ und PD_LAA’ die Halbierenden von Innen- und Auflen-
winkel des Winkels Z/APB im AABP. Daher ist AA’||PD. Aus dem Strahlensatz folgt

AC/CB = PA’/PB = PA PB = m/n
AD/3D = AP/PB’ = AP/PB = m/n

Die Punkte C bzw. D teilen daher die Strecke AB innen und auen in demselben Verhiltnis,
dh. die Punkte C, D teilen die Strecke AB harmonisch. Daraus folgen die Satze:

Die Winkelhalbierende eines Dreieckswinkels teilt die gegenuberliegende Dreiecksseite
innen im Verhiltnis der anliegenden Seiten.

¢ APOLLONIOS von Perge 262?-190? v.Chr.
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AI

Die Winkelhalbierende des AuBenwinkels eines Dreiecks teilt die gegeniiberliegende
Dreiecksseite auflen im Verhiltnis der anlegenden Seiten.

Da die Lage der Punkte C und D durch die Strecke AB und das Verhiltnis m:n eindeutig
bestimmt ist und ZCPD = R ist (siehe 6.), ist der Ort von P der THALESkreis iiber der
Strecke CD. 5. Ist daher ein Sonderfall des vorliegenden Satzes fiir mjn = 1{1. Aus dem
soeben bewiesenen Satze folgt sofort

9. Der Ort aller Punkte, von denen aus man die auf derselben Geraden liegenden , anein-
ander anschlieBenden Strecken AC, CB unter gleichem Winkel sieht, ist der Kreis von
APOLLONIOS.

10. Der Ort aller Punkte, deren Abstinde von
zwel einander in O schneidenden Geraden a, b
konstant gleich m:n ist, ist ein Paar von Gera-
den p, q durch O.
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Sei namlich PP’/PP“ = mjn, so gilt auf der Geraden p:= (OP) fiir jeden Punkt X
OXJOP= XX’[PP’” = XX“/PP“ => (Vertauschung der Innenglieder) XX’ /XX“ = PP’{PP* =

mfn
Konstruiert man Y wie angegeben, so gilt
APP‘M = AYY*“M = YY*“ = PP“
Ferner gilt
YY =PP’ = YY’ /YY" =PP’/PP“=m/n
p.q trennt daher a,b harmonisch.
11. Der Ort aller Punkte, fiir welche die Differenz der
Quadrate der Abstinde zu zwei festen Punkten A,
B einen konstanten Wert a’ hat, ist eine Gerade P
normal zu (AB).

s
g

PB’ -BA*:=a’
PB? = h? + FB?
PA® = h® +FA®
Mit AB =d folgt AB=FB +FA=d
daher

(FB + FA)FB - FA) = d(FB - FA) = a*

daraus

}:PBMPAZ =FB? -FA’ =a’

FB FA~£
S d

FB+FA =d

|

L unabha ngig von P

_____1____ 2»2}
FA~2d(d a?)

Konstruktion von g bei gegebenen Punkten A, B und gegebenem a

LT
FB—zd(d +a”)

y PA= X
PB:=y

~N

Praxis der geometrischen Konstruktionen (Prof W. STROHER)
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12. Der Ort allerPunkte, von denen aus die Differenz der Quadrate der Tangentenstrecken
an zwei gegebene Kreise einen konstanten Wert a’ hat, ist eine Gerade normal zur
Verbin-dung der beiden Kreismittelpunkte.

2 2 2
t2-t’=a
PA’ =t} +1]

2 2 2
PB” =t +r,

PB? -PA? = t2 -2 +(r? —1?) =a® +(r? - ) = const,
Der gesuchte Ort ist daher nach 11. eine Gerade.

1. Sonderfall: t, = t, = a*> = 0. Die Punkte der Geraden haben beziiglich beider Kreise die-
selben Tangentenstrecken, d.h. alle Punkte der Geraden haben jeweils die gleiche Potenz
bezuglich beider Kreise. DieGerade heif3t daher Potenzlinie der beiden Kreise.

2.Sonderfall:
a’ = 2(r12 - rzz) = PB’ - PA’ =2’ +(r22 —~ r,z) = Z(r]2 ~ rf) +(I'22 - rf) = (rl2 ~ r22)
Die sich ergebende Gerade heiB3t Antipotenzlinie der beiden Kreise.

Beispiel 1: Man zeichne die Potenzlinie zweier Kreise k;, k, = Ort aller Punkte, von denen
aus man gleichlange Tangenten an zwei gegebene Kreise legen kann = Ort der Mittelpunkte
aller Kreise, die zwei gegebene Kreise orthogonal schneiden.

AB=d, t; =PA’ -1} t}=PB’-r1;

Diese Beziehung stellt nach Seite 5 die Bedingung fur den orthogonalen Schnitt von k; mit
dem Kreis k(P t;) dar

PB” - PA” = (t —tf)+(r22 —1?)=a’ +(c? - 1?)

a’=0=PB* -PA’ =(r? - 1) = const.

Nach 11. 1.Sonderfall ist also der Ort der Punkte P eine Gerade und es gilt fur deren
FuBpunkt F
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FB = “""((rz2 - rf) +d2) FA = _215(‘12 “(rzz - r12))

Beispiel 2: Man suche den Ort der Mittelpunkte aller Kreise, die zwei gegebene Kreise
nach Gegenpunkten schneiden.

e

Soll der Kreis k(P,r) die beiden Kreise ki(A,r;), ka(B,r,) nach Gegenpunkten schneiden, so
muf nach Seite 5 gelten
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AB=d r’=r1]+PA’ r’=r; +PB’ > PB*-PA’ =1/ -1}

Digs ist aber die Bedingung fiir die Antipotenzlinie.
Fur deren FuBBpunkt F gilt

1
FB=—Ir2-r>+d*} ... Strecke FA bei der Potenzlinie
2d 1 2
1
FA =—I(d? -r>+1r?) ... Strecke FB bei der Potenzlinie
2d 1 2

Die Konstruktion der Antipotenzlinie erfolgt also zweckméfBig nach der Konstruktion der
Potenzlinie der beiden Kreise.

Hilfssatz: Der Transversalensatz von Stewart’

Es gilt
c=¢,+C,=p+q

hl=b’-q’=a"~(c=q) =t ~(c, =) (1)
b>-q*=a’-c’+2qc-¢q’ l”‘cz @)

b>~q® =t —cl +2¢,q-¢° l c

b*(c—c,) = -a’c, +c’c, ~cc? +t%c
cl
b’c, = t’c—a’c, +cc,(c—c,) = tPc—a’c, +ce,c,

Also

2. _ 2 7. _ v
It c-a’c2+b €, —CC,C,

" Matthiew STEWART 1717-1785. Professor in Edinburgh. Schiiler von Robert SIMSON und MacLAURIN
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Anwendungen des Satzes von STEWART

Linge der Hohe h.
M =>hX=b>-q°

b>-a’+c’

(2) = 2cq=b?-a’ +¢? S E v
1 2 1
h? =b® -Z‘c?[bz ~a’ +CZ] =4

.
|

[2bc+b2 —a% +c?] [2bc—-b* +a® ~c?] =

= ;i%z'[(beC)z ‘a2]~[32 “(b”C)Z] =Z‘é;[b+c+a].[b+c—a].[a+b—~c].{a—b+c]

Setzt man

1
S:E(a+b+c)

so folgt

h? = Zi-;[Zs].[Z(s— a)].[2(s— b)].[2(s~ o)]

Also
4 .

h? = o s(s—a)(s—b)(s—¢) und zyklisch
Daraus ergibt sich fur die Flache F =% hc.c

[F> =s(s-a)(s=b)(s=c)]  Formel von HERON’

Liinge der Winkelhalbierenden w,
Es gilt
, b
cfc, =alb=¢, = 2 b .
b a+b ¢
e, =0+ 0 =CD o =0
ac be A c, W ¢ B
i = 2 1

T O+b T arb

Daher nach STEWART

2

2 ., bc , ac abc

..c=a 'a+b+b 'a+b~c'(a+b)2 =

Demnach

abc?
(a+b)’

w? =ab- =ab-c¢,c,

® HERON von Alexandrien ca. 100 v.Chr.

, abla+b) (ac).(bo)

WeT Tavp (a+b)?

und zyklisch

Praxis der geometrischen Konstruktionen (Prof W.STROHER)
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Ldnge der Schwerlinie m,

Aus
<.
c,=¢C, =—
1 2 2
folgt
, ,C ,C cc¢
c=a".-+b . s-c. 7
M =2 5705793
daraus
m? = a’ +b’ ‘fi und zyklisch
¢ 2 4

13. Der Ort aller Punkte, deren Abstandsquadrate von zwei festen Punkten A, B konstante
Summe a” haben, ist ein Kreis, dessen Mittelpunkt die Strecke AB halbiert.
Fyr den Punkt P gelte
PA’+ PB’* = a’ = const.
Im AABBP gilt daher fur die Schwerlinie m
1 1 1 1
m’ = E(PAZ +PB?) - ZABZ = —2—a2 _ZABZ = const.
d.h. der Ort von P ist der Kreis mit dem Mittelpunkt M und dem Radius m.

Dabher gilt auch fiir die Schnittpunkte U, V dieses Kreises mit der Geraden (AB)
UA’+UB* =2’
VA® + VB® = 2’
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Zeichnet man eine Gerade durch A unter 2R gegen (AB), so gilt

AU=UX, AV=VY

daher

UA™ UB*=UX’+ UB’=2a’, VA’ +VB>= VY’ + VB’ = &’

d.h. X und Y liegen auf einem Kreis mit dem Radius a, woraus man entweder die Strecke a
entnehmen, oder bei gegebenem a die Punkte U, V konstruieren kann.

14. Der Ort aller Punkte P, fiir deren Abstand von zwei festen Punkten AB gilt
m. AP’ £ n.BP? =a” = const.
ist ein Kreis. Dessen Mittelpunkt M teilt bei der Summe die StreckeAB innen, bei der
Differenz die Strecke AB aufen im Verhaltnis AM:BM = n:m.

Es sei P ein Punkt, fiir den gilt

m.AP? + nBP? =4’ m.AP? - n B 9? =3?
Ferner teile M die Strecke AB im Verhiltnis AM:BM =n:m
innen auflen

Anwendung des Transversalensatzes von STEWART
auf AABP und die Transversale PM ergibt auf AAMP und die Transversale BP ergibt
PM’ AB = BP’ AM+AP’BM-AB AMBM | BP’>AM = PM’ AB+AP’ BM-AM AB BM

Nun gilt Nun gilt
AM 1 n AM
AV - BM ~———~——~:>AM—~——BM
MB m M= B MB  m
+ —
AB=AM+BM=—2 BM AB=AM-BM=2"" BM
daher
, I n R _ n
PM?. ~ BM+AP*.BM s BM -
m
+ e
_n mBM—BMBM 2 M 2™ sMm.BM
m m m

Kiirzen durch BM und Multiplikation mit m ergibt

Praxis der geometrischen Konstruktionen (Prof. W.STROHER) 31



Lésungsmethoden

PM?.(n+m) = (n. BP? + m. AP?) - BP%.n = PM*(n— m) + m.AP? +
2 \2
n 2 (n
—n.BM? - m.(~.BM] +n.BM? - m. —.BMJ
m _ \m
daraus

(n+m)PM*=2a"- (nBM*+ mAMA (¢)  (n-m).PM’=(mAM’ - n.BM?) - 2> ()

PM ist daher konstant.
Fir m = n = 1 folgt 13. als Sonderfall lFﬁr =n = 1 folgt m 12. als Sonderfall

Zur konstruktiven Behandlung des Ausdrucks

m.AP? + n. BP? =a’ , m.AP? - n. BP? =3’
ist es zweckmaBig, beide Seiten der Beziehung durch n zu divieren. Dann gilt mit
2
m , a
=, ¢i=— 1
g="-, e= (1)
BM
N BM=q.AM (2)

AB =AM +MB = (1+q).AM  (3)
q.AP? + BP? = ¢? 4)

AB=AM-MB=(1-9).AM  (3)
q.AP? - BP? =¢? 4

Fur die auf der Geraden (AB) liegenden Punkte U, V, welche den Bedingungen (4)
entsprechen, gilt dann

qQ.AU* + BU?=¢? (5) q.AU? - BU? = ¢ (5)
qQ.AV? +BVZ=¢? (6) q.AV?-BV?=¢? (6)

Der gesuchte Ort ist dann der Kreis tiber dem Durchmesser UV. Fir dessen Radius MU = MV
folgt aus (») wegen (2)
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(1+q).UM’ =c*- (BM? + . AM?) =
=¢? - (. AM? + . AM?) = ¢’ - q(1+q).AM?
Also

2
2. © AM?

- 1+q —4

Q)

Als Hilfslinie zeichnen wir den Krets iiber dem
Durchmesser AB. Dann gilt im rechtwinke-
ligen AABZ (siehe Figur)

AZ? = AB.AM (Kathetensatz)
BZ? = AB.BM (Kathetensatz)

Daraus wegen (2) und (3)

AZ?=(1 + q).AM? (8)
BZ’ = q(1 + q).AM’ 9)
Der Strahlensatz ergibt
AM UM AM* UM’
AZ XZ T AZE  XZ'
" ) AZ? O®
= X2’ =UM’.—— =
c? . (1+q).AM2
-——(Y:—’-q.AMZJ.—“———;“—"=
q AM
(9)
=c?—q(1+q)AM* =
X7 = -BZ?

Der Kreis mit dem Mittelpunkt 7. und dem
Radius ZX = ZY wird vom Kreis mit dem
Mittelpunkt B und dem bekannten Radius c
nach Gegenpunkten geschnitten.

(1-q).UM? = (q.AM? - BM?) - ¢’ =
= (q.AM? - ¢* AM?) - ¢? = q(1-q).AM*-¢’
Also

c2

1-q
Als Hilfslinie zeichnen wir den Kreis iiber dem

Durchmesser AM. Dann gilt im rechtwinke-
ligen AAMZ (siehe Figur)

AZ? = AB.AM (Kathetensatz)
BZ? = AB.BM (Hohensatz)

Daraus wegen (2) und (3)

AZj=(1 -q)AMz2 (8
BZ"=q(1 - q).AM )

Der Strahlensatz ergibt
AM UM AM’ UM’

UM = q.AM? - )

AZ  XZ T AZr  xZzE
, . AZ? (@
=>XZ"=UM A
foaw ) lgaw
1-9 AM?
(9)
:q(l—q).AM2~02:>
X7’ =BZ’-¢

Der Kreis mit dem Mittelpunkt Z und dem
Radius ZX = ZY wird vom Kreis mit dem
Mittelpunkt B und dem bekannten Radius ¢
orthogonal geschnitten.

Der Ort aller Punkte Q, deren Abstandssumme bzw. Abstandsdifferenz von zwei schneiden-
den Geraden a, b konstant gleich d ist, ist ein System von zwei zueinander orthogonalen

Paaren paralleler Geraden.

Es sei QX + QY = d = const. Ferner sei QX’:

=QY und QY":= QX Dannist XX’ =d =YY’

und die Punkte X’ bzw. Y’ beschreiben je eine Parallele h, bzw. h, zu den gegebenen
Geraden a bzw. b im Abstand d. Der Ort der Punkte Q ist daher die Winkelhalbierende von
Zbh, bzw. Zah; (siehe Figur). Hat der Punkt die Lage Q’, so gilt Qb - Q’a=d.

Ahnliche Uberlegungen gelten, wenn man Q im spitzen Winkel der Geraden a, b wihlt oder
die zweite Winkelhalbierende der genannten Winkel betrachtet. Die sich ergebenden
Abstandsverhaltnisse sind in der Figur angegeben.
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Geradenmengen

1. Die Menge aller gleichlangen Sehnen eines Kreises k ‘
umbhiillt einen zu k konzentrischen Kreis g

2. Die Menge aller Geraden, deren Abstands-
verhdltnis von zwei festen Punkten A, B
einen konstanten Wert A hat, bildet ein
Punktepaar U, V, welches die Strecke AB
innen und auBen in dem gegebenen Verhalt-
nis A teilt.

Fir die Punkte V bzw. U gelte
AUBU=ab=»2
AY:BV=ab=2

Dann gilt fiir jede Gerade g durch V bzw.
jede Gerade h durch U

AgBg=ab=2
Ah:Bh=a"b =2
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3. a. Alle Geraden, die von zwei festen
Punkten A, B konstante Abstandssumme d
haben, berithren einen Kreis vom Radius ¢ =
Y2d, dessen Mittelpunkt M mit dem Mittel-
punkt der Strecke A, B zusammenfillt,
soferne die Geraden g die Strecke AB nicht
treffen.

Es gilt namlich fir Ag + Bg = a + b = const..
x=c-a=b-c=>2c=a+b=d=c=1d

b. Alle Geraden welche die Strecke AB tref-
fen und konstante Abstandssumme haben,
bilden zwei zur Geraden (AB) symmetrische
Parallelenbiischel

Es gelte fiir die Gerade g
Ag+Bg=a+b=d

Fiir die zu g parallele Gerade h gilt dann
Ah+Bh=(a+x)+(b-x)=d

Analoge Uberlegungen gelten fiir das zu (AB) symmetrische Geradenbiischel g’

4. a. Alle Geraden, die von zwei festen Punkten A, B
konstante Abstandsdifferenz d haben, beriihren einen
Kreis vom Radius ¢ = %d, dessen Mittelpunkt mit
dem Mittelpunkt der Strecke AB zusammentillt,
soferne die Geraden die Strecke AB treffen.

Bg - Ag=b-a=const.
atc= b-c=>2c=b-a=d=>c=%d

b. Alle Geraden, welche die Strecke AB wmicht treffen
und konstante Abstandsdifferen zu den Punkten A, B
haben, bilden zwei zur Geraden(AB) symmetrische
Parallelenbiischel

Bg-Ag=b-a=d
Bh-Ah=(b+x)-(a+x)=b-a=d

5. Bewegt man einen starren Winkel so, dal3 seine beiden Schenkel stets durch zwei feste
Punkte A)B gehen, so geht eine mit dem Winkel starr verbundene Gerade durch den
Winkelscheitel stets durch einen festen Punkt P (Peripheriewinkelsatz).
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Die gemeinsamen Sehnen eines festen Kreises k und der Kreise g;, g2, ... eines Kreisbiischels
gehen durch ein- und denselben Punkt P.

Definition: Die Menge aller Kreise durch zwei feste Punkte A,B heift Kreisbiischel.

P ist das Potenzzentrum der drei Kreise k, g;, 2. P hat beziiglich dieser drei Kreise dieselbe
Potenz

PS,.PS; = PT;.PT, = PAPB = const.

Ersetzt man g, durch einen beliebigen Kreis g des Buischels, so haben die Kreise k, g, und g
wieder das durch (AB)(S;S;) = P bestimmte Potenzzentrum.
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Transformation der Figur oder ihrer Teile

Gelingt es nicht, bei unmittelbarer Betrachtung der Figur einen Losungsweg (etwa mittels
geometrischer Orter) zu finden, so wird man trachten, die Figur so umzuformen, daB eine
Hilfsfigur entsteht, deren Konstruktion einfacher ist, als die der urspriinglich gesuchten Figur.
Es kommen vorziiglich folgende Umformungen in Frage:

Kongruenztransformationen

Pgrallelverschiebung

Man verwendet sie, um getrennte Angabestiicke in Beziehung zu bringen, indem man einige
Elemente der Figur durch Parallelverschiebung in neue Lagen bringt.Die Anwendung der
Parallelverschiebung empfiehlt sich besonders bei jenen Aufgaben, bei denen Vektoren eine
Ralle spielen.

Dreieck

Die Parallelverschiebung aller Dreiecksseiten durch denselben Punkt (etwa A) und eine oder
mehrere der folgenden Parallelverschiebungen kénnen zu brauchbaren Hilfsfiguren fiihren:

AD|BC (| AG||EF), AE||AC (| BG||DF)

Sobald eines der Dreiecke AADE, ADAB, ,... bekannt ist, 146t sich das gesuchte Dreieck
AABC konstruieren.

Der Punkt A ist Schwerpunkt des Dreiecks ABDE.
Viereck

Parallelverschiebung aller Vierecksseiten durch denselben Punkt (etwa C) ergibt das Parallelo-
gramm #BEFD, welches auch durch geeignete Parallelverschiebung der Diagonalen entsteht.
Ferner beachte man auch das von den Seitenmitten gebildete Parallelogramm #M;M>M:;M,

Im #BEFD gilt
¢ Die von C ausgehenden Strecken sind die Seiten des Vierecks
¢ Die Winkel um C sind die Winkel des Vierecks
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¢ Die Seiten des Parallelogramms sind die Diagonalen, seine Winkel die Winkel zwischen den
Diagonalen des gegebenen Vierecks

¢ Die Winkel zwischen den von C ausgehenden Strecken und den Parallelogrammseiten sind
die Winkel zwischen den Diagonalen und den Seiten des Vierecks

e Der Flacheninhalt des Parallelogramms ist der doppelte Flacheninhalt des Vierecks

¢ Die Seiten des von den Seitenmitten M;M;M;M, gebildeten Parallelogramms sind gleich den
halben Vierecksdiagonalen. Das Mittenparallelogramm ist halb so gro3 wie #BEFD. Beide
Parallelogramme sind beziiglich A zentrisch dhnlich. Die Diagonalen FB bzw. DE von
#BEFD sind daher doppelt so lang wie die Mittellinien M;M; bzw. M;M,4 von Viereck
UABCD.

Es empfiehlt sich, gelegentlich folgende Detailfigur zu betrachten:

oIn einem Viereck kann man auch die Diagonalen als Seiten und zwei gegentiberliegende Sei-
ten als Diagonalen betrachten (,,iiberschlagenes Viereck™)

Spiegelung an einer Geraden s

Dies ungleichsinnige Kongruenztransformation wird man anwenden, wenn die Figur an sich
axialsymmetrisch ist, oder wenn gewisse Symmetrielinien auftreten (Strecken- oder Winkel-
symmetralen usw.)
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Drehung um einen Punkt O

Diese gleichsinnig kongruente Transformation wird bevorzugt verwendet, wenn bei einem
Objekt gleichgroBe Winkel oder gleichlange Strecken auftreten, welche durch eine Drehung
zur Deckung gebracht werden konnen.

Bex\stimmungr des Drehzentrums:

Eine Drehung ist durch Angabe zweier kongruenter Strecken AB und A’B’ bestimmt. Da
entsprechende Punkte von Drehzentrum gleiche Abstinde haben, muB3 O im Schnittpunkt der
Streckensymmetralen von AA’ bzw. BB’ liegen.

1. Allgemeiner Fall: Die Streckensymmetralen | Sonderfall: Der Drehungswinkel @ = 2R. Die

schneiden einander Drehung ist mit einer Punktspiegelung iden-
AAOB = AA’OB’ tisch. Wéhrend im Falle © # 2R keine Fix-
geraden auftreten, ist hier jede Gerade durch

ZAOB = ZA’OB’
ZBSB’ =@

O Fixgerade.

2 Fall: Die Streckensymmetralen fallen zusammen. Trotzdem ist das Drehzentrum eindeutig
bestimmt
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Ahnlichkeitstransformationen

Zentrische Ahnlichket

Da zwei Kreise stets auf doppelte Weise zentrisch dhnlich sind, wird die zentrische Ahnlichkeit
vorzugsweise bei Kreisaufgaben angewendet

Drehstreckung

Eine Ahnlichkeitstransformation mit genau einem Fixpunkt, aber keiner Fixgeraden heiB3t
Drehstreckung. Sie stellt eine Kombination von Drehung und zentrischer Ahnlichkeit dar.

AABO ~AAB’O =
= Z/AOB = ZA’0B’

- ZASA =180-w
Das Viereck AOA’S ist
daher Sehnenviereck

im Umkreis des Drei-
ecks AAA’S.

Analog ist BOB’S Sehnen-
viereck im Umkreis von
ABB’S

Konstruktion des Zentrums der Drehstreckung

O liegt auf den Peri-
pheriewinkelkreisen
iber A,A’ und B,B’
zum Peripheriewinkel
o. Beide Peripherie-
winkelkreise miissen
daher auch durch S
gehen. O ergibt sich
daher als zweiter
Schnittpunkt der Um-
kreise der Dreiecke
AASA’ und ABSB’.

Prinzip der dhnlichen Hilfsfigur
Wird angewendet, wenn von einer Figur wohl die Gestalt, aber nicht ihre GroBe bekannt ist.
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Inversion und Antiinversion N

Die Inversion

Die Antiinversion

ist eine Abbildung der Ebene in sich, bei der die Verbindungsgerade entsprechender Punkte
A,A’ stets durch einen festen Punkt O, das Inversionszentrum, geht.Dabei gilt stets

OA.OA’ = 1* = const.

Bei der Inversion liegen die Paare A, A’ ent-
sprechender Punkte stets auf derselben Seite
des Inversionszentrums.

T(AA’O) >0
e .9 D
o) A Al

Bei der Antiinversionwerden die Paare ent-
sprechender Punkte A, A’durch das Inversi-
onszentrum getrennt.

T(AA’0)<0
.- 0 0
A 0 A

Das Inversionszentrum hat als Ausnahmepunkt keinen entsprechenden Bildpunkt.

Da die zweimalige Anwendung der Inversion bzw. Der Antiinversion die identische Abbildung
ergibt, sind diese beiden Abbildungen involutorisch.

Der Kreis mit dem Mittelpunkt O und dem Radius r hei3t Grunkreis oder Inversiohskreis.

Bei der Inversion stellt der Grundkreis die
Menge aller Fixpunkte dar.

« A=Al
Fixpunkt

Konstruktion entsprechender Punkte

Polare
g
A
T
r’ = 0A.0A
(Kathetensatz im AOAT)

Bei der Antiinversion treten keine Fixpunkte
auf

Al

keine Fixpunkte

Antipolare

> = AO.OA* (Inversion)
OA’” = OA (Spiegelung an O)
Die Antiinversion setzt sich daher aus einer
Inversion und der Spiegelung am Inversions-
zentrum zusammen
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Dig folgenden Konstruktionen erweisen sich als besonders zweckmaiBig

OA r
AY ~ AOAX = —— = ——
40 ~ T oA

OA.OA'=1’

X

l

[
.
’
i/
/

~

B

o

AOAX ~ AOXA’ = A __ T
r OA

OA.OQOA'= 12

Sind 4, A’; B, B’ zwei inverse (antiinverse) Punktepaare, so sind A, A’; B, B’ konzyklisch.

~

>

Sind A, A’ invers (antiinvers), so gilt OA.OA’ = r*. Sei B ein weiterer Punkt und k der
Umkreis von AAA’B. Dann gilt nach dem Potenzsatz OB.OB’ = OA.OA’ =r°, d.h. B’ ist zu B

invers (antiinvers).
Dabher gilt fuir die Tangentenstrecke t
t?=r

Sind A, A’; B, B’ zwei inverse Punktepaare,
so schneidet ihr Umkreis den Grundkreis
orthogonal.

Daher gilt fuir die auf OM normale Sehne s
=1’
Sind A, A’; B, B’ zwei antiinverse Punkte-
paare, so schneidet ihr Umkreis den Grund-
kreis nach Gegenpunkten.

Ferner gilt

Kreis iiber

Jeder nicht durch O gehende Kreis geht durch eine Inversion (Antiinversion) wieder in einen
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Der Punkt P des nicht durch O gehenden Kreises k gehe durch die Inversion (Antiinversion) in
die Lage P’ uber, d.h. es gilt

OP.OP’ =1
Fir die Potenz von O beziiglich k gilt
OP.OP* =+’
daher
OP.OP' r? ,
OP.OP* £ const. = OP' = 2 .OP

d.h. die Punkte P’ gehen aus den Punkten P* des Kreises durch eine zentrische Ahnlichkeit
hervor. Das inverse (antinverse) Bild des Kreises k ist daher wieder ein Kreis.

Wenn der Kreis k das Inversionszentrum umschlief3t, verlauft der Beweis vollig analog. O ist
stets inneres oder duBeres Ahnlichkeitszentrum der beiden Kreise

Jeder Kreis durch O geht durch eine Inversion(Antiinversion) in eine Gerade iiber.
Umgekehrt entspricht jeder Geraden nicht durch O ein Kreis durch das Inversionszentrum.

Polare

Es sei OP die gemeinsame Symmetrieachse des Grundkreises g und des durch O gehenden
Kreises k. Dann entspricht dem Punkt P der Punkt P” auf der Polaren (Antipolaren) von P
beziiglich g. Sei nun X ein Punkt auf k und X’ sein inverser (antiinverser) Punkt. Dann mussen
P, P’; X, X’ konzyklisch sein. X’ mu3 daher auf dem Umkreis von AP’PX liegen. Wegen der
Rechten Winkel bei X und P’ mu PX’ ein Durchmesser dieses Umkreises sein. X beschreibt
also die Polare (Antipolare) von P.

Umgekehrt muB bei gegebener Geraden k’ wegen der konzyklischen Lage von P, P’; X, X’ auf
dem Umkreis von AX’P’P der Winkel £X’XP ein Rechter sein. X liegt daher auf dem
THALESkreis tber OP.
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[bi'e Inversion (Antiinversion) ist ungleichsinnig winkeltreu.

Das bedeutet, daB3 der Schnittwinkel zweier Kurven nach Ausiibung einer Inversion (Antiinver-
sion ) erhalten bleibt.

Durch die Inversion (Antiinversion) werden die Tangenten t; und t; im Schnittpunkt der
beiden Kurven ¢, und ¢, in zwei Kreise t},t, durch O ubergefiihrt, die ihrerseits die Bildkurven
c;,¢; beriihren. Die Tangenten der Bildkreise stellen dann die Tangenten an die Bildkurve dar

Wie haben zu zeigen, daB der Bildwinkel der Kurventangenten gleich dem Schnittwinkel ihrer
Bildkreise, nur mit entgegengesetztem Drehsinn, gleich ist.

Die Tangenten t; und t, gehen tber in die beiden Kreise t},t, durch O. Die Kreistangenten in
O sind parallel zu den Kurventangenten, schlieBen daher gleichsinnig denselben Winkel ein. Da
die Schnittwinkel zweier Kreise in ihren beiden Schnittpunkten entgegengesetzt gleich sind,
folgt die Behauptung.

Der Beweis fur die Antiinversion ist vollig analog.
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RegelméaRige Vielecke

Das regelmiifige Zehneck

Wir betrachten ein gleichschenkeliges Teildreieck AOAB des dem Kreis mit dem Radius r ein-
geschriebenen Zehnecks mit der Seitenlange AB = z. Der Scheitelwinkel betrdgt 36° und die
beiden Basiswinkel je 72°. Halbiert man den Basiswinkel bei A, so ergibt sich wegen LAXB =
72° wieder ein gleichschenkeliges Dreieck AABX mit AB = AX und wegen der Winkel-
gleichheiten ZOAX = ZAOQX= 36° ist auch AXAO gleichschenkelig und es gilt AB = AX =
OX. Aus den dhnlichen gleichschenkeligen Dreiecken AOAB ~ AABX folgt

OB:AB = AX:XB = OB:0X = OX:XB

Der Kreisradius OB = r wird also durch den Punkt X nach dem ,,goldenen Schnitt* geteilt9 , dh.
Kreisradius r und Zehnecksseite z stehen im Verhéltnis des goldenen Schnittes Es gilt

r
et st =2 > 2P 41z-12=0 ¢)) 0
Z -z
Daraus

~r+vr? +4r* r z
g VAT )

2 2

Fir das Verhiltnis von Kreisradius und Zehnecksseite r
ergibt sich daraus: X

e 2 2B+ (B+9) 7

r_ _ _ oz

z 5-1 4 2

Das Verhiltnis 4 2% 72 .
Z

O = %(\/5 + 1)

heiBt auch ,.goldene Zahl“'’ . Sie gentigt der Gleichung @ —®—1= 0 bzw. Hd-1) =1
Die Konstruktion von z ergibt sich auf Grund der Rechnung:

°Eine Strecke wird im ,,goldenen Schnitt“ geteilt, wenn sich die ganze Strecke zum groferen Abschnitt verhalt
wie der grofiere Abschnitt zum kleiner Abschnitt. Aus obiger Proportion entnimmt man, dal} der groBere
Abschnitt das geometrische Mittel aus dem kleineren Abschnitt und der ganzen Strecke ist (Siche Seite 18)

1"Dje Bezeichnung @ soll auf den Namen des beriihmten griechischen Bildhauers PHEIDIAS (ca. 490 7-430 7
v.Chr) zuriickgehen. Siehe. Marius CLEYET-MICHAND: Le nombre d’or. Sammlung ,.Que sais-je? Presses
Universitaires de France, 1974°.
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Das regelmiiBige Fiinfeck

Das regelmiBige Fiinfeck ergibt sich aus dem regelmaBigen Zehneck durch Uberspringen jeder
zweiten Ecke. Aus der Figur entnimmt man

2
22:x2+7:>422=4x2+f2 2)

)
Z’ =2x=>rl~rz=2xr =>2x=r-z (3)

Einsetzen von (3) in (2) ergibt
42 =(r-2) +f =1 +2’ —2z+f* =

=322 =12 - 2rz+ 2 +(r? = 1?) = 2r* —2rz+ 2 -1 =

)
=2i(r-2)+f* -1’ =32’ =222 +f* -1’ =

=z +r2=1?

Die Konstruktion der Fiinfeckseite ergibt sich daher aus obiger Figur.

Das regelmiiBige Fiinfzehneck

Sind p; und p; zwei verschiedene Primzahlen und kann man das das regelméBige p;-Eck und
p-Eck konstruieren'', so l4Bt sich auch das regelmiBige p;.p.-Eck mit Zirkel und Lineal
konstruieren. Die Gleichung

Xprtyp2=1
1aBt sich nimlich stets in ganzen Zahlen x bzw. y auflésen'?. Multipliziert man obige Bezie-

‘hung mit , S0 ergibt sich -

12
360 360 360
Xty —=
P, P PiP2

Nun stellen
360 360 360
Op, =7 > Cp, =77 A=
Py P PP

diq: Zentriwinkel des p;-, p2-, pip2-Ecks dar und es ergibt sich die Beziehung

X, +y.o, =
zur Konstruktion des Zentriwinkels des pi1p>-Ecks.
Da die Konstruktion des regelmaBigten Drei- und Funfecks bekannt ist, und die Beziehung
3x+Sy =1

x=2undy = -1 als ganzzahlige Losungen besitzt, folgt fur die Konstruktion des Zentriwinkels
des regelmaBigen 15-Ecks die Beziehung

"' Die derzeit bekannten Primzahlen, welche als Eckenzahlen von mit Zirkel und Lineal konstriuerbarer
Vielecke auftreten, werden in der Vorlesung ., Theorie der geometrischen Konstruktionen® hergeleitet.

"2 Beweis in der Vorlesung ,, Theorie der geometrischen Konstruktionen™
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20 —ay = oy / S

/
/
/
/
/
/
/
/ \
, ’
\vj ‘

Wir sind also derzeit in der Lage, Vielecke mit folgenden Eckenzahlen mit Zirkel und Lineal zu
konstruieren

2 32° 52% 15.2" (n=0,12,3...)

Die Konstruierbarkeit dieser Vielecke war bereits den Pythagoreern bekannt und findet sich in
den , Elementen“ des EUKLID"?

DaB8 es noch andere konstruierbare Vielecke mit einer Primzahl als Eckenzahl (z.B das
Siebzehneck) gibt, erkannte erst der achtzehnjahrige GAUSS™ am 30 Miirz 1796" .

Zusammenhang zwischen den Seiten des n-Ecks und des 2n-Ecks

)
L Irx = &2 _ S5
, [2IX=5;, =>X=
2 X2+Snj 2r
S5 = —
2n 4
262 2
Sg :_s’_:__+sgn:>2232[‘r —SZn)
"4 4p° " 42
Daher
S
s, = % J4r? —s2
r

13> EUKLEIDES von Alexandrien ca.300 v.Chr.
14 Carl Friedrich GAUSS 1777-1855

'3 Genaueres in der Vorlesung , Theorie der geometrischen Konstruktionen®
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Zirkelgeometrie

Alle geometrischen Konstuktionen, die mit Zirkel und Lineal ausfiihrbar sind, lassen sich auch
unter alleiniger Verwendung des Zirkels bewiltigen.

Diese Tatsache wurde zuerst von Georg MOHR"®in seinem Werk , Euclides Danicus® 1672
festgestellt, in welchem er nachwies, daB alle von EUKLID in den "Elementen" angegebenen
Konstruktionen mit dem Zirkel allein ausfuhrbar sind.

Vollig unabhingig von MOHR befaBte sich der italienische Mathematiker MASCHERONI"’
mit dieser Fragestellung, die er erschopfend in seinem 1797 erschienenen Werk "La geometria
del compasso" behandelte. Man spricht daher statt von ,Zirkelgeometrie haufig von den
,.JKonstruktionen von MASCHERONI*.

Bei Verwendung bloB3 des Zirkels konnen die Geraden nur durch zwei ihrer Punkte festgelegt
werden. Der Nachweis, daf3 alle klassischen Konstruktionen unter ausschlieBlicher Verwen-
dung des Zirkel zu bewiltigen sind, erfordert also den Nachweis der Ausfiihrbarkeit folgender
Konstruktionen mit dem Zirkel allein:

A. Schnitt eines Kreises mit einer durch zwei ihrer Punkte gegebenen Geraden

B. Schnitt zweier durch je zwei ihrer Punkte gegebenen Geraden

Grundkonstruktionen der Zirkélgeometrie

1.Verdopplung einer Strecke R

4 Kreise

B AB) k(e k(Lo ke [

AC=2a i
b
A

2. Halbierung einer Strecke Ha

(7 Kreise)

ki(A,AB = a), kx(B,a),
k3(1,a), ka(2,2), ks(C,CA),
ke(H;i,HiA), ko(Hp, HyA)
Die AACH; und AAH,M sind
ahnlich (beide gleichsch. e —— e e 8
gemeinsamer Basiswinkel A), :

daher AC.a=aAM =

16 Georg MOHR 1640-?. Hp

" Lorenzo MASCHERONI wurde geboren 1750 in Castagneta bei Bergamo, Priesterweihe 1774 in Bergamo,
unterrichtete am dortigen Seminar Rhetorik, Logik, Metaphysik und Physik. Er erlangte einen Lehrstuhl an der
Universitét Pavia. Er starb 1800an Tuberkulose.
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3. Halbierung eines Kreisbogens
(7 Kreise, ev.6 Kreise)
Vorbemerkung tuiber das Parallelogramm

eyl + eyl =yl + 20y [ - 2xy
= 2(]xl2 +!y|2) = d2 +d? = 2(a%+b?)

Wir konstruieren zunichst die Parallelo-
gramme #ABOC und #AOBD:

k1(0,AB), k2(A,A0), k3(B,BO)
ks(C,CB), ks(D,DA), ks(C,OH)
[k+(D,0H)]

z.z.: M ist Mittelpunkt von Bogen (AB)
Anwendung des Hilfssatzes auf #ABOC:
OA?+ BC? =2[0C* + OB?].
‘Wegen OB = OA folgt
OA?+BC*=2[0C*+ 0A?] =

BC? =20C* + OA”. Im AOCH gilt:
CH’=0C* + OH’ = BC”.
Daher gilt OC*> + OH*> =BC’ =
=20C* + OA” = OH’ = OC* + OA’
Ferner gilt im Dreieck ACOM
CM?=0C* + OM* = OH’ =

=0C’ + 0A’ = OM* = QA’

d.h. M liegt auf dem Kreisbogen und aus

Syxmmetriegrinden in der Mitte des
Bogens AB

4. Halbierung eines Halbkreises
(5 Kreise, ev.6 Kreise)

Konstruktion des rgm. Sechseckes tiber dem
Durchmesser AB. Die Halbierung des Bogens A,
B, liefert den gesuchten Mittelpunkt M.

ki(A,0A), kx(B,0A), ks(A,AB)),
kq(B,BA,), ks(A,OH), [ke(,OH)]

A=C 0 B~D
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5. Vierte Proportionale zu drei gegebenen Strecken a:b = ¢:x
(11 Kreise)
Hilfssatz iiber Dreieckstransversalen

Im Dreieck ASTU (ST = b, SU = c) set SV = a eine
Transversale. Ferner zeichen wir die Sehne SW = x des
Umkreises durch Abtragung des Winkels <WSU =
LTSV = ZTSV’. Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke
ASTV ~ ASWU (Peripheriewinkelsatz) folgt

ab=cx

Der Satz gilt auch, wenn V nicht zwischen U und T liegt.

Sind die Strecken a, b, ¢ gegeben (jeweils durch Anfangs- und Endpunkt), so zeichnen wir
zunichst den Hilfskreis'®

ki(O,r), 2r > max{b,c}.
In diesem Kreis als Umkreis rekonstruieren wir obige Hilfsfigur ASTU. Nach beliebiger Wahl
von S ergeben sich die Punkte T, U durch die Kreise
k2(S,b), kis(S,c)
Auf die Verbindungsgerade (TU) haben wir von S aus die Strecke a abzuschlagen. Dazu
spiegeln wir S an (TU) nach S”:

ky(T,b), ks(U,c)

'8 Diese Konstruktion, sowie die folgende der Aufgabe 6, sind bei entsprechender Wahl des Hilfsradius r stets
ausfiihrbar. Es gibt allerdings viel einfachere Konstruktionen, die jedoch bei beliebiger Wahl von a, b, ¢ nicht
immer funktionieren. Siche die angegebene Literatur iiber Zirkelgeometrie.
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Den Punkt V erhalten wir im Schnittpunkt der Kreise
ke(S,2), k7(S’,a)

ks und k7 schneiden einander stets, wenn der Radius r von k; geniigend grof3 gewahlt wird. Zur
Konstruktion von V’ spiegeln wir zunachst O an (VS) nach O

ks(S,r), ko(V,VO)
Spiegelung von S an (0O’) ergibt V’:
k10(0*,0’S)
Zuletzt findet man den gesuchten Punkt W durch
ki1 (U,TV’) somit x = SW

6. Dritte Proportionale zu zwei gegebenen Strecken a:b = b:x

S

9 Kreise

Da die Hilfsfigur symmetrisch ist,
geniigt die Bestimmung des Punktes
V’, da bereits SV = x gilt

Wir wihlen wieder den Hilfskreis

ki(O,r),2r>b , o &’b
Wahl von S auf k; beliebig ‘ “
kZ(S>b)> k3(T>b)7 O
k4(U>b)? k5(saa)) h ’_5
ke(S’,a), ks(S,80), kg(V,V0), ¥ p, | k.

v b ? = \ \V 6 !
(Vgl. die Konstruktion ',
auf S.53) | 5 /g

k)'“i - ” T N
N
0 k‘*
k’b
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7. Schnitt einer Geraden mit einem Kreis

a) die Gerade PQ geht nicht durch den Kreismittelpunkt
3 Kreise

Spiegelung des gegebenen
Kreises k(O,r) an der gege-
benen Geraden (PQ)

ki(P,PQ),
k(Q,Q0)
k3(O’,r)

b) Die Gerade PO ist ein Kreisdurchmesser
7 Kreise, ev.8 Kreise

Der Radius p des Hilfskreises k,(P,p) ist so zu wahleﬁ, dal3 er den gegebenen Kreis k in zwei
Punkten A, B schneidet. Anschlie-Bend ist der Bogen (AB) zu halbieren (Siehe Nr. 3)

k2(0,AB), ki(A, AO), ki(B,BO), ks(C,CB), ke(D,AD), k+(C,0H), [ks(D,0H)]
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8. Abtragen einer Strecke r von einem geg. Punkt O auf einer geg. Geraden (OP)

Die Aufgabe reduziert sich auf die Aufgabe 7b), wenn man O als Anfangspunkt der Strecke r
wihlt und die Schnittpunkte X, Y der Geraden (OP) mit dem Kreis k(O,r) bestimmt

9. Schnitt zweier Geraden (AB), (CD)

a) Die Geraden sind nicht orthogonal
9 Kreise

Spiegelung von A an (CD)

ki(C;CA), ko(D,DA)

Spiegelung von A; an (AB)

ks(A,AA)), ky(B,BA))

Spiegelung von A an (A;Ay)

ks(A1, A1A), ke(A2,A2A)

Die gleichschenkeligen Dreiecke
AA;AA; und AXAA, sind dhnlich,

da sie bei A denselben Basiswinkel
haben. Daher gilt

AA3IAA1 = AA[IAX

AX ist demnach die 3.Proportionale zu
AA; und AA,. Wir konstruieren sie auf
folgendem Wege

k7(As,A3A), ke(H,HiA), ko(Hy,H2A)

Erklirung dieser Konstruktion' :

wir setzen a = AA;, b= AA,, x = AX.
Dann gilt

ab=bx

p1(0,b), p(A.a)

p3(Hy,b), pa(Ha,b)

Wie oben ergeben sich
ahnliche gleichschenkelige
Dreiecke, fiir die obige
Proportion gilt.

' Diese Konstruktion funktioniert allerdings nur, wenn a > b ist. Vgl. FuBnote 18, Seite 50
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b) die Geraden sind orthogonal

9 Kreise H‘f
Spiegelung von C an (AB) NG

ki(A,AC), kx(B,BC) S . o

Es ist nunmehr die Strecke CC, zu
halbieren (siche Konstruktion 2)

Verdopplung von CC,
k3(C1,C,C),ks(C,C,C)
ks(1,C1C), ke(2C1,C)
kA(Y,YC) '
ks(H;,H:C)
ko(H,H,C)

Konstruktionsbeispiel: ,,Das Napoleon-Problem*?°

Gegeben seien drei Punkte. Mit dem Zirkel allein soll der Mittelpunkt des Umkreises gefunden

" |werden.

Man verlagert das Problem zunichst auf den Umkreis eines gleichschenkeligen Dreiecks mit
demselben Umkreis.

Spiegelung des Dreiecks AABC an der Symmetralen von AB ergibt das ungleichsinnig kon-
gruente Dreieck ABAD = AC = BD. Spieglung von ABAD an der Symmetralen von AD
liefert das Dreieck AEDA = BD = AE. Daher AC = AE. Das Dreieck AACE ist mithin gleich-
schenkelig und hat denselben Umkreis wie AABC.

Fur Dreieck AACE gilt (wegen AACX ~ AAYC) h:s = s:2r = 2his = sir = 2h:AE = AEr

C\

Y

 Mit Napoleon ist MASCHERONI durch folgende Anekdote verbunden:

Am 11.Dezember 1797, am Tage nach der Siegesfeier iiber die italienische Armee, nahm Napoleon (damals
noch General) an einer Versammlung von Schriftstellern und Wissenschaftlern in Paris teil, unter denen sich
auch LAGRANGE und LAPLACE befanden. Dabei fiihrte er diesen Konstruktionen vor, derer Lésung mit dem
Zirkel allein ihm zuvor MASCHERONI mitgeteilt hatte, darunter die Aufgabe, den Umkreismittelpunkt eines
Dreiecks mit dem Zirkel allein zu finden, eine. Aufgabe die seither vollig zu Unrecht .auch "Napoleon-
Aufgabe"heiit. Die beiden Mathe-matiker kannten natiirlich diese Lésungen nicht und LAPLACE soll
verargert gesagt haben: "Herr General, wir erwarten alles von Thnen, nur keine Nachhilfe in Mathematik".
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Die Behandlung der Inversion nach MASCHERONI

1. Aufsuchen des inversen Punktes zu einem gegebenen Punkt P

a) OP>r/2

ki(P,PO

ko(Hi,H,0)

k3(Hz,H,0)

Die beiden gleichschkeligen Dreiecke
APOH und AH,OP sind dhnlich, da sie

im Basiswinkel bei O iibereinstimmen.
Daher

OP:OH, = OH,:0P = OP:r =r:OP =
= OP.OP = r?

b) OP <r/2

Hier versagt obige Konstruk-tion”'. In
diesem Falle wird man die Strecke OP -
mit einem geeignet gewahlten Faktor n
vervielfachen:

OP,;:=n.OP = OP,.OP, =1 =

r’ r’ 1

=2 OP =G = nop nF
also
O.I—l':'n.0§1'

d.h. man hat auch OP, zu ver-n-fachen
um zum gewunschten OP zu gelangen.
Die Konstruktion des Punktes P kann
recht ungenau werden, wenn die Strecke
OP sehr lang ist. Diesem Ubelstand kann
man auf folgende Weise abhelfen:

Bei der Konstruktion von P entsteht der

Rhombus #OH,PH, mit der Seitenlange
r. Daher gilt

OH, | H,P

Ferner sind entsprechend der Konstruktion die Dreiecke AOH,2 und AOH,1 gleichseitig =
ZH,01 = 60°. Schlagen wir von 2 den Radius r zum Punkt 3 ab so ist auch AO23 gleichseitig
und es ist: £/H,03 = £102, da beide Schenkel des letzten Winkels um 60° verdreht wurden.
Da die Punkte O, H,, 2, 3 nach Konstruktion ein Rhombus #OH,23 mit der Seitenldnge r
bilden, gilt O3 | H,2. Daher ist (parallele Winkelschenkel)

%' Vgl. FuBnote 18 (Seite 50) und FuBnote 19 (Seite 53)
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ZH,03 = ZPH2 = £102
Aus der Kongruenz der gleichschenkeligen Dreiecke A102 = ZPH2 folgt
2P =12

Es gibt daher folgende Moglichkeiten, die Konstruktion von P genauer zu gestalten

ki(P,PO), ka2 (Hy,1), ks(Ha,1), ka(1,12) ki(P,PO), k> (Ha,1), ka(2,r), ka(2,3H,)

Inversion einer Geraden

5Kreise

A 2
ki(A,AO), kx(B,BO), ks(M,MO), ky(H;,H,0), ks(H,, H,0)
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Set F der FuBBpunkt des Lotes aus O auf die Gerade g. Dann ist-F der Durchmesserendpunkt
des Durchmessers OF des Bildkreises g. Es gilt dann

OF.OF =1 (*)
Fiir den Mittelpunkt des Bildkreises gilt dann

OF

N —

OM =
Wegen (*) folgt daraus
OF.(2.0M) = (2. OF).OM = 1* = OM.OM
d.h. der Mittelpunkt M des Bildkreises ist das Bild des Spiegelbildes M von O beziiglich g.

Inversion des Kreises

Vorbereitende Figur: Wird denken uns k bereits gefunden

Die gemeinsame Tangente an k und k ist ein Inversionsstrahl und die Berithrungspunkte T
und T sind inverse Punkte

OT.OT =2
Der Punkt O* ist der inverse Punkt von O beziiglich des zu invertierenden Kreises k.
Aus der Ahnichketi der rechtwinkeligen Dreiecke ergibt sich
AO*TO ~ ATXO = OX:OT = OT: 00* = 0X.00* = OT.OT = 1°
Daher sind X und O* invers beziiglich des Inversionskreises.

Mit Hilfe eines beliebigen Punktes P kann man k zeichnen, sobald dessen Mittelpunkt O*
bekannt ist

k,(0,0M), k,(H, H}M), k,(H3, H;M), k(0% 0*0), kg(H,, H,0), k¢(H,, H,0)
+ 3 Kreise zur Konstruktion des Punktes P
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Vorlesungsheispiele 2005/2006

27. Man konstruiere eine Dreieck aus ¢, h,, m (10)

28. Man konstruiere eine Dreieck aus a, b, m. (23)

29. Man konstruiere eine Dreieck aus ¢, m,, ¥ (24)

30. Man konstruiere ein Quadrat aus der Summe seiner Diagonalen und einer Seite (51/1)

31. Man konstruiere ein Tangentenviereck aus a, d, B, 8 (69)

32. Man konstrivere ein Trapez aus der Linge der Diagonalen e, f und den Winkeln des
Trapezes (57)
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Erganzungen

Der goldene Schnitt’

Eine Strecke ist nach dem goldenen Schnitt geteilt, wenn sich die ganze Strecke zum groBeren
Abschnitt verhalt, wie der groBere zum kleineren Abschnitt

A X ¢ N B
| a ]
Das Verhaltnis
p-2_X (1)
X y
heiBt goldene Zahl’. Es gilt

a x 2 o . :
—==—=>ay = X" ... Der groBere Abschnitt ist das geometrische Mittel aus der ganzen Strecke

Xy
und dem kleineren Abschnitt.

a X 1 1
b=—= = = =>0d-1)=1 2
X a-x §l_1 -1 ( ) @)
X
P -D-1=0DP =D +1 (3)
Daraus
1
¢=5(1+J§)=1,618034... (4)
(2):>&l;:<b—l:%(\/54):0,61803... (5)
Demnnach
a a 1\
X=—, za-X=a-—=4g l-—|=al-(®-1))=al2-d 6
2y 2 eI~ |~ali-@-1)-a-0) ©
AuBere harmonische Teilung
A o 2 z D
(2)
éB:—'-OLL-)—:CI):>AD:a.<I>:>(a+z)=a.<l>:;>;z‘:a(d)—l):a.i
AB a )

Eigenschaften der goldenen Zahi

Aus (3 ) ergibt sich durch fortlaufende Multiplikation mit ®
=P +1

=0’ + @

¢ = @° + @?

"= o™ + @™

' Aus der ungeheuer umfangreichen Literatur sei empfohlen: Marius CLEYET - MICHAND: Le nombre d’or,
Sammlung ,.Que sais-je?“, Presses Universitaires de France, 1975

* Der griechische Buchstabe @ (Phi) soll an den griechischen Bildhauer Pheidias (480/490? -430/4207 v.Chr.)
erinnern, der maBgeblich am Bau der Akropolis in Athen beteiligt war.
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Der goldene Schnitt

Betrachtet man demnach die mit dem Faktor @ gebildete geometrische Folge 1, @, @2 @°, .
so erkennt man, daB jedes Glied die Summe aus den vorhergehenden beiden Gliedern der
Folge ist.

Wegen (3) kann man auch jede Potenz von @ durch @ linear ausdriicken:

O =1+ O’'=1+ D
O = 0% ® =(1+ ®). = O+ > = 1420 Q* = 1420
=0 O=(112 D). D=0+ 2 P*=2+3 D Q=243 @
=0 O=02+3D). P=2P+3DP2=3+5D O’ =3+5 @

=0 O=3+5D). O=3 O+5 P2 =5+8 O°=5+8 @

Man ersieht, da3 man die Potenzen von ® in der Gestalt
(Dn = an-1 + anq)
darstellen kann, worin die a, die Folge der FIBONACCI-Zahlen ist’ Z

Konstruktion des goldenen Schnittes
(Heron von Alexandria, 1.Jh.n.Chr.) X
AB=a, BX=2=¢ s
2 Y
a
=—4/5

: V5

XY =Bx=2
2
A X C y B z D
a a a ) 1 AB
Y=—AW5-——=—W5-1)]=a.—=AC=> —=0
53735 -1mag-acs o
~1\2)
BC :a—AC:a—a.—l—:a 1-—-l~ =a o-1 :a.L
® o v P’
2

AC 1 @ o AC o
BC ® a BC
Das regelmaBige Fiinfeck

Vermutlich sind die Pytagoreer” bei der Untersuchung des regelmaBigen Fiinfecks auf den
Begriff des goldenen Schnittes gestoen. Da der Zentriwinkel einer Seite des regelméBigen
Funfecks 72° betragt, ist der Winkels zwischen zwei von einer Ecke ausgehenden Diagonalen
36°. Daher sind die Dreiecke ABD und BXA &hnlich und es gilt

% = —éf)—(— = ® Hieraus ergibt sich eine mogliche Konstruktion des regelmiBigen Fiinfecks

' Die Folge der FIBONACCI-Zahlen erhalt man (LEONARDO von PISA, genannt FIBONACCY, ca. 1180 -
ca.1250), wenn man nach Wahl zweier beliebigen Anfangselemente a; = 1, a, = 1, die weiteren Elemente
durch Addition der jeweils beiden vorhergehenden erzeugt: a; = a+a, =2, a,=as+a, =3, as = a,+az = 5
usw.

*PYTHAGORAS (ca.580-500 v.Chr.)
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Der goldene Schnitt

Die Tatsache, daB3 ® eine Irrationalzahl ist, diirfte von HIPPASOS' entdeckt worden sein.
Das goldene Rechteck

D ofp, 0y C F
\ \
\ \
\ \
\ \
\ VoY
A \ \\
\\ X \ ‘v y
\ ~N(Z =/ _
,}-"-- s'w X
- e
,,,,,,,,,,,,,,,,,, - N
e \’(('5 \;/ o |
A B ° b
AB=BC=a
oo:oc:-g-,oszg. S:OF,Q_E:BE:-;\E—E:
:i(\/g—l)(;)a—l— (7
@
(5)
AE:a+BE:a+%:a[l+é):a.CD (8)

Daher

" HIPPASOS von Metapont (ca.450 v.Chr.)



Der goldene Schnitt

AE _ o, EF = @ Die beiden Rechtecke AEFD und BEFC sind goldene Rechtecke. Sie

EF ' BE
sind daher dhnlich mit dem Ahnlichkeitsfaktor —2—5— =@ . Fur den Winkel a gilt

©)

(7)
CX=DC.tano = a.é— =CF. XYFC ist daher ein Quadrat.

Das Rechteck BEFC wurde somit ebenfalls in ein Quadrat und ein Rechteck zerlegt. Aus
Ahnlichkeitsgriinden gilt £~ AED = 2 CBF = a. Daher ist £ FZE ein rechter Winkel.

Der Punkt Z spielt in den beiden Rechtecken AEFD und BEFC dieselbe Rolle. Er ist daher
das Zentrum jener rechtwinkeligen Drehstreckung mit dem Faktor &1—)—, welche AEFD nach

CBFE uiberflihrt.
Die goldene Spirale (Spirale von FIBONACCI)

Durch sukzessive Konstruktion goldenenerVielecke, erhalt man durch Einzeichnen von
Kreisbogen in die Quadrate die goldene Spirale

Die logarithmische Spirale
Die Gleichung einer logarithmischen Spirale in Polarkoordinaten lautet bekanntlich

r((p) = C.8**. Wihlt man eine Folge von Radien fiir dquidistante Polarwinkel
@, =g, 1=0,...,n, so bilden die entsprechenden Radien eine geometrische Folge

i)e . kot . .. . .
k(e mit dem Faktor A = —‘r‘— =&"°. Nun bilden die jeweils unterein-

r =c.é“, 1, =cé

i1

ander um einen rechten Winkel verdrehten Strecken ZA, ZC, ... eine geometrische Folge mit
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Der goldene Schnitt

dem Faktor -c% Sie konnen also als Radien einer logarithmischen Spirale aufgefaf3t werden.

Wir wollen ihre Polargleichung im System mit dem Zentrum Z und der Standlinie X bestim-
men.

Um die Ausgangslage ZA festzulegen, benotigen wir die Strecken u, v. Es gilt
BX:BE.tana:—?—.izjz—:v:BX.cosza:-a—z. ® - = a =V
PP @ ¢ 1+0° 1+0
u=BX coso.sina = —-. ® . ] o = a :
® Nt i+ @l+9’)

Der erste Radiusvektor r, = ZA hat die Lange

ZA* =(u+a) +v?
Zunichst berechnen wir
a a a oM
u+a= +a= 1+®+®° | = D1+ |=a.
o1+ @?) q>(1+q>2)(“;¢ J ol +?) (“;“J 1+ @

Daher

, s ®° a? ~ a2 )
u+a) +v’=a .(1+<I)2)2 +(1+®2)_(1+(D2).(1+<D )
Somit
ZA=r, =—2 _ 1+ 9°

ys

)
Der zweite, dazu normale Radiusvektor ry geht aus ro durch orthogonale Drehstreckung mit

dem Faktor é hervor. Daher gilt

ZA a
ZCZr1 = = .‘\/1+(I)2

o P+?)
Fiir den Winkel 3 gilt

_a _1_1+<1>2__;__t‘mB
a+u 1+®* a @ @1

Daher ist der positiv gezihlte Polarwinkel der Grundlinie gegen den ersten Radiusvektor

LX(ZAJ:(;)O =n+B= n+atan§

tanf} =

Dabher ist

P, = —:K——Tta—atan1
1= P 575 o

Die Parameter € und k der gesuchten logarithmischen Spirale berechnen sich aus



Der goldene Schnitt

r, = c.8%® k3
0 }DEQ_:(D:ék-(%“%):é 2:>lnd):k,—g—::>k=g.ln®
r 2

[mamn[ ‘ ]/[

c=r,.& % =r.& * =r.@-" Al+®°,

Daher lautet die Gleichung der gesuchten logarithmischen Spirale

((p)" W q)?[mm"[dﬂj] o7 Po> ¢ >0

Fir den Schrankungswmkel der Spirale (Winkel der Tangente gegen den Radiusvektor) gilt

tant = o) _ cor 1274 = 0 = 72,968°
o) e 2.In® ——
.2 oo

T

Der ,goldene Rahmen™
Bildet man zwei konzentrische Quadrate mit den Seiten-
langen a und X, wobei X der groflere Abschnitt der nach
dem goldenen Schnitt geteilten Streck a ist (d.h: a =x. @),
so ergibt sich fur das Verhiltnis der Fliche des entstehen-
den , Rahmens® zur , Bildfliche*
a’-x> x*.0*-x* G)
— = _ =P’ -1=0@
X X* A




Der goldene Schnitt

Algebraische Eigenschaften

Nach FuBnote 1) auf Seite 2 gilt fir FIBONACCI-Zahlen @ns+1 = @n + a@n.1. Fur das Verhaltnis

v, =2 (10)
an
aufeinander folgender FIBONACCI-Zahlen folgt daraus
R = IS (11)
an ap Vna
Wegen (3) gilt
1
O=1+— 12
y (12)

Zusammen mit (11) folgt daraus
Vit <@ v, >
Vi >0 v, <®
Fir n — oo wird daher @ durch die v, eingeschachtelt; sodaB. gilt
lim vV, =@ (13)

N> oo
Folgende Tabelle liefert ein Beipiel
n a, vy,
2
1.5
1.66666...
1.6
8 1.625
13 1.61538...
21 1.61904...
34 1.61764...
10 55 1l.e181s...
11 89 1.61797...
12 144 --161805...
13 233 1.61802...
14 377 1.61803...
Ausgehend von der Formel (11) ergibt sich
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Der goldene Schnitt

Vl::]‘
1
V2:l+']‘:“‘
1
1+ =~
1
1
V4:1+ l
1+ 7
1+ =
1

Dabher ergibt sich wegen (13) in der Grenze der Kettenbruch
1
1
1
1
1

T Aees

Aus der Beziehung (3) folgt

O=+1+d

und weiter

O=y1+1+D
<I>:\/1+\/1+\/1+(I>

---------

SchiieBlich in der Grenze

d)z\/1+\/1+\/1+«/i_:

o= 1+
1+

1+
1+
1+

































