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AKGEO Theorie der geometrischen Konstruktionen

Die Vorlesung behandelt das Problem, die Ausfiihrbarkeit oder Nichtausfiihrbarkeit einer
vorgelegten geometrischen Konstruktion mit vorgeschriebenen Hilfsmitteln (Zeicheninstru-
menten) zu untersuchen und die Leistungsfihigkeit der Zeichenhilfsmittel festzustellen.

Die Behandlung dieser Fragestellungern erfordert betrachtliche, oft tiefliegende, Kenntnisse
aus Algebra und Zahlentheorie, die aber simtlich in der Vorlesung hergeleitet werden, sodaB3
einschldgige Vorkenntnisse zum Besuch der Vorlesung nicht vorausgesetzt werden. Auch ist
die Vorlesung vollig unabhingig vom Besuch der Vorlesung "AKGEO Praxis der
geometrischen Konstruktionen®.
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Theorie der geometrischen Konstruktionen
Vorbemerkungen

Geometrische Konstruktionen

Unter einer geometrischen Konstruktion versteht man die zeichnerische Darstellung eines

geometrischen Objektes aus vorliegenden Angabestiicken unter Einhaltung gegebener Bedin-

gungen mit Hilfe vorgeschriebener Zeichengerite

Ausfiihrung geometrischer Konstruktionen

Die Ausfithrung einer geometrischen Konstruktion umfaBt folgende Punkte:

1. Analyse der Aufgabe (Aufsuchung der notwendigen Bedingungen fur die Losbarkeit

2. Ausfithrung der Konstruktion

3. Beweis der Richtigkeit der Konstruktion(Nachweis des Hinreichens der zu erfiillenden
Bedingungen)

4. Determination (Anzahl der moglichen Losungen und Sonderfille)

Theorie geometrischer Konstruktionen

Unter der Theorie geometrischer Konstruktionen versteht man mehreres:

1. Angabe der Losungsmethoden

Die Frage nach der Wirksamkeit und Reichweite der vorgeschriebenen Zeichengerite

Linteilung der Konstruktionsaufgaben in Abhangigkeit von den Zeichengeriten (z.B. line-
are, quadratische Aufgaben, Aufgaben hoheren Grades, projektive und metrische Aufgaben)

4. Nachweis der eventuellen Unmoglichkeit einer Losung von Aufgaben mit Hilfe der zulés-
sigen Zeicheninstrumente

5. Untersuchung der Genauigkeit und Einfachheit einer Konstruktion (Geometrographle)
Wir beschiftigen uns hauptsachlich mit den Punkten 2, 3 und 4
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Klassische Konstruktionen

Unter einer klassischen Konstruktion versteht man eine Konstruktion, bei der nur Zirkel und
Lineal als Zeicheninstrumente zugelassen sind. Zirkel und Lineal dirfen ausschlieflich auf
folgende Weise verwendet werden:

1.~ Vorgabe beliebiger Punkte, Geraden und Kreisen als Angabe

2.a. Anlegen des Lineals an zwei gegebene oder bereits konstruierte Punkte, um deren Ver-
bindungsgerade zu ziehen.

b. Zeichnen einer beliebigen (Hilfs-) Geraden
3.a. - Einsetzen der beiden Zirkelspitzen in zwei gegebene oder bereits konstruierte Punkte

b. Zeichnen eines Kreises um einen gegebenen oder bereits konstruierten Punkt als Mittel-
punkt mit dem durch zwei schon vorhandene Punkte bestimmten Radius

c. Zeichnen eines beliebigen (Hilfs-) Kreises mit beliebigem Mittelpunkt und Radius

4. - Erzeugung neuer Punkte durch Schnitt von Geraden und Kreisen, die gemal3 2. und 3.
gewonnen wurden.

5. Geraden und Kreise treten nur in endlicher Anzahl auf

Vorgabe von gemaB 1.-5. konstruierten Punkten, Geraden und Kreisen als neue Anga-
ben
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Die Theorie der klassischen Konstruktionen

Grund- und Erweiterungskorper

Um wenigstens die notwendigen Bedingungen dafiir aufzustellen, ob eine vorgelegte Kon-
struktion im klassischen Sinne zu bewiltigen ist, bedienen wir uns der analytischen Geome-
trie, indem wir die Ebene in ein kartesisches Bezugssystem einbetten.

Da sich alle zulassigen Angabestiicke durch Punkte festlegen lassen (Gerade durch zwei
Punkte, Kreis durch Mittelpunkt und Punkt der Peripherie usw.) konnen wir alle Angaben
durch Punkte definieren, deren Koordinaten als reelle Zahlen vorausgesetzt werden
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Eine der gegeben Koordinaten konnen wir 0.B.d. A. als Einheitsstrecke wihlen.

Den Konstruktionen mit dem Lineal allein (Verbindung zweier Punkte, Schnitt zweier Gera-
den) entsprechen Operationen, die durch lineare Gleichungen beschrieben werden kénnen, die
sich durch rationale Ausdriicke 16sen lassen.

Die-Anwendung rationaler Operationen auf das Element 1 liefert den Korper Q der rationalen
Zahlen, die Hinzufligung der anderen (endlich vielen) Angabekoordinaten q1, qg, ... ,Gr den
Korper Ko, der durch Adjunktion dieser Groen zu Q entsteht. Den durch die Angabewerte
betimmten Korper Ky bezeichnen wir als Grundkorper.

Ko ist ein Erweiterungskorper von Q und ein Unterkorper des Korpers R der reellen Zahlen:
K{):: Q[q11 q21 1 ql’] - R
Dasallgemeine Element a von K, hat daher die Bauart

Y 4 (QHQw ’qr)
= 3
p2\ql’q2’ b ’qr)
worin p1(Q1, d2, --- ,qr), 2(a1, G2, ... ,qr) Polynome in qy, ... ,qr mit Koeffizienten aus Q sind.

a

1. Alle rationalen Operationen in lassen sich durch klassische Operationen mit Zirkel und
Lineal ausfithren. Seien a,b € Ko, dann gilt:

g 8 | b
Addition: x=a+b |
o ” 4
Subtraktion: X=a-b X } b
g >
Multiplikation: x=a.b
a:1=x:b ... x=ab
Division: x = alb

x:1=a:b x=alb X 3
Durch Ausiibung rationaler Operationen verbleibt man innerhalb des Grundkorpers Ko




Die klassischen Konstruktionen

2%,

Schnitte von Kreisen und Geraden sowie von Kreisen mit Kreisen fithren auf quadrati-
sche Gleichungen mit Koeffizienten aus dem Grundkorper Kq. Die Losung einer qua-
dratischen Gleichung hat die Gestalt

a+byNr  mit ab,re Ko
Die Wurzel \r 148t sich nach dem Hohensatz fiir das rechtwinkelige Dreieck mit Zirkel

und Lineal konstruieren:
/ Vr \

: - \

Gehort \r nicht dem Kérper Ko an, so bilden wir einen Erweiterungskorper K; von Ko,

ﬂf“ﬁm "!7;"' '\fr l‘] Vﬂ“‘i’\ﬂf‘ ‘[k r]nrnrnovnn
SEANLVISI UL DS AL U\dll FANW) P\Jl JDLU “(y mnr lsl(/l Cre,
= Ko[Vr]

Sind a,b,c,d,r € Kq so gilt
(a+b.\/F)i (c+d.\ﬁ):(aic)+(b +dhr
(a+b \/_)(c+df)—(ac+bdr)+(ad+bc)\/‘
a+bar (a+b\f)(c dQ (ac - bdr)+(bc adWr
c+dar (c+dJr)(c dJr) ¢’ -d’r
Dabher hat jedes Element von K, die Gestalt
A+BAr mitABre Ko
Beispiel: Ko=Q,A=3,B=2,r=5
3-245 e K = Ko[V5]
Adjungiert man zu K; die Quadratwurzel aus irgend einem Element p € K, etwa

JA+BAT = \/5 , so fiihrt die Ausiibung der rationalen Operationen zum Erweiterungs-
korper

Kz =K [Vp] pe K
dessen Elemente G stait

a+ \/p alp € K
haben
Beispiel(*):

1+24/5,4-3./5,7+6./5 €K,
(1+25)+ (6345471645 ek,

Wenn man in dieser Weise fortfahrt, erhilt man einen Korper K,,, dessen allgemeines
Element die Bauart hat:

A+B~YR mitABR e K,
Dabei stellt u die Anzahl der ibereinander geschachtelten Quadratwurzeln dar (Ord-
nung des Wurzelausdruckes)

Man kann die Bildung des Korpers K, verallgemeinern, indem man dem Korper Kq
nicht nur eine, sondern mehrere Wurzeln adjungiert. Adjungiert man etwa \r und Vs, so
hat das allgemeine Element von K, die Gestalt

a+b.r+cVs + drs

W



Die klassischen Konstruktionen

Hier darf man Vr.Vs nicht etwa zu V(rs) zusammenfassen, das sonst der Eindruck ent-
stiinde, man hétte drei Wurzeln adjungiert.
Ist m die Anzahl der voneinander unabhangigen Wurzeln, so gilt fiir Beispiel (¥)
p=2 m=2
4*_ Auch die Bildung von K,, kann verallgemeinert werden, indem man die Quadratwurzeln
von m Elementen aus K., adjungiert.

Alle Ausdriicke, die dem Korper K, angehoren, lassen sich mit Zirkel und Lineal kon-
struieren.

Umgekehrt fuhrt jede mit Zirkel und Lineal ausfithrbare Konstruktion auf einen Aus-
druck von K,,.

Die Ausdriicke von K, ergeben sich ais Nullsteilen von quadratischen Polynomen mit Koeffi-
zienten aus K.

Wir werden zeigen, daB3 sich die Elemente von K, als Nullstellen eines gewissen Polynoms
mit Koeffizienten aus K, darstellen lassen

Notwendigerweise ist eine Konstruktionsaufgabe genau dann mit Zirkel und Lineal losbar,
wenn sich ein Polynom der beschriebenen Art angeben 143t




Polynome

Polynomringe
Die Menge der Polynome in der Unbestimmten X iiber einem Korper K bildet den Polynom-
ring K[x]. Sei fix) € K[x], dann ist

fX)=ax" +anX™ + ... +ax+a, (ae K a,=0)
ein Polynom n-ten Grades. Die Elemente a € K bezeichnet man als Polynome nullten Grades
(konstante Polynome), Dem Nullpolynom f(x) = 0 schreiben wir keinen Grad zu. Ein Polynom
halt also einen Grad > 0 oder es ist das Nullpolynom.
Der EUKLIDische Algorithmus (Divisionsalgorithmus)*

Es seien f{x) und g(x) zwei Polynome aus K[x]. Dann gilt

f=84o+n grdn<grdg
g=rrqitr grdr, <grdr
ri=raqytr; grdr;<grdr;
Pi2 = Fepfi1 + 1k grdr,<grdry,
Fi1 =gk

Setzt man ¢ := r; und verfolgt man den Algorithmus von unten nach oben, so findet man
T ey =M = ..o Mg 2 4f

Das Polynom ¢ ist also Teiler sowohl von f als auch von g

Ist umgekehrt das Polynom s ein Teiler sowohl von f als auch von g, so folgt bei Durchlau-
fung des Algorithmus von oben nach unten

I sifaslg = sl = sl =... =sin =t
Das Polynom ¢ ist also groBter gemeinsamer Teiler von fund g [geT(f,g )]
Ist 0= ¢ € K (also ein Polynom nullten Grades), so heiB3en fund g teilerfremd

Ist t = ggT(f,g ), so ist auch A.z ein ggT. Der ggT von Polynomen ist also nur bis auf einen
skalaren Faktor bestimmt. Daher setzt man bei teilerfremden Polynomen #:= 1.

Ist ¢t = ggT(f,g ), so gibt es Polynome p und ¢, sodaB gilt )
t=pft+qg
BW: J Elimination von ry, 3, ... Es ergeben sich stets Linearkombinationen von f und g,
~ deren letzte t = ry ist.

JSfund g sind genau dann teilerfremd, wenn es Polynome p, ¢ gibt, sodaB3 gilt  (2)
pfteg=1
BW: 1. f, g seien teilerfremd, Dann gilt nach (1)
pfrqg=1ekK
2. Es gelte (2), fund g seien aber nicht teilerfremd, d.h.es gibt ein nichtkonstantes Po-
lynom s mit

f=sfi g=sg
Dann gilt wegen (2)
s(fp +g1q) =1
d.h. 1 wire durch das nichtkonstante Polynom s teilbar Widerspruch!!

' EUKLID (ca. 300 v.Chr.) Elemente Buch VIi, Satz 2




Polynome

Obige Sitze gelten speziell fiir den Polynomring Q[x] und ebenso fur den
Ring Zder ganzen Zahlen (Teilungsregein)

Das Schema von RUFFINI - HORNER!

Es sei

FX)=axX" + an X+ .+ ax + ag
ein Polynom itber einem Korper K. Der Wert f{\) des Polynoms an der Stelle A e K 1Bt sich vorteilhaft mit
Hilfe des Schemas von RUFFINI - HORNER crmitteln:

an an-1 At a a, % ao
A * }\ bn.1 eer )\ _bg+1 )\ b,i ser }\ b1 E }\b\r)
{ by bno b; b1 bo )
1. Hier ist
bn—l = a’h
[ >\an + an.1
bn-3 = Azan *A an1+ anz
bo = A"'a, + A\"%a,4 + A\"%a,, + ... + A @ + ay
) = N"a, + N an + A an, + .+ Nay + A2 + 3
2. Wir deﬁnie{en folgendes Polynom:
f1( =bn.1X“'1 + bpoX' ™+ .. +byx + by
Dann gilt
SOI =£09.0¢<- N) + ) (*)

d.h. fi(x) ist der Quotient, der sich bei Division von f{x} durch (x- A) ergibt. Der Rest f{A) ist der Funktions-
wert von f(X) an der Stelle A.
BW:  £i(¥.(x- A) = (brX™" + bpox™? +... +bix + bp)(x- A) =
= b X"+ broX"! #Dbyax™? + ..+ b+ box-

Do A= b X 2 A - - DA -bixA-bg A=

bnsX" + (Bnz- Bt A)X™" + (Brs - bz AX™2 + ea + (Do - by A)X - b A =
= axX" + @pa X"+ o + aX-{f(\) - do)

daher fx) = £i00.(x - A) + fTA)

Verallgemeinerung des Schemas von RUFFINI - HORNER
Gegeben seien die beiden Polynome
FO0=axX" + an X"+ ...+ ax+a und pX) =X - AX- [

Die Division des Poynoins n-ten Grades f{x) durch das Polxnom 2.Grades p(x) ergibt als Quotienten ein Poly-
nom (a-2)-ten Grades f1(x) und als Rest ein Polynom 1.Grades (welches sich auf eine Konstante oder das Null-
polynom reduzieren kann). Das Schema von RUFFINI-HORNER nimmt dann folgende Gestalt an

a @ 82 B e as & | a &
A * Abpz  Abnz  Abps .. Ab;  Aby | Ab, s
* * ubno  mbns ubs by | uby ubo
bn2 bn3 b4 bns b, b | ¢ C2
und es gilt

s = @n2 + A bos + ubp
brs = Qns ¥ A bpa + ubns

! Paolo RUFFINI (1765-1822) 1804, William HORNER (1786 -1837) 1819, das Verfahren findet sich bereits
1303 bei CHU SHIH-CHIEH (ca. 1270-ca.1330)

6




Polynome

by = a4+ A bz + uby
b1 =as+ A by + ub;
bo=a,+ A by + uby
Ci=as+Abp+ uby
Co=ap + ubg
Das Ergebnis der Division lautet
 OEAM.P )
mit
f(X) = aan + an_1x"'1 +...t+ax+ 3
pX) =X - AX - ux
£1090=b"X"? + b,sx"3 + ...+ byx + by
r(x) = cix + Cg
Man beachte, daB das Quotientenpolynom p(x) zur Anwendung des obigen Schemas normiert sein mub.
Die Verallgemeinerung bei Division durch Polynome beliebiger Ordnung liegt auf der Hand.
Entwicklung des Polynoms f{x) als Potenzen vony = X - A

Wendet man die Entwicklung (e) auch auf das Polynom f1(x) usw. an, so ergibt sich die Folge

S =[09.x-A) + D)
£i00 =£0.¢-N) + /) (x- >\)2
L0 =:00.0¢- A) + 0 x-N

Fr2) = for30.6- N) + foa) | 6= ™
For()=an.x = A) + fur (V) x-N""

Multipliziert man jede Zeile mit dem angefiihrten Faktor und addiert alle Zeilen , so folgt
L) = N +LME-N) + LA -N)+ o+ - 2T+ an(x- )
Setzt man

y=x-A

so ergibt sich
) =ay" + £y + L+ ARy SN = g)
Irreduziblie Polynome
Gilt fiir ein Polynom tiber dem Korper K
aan + an_1x”'1 +.,..+taXx+ap =
= (b"% + b™ Xy + ... +b1x + bp).(Cex® + CoxS + ... +CiX + Co)
a,b,cke K r+s=n, r<n,s<n
so heif3t das Polynom reduzibel iiber K.. Andernfalls heif3t es irreduzibel

Da die Definition der Irreduzibilitéit fordert, daB jeder der beiden Faktoren einen echt kleine-

ren Grad als das urspriingliche Polynom hat, sind lineare Polynome und Polynome nullten
Grades (Konstanten) stets irreduzibel.

Die Reduzibilitit eines Polynoms héingt wesentlich vom Koeffizientenkorper K ab.

Beispiele:

10%° - x - 21 = (2x -3).(5x + 7) ... reduzibel iiber Q

25x%-20x - 14 = [5x - (2 + 3V2)].[5x - (2-3V2)] ... irreduzibel iiber Q, aber
reduzibel iiber Q[V2]-

f(x) und g(x) seien Polynome iiber K. Das Element A eines Erweiterungskérpers

E von K ist genau dann eine gemeinsame Nullstelle von f(X) und g(x), wenn A

Nullstelle des groBten gemeinsamen Teilers #(X) der Polynome f{x) und g(x) ist.

Speziell gilt der Satz fiir gemeinsame Nullstellen iiber K.

~|



Polynome

1. Essei A € E und es gelte f{A) = 0 und g(A) = 0. Ferner sei ggT(f,g )=t
@pa)t=p.f+q.g >t0)= pt) f(R)+q() gl)=0
2. Essei £(A)=0. Dann gilt
F) = 100.£10) = fIN) = HA)£i(A) = O
g(x) =#x) .g1(x) = g(A) =#(A).&:(\) =0
Fundamentalsatz iiber irreduzible Polynome

Es sei f{x) ein irreduzibles und g(x) ein beliebiges Polynom tber K. Haben f{x)
und g(X) in einem Erweiterungkorper E von K eine gemeinsame Nullstelle A, so
ist f{Xx) eine Teiler von g(X)

BW: Nach dem voranstehenden Satz miissen f{x) und g(x) einen groédten gemeinsamen Teiler
t(x) mit der Nullstelle A € E haben. Da aber f(x) irreduzibel ist, muB3 #X) (bis auf einen

Faktor aus K) mit _f{x) tibereinstimmen.
Ist A € K, so gilt bei Anwendung des Divisionsalgorithmus auf f{x) und g(x):=x - A
SX) = (x - N).qo(x) + ri(X)
Da g(x) vom Grade 1 ist, muf} r;(X) von Grade 0, also eine Konstante ry € K sein. Daher gilt
fiir den Wert von f{x) an der Stelle A
SN =r1
Ist A eine Nulistelle von f{x), so gilt
SN =A-Ngs(AN)+r1=>1=£fA)=0

Ist A € K so gilt
S =£i0).0¢ - A) + AN
Ist A € K eine Nullstelle von f{x), so wird f{x) durch (x-A) geteilt

Rationale Nulistellen eines Polynoms iiber Q
Es sei

fX) =anxX" + anxX™ + ...+ ax + ao acQan=0
ein Polynom tber (2. Ist @, = 1, so heif3t das Polynom normieri. Zur Berechnung der Nulistel-
len von f{x) = 0 kann man 0.B.d.A. voraussetzen, daf} alle @; ganzzahlig sind, indem man f{x)
mit dem Generalnenner aller Koeffizienten multipliziert.

Den Bruch

&e Q mit A,p e Z und ggt(h,pn)=1
u

nennen wir gleichfalls normiert.

Ist der normierte Bruch r eine rationale Nullstelle des Polynoms

i
A1) = anx" + ang X"’

mit ganzzahligen Koeffizienten, so ist A ein Teiler von @p und u ein Teiler von a,

+ ... FaxX+ 3




Polynome

( A (T, (2 Mia <0
) )’

=a A +a A u+...+ait +aut =

a,A" = [a AT+ +a it +aou“"]\}
—_ L'a ’\n‘l ! - ..n“l]
LGOM =-A G T TaEE J

Da die rechte Seite der vorletzten bzw. letzten Zeile durch u bzw. A teilbar ist, muf3 es
auch die linke Seite sein. Da A, u teilerfremd sind, sind es auch ihre n-ten Potenzen.
Daraus folgt, da3 @, durch p und @p durch A teilbar sein muf3. Daraus ergibt sich weiter

Das normierte Polynom

f(X) :Xn + an-1xn_1 + ... +taiX+ap
mit ganzzahligen Koeffizienten besitzt als rationale Nullstellen nur ganze Zahlen,
die Teiler von ag sein miissen

Ist namlich der normierte Bruch A/ eine Nullstelle von f{x), so miifite u|1 gelten, d.h.
p=x1

Ist der normierte Bruch r eine rationale Nullstelle des Polynoms
u

fiX)=ax"+au X"+ .. +ax+a
mit ganzzahligen Koeffizienten, so ist fur jede ganze Zahi (A - pu) =0 (p € Z), der

Wert f{p) durch (A-pp) teilbar (notwendige Bedingung dafur daf3 A Nullstelle ist).
H

Obige Regel wurde von Jacob van WAESSENAER (Schiiler von DESCARTES) erstma-
lig fir a, =1, dh. u = 1 angegeben

BW: Zunichst bilden wir mit beliebigem p # 0 (4 € Z) den Ausdruck
W(X) = an(ux)" + pana @)™ + ...+ u™ag(ux) + phag
Substituieren wir
y 1= uX
so erhalten wir
Wf1X) = any" + uanay™' + ...+ uany + pag = d(y)
Ist x = A eine Nullstelle von f{x), dann ist y = px = j.l.—k— = A eine Nullstelle von ®(y).
u u
Dabher ist @ (y) durch (y - A) teilbar, d.h.es gilt
D(y) = @i(y)-(y - M) (*)
worin sowohl ®(y) als ®@;(y) Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten sind.
Wahlen wir 0 # p € Z beliebig, aber (\-pu) # 0. Setzen wir nun
Y =PUTUX=X=p
so folgt wegen (o)
" Olpp) ' ,
Dlpi)= @, (pullpu—1) =" £(p) = W _ W SO)_ g, ) 7
A-pu  A-pu
Da ®@(y) ganzzahlige Koeffizienten hat, ist auch - ®@,(y) €ine ganze Zahl, d.h.
u".flp) ist durch (A-pu) teilbar

©|



Polynome

BH: yund A - pu sind teilerfremd
BW indirekt: Essei A - pu=A;0, 4= o mit 0 <py <y Dann wire
A-pp Mo A A A _Aitow

K mo o H u Wy

L S

. LA .
Wegen p; < i liefe sich — entgegen der Voraussetzung kiirzen. Daher sind
U
U, A -pu teilerfremd, daher auch u" und A - up. Daher muB sich die ganze Zahl f{p)
durch A - up teilen lassen.

Anwendung der Methode von WAESSENAER
Beispiel: Gesucht werden die rationalen Nullstellen des Polynoms
fIX) = 6X> + 7x* +26x -30

Man erkennt, daf es keine ganzzahligen Nullstellen gibt. Sei X = > (A, u teilerfremd) eine rationale Nullstelle:
n

A mub Teiler von |ag] = 30 sein, u muB Teiler von |as] = 6 sein. Dann gibt es folgende Moglichkeiten:
A =11, £2, +3, £5, 46, +10, +15, £+ 30, p=1,2,3,6

AMlow | x w ] x| w | x| w | x
1 1 1 2 2 3 13] 6 1
-1 1 2 -2 3 /3] 6 -1/
2l 1 2] 2 4 3 23] e -
2 1 2 2 4 3 23] s -
30 3l 2 32| 3 S I .
3 01 3] 2 @2 3 1 s -
50 1 5] 2 s2| 3 &3] 6 56
s 1 -8 2 20 3 53] 6 -5
6] 1 6] 2 -1 3 4 e -
6 1 6] 2 1 3 | 6 -
0] 1 10] 2 1 3 103 s -
100 1 -0 2 N I ST Y - -
150 1 15] 2 152| 3 -1 s -
A5 1 5| 2 -s2| 3 1 s -
3, 1 30| 2 N 1 e .
300 1 30) 2 43 1 s -

Man miifite mm alle oben angefithrten Moglichkeiten fiir x = — durchprobieren. Eine wesentliche Vereinfachung
H
tritt ein, wenn man beachtet, daB A, p notwendigerweise nur dann zu einer Nullstelle gehdren, wenn fiir eine

beliebige ganze Zahl p mit A - pp = gilt
A - pu teilt f{p)
Wir wihlen daher p so, daB f{p) moglichst eine Primzahl wird oder wenigstens moglichst wenige Primfaktoren
enthilt.
Wir wihlren p =+ 1, £2. Dann wird
f1)=9=33, f-1)=-55=-511, f(2)=98=27.7, f-2)=-102=-2.3.17

10
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fi)=33 fi-1) =-5.11 fi2)=271.7 fi-2) =-2.317
A u A-u A+u A-2u A+2u
1 2 -1 3 -3 5
4] 2 | -3 1 -5 3
2 1 1 3 0 4
2 | 3 - -1 5 -4 10
2] 1 -3 A1 -4 0
3 2 1 5 -1 7
5 | 2 7 9
| 5] 6 -1 i1 7 i7 |]'
10 | 1 9 11 8 12

Man erkennt, daBl hochstens x = 5/6 eine Nullstelle sein kann, was durch Einsetzen in die Gleichung f{X) besti-

tigt wird.
Zwei Lemmata von GAUSS!

Definition: Ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten heiit primitiv, wenn der grofBite ge-

meinsame Teiler aller Koeffizienten 1 ist.

1.Lemma von GAUSS: Das Produkt primitiver Polynome ist wieder ein primitives Polynom ;

BW: Es seien

F1X) =an" + ana X + ..+ aix + ag

2(X) =bmX™ + brax™" + ... + byx + bo

primitive Polynome. Wir bilden das Produkt

fx).g(x) =h(x)=c,, X"+ .. +CciX+Co

Hier ist
c, =a,b,

c,=3a,b, +ab,
c,=a,b, +ab, +ab,

i taby, +...+a_ b, +ab;+a

Ci,; =a,b

= anbm

Cn+m

b, +..+a,

i+1

H)

b,

Wir nehmen an, daB3 das Produkt k(x) = f{x).g(x) nicht primitiv sei, d.h. die ¢; haben ei-
nen gemeinsamen ggT(Co, ... ,Cm+n) =d # 1. Ferner sei p eine in d enthaltene Primzahl.
Da f{x) und g(x) beide primitiv sind, kann p nicht alle &; bzw bj teilen. Es sei also (be-

ginnend mit 8o) @; der erste Koeffizient von f{X), und (beginnend mit bg) b der erste

Koeffizient von g(x), der nicht durch p teilbar sei. Dann betrachten wir den Koeffizien-

ten Cisj. Alle seine Summanden, mit Ausnahme vom &;b;, sind durch p teilbar. Daher ist
Ci+j nicht durch p teilbar, was der Annahme widerspricht.

ganzzahligen Koeffizienten darstellen.

2.Lemma von GAUSS: Jedes Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten, das tiber
Q reduzibel ist, 14Bt sich auch als Produkt von Polynomen niedrigeren Grades mit

! Carl Friedrich GAUSS (1777-1855)
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Beispiel; 6x> ~11x—35= (-—x - —-) (—2— ) (2x - 7).3x +5)
> \ &

BW: Es sei das Polynom
fX)=anxX"+ an X + ... +ax +ao
iber Q reduzibel.
f1x) = g(x). h(x)
Ferner sei my der Hauptnenner der Koeffizienten von g(x) und m, der Hauptnenner der
Koeffizienten von A(x). Dann gilt

g(x)=—g(x) und h(x)=——h(x)

wobei nunmehr g;(X) und h;(X) ganzzahlige Koeffizienten haben. Seien dy und d> die
grofiten gemeinsamen Teiler der ganzzahligen Koeffizientenvon g;(x) und k;(x), so gilt

1 d
g(X)I———.gl(X)Z—rﬁl—.gz(X)

h(x)~—— k(X)—- ()

Hier sind g» und h; primitive Po]vnome mit ganzzahhgen Koeffizienten. Dann ist

f(x): 2 .gz(X)hz(X)
ity
..dd, r N . . .
Setzen wir ——— = — worin — eine normierter Bruch ist, so gilt
mm, s s
£6)= =g}y () @
Es sei

g2(X).ha(X) = Cpx™+ -—- + C1X + Cp, cie Z
Dann gilt wegen (e)

r r
,a, = —:.Cl, a,=—=C,
s S

Da die a; nach Voraussetzung ganze Zahlen sind, muB r.c; duch s teilbar sein, wegen
geT(r,s)=1 miissen alle C; durch s teilbar sein.

Da g, und h; primitive Polynome sind, ist nach Lemma 1 auch g.h, primitiv, d.h. die ¢
konnen keinen grofiten gemeinsamen Teiler # 1 besitzen, daher muf3 s = 1 sein und es
gilt f (x) r.g, (xl h, ( x) d.h. fix) wird in das Produkt ganzzahliger Faktoren zerlegt.

Zerlegung eines Polynoms iiber Q in irreduzible Faktoren iiber © (Methode von
KRONECKER')

O.B.d.A kann man voraussetzen, daB f{x) ganzzahlige Koeffizienten besitzt.

1.Schritt: Untersuchung auf lineare Faktoren. Die Aufsuchung rationaler Nullstellen wurde
bereits behandelt (Siehe Seite 8). Die gefundenen linearen Faktoren spalten wir ab.

2. Schritt: Aufsuchung von quadratischen Faktoren, die iiber Q irreduzibel sind.
SX) =anx + anax™" + ..+ ax + ao = g(x). h(x)

mit
g)=pxX +gx+r1
Nach dem 2.Lemma von GAUSS kénnen wir voraussetzen, da3 die Koeffizienten von

" Leopold KRONECKER (1821-1891)
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BW:

g(x) und h(x) ganze Zahlen sind. Ist speziell @, = 1, so miissen auch die fiihrenden Ko-
effizienten von g(x) und h(x) gleich 1 sein, speziell also p = 1.
Wir wihlen nun eine beliebige ganze Zahl Xo. Dann gilt
fiXo) = g(Xo).k(Xo)
d.h. die ganze Zahl f{Xo) muB durch die ganze Zahl g(Xo) teilbar sein:

&(Xo)| f1xo)

Dasselbe gilt fiir zwei beliebige andere ganze Zahlen X4, X!
80x,)=px; +ax, +1 =ty ... to | £(x,)
g(xl):pxrlz +ax, +r=t, ...t | f(xl)

g(xz): PX§ +OX, +r=t, ..ty f(xz)
Aus diesen Beziehungen ermittelt man die ganzzahligen Unbekannten p, q, T.
Die ganzen Zahlen x; (i = 0,1,2) wihlt man durch Probieren moglichst so, daf3 die f{x)
Primzahlen sind oder moglichst wenig Primteiler aufireten, um die Anzahl der Rechen-
ansitze zu minimieren.
Die gewonnenenL6sungen fur p,q,r miissen ganzzahlig sein. Das Polynom g(x) muf3 zur
Kontrolle f{x) teilen.

Es sei f{X) = anX" + an- x™ + ..+ ayx + ag ein Polynom mit ganzzahligen Koef- -
fizienten. Ist @p ungerade, so hat f{x) keine ganzzahlige Nullstelle, wenn die 8
Summe -

an + an-1 + ..+ 81
der restlichen Koeffizienten gerade ist

Da ag nach Voraussetzung ungerade ist, kann eine ganzzahlige Nullstelle x als Teiler
von 8o nicht gerade sein. Dann ist auch jede Potenz von X ungerade:
X =28+ 1
Dann gilt
f(x)=a,(2s, +1)+...+a2s, +1)+a, =
=2(@,s, + ... +a,s,)+(@, +... +a)+ a,
) ger‘éde ’ ur:;;r.
Ist die Summe a, + an.1 + ... + @y gerade, so kann die Summe der geraden Summanden
in f{x) zusammen mit dem ungeraden Summanden & nie verschwinden, d.h. die ganze
Zahl x kann nicht Nullstelle sein

Irreduzibiljtitskriterien

BW:

Ist das Polynom f{x) iiber dem Korper K irreduzibel, so ist auch jenes Polynom |
fi(y) irreduzibel, welches aus f{x) durch die Substitutionx = Ay + y(A,u e K,

A # 0y hervorgeht, und umgekehrt.
SX)=fAy + 1) =£ily)

Wire f(x) = g(x).h(x) iber K reduzibel, so gilte auch
SX)=AAy + 1) = gAy + u).h(Ay + 1) = gi(y)-hu(y) = fi(y) und umgekehrt

Beispiel: fix)=x*+4x’ + 6x*> +4x +2 K=Q)

Setzt many : =x - 1, so folgt
fX)=x+D*+1=y*+1 ... irreduzibel ilber Q

Ist fIx) cin normiertes Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten, welches bei geeigneter Wahl ei- |
ner Primzahl p iiber dem Restklassenkorper Z,, irreduzibel ist (dh. K =Z,), dann ist f{x) auch
iiber Q irreduzibel.

13
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ACHTUNG: Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht! f{x) kann sehr wohl iiber dem Restklassenkorper' 7y

BW:

reduzibel sein, obwohl f{x) iiber Q irreduzibel ist

Ist f1x) normiert, so ist auch das modulo p reduzierte Polynom normiert und vom selben Grad.
LaBt sich j(x) = g(xX).h(x) nichttrivial zerlegen, so gibe es fiir jede Primzahl p eine nichttriviale Zerle-
gung, da ja g{x) und A(x) ihre Grade behalten.
Findet sich blob ¢in einziges p, fiir welches das mod p reduzierte Polynom irreduzibel ist, so7ist auch f{X)
iiber Q irreduzibel.
Bei der Aufsuchung der Nullstellen hat man iiberhaupt nur die Elemente von Z,, auf das reduzierte Poly-
nom anzuwenden.
Die Umkehrung gilt nicht. Ist niimlich das mod p reduzierte Polynom in zwei Faktoren (X' +...)(¢C +...)
zerlegbar, so miissen deren fiihrende Koeffizientennicht von der rationalen Zahl 1 herriihren. Es gilt nim-
lichi.p +1 = 1 (mod p). Die Polynome der Umkehrung miissen also nicht mehr normiert sein

Beispiel: Hat das Polynom f{x) = X" - 312x> + 2051x* -3145x + 31752 ganzzahlige Nullstellen?

Wegen ao = 2°.3%.7° giibe es (4.5.3).2 = 120 Teiler von &g, die man durchprobieren miibte.

Reduktion beziiglich einfacher Primzahlen:

p=2 f)=x"+x-x=0 = f10)=0, (1) =1 (mod 2)

p=3 ) =x+2¢-x=0 = f0)=0,A(1)=2/2) = | (mod 3)

p=5 f=x'-2C+xX+2=0>

= f0)=21)=22)=1£3)=3,f8) =1 (mod 5)

Da es modulo 5 keine einzige Nullstelle gibt, hat die urspriingliche Gleichung keine ganzzahlige Nullstel-
le, obwohl modulo 2 und 3 Nullstellen auftreten

Irreduzibilitatskriterium von EISENSTEIN: Ein Polynom
fX)=anx + angx™ + ... +ax + ag

mit ganzzahligen Koeffizienten, dessen samtliche Koeffizienten mit Ausnahme

von & durch die Primzahl p teilbar sind, der Koeffizient ap wohl durch p, nicht

aber durch p? teilbar ist, ist iiber Q irreduzibel

BW indirekt: Die Voraussetzung von EISENSTEIN? sei erfiillt und trotzdem sei f{x) iiber Q

reduzibel.
Dann 148t sich nach dem 2.GAUSSschen Lemma f{x) sogar in Faktoren mit ganzzahligen
Koeffizienten zerlegen

SIx) = g(x).h(x)

Es sei

g(x) = bx* + beaxX" + ...+ bix + bo b0, 0<k<n
h(x) =cX + cax™ + ..+ eix + ¢ =0, 0<l<n
Dann gilt

ao = boCo

a1 = coby + c1bg
ax = Cobk + Ciby +. . . o

dn = Ckb|
Nach Voraussetzung ist ag = bgCo durch p teilbar. Daher muf3 ¢ oder pg durch p teilbar
sein. Da aber ag nicht durch p2 teilbar ist, konnen nicht ¢y und bg durch p teilbar sein. Sei
nun 0.B.d.A.

p|bo, aber —(p|Cco)
Da nach Voraussetzung alle ak bis auf a, durch p teilbar sind, Cp aber nicht durch p teil-
bar ist, ergibt sich der Reihe nach
a1 = by + c1bo = plby

! Uber den Begriff der Restklasse siche Seite 38
% Gotthold EISENSTEIN (1832-1852)

14



Polynome

a> = Cob, + c1by + cobp :>pib2

ak=Cobx + Cibkg +. .. +ck by = p|bk

Nun ist @ = bgei. Da by durch p teilbar ist, miiBte a, im Gegensatz zu Voraussetzung

auch durch p teilbar sein. f{x) ist daher irreduzibel
Polynome iiber K,; deren Nulistellen K, angehdren
Laft sich eine Konstruktion, deren Angabewerte dem Korper Ko == Q [qy, ..., Qr] angehéren,
mit Zirkel und Lineal bewaltigen, so miissen die Koordinaten von Losungspurnkten notwen-
digerweise dem Korper K, angehoren, der durch Adjunktion von Quadratwurzelschachte-
lungen aus dem Korper K hervorgeht. Die Elemente von K, miissen sich daher als Nutl-
stellen von Polynomen berechnen lassen, deren Koeffizienten dem bekannten Angabekorper
angehoren.

Die Umkehrung gilt nicht, da sich keineswegs die Nullstellen jedes Polynoms tiber Ky durch
Quadratwurzelschachtelungen darstellen lassen. Obige Bedingung ist also nicht hinreichend.

Es bedeute
U . .. Anzahl der tibereinandergeschachtelten Quadratwurzeln
m . . . Anzahl der voneinander unabhéngigen Quadratwurzeln

Beispiel: Es sei abcdefghe Ko

a+b C+ ++vhe K, =3 m=6
\/e+\/_+g

Wir betrachten nun ein Element X € K, mit m unabhédngigen Wurzeln und bestimmen seine
Normalform.

Enthilt X im Nenner eines Bruches Wurzeln, so schaffen wir diese durch geeignete Erweite-
rungen weg, bis wir einen Ausdruck aus K, erhalten, in welchem m unabhéngige Wurzeln mit
Koeffizienten aus Ky auftreten, von denen hoéchsten p iibereinander geschachtelt sind.
Jede der m Quadratwurzeln hat zwei Vorzeichen, sodaB bei m Wurzeln 2™ Werte

X)5Xy5een s X m
moglich sind. Diese Werte nennt man zueinander konjugiert. st eines der X; bekannt, so sind

alle anderen mitbestimmt.
Beispiel: p =2, m =3, 2* = 8 konjugierte Werte

X =X, —fﬂ/ﬁ X; = =@ +yb+C
,=va+yb-c Xs = —a+yb-+c
,=va-yb+c X, =—vJa-+yb+vc
=Va-Jb-c X, =—Ja—-yb—c

Allerding miissen nicht aIl 2™ konjugierten Werte verschieden s€in
Beispiel: p=2, m=3

x, =ya+vb ++y/a-+b
X, = \/a b+\]a+\/_

Der Ausdruck indert sich nicht bei Vorzeichenwechsel von Vb

Wir ermitteln nun das Polynom F(x), welches alle 2™ Werte X' (die nicht alle verschieden sein
miissen) als Nullstellen enthilt:
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F(x):=(x-x x-x,)...(x=x,.)  Polynom 2™ten Grades
Die Koeffizienten von F(X) sind eindeutig bestimmt. Wir behaupten

IDie Koeffizienten von F(x) gehoren K, an]

BW: Wir dndern das Vorzeichen einer der m Quadratwurzeln. Dadurch werden die X ledig-
lich untereinander vertauscht, da die Nullstellen von F(x) alle konjugierten Werte umfas-
sen. Die Gleichung von F(x) wird dadurch nicht verindert, da bloB3 eine Vertauschung
der Faktoren eintritt.

Wenn das Polynom F(X) sich bei Anderung des Vorzeichens einer Wurzel nicht dndert,
kann in der Gleichung von F(x) nur das Quadrat dieser Wurzel auftreten.

Daher kénnen in den Koeffizienten von F(X) keine Quadratwurzeln stehen. Die Koeffi-
zienten von F(x) miissen daher K, angehoren.

Wenn ein Wert X € K,, Nullstelle eines Polynoms f{x) tiber K ist, so sind auch alle
konjugierten Werte Nullstellen desselben Polynomx f{x)

S1x) muB keineswegs mit F(x) uibereinstimmen, denn es konnte ja noch andere Nullstellen
enthalten.
BW: Nehmen wir an, X habe die Bauart
x, =a+byr, +cr, +dJr ., €K, abc,dr,r, eK,
Ist X4 Nullstelle von f{x), so muf} gelten
fx,)=A+BJr, +CJr, +D 1.k, =0, AB,C,D,r,r, €K,
Dies ist aber nur moglich, wenn
A=B=C=D=0
ist. Dann verschwindet f{x) aber auch, wenn Vriund Vr2 beliebig ihr Vorzeichen andern.

Die verschwindenden Werte A,B,C,D sind Elemente von K,,.; mit hochstens p-1 tiber-
einandergeschachtelten Wurzeln. Sei etwa

A=ap, +1p, +8prfPs  BY.E,P1P; €Ky,
Daraus folgt
a= B =y= 5=0

Daher verschwinden die A, ... auch, wenn sich die Vorzeichen von Vp; und Vp2 dndern.

Fahrt man so fort, so findet man, daB alle x;, die aus X1 durch beliebige Vorzeicheniande-

rung der Wurzeln hervorgehen, Nullstellen von f{x) sind.
Wir kennen nunmehr zwei Polynome mit Koeffizienten aus K, die alle x; als Nullstellen ent-
halten:

F(x) . . . enthdlt eventuell mehrfache Nullstellen

f(x) ... enthdlt neben den X; eventuell auch noch andere Nullstellen

Wir fragen nun nach dem Polynom ® (x) niedrigsten Grades iiber K, , welches ein X; (und
damit auch alle konjugierten) als Nullstellen enthalt

Eigenschaften von ®(x)
1. ®(x) ist irreduzibel iiber Ko

BW indirekt: Wire ®(x) reduzibel, so gibe es zwei Polynome mit
O(X) = w).x(X), 0<grdy<grd® A grd x<grd ®
Dann gilt

@ (X1) = YXx1).x(X1) =0
d.h. einer der Faktoren y(x4) oder X(X1) muBl verschwinden, was der Minimalitit des
Grades von ®(X) widerspricht
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2. ®(x) hat keine mehrfachen Nullstellen

BW indirekt: P(X) enthalte x1 als a-fache Nullstelle. Die daraus folgende Darstellung
D) = (X - x1)*.8(x)
ist i.a. noch keine Zerlegung von ®(X) iiber Ko ! Dann wiirde aber auch die 1.Ableitung
D) = a(x-x1)*".g(x) + (X - x1).g'(x)
X1 und damit auch alle konjugierten Elemente als Nullstellen enthalten. ®’(x) wire dann

entgegen der Voraussetzung ein Polynom geringeren Grades tiber K, als ®(x). Wider-
spruch zur Voraussetzung.

3. ®(x) hat keine anderen Nullstellen als die X;

BW indirekt: Gibe es nimlich andere Nullstellen, hitte ®(x) und F(x) einen groften ge-
meinsamen Teiler, der natiirlich ein Polynom tiber K ist. Dann kénnte man ®(X) iiber
Ko in zwei Faktoren zerlegen. Widerspruch!

4. Es sei M die Anzahl der wesentlich verschiedenen Werte der X;
Dann gilt
®(X) =C(X -x1) (X X2) ... (XxXm), Ce Ko, grdd(x)=M
5. d(x) ist das einzige irreduzible Polynom uber Ko, das von allen X befriedigt wird

BW indirekt: Wire f{x) ein Polynom tiber Ko, das von allen x; befriedigt wird, so wire
f(x) durch ®(x) teilbar und daher nicht irreduzibel

Wegen dieser fiinf Eigenschafien kann man von dem irreduziblen Polynom iber K¢ sprechen,
das von den x; erfullt wird.

Vergleichen wir nun F(x) und ®(x), so haben beide nur die X; als Nullstellen, wobei F(X)
eventuell mehrfache Nullstellen hat. Dann ist F(x) duch ®(x) teilbar und es ist

F(xX) =®(x) .F1(x)
Wenn F(x) keine Konstante ist, 148t es eine der mehrfachen Nullstellen von F(x) zu und da-

mit auch alle anderen. Demnach muB3 gelten
Fi(x) = @ (x).F(x)

So kann man fortfahren, wobei der Grad von Fi(x) immer kleiner wird, bis sich Fi(x) endlich
auf eine Konstante reduziert:

F(x)=F,(x)(x)

F,(x)= F,(x).®(x) Produktbildung der

: *  Gleichungen ergibt
F,(x)=F_ (@) | F(x)=CloX]
F,.(x)=C.o(x)

F(x) ist bis auf einen konstanten Faktor aus Ky gleich einer Potenz von ®(x)

Nunmehr kénnen wir auch eine Aussage iiber den Grad von ®(x) machen:

grd F(x)=2"=vM
Daraus folgt, dal3 auch M eine Potenz von 2 ist.

~

Der Grad eines iiber seinem Koeffizientenkérper irreduziblen Polynoms, dessen
Nullstellen Quadratwurzelschachtelungen sind, ist stets notwendig eine Potenz von 2

Da es umgekehrt nur ein einziges irreduzibles Polynom ®(X) gibt, das von allen x; erfullt
wird, folgt
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Wenn ein irreduzibles Polynom nicht vom Grade 2" ist, hat es keine Nullstellen,
die durch Quadratwurzelschachtelungen iiber seinem Koeffizientenkorper gebildet
werden

Dieser Satz besagt jedoch nicht, daB jedes irreduzible Polynom vom Grade 2" Quadratwut-
zelschachtelungen als Nullstellen hat. Obige Bedingung ist nur notwenig, nicht aber hinrei-
chend

18



Polynome dritter Ordnung

Die bisherigen Entwicklungen haben gezeigt, daB3 ein Problem, das auf eine irreduzible Glei-
chung dritten Grades tiber Ky fuhrt, mit Zirkel und Lineal unlosbar ist. Zu diesen Problemen
gehoren die Wiirfelverdopplung und die Dreiteilung des Winkels.

Die Wiirfelverdopplung (das Delische Problem)

Nach Johannes PHILOPONOS (6.Jhd.n.Chr.) litten die Delier um etwa 430 v.Chr. an einer
typhusartigen Krankheit. Das Orakel in Delphi verkiindete, dal man den auf Delos befindli-
chen, Apollon gewidmeten, wiirfelformigen Altar verdoppeln misse. Die Delier erbauten da-
her einen wirfelfomigen Altar von doppelter Kantenlidnge, was jedoch die Seuche nicht ver-
ringerte. Das Orakel wurde dann so interpretiert, daf3 das Volumen des Altars zu verdoppeln
sei. Da dies den Deliern nicht gelang, wandten sie sich an PLATON (427-3477 v.Chr.) in
Athen, der sie an HIPPOKATES von Chios (um 440 v.Chr.) verwies. Dieser reduzierte das
Problem auf die Bestimmung zweier Strecken X, y mit der Eigenschaft (vgl. Seite 102)

~

2 2 X
s:x:x:y:y:25:>sy:xv\y“:zsx:>y=—é—
daraus

.
X ;

—=2sx = x* =28’x = x} =25’
S?

HIPPOKATES loste also das Problem durch den Schnitt der

beiden Parabeln
x’ =sy und y* =28X \ [

Der Losungsweg des HIPPOKATES verwendet allerdings im / :

klassischen Sinne nicht zugelassene Kurven. \ // !

Der sich entwickelnden Korrespondenz zwischen Athen und De- \ X

los wegen, nannten die Athener um PLATON die Aufgabe das

,,Delische Problem*. \
T

Das zu i6sende Problem lautet also:
Gegeben sei ein Wiirfel mit der Seitenkante S. Mit welchem Fak-
tor X mufl man S multiplizieren, um einen Wiirfel doppeltem Volumens zu erhalten?
Die neue Kante ist also SX und es soll gelten:

x’s’ =28 =>x’ =2
Wir haben also die Gleichung

x> =2

wenn moglich mit Zirkel und Lineal zu 16sen. Wenn das kubische Polynom tiber dem Koeffi-
zientenkorper Q irreduzibel ist, dann ist das Problem auf klassische Weise unlosbar.

Wir haben demnach die Reduziblitit von f{x) = X° - 2 zu untersuchen. f{x) kénnte nur in ei-
nen quadratischen und in einen lineare Faktor oder in drei lineare Faktoren iiber Q zerlegt
werden.

In jedem dieser Fille miiBte mindestens ein linearer Faktor Gber (Q auftreten. Nach dem

2 Lemma von GAUSS (Seite 11) miifite diese Zerlegung mit ganzzahligen Koeffizienten
moglich sein und als Nullstellen kommen nach Seite 9 nur die Werte & 1, + 2, als Teiler von
ao = 2 in Frage. Man iiberzeugt sich leicht, daf3 keiner dieser Werte Nullstelle von f{X) ist.

Das Delische Problem ist, unabhingig von der Seitenldnge des gegebenen
Wiirfels, mit Zirkel und Lineal nicht 16sbar
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Die Dreiteilung des Winkels
Es handelt sich darum, eine allgemeingiiltige Konstruk- M
tic_)n zu ﬁndep, mit d_eren Hilfe man jeden Winkel mit y
Zirkel und Lineal dritteln kann

Der Winkel a ist bestimmt durch die Einkeitsstrecke 1

und die Strecke q = cos o

Die Angaben gehoren also dem Korper Ko = Q[q] an.
Unsere Aufgabe besteht darin, nach Moglichkeit mit |
Zirkel und Lineal die Strecke 2\ A l\
. } ] 1
cos%— g I

3 ! |
zu konstruieren. -
Mehrfache Anwendung des Additionstheorems ergibt

cosa = cos(%— + 33(—1—} = cos(—?} cos{%.—t—) - sin(%} sin(-z—;}—} =
= cos(?ﬂ.(cos2 %W — sin® (%\ - sin(%—l(l sin(gq. cos(—c-x-ﬂ =
3 3 3))  \3J\ 3) \3))

J\ 3/ \
o) o) f

= cos’ (aj 3. cos[—S-J sin” L J*"os LZ) 3. wsk?)(l cos (93_)}

= 4.cos (-—J - 3. cos(;) =Cosq

Multiplikation mit 2 ergibt

SR
x=2.cosl &)

N2/
so erhélt man als Gleichung fiir die Winkeldreiteilung
X’ -3x—-2cosa=0 bzw. x> -3x-29=0

R

Setzt man

Die Winkeldreiteilung mit Zirkel und Lineal ist moglich, wenn diese Gleichung 3.Grades tiber
Q[q] reduzibel ist, ansonsten unmoglich.

Wir haben demnach zu untersuchen, ob sich mindestens ein Linearfaktor abspalten 1a3t, d.h.
ob es eine Nullstelle tiber Q[q] gibt.

Bevor wir diese Frage in Angriff nehmen, entsinnen wir
uns, daB es jedenfalls Winkel gibt, die sich mit Zirkel
und Lineal dritteln lassen, z.B. die Winkel von 90° und
45°. Wir betrachten zunéchst diese Sonderfille.

| =90°| cos a=cos 90° =0=q, Ky=Q
Die Dreiteilungsgleichung lautet
x* —3x :(x2 —3)x =0
Uber Ko existiert also die Nullstelle
X1 = 0= Ko =Q
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Polynome dritter Ordnung

Die beiden restlichen Nullstellen
X, =+/3 eliiolw/g]:Kl
X, = /3 eKo[ﬁ]z K,
sind Quadratwurzeln von Elementen aus K; und daher konstruierbar. Wegen
oq X
cos| — | = —
5)-5
ergibt sich

cos j o_—.>l o, =270° (3.270 =810 = 2.360 + 90)

cos J +]\/—:>;oc7-30"

3
1
3
cos % 3j:~:.\/§:>%.a3 =150° (3.150 = 450 =360 +90)
\ &

Ia = 45°i coso = cos45° = —\/22 =q, K, = Q[«/’E]

Die Dreiteilungsgleichung lautet

X} =3x-+/2=0 |
Man erkennt sofort, daB -V2 eine Nullstelle aus Ky ist. Mit T
Hilfe des HORNER-Schemas (Seite 6) findet man
1 0 3|2 “/3
i |/
A2 N2 2 {2
|1 2 10 J

Daher gilt "

X* -3x—+2 = (x2 —x\/f—l)(xmff)

AuBer der Nullstelle

X1 = -\/2

gibt es noch die beiden Nulistelien

B BB g L] of]

2,3

2
Daraus folgt
cos %.alw-;——\/—_z—-— ;\1— 135°
3 2 3
cos é—.azj: V2 (1+V§) %az =15°
1 V2 1
-0, |=—~-+3] —.o, =255°
cos 3a3) 2 ( f) 3%

Nach diesen Beispielen fiir drittelbare Winkel,ein Beispiel fur einen Winkel, der sich nicht
mit Zirkel und Lineal dritteln 1aB3t
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Polynome dritter Ordnung

cosoc:cos120°=--l—=q, Ko=Q
2 T

Lt

3 |
x*3x+1=0 | ‘@
i

Die Dreiteilungsgleichung lautet

Nach dem Seite 9 miifite es ganzzahlige Nulistellen geben, 1 1
die (wegen @o= 1) nur die Werte +1 haben kénnten. Man \

uiberzeugt sich leicht, dal keiner dieser Werte Nullstelle obi-

ger Gleichung ist, diese ist daher irreduzibel.

Der Winkel von 120° kann mit Zirkel und Lineal nicht gedrittelt werden.
Diese Aussage ist dquivalent mit der Aussage, daB das regelméflige Neuneck nicht
mit Zirkel und Lineal konstruiert werden kann, da dessen Zentriwinkel

40° = 12

betragt

Im Gegensatz dazu folgt aus den ersten beiden Beispielen, dal das Zwolfeck (Zentriwinkel
30°) und das Vierundzwanzigeck (Zentriwinkel 15°) mit Zirkel und Lineal konstruierbar sind.

Damit ist gezeigt, daB3 es Winkel gibt, die mit Zirkel und Lineal nicht drittelbar sind.
Wir wollen noch zeigen, dal} ein gegebener Winkel im allgemeinen nicht drittelbar ist.. Wir
nehmen an, daB3 2q =2cos a =t ein beliebig veranderlicher Parameter. Dann ist z.z., daB} die
Gleichung

x*-3x-t=0
fiir beliebiges t nicht reduzibel ist, d.h. iber Q[t] keine Nullstelle besitzt. Gibe es eine solche,
so miifte

X = Xx(t)
eine rationale Funktion von t sein. X(t) miifite also die Gestalt
X = %% e Qlt] Z(t), N(t) teilerfremd

aufweisen, worin Z(t), N(t) Polynome in t mit Koeffizienten aus Q sind.
Setzen wir in die Dreiteilungsgleichung ein, so mifte gelten

Z3(t)- 3Z.(tIN(t)’ ~tN() =0

Z3(t) = N*().[3.Z(t) + tN()]

Hieraus wiirde folgen, daBB Z(t) durch N(t) teilbar ist, was wegen der vorausgesetzten Teiler-
fremdheit nur eintreten kann, wenn N(t) eine Konstante ist, die wir in Z(t) aufgehen lassen
konnen, d.h. es muB3 sein

daraus

x =Z(t)
woraus wiederum folgt
Z(t)-32(t)-t =0 = t = Z(t)[z2> (1) - 3]

d.h.t miaBte durch das Polynom Z(t) teilbar sein. Das wiederum ist nur moglich, wenn

Z(t) =ct, c Konstante aus Q
ist. Das wiirde bedeuten

c*’-3ct-t=0 = -3c-1=0
was ein offenkundiger Widerspruch ist, da t eine beliebiger Parameter und ¢ eine Konstante
1st.
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Polynome dritter Ordnung

Diese Uberlegungen zeigen, daB die Winkeldreiteilung im allgemeinen nicht moglich ist. Man
entnimmt aber nicht, dall es doch gewisse dreiteilbare Winkel gibt. Jedoch erkennt man, daf3
es keine einheitliche Konstruktion zur Winkeldreiteilung geben kann. Jeder dreiteilbare Win-
kel erfordert seine eigene Konstruktion.

Anmerkung ohne Beweis: Die Menge der dreiteilbaren Winkel ist abzéhlbar, die der nicht
dreiteilbaren ist nicht abzéhlbar.

Das erste Mal wurde die Unmoglichkeit der Winkeldreiteilung mit Zirkel und Lineal im Jahre
1837 bewiesen durch Pierre Laurent WANTZEL (1814-1848): , Recherches sur les moyens
de reconnaitre si un probléme de géométrie se resoudre avec la regle et le compas®. Journal de
Mathématiques, 2.Bd (1837) 366-372.

Nichtklassische Losung des Dreiteilungsproblems nach NIKOMEDES?

NIKOMEDES verwendet als nichtklassiches Zeicheninstrument das Einschiebelineal.. Ge-
naueres im Kapitel , Das Einschiebelineal® Seite 97 ff.

Auf dem Schenkel b des dreizuteilenden Winkels tragen wir von Scheitel O die Strecke s =

Vi b
P/ - h

0 Q a

OP ab. Durch P ziehen wir die Parallele h und die Normale | zum Schenkel a. Die auf der
Kante des Einschiebelineals e abgetragene Strecke 2s = LH schieben wir zwischen die Gera-
den | und h so ein, daB die Punkte H bzw. L auf den Geraden h bzw. | zu liegen kommen und
die Verlangerung der Strecke LH durch O geht. Der Mittelpunkt M der Strecke LH ist auch
Mittelpunkt des durch P gehenden THALESkreises iiber LH, daher ist MP = s. Im gleich-

schenkeligen Dreieck A HPM gilt: £ MHP = £ HPM = a. Der Aulenwinkel von A HPM
hat die GréBBe £ OMP = 2a. Im gleichschenkeligen Dreieck A OMP gilt £ OMP = £ MOP =
2a. Da die Winkel £ (he) = £ (ae) = a als Parallelwinkel gleich sind, wird der gegebene
Winkel £ (ab) durch die Kante e des Einschiebelineals gedrittelt.

! NIKOMEDES (um 180 v.Chr.)
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Die GAUSSsche Zahlenebene

Darstellung in kartesischen und in Polarkoordinaten

Y

Z1 =X +1yy

X1 = Re(z1) Realteil von z4

y1 = Im(z1) Imaginirteil von 2
7, =x, -1y, Konjugium

Z2 = X +1.y2

Zy + 22 = (Xg +X2) + (y1 + ¥2)
Z1- Z2 = (X1 -X2) + (Y1 - ¥2)

z, =r(cos o, +i.sinp,) 0<r,

r =lz| Betrag von 24

Q, = arg(zl) Argument von Z4

z, =r,(cos o, —i.sinp,) Konjugium

z, =r,(cosp, + i.sing,)

2,2z, =rr, (cos ¢, +1.sin q)l)(cos ¢, +1.sin @2):

[(cos ©,.C08Q, — SiNQ,.SiNG, )+ w

L+ ?.(cos ©,.SINQ, + SING,.COS O, )J

=nr,.

= rlrzi[cos((pl + @2)+ Lsz’.n(f@l T0, )}

X=r.cosp, Y=r.sinQ, r= \/X2 +y

lz':0<:>z:0, tamp:”

[2 2 =
P=vyzz=|7

R
X

Die Formel von de MOIVRE!

z" =r"(cos o +1.5in )" =r"[cos(no)+i.sin(ng), neN

BW: Folgt aus der oben angefiihrten Regel fiir das Produkt zweier in Polarkoordinaten gege-

~1.1

benen Zahlen

Aus der MOIVREschen Formel ergibt sich folgendes:

! Abraham de MOIVRE (1667-1754) 1730

24



Die GAUSSsche Zahlenebene

~ oo n n - n n- - n n-2 L) - n n-- . 3
(cos 0 +1.sin )" = cos (p+l.(1\cos lq).smq)—(st ©. sin (p-—l.( )cos *osin’ o+
1/ \</ 0/

3
+ (2) cos"™ @.sin" ¢ + 1(2) cos™’ g.sin’ ¢ +... = cos(ng)+ 1. sin(no)

Daraus die bekannten Formeln

R R OB
cos(n(p):[()}cos" (p~k2)c0s“ ® ¢.sin’ (p+k4}cos“ Yo.sint o7 ...
7N\ 7 VAR
( )__ n_. n-1 ni . s n-3 n n-5
sin(ng)=| " |sin¢.cos" o=\ |sin’ ¢.cos"” o+| _|sin’ g.cos"F
\* 7/ 2/

sin(nq)) = zn: (— 1)i (qirj )cos 0-02041) o sin >
i L

Die Formel von MOIVRE gilt auch fur negative ganzzahlige n, denn es ist

(cos ¢ +1.sino)cos o —1.sing) = cos® o + sin” 9 = 1=
1
(cosq) +1i.5in @

=(coso+1.sin¢)" =(coso-1.sino)=
)

(cos ©+1.sin (p)‘n = (cos @~ 1.sin (p)" = [cos(— (p) +1. sin(- (p)]n =
cos(—no) +i.sin{—no)

also

(cos o +1.5ino) " = cos(-no)+1i.sin(-np), neN

Fur die Division zweier Zahlen gilt daher

2 _ Ll.(coscpl +Isz‘n(pl) :ﬂ-.(cosq)l +ising, \cos o, +1sing,)” =
z, 1, (coso, +ising,) T,

- Frl—.(cos 0, +1sing, Neos(- 9, )+ isin(-0,))= ?—-(COS(@I ~0,)+1sinlo, ~0,))

. 2
also
22D Jeos(o, - 0, )+ 1 sin(o, - 0,)]
z, T,
Speziell gilt &
1 15 . d
_:—,lCOS(p—I.Sln(P]:ZI 2
r / %
d=r ) 7

[ by . . . \ * }
[Z !: 1 ( |2jz,|=1 Inversion + Konjugium U //
1
.




Die GAUSSsche Zahlenebene

Da bei gegebenem z das Argument @ nur bis auf Vielfache von 21 bestimmt ist, gilt
z =r[cos(o + 2nk) +i.sin(p £21k)] Kk =0,1,2,...
Die Formel von MOIVRE gilt auch fiir rationale Exponenten. Es ist ndmlich
(cos y +i.siny)" = cos(ny — 21k) + 1. sin(ny — 27k )

Setzt man
Q:=ny-21Kk >y = ¢+ 2mK
so folgt
cosp+i.sing = [cos((p hi 2nk) +1. sin((p hi znkﬂ
n \ n )
also

(cos o +1+sin (p)% = cos(% + 27r5\ + sin(g +2n %) k=0,,2,..,n-1

n) {n
Es gibt also n verschiedene Werte fiir die n-te Wurzel
Beispiel.

= [cos(0 + 2nk) +i. sin(0 + 27rk)]% = cos(Zn—g—) +1. sin(27c§j
/ \
k=0 ¥1= cos(o) i.sin(0)=1

k=1 \/1 = cosk J 'n(
k=2 M= cos[——:l} +1. sm(
3 \

Die Gleichung
z"=a= r.(cos ©+1.sin (p)
hat tber C die Nullstellen

z=%a= \/F[cos( +21tk\J+i.sin(—(B+27c5\Jj,
n,

n n
\ 7]

Es liegt hier ein Sonderfall des ,,Fundamentalsatzes der Algebra“ vor.

Die Darstellung komplexer Zahlen in der reellen Zahlenebene findet sich bereits 1797 bei
Caspar WESSEL (1745-1818), 1806 bei Jean Robert ARGAND (1768-1822), 1831 bei Carl
Friedrich GAUSS (1777-1855)
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Die Kreisteilungsgleichung
Die Ecken des regelmifligen n-Ecks, welches dem Einheitskreis-eingeschrieben ist, erhilt
man durch Auszichen der n-ten Einheitswurzel
Z"=1
oder durch die Nullstellen der Gleichung
zZ'"-1=0 (o)
Bie n-ten Einheitswurzeln lauten dann

1z=co -%]—:E) +sin(git—k¥) k=012, ...,n-1}]
' y n

Setzen wir

Q=
n
so lautet das Ergebnis ausfiihrlich ’

z, =1 ao

2y . . {(2m . .
Z, =cos| — |+ 1.8in| — | =coso +1.sino
n n

z,= (2 %’-‘-) + i.sz’n(Z an) = cos(20) + 1. sin(2ar)

2 - cos((n - 1)%)4_ i.sin({n _1).23 = cosfin o+ 1. sinffn - o]
Da 1 fiir jedes n eine Nullstelle von (e).ist, ist z-1 ein Teiler von (e). Man nennt
M
Zi=
re)-2=
das Kreisteilungspolynom und f{z) = O die Kreisteilungsgleichung

Reziproke-Gleichungen geraden Grades
Die Kreisteilungsgleichung ist ein Spezialfall einer reziproken Gleichung:

n-3

1 .
P AR L e e IS |

2™ vaz™ 4 bz?™? 4 L +rz™ sz +rz™ + ... +bz? +az+1=0

Die reziproken Gleichungen haben ihren Namen daher, dafl mit jeder Nulistelle z auch ;lz-

eine Nullstelle ist, sodaB man mit jeder bekannten Nullstelle sofort eine weitere angeben
kann.
Umformung ergibt

(22" +1)+alz>™ +2)+b(Z>™? + 22 )+ ... +r{z™ +2™ )2 52™ = 0

Division durch z™ ergibt

(z"‘ +—Zlm-J+a[z"‘“’ +Z—:‘_1—)+b[z""2 +-—z—r;—1‘3-)+ +r(z+—;—)is =0 (e)

Setzt man

1 . 1
t, =2 e speziell t, =2, t, =Z+—=x
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Die Kreisteilungsgleichung

so erhilt man fur die tk die Rekursionsformel

t,.x= kz +—L}[z+;J z" +—-———+z +Zl =t +1,
also
fie1 = b X - tiot
Daher
t,=2
t, =x
t, =t.x—t, =x>-2

t,=t,x—t, =x’ - 2x-x=x"-3x
t,=t,x—t, =x*-3x>—x*>+2=x"-4x* +2

=t, x-t, =x7 —4x> +2x—x* +3x = x* - 5x* +5x

t ist also ein Polynom k-ten Grades in X. Setzt man in ( #) ein, so ergibt sich die Resolvente
t,+at_,+bt ,+..+rt £1=0

Die Resolvente ist also ein Polynom nur mehr m-ten Grades in X. Kennt man eine Nullstelle z
der Resolvente, so folgt aus

X=Z+1 o7 —xz+1=0
Z
Zur Ermittlung der z sind also nur mehr quadratische Gleichungen zu 16sen

Die Losung einer reziproken Gleichung 2m-ten Grades reduziert sich auf die Losung der Re-
solvente m-ten Grades und quadratischer Gleichungen.

Reziproke Gleichungen ungeraden Grades
z"™ +az™ +bz®™ ! 4L +rz™ 2™tz . bz taz+1=0
Es gelten stets nur die oberen oder nur die unteren Vorzeichen.
Umordnung ergibt
(22"‘“ + 1)+ a(zzm + z)+ b(zz'“‘1 +2z? )+ . t(z"‘” +z" ) =0
Man erkennt: gelten die Vorzeichen
= -1 ist Nullstelle = Teilbarkeit durch z + 1
=, —> *+1 ist Nullstelle = Teilbarkeit durch z - 1
In beiden Féllen reduziert sich die Gleichung auf eine reziproke Gleichung geraden Grades.
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Die klassischen regelméfigen Vielecke

Das Problem der Konstruktion regelméBiger Vielecke reduziert sich auf die Untersuchung der
reziproken Kreisteilungsgleichung

24 +z+1=0

Z"+2" + 7
Durch die Substitution
1
X=2Z+—
z
ergibt sich die Resolvente. Sei Z eine Nullstelle der Kreisteilungsgleichung , so gilt

Z=cosQ+i.sing -

1 . .
—=cosQ—1.85InQ 4
z

i
I
LF [
1 ) ! !
Z+—=2.c080=X
z ¢ ~ X =

Die Resolvente reduziert also das Problem auf das Aufsuchen reeller Zahlen

|

Es bleibt also noch zu untersuchen, ob die Nullstellen der Resolvente mit Zirkel und Lineal
konstruierbar sind. Als bekannte Beispiele wihlen wir die klassischen regelméaBigen Vielecke

Das gleichseitige Dreieck
=3 Z2+z+1=0]:z

[z+l+1]:0:>x+1:0
z

X=-1=2cos@

cosQ = ——%, @ =120°

Das Quadrat
=4 Z2+z22+z+1=0
z = -1 ist Nullstelle, daher ist die
Gleichung teilbar durch z + 1. Nach HORNER (Seite 6) gilt dann

T S B

-1 100§ -1 Z,

|1 0o 110 g
z2+1=0[:z \tp

1 -1 X 1
Z+—|=0=>X=0=2cos0

z
cosp =0, ¢=90°
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Die klassischen Vielecke

Das regelmasige Fiinf- und Zehneckeck
h=3 z'*+22+z2%2+z+1=0|:2°
z’+— +(z+~—j+1 =0

z’ z
(> —2)+x+1=0
X>+x+1=0 (¥
X:—li\/g

2
Xlz—m--lj:£:2coscp1

2

V5ol
cosQ, = , 0, =72

4

x¢:—1+\/§:2cosq)q
> 7 .
cos P, :——\/g;l, 0, =144°

Fir die Seite Ss des regelméBigen Funfecks folgt
s? =sin> o+ (1-cos @)’ = sin” @ +1+cos’ ¢—2cos 9 =2~2cos ¢
V51 5-45

2 2

1
Fur die Hypotenuse gilt 1:s, =5, :(1- S,
4 Das ist aber die Gleichung (+)von x =
= M =g? X =8,
2 5
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Die klassischen Vielecke

Das regelméBige Sechseck

2+ +22+22+z2+1=0

Teilbar durch (z + 1).

11 1 1] 1
-1 4 0 -1 0} -1
|1 o 0 0

'+ 22+1=0

Unter den Ecken des Sechseckes sind die
bereits bekannten Ecken des Dreieckes ent-
halten, die durch Z+z+1=0 festgelegt
sind. Nach HORNER (Seite 6)

1 0 1 0 1
-1 -1 1 -1

-1 -1 1 -1
1 -1 1 0 0

-1

Dabher gilt die Zerlegung
2 +2 + 2+ 2 +2+1=(2+1)2? +2+1)2% -2 +1)
Von Interesse sind nur noch die Nullstellen von

z22-z+1=0 |.°z:>[z+l)—1:0:;>x~l:0
z

x:l:2cosq>::>cos<p=%:3cp:60°

Das regelméBige Siebeneck
2+ +2+ P+ +z+1=0 2

| , 1 1
A — |+ Z |+ Z+— |+]=0
z z" z

(x3 ~3x)+(x2 ~2)+x+1=0:>x3 +x>=2x-1=0

Wenn diese Gleichung reduzibel wire, miiBite eine
Nullstelle + 1 sein. Da dies nicht der Fall ist, kann X
nicht mit Zirkel und Lineal konstruiert werden
Naherungskonstruktion:

o= _51,4258°

~@=51,3178°

Anmerkung: Diese Naherungskonstruktion soll bei der Grundlegung der Kathedrale
von Chartres verwendet worden sein’

' Luis CHARPENTIER: Die Geheimnisse der Kathedrale von Chartres, Gaia Verlag Koln 1997"
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Die klassischen Vielecke

Das regelmidBige Neuneck

22+2+ 28+ 42+ 2+ 22+ 2+1=0
Jedenfalls ist im regelméBigen Neuneck das regelmiBige Dreieck (z° +z + 1 = 0)
enthalten. Daher muf3 obige Gleichung reduzibel sein.

1 1 1 1 1i1 1
-1 1 0 0 -1 0 01}-1
-1 -1 0 0 -1 01!0 -1

Es gilt also
2+ + L+ + 2+ B+ 2+ 1= P+ P NP+ 2 41)

z°+2°+1=0|:2° :»(23+—13—j+1:0::>x3—3x+1=0
z

Das ist aber die Gleichung fur die Dreiteilung des Winkels von 120°, die mit Zirkel

und Lineal nicht moglich ist. Das regelméflige Neuneck ist daher mit Zirkel und Li-

neal nicht konstruierbar.
Es gibt also mit Zirkel und Lineal konstruierbare und nicht konstruierbare regelmaBige Viel~
ecke.
Es zeigt sich, da3 man bei der Frage nach den konstruierbaren Vielecken sich auf Vielecke
beschrinken kann, deren Eckenanzahl eine Primzah] ist.
Seien ndmlich p1 und p2 zwei verschiedene Primzahlen. Dann gibt es ganze Zahlen (siehe
Seite 5) X und y, sodal} gilt

P1X + p2y = 1 (¢)
Die Zentriwinkel der zugehorigen Vielecke sind dann
_360° __360°

p T

Das p1p2-Eck hat dann den Zentriwinkel
o= 360°

PP

o]

Multipliziert man (o) mit 360

1 el

360° 306° 360°
X+ y=
P, P P.P2
Beispiel: Das regelmaflige 15-Eck. p1=3, p2=5,

, so folgt

DoL,X+0,Y =

ay = 120°, az =72° +
3x +5y =1

x=2,y=-1

20z - a1 = 144° - 120°

a=24°
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Die klassischen Vielecke

Nach den bisherigen Ergebnissen lassen sich also Vielecke mit folgenden Eckenzahlen mit
Zirkel und Lineal konstruieren:

3,6,12, 24,48, 96, ... 5, 10, 20, 40, 80, ...
4,8, 16, 32,64, ... 15, 30, 60, ...
Primitive Einheitswurzeln
Die von 1 verschiedenen Einheitswurzeln von
2-1="+2"2+ . +z+1D)(z-1)=0
haben die Gestalt

g, =1

2n -
€ = cos(—r—]—.kw -+ l.sm(

2“.k} kK=1,..,n—1
J

n

Jede beliebige Potenz einer beliebigen Einheitswurzel ist wieder eine Einheitswurzel

BW: Es sei g, die a-te Potenz einer n-ten Einheitswurzel ;. Nach EUKLID gilt (Seite 5)
a=ng+r
daher

q
g2 =g\ =gM gl = (8:) g =1%%, =g, r<n

Dann ist

(e,'()n = (az)r =1"=1=>¢, =¢, mit geeignetem m

Definition: Eine Einheitswurzel deren Potenzen alle anderen Einheitswurzeln er-
geben, heif3t primitive Einheitswurzel

Beispiel: Das regelmafige Sechseck, n =6

Einheitswurzeln: g4 €2 £3 €4 Es
Winkel: 60 120 180 240 300
1 1 _ 1 1 —
g =¢ €, =¢, €5 =€, €, =€, €, =€,
2 2 2 2 2
& =8, €, =8, €3 =& €, =8 € =&,
3 3 3 3 3
g =8| €;=¢g, €; =€, €, =€, g5 =€,
4 4 4 4
g =¢€,| &y=ge, €1=8, E,=6, [€ =&,
5 5 _ 3 5 5
€ T& €, =8, €51 =8 £, 58 Es =&

g; und €s sind primitive Einheitswurzeln

Zu jedem Exponenten n gibt es primitive Einheitswurzeln

BW: Es sein = st. Dann gilt 2" -1 =z* -1 =0. Setzt man z' := v, so folgt
z"-1=z"-1=y® -1 :(ys“1 +y¥ 7+ +y+]Xy—1):O

d.h. jede Nullstelle von y -1 = z' -1 = 0 ist auch Nullstelle von z* -1 = z" -1 = 0.
Ist o eine Einheitswurzel von ' -1 = 0, dh. ist o' = 1, so ist zwar (wegen n = st) a
auch eine Einheitswurzel von z" -1 = 0, aber Potenzierung ergibt immer wieder nur
Einheitswurzeln von z'- 1= 0.

Keine Nullstelle von 2" -1 = O, die bereits einem Polynom geringeren Grades

z' -1 = 0 (z < n) geniigt. kann primitive Einheitswurzel von 2" -1 = O sein

Daher ist €4 sicher stets primitive Einheitswurzel, da sie keiner Gleichung geringeren
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Grades genuigt und es ist
ge¥=¢g, k=1,..,n-1
Sei nun o =¢" =¢,, N-te Einheitswurzel (a”" = 1) mit m < n, wobei
geT(m,n) =g sei, d.h es gilt m=s8g, n =tg, wobei (wegenm <n)s <t<nist.

Dann gilt
o) e} - <1

a = g, ist bereits Nullstelle des Polynoms z' -1 =0 (t < n) niedrigeren Grades, kann da-
her keine primitive Einheitswurzel von 2" - 1 = 0 sein.

Sind m, n teilerfremd (sonst aber beliebig), so ist
o=¢g" =¢,
primitive Einheitswurzel

. In der Folge
m, 2m, 3m, ..., (n-1)m (o)
der Exponenten von a kommen alle Reste 1,2, ... , n-1 bei Division durch n vor. Wa-
ren namlich fiir zwei verschiedene ky # kz (0.B.d.A. k1 < kz < n) die Reste gleich
Km=qgn+r )
k,m=q,n+r -%-4 M

k, -k n
(k, —k,}m=(q, —q,)n P

m . ..
Wegen k2 k1 < n wire der Bruch — entgegen der Voraussetzung kiirzbar. Die Divisi-
n

on der Folge () durch n muf} daher n -1verschiedene Reste hinterlassen und wegen k =

1, ..., n-1 sind dies alle moglichen Reste 1, ..., (n-1).
Es sei fiir ein beliebiges K: km =-gn— r, daher
ot =(em) = = e = en el =1%] =, > a* =& =¢,

o« durchléuft mit k = 1, ... ,(n-1) alle n-ten Einheitswurzeln € (allerdings in anderer
Reihenfolge). Alle o =¢!" = £, _mit ggZ(m.n) = 1 sind primitive Einheits-
wurzeln

1. Ist n = p eine Primzahl, so ist jede von 1 verschiedene Nullstelle von
Z" - 1 = O primitive Einheitswurzel
2. Ist n = p' eine Primzahlpotenz, so hat das Polynom
z" -1
"1
als Nullstellen nur primitive Einheitswurzel des Polynoms z7 -1

r (S W, r-1
S UL L e S LS|

ZP

BW: 1. Ist n = p eine Primzahl und €, Einheitswurzel von z° -1 = 0, so ist fur jedes

m < p der ggT(m,p) = 1, daher ist nach obiger Uberlegung " primitive Ein-
heitswurzel

2. Ist n = p" Primzahlpotenz, so ist p"~ ' der groBte Teiler von p. Jene Nullstellen
von 2% —1, die bereits z° -1 geniigen, konnen also keine primitiven Ein-
heitswurzeln sein. Diese Nullstellen kiirzen wir weg. Es verbleiben also nur

jene Nullstellen, die nicht auch Nullstellen eines Polynoms geringeren Grades
sind. Nun ist




Die klassischen Vielecke

z? = (z"H y) Setzt man X == 2z" 50 folgt

¥ -1 xP-1_

— XPr e xP P4 L+ X+ =
zF 1 x-1

S T L NS |

Nachweis der Irreduzibilitit der Kreisteilungsgleichung nach PLEMEL)!

Es wird sich zeigen, daf} es geniigt, die beiden Fallen = pund n = p2 (p Primzahl) zu unter-
suchen.

Es sei
p_
f(z):Z 11:zp”‘+z"“2+...+z+1:0
z-1
bzw.
zpl -1 pp-1) pp-2) p
f@== T= 222 1= 0
Z o

Jede Nullstelle der obigen Polynome ist eine primitive Einheitswurzel. In beiden Fallen gilt
firz=1
fin=p
Wire f(z) iber Q reduzibel, so gibe es nach dem 2 Lemma von GAUSS zwei Polynome, fiir
die gilt
f(2)=g(2).h(2)
Fir z = 1 miifite dann gelten
f)=g) K(1)=p (¢)
Wir konnen 0.B.d.A. annehmen, daf3 g(2) jener irreduzible Teiler von f{z) ist, fiir den gilt
g(1) ==L p. Dann muB A(1) = + 1 sein. Denn wegen (¢) muB} genau einer der
Faktoren den Wert + p haben.
Jede primitive Einheitswurzel ist Potenz irgend einer anderen primitiven Einheitswurzel.
Seien etwa o und {3 primitive Einheitswurzeln von f{z), so gibt es ein k mit

B=a*
Ferner muf3 gelten
fle) = g(a).h(a) =0 und IR) =g(E).k(PE)=0
Ist etwa g(a) = 0, g(B) = 0, so muB es ein geeignetes K geben, fiir welches A(a") = 0 ist. Die

beiden Polynome g(z) und h(z") haben daher eine gemeinsame Nullstelle. Da g(z) irreduzibel
ist, muf3 nach dem Hauptsatz fiir irreduzible Polynome gelten h(Zk) = g(2).[(2). Fir z =1 wiir-
de dann folgen

+1 =+ p.J(1) Widerspruch!
Der Kreisteilungskorper
Ist p eine Primzahl, so ist das Kreisteilungspolynom
f2)=2""+2P2+ . +z+1
uber Q irreduzibel. Sei € eine beliebige Nullstelle von f{z) , dann gilt
1 +eP?+  +e+1=0 (*)

! Josip PLEMELJ (1873-1967) 1933
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Durch Adjunktion von € zu Q entsteht der Kreisteilungskérper
Q] cC

Das allgemeine Element von Q[e] hat dann die Bauart

&le)
hle)
wobei g(g) und A(e) Polynome in £ mit Koeffizienten ausm € sind, deren Grade kleiner als
p-1 sind. Wegen (*) 146t sich namlich jedes Polynom in € auf ein Polynom hochstens (p-1)-
ten Grades reduzieren. Ferner kann € nicht Nullstelle von h(2) sein. Ware namlich A(s) = 0, so
hitten f{z) und A(z) gemeinsame Nullstellen in Q[e]. Da f{z) uber irreduzibel ist, miite nach
dem Hauptsatz uber irreduzible Polynome f{z) ein Teiler von A(Z) sein. Da dies wegen

grd h < grd funmoglich ist, sind A(z) und f{Z) teilerfremd. Es gibt daher zwei Polynome a(z)
und b(z), sodafl gilt (siehe Seite 5)

grdg, grd h <p-1

a(z).h(z) + b(2).fiz) =1
daher
1

ale).he)+be). f€)=1=> ale).hle) = 1= Z@ =ale)

Demnach 148t sich das allgemeine Element des Kreisteilungskorpers in der Gestalt
g(e).a(e) =: k(e)
darstellen. Nach EUKLID (Seite 5) gilt nun fiir das Polynom 4(z)
k(z) = q(z) f(z) +r(2) grdr<grd
demmnach

Ke)= a6} £ 6)+rle)

Jedes Element # O des Kreisteilungskorpers hat die Gestalt
rle)=p, +E+1,E" + o 1, 87

mit einem geeignet gewahlten Polynom r tiber Q mit grd r < (p-1).

Das Polynom r(z) ist eindeutig bestimmt

BW indirekt: Es sei r’(z)ein zweites Polynom mit grd r’ < (p-1) und
r’e)=r(e)=>r’(e)-re) =0
Fur das Polynom 7’’(z) = r’(z) - #(z) gilt dann gleichfalls grd r’’ < (p-1) und r’’(g) =
0. Da € einem Polynom kleineren Grades als dem Kreisteilungspolynom nicht gentigen
kann, muf} ’’(z) das Nullpolynom sein, woraus folgt 7’(z) = #(z).
Es gilt aber auch folgende Darstellung

Jedes Element # 0 des Kreisteilungskorpers 148t sich eindeutig in der Gestalt
sE)=Ae+he” + . +A, €7

darstellen (kein absolutes Glied!)

BW: Es sei

2 -2
r(s): Mo+ E+H,E" + .. +“p~28p

fle)=1 + e+ e+ ..+ € *4gP'=0 | -1,

s(e) = rle) - 110 £E) = (1, — 1o e + (1t — 1o )67 + oot (15 — 1t JEP 2= 1P
.~ v “ ~ ] \ - J S o

Aq R A

36



Die klassischen Vielecke

also
s€)=Ae+A,8% + .. +A, €
Sei
s'()=Ae+A%e + . + A"
eine zweite Darstellung mit s'(g) = ${g), so ist
s'(e)-se)=(/ -1, +...+(X;_l - ?»pq)ep“l =0 ! ‘e
= -0) Fet (L -2, B2 =0=5")
d.h. € wire wieder Nullstelle eines Polynoms geringeren Grades als f{z), was der Irre-

duzibilitat von f{z) widerspricht. Daher muB s’’(z)das Nullpolynom sein und es ist §’(z)
= 5(2).
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Hilfsmittel aus der Zahlentheorie

Die Kongruenzrelation

Zwei ganze Zahlen hei3en kongruent beziiglich des Moduls m € IN*, wenn ih-
re Differenz durch m teilbar ist.
a=b(moedm)om|a-b)a=qgm+rab=gam+r

Die Kongruenz ist eine Aquivalenzrelation tiber der Menge Z der ganzen Zahlen. Zwei Zah-
len gehoren derselben Aquivalenzklasse an, wenn sie bei Division durch den Modul m den-
selben Rest r hinterlassen. Da es beziiglich des Moduls m die Reste {0,1,2, ... , m-1} gibt,
wird die Menge Z in m Aquivalenzklassen (Restklassen) eingeteilt.

Es gelten folgende Rechenregeln

a=b(modm) aich+d(modm)1
¢ =d(modm) } ac =bd(modm) |

BW: Nachrechnen
Es gilt aber speziell

a=Db (mod m) = ac = bc (mod m)
Die Umkehrung gilt jedoch nicht
[ac=Dbc (moed m) = a=b (medm)] < ggT(m,c) =1

BW: Es sei ac = bc (mod m) = (a-b)c =Am

Daraus folgt m | (a - b) nur dann, wenn m und c teilerfremd sind. Wire nimlich
ggT(m,c)=t =1, soware m = mt, ¢ = C't mit teilerfremden m’ und ¢’. Dann folgt aus
(a-b)c=Am = (a-b)ct=Aamt= (a-b)c’=Am’

Aus der Teilerfremdheit von ¢ und m’ folgt m’ | (a-b). Daher

ac =bc(modm)a ggT(c,m)=t=a= b[mod —ntlj

Der ,kleine" Satz von FERMAT'
Ist p eine Primzahl und X € IN* mit ggT(p,x) = 1, so gilt
xP' = 1 (mod p)
Allgemeiner gilt fiir beliebige x eIN
XP = x (mod p)
BW Des Satzes durch Induktion iiber x.
Induktionsannahme: Fiir jedes X ist X° -x durch p teilbar
Induktionsanfang: Die Behauptung gilt fir x = 0 und x = 1

Induktionsbeweis: Es ist.z.z.. p| ((X +1P - (x+ 1))

)
2

Es gilt (Binomischer Lehrsatz):

xp‘2+...+Mx+1:>

ey

= (x+1) -(x” +1)= px{x"‘2 + e +1]

(x+1P =xP +pxP! +

! Pierre FERMAT (1601-1655) 1640
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Hilfsmittel aus der Zahlentheorie

Die letzte Differenz ist durch p teilbar. Da nach Induktionsannahme xP - x durch p teil-
bar ist, ist auch die Summe

(x+1P = (xP +1)+(x* —x)= (x + 1P = (x +1)
durch p teilbar, d.h
(x+1)° = (x+1) (mod p)
Es gilt also allgemein xP = X (mod p). Ist nun ggT(x,p) =1, so kann man durch X kiirzen
und erhilt X*' =1 (mod p)
Kongruenzen mit Polynomen

Definition: Es seien f{x) und g(x) zwei Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten. Man sagt
SX) = g(x) (mod p)
wenn alle Koeffizienten von f{x) - g(x) durch p teilbar sind (p Primzahl ). Ist
f)=axX"+amx"'+...+tax+a aecZ
so ist grd f modulo p der hochste Exponent, dessen zugehoriger Koeffizient nicht durch p teilbar

ist.
Beispiel: fIX) =15x + 9%° + 16
grdf=73 (mod 7) LX) =33+ 23 + 2 mod T)
grd f= 2 (mod 5) fX) = 4x*+ 1 (mod 5)
grd =0 (mod 3) J) = 1 (mod 3)

Jedes x e Z, fiir welches gilt

S) =0 (mod p) < p | fIX)
heiBt Nulistelle modulo p der gegebenen Kongruenz

Es gilt x| o 1 2 3 4 5 6
S| 16 40 172 502 1120 2116 3580

In obigem Beispiel hat f{x)daher folgende Nullstellen

(mod T) x=4 (wegen 1120 = 160.7)
(mod 5) Xx=1,x=4
(mod 3) keine Nullstelle

Hat die Kongruenz

f(x) = ax" + a,4x"" + ... + a;x + ag (mod p)
mehr als n inkongruente Nullstellen, so sind alle Koeffizienten von f{x) durch
p teilbar,

BW: Esseien n + 1 Werte X4, Xo, . ..., Xn, Xn+1 € Z gegeben, deren Funktionswerte
samtlich durch p teilbar sind. Es ist z.z., daB dann alle a; durch p teilbar sind.
Zum Nachweis stellen wir f{x) in folgender Gestalt dar:

Fx)=by +b,(x = x,)+b, (x =X, X = X, ) +b5 (x = x, XX =%, X =X, )+ ... +

+ bn—z(x =X )(X - xn—-2)+ bn—l (X =X )(X ~ Xpa )+ bn(x - X ) "(X = Xn XX - Xn)
Die n+ 1 Grofien lassen soch berechnen, da die n + 1 Funktionswerte f{(X1), ... f{Xn-1)
bekannt sind. Es gilt néimlich
Sx)=bo  plAx)=[plbd
f(x2) = bp + by(X; -X4) Es gilt p| fxz) und p | by. Da wegen der Inkongruenz von X4
und X, die Differenz (X, - X1) nicht durch p teilbar ist folgt

Sixa) = bo + b1(Xs -X1) + ba(Xs -X1)(Xa - X)) =

%) = B # Dy(Xn X1) + ... + Dpg(Xn “X1)ene(Xn = Xt) =
Sne1) = Do + D1(Xae1 -X1) + ...+ Dp(Xaet X1)ere(Xnet = Xp) =

Vergleichen wir nun die Koeffizienten von x'in den beiden Darstellungen von f{x)
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an=b, plb,= [plad

@n1 = byt + by, hy(X)) plbn1, by = Hier sind die h,(x;) gewisse Funktionen der X;

ai = 0(mod p)

Korollar: Ein Polynom n-ten Grades modulo p, dessen Koeffizienten nicht ale
durch p teilbar sind, hat hochstens n modulo p inkongraente Nullstellen.

Primitivreste einer Primzahl

Betrachet man die Reste 1,2, ..., p -1 einer Primzahl p, so gilt fiir jeden Rest X nach
FERMAT

x*' = 1 (mod p)

Man erkennt, daB3 fiir manche Reste X bereits ein kleinerer Exponent als p - 1 geniigt, um eine
zu 1 kongruente Potenz zu erhalten.

Definition: Es sei X einer der Reste 1, ... , p -1 der Primzahl p. Dann gilt ggT(x,p) = 1.
Die kleinste natiirliche Zahl a, fiir welche fiir ein gegebenes X gilt
x¢ = 1 (mod p)

heif3t Ordnung von x (mod p)
a = ord X (mod p)
Jene Reste von X, deren Ordnun p -1 ist, heillen Primitivreste von p.

Zu jeder Primzahl gibt es Primitivreste. Zum Nachweis bendtigen wie einige Hilfssitze

Hilfssatz 1: Ist ord x = 8 (mod p) (1 < x <p -1), so sind die Potenzen x', &, ..., X° (mod p)
inkongruent

BW indirekt: Es sei X* = xP (mod p), B < a < 8. Dann gilt X*® = 1 (mod p) mit a - B < 8.
Dies ist ein Widerspruch, danach Voraussetzung & der kleinste Exponent ist.

Hilfssatz 2: Ist ord X = 5 (mod p), so gilt xX* = X® (mod p) genau dann, wenn o = B (mod )

BW: 1 Essei a=3q+r r<d
B=8aq+n rn<3d
Dann folgt aus der Voraussetzung X=1 (mod p)
x* =X = (x* ' .x" = x" (modp)
xP = x> = (xs)q‘ X" = x" (mod p)
Daher
x* = x* (modp)=> x" = x" (modp)

Nach Hilfssatz 1 sind x" und x" fir verschiedene Exponenten r und r; inkongruent
(mod p). Daher muB r = r; sein, a und P hinterlasssen also bei Division durch & gleiche

Reste. Daher a = 3 (mod 3)
2. Ist umgekehrt

a=R(modd)= a-p=cd=>x"P=x® = (xe‘)c =1(mod p)=> x* = x" (mod p)
Hilfssatz 3: Ist ord x = 8 (mod p), so gilt X* = 1 (mod p) genau dann, wenn dla
BW: Ist B =0, so folgt nach Hilfssatz 2:

a =0 (mod 8) < Bla A x* =xP =x° = 1(mod p)
Hilfsatz 4: Ist 8 die Ordnung eines Elements modulo p, so gilt 3l(p - 1)
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BW:

Ist x° =1=x"" (mod p), so folgt aus dem Hilfssatz 2:
p-1=8(mod8)=>p-1=0(mods)=35|({p-1)

Hilfssatz 5: Ist ord x = a.3 , so ist ord X* = B (mod p)

BW:

Es se1 ord (x“)z: 8 (mod p). Dann gilt (x"‘)5 = x* =1(modp). Nach Hilfssatz 3 muB
die Ordnung a.3 von X den Exponenten a.5 von X teilen:
a.Bla.d = BIB
Anderseits gilt auch
X% = (x"‘)B =1{(modp)
Daher muB die Ordnung 8 von X” den Exponenten B von X” teilen:

5B =5 =B

Hilfssatz 6: Ist ord x = o (mod p), und ord y = B (mod p) und sind a und (3 teilerfremd, so ist

BW:

ord (xX.y) = a.3 (mod p)

Es sei ord (x.y) =: & (mod p) = (x.y)’ =1 (modp)= (x.y)* =x*.y* =1 (modp)
Definitionsgemal gilt
y? =1(mod p) = y* =1(mod p) = x* = 1(mod p)
Ferner gilt nach Voraussetzung x* = 1 (mod p) , daher nach Hilfssatz 3:
ald.f = ald (wegen ggT(a,B)= 1)

Analog
BId

Aus der Teilerfremdheit von a und £ folgt weiter
a.pId

Anderseits gilt

a ap _
x* =1(modp)=> x** = 1(modp) - (x.y)“B =1 (mod o)
y? =1(modp)= y** =1(modp)

Nach Hilfssatz 3 gilt weiter

Sla.p =3 =a.p

Wir -koénnen nun den Satz beweisen

BW:

Zu jeder Primzahl p existieren Primitivreste

£,,8,,...,8.} (1)
sei die Menge der Ordnungen der modulo p auftretenden Reste 1,2, ... ,(p-1) und
T=hgV (5,,5,, .8,) )

das kleinste gemeinsame Vielfache aller Ordnungen. Fir jede Ordnung &; und die An-
zahl s der Ordnungen gilt
5<(p-1)unds<(p-1)
Zu jeder Ordnung d; gehort also mindestens ein Rest modulo p. Die Primzahlzerlegung
von T sei
T=0/.G5% .0y G,,d,, .. ,0, Primzahlen 3)
Zu jedem Exponenten «; (1 < i < K) muf} es dann ein ; aus der Menge (1) geben, das

Q;" als Faktor enthalt und das demnach die Gestalt
8, =q;"C;
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hat. Ist y; ein Rest mit der Ordnung &;, dann gilt

X % g .
yfx = y;l, ¢ = (y;’x)q =1 (modp)
Nach Hilfssatz 5 hat daher
X; o= y;' die Ordnung g
Es seien nun Xy, ... ,Xkx Elemente mit den Ordnungen q*, ... ,Q;* und g das Element

g .= X4.X2... Xk
Dann hat g nach Hilfssatz 6

ordg=qQ".Q;* =1=>g" = l(modp)

da die q;" untereinander teilerfremd sind.
Nun hat jeder der Reste X € {1, ..., p-1} eine der Ordnungen &; von (1). Da alle &j
Teiler von T sind gilt T = y;5;, daher

X" = (xSj )Yi =1(modp)
wobei X ein beliebiger Rest ist. Daher hat die Polynomkongruenz

fX)=x"-1= 0 (mod p) 4)
(p - 1) inkongruente Nullstellen modulo p. Da die Koeffizienten von (4) nicht durch p
teilbar sind, kénnen hochstens T inkongruente Nullstellen auftreten. es gilt daher

p-1<T &)

Es war aber

ord g = T (mod p)
Anderseits gilt

g = (%, ) =xPx, " =1(mod p)
da die X; Reste modulo p sind und daher dem Satz von FERMAT geniigen. Daher giit
nach Hilfssatz 3
Ti(p-1)

Aus
T=p -1 = gist Primitivrest

42



Die Theorie regeimaRiger Vielecke nach GAUSS

FERMATsche Primzahlen!

Es genuigt, regelmafBige Vielecke zu betrachten, deren Eckenzahl eine Primzahl p oder eine
Primzahlpotenz p® ist.

Es wird sich zeigen, daf3 fiir p # 2 ein pz-Eck nicht konstruierbar ist, daher kann auch ein
p®-Eck nicht konstruierbar sein. Wire namlich das p®-Eck konstruierbar, dann wire auch

(durch Auslassung von jeweils p""2 Ecken)das pz—Eck konstruierbar.
Wie bereits gezeigt, sind fiir jede Primzahl p die Polynome
z

p_
flz)= Z’;:zp“+z"‘2+...+z+1:0 (1)
bzw.

p*
fl2)= H = PP L ZPP2) 7P 1 1=0 )

iber Q irreduzibel.
Zur Konstruierbarkeit der Nullstellen von f{z) mit Zirkel und Lineal ist notwendig (aber nicht
hinreichend), daf3 die Ordnung von f{Z) eine Potenz von 2 ist.

Wir betrachten zunéchst Gleichung (2). Dann muf3 gelten

p(p-1)=2"
Ist p = 2, soist p(p - 1) sicher keine Potenz von 2.

p“-Ecke sind mit Zirkel und Lineal nur konstruierbar, wenn p = 2 ist.

Wir betrachten nun Gleichung (1). Dann muf3 sein

p-1=2"=p=2"+1
Istp = 2" + 1 eine Primzahl. so kann h keine ungerade Zahl als Teiler enthalten

BW indirekt: Es sei h = hy(2r + 1). Dann gilt
p=2"41=2"" 1
Setzt man x := 2", so folgt
p =3 1= (x+1)x> —x¥ +x

2r-

2TL...~X+1)

p wire dann keine Primzahl!

Zu Konstrierbarkeit des regelmiBigen p-Ecks ist notwendig, daB p eine Primzahl
der Gestalt

p=2"+1, h=2"
ist (FERMATsche Zahl)

' FERMAT, Pierre (1601-1665)
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Ho2? 4

0 3

1 5

2 17 +  Primzahlen

3 257

4 65537

5 | 4294967297 = 641.6700417  (EULER1732)
6

18446744073709551617 =274177.67280421310721  (LANDRY 1880)

)
f ??? Bisher keine weiteren Primzahlen gefunden

Wir konnen nunmehr beweisen

Notwendig und hinreichend fiir die Konstruierbarkeit eines regelmaBigen p-Ecks
ist, da3 p ein Primzahl der Gestalt
p=2"+1, h=2"

ist

Aqui;'alent dazu ist die Aussage
Das irreduzible Polynom

2+ 2+ (p=2h +1,h =2“)
ist durch Quadratwurzelausdriicke Iosbar.

GAUSSsche Perioden
Die von 1 verschiedenen Einheitswurzeln lauten |

2 //’/’_— T £ .
o= - >\3

p ¢

g, = cos(ra)+ 1. sin(ro.)

7
g, =coso+1.sina /

€p = cos|(p - o]+ 1. sinf(p — 1)ot] \_ -
Nach MOIVRE (Seite 24)gilt
& =€

Da g; primitive Einheitswurzel ist, erhdlt man alle anderen Einheitswurzeln durch Potenzieren
aus g;.
Wie gezeigt wurde, ist jede zu einer Primzahl p gehorige Einheitswurzel eine primitive Ein-
heitswurzel (Seite 34). Daher kann man eine beliebige p-te Einheitswurzel € auswahlen. Die
Potenzen

€,€ 4 e L€
stellen die Einheitswurzeln

€1,€9, v 4Ep
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nur in anderer Reihenfolge dar. Wie gezeigt wurde, gilt fur
k= I Akl < pstetsskis'

Wie ferner gezeigt wurde (Seite 41), existiert unter den Resten einer Primzahl stets ein Primi-
tivrest g, dessen Potenzen
g,9%.9°,..9""
kongruent zu den Resten 1, ... , p (mod p) sind, nur in anderer Rethenfolge.
Nach FERMAT gilt

o°=g(modp)
Wir wihlen nun eine beliebige Nullstelle € von f{z) = z”" + 2"+ ... +z + 1 und bilden die

Potenzen
g9 e9 e% ..eF
Dies stellt bloB eine andere Reihenfolge von €,¢7, ... ,eP" dar. Wir bilden nun den Ausdruck
=% +e9 +e¥ + +e¥ =g+e' +e7 +.. 4877 =1
der den Wert -1 hat, da € Nullstelle von f{z) ist.

Wegen p-1 = 2" hat 1 eine gerade Anzahl von Summanden. Wir teilen sie in zwei Halften

1 3 s p-2 )
n, =€ +e¥ +&% + .. +¢° . p-1 |
Z— Summanden|n =1 + Ny
je = In M+ 1

2 4 5 -1
n, =€¥ +e% +&% + ... +¢°

Jede dieser GroBen unterteilen wir wieder in zwei gleiche Teile

g 9’ o L
Ny =6 +e% +e% +... +¢ . p-1
: Summanden [ = nys +
je T ummanden [N = M1 m

o0 g’ g" g
N, =& +& +e +..+e% |

9 gzs g'® s
Ny, =e% +e9 +e9 +..+¢ . p-1
je Ve Summanden 2 = n21 + nzg

4 8 12 p-l
Ny, =87 +8% +e% + .. +&7

So fortfahrend bilden wir Summen von
p-1 p-1

8 ' 16
Summanden, bis man schlieBlich zu Ausdriicken von je einem Summanden kommt, d.h. zu
de  “ullstellen von flz) selbst.
S sben gebildeten Summen heiBen GAUSSsche Perioden. Die GAUSSschen Perioden las-

sen sich durch Quadratwurzelausdriicke berechnen. Es ist
I =n+mp=-1
Berechnen wir nun das Produkt n¢.m2. Bevor wir dies ausfiithren, ersetzen wir sowohl in rjq als
in 0z die GroBe € durch €9,
(sg)g +(sg)g +(eg)g + . +(sg)q C=e% e e L +e? =
g

g’ gy g’ g} ¢ o0 .9 ¢
() +6) +o)f + .+ = 4e¥ 467 4.+ £ =q
Ayt
&P =g(modp)

g ase

2

n, =
az:

Durch den Ersatz von € durch €2 werden ns und n vertauscht. Das Produkt 1.1 ist invariant
gegeniiber der Substitution von g durch £°.

Das Produkt n,.n, = H, .ﬁz = Zagr .£9 besteht aus lauter Summanden der Gestalt
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r

Yg

S r S
g? g% =979 =¢g"
Nun gilt

1

u:q.p+t:>s“=8“"*'=(sp)q.s‘:e t<p

also

N t
g9 =¢

Insgesamt treten 2" . 2™ =222 = 2" 2M2 Gummanden in n1.n2 auf. Nun gibt es aber nur

p - 1 = 2" verschiedene Nullstellen von f{z), daher miissen etliche Summanden mehrfach
auftreten. Es gilt also

o8 g®
£->€

2 PR 2 3 » 2 3
n-n, =oe? +Be® +..+pe¥ = as¥ +Be? +...+pe®=pe? +ae® +Be% +..

Aus der Eindeutigkeit der Darstellung im Kreisteilungskorper (Seite 35) folgt
a:p’B:a’7y:B) ,,,::)a,:B:’Y: ven ZPEZ
d.h.alle Koeffizienten sind gleich. Daraus folgt
o, =ple? +&% +e¥ + . +e? )= pn=-p

Da aber insgesamt 2" 2"2 Summanden auftreten, muB p = 2"2 sein. Daher

n,+mn, =-1
NN =P
Ferner gilt 4.p = 222" =2"=p-1 =
4p +1 =p

Nach VIETA' ) sind n1 und nz Nullstellen der quadratischen Gleichung

-1i\'/1+4p:—-1ix/5

X +X-p=0>m, =

2 2
Wir berechnen nun die nichsten GAUSSschen Perioden
. -1 B
Ny Mias My Moy VO JE 9—2—— = 2"? Summanden

Zunichst gilt

N +tN2=m N2z +tN2=1n2
Wir berechnen die Produkte
M11.112 und N21.M22

. . . . . . 3 2
Diesmal ist n11.112 invariant gegen die Substitution von & gegen &°

3 7 1 p-2
n, =% +&% +e¥ +.. +e% =1,

et ) g? & _ .
N, =% +e% +e° +.. 4% =1

£

MMz = Zggr & = ZS‘

= 924 _ oh oh-4

Nun ist

in dieser Summe treten 2M2.2"2
Summanden mehrfach aufireten, sodal gilt

Summanden auf. Es miissen wieder einige

! VIETE, Frangois (1540-1603
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3 p-2 2 4 p-1
MMy = oy e% +B,8% + ... +p8° }f{ocg.sg +B,.e% +..+p,.€° J:

(ggp )g =(.ag fzggz

’ gp+l

EoseP” ,3?_“1
3 s P 4 6
= loa,.e¥ +B.e¥ +... +p,£° J+ a,e’ +B.e% +..+ €

Daraus folgt wieder wegen der Eindeutigkeit der Darstellung im Kreisteilungskorper (Seite
35)
Ay =Py B1 =0y, Y :Bw e 5 Oy =5, Bz =05, Y, :B29
daher
MM = pl.(gg +e? +e¥ +..+¢

~

Ny N2

Es ist also

NNz =Py +P2MNpy My tMyy =My
Die 111, mi2 sind daher Nullstellen der quadratischen Gleichung

x* =my.X+(p; -y +p,M,)=0

Die ganzen Zahlen p; hangen von der speziellen Primzahl p ab und missen gesondert berech-
net werden.

Analog sind n21 und 122 Nullstellen einer von 11 und 12 abhiangigen quadratischen Glei-
chung.

Zerlegt man 111 = N111 + N112, so ist analog zu oben das Produkt n111.1112 invariant beziglich

der Substitution € — &% und daher wieder eine Linearkombination von M1, T2, 21, )22,
N111 und n112 sind daher wieder Nullstellen einer quadratischen Gleichung

Auf diese Weise berechnet man die Perioden mit
p—l :2h74, p~1
16 32
Gliedern, bis man schlielich durch sukessives Auflésen von quadratischen Gleichungen (d.h.
durch Konstruktion von Wurzelschachtelungen) auf jene Perioden kommt, die nur mehr aus

einem Glied bestehen. Das sind aber die Nullstellen der Kreisteilungsgleichung.

h-5

-9
=4 Ty e

Jedes regelmaBige p-Eck, dessen Eckenzahl eine Primzahl der Bauart
p=2"+1, h=2*
ist, 14Bt sich mit Zirkel und Lineal konstruieren.

Anmerkung: Im konkreten Fall hat man von jeder der zu ziechenden Quadratwurzeln noch das
richtige Vorzeichen zu bestimmen.

Das regelmaBige Fiinfeck

p=1,p=5

Ist & eine Einheitswurzel, so gilt

e =Le*+e> +e2 +e+1=0

Da 2 ein Primitivrest von p = 5 ist, folgt
2'=2,2°=4,2°=3,2%=1
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Ersetzt man € durch €2, so gilt

e’ +&7 +e¥ +e +1=0
Dann gibt es folgende GAUSSschen Perioden
2t 22 2} 2*

n=¢g° +&° +g° +&° =-1

Al a3 o 3
N, =¢ +& =g +¢&

A2 44 4 1 n = 111 + n:
N, =€ +& =g +g
nm, =g’ +e’ +e’ +et =e*+&’ +e7 +e=-1
Dabher sind nj1 und 12 Nulistellen der quadratischen Gleichung

PN

Ny =8 L

s (M TN =My
Ny =8 )
MMz =g =1

Demnach sind 111 und n12 Nullstellen der quadratischen Gleichung

X* —m,X+1=0

Setzt man, m,, =&° = cosa +i.sina , so folgt aus obiger Gleichung

T —

1 o, 1 . 1Y ..
==, +,—=0 =1=|—m, [+1.,]1-| —. =CosOL+ 1.SIROL => cosOL = —.
My 5 n 4 m (2 nlj \/ [2 nl) = Th

Aus der ersten Gleichung folgt

f 5-1
X*+X-1=0=>m, :—’%4‘ :11—+1:>n] :—g——:z.coscx

V5-1

£ |

coso. =cos72° = =0,309017

Das regelmadgige Siebzehneck

u=2.p=17

Ist € eine Einheitswurzel so giit

e’ =1 ¢e%+eP +...+e+1=0

Da 3 ein Primitivrest von 17 ist, gilt
3'=3,3=9,3"=10,3"=13,3"=5,3°=15,3" =11, 3° =16,
3°=14,3"=8,3"=7,3"=4,3"=12,3"=2,3" =6,3" =1
Nach Ersatz von & durch € ergibt sich fir die GAUSSschen Perioden

alf

al 2 3
n=g¢’ +&° +& +..+e =-1

5

1 3 3 a7 14 1t i3 1
n, =g +&” +&> +&° +&* +&° +¢’ +¢’

316

32 34 46 38 &0 312 414 Mt +n3 =n= -1
n, =& +¢& +E€ +&  +§& +&° +g& +&g

Da n1.nzinsgesamt 8.8 = 64 Summanden hat, mul3 jeder der 16 Summanden & viermal auf-
treten. Daher gilt
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31

nM, =4
n1 und 12 gentigen daher der quadratischen Gleichung

W+ x-4=0= nin.

Nyt =Ny

2 3 216
+&° +&¥ +..+€° ): 4n=—4

9 3

3 3® 3 3
N, =€ +¢& +¢& +E&

N, =& +&¥ +&’ +&¥
iz

Dani.m; 4.4 = 16 Summanden aufweist, tritt jeder Summand ¢ einmal auf und
es gilt

31 32 33 316 . _
Ny -Nin :(s +& +&° +..+¢ )- n=-1

N11, N2 genigen daher der quadratischen Gleichung

X* =1 X=1=0] = i ne2

Analog folgt

) . 32 36 310 314
Ny =& +& +8&8 +g
4

. . 3 38 312 316 >4 Z
Nyp =€ +€ +8 +&

3! 3? 33 416
Ny Ny =€ +&° +&° +..+8” J=n=-1

x* “My X=1=0] = M1, N2

Al 29
Ny, =€ +¢g°
5 g Ny My = My
N, =€ +¢€

3'+3° 31438 343° 3%438 3

3 (] 36 314 32
M- Thie =€ +€ +e +g =€ +& +& +€ =714

X" —"lu-x+1’lgl =0 = M1, 12

~3 a1l
Ny =€ +¢€°
.7 s Mz ¥ Mz =Mz
N, =& +¢€

33,37 23,415 411, 57 IRTRIRE 3 2 316 »
Mot M =8 +e7 e P 47 =¥ e e’ e =1,

2
X" =N, X+MN, =0 = n21, M2

32 310
Ny =8 +8€
w g (Mo T =Ty
Ny, =€ +E

32,38 32,31 30, 36 310,514 37 3

1
Ny1eNay =8~ +E +€ +€ =g +& +e&

315 3

33
+€ =M

3

X" =Ny X+1M, =0/ = noq, M212

~d iz
Ny =€ +8° |
38 316 Moy TNz = N
Ny =8 +&
34+38 +834+316 +8312+38 +8312316 . 31

3 39 31 35
Moo =€ € +g +& +& =1y,

"

X" =Ny X+My,; =0 = no21, 222
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_.3® s
My =8 =€ _
s . [ Mo + Moz = Man

P o
Ny, =8 =€

a6+l _ 17 _
Moo Ny =8 =€ =1

X2 =Ny X+1=0{= moox, N2222

Setzt man n,,,, =€ =cosa +1.sino, so folgt aus der letzten Gleichung

2 2
1 1 1 . 1 N
Nyy = "2'11222 + Enm -1= —2—11222 + i1 ‘i‘nzzz =coso+1.stno

daher

1
CosOL = —
> Moo

Es ist daher folgendes System von quadratischen Gleichungen zu 16sen

x> +x-4=0 = MMy
x*-n,.x-1=0 =1,
x*-m,.x-1=0 =1,
X2 —MuX+N, =0 DN,

X’ +x-4=0=>n, =~%.[\/1_7+1], M, =—;—.[J1—7_—1]
xz—nl.x—1:0:>n“=H 34+2n/i7—(\/17+1)}
xz—nz.x—1=0:>n22=%.[ 34-2417 (\/1_7—1)}

X? =My X 41, =0

Daraus

N == %{(ﬁ’? 1)+ 342417 +4/(12V17 + 68)- /2720 + 608417 } = 2.cosa

360°) 1
cosoL = cas( 7 ) = —2—.11222 =0,932472

Zm Nachweis der Richtigkeit der folgenden Konstruktion, welche die 5.Ecke des Siebzehn-
ecks liefert, hatte man analog zu obiger Rechnung die Grof3e

5 .3 _
€ =& =My

zu bestimmen
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Konstruktion des regelmiiBigen Siebzehnecks!'

Konstruktionsanleitung:
1. OPg und OB sind orthogonale 5. £ DCE = 45°

Durchmesser des Einheitskreises. 6. F... Schnittpunkt des
2.0C=%0B Thaleskreises tiber EPo mit OB
3. £ 0CPg =40 7. XD =DF
4. £ 0CD=¢ 8. Psist der 5.Eckpunkt des

regelméfigen Siebzehnecks

B

Der Beweis ergibt sich durch Nachrechnung der Konstruktion

! Diese hiibsche Konstruktion findet sich in NEIDHARDT W./ WURM Ch.: Arbeitsbuch Thales. Diimmlers
Verlag Bonn 1997.
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Historische Bemerkungen

Die Konstruktion regelméBiger Vielecke geht bis auf die vorgriechische Zeit zuriick. Jedenfalls waren die Kon-
struktionen der klassischen Vielecke (Drei-, Vier-, Fiinf-, Sechs- und Fiinfzehneck) bereits den Pythagoreern
bekannt (PYTHAGORAS (ca.580-500 v.Chr.)). Alle Konstruktionen finden sich in den ,Elementen” von
EUKLID (ca. 300 v.Chr.)

rgm. Dreieck Buch I Satz1
rgm. Viereck Buch IV, Satz 6-9
rgm. Fiinfeck Buch IV, Satz 10-14
rgm. Sechseck Buch IV, Satz 15
rgm. 15-Eck Buch 1V, Satz 16

rgm, 17-Eck: Carl Friedich GAUSS (1777-1855)
29 Mirz 1796 (Einteilung der Einheitswurzeln in zwei Gruppen)
Damit Beginn des wissenschaftlichen Tagebuchs (gefiihrt bis 1814). Die erste Eintragung lautet:
1796 30.Mirz: Principia quibus innititur sectio circuli ac divisibilitas eiusdem geometria in septemdecim
partgs etc.
Die Veréffentlichung erfolgte in:
Disquisitiones arithmeticae, Sectio prima, art.335. S.664, Leipzig 1801

rgm. 257-Eck: Friedrich Julius RICHELOT (1808-1875): De Resolutione algebraica aequationis x> = 1, sive de
divisione circuli per bisectionem anguli septies repetitam in partes 257 inter se aequales commentatio co-
ronata
CRELLES Journal IX (1832) S 1-26, 146-161, 209-230, 337-356 (84 Sciten)

rgm, 65537-Eck: Johann Gustav HERMES (1846-1912). Seine Abhandlung ist aufbewahrt im Seminar zu
Gottingen. Gottinter Nachrichten Nr.3 (1894)
HERMES bendtigte fiir dicse Arbeit 12 Jahre
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Die reine Gleichung dritten Grades
Die reine Gleichung dritten Grades
3 =3
wird durch die Substitution X = az auf die Kreisteilungsgleichung
=12 -1=(z-1)fz> +z+1)=0
zuriickgefiihrt. Deren Nullstellen sind die 3.Einheitswurzeln. Sie lauten

1 i - 1

l,e=——+—+3, e=————4/3
o) 2 2 2
e r4 s 4

wobei folgende Beziehungen gelten

ge+e=-1, e+l=-¢

- 3 2 2 = i

ge=l=¢g =g =g =g=—
€

e’ +e+1=0
Daher lauten die Nullstellen der reinen Gleichung

3 3 N 2 a
X" =a =X, =a,X, =¢a, X, =ga=¢g".a=—
e

Reduktion der allgemeinen Gleichung dritten Grades
Es seien 24, Z2, Z3 die drei Nullstellen des Polynoms

z’+az’+a,z+a, =(z-z Mz-2,Mz-2z,) @ eR
Dann gilt
a =—(z,+z,+z,)

a; = ‘(lezzs)

/
a,= \z2,2,+2,Z; +2223)

Die Transformation
z=x+seR
ergibt
Z,+Z,+2Z; =X, +X,+X, +38 =-8,

Wahlt man s so, daB3 fur die Nullstellen der Gleichung in x gilt
X1+ X2 +x3=0
so folgt
s=-2

Inl

J
Dann ergibt sich die reduzierte Gleichung dritten Grades

x* +3ax +2b =0
X, +X, +X;=0
X, X, + X, X5 +X,X,; =3a
X, X, X, =-2b
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Die Formeln von CARDANO"
Zur Auflosung der reduzierten Gleichung

x> +3ax+2b=0
setzen wir
X=u+v
dann folgt

x* +3ax +2b=u’ +3u’v+3uv? + v’ +3alu+v)+2b =
=u’ +v +3uv(u+v)+3a(u+v)+2b=
= +v3 + 2b]+ puv + 3afu+v)=0

Die letzte Beziehung ist erfiillt, wenn folgende Bedingungen gelten

u+vi=-2b
uv =-a
Nach Kubierung der 2.Gleichung folgt
U’ +v’ =2b
o M)
FENERE.

Die GroBlen y, :=u?, y, : v’ sind dann Nullstellen der quadratischen Resolvente

y>+2by-a’ =0

Dabher gilt

uw =-b++b*+a’, v’ =-b-+b’+a’
Fur die Groflen u und v ergeben sich daher die Werte

UeU,e’u=¢gu
. - )
V,EV,E°V =¢gU
also insgesamt neun Moglichkeiten, um die Nullstellen der reduzierten Gleichung zu bilden.
Die Darstellungen (1) und (2) erhélt man allerdings auch, wenn die reduzierte Gleichung die
Gestalt

x* +3gax+2b=0
oder
x* +3e’ax+2b=0
hatte. Die obigen neun Werte stellen also die Losungstripel von drei Gleichungen dritten Gra-

des dar. Um die fur uns relevanten Gleichungen zu finden, miissen wir u und v so wihlen, daf
das Produkt uv = -a reell wird. Daher muf sein

X, =U+V
X, =gU+gv
X, =gU+gV

Demnach lautet die Formel von CARDANO

! Geronimo CARDANO (1501-1576) 1545
Herleitung der Formel nach Jan HUDDE (1628-1704)

54




Die Gleichung dritten Grades

X, = %/—b+\/b2 +a’ + 3\/~b—\/b2 +a’
x, =ei-b+yb* 12 +ei-b-b*+a
X, :E."’\Lb«m/bz +a’ +gf«v/—b~x/b2 +a’

Diskussion der CARDANischen Formel

1.Fall

2.Fall

Der Radikand ist reell, daher sind u,v beide reell, demnach ist x4 reell
und X, X3 konjugiert komplex

= )\/b2+a3 >)b{:>u:3\/‘b+\/b2+33 >0
v:s\/—b—\/bz+a-13 <0

b>0 = {(v>Ju]), v<0,u>0=>u+v=x<0
b <0 = (V<Ju]), v<O,u>0=>u+v=x>0
5<0 = [b*+a’| <]

b>0=>u<0,v<0, =>u+v=x<0
b<0O=>u>0,v>0 =u+v=x>0

Ist b? + a° > 0, so existieren eine reelle Nullstelle x und zwei konjugiert
komplexe Nullstellen. Fir die reelle Nulistelle gilt

b>0= x<0

b<0= x>0

(Ll

b?+a’=0] =la<0 Dannistu=v, daherx; = 2u, X, = X, :u(a+ ):~u.Es
-1
gibt daher drei reelie Nullstellen, darunter zwei gleiche. Nach Voraussetzung giit

b? = -a° demnach

b’ [63‘ b
UZS/“b=3“‘ —_3 —_ —
b? \a* a

Daher X, = ga—b—, X, =X, = ——Z, und wegen a < O folgt

b<0:>X1>O, Xo=x3<0
b>0=>x1<0, X2=x3>0

Istb? +a° = 0, so existieren drei reelle Nullstellen, von denen zwei zu-
sammenfallen.Es gilt
2b b
X, ==, X, =Xy = ——
a a
b<0= x>0, %=x3<0
b>0=>x1<0, xo=x3>0
b? + a° = 0 ist notwendig und hinreichend fiir das Auftreten einer doppelten
Nullstelle

Es ist noch die Umkehrung des obigen Satzes zu zeigen. Die Gleichung habe zwei
gleiche Nullstellen Xz = X3. Dann gilt nach VIETA
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X, +2X, =0 X, =—2X,

2X,X, +X5 =32 t—4x2+xi=-3x}=3aa=-x;

X,X3 =-2b 2 =-2b=>b=x}

Daher b> +a’> =x5 -x5 =0

3Fall p°+a’<0 = la<Q und b’ +a’=-c>=>b’+a’ =ic
Danpgilt u=i/-b+1i.c, v=3-b-1ic =u
Daher ist
X, = U+ U

—_ Drei reelle Nulistellen als Summe von jeweils
X, =eU+elU

zwel konjugiert komplexen Zahlen

X; =gU+E&U

Ist b’ +a’ < 0, so existieren drei reelle Nulistellen Die reellen Nullstellen
sind auf algebraischem Wege nur auf dem Umweg iiber das Komplexe zu
ermitteln. Man nennt diesen Fall daher den ,,casus irreducibilis

Die Unméglichkeit, den Fall dreier reellen Nullstellen auf algebraischem Wege - d.h. blof3
durch Schachtelungen von Quadrat- und Kubikwurzeln ohne Anwendung von Grenzbetrach-
tungen, unendlichen Reihen, transzendenten Funktionen u.i. - ganz im Reellen, ohne Umweg
iiber das Komplexe zu losen, wurde erstmals von Otto HOLDER (1859-1937) gezeigt: ,,Uber
den casus irreducibilis bei der Gleichung 3.Grades”. Math. Annalen 38 (1891) S.307

Die Behandlung des ,casus irreducibilis™ mit Hilfe von Winkelfunktionen
Es sei

b?+a’ <0, a<0, b>+a’=-c> =>+b’>+a’ =ic, u=¥-b+ic=v
Wir gehen zur Darstellung in Polarkoordinaten iiber. Setzt man
r . >
lul = 2 w =-b+ic, ‘u3| =ib* +c?
so gilt

U= M,(cosoc +1.sino) = —;—.(cosa +1.sina)

v =a:%.(cosoc—i.sinoc)

X=U+U=Tr.cosa
Die Nullstellen sind ermittelt, sobald r = 2ju| und cos o bekannt sind. Es gilt nach
MOIVRE

3 3
r PO - . . . s
u’ = —8—.(cosa +1.sina)’ = -é«.[cos3 a—3cosa.sin’ o+ 1;(3 cos” a.sin o — sin’ a)]:

r’ . -
= —8—.(cas30c+ l.sin3a) = -b+1.c

Aus

3
lu3I =—r§— —ib2+c? ={b* b’ -a° =¢-a°

folgt
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]u}=f':=‘if-—a =i’ = -4d

2

3

8sb
—b:%.cos3a:> cos 3o = s

Berechnet man hieraus r und «, so folgt, da 3a nur bis auf Vielfache von 360° bestimmt ist,
daB o nur bis auf Vielfache von 120° bestimmt ist. Es gilt daher

r.2 = 43 )(1 =l.cos

8 =X, = r.cos(a +120°)
cos30 = ——

r X, =T.cos(o +240°)

Zur Berechnung der obigen GrofBen ist also das Ausziehen eine Kubikwurzel (bei Berechnung
von |ul) und die Dreiteilung desWinkels, (bei Berechnung von a) erforderlich. Es gilt daher

Die Losung einer Gleichung dritten Grades ist dquivalent der Beherrschung der
Wiirfelvervielfachung und der Winkeldreiteilung

Die trigonometrische Behandlung der Gleichungen dritten Grades geht zuriick auf
Frangois VIETE (1540-1603), publiziert 1615

Albert GIRARD (1595-1632)

Frans van SCHOOTEN (1615-1660) 1646

Antonio CAGNOLI (1743-1816) 1786
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Symmetrische Polynome

Ein Polynom f{X, ... , Xn) in den Unbestimmten X1, ... , Xy hei3t symmetrisch, wenn es bei
einer beliebigen Permutation der Unbestimmten seine Gestalt behalt.

Man faBt die Glieder gleicher Ordnung r zu homogenen symmetrischen Polynomen S, zu-
sammen, sodal} ein symmetrisches Polynom folgende Bauart hat

ﬂX1, ey Xn) = Sr + Sr-‘] + ...+ S1 + SO
Beispiel:
3 3 2 2
Fx,x) =%, +x3x,)— (x> +x2)+4=8,-S, +S,
£e,%,,%)= (xfx2 F XX+ XX, XX, + XIX, + x§x2)+(x1 +X,+X;)=8,+S,
Oft ist es zweckmiBig, in jedem Term eines homogenene Polynoms samtliche vorhandenen
Unbestimmten in Evidenz zu setzen, also etwa in obigem Ausdruck in drei Unbestimmten zu

schreiben

XIX, =X/ x5X) bzw. X, = XXX}

Dann geniigt es, sich auf die Betrachtung homogener symmetrischer Polynome zu beschran-
ken.
Man bezeichnet den Term X,"X*...X," als lexikographisch hoher als den Term x;" x5 ..X}",
wenn in der Folge der Differenzen
V=l Vy = lyy e sV =M, (V) 4 v )= (1 + b i)
die erste nicht verschwindende Differenz positiv ist. Es ist z.B.
XIX, = X7X)x, hoherals x,x? =x]x5x2 hoherals XX, =X/X3X;
Da diese Beziehung transitiv ist, gibt es einen eindeutig bestimmten Term, der lexikogra-
phisch hoher ist als alle anderen.
Fiir symmetrische homogene Polynome gilt: Der hochste Term hat die Eigenschaft
VIZV, 2.2V,
Songt gabe es namlich einen Exponenten vi mit v, 2 v, > ... 2 v, , aber vi < vk+1. Wegen der
Symmetrie gibe es dann neben dem Term

Vn
n

X XXX
auch noch den Term, der aus dem obigen durch Vertauschu ng von Xxund Xk+1 entsteht:
XX XX = XXX X
Dieser Term wire aber wegen vk+1 - vk > O hoher als der zuerst betrachtete.
Unmittelbar einsichtig sind die Satze:

Produkt und Summe symmetrischer Polynome sind wieder symmetrische Polynome

Im Produkt zweier symmetrischen Polynome ist der hochste Term das Produkt der hochsten
Terme der Faktoren

Schreibweise: Ist X,*X;*...X;" der hochste Term des symmetrischen Polynoms f{(X), so schrei-
ben wir

H(f) = x"x2..x
Fur eine weiteres symmetrisches Polynom gilt dann

H(f.g) =H(f).H(g)
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Elementarsymmetrische Funktionen

Seien X1 , ..., Xn die Nullstellen des Polynoms
(=% x =%, ) (x=x,)=x"—s,x" +8,x" > — ... +(-1)s,
dann sind

S, =X, X, + e + X,
S, =X, X, + X X5 + e + X, X

n-1"%n

n-1"*n

S, = X, X, X5 + X X, X, + e + X, , X, X

S, = X X, X500 X,

die elementarsymmetrischen Funktionen der Unbestimmten Xy, ..., Xn

Der Hauptsatz iiber symmetrische Funktionen

Jedes symmetrische Polynom kBt sich eindeutig als Polynom in den elemen-
tarsymmetrischen Funktionen darstellen

Es geniigt, den Beweis fiir homogene Polynome zu fuhren. Es sei S ein homogenes symmetri-
sches Polynom mit
HS)=x\x2.x (v, 2v, 2 . 2V,)
Wir betrachten nun folgendes Polynom in den S;.
P, =8y sy st sy, HP,)=Hlsi ™ b--Hisye)

Da der hochste Term des Polynoms P gleich dem Produkt der hochsten Terme der Faktoren
ist, folgt fiir den héchsten Term von Py

H(Pp) = (Xl )vrVz '(XIXZ )vz_v3 -(Xrlxzxa)\.rw . '(Xl e Xy )Vn‘x‘vn '(X1 .- -Xn)vn = XY‘XZZ .- -Xr\;n
d.h.
H(P, )= H(S)

Po ist also ein Polynom, welches in den X; denselben Grad hat wie S und im hochsten Term
mit 8 iibereinstimmt. Das Polynom

S1 =8 - Po
ist entweder das Nullpolynom, oder es ist vom selben Grad wie S, hat aber einen hochsten

Term, der niedriger ist als der hochste Term von S. Analog definieren wir ein Polynom P4
mit H(P1) = H(S+) und erhalten

Sz = S1 - P1
Auf diese Weise gelang man schlieBlich zu einem Sk+1, das verschwindet. Denn alle S; ha-
ben denselben Grad, aber stidndig abnehmende hochste Terme. Da die Hohe aber nicht be-
standig abnehmen kann, muB schlieBlich einmal der Fall eintreten, daB Sk+1 = O ist. Dann gilt

S=Po+Py+ ... +Pg
Beispiel
S(xl,xz,xg): XIX, + XIXy + X, X5 + X X5 +X3X, + X, X3

H(S)=x3x,x) v, =3, v, =1, v;=0
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_ _ 2
P, =8}t sy sl =il = (X, +, 4%, (KXs XXy X,%,)=

= (x?x2 FXC0K, + X, X5 4+ X, X3+ XX, + x2x§)+
+ 2(x,2x§ + X232 + x§x§)+ 5(X,2X2X3 + X, X5 X5 + x,x2x§)
S, =S-P, =2(x?x2 +x2x% + x2x2 )= 5(x2x, X, + X, X2X; + x,x2x§)
H(S,) = -2x2x2 = -2x2x2x} v, =2,v,=2,v; =0
P, =-28) sy s =282 = -2(X,X, + X,X, +X,X,) =
= —2(xfx§ +x2x2 +x2x2 )— 4(xfx2x3 +X,X5X5 + x,xzxg)
S,=8,-P,=S-P,-P, = —(xfx2x3 + X, X2X, + x,x2x§)
HS,)= X%, v,=2,v,=1v, =1
P, = -'SY"V’SZ"V’S?’ =-8§;8; = “(Xl +X; + X3 XX1X2X3)=
= -(xfx2x3 +XX2x, + x,x2x§)
S,=8,-P,=S-P,—P,-P, =0
Daher
S=P,+P +P, =s]s,-2s) -ss,

Weitere Sétze iiber Polynome
Der Fundamentalsatz iiber irreduzible Polynome (Seite 8) lautete:

Es sei f{x) ein irreduzibles und g(x) ein beliebiges Polynom iiber K. Haben f{(x)
und g(x) in einem Erweiterungkérper E von K eine gemeinsame Nullstelle A, so

ist f{x) eine Teiler von g(x)

Da f{x) Teiler von g(x) ist, folgt das Korollar
Die Nullstellen von f{x) in E sind auch Nullstellen von g(x)

Ferner gilt

Die Nullstellen eines iiber K irreduziblen Polynoms in einem Erweiterungskorper
E konnen nur einfach sein

BW indirekt: Sei A eine mehrfache Nullstelle in einem Erweiterungskérper E von K:
F(x)=(x-1) £,(x) k>1 diestellt keine Zerlegung iiber K dar, da A ¢ K ist

S0 =klx =) £,(x)+ (x~ 1) £, (x)
Dak > 1 ist, ist A auch Nullstelle von f{x)’. Da f{x)’ aber ein Polynom iiber K ist,

besitzt es mit f{X) (Seite 7) einen ggT iiber K, der nicht konstant ist. Daher kann f{x)

nicht irreduzibel tiber K sein. Widerspruch!

Wenn ein irreduzibles Polynom g(y) tiber K nach Adjunktion einer Nullstelle £
des tiber K irreduziblen Polynoms f{x) iiber K[£] reduzibel wird

g(y) = h(y.£).h(y.5) M
dann gilt dies fiir alle Nullstellen von f{x)

BW: Wir stellen beide Seiten von (1) explizit dar
g(y) =y" + bpqy™’ +1~- +by +...+by+bo=
=y" + Pma©)Y" + ... + GiEY + ... + P1(E)y + @o(E)
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Der ,,casus irreducibilis*

Daraus ergibt sich durch Koeffizientenvergleich @i(§) = b;, d.h. das Polynom
@i(€) - bi = 0 hat eine Nullstelle mit dem irreduziblen Polynom f{x) gemeinsam, daher
nach dem Korollar zum Fundamentalsatz alle Nullstellen.

Der Zerfdllungssatz von KRONECKER

Seien f(x) und g(y) normierte irreduzible Polynome iiber K, welche in einem geeigneten
Erweiterungkorper E die Nullstellen

X11 seey Xn, Y1, sery ym
haben. Es sei n =grd f, m = grd g. Ferner sei 1) eine bestimmte Nullstelle von g(y), die zu K

adjungiert werde. Wir nehmen an, daB3 f{x) im Korper K[n] reduzibel sei:
fX) = o(x,n).p1(x,n)
Dabei sei ¢(x,n) jener iber K[n] irreduzible Faktor, fiir den fur eine bestimmte Nullstelle
€ € K[n] von f{x) gilt
P(En)=0
Ist k = grd @, so folgt k < n. Die Gleichheit gilt k = n nur dann wenn f{x) iber K[n] irreduzi-
bel ist.
Wird f(x) durch die Adjunktion der speziellen Nullstelle n von g(y) zu K reduzibel, dann auch
bei Adjunktion einer beliebigen Nullstelle y; von g(y). Es gilt also
fX) = p(x,n).¢1(x,n) fur alle n = y1, ... ,Ym
Multiplizieren wir alle diese Ausdriicke fir y1, ... ,Ym, so erhélt man
X" = O(x).D1(x) (*)
mit
(D:H(V(x’yj) @, :I-ll(pl(x’Yj)
= E
®(x) und P(x) sind Polynome, deren Koeffizienten in den Nullstellen y; von g(y) symme-
trisch sind, die daher Elemente von K sind.
Da f(x) tiber K irreduzibel ist, folgt aus (e), dal sowohl ®(x) als P1(x) gewisse Potenzen von
von f{X) sein missen, etwa
O(x) = P(X,y1). P(X,Y2)... P(X.ym) = [AX)"

Wegen grd ¢ = k gilt
mk = nNu

Wegen k < n folgt %:—%slzusm

Adjungieren wir umgekehrt eine Nullstelle € von f{x) zu K und zerlegen g(y) iiber K[E]

g(y) = (y,8)-y1(y.€)
Wieder sei y(y,E) jener tiber K[£] irreduzible Faktor, der fiir eine bestimmte Nullstelle i von
g(y) verschwindet:

w(n,g) =0
Es sei | = grd w = | < m. Wieder gilt | = m nur dann, wenn g(y) uiber irreduzibel ist. Wird
g(y) bei Adjunktion von § zu K iiber K[] reduzibel, dann auch bei der Adjunktion einer be-
liebigen Nullstelle x; von f{x). Es gilt also
gy) =wy,E)lyi(y.§) furalleE=x, ... X
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Multiplikation aller dieser Ausdriicke ergibt
(g1 = F(y)-Yo(y)

mit
‘P(y):]iilw(y,xl)

Auch hier treten die Nullstellen von f{x) symmetrisch auf, sodaf3 ¥(y) ein Polynom iiber K
ist. Aus der Irreduzibilitat von g(y) folgt wie oben

¥ly) = I
und wegen grd y = | folgt nl = mv und wegen | < m folgt

Y
—=—<l=>vEn
m n

Wir betrachten nun die Polynome ¢(€,y) und yxy,§). Hier ist y(y,£) uber K[E] irreduzibel,
wihrend wir Uber ¢(£,y) keine Aussage machen konnen.
Da ¢(y) und y(y,£) die gemeinsame Nullstelle n haben

eEM =0, y(ng)=0

sind wegen des Korollars (Seite 60) alle | Nullstellen von y(y,E) auch Nullstellen von ¢. Es
gilt also

e(€,nr) =0, r=1, ...l

Aufler diesen | mit y gemeinsamen Nullstellen 1y, ... , ny kann ¢(£,y) auch noch andere Null-
stellen i haben. Wir zeigen, daB3 es insgesamt p solcher Werte 1 gibt. Es war

) = @(X,¥y)... (X,Ym)
Nun ist, wegen f{§) = 0, der Wert £ eine p-fache Nullstelle der linken Seite. Wegen der Irre-
duzibilitat von @(X,yi) kann § nur eine einfache Nullstelle jedes Faktors der rechten Seite sein.
Setzt man also X = £, so miissen genau p Faktoren der rechten Seite verschwinden. Es gibt
also insgesamt u Werte 1, fur die @(§,n) verschwindet. Daher ist

M o<l (1)
Analog ergibt sich

v<k 2)
Es gilt aber
mk=nu A vk > mv< nu =n <nu=1 <p

&)

ni=mv A pu<l = nu<my >mk<mv=Kk<y

Zusammen mit (1) und (2) ergibt das
| =pund k=vund mk = nl

Zerfillungssatz von KRONECKER: Es seien fix) (grdf = n)und g(y) (grdg=m)
irreduzible normierte Polynome tiber dem Korper K.. In einem geeignet gewahlten
Erweiterungskorper E von K seien

X1, ... ,Xn die Nullstellen von f{x)

Y1, .-- ,¥m die Nullstellen von g(y)
€, 1 sei ein beliebig ausgewihltes Paar dieser Nullstellen. Ferner sei (X, n) (grd ¢=

k) jener irreduzible Faktor von f{X) tiber K[n)], der fiir x = £ verschwindet und y(y, &)
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(grd @ =) jener irreduzible Faktor von g(y) uber K[}, der fiir y = n verschwindet.
Dann ist

POXY1) . P(XYm) = [AX)

WY X1) ... WY X) = [g(y)]
und es gilt

mk = nl
Auch der folgende Satz stammt von KRONECKER

Ist das Binom

xP-a, aeK, pPrimzahl
iiber dem Korper K reduzibel, so hat es eine Nullstelle, welche dem Korper K angehort

BW: Es sei
XP-a=(Co+ X+ ... + CaxX + X¥)(do + dix + ... +dix ! + )
kK+l=p=k<p (k gerade)
reduzibel iiber K und w sei jene Nullstelle WP = a, fiir welche gilt
Cot+ W+ ... + WK +wf=0 (o)
Fir alle Nulistellen wy, ... Wy, welche () erfiillen, gilt
Co = Wiw2..W mit wP =a

Bildet man daher

k
ch=wP..wl=a"=c =af ek
Das konstante Glied Co ist daher die k-te Potenz einer Nullstelle von x° - a. Nun ist aber
k < p, daher sind K und p teilerfremd und es gibt Elemente r,s € K, sodaf gilt (Seite 6 )
rk+sp=1 :;>L.k =l—s
p P

also

KNk (1) 1
cl={a’| =a® =a’f '=afa*=a’=cya’ek

Es gibt also eine Nulistelle w = a® , welche K angehort.
Kubische Gleichungen mit drei reellen Nulistelien
Das tiber seinem Koeffizientenkorper Ko =Q[a,b] irreduzible Polynom 3.Grades

x* + 3ax + 2b abeR
habe die Nullstellen x4, X2, X3 mit den elementarsymmetrischen Funktionen

X, +X,+X;,=0
X, X, + X, X, +X,X, =3a

X, X,X; =-2b
Allgemein gilt nach CARDANO (Seite 54)
X, =U+V
X, =gU+ev
X, = el +ev
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W =-b+yb2+a’, Vvi=-b-+b’+a’
- —1+13
£ =

2
g+e=-lLe+l=—¢

b

- .
ce=1=¢’ =g’ >l =g=~
£

g’ +e+1=0

Wir setzen

A =-(b*+ 2%
Ist

A>0=a’+b*<0=> WP =-b+iVA, VP=-b-1VA

so sind U und v konjugiert komplexe GroBen. Daher sind alle drei Nulisteilen reell. Alierdings
kommen die reellen Nullstellen dadurch zustande, daf3 zunichst komplexe Wurzelausdriicke
auftreten. Es erhebt sich die Frage, ob, von einer reellen Angabe ausgehend, das reelle Resul-

tat nur tiber einen komplexen Umweg zu erreichen ist, oder ob die drei reellen Nullstellen
einer Gleichung dritten Grades sich nicht durch reelle Wurzelausdriicke darstellen lassen.

Wir nehmen zunéchst an, daB A > 0 und daher x4, X2, X3 reell sind. Wir berechnen

(X1 'szxz ——X3)(X3—X,,)=

[u +v)- (su + 82V)1—1[(8u + s2v)— (82U + av)l[(ezu + ev)— U+ v) =
(1-g+ gl-—_fi)v Jel—eu—e(l- s)\/}{— @_ﬁ)i (e |=
(1+e)(t-e)= -£2(1-¢) i

wsz(ks)
= g(l-g) [u - SZV}[U - VH— g'u+ V}:

2,2, _4

:—8(1—8)3(u—v){—s u*+¢ uv+uv~ezvz} =
)

—g=

=—(l-¢)f(u-v). —s"“’(u2 +V2)+Q_t_i)“} -

:@Vi(l—z-:)s(u—v)[u2 +uv+v2]: (-e)lu’-v?)

1

Nun ist

(1-g) =1-3c+3¢ —Ei:S(sz -—8)23!‘5—-8’

H

e—e)=of1-143)-(1+143)|= - 1B

2

Wegen
u® v’=21VA
ergibt sich
(¢, =%, M, =X XX; =%, )= 3.(— i.\/i)zi.f& =6.3A
Daraus
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634

(xz - X3XX3 - xl)
Nun ist
2
(xz —X; sz - X,)z X3 XX, + (X2X3 + X1X3)
Wegen
XX, +X,X; +X,X; =322 (X, X, +X,X;) =32~ XX,
2b
X, X,X; =-2b= XX, =——
X;
Damit ergibt sich
2b 2b 4b
(¢, =%, M%; =%, )==x2 + = +3a+—==3a+—-X;]
X3 X3 X3
Mit (e) folgt daraus
6.4/3A
Xl —'XZ ='———'_4—b_"’°“—
3a+ — —X]
3
X3
X, +X, ==X,

Hat eine iiber ihrem Koeffizientenkorper K, irreduzible kubische Gleichung drei reelle
Nullstellen , so 14Bt sich jede Nullstelle durch jede andere im Korper K (\/3A) ratio-
nal darstellen

Ein Satz von HOLDER

Es handelt sich also darum, wenigstens eine Nullstelle eines iiber dem Koeffizientenkrper irreduzi-
blen Polynoms 3.Grades nur mit Hilfe reeller Wurzelausdriicke zu finden.

Wir adjungieren dem Kérper K, eine reelle Wurzel eines seiner Elemente mit beliebigem Primzahi-
exponenten. Ist das Polynom in diesem Erweiterungskorper nicht reduzibel, so adjungieren wir wie-
derum eine beliebige reelle Wurzel des Erweiterungkorpers. Sei K < R der letzte Korper, iiber dem
die Gleichung irreduzibel ist. Eine geeignet gewiéhlte Wurzel aus einem Element von K ma-
che aber die Gleichung reduzibel.

Es sei also das Polynom 3.Grades iiber K irreduzibel, werde aber reduzibel, wenn wir eine
geeignete Wurzel eines Elementes aus K adjungieren.

Dann lidge der Fall vor, daB iiber dem Korper K irreduzibles Polynom 3.Grades, bei dem jede
Nullstelle reell und in jeder anderen rational ist, bei Adjunktion einer reellen Wurzel eines
Elementes aus K reduzibel wiirde.

DaB dies nicht méglich ist, lehrt ein Satz von HOLDER:

Ein in einem Korper K irreduzibles Polynom n-ten Grades mit einer reellen Null-
stelle von der Eigenschaft, da jede Nullstelle durch jede andere rational darstell-
bar ist, kann nicht durch Adjunktion einer reellen Wurzel mit Primzahl-
exponenten reduzibel werden, es set denn, die adjungierte Wurzel ist eine Qua-
dratwurzel; in diesem Falle muf} aber n eine gerade Zahl sein.

BW: Es sei f{x) das gegebene Polynom n-ten Grades mit einer reellen Nullstelle £, mit deren Hilfe
man alle anderen Nullstellen in rationaler Weise darstellen kann.

Die zu adjungierende Wurzel sei Nullstelle des Polynoms
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gly) =y’ -a, a e K, p Primzahl
g(y) ist gleichfalls iiber K irreduzibel. Wire némlich g(y) iiber K reduzibel, so gébe es
nach KRONECKER eine Nullstelle n € K, und das miifite gerade die reelle p-te Wurzel
aus a sein. Durch %/a e K kann aber f{x) nicht reduziert werden, da es nach Vorausset-
zung iiber K irreduzibel ist.

Wenden wir nun den Zerfiillungssatz von KRONECKER auf die beiden iiber K1 irredu-
ziblen Polynome an:

J(xX) = Nullstelle §
g(y) = Nullstelle 1
Es sei f{x) reduzibel tiber K[n]
SX) = @(x,n).@1(x,n) mit p(E.n)=0,grd ¢ =k

(X, n) irreduzibel iiber K[n]
und g(y) reduzibel iiber K[E]
g(y) = w(y.8).ya(y.€) mit y(n,§)=0grdy =1
w(y,E) irreduzibel iiber K[£]
Dann gilt ( hier ist grd g = m = p Primzahl)
pk=nl
Wenn k < n ist (d.h. wenn f{x) iiber K[n] reduzibel ist), so gilt
K = ! <l=>I<p
n p
Dabher 148t sich wegen k < nund | < p der Bruch
n_k
p 1

kiirzen. Da aber p eine Primzahl ist, muB} p ein Teiler von n sein. Daraus entnehmen wir
zunéchst, daB ein Polynom 3.Grades (n = 3) durch Adjunktion einer Quadratwurzel
nicht reduzibel ist, da 3 durch 2 nicht teilbar ist.

Wir nehmen nun wieder an, daB jede Nullstelle des Polynoms n-ten Grades reell und
durch jede andere rational darstellbar sei. Ferner sei f{x) bei Adjunktion von 1) tiber

K[n] und g(y) bei Adjunktion von § iiber K[£] reduzibel. Dann ist k < nund | < p.
Unter den getroffenen Annahmen zerfiillt g(y) in irreduzible Faktoren desselben Grades

Es seien nimlich X, ... , Xn die reellen, untereinander rational abhingigen Nullstellen
von f{x). Wir wihlen eine dieser Nullstellen beliebig aus

& =x1

Dann ist nach Voraussetzung

8(y) =w(y.8)-wa(y.€),  w(y.E) irreduzibel iiber K[€]
Daraus folgt aber, daB3 y(y,x;) fiir alle Nullstellen £ = Xy, ... , X, irreduzibel ist. Da nim-
lich die X; rational zusammenhiingen, gilt K[€] = K [xi] fiir beliebiges i. Ist aber w(y,E)
iber K[£] irreduzibel, so bleibt es irreduzibel, wenn man £ durch ein anderes Element

desselben Korpers ersetzt.
Zwei irreduzible Polynome y(y,x;) und y(y,X;) stimmen iiberein oder sind teilerfremd.
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Als irreduzibles Polynom iiber K[£] hat yw(y,X;) keine mehrfachen Nullstellen (sonst wi-
re es reduzibel).
Jede Nulistelle der linken Seite von
2) = w(y.x1)... w(y.Xn)
ist auch Nullstelle eines Faktors der rechten Seite. Da ber jedes y(y,X;) nur einfache
Nullstellen hat, ist g(y) das Produkt einer Teilmenge der Faktoren w(y,X1), ..., w(¥,Xn),
zerfillt also in lauter Faktoren gleichen Grades | =grd , ist demnach irgend ein Vielfa-
ches a von |
grdg=p=al
Da p eine Primzahl ist, muBl | = grd g = 1 sein. g(y) zerfillt daher in lauter Linearfakto-
ren.
Da nach Voraussetzung die Nullstellen x4, ... , X, alle reell sind, muB das tiber K[£] re-
duzible Polynom g(y) lauter reelle Nullstellen haben. Daher muf3
gly)=y"-a
lauter reelle Nullstellen aufweisen. Das ist abe nur bei p = 2 der Fall. Da, wie gezeigt, p

und n einen gemeinsamen Teiler haben miissen, kann n keine ungerade Zahl (z.B n = 3)
sein
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Reduktion der aligemeinen Gleichung vierten Grades
Sind 24, Z, Z3, 24 die Nullstellen des Polynoms vierten Grades
+al+ataz+as=0 aeR
so gilt . s , ‘ ‘ ‘ ‘
Ztaiz’+az‘raz+ras=(2-2z1) (2-22) (2-23) (Z - 24)

Dabher ist

a1 = -(21 + 22 + 23 +24)

A = (Z1Zo¥ 2123 + 2424 + 2223 + 2324 + Z324)

a3 = ~(Z12223 + 212224 + 212324 + Z22324)

s = (21222324)
Fithrt man durch die Substitution

Z=X+S8

die neue Unbestimmte X ein, so gilt

Z1+Zo+Z3+Z4 = Xq + Xo + X3 + X4 + 48 = -ay
Fordert man, daB X1 + X2 + X3 + X4 = 0 sei, so mul3
a
s=——+
4

sein und man erhalt die reduzierte Gleichung

x* +ax? +bx+c =0

X, +X, +X;+X, =0

X, X, + X, X3 + X, X, +Xp X5 + X, X +X3X, =8
X, X, X5 + X, X, X, + X, X3 X, + X, X3X, = b

X, X,X;X, =C

Bestimmung der Nulistellen der reduzierten Gleichung nach DESCARTES!

Wir versuchen, die reduzierte biquadratische Gleichung in zwei quadratische Faktoren zu
zerlegen

x* +ax> +bx+c = (x? —px+qu2 +px+r)=x* +(q~-p2 +r ) +plg-rx+qr

1. Sonderfall p =0. Der Ansatz reduziert sich auf x*+(q+ r)x2 + gr = 0. Die Gleichung
nimmt mit y := X° die Gestalt y* + (q + )y + qr = O (quadratische Resolvente) an und
kann daher duch Quadratwurzelschachtelungen gelost werden.

2. Allgemeiner Fall p = 0. Dann ergibt der Koeffizientenvergleich
q+r-p’ =a

plg-r)=b

ar=c ()

' René DESCARTES (Géométrie 1637) 1601-1663
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q+r=a+p’
b +-
q-r==
P
laot)
2q~(a+p )+p ]
;)b
or =(a+p?) 5

2 () 2
4qr:(a+p2)“ —92—:40:>p“ +2ap® +a’ -E~—:4c
p

2

Daraus
p° +2ap* +(32 —4c)>2 -b*=0
Die Substitution
y :=p
ergibt die kubische Resolvente von DESCARTES

y® +2ay’ +(a2 —-4c)y -b*=0
P=vY
=—{a+p’ )+ —
a=5 P
r=—@a+p’)-—
Sep)-
Diskussion der Losung nach DESCARTES
X -px+q=0=x, X X1 +X2=p
X?+px+q=0= X3 Xs Xg+Xg4=-p
Die Gleichung fiir p ist vom 6.Grad, da sich die Summe je zweier Nullstellen auf 6 Arten bil-
den 1aBt:
(%, +X,
xl + X3 . . . . .
< +x Da je zwei der 6 Moglichkei ten entgegengesetztes Vorzeichen
tp =+ xl *  haben, 14Bt sich der Grad auf drei reduzieren und man erhalt
+X
* 77 die kubische Resolvente
X, +X,
X, +X,

Da in der kubischen Resolvente das konstante Glied stets negativ ist, gilt fiir deren Nullstellen

yiyays = b%>0

Dabher ist stets mindesten eine Nullstelle der Resolvente positiv und daher gibt es mindestens

einen p-Wert, der reell und positiv ist p := \/; . Dann gilt
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x* —pX+(%(a+p2)+§-—):O::>XI,X2

P
. 1 b))
X +px+(5(a+p )—55}_0:>x3,x4
- S WA T LT Y -5
%2 =553 a+p) 2p“2i\] » 2 2)
x“:_eith_l@ P
AT 27y 2p 20 2

Es geniigt also die Kenntnis der positiven Nullstelle der Resolvente

Fallunterscheidungen
Untersuchung der Vorzeichen der Radikanden ergibt

2 2
—E——}— a+p— >O:>—E>a+—e—— b
2p 2 2 p —
1 2 2 = pl 2
2 larP s 0> +2sa+P getrennte reelle Nullstellen
2p 2 2 p 2
Dlea®
P 2
2 Paare konjugiert komplexer Nullstellen
2 2 )
-E>a+E—~ und E<a+p——
P 2 P
oder + 2reelle und 2 konjugiert komplexe Nullstellen
2 2
-—E<a+P—~ und ?—<a+—e—-
p Y 2

Ferner entnimmt man

Hat die Resolvente eine rationale Nullstelle, so lassen sich die Nullstellen
der biquadratischen Gleichung duch Quadratwurzelausdriicke darstellen

Es gilt aber auch die Umkehrung

Ist die biquadratische Gleichung durch Quadratwurzelschachtelungen losbar, so
hat die kubische Resolvente eine rationale Nullstelle

Ist die vorliegende Gleichung biquadratisch, so konnen ihre Nullstellen hochstens zwei unab-
hiangige Quadratwurzeln enthalten (m = 2) und hochstens zwei Quadratwurzeln Gibereinander-

geschachtelt sein (u = 2). Es gibt demnach folgende Moglichkeiten fiir das Aussehen der
Nullstellen
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1.Fall:

X, :oc+B.\/E+y.\/E+8.\/E.\/—— (oc+B

X, = 0~ Puyfp + Y0 ~8fp /o = 00 - B\/awz;(y 5
Xs =0+ Buyfp — /0 ~Bfp v/ = o +B.

X, = o~ Pufp —7:V0 +8./p Vo = (.

(x—x, x-x5) [x~(A+B\/c;)“x—(A—B\/~)]:x —2Ax+(A% —oB?)
(x~x2)(x—x3):[x—(C+D«/g)Hx—(C_~D\/—)] x? -2Cx+(C ch)
Daraus
Fx)= (x=x, Xx =, Xx = x;, Xx = x, ) = [x* - 2Ax + (A” —csBz)]B(z ~2Cx+(C? —csDz)]

= x*~2(A+C)¢ + [(A+C) +2AC - o8 +D* ) - 2[AC(A + C)- o(AD* +BC)K

+ (A2 ~GBZXCZ —GDZ)

Fiihrt man hierin vermoge (o) die GroBen a,B,y,8,p,0 € Q ein, so ergibt sich die Darstellung
f(x)=x* —dox’ + 2(30c2 —B*p-8°po — yzcs}x2 - 4[0(3 -a(ﬁzp +8°po + Y26)+ ZBYSPO‘}( +

(OL2 - 720)2 +p° (B2 - 620)2 —2p{ap - y80) - 2polas —By)
Mit Hilfe der Substitution

It

X=zZ+a

erhélt man die reduzierte Gleichung

24\— Z[sz + c(éizr + gzllzi~ 8Bvdpo.z + [(sz -8°po - ych - 462p02yJ

a b c

Dabher lautet die kubische Resolvente
y’ +2ay” +(a’ —4cly —b* =
y’ — 4[{32;) + o(ﬁzp +y° )Ll’ + 16pc[B2 (ézp +y° )+ yzszo}y -16B°y*8°p’c”
Man erkennt, daB es drei rationale Nullstellen der Resolvente gibt, namlich
y, =48°p, v, =48%pc, v, =478

2.Fall:

X, :a+B\/5+m
X, :oc—ﬁ\/Eer
X, =0€+B\/5—\/Y—:5—\/§
x, =0~ Byp ~fy -84

Daraus

(x = x, Xx —x,)= x> “2(OL+B\/E)><+[(OL+B\/E)2 —(y+6\/5)}
(x=x, (x=x,)=x* *Z(OL—'B«V/{;>(+[(OL-—B\/:(;)2 ~(y—6N/§)1

Also
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S0 = 0=, Jox =, o =%, x =%, ) =
= {x2 - 2(oc +B\/E)x +[(a er\/g)2 - (y+8\f;;)}{x2 - 2(oc —B\/E)x +[(oz —B\/E)2 —(7—6\/5)}}
=x* —4ax® + 2[2(12 + (az -B*p— y)}x2 ~ 4{(1({12 -B*p— y)-x— Bﬁplx
+ [(oc2 B -v) +4Bp(asd - By)- sz]: 0
Die Substitution Z := X - ergibt die reduzierte Gleichung
z' - Z(sz + ’y')Zz — 4B8p.z + kﬁzp - "y')2 - sz}: 0
deren Resolvente lautet

y? - 4(B7‘p +vjy2 + 49(4Bzv +62)y ~16p%5%p = 0

S AN 7

Man erkennt sofort, da8 y = 4B°p eine rationale Nullstelle der Resolvente ist. Die beiden rest-
lichen Nullstellen (y = 2y + 2+/y*> —8°p ) sind i.a nicht rational.

Methode von FERRARI!

FERRARI zerlegt die gegebene biquadratische Gleichung zunachst in die Differenz zweier
Quadrate

x* + ax? + bx +c = (x* +q)? ~(rx +s)* (1)

Sobald dies gelungen ist, kann man die biquadratische Gleichung in das Produkt zweier qua-
dratischen Ausdriicke zerlegen

[(® + Q) + (X + $)1.[(X° + ) - (X +5)]
Aus dem Ansatz (1) folgt
(X% + q)% - (x* + ax® + bx +c) = (rx +s)? (2)
Wir haben also die linke Seite zu einem Quadrat zumachen
4 2.2 4 = 2
x* +2gx® +g? - x* - ax® - bx -c = (29 - a)x® -bx +q®-c) (3)

Wegen
(ux £ v)? = L2021 2uv.x V2 & (2uv)? = 4.U2 V2
mul} gelten
b? = 4.(2g-a) (9° - ¢) = 8q°-4aq?® - 8cq + 4ac
Setzen wir
-y
g 2

so erhalten wir die Resolvente von FERRARI
b -ay2 - 4cy +4ac -b° = O}

als Bedingung dafiir, daf3 (2) bzw; (3) zu einem Quadrat wird. Mit einer beliebigen Nullstelle
der Resolvente gilt dann

R A M= | M 20|

Dabher gilt wegen (2)

! Ludovico FERRARI (1522-1565) 1545
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5 2
(xz+q)2—(x“‘+ax2+bx+c):(xz+%) -(X4+6X2+bX+C)=(Y-a{X“ > ]
Daher

(x“+ax2 +bx+c):(x2 +_§j2 —f)i—a{x_i(;lz——ész _
(oot et

Methode von EULER!
Zur Losung der reduzierten biquadratischen Gleichung
xX*+ax*+bx+c=0

verallgemeinert EULER die Methode von HUDDE zur Herleitung der CARD ANischen For-
meln durch den Ansatz
2X = utv+w
4x2 = (U? + V2 + WP) + 2(uv + uw + vw)
16x* = (U2 +v2 + W) + 4(U% +v2 + WA) (Uv + uw + vw) +

+ 4(UNV? + UPWPH VAWA) + Buvw(u+v+w)
Daraus folgt
16(x* + ax? + bx + ¢) =

= [(U? +v2 + WA)? + 4(UAV? + UAWA+ vAWA) + da(u? + v + wh)+16¢] +

+H4(uv + uw + vw)(UZ + V2 + WP + 2a)] + [8(u+v+w){Uvw + )]

Um diesen Ausdruck zum Verschwinden zu bringen, setzen wir zunachst
W+ +w+2a=0 o> U +v?+w=-2a (1)
uvw+b =0 = Uuw=-Db (2)
Dann bleibt nur noch die Erfullung der Bedingung
(U +V2 + W22 + 4(UuPV? + UAW?+ VW) + da(u® + vV + wA)+16c = 0
Mit (1) wird daraus
42° + 4(UAV? + UWA+ vPW?) + 4a(-2a) + 16¢c = 0
daher
uv? + uAw?+ vAw? = @ -4c (3)
Setzen wir

(]

yr= W y2 =V ya = W
so stellen die Ausdriicke (1), (2) und (3) nach VIETA
y1+y2+ys=-2a
Y1y2 + Y1ys + ysy2 = @2 - 4¢
y1y2ys = b?
die Koeffizienten der Gleichung mit den Nullstellen y1, y2, y3 dar. Es ergibt sich die Resol-
vente von FULER

I?T' +2ay” +(a° - 4c) -b® = of

! Leonhard EULER (1707-1783) 1738
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Sie ist identisch mit der Resolventevon DESCARTES. Die Resolvente von FERRARI ergibt
sich daraus durch die Substituiony -y - a

y sei eine Nullstelle der Resolvente. Dann gilt

2x:u+v+w:\/—ﬁ+J§5+\/;;

Fur die Quadratwurzeln gibt es folgende Vorzeichenkombinationen

+++ —++
+4 - —+-
+—+ - =+
b R

Nach (2) spielt das Vorzeichen nur bei

UVW = \[¥,Y, Y5 = -b

eine Rolle. Wir haben daher die Vorzeichen so zu wihlen, daf} gilt

WY1 Ys Y =-b

Zwei Vorzeichen konnen also beliebig gewahit werden, das dritte ist dann bestimmt. Die
zweite mogliche Vorzeichenwahl ergéibe dann eine Losung der Gleichung

x*+ax’-bx+c=0

Diskussion
Wegen y1yzy3 = b2 >0 gibt es folgende Fille zu unterscheiden

1. Fall: y1, Y2, y3 positiv, daher [y, ,+/Y,,+fy; reell

Daher gilt
b positiv (Schema 1) b negativ (Schema 2)
2 = Y, +4Y, +4Ys 2= ¥, =Y, =y
2x, = \/I_\/F;;_’_ Y, ) ?-Xz‘;—\/r&?ﬂ/?;—\/)_/:

2X, ==y, +¥s + Y5 2% ==Y, s +¥s
2X4:“\/3Z“\/E“\/y—3 24X4:" yl"\/[y_z—f\/g

Alle vier Nullstellen x; sind reell

2.Fall: y1 > 0; y2, Yy3<0; Y2 # Y3 Daher \/E =1z, \/S/: =1.z,, rein imaginir —

Alle vier Nullstellen sind komplex. Ist b positiv, so gilt das 2.Schema von Fall 1, ist b
negativ gilt das 1.Schema von Fall 1.
Ist y2 = y3, so treten eine doppelt zdhlende reelle, sowie zwei konjugiert komplexe

Nulistellen auf. Ist b positiv, so gilt das 2.Schema von Fall 1, ist b negativ gilt das
1.Schema von Fall 1.

3.Fall: y1 >0, y2, y3 konjugiert komplex

Dann sind auch die Wurzeln |y, =A+1.u, /¥, =i —1.n konjugiert komplex. Zwei

der vier Nullstellen sind reell, zwei konjugiert komplex. Ist b positiv, so gilt das
1.Schema von Fall 1, ist b negativ gilt das 2.Schema von Fall 1.
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Gemeinsame Behandlung der verschiedenen Methoden zur Lésung
von biquadratischen Gleichungen

Allen Auflosungsmethoden der Gleichungen 4. Grades liegt das Prinzip zu Grunde, Funktio-
nen der Nulistellen zu bilden, welche bei beliebiger Vertauschung der Nullstellen nur drei
Werte annehmen, ndmlich die Nullstellen y1, Y2, y3 der kubischen Resolvente. Es gibt folgen-
de Moglichkeiten

X1X2 + X3 X4
(X1 + X2)(X3 + X4)
(X1X2 - X3 X4)2
(X1 +Xo - X3 -X4)2
Wir betrachten als Beispiel nur den ersten Fall (LAGRANGE 1770 und WILSON 1792)
Y1 = X1 X2 + X3 X4
Y2 = X1 X3 + X2 X4
Y3 = X1 X4+ X2 X3
Wir bilden die elementarsymmetrischen Funktionen o; der Nullstellen y; der kubischen Resol-
vente (siehe Seite 59) mit Hilfe der elementarsymmetrischen Funktionen s; der X;
O1=Y1tVo+t¥3a=Xi Xot X3 Xq+ X1 X3+ Xz Xqt =82
02 = Y1y2 ¥ Yiys t Yoys =
=(x12x2x3 XXX, + X, XEX, + x2x3xj)+ V.Y +Y.Ys = S(xfx2x3xﬁ)

H(xfx2x3x3)..Po = 8183 = (X1 + X2 + X3 + X4)(X1X2X3 + X1X2X4 + X1X3Xq + X2X3X4) = ... =

= S(xfx2x3xﬂ) +4s,

Daher

S(xfxzxsxﬂ): s,s, —4s,

Also

02 = V1Yo *+ V1V3 + YoV3 = $183 - 484

03 = Y1Y2Ya = (X1 X2 + X3 Xa)( X1 X3 + X2 Xa)( X1 X4 + X2 X3) =...= S(xfx2x3x4)+ S(xfxgxgxﬁ)
H(xfx2x3x4).PO =s2s, ={X, + X, + X, ) (X, X, X ;X )= ... = S(xfx2x3x4)+ 28,8,

3 &2
S(x1x2x3x4)_ 8] —2s,8,

2_ —

HOCK2X3XS LR, = 82 = (X, X, X5 +X,X,X, +X,X,X, +X,X,X, )
/ bl
= S[x{x§x§x2)+ 28(xfx§x3x4)
H(x12x§x3x4).P0 =8,8, = (X, X, + X, X; + X, X, +X,X; + X, X, + X, X, X, X, XX, ) = S(xfx§x3x4)
Daher
S(xfx§x3x4): s,S,
mithin
S(xfx§x§x4):s§ -2s.8,
Daher
e 2ne )i 2ne)-sin s
&3 =VY,Y.Y; =\8;S, — 28,8, )+s; —28,8,)=s;8, +S; — 48,8,

Somit sind y1, Y2, Y3 Nullstellen der kubischen Resolvente
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y* —s,y> +(s;s, —4s, )y —(s7s, +s2 —4s,5,)=0

Liegt die gegebene biquadratische Gleichung in reduzierter Form vor

x*+ax’ +bx+c=0=51=0,8=2a,83=b,ss=¢C
Dann lautet die Resolvente

IV’ - ay’ - 4cy + (4ac-b?) = Q]
Es ist dies die Resolvente von FERRARI
Berechnung der Nulistellen

x*+ax?+bx+c=0
sei die reduzierte biquadratische Gleichung und
y® -ay? -4cy +(4ac bH) =0
die zugehorige kubische Resolvente, fiir deren Nullstellen gilt
Y1 = X1 X2 + X3 X4
Y2 = X1 X3 + X2 X4
Y3 = X1 Xg + X2 X3

Wir zeigen, dafl mit Hilfe einer einzigen Nullstelle y der Resolvente alle Nullstellen x; der
biquadratischen Gleichung bestimmt werden konnen.

Es sei
Y = X1 X2 + X3 X4 (D

Ferner gilt
c

(X1X2)(XaXa) = C = X X, = = Y= XX, + = (x,x,) —y(x,x,)+c=0

iz 172
Das Produkt z1 =(X1x2) ist also Nullstelle der quadratischen Gleichung
z?-yz +c=0
Wegen C =2122 = (X1X2)Z2 sind 24 = X1X2 und Zp =X3X4, sodaf gilt

z,= %[y +.4Yy° ~—4c}

Setzt man
w =3y’ —4c
so folgt
1
XX, = =[y+w] 2)
1
X3Xy = E[V - W] ®3)

Ferner gilt
(X1X2 + X3 Xa)+ (X1Xzs + X2 Xa+ Xy Xa+ XoXz) = a=> Y + (X + X)Xzt Xq) =a  (4)
(X1 +X2) + (X3 + X4) =0 = (X9 + X2) = (X3 + X4 (5)
Mit (4) und (5) ergibt sich daher
y-a=-(x+x)(Xs +Xa) = (X2 = (xa+ xa)’=y-a  (6)
Zusammen mit (2), (3) und (6) folgt
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, =t Jy-a X, +X, =F,Jy—a

(7

1 1
X, X, ==[y +w] x,x, ==[y +w]

2 ‘ 2
Hier ist noch das Vorzeichen von \/—y_—z zu bestimmen. Nun ist
X1X2X3 + X1X2 X4 + X1X3X4 + XoX3X4 = -b
Multiplikation mit 2 und Umordnung ergibt
2X1 X2(X3 + X4) + 2X3Xa(X1 + X2) = -2b
Vermoge (2), (3) erhilt man
(y +whx; +x,)+(y -w)x, +x,)=-2b =
= Y(X, +X, + X, +%, )+ WX, +x, =X, =%,)=-2b

0

Mit (7) ergibt sich
wl«‘h/y—a jFw/y—a]: 2w, y-a=-2b=>+w,y-a=2b
Daw > O ist, muB man ,/y —a dasselbe Vorzeichen wie b erteilen

sgn.y—a = sgnb

Nach entsprechender Vorzeichenwahl sind dann nach (7) X1, X2 bzw. X3, X4 Nullstellen je ei-
ner quadratischen Gleichung und es gilt

x*+ax’ +bx+c=

= [xz +X.Ay-a Jr%(yntw)Hx2 ~X.Jy-a +%(y —w)} (8)
w=,y* —4c, sgn./y—a=sgnb

Dieses Ergebnis entspricht der Zerlegung nach DESCARTES
x*+ax+bx+c=(x2+px+q)xC-px+r)
Umformung des 1.Faktors von (8) ergibt

, 1
X" +— 1+w/ —a. X+ p——
2V [ 2Jy-a)

Nun ist
w \/y2~4c \/62‘4ch—3) \/y3—ay3—4cy+4ac

Jy-a Jy-a y-a y-a

Da y eine Nullstelle der Resolvente
y> - ay? - 4cy +(4ac-b%) =0 =y’ - ay? - 4cy + 4ac = b?

ist gilt
b

W =
Jy-a y-a

Dabher erhilt der 1.Faktor die Gestalt
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, 1 w (2 1 j ( b W
X2 4=y, 44y —a) X+ —— | = | X+ =y [+ /Yy —a) X+
2Y, y { 2\/y—a} L 2y v )

Analog gilt fiir den 2. Faktor

Daher gilt

2

5 b
x*+ax® +bx+c= (x += y} (y- a)(x+-i;-—a-ﬂ

Das ist aber die Zerlegung nach FERRARL

Sind y1 =, y2, 3 die Nullstellen der Resolvente, so folgt (zunachst ohne Riicksicht auf das
Vorzeichen der Wurzeln) aus (7) und weiter zyklisch

X, +X, =+/y, -a X, +X, =y, -
X, +X3 =4¥, -8 X, X, ==Y, ~a

X, +X, =,/y,-a X, +X, =—y,—@a

Addition der 1.Kolonne ergibt

3X, + X, + X, +X, = 2%, +(X, + X, X, +X, ) =4y, —a+,ly, —a+. ]y, -a
I

Daher
2X, = 4y, —a+,)y, —a+,ly, -a

= Jy,—a-Jy,-a-.y, -a

:-\[y1 ~a+,ly,~a-.y, -a

"\/yl \/—_—“—a'*”\/g'—s—‘_a‘

Die Vorzelchen der Wurzeln sind nicht unabhingig, denn es gilt
Y —any; —anly; —a =0 +x )0, +x, 0%, +%,)=... =
= X7 (%, + X+ X5 X, )+ (XXX, XXX, +X, XX, +x2x3xi): b

g

h b

Die Vorzeichen sind also so zu wihlen, daB3 gilt

Yy -ayly, —a.ly, —a=-b
Auf diese Weise gelangt man zu Methode von EULER
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Die Gleichung vierten Grades

Zur Geschichte der algebraischen Gleichungen
Geometrische Methoden

Die rein kubischen Gleichungen wurden um 370 v.Chr. vom Erfinder der Kegelschnitte, dem Platoniker
MENAICHMOS (um 350 v.Chr.) im Zusammenhang mit dem "Delischen Problem” gel6st.

Die allgemeinen kubischen Gleichungen soll nach dem Bericht von Omar ALKHAYYAMI (1044-1123/24) der
Perser Abu Djafar gelost haben. Die Griechen beherrschten die Auflosung gewisser spezieller Gleichungen bis
zum 4.Grad auf geometrischem Wege unter Heranzichung von Kurven héherer Ordnung und unter Verwendung
auch nicht-klassischer Zeicheninstrumente.

Die allgemeinen kubischen Gleichungen soll nach dem Bericht von Omar ALKHAYYAMI (1044-1123/24) der
Perser Abu Djafar ALKHAZIN um 950 durch den Schnitt zweier Kegelschnitte gelost haben.

Unser Interesse gilt jedoch der algebraischen Auflosung der Gleichungen.

Algebraische Methoden

Das Wort Algebra stammt von dem arabischen Wort al-djebr. Die Araber gebrauchten die beiden, wahrschein-
lich aus dem Indischen stammenden, Worte aldjebr w'almokabala immer nur im Zusammenhang mit der von
dem persischen Mathematiker Beha EDDIN (1547-1622) beschriebenen Vorgangsweise: "Die Seite, welche mit
einer negativen Grofe behaftet ist, wird erginzt und etwas dieser negativen Grobe Gleiches auf der anderen Seite
addiert; das ist al-djebr. Die homogenen und gleichen Glieder werden weggestrichen und das ist almokabala.

Lineare Gleichungen

Die linearen Gleichungen wurden von den Arabern durch Anwendung der "regula falsi” gelost, die jetz nur
mehr bei Gleichungen hoheren Grades angewendet wird. Die schematische Behandlung der regula falsi wurde
auch "Methode der Waagschalen" benannt.

Als hervorragende Mathematiker der arabischen Schule sind ABRAHAM ben ESRA (1130). Ton ALBANNA
(1222), ALKALZADI(+1486) und Beha EDDIN (1547-1622) zu nennen.

Quadratische Gleichungen

Es ist nicht ganz geklirt, ob die algebraische Losung der vollstindigen quadratischen Gleichung 2.Grades eine
Leistung der Inder oder der griechisch-alexandrinischen Schule ist (DIOPHANT um 250 n.Chr). Eine den heuti-
gen Anforderungen der elementaren Algebra entsprechende Methode findet sich bei dem indischen Astronomen
BRAHMAGUPTA (um 630). Die Theorie dieser Methode wird auf den Mathematiker und Astronomen ARIA-
BATTHIY A (geb.476) zuriickgefiihrt. Das dlteste arabische Werk iiber Algebra soll um 830 von MOHAMMED
ben MUSA nach indischen Vorlagen verfaBt worden sein.

Obwohl die Inder auf dem Gebiet der Geometrie den Griechen weit unterlegen waren, iibertrafen sie doch die
letzteren auf dem Gebiet der Arithmethik und Algebra, da sie ein viel leistungsfihigeres Zahlensystem zur Ver-
fiigung hatten.

Kubische Gleichungen

Die algebraische Aufldsung der reduzierten kubischen Gleichung wurde um 1500 (wahrscheinlich durch Probie-
ren) zuerst von Scipione dal FERRO (ca.1465-1525), von 1496-1525 Professor der Mathematik in Bologna.
entdeckt. FERRO veréffentlichte seine Formel nicht, sondern teilte sie unter dem Siegel der Verschwiegenheit
einigen Freunden und Schilern mit, darunter dem Rechenmeister Antonio Maria FIOR und seinem Schwieger-
sohn Annibale della NAVE (1500?7-1577). FIOR forderte den Mathematiker Nicolo FONTANO (1500-1557),
der unter dem Namen TARTAGLIA (Stotterer) bekannt wurde, im Jahre 1535 zu einem &ffentlichen Wettstreit
in der Mathematik auf, in dessen Verlauf er TARTAGLIA 30 kubische Gleichungen zu Auflosung vorlegte.
TARTAGLIA wurde Sieger und es gelang ihm, im Laufe des Streites selbstindig die Formel des Gegners he-
rauszufinden. TARTAGLIA teilte seine Formel 1539 unter eidlicher Verschwiegenheit Geronimo CARDANO
(1501-1576) mit.

1542 stelite CARDANO bei einem Besuch, den er zusammen mit seinem Schiiler Ludovico FERRARI (1522-
1565) bei NAVE machte, fest, daBf die Losung von TARTAGLIA mit jener FERROs iibereinstimmte. Er war
daher der Meinung, dal TARTAGLIA auf unredlichem Weg in den Besitz dieser Formel gelangt sei, fiihlte sich
TARTAGLIA gegeniiber nicht mehr an sein Schweigeversprechen gebunden und veroffentlichte diese Formel in
seinem Werk ,,Ars magna™ (1545). Daher heibt diese Formel eigentlich zu Unrecht "CARDANIsche Formel".
Der empérte Einspruch TARTAGLIAs fithrte zu duferst heftigen 6ffentlichen Streitercien. an denen sich aber
CARDANO nicht beteiligte.

Biquadratische Gleichungen

Die erste Methode zur Aufldsung der allgemeinen Gleichung 4. Grades stammt von Ludovico FERRARI (1545).
Andere Methoden stammen von René DESCARTES (1596-1650), Leonhard EULER (17071783) und vielen
anderen.
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Die Gleichung vierten Grades

Zusammenfassung

Alle Methoden zur Losung der Gleichungen bis zum 4.Grad beruhen darauf, Ausdriicke aus den Nullstellen der
Gleichungen zu bilden, die bei Permutation der Nullstellen ineinander tibergehen und deren Berechnung sich auf
eine Gleichung geringeren Grades als die gegebene zuriickfithren 146t. Daher lassen sich die Nullstellen der
Gleichungen bis zum 4.Grad durch Wurzelschachtelungen darstellen.

Niels Henrik ABEL (1802-1829) und Evariste GALOIS (1811-1832) wiesen nach, daB dies fiir Gleichungen ab
dem 5.Grad nicht mehr méglich ist. Der entscheidende Satz von GALOIS lautet: "Damit eine irreduzible Glei-
chung von Primzahlgrad durch Wurzelschachtelungen 16sbar sei, ist notwendig und hinreichend, dabB sich aus
zwei beliebigen bekannten Nullstellen die restlichen rational darstellen lassen”.

Literatur

MATTHIESSEN Ludwig: Grundziige der antiken und modernen Algebra der litteralen Gleichungen. Leipzig,
Teubner, 2. Aufl. 1896, 1001 S.

HOFMANN Josef Ehrenfried: Geschichte der Mathematik. Erster Teil. Von den Anfingen bis zum Auftreten
von Fermat und Descartes. Berlin, W.de Gruyter, Berlin 1953. (Sammhing Goéschen Bd.226)

KOWALEWSKI Gerhard: Grofle Mathematiker. Eine Wanderung durch die Geschichte der Mathematik vom
Altertum bis zur Neuzeit. J.F Lehmanns Verlag, Miinchen/Berlin,2. Aufl. 1939
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Die Transzendenz von & und 1

Algebraische und transzendente Zahlen

Ein Problem ist mit Zirkel und Lineal nur dann losbar, wenn seine Behandlung auf eine alge-
braische Gleichung ganz bestimmter Bauart fijhrt. Liegt diese Bauart nicht vor, so ist das Pro-
blem auf klassischem Wege nicht l6sbar und man muf3 nichtklassische Hilfsmittel heranzie-
hen, etwa Kegelschnitte oder algebraische Kurven hoheren Grades.

A fortiori ist ein Problem mit Zirkel und Lineal nicht 16sbar, wenn es gar keine algebraischen
Kurven gibt, mit deren Verwendung man das Problem losen kénnten.

Zunichst werden wir jene reellen Zahlen ermitteln, welch iiberhaupt als Nullstellen algebrai-
scher Gleichung auftreten kénnen.

Eine reelle Zahl hei3t algebraische Zahl (Bezeichnung von KRONECKER), wenn sie Null-
stelle einer algebraischen Gleichung ist

apX" +ax™ + . +ax+a,=0
aieZ, gglay, ..., an) =1

Die Nullstellen konnen reell oder komplex sein. Uns interessieren in erster Linie die reellen
Nullstellen. Spater miissen wir aber auch komplexe Zahlen betrachten.
Ist eine Zahl nicht Nullstelle einer algebraischen Gleichung, so heiflt sie transzendent.

Zunichst erkennt man, daf3 alle ganzen und rationalen Zahlen algebraisch sind, da sie den
Gleichungen

x+a=0 ax+b=0, abeZ
geniigen. Ebenso sind alle Wurzeln aus rationalen Zahlen algebraisch:
ax"+b =0
[Die Menge der algebraischen Zahlen ist abzzihl

Beweis 1873 von Georg CANTOR (1845-1918) in der Fassung von Felix KLLEIN (1849-
1925) 1895

Wir betrachten die ganzen Zahlen

N:=n-1+lag|+|ai] +... +|an]

Einer gegebenen naturlichen Zahl N entspricht dann eine endliche Anzahl ®(N) von algebrai-

schen Gleichungen, da N nur auf endlich viele Arten als Summe von positiven ganzen Zahlen
dargestellt werden kann. Wir kénnen demnach folgende Tabelle anlegen (siehe Seite 82)

Die Ordnung erfolgt nach wachsendem N und nach wachsenden Werten der algebraischen
Zahlen unter Weglassung der bereits frither aufgetretenen Zahlen. Keine dieser Zahlen enthélt
eine unendliche Folge von Neunen, da sich 0,099... = 0,1 stets als exakte Dezimale schrei-
ben 14Bt. Da in obiger Liste jede algebraische Zahl an wohldefinierter Stelle steht, kann man
sie durchnumerieren. Die Menge der algebraischen Zahlen ist daher abzihlbar.

In jedem noch so kleinen Abschnitt der Zahlengeraden gibt es unendlich
viele Punkte, die keine algebraische Abszisse haben
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Die Transzendenz von é und 1

N:=n-1+as|+la|+.. +las ggT(ag,..,an) =1

N in|lagl | las] | [az] | |2s] ||a4 Gleichung O(N)| Nullstellen
1] 1 x =0 1 10
211210 (2x= 0) 2 |-
1 1 x+1=0 +1
211010 (x*=0)
311/ 310 (3x = 0) 4 |-2
2 |1 2x+1=0 0,5
1 2 X+2=0 +0,5
2,200 (2¥¢=0) +2
1 1 0 (C+x = 0)
1 0 1 (x+1=0)
311/ 0010 (x°=0)
4111 4]0 (4x = 0) 12 |-3
3| 1 3x+1=0 -1,61803...
2| 2 (2x+2=0) -1,41421...
11 3 x+3=0 -0,70711...
2,310} 0 (3x*=0) -0,61803...
21 1]0 2% £x = 0) -0,33333...
21011 2x%-1=0 +0,33333...
11210 X2 £2x=0 +0,61803...
T 111 X¥+x-1=0 +0,70711...
5 ; g i o 32 2=0 +1,41421 .
11110l o (2: = 20) +1,61803...
110110 O 2= 0) *3
110101 1 O £x=0)
4l 10000 [X*1=0
(x*=0)

Das gegebene Intervall sei durch die ersten n Dezimalstellen festgelegt:
n,d1d2 ds

n,dds ... (ds + 1)
Dann wihlen wir als

(st1)-te Dezimalstelle eine Zahl # 9 und ungleich der (s+1)-ten Dezimalstelle der
1.algebraischen Zahl

(s+2)-te Dezimalstelle eine Zahl # 9 und ungleich der (s+2)-ten Dezimalstelle der
2.algebraischen Zahl

Auf diese Weise konstruieren wir einen Dezimalbruch, der sicher nicht in lauter Neunen ausliuft und
sicher nicht in obiger Tabelle enthalten ist.

Es gibt daher mehr transzendente Zahlen als algebraische Zahlen, da man zur Besetzung jeder Dezi-
malstelle unter den Ziffern 0.1. ... .8 auswihlen kann, ohne daB eine algebraische Zahl entsteht.
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Der Korper der algebraischen Zahlen

Jede Nullstelle eines Polynoms mit algebraischen Koeffizienten ist auch Nullstelle
eines Polynoms mit rationalen Koeffizienten , d.h. sie ist selbst wieder eine alge-
braische Zahl

Es sei w eine Nullstelle des Polynoms

X" +ox™ +BX" + .. +y=0

dessen Koeffizienten «, B, ... , ¥, p algebraische Zahlen sind, dh. Nullstellen der Polynome

a...XT+A X+ +A, =0
B..x* +B,x" " +...+B, =0
: A B,..C,,R eQ
Y. X" +C X +..+C, =0

p.. X +R X+ +R, =0
Wir definieren nun reelle Zahlen der Form
n=0,1, ... ,n—-
a=01, .. ,a~-
b-—

r_
W WYy JEET S
i* e .

P e beed

c'=0,, ... ,c-1
r'=01, .. ,r—1

Es gibt also
m:=na.b.cr
GroBen W,. Wir behaupten

Die m Produkte

ww; (i=1,..,m)
lassen sich in der Gestalt
ww; = Kitwg + kiowa + . . . +Kim Wi
mit rationalen K; darstellen

BW: Wir setzen
WWi = Wn’+lpr’+laa'Bb' ---’Yc’

1Fall: n"<n-1—=>n"+1<n

gr<r-1=r+1<r

In diese Falle ist ww; gleich einem wy mit geeignetem K , also eine rationale Linear-

kombination der w;
WWj = Wk
pr=r-1=r+1=r
Der Definition von p entsprechend gilt
pr = —R1,pr.1 == Rf
daher
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n'+1 r-1 a'nb’ ¢
WW, =W (-Rlp - . —Rr)a B>y =
— __R1 Wn’+1pr~1aa‘Bb’ “.,Yc; - .. = Rryvn’ﬂ‘aa’ﬁb’ '"'Yi
\A\;j Wiy

d.h. wwj; ist eine rationale Linearkombination mit den rationalen Koeffizienten R;

2Fal: nn=n-1=>n+1=n
Der Definition von W entsprechend gilt

pW" = —aw"! — . —y
daher
ww, = (pw").p"oca'Bb'...yc' = (' aw"! — ... —y)p"(xa'ﬁb',,,yc’ =
=-w"p a¥ B Ly — . —p By

Wir betrachten den ersten Summanden des obigen Ausdrucks
a)gd <a-1—>a+1<a
dann ist, bei geeigneter Wahl von K, der erste Summand identisch mit einem wy, da-
her ist der erste Summand eine rationale Linearkombination der w;.
b)a=a-1> a+1=a
Entsprechend der Definition

a®=-Aa* - .. —A,
erhilt der erste Summand die Gestalt
-w"p" (- Ao - .. ~Aa)3b'...y°' =

=AW o By + o A W TP B Ly

W

i Wi

Es gilt daher
WW, =K W, + KW, + e K W (i=1,...,m)
das kann man auch in der Gestalt schreiben
k,, ~WW, + k,w, +...+ k,w, =0
KyW, 4Ky -WW, +.ccoeet kW, =0

W, o+ KW, et (K, —WW, =0

ki‘ﬂl m2 2 X imim m
Es liegt also ein aus m Gleichungen bestehendes System fii die m unbekannten GréBen w;
vor. Da nicht alle w; verschwinden, muf} die Determinante des Systems verschwinden, d.h. es

muf gelten

kn -W k12 klm '
Ky Ky =W k%'“ } =0
kml kml kmm —W$

Da die k; rational sind, geniigt w also einer Gleichung m-ten Grades mit rationalen Koeffi-
zienten .

Sind o und B algebraische Zahlen, so hat die Gleichung
Px-a =0
wie soeben bewiesen, die algebraische Zahl
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X =2 *)

B

. . . . 1
als Nullstelle. Ist jedoch w algebraisch, so sind auch die Groflen —w, o w+1, w-1 alge-
braisch. Man hat bloB in der w definierenden algebraischen Gleichung an Stelle der Variablen

x die neue Variable x = -y, -1—, y —1, y+1zu substituieren. Ist daher P algebraisch, so ist
Y

1 .
auch — algebraisch, daher wegen (*) auch

algebraisch. Da mit & auch & +1 algebraisch sind, folgt auch daf3

7

e

algebraisch sind.

[Die Menge der algebraischen Zahlen bildet daher einen Zahlkérper.
Obige Sétze und ihre Beweise stammen von Richard DEDEKIND (1831-1916) 1894
Die Transzendenz von é

Im Folgenden wird bewiesen, daB die Zahl € nicht Nullstelle eines Polynoms mit rationalen
Koeffizienten sein kann.

Der erste Beweis stammt von
Charles HERMITE 1873 (1822-1901)
Verbesserte Methoden von
Karl WEIERSTRASS 1885 (1815-1897)
David HILBERT 1893 (1862-1943)
Integralfreie Beweise stammen von
Adolf HURWITZ 1893 (1859-1919)
Paul GORDAN 1893 (1837-1912)
Der folgende Beweis geht im Wesentlichen auf GORDAN zuruck.
Die Reihe fiir
e” :1+§—+£+£—+---
vo2r 3
konvergiert fiir jedes X

(VXER)ii_n_gii_:O

—0 L’
Allgemeiner gilt
(vxe) tim X,
I
Wir zeigen
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Die Zahl

o i1 1

=1+—+—+—

o2 3!
kann keine Beziehung der Gestalt
F(é) = bnén+Cn-1én-1 +... +C1e+Cp= 0, CieZ

erfiillen, d.h. & kann nicht Nulistelle einer algebraischen Gleichung F(x) = 0
sein, d.h. é ist transzendent.

Beweis der Transzendenz von &

Uberblick iiber den Gang des Beweises
1. Wir nehmen an, es gabe eine algebraische Gleichung, fur die gilt
F(&)=Co+Ci18+Cof®+ .. +Cpi8&""+Cré"=0 CieZ

2. Wir multiplizieren F(&) = O mit einer geeignet gewahlten ganzen Zahl M = 0

MF(&) = MCo + MC18 + MC28? + ... + MCni8™'+ MCo8"=0, CieZ
3. Wir zerlegen jedes der Produkte MeX (k =0,1, ... ,n) in einen ganzzahligen My und einen

echten Dezimalbruch g < 1. Dann gilt

Mék = Mk + &k
daher weiter
MF(@&)=MCo+MC1+ ... +MCr+Cigs + ... +Cpen =0
4. Wir zeigen: Der ganzzahlige Teil
MCo +MCi+...+MChL=0

verschwindet nicht.

5. Der Rest
Cie1 + Cogr + ... + Cpep
kann beliebig klein gemacht werden

Nach Durchfiihrung dieser Schritte kann man die Unméglichkeit von 1. beweisen, da die
Summe einer nicht verschwindenden ganzen Zahl 4. und eines echten Bruches 5. nie Null
sein kann.
Hilfsmittel zur Durchfiihrung des Beweises
a) Wir fuhren folgende symbolische Schreibweise ein
h :=r! gilt nur flir den Buchstaben h!
Dann koénnen wir schreiben

ax x x* x
€ =l+—+—+—+-
h h" h

Fir ein Polynom
f (X) = z Cixi
=i
wiirde gelten

flh)= icihi =c,.1/+C,.2/4C,.3/+ ... +c .n!

i=1

Fir eine beliebige ganze Zahl k € Z ergibt sich, wenn man die aufiretenden Potenzen
formal nach dem binomischen Lehrsatz entwickelt

Flk+h)= gci(k +h) = gql R =Yqi
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worin die Qi = ¢i(cj,K) Polynome in k sind
b) Wir definieren ein Polynom

(I)(X) =xP1, [(1 - XX2 - )((g(i l—)x? . .(n _ X)]p

Hierin bedeuten.
p ... beliebige (sehr grofle) Primzahl
N ... Grad der algebraischen Gleichung, der € mutmaBlich geniigt
Esist
grd ®(X)=:N=np+p-1=p(n+1)-1
n=2m gerade => N =p(2m- 1) + 1 =2mp + (p - 1) = N gerade
n=2m-1ungerade => N=p(2m-1+ 1) -1 =2mp - 1 = N ungerade
Die Primzahl p werde so gewihlt, daf gilt
p>n>0, p>|Col
Eigenschaften der Funktion ®(x)
o) Fiir beliebiges, festgehaltenes x gilt
lim®(x)=0

p-—>

Setzt man nimlich y ;= x(1 - X)(2 - x).. (n - X) SO gilt

d)(x)

p-1

y : . y - .
Da = konstant ist und lim =0, gilt die Behauptun,
X oo (p—-—_——l)! g ptung

—1’x

B) @(h) ist eine ganze Zahl, die nicht durch p teilbar ist, daher ist
0-xDh)eZ
Zum Nachweis entwickeln wir ®(X) nach Potenzen von X

o(x)= _pz;} l)’

Man erkennt unmittelbar fiir die Randkoeflizienten
Cp-1 = (nN)?, en= (-1)’,  Cp., On ganze Zahlen

Daher
. vy y 0" N
o e R =
Setzt man o
x = h, so bedeutet X = h' = i/

Dann ergibt sich

(n) + Ny +pl-c. +--e---
(D(h)(p)(p)'(p)_p ()(P) ()pp[p ]

Der 2.Summand ist durch p teilbar. Da jedoch p > n gewihit wurde, ist (n/) , daher
auch (n/)° nicht durch p teilbar. Demnach ist auch ®(h) nicht durch p teilbar. Daraus
folgt, daB die ganze (sehr groBe) Zahl ®(h) = 0 sein muf.




Die Transzendenz von & und

Y)

®(k + h) ist eine ganze, durch p teilbare Zahl, wenn k € {1,2,...,n} ist. Es gilt néimlich
q)(k+h)___(k+h)p_1.[(1—k—h)(2—h—(l;)...lgl—h)...(n—k—h)]"
Entwicklung dieses Ausdrucks nach Potenzen von h ergibt

gh' qii/
o= 2 St

worin die gi(k) Polynome in k sind. Da i > p ist, kann man aus jedem Summanden p
herausheben, wihrend sich die Nenner (p-1)! wegkiirzen. Die gi haben natiirlich ganz-
zahlige Werte

Beweis fiir die Transzendenz von &

1.

Es gelte die Annahme
F(@)=Co+Ci&+Cp8%+ ... +Cpi&™'+C&"=0 CieZ
Wir multiplizieren F(€) mit der ganzen Zahl
M = ®(h)
Dann gilt

®(h)F(&) = ®(h)Co + O(h)C1& + D(h)C,82 + ... +d(h) Cné"=i C,.®(h).&*
k=0

Von dieser Summe untersuchen wir den Summanden

& o) = é".EN: (pc_‘f‘li) Z c&h 1)!

i=p-1 i=p-1

Aus dieser Summe untersuchen wir den Summanden
AK Li k k> K ki k™! i
éh=|1l+—+—+—+... +—++——+... |h'=

T TR TR T (i+1)
, hik hk® KKk hik' |[h'k™
=h+ + + tooo F——F |+ ...

o2 3 it | i+1y
Nun ist aber
h =ir=if-1)=i(-1)i-2)= - =il-1).3.20=i{-1).2.1/
also
h' =ih™ =if-1h"? = ... =i{-1)..3h? =if-1).2h =i
Daher

& hi =hi+ lh"‘ '('21)h‘2k2+ L k'

i k k?
k'l0
¥ [ +i+1+(i+1Xi+2)+ ]
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ék.h‘=hi+—1«'7.h"‘.k (2 1)h"z.k2+ A k'+k[0+

e
=h‘+(i1)h“.k+(i2)h“’.k2+...+Uk‘+k'[0+l':1 (|+1|;(2|+2) }—

. R 2
=(h+k)'+k'[0+ K + k +]

i+1 (i+1)i+2)
Der Vergleich der Reihe
+ k + K +
i+1 (+1)i+2)
mit der Reihe
k k2
=14+ —4—+--
v

lehrt, daB jeder Summand der oberen Reihe kleiner ist als jeder Summand der unteren
Reihe. Man kann daher setzen

k k?
0+-—+ +...=q, & 0<q, <1
i+1 (i+1)i+2) Dix <G <
daher
=(h+i) +q,8x
Es gilt also

N
& . o(h c.g™ h+k) +q, &“k'|=
R ) e ),[( Y +a,eti]
h+k) +&* > q,
- Sy 0o+ Xan gy
Fir die erste Summe gilt

Z ) (h+k) =@(h+k) ... ganze, sehr groBe Zahl
i=p-1
Aus der Eigenschaft a) von ®(x) folgt (Seite 87)

: o i g B

mzm(h +k)' = lim ®(h+k)=0

Umsomehr gilt fiir die zweite Summe wegen qix < 1

C. :
lim o ——k'=0
pm Z Qix P-1Y
Da auch & eine endliche Gro8e ist, kdnnen wir

Ak Ci i
&y 7= Zqi,k mk
durch Wahl einer entsprechend groBen Primzahl p bliebig klein machen
Daher wird der Ausdruck
C,&* o(h)=C, ®h+k)+C, ¢,
bei entsprechen groBer Wahl von p sich immer mehr der ganzen Zahl C®(k) nihern, da
Ciex beliebig klein wird.
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4.  Es gilt daher schlieBlich
F(&)o(h)=C,oh)+C,@h+1)+C,oh+2)+ ... +C,&h+n)+
+Ce +Cue, + ... +C.g,
Alle Summanden der ersten Zeile sind ganze Zahlen, die, mit Ausnahme von Co®(h),

alle durch p teilbar sind. Co®(h) ist nicht durch p teilbar, da p > Co gewahlt wurde und ®(h)
nicht durch p teilbar ist. Die erste Zeile stellt also eine ganze, nicht durch p teilbare Zahl dar,
die nicht verschwinden kann

5 Da die Summe in der zweiten Zeile beliebig klein gemacht werden kann, kann der Ausdruck

F(&)®(h) wegen ®(h) = 0 nicht verschwinden. Daher gilt F(&) = O . & ist daher trans-
zendent

Die Transzendenz von

Den ersten Beweis erbrachte Ferdinand LINDEMANN (1852-1939) 1882. Beim folgenden

Beweis ist es erforderlich, auch komplexe Nullstellen eine Polynoms zu beriicksichtigen.

Seien X4, ... ,Xn die Nullstellen einer normierten Polynoms iiber Q. Dann gilt
F0)=(x=x Jx=x,)e(x=x, )= X" +a,Xx"" +0,X"? +.cta, o, €Q

Die Groé8en

o =X, X, + et X,)
o, = (XX, +X, X5 + w +X_X,)

a, = (‘— l)nxlxz e Xp

sind die elementarsymmetrischen Funktionen der (nicht notwendig reellen) assoziierten
algebraischen Zahlen Xi.
Betrachtet man algebraische Gleichungen mit ganzzahligen Koeffizienten, gilt also
f(X)=ax"+a,x™" +a,x"*+..+a, a,aecZ
so stellen die Koeffizienten a;, wenn a # 1 ist, nicht mehr die elemenarsymmetrischen Funk-
tionen assoziierter algebraischer Zahlen dar. Setzt man jedoch
y := ax
Dann erhilt man die neue Gleichung
y" +a,y™ +aa,y" 3+ ... +a" %, _y+a"'a,
Die elementarsymmetrischen Funktionen dieser assoziierten algebraischen Zahlen sind
ganzzahlig, wobei gilt
yi = ax;
HERMITE hat gezeigt, dal & keiner Beziehung der Gestalt
F(8)=Co+Ci8 +Cp8%+ .. +Cpi@ '+ C8"=0

mit ganzzahligen Koeffizienten gentigen kann. LINDEMANN hat dariiber hinaus fol-
gendes gezeigt
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Die Zahl & kann keiner Beziehung der Gestalt

C,o+C (8% +8% + ... +&%)+C, (6" +&" + ... +&¥ )+ =0
geniigen. Hierin sind die C; ganze Zahlen und die ki, lj assoziierte algebraische
Zahlen, die auch komplex sein konnen
Sind die k;, |j, ... Nullstellen der Gleichungen

k, ... ax"+ax"'+ ... +a, = a,acZ

L ... bxN+bx¥ '+ ... +b, =0 b,b. € Z
] 1 N §

so sind die elementarsymmetrischen Funktionen i.a, keine ganzen Zahlen. Betrachten wir aber
die elemtarsymmetrischen Funktionen der GréBen

ak;, bl;
so sind deren elementarsymmetrische Funktionen ganzzahlig.

Der Beweis von LINDEMANN ist dem von HERMITE weitgehend nachgebildet. Der Beweis
erfolgt wieder indirekt

Uberblick iiber den Beweisgang von LINDEMANN
1.  Wir nehmen an, es gébe eine Beziehung
C, +C, (6% +&% + ... +&" )+ Cz(é" +é"% + .. +é’"’)+ w=0
Ci e Z, k;, lj, -—- assoziierte algebraische Zahlen

2 Wir multiplizieren 1. mit einer ganzen Zahl M und zerlegen jeden Summanden in einen
ganzzahligen Anteil und einen Dezimalbruch < 1

M(é"‘ +é% 4 . +ék")=M1 +8
M(g" +&" + ... +é'"')=Mz +6, t MeZ, g <], geR

3. Die Bezichung 1. erhiilt dann die Gestalt
CM+CM, +CM, + .
+C; +Cue, +...=0
4.  Die erste Zeile von 3 ist eine ganze Zahl, die sich nicht durch eine geeignete Primzahl
teilen 146t, die daher auch nicht verschwinden kann

5.  Die zweite Zeile von 3. kann beliebig klein gemacht werden. Da die Summe einer gan-
zen Zahl # 0 und einer Zahl < 1 nicht verschwinden kann, ergibt sich ein Widerspruch
zum Ansatz 1.

Wir benutzen wieder das Symbol
h:=r! gilt nur flir den Buchstaben h!
und wihlen als Faktor M die ganze Zahl M := ¥ (h), wobei gilt

¥ = 2 fb -k~ oy - 0P e

16, =)0, = x)-+- B - x)P b¥DNLN ...

ooooo sen ssses

Hier sind die ki, l;,... assoziierte algebraische Zahlen, und zwar sind
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K, ...Nullst. von ax™ +a,x™' + ...+a, =0
[, ...Nullst. von bx™ +b x¥7 + ... +b, =0

p ist eine beliebige (hinreichend grofie) Primzahl, fur die gilt
p>IC.llalla;} - Jjay]
L[, - fow]

D Y XY YT RT Y T Y

Die in ¥(x) enthaltenen Faktoren @', a''?,... wurden hinzugefiigt, um sicherzustellen, daf
die elementarsymmetrischen Funktionen von

ak1, ,akN
bly, ..., bly
ganzahlig sind. Der Grad von P(x) ist
grd¥ =(p-1)+Np+Np+ ... =K
Daher kénnen wir ansetzen
K

Y(x)=

Eigenschaften von ¥(x)
a) Fir festgehaltenes x gilt
lim¥(x) =

p>e

Da x auch komplexe Werte annehmen kann, muf3 die absolute Konvergenz nachgewie-
sen werden. Dazu betrachten wir die Funktion

e e L N I P

z
Fiir ein festes x ist der Wert der eckigen Klammer eine Konstante Z, sodaf} gilt

¥'(x) = (l’; ’p)l 4:>hmqf()

umsomehr gilt dies fiir die viel schwéichere Behauptung
lim¥(x) =0

posen
B)  W(h)ist ganzzahlig, nicht durch p teilbar daher ungleich Null. In
¥h)= Y i p
2

hat der erste Koeffizient Cp.1 den Wert

= [(ak, Xak, )..(ak, )F -a"ra®...
{1, Yo, )...(ol, )P bNPa" ...

................

In den eckigen Klammern stehen dann die ganzzahligen elementarsymmetrischen Funk-
tionen, d. h.es gilt
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= (_ 1)(NP+N'p+N'p+...)[aN aV! r U

R

Cpi

Cp-1 ist der Koeffizient von h*! Da sich (p-1)! wegkiirzt und nach Voraussetzung p > a,
an, ... ist, ist die ganze Zahl Cp.1 nicht durch p teilbar.

Die restlichen Summanden sind auch ganzzahlig, da die Koeffizienten der Potenzen von
X ja ganzzahlige elementarsymmetrische Funktionen sind und fiir h" = r/ mitr > p - 1
sich alle Briiche mit dem Nenner =(p-1)! kiirzen lassen. Aus allen Summanden bis auf
den ersten Cp.1 i3t sich auch der Faktor p herausheben.

Da demnach alle Summanden von ‘¥(h) bis auf den ersten durch p teilbar sind, ist die
ganz Zahl W (h) nicht durch p teilbar, daher von Null verschieden.

Y) Z‘I’(kv +h) ist eine ganze, durch p teilbare Zahl, ki, ..., ky sind assoziierte algebrai-
sche Zahlen). Es ist

(k, +h)"
=Ty
Jlk, -k, —-h)k, -k, —h).(~h).(k, -k, -h)f a**a"ra"...
J0, -k, =h), —k, —h)eedly =k, —h)P b¥D¥PHV .,

a*(k, +hf"

= fo P 1P .
(-1Phfa "
Ik, -k, —h)k, ~k, —h)....{ky —k, —h)f a®PaV?
a"® [, -k, —h)i, -k, ~hlfly —k, —h)F DbV ...

Hier treten alle l;,... wieder symmetrisch auf, d.h. die symmetrischen Polynome in den
li,.. lassen sich durch die ganzzahligen elementarsymmetrischen Funktionen der
Ij,..darstellen, sind also ganzzahlig.

Da k, einzeln aufiritt, ist ¥(k, + h) keine symmetrische Funktion in den assoziierten al-
gebraischen Zahlen k;. Um Symmetrie zu erreichen bilden wir

Z‘P(k +h)=Y(-1). (p 1)! Joood]

Nunmehr treten in der eckigen Klammer nur mehr symmetrische Funktionen aller asso-
ziierten Zahlen k;, I;,... auf, deren Wert stets ganzzahlig ist. Wegen hP = p! ist also

N
> w(k, +h) eine ganze, durch p teilbare Zahl.
i=1

Dasselbe gilt natiirlich auch fiir alle Ausdriicke

3 w(k, +h), Z‘P(l +h)

=l

Beweis des Theorems von LINDEMANN
1. Wir nehmen an, es gébe eine Beziehung der Gestalt
Co+C, (8" +85 + .. +85)+C,(8" +&" + ... +8%)+..=0
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Wir multiplizieren diese Beziehung mit der von Null verschiedenen ganzen Zahl
M =¥(h)

C,¥(h)+C, [ W(h)+ ... +8%P(N)+C, (@ Ph)+... +&%w(h)+

Aus dieser Summe betrachten wir den Ausdruck

e p(n) = i e

"k
‘Lo T
Wie bereits gezeigt, gilt
k k?
AL [O+1+1 (1+1)(1+2) }

Hier tritt allerdings die Schwierigkeit auf, dafl die algebraische Zahl k auch komplex
sein kann. Wir ersetzen daher k durch seinen Betrag |K|. Vergleicht man

KoK
(i+1) (i+1)(i+2)

0+

mit

o

so findet man

0+ K + k* +...l<0+ M + X
i+1 (+10+2) (i+1) (+1)i+2)

daher kann man setzen

+...<eM

[ K?

ENE TN

worin Gk eine komplexe Grofle mit [Gikl <1 ist

8“¥(h)= Zm Z(p Y {h+k) +8M Z( —1)’ Ak’ =

i=p-1 i=p-1 lp]

™
-~

1l
£
ES

und

K
=¥(h+k)+e" Z, q,kk‘
i-p1\P —

Summiert man uber alle K, so gilt

Z “¥(h) }“‘P(mk )+Z[e“‘l §

vl i=p-1

" 1
(p 1)! ql k.,
Fuhrt man diese Schritte fur alle assoziierten algebraischen Zahlen aus, so ergibt sich

N N’
C,¥h)+ C,.Z Ph+k,)+C, Y h+1 )+ e
- o

}j[ | Py (-;-‘1)! a, k} ......

In der ersten Zeile sind alle Summanden ganze Zahlen, von denen jeder, mit Ausnahme
des ersten durch p teilbar ist. Die erste Zeile stellt also eine ganze Zahl dar, die nicht
durch p teilbar ist, die daher nicht Null sein kann

Nach o) wissen wir, dal3

limP(x) = hmz X =0

P> pro (- ),
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ist, also auch dann, wenn wir X := k, setzen. Dies gilt umsomehr fiir

:gl(p i s

und auch fur

k] i ¢

e ——.g;, K,
i:p~l(p - 1)" ’

daja &"! nur eine konstanter Faktor ist. Daher kann die zweite Zeile von 3. bei geeig-

net groBer Wahl von p beliebig klein gemacht werden. Der Ausdruck 1. ist daher die

Summe einer nicht verschwindenden ganzen Zahl und eines beliebig kleinen Dezimal-

bruchs, kann daher nie verschwinden

Korollar zum Satz von Lindemann: Die Zahl € kann keiner Gleichung der Gestalt
C,+C&g“+C8"+..=0

gentigen, worin die C; ganze Zahlen und die k4, 11,... nichtassoziierte algebraische

Zahlen sind.

Zum Beweis betrachten wir die jeweils erginzenden assoziierten algebraisc
ko, ..., kn; 2, ..., Iny, ..., und bilden das Produkt

H(Co-i-C’é +C,.8% + )—

=C,+C (“ ks RN +e"N)+C ( kirke | ghitks +.._)+C ( kit ghith +,..)+... =

— ZC (ewx @, »'sv A Wz(km'sv") + ): 0

In jeder der Klammern stellen die Exponenten Wi(Kq, lg, ...) lineare Ausdriicke in den assozi-
ierten algebraischen Zahlen K, lg,... dar. Die elementarsymmetrischen Funktionen der w; sind
infolge des Ansatzes symmetrische Polynome in den K, lg,... und daher durch deren ganzzah-

lige elementarsymmetrische Funktionen darstellbar. Die Exponenten jeder Klammer sind da-
her Nullstellen einer algebraischen Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten , also assoziier-
te algebraische Zahlen.

Wir konnen daher den Satz von LINDEMANN auf das Produkt IT anwenden. Da dieses nie
verschwinden kann, kann auch keiner der Faktoren verschwinden. Damit ist das Korollar be-
wiesen.

Es gilt aber weiter

Die Zahl € kann keiner Bedingung der Bauart
Cll+Cle*+Clie' + ..=0
geniigen, in der sowohl die C als auch die k,!, ... nichtassoziierte algebraische
Zahlen sind.
Zum Beweis bilden wir das Produkt
HIC(O“) +CPec +Ccle' +..|=C, +C8" +C,86+C,8™ +C,8" +C. &% +...

Hiere sind die C'*) die zu C!! assoziierten algebraischen Zahlen, die C?) die zu CV assozi-
ierten algebraischen Zahlen usw. Die Koeffizienten des Produktes sind dann symmetrische
Funktionen in den
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AN
C(U” 9C§)2) E A Cfﬁ D)
cH,cl,..,clv
Diese symmetrischen Funktionen lassen sich durch die ganzzahligen elementarsymmetrischen
Funktionen der C{i” ausdriicken, sind also selbst ganzzahlig. Damit gilt das Korollar. Dem-
nach kann obiges Produkt nicht verschwinden, daher auch keiner seiner Faktoren. Es gilt also
allgemein:

Die Zahl & kann keine Beziehung der Gestalt

C,+Cé&+Cé'+ .. =0
erfilllen, in der sowohl die Koeffizienten wie die Exponenten algebraische Zahlen
sind

Umgekehrt kann man sagen

Besteht die Beziehung
C,+C&"+Cé'+ ... =0

Aus diesem Satz konnen wir sofort auf die Transzendenz von & schlie3en. Es gilt namlich
nach EULER

1+e"=0Q

Nach obigem Satz kann & nicht algebraisch sein. Es ist also transzendent
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Als nichtklassisches Zeicheninstrument wollen wir das Einschiebelineal betrachten. Mit sei-
ner Hilfe lassen sich (bis auf wenige Sonderfille) alle Aufgaben 3. und 4. Grades losen. Das
Einschiebelineal besteht aus einem gewohnlichen geradlinigen Lineal und einer ein fiir alle
Mal darauf markierten Strecke S, der Einschiebestrecke (Intervall). Am einfachsten ist seine
Verwendung als Papierstreifen oder als eine auf Transparentpapier aufgetragene Gerade als
Trégerin der Strecke S.

Gebrauch des Einschiebelineals
1. Verwendung wie die erlaubte Anwendung eines normalen Lineals

2. Abtragen des Intervalls S auf eine vorhandene Gerade von einem darauf befindlichen
Punkt nach beiden Seiten

3. Einschieben des Intervalls S zwischen zwei gegebene Gerade, wobei das Lineal durch ei-
nen vorgegebenen Punkt geht

4. Einschieben des Intervalls zwischen einer gegebenen Geraden und einem gegebenen Kreis,
wobei das Lineal durch einen gegebenen Punkt geht.

5. Einschieben des Intervalls zwischen zwei gegebene Kreise, wobei die Gerade durch einen
gegebenen Punkt geht.

Der Gebrauch des Zirkels in der iiblichen Weise ist neben der Verwendung des Einschiebeli-

neals gestattet."

Wir zeigen nun die Verwendung des Einschiebelineals bei den klassischen, mit Zirkel und
Lineal nicht losbaren Problemen.

Die Dreiteilung des Winkels

Dreiteilung nach NIKOMEDES
Gegeben sei der Winkel mit den Schenkeln a und b. Aufb tragen wir die Strecke OP =r = s/2
ab. Dann schieben wir die Streck AB = s = 2r zwischen zwei Gerade |, h durch P, von denen h
parallel, | normal zum Winkelschenkel a ist, so sein, dal das Lineal durch den Winkelscheitel
O geht. 3 = 60°, r = 3/sin 60°, s = 2r) L h

Triviale Einschiebung Hol 0O

Sie 1aBt sich mit Zirkel und
Lineal konstruieren, indem

man den Kreis (O,r) mit h
und | schneidet. Wegen der
Konstruierbarkeit mit Zirkel
und Lineal ist diese Ein-
schiebung uninteressant.

Erste Moglichkeit HiL1O
Im rechtwinkeligen AL{H{P

gilt nach THALES und nach
Konstruktion \
LMi=MH{=MiP=PO =r \
\)
L‘O

! Jakob STEINER (1796-1863) hat gezeigt, daB alle Konstruktionen, die mit Zirkel und Lineal ausfithrbar sind,
auch mit dem Lineal allein bewerkstelligt werden konnen, wenn ein einziger Kreis mit Mittelpunkt gezeichnet
vorliegt. Da man mit der Einschicbestrecke einen Kreis wenigstens punktweise darstellen kann, kénnte man im
Prinzip bei Verwendung des Einschiebelineals auf den Zirkel verzichten
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Es seib a := £ PH{Mj. Dann gilt wegen

der aufiretenden gleichschenkeligen

Dreiecke und nach dem AuBBenwinkel-
satz und wegen des auftretenden Par- e
allelwinkels

ZPHMy=ZMPHi=a >
Z OMyP =2a = 2 POMy =
Z (@b)=3a = a= Y% «(ab)

Zweite Moglichkeit: HoLoO

ZPHMz = L MPH =B =

Z OMP =23’ = ~ POM; =

3P +3a=180=>P =60-«
Wegen 3 =180 - folgt B=a + 120

Dritte Moglichkeit: Hal 30
ZPLsMs = £ MsPL3 = y’ =
Z PM;0 =2y = Z/POM;

Im rechtwinkeligen Dreieck AFOL3 gilt
3y +3a=90=y =30-a
Weiters gilt

Yy=2y' +3a+180 =

y =60 -2a + 3a +180

also

Y = o + 240 y

Die Konchoide des NIKOMEDES"

Obige Konstruktionen kénnen auch dargestellt werden als Schnitt der Konchoide des NIKO-
MEDES mit der Geraden h.

Wir wihlen einen festen Punkt O, den Pol, eine feste Gerade |, die Basislinie oder Leitlinie
und eine feste Strecke S, das Intervall der Konchoide. Der Abstand p von Pol und Baslisinie
heif3t Poldistan:.

Dann gilt

X_
x:p+s.cos3:>cos8=———p—
s

sind _ xs

. s X~
.sinY=>sind=y.——

y=X.tan8 = X.
cos3 X-p XS

! Die Konchoide (,,Muschelkurve“) hat ihren Namen von der Gestalt einer ihrer Formen (siche Seite 100) Die
Erfindung der Konchoide wurde dem NIKOMEDES von PAPPOS zugeschrieben.
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Y

Daraus

; — (X"p)z (X——p)2 202 _ 2(2 .2
sin’ 8 +cos’9=1=y>, NI s? =(x-p) (x +y )
(X2 + YZXX -p) -8’x> =0 Konchoide des Nikomedes
Die Schnittpunkte dieser Kurve 4. Ordnung mit einer Geraden ergeben sich also als Nullstel-
len einer Gleichung 4.Grades. Geht die zu schneidende Gerade jedoch durch einen bereits

bekannten Punkt der Konchoide, so reduziert sich die Aufsuchung der Schnittpunkte auf ein
Problem 3.Grades.

Die oben durchgefiihrten Konstruktionen fiir die Winkeldreiteilung laufen auf den Schnitt der
Geraden h mit einer Konchoide hinaus. Es gibt also vier Einschiebemoglichkeiten, von denen
die triviale ausscheidet.

Wir bestimmen die vier Schnittpunkte der Konchoide mit der Geraden h mit der Gleichung
y = r> —p” . Einsetzen in obige Gleichung ergibt

(x2 +y2Xx—p)2 —8'X2 =0AY =412 —p* AS=2U =

(x? +12 —p*Jx—p)’ - 4r’x? = [(x—-p)(x+p)+r2Kx—p)2 —4r2x? =
=(x—p)3(x+p)+r2[(x—p)2 «4x2]=

= (x~p) (x +p)+r*[(x~p)- 2xJ(x - p)+ 2x] = (x - p) (x +p) + r* Bx —pJ- p + x)] =
=(x+p)[(x-p)3 ~r2(3x~p)]=0

Die Gleichung 4.Grades zerfillt also in den Linearfaktor (X + g)), welcher dem trivialen Ein-
schub entspricht und den irreduziblen Faktor 3.Ordnung (x-p)° - r3(3x - p).

Die Gestalt der Konchoide hingt vom Verhiltnis des Intervalles s und der Poldistanz p ab. Es
ergibt sich eine der folgenden Méglichkeiten
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s < p Muschelform, S = p gespitze Form, s > p Doppelpunkt
¥ £ L‘

Winkeldreiteilung nach ARCHIMEDES"
Zur Drittelung des Winkels £ (ab) = 3a mit dem Scheitel O wihlen wir auf dem Winkel-

schenkel b den Punkt P, dessen Abstand von O gleich der Einschiebestrecke S ist. S ist zwi-
schen den Winkelschenkel a und dem Kreis k(O,S) so einzuschieben, daf} das Einschiebe-
lineal durch den Punkt P auf dem Schenkel b geht. (3a = 75°, s = 3,5)

Triviale Einschiebung: OAg = O P
Sie ergibt sich als Schnitt des Kreises (P,s)
mit dem Winkelschenkel a

Erste Moglichkeit: A1K4P
Sei a ;= £ KiAO = L KiOA; =
= £ OK{P = L K4PO = 2a

Fiir den AufBenwinkel des Dreiecks
A A1OP gilt daher £ (ab) = 3a

Zweite Moglichkeit: AJKoP Ax
B = £ KA0 = L K 0A =
= £ OK;P = £ OPK; = 2’
Fiir die Winkelsumme in A A,PO
git3p'+3a=180= P =60-a
Daher 8 =180 -3’ = g + 120

Dritte Moglichkeit: AsKaP
Y = £ K30As = £ KsAz0 =

! ARCHIMEDES (287?212 v. Chr.)
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= £ OK3A3 = 180 -2y’ = £ OPK3
Fiir den AuBBenwinkel von A AjAsP
gilt daher
a+20+1802y'=y' =y =a +60
Wegen y= y'+180 folgt y = a +240

Obige Konstruktion gestattet zwei Auffassungen:

1. Schnitt des Kreises K mit der durch den Pol P, der Leitlinie @ und dem Intervall s fesgeleg-
ten Konchoide des NIKOMEDES

2. Schnitt der Geraden a mit der Kreiskonchoide , welche durch den Kreis K als Leitkurve,
den Punkt P als Pol und das Intervall s bestimmt ist. Diese Kurve heifit auch PASCAL-
schnecke, benannt nach Etienne PASCAL (1588-1651), den Vater von Blaise PASCAL
(1623-1662)

Gleichung der PASCALschnecke

Sei d der Durchmesser des Basiskreises k und O der auf k liegende Pol der
PASCALschnecke

x = cos(9).(d. cos(8)+ s)
y = sin(9)(d.cos(8)+s)
Daraus folgt wegen

cos(8) = X

2
X
X +y =l d————x=+8
\/x2+y2
(d.x+s.,/x2 +y2)z _
x* +y2 Sy
) N / I
= x2+y2) :(d.x+s.\/x2-t-y2 = {g 1. S
LY \\ _,./"/ 'y
2 2 2 2 U e e S S
= N e AN e v i
=X +y) (dx+31/x +y ):> e

>

S A
. L
= (x2 +y? )— dx =8’ +y’ = T ——
-

= (x> +y? —d.x)2 = sz(x2 +y?)
Daher

(x* +y? —dx} -s*(* +y?)=0 Allgemeine Gleichung der PASCALschnecke

Die PASCALschnecke als Trisektrix

Im Falle der Winkeldreiteilung haben wir zu setzen
d=2s

Dann gilt
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(X2 +y’ - ZSX)Z - 32(’(2 +y’ ) =0 | PASCALschnecke als Trisektrix

Setzen wir k = - tan(3a), so haben wir die Trisektrix mit der Geraden y = k(x-8) zu schneiden.

(x2 +k2(x-s) - ZSX)2 - sz(x2 +k*(x -s)2)= 0

Umformung und Ausquadrieren ergibt

ﬁ(z(x— sf +x(x-s)- sx]2 - sz(x2 +k(x - s)2)= 0

[(kz(x —8)+x)(x-s)-sx[ —sx? —s%k?*(x - s} =0

(k2(x — )+ xJ (x - s)* —2sx(k?(x - 8) + X)x —8)+
+8’x* —8’x* -s’k*(x-s)’ =0

Daher gilt b

(x- s{(kz(x -8)+xf (x—8)—2sx{k?(x - )+ x)] o

~-s%k*(x-s)

Es spaltet sich also der Linearfaktor (X - S) ab, soda83 nur
mehr eine irreduzible Gleichung 3.Grades

(k?(x - 8)+ x) (x — ) 2sx(k? (x - 8) + x)- sk (x -8} =0
zu losen ist.

Die Vervielfachung des Wiirfels (Kubikwurzelziehen)

Gegeben sei ein Wiirfel von der Kantenliinge a. Gesucht werde ein Wiirfel, dessen Volumen
das A - fache des Volumens des gegebenen Wiirfels betrigt.

Sei x die Seitenldnge des gesuchten Wiirfels. Dann muf gelten

x* =ae’ =>x=alh
Die Vervielfachung des Wiirfels lduft also auf das Ausziehen der Kubikwurzel aus A hinaus.
Lésung nach HIPPOKRATES VON Chios!

HIPPOKRATES erkannte, daf3 das Ausziehen der n-ten Wurzel mit der Einschaltung von
(n-1) mittleren Proportionalen zwischen zwei gegebene GroBen a und b dquivalent ist.

A X1=X1 X2F X2 X3 = ... = Xp2 . Xn-t = Xpeq . D
Das bedeutet
a X, X X X 1 .
—=b=slo.= 02 S0 konstanter Quotient
xl X2 x3 xn~] b q
Daher

' HIPPOKRATES von Chios (um 440 v.Chr.). Nicht zu verwechseln mit dem berithmten Arzt HIPPOKRATES von
Kos (ca. 460-ca.370 v.Chr.)
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aqg=Xx,

X, q=X,

X, =X, . . . : = aq"
. > o Produktbildung dieser Ausdriicke ergibt b = aq
Xn—2q = Xn«}

X,,Q=b

Setzt man b=ak:>§=x=q":>q='{/x

Die Strecken a, X1, ... , Xn-1, b bilden daher die Glieder einer geometrischen Reihe mit dem
Faktor

b
q—_—n_:’{/x
__a

b b .
Xn :anqn :an-_:an—»lb’ X" = ann :an»lb.__:an 2b2, e
1 a 2 1 a

Zusammengefalt ergibt sich also

n __ ah-l
Xy =a"b
Xn — an~2bz

n 24.n-2
X,,=ab

n _ n-1
X, , =ab

Sonderfille

n=2 a:x=x:b, x’=ab, q=+A, x=aJA

nN=3 a:x=x:y=y:b, q:ﬁl x =ai/A, b=yi/A, y-—-%
Konstruktion fir n = 3 Auf dem Schenkel a des Winkels a = £ (ab) tragen wir die Strecke

OA = a auf. Durch sukzessive Normalprojektion jeweils auf den anderen Winkelschenkel
ergeben sich der Reihe nach die Strecken OA=a —»>x—>y —> OB =b

AN
! \
\\l \\
h\A
0 Y a

1 ~_1..—_.}_“—_a_—.)i—!_—\aox—xey—y-b
cos. g 3» x y b ) ’ |

HIPPOKRATES loste dieses Problem mit Parabeln (siehe Seite 19 )
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Lésung nach NEWTON!
Das Volumen des Wiirfels mit der Seitenkante a soll mit A < 1 multipliziert werden®. Der
gesuchte Wiirfel hat dann die Seitenldnge x = ai/A . Dazu bestimmen wir zunichst die Hilfs-

strecke b := Aa, sowie auf dem Einschiebelineal e die Einschiebestrecke s = —2— . Im Kreis

k{Q,s) verlingern wir den den Radius OP = s nochmals um die Strecke PL = s und schlagen
die Strecke b = Aa = PM von P aus auf dem Kreis k(O,s) ab. Das Einschiebelineal e ist dann
zwischen die beiden Geraden | = (LM) uad h = (PM) mit dem Pol O einzuschieben. Der tri-
viale Einschub (OPL) ist uninteressant. Es ist zu zeigen, daB fur den nichttrivialen Einschub
(ONX) gilt MX = x (Fiir den trivialen Einschub wiirde gelten x = MP = b)

Mit y:= XQ = ON gilt fiir die Potenz von X beziiglich k
y(y +2s) =x(x +b) = y(y + a) = x(x + b) (1)
Anwendung des Satzes von MENELAOS? auf das Dreieck A OPX und die Gerade | ergibt

OLPM XN 23bs_ab_i . x_a_y .

PLXMON s Xy xy b b
Einsetzen in (1) ergibt

y(y+5bxj:x(x+b):> —Ybi(x+b)=x(x+b):>(x+b{-¥g—-—x)=0

Dem Faktor (x + b) entspricht der triviale Einschub. Fur den nichttrivialen Einschub gilt dann

2;—= % . Zusammen mit (2) gilt daher a : X =x:y =y = b. Zwischen die bekannten Strecken
a und b werden also zwei mittlere Proportionalen eingeschaltet. Nach HIPPOKRATES folgt
daraus

b3
‘zatAy =
y y X

Beispiel: (2a=10,s=%a=5, A=)

! Isaak NEWTON (1642-1727)
? Die Voraussetzung A < 1 bedeutet keine Einschrinkung, Denn sei etwa > 1 und z = a.’{/{f gesucht, Wir set-

1 . . . o
zen dann A = — und konstruieren die Strecke x =a.3/A. Mit Hilfe des Kathetensatzes ergibt sich dann
i

a’ a?
xz=a’=>2z="—=——=2aj}
x ailn Ve

3 MENELAOS von Alexandria (um 100 n.Chr.)
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0 S P S L
Ist eine Verdopplung des Wiirfels gefordert, so ergabe sich die Wiirfelkante z = ai/2 aus
xz = a?, etwa durch Anwendung des Kathetensatzes (oder der Inversion an einem Kreis, mit
dem Radius a)
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Einschiebungen nach Walter BREIDENBACH'

Die bisherigen Anwendungen des Einschiebelineals wurden durch geschickte Uberlegungen
jeweil speziell dem vorliegenden Problem angepaf3t. Ein gemeinsamer Grundgedanke liegt
den behandelten Losungen nicht zugrunde.

Wenn man auf analytischem Wege festgestellt hat, daf3 ein geometrisches Problem auf eine
irreduzible Gleichung dritten oder vierten Grades fiihrt, so stellt sich die Frage, wie man die
zeichnerische Losung mit einem geeigneten Zeicheninstrument, bei uns stets das Einschiebe-
lineal, bewerkstelligen kann.

Es handelt sich also darum, die Leitlinien Q und h, die Einschiebestrecke s sowie den Pol P
der Einschiebung in geeigneter Weise festzulegen.

Ist f{x) = O die Gleichung 4.Grades, so ist es zweckmiBig, die gesuchte Nullstelle x = A als
Punkt auf der Abszissenachse eines kartesischen Bezugssystems abzulesen.

Es empfiehlt sich daher, eine der beiden Leitlinien, etwa g, in die X-Achse des Koordinaten-
systems, die andere, h, durch den Ursprung zu legen. Dann bleibt noch der Pol P, die zweite
Leitlinie h sowie die Einschiebestrecke zu bestimmen.

Es sei
P(p1.p2) (1)
der Pol einer Einschiebung der Strecke s zwischen die beiden Leitlinien
g..%=0, h.x=KxX (2),(3)

o~/ Pleaps)  h
H(h,h,)

s G(A,0)

0 g S
Ist G(A,0) der Schnittpunkt der Einschiebegeraden e mit der Leitlinie g, dann lautet die Glei-
chung der Einschiebegeraden

P,
X, =—2—(X, - A 4
=S -2) @
Der Schnittpunkt H der Einschiebegeraden mit der Leitlinie h (3) ergibt sich dann mit
X, = P, (xl —k).—. kx, = (pp y -k]x1 = Ap, = (kk+(p2 —kp‘))xl = AP, =

p1";“ 1 pl—)" pl"?" pl"'A'
Ap, Akp,
= d
Tk, k) M T MK+ (p, —kp,)
also
Ap, AKp, J
H 2 s 2 5
(kk+(p2—kpl) )"k+(p2—kpl) ©)

Fur die Lange der Einschiebestrecke s = GH ergibt sich

! BREIDENBACH W.: Der Rechte Winkel und das Einschiebelineal. Zeitschrift fiir mathematischen und natur-
wissenschaftlichen Unterricht, 56 , 4-13
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s =|A

- -+
)"k+(p,z—kp1) 7‘k+(pz_kp1)
_ k2 fa-p,)? +p2]
[}"k‘*'(pz "kp1)]2

somit

[7“k + (pz - kp1 )]2

SZ _ kzkzl(;"“pl)z +p§J

) [Kk +(p2 '"kpl)]2

2[ AP, T[ AKD, T:?»2[>»I<+(p2—kp1)-pzlz+>3kzp§:

(6)

Stellt A die durch Einschiebung zu ermittelnde GréBe dar, so wird sie durch folgende Glei-

chung 4.Grades dargestellt:

sk + (p, ko, ) = k7| —p, ) +p2 =

s’ [?»Zk2 +2Ak(p, —kp, )+ (P, ~kp, )’ ]z Ak [?»2 - 2Ap, + (5312 +P§)]’—‘>
K2A* - 2k%p, N +k?([p? +p2)-s? )2 - 25%k(p, —kp, M — s*(p, —kp, ' =0
Kiirzung durch k ergibt die Gleichung 4.Grades

782 2
;V4 "2p17‘3 +[(P12 +p§)_szh2 _—E’“(pz _kp1)7‘_§§‘(p2 _kpl)2 =0

Vergleicht man die Gestalt von (7) mit einer allgemeinen Gleichung 4. Grades

x*+c,x* +¢,x* +¢,x-¢2 =0

Q)

®)

so ist ein Vergleich von (8) mit (7) ist nur moglich, wenn das konstante Glied von (8) negativ ist. (Sie-

he aber spiter die Diskussion Seite 117). Dann ergibt sich
C, =-2p,

C, :(pf +p§)~S
2s?
C, =~ (pz _kpl)

k
, 8 2
Co :I('{(pz "kpl)

Daraus folgt

2

Cc
(9):>p1 = _33‘

2 _ (13)
()A(2)=Ceo_ PP _ Po PLZ Py G Py G G
c, 2k 2k 2 2k 4 "2k ¢, 4

(D)o -2 o ko) 25 (B2p | 2 el a8 0, ) s
1 K "2 1 K 1 ¢ 273
C2
s’ =
4c?

&)
(10)

(11

(12)

(13)

(14)
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2 2
(II)A(IS):>C1 :"z:_ 2 1):"2'%3_{(92 "kpl):>2kcg =-C,pP, +Clkp1 =
_—_— (16)
kl2c? -c.p. )=-cp, > k=—7F2
( 0 1p1) 1P2 c,p1—2c§
c? c?
(1007 G)A(15)=> ¢, = p7 +p2)-s° [_pj -
4 4c;
(17)
2 2
p =C _..c.:}__ Cl
2T 4 ac?
Es gilt also
c
plz—i
2 c; . ¢
=C., ~ -
P2=677 4c?
.o a8
" 4c?
K= CP,
c,p, —2c?

Die Winkeldreiteilung
Setzt man q:= cos a und X := 2cos£;~ , so lautet die Gleichung fiir die Dreiteilung des

Winkels (Seite 20)
x*-3x-2q=0
Multiplikation mit (X + p) ergibt die Gleichung 4.Grades
(- 3x -2q) (x + p) = x* + px® - 3x* -(2q + 3p)x -2qp = 0

X = -p entspricht dem trivialen Einschub. Setzt man zweckmaBigerweise p = 2q, so folgt

x*+ 29 - 3x*-8gx -4¢° =0
Vergleich mit der allgemeinen Gleichung (18) ergibt

cs=2q,C2=-3,¢c1 =-8q, ¢} =4q°
Daraus ergeben sich die Koeffizienten der Einschiebegleichung
C3

P 2”—2‘=‘°q p, =-q=-cosa
¢ ¢’ 49°  64q° ,
P2 :c2~23—+2-6‘2—:..3_—3-+1622 =1-¢’ P, =—1-q" =-sina
]
02 2
82: 12:64q2:4 s=2
4c2 169 —

koGP _ 8ayl-q®

B CP: — 203 1 8q2 - qu

x
I
8

|
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Beispiel: a = 75°, Einheit E =4 cm

109

x|



Das Einschiebelineal

Das Ausziehen der 3.Wurzel
Die zu l6sende Gleichung lautet
x*-A=0 0<A<1
Als trivialen Einschub wihlen wir X = - A. Dann gilt
OG- NN =X+ AC - Ax-A2=0
Vergleich mit (8) ergibt
C3=7\, Cz=0, Cq =-)\, Cg =2
Daraus folgt fur die Einschiebegleichung

p-—_.?.;’_——_& p—_...}"_

! 2 2 T

) cl ¢! y GO S G P 1 5
=C, ~——Ft—w=(——p —F —_— = =—41—X
P2=6, 4 4c? 2 4 4)? 4 P2 2

4c? 4N 4 2

- C,p, - (— }"bz — —Ap, K= 2p,

Clpl - 2CC2) (__ X _ 2\; _ 2}\'2 &2_ . 2?\’2 ______3__?‘_'_

2 2

Bei gegebener Einheitsstrecke 1 und gegebenem A < 1 ermittelt man P(p1,p2) und h folgen-
dermaBen': Da der triviale Einschub x = - A bekannt ist, kann man py und p auf folgende
Weise konstruieren :

U SRS U £ TN £ B |
o7 P \2) 2)’ 772

Ist P bekannt, dann kann man mit Hilfe des trivialen Einschubs einen Hilfspunkt Ho von h
konstruieren

e e G o — — —— — — — Si—— t—. o

POp e — —

- n. o Jd 9 X
2
(Kontrolle)

! Nach George E. MARTIN: Geometric constructions, Springer, Undergraduate Texts in Mathematics, 1998,
Seite 128, tritt diese Konstruktion bereits bei NIKOMEDES auf,

110



Das Einschiebelineal

Beispiel: X° = 2, A =2. Wir setzen: (Einheit E = 8 cm)

14

X=2x"=>Ax?=2=x" =£=%=:7J:>p{ =—%=-—8—:>x=2x’

4y

Ho

Konstruktion des regelméagigen Siebenecks
Die Kreisteilungsgleichung des Siebenecks (Seite 31)

B+ +24+22+22+2+1=0
reduziert sich durch die Substitution

1 ) .. ) )
X:=Z+—=2coso. «a ist der Zentriwinkel einer Sehne des Siebenecks
z

auf die kubische Gleichung
X +x2-2x-1=0
Als trivialen Einschub wihlen wir den Faktor (x+1), sodal} die zu l6sende Gleichung die Ge-
stalt
AN +x22x-1) =x* + 23 - x*-3x-1=0
annimmt. Dann gilt
c,=2,¢,=-1, ¢, =-3, ¢c; =1
Aus (18) folgt dann
3

1 3
::——1, =—, S:—-’ k:——
P P 2 2 2
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Beipiel: Einheit = 4 cm

h \\ H{-1,5) ’

Die Konstruktion des regelmiBigen Neunecks
Die Kreisteilungsgleichung des regelmiBigen Neunecks lautet (Seite 32)
P+ +22+ 2+ + P+ P+ 241 =B+ B+ 1) (P 2+ 1)
Der Faktor (z° + z + 1) entspricht dem im Neuneck enthaltenen gleichseitigen Dreieck. Die
Substitution
X:=2z +~i— =2cosa  « ist der Zentriwinkel einer Sehne des Neunecks
fithrt (z° + z° + 1) = 0 in die kubische Gleichung
x>-3x+1=0
tber. Wahlen wir (x - 1) als Faktor fiir den trivialen Einschub, so ergibt sich die Gleichung
4.Grades
C-3x+N)(x-1)=x*-x>-3x°+4x-1=0
Hier ist
c3=-1,6=-3,¢c1=4,¢c=1
Daraus ergibt sich aus (18)
1

1
=— =—./3, §=2, K=
P.=>s P 2«/—
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Beispiel: Einheit E =4 cm

~
w

cosy 4 ?.cosc(

Konstruktion des regelmiBigen Dreizehnecks
Analytische Grundlagen
Die Kreisteilungsgleichung fiir das Dreizehneck lautet
A24 M 10459 B LT 6,5, 4, 8,2,-,4=0
Ist € eine 13 Einheitswurzel, so gilt
g2+ + . +f+e+1=0

Ist g ein Primitivrest (Seite 41) von 13, so sind auch &? Nullstellen der Kreisteilungsglei-
chung.

Nun ist g = 2 ein Primitivrest modulo 13, denn es gilt
2'=2,22=4,2"=82"=3,2=6,2°=12,2"=11,28=9,2°=5,2"9=10,2" =7,22=1 (o)

Daher stellen die Ausdriicke® nur eine andere Reihenfolge der Nullstellen €' dar. Somit gilt
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 il 12
n=¢® +e* +e¥ +&% +&? +e* +&” +&” +&* +&? +&? +e7 =-1

Wir unterteilen 1) in drei Summanden n;, 12, N3, indem wir jeden dritten Summanden von n
herausgreifen
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]

1 4 7 1
n, =& +&° +¢&’ +¢°
2 5 8 11
n, =€> +&* +&” +¢’
3 6 9 12
n, =¢* +&° +&° +¢’
Es ist also
n=m+mt+mp=-1
Weiters gilt
_ 21 24 27 210 22 25 28 211
MmN, +1n, N, +nym, =lg” +e° +e° +e° fg” +&° +e” +e7 |+
2 5 8 11 3 [ 9 12
+(82 +e° +¢&° +¢’ )(82 +&° +&% +¢’ )+
-{-(823 +e% +e7 +e¥ )(e:zl +e% +¢? +82'°)
Jeder Summand besteht aus dem Produkt je zweier viergliedriger Terme, daher aus je 16 Pro-
J

dukten, die gesamte Summe daher aus 48 Summanden. Da es insgesamt nur zwolf e-Potenzen
gibt, muB} jede Potenz viermal vorkommen, demnach

Ni.M2tm.metnam = 4.n=-4
Ferner gilt
N MyMs = (321 +e2 +e7 +6% 1822 +e¥ +e7 +¥ 1823 +e2 +e7 +32‘2)
Da hier 3 Faktoren zu je vier Summanden auftreten, hat das Produkt 64 Summanden. Die
Summe 1 ist daher fiinfmal enthalten. Fur die restlichen vier Summanden gilt wegen ()
8(21+2’+29) +8(22+26+2’°) +8(23+2’+2“) +8(2%2%2“) = g(2+6+5) | c(4412410) | ((8e1147) | (34941) _ (13 | o213 | (203 (13
Wegen 13 = 0 (mod 13) ergeben diese vier Summanden die Summe 4, sodaB gilt
mmnenz=5n+4=-5+4=-1
Die GroBen 11, 12, ns sind daher die Nullstellen der kubischen Gleichung
X+x2-4x+1=0
Diese Gleichung hat drei reelle Nullstellen, von denen zwei positiv und eine negativ ist.
Weiter Zerlegung der GroBen nq, 12, Nz ergibt

7 0

1 4 1
n, =¢* +&°  m, =g’ +¢’
~2 8 s
Ny, =8> +8° My, =g +€°
3 9 6
Ny =¢* +&°  my, =g’ +¢’
Einfache Zwischenrechnungen ergeben
21 27 24 210 9 6
MmN, =€ +&° fe~ +&° |J=¢" +€° +&° +&° =1,
2 8 ] 11
Ny N 2(82 +g’ X82 +g’

3 9 6 12
M Ms :(82 +g’ X82 +¢

il
™
+
™
+
m
+
™

i

=
™~

Daraus folgt
X2 -1.X+ N3 = M1, M2
X2 M X+ 11 = 21, N2 (¢)

2
X" -N3.X+1m2 = N3, N32
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Weitere Zerlegung ergibt

1 10

a2 .2 a2t a2
M =8 TNy, =€ Ny =€ MNin =&

W2 a2t .2 )
Moy =€ Nz € Ny =8 Nyy =€
2 .20 2t .2
Ny =€ Nipp =€ Ny =€ MNiypy =€

Die njk stellen demnach die Eckpunkte des Dreizehnecks dar. Wegen

11

12

N T Mz = Ny
Ni2r T =Ny,
Moy TNy =N
A und 0112 = M2 Mz2 = N2t N262 = T226.M222 = Nage.Mae2 = Naza.Nag2 =1
Mo TNy =My
M M3 = Ny

N3z + MNazz = Ny
sind die Eckpunkte njj (i = 1,2,3, j,k = 12) des Dreizehnecks Nullstellen der Gleichungen
Xz-nij.X+1 =0
Sei
Nijp = cos (aij)+ T.sin(ay), M = cos (ay) - 1.sin(ai)
so folgt

M
nij1 + N2 = 2. cos (o) = Nj = ""S(O‘ij): —

Mit X := 1121 ergibt sich demnach die Abszisse je zweier zur x-Achse symmetrisch liegenden

Punkte des Dreizehnecks.

Ausfiihrung der Konstruktion

Um nach BREIDENBACH die Nullstellen der Gleichung x> + x? - 4x + 1 = 0 zu ermitteln,
fithren wir (x-1) als trivialen Einschub ein. Dann gilt

C+x2-4x+1)(x-1)=x*-5x*+5x-1=0
In Formel (18) haben wir zu setzen
c3=0,0=-5,¢1=5,co=1
dann ergibt sich

P, =0, P, :"\/2'—_5’, S=%, k:—%\/g
Sobald die Werte 1 > 0, 12 < 0, nz > O durch Einschiebung ermittelt sind, kénnen die Gro-
Ben nj als Nullstellen quadratischer Gleichungen gefunden werden, wobei man unter Beach-
tung von (¢ ) je zwei 1; paaren kann.
Wir wihlen (Einheit E = 4cm) n2 und ns zur Konstruktion von 131 und ns,. Dann gilt

X -max+m2=0= X -mx-|n=0=

2 2
1131:%“ (3‘3‘) +|T]2|’ Na = [%3') +|n:z "%
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Nach James PIERPONT Iift sich jedes regelmiBige n - Eck mit Hilfe des Einschiebelineals
konstruieren, wenn h > 2die Gestalt
n = 2'3.p1pa...px

aufweist, wobei i, j, k nichtnegative ganze Zahlen und die p4, ... ,Px voneinander verschiede-
ne Primzahlen der Gestalt 2'3° +1 sind. Primzahlen dieser Gestalt nennt man PIERPONT -
Primzahlen’

Erweiterung der Konstruktion von BREIDENBACH zur Behandlung

der alilgemeinen Gleichung 4.0Ordnung

Beim Versuch, die Gleichungen (18) zur graphischen Losung beliebiger Gleichungen
4.Grades zu verwenden, hat man Folgendes zu beachten: Die Losungspunkte werden als
Schnittpunkte der durch die Leitlinie h, den Pol P und die Distanz s bestimmten Konchoide
des NIKOMEDES mit der Geraden g gefunden. Die vier moglichen reellen Schnittpunkte der
Konchoide mit g kénnen getrennt oder zu zweien oder dreien zusammengeriickt sein. In den
beiden letzen Fillen ist g eine gewohnliche oder eine Wendetangente der Konchoide (Siehe
Figur auf Seite 99)

In folgenden Fillen ist die BREIDENBACHsche Konstruktion nicht anwendbar:

1. Es gibt iiberhaupt keine reellen Nullstellen

2. Die Gleichung hat eine vierfach zihlende Nullstelle. Da die Konchoide keinen Flachpunkt
besitzt, ist dieser Fall nicht behandelbar.

3. Der Fall einer doppelt zihlenden und zweier konjugiert komplexen Nullstellen
4. Je zwei der vier reellen Nullstellen sind zusammengeriickt

Die Fille 2, 3 und 4 folgen aus den geometrischen Eigenschaften der Konchoide.

Ferner scheint zuniichst die BREIDENBACHsche Methode nicht anwendbar, wenn das linea-
re Glied der Gleichung verschwindet. In diesem Falle wire ¢4 = 0 und nach (18) wire s =k =
0 und die Geraden h und g fielen zusammen.

Natiirlich entzieht sich auch der Fall eines negativen konstanten Gliedes ein reellen Konstruk-
tion, da in diesem Falle ¢, = 'I‘.\/cg Zu setzen wire, ebenso wenn die Koordinate pz des Poles
imaginér wiirde.

Die letztgenannten Fille konnen aber durch eine geeignete Parallelverschiebung in Richtung
der x - Achse vermieden werden.

Verschiebt man néimlich die gegebene Kurve y = x* +¢,X*> +¢,x*> +¢,x-¢2(8) in
X - Richtung, so muf}, sofern die gegebenen Funktion {iberhaupt reelle Nullstellen besitzt, bei

entsprechender Wahl der Schiebstrecke t ein negativer Abschnitt auf der y-Achse zu erzielen
sein. Durch die Parallelverschiebung um t nimmt die Gleichung der Kurve die Gestalt an:

flx—t)=(x-t) +c,(x-t)’ +c,(x-t)’ +¢,(x-t)-c? =

=x* +(C; —4th¢ +(C, —3c,t+6t * +{c, —26,t+3c,t* — 48 k- (c2 + ¢ t—c,t2 +c,t7)=

=x*+a,x’ +a,x’ +a,x-a’ (19)

und die Bestimmungsstiicke der Einschiebung erhalten die Form
_4t-c,

P, = >

(20)

! James PIERPOINT: American Mathematical Society Bulletin 2.Bd. (1895)
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8t —12¢,t° +2(2c, +3c2 t* —c3ldc, +c2 I +(8c2 +2¢,c, +c,c -J
1 c3(4c§ +c1c3)t++c§(4c2 —c§)+ c!

=— 21
P73 ~t* +c,t? —c,t? +ct+cl @1
2 3§
(c 2c, t+3<:2t tt )4 22)
4( +Ct—-c,t” +c,t —-t)
® at* -3c,t* +2¢,t-c,

12t* —12¢,t +(4c, +3c2 k? —2¢,ct+4c? +c.c,
8t° —12¢,t’ +2(2c2 +3c§)t“ —c:3(4c2 +c§)t3 +(8c:§ +2¢,C, +c2c:§)t2 ~ (23)
03(405 +clc3)+c§(4c2 —c§)+c12
~t* +c,t’ —c,t* +c t+c?

Elimination des Parameters t aus (21) mit Hilfe von (20) ergibt die kartesische Gleichung des
Ortes der Pole

64x° +16(8c, —3¢2 k* +4(256¢2 + ¢, (64c, —c, (16c, —3¢2 K +
o, (x)= 3363 (+ 256¢2(8c, —3¢2 )+ 51262 —64c,c2 +c(sc, — c2) ]

- 9512 {16x* +8(8c, —3c2 K +16lc, [4c, —c2)-8c, }-256¢2 —c, [64c, —c, (i6c, —3c2))
Die reellen Werte fiir die Pole liegen zwischen den Schnittpunkten von (24) mit der X-Achse
und den Asymptoten an diese Kurve.

Um die reellen Werte fiir die Lange der Einschiebestrecke s zu erhalten, hat man mit (20) aus
(22) t zu eliminieren und findet

249

2

s(x)= |- (4x +(80 -3¢ )( 8¢, +¢ (4c 2)) 25)
| 16x* +8(8¢c,3c2 )k +16lc, (4c, - 3) 8c1)x 25600—c3(64c1—c3(16cz—3c§))

(24) und (25) lassen zusammen jenen Bereich erkennen, in welchem man auf reelle Weise den
Pol P und den Anstieg K wihlen kann. Nach Wahl von x = p wird mit Hilfe von (20) die
GrofBe der vorgenommenen Parallelverschiebung ermittelt. Die Nullstelle der iirspriinglich
gegebenen Funktion hat dann den Wert X - t.

In der Praxis wird man natirlich die obigen Rechnungen nicht ausfithren, sondern die GroBe
der Parallelverschiebung zu erraten versuchen

Beispiel:
f1X) = x* + 4x3 + 4.8x% + 5.6x+3,
Verschiebung um die Strecke t = 2 in x-Rlchtung er%1bt
fix-t) =x*- 4 +4.8x° + 2.4x -5
Fiir die verschobene Kurve gilt
*=-4,c,=48,¢1=24,¢0=V5
Daraus folgt nach Formel (18) von Seite 108

2\/17 65 124/170
325

=1.044, s=——=0.537, k=~ =-0.481
25

P =2, P, =

Alle diese Werte sind im Prinzip mit Zirkel und Lineal konstruierbar.
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14

X; =121, X, =-0.88=> X, =x] -2=-0.79, x, =X, -2=-2.88
Die tatsidchliche Anwendung obiger Rechnungen ergabe folgendes Bild

f(x) flx-t)
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Beispiele zum Schema von Ruffini - Horner
Bestimmung des Funktionswertes eines Polynoms

) =28-7x +8x*- 17 x® + 16x + 13 f(3)=?
2 7 8 -7 0¢) 1513
3 6 -3 15 6 -18; -9 f(3)=4

|2 —15-2-6-3?4

Division eines Polynomes durch einen linearen Ausdruck
F(x)  5x* —3x% +2x* —8x+30
gx) X+2
158

5 -3 2 8130 fX) .. ...,
: =L =5 ~13X° + 28X - 64+ —— >
-10 26 -56:128  g(x) X +2

| 5 -13 28 -64:158

-2

()= (5x? —13x2 +28x — 64)x + 2)+158

Nulistellen eines Polynoms
) = >+5x% + 8x +6
Als ganzzahlige Nullstellen kommen nur + 1, = 2, + 3, + 6 in Frage
1 5 816
-3 | -3 -6 -6 Eine Nullstelle ist x, = -3
[ 1 2 270 -

SX) = 08 + 2x + 2)(x+3)
Fiir die restlichen Nullstellen gilt

¥ +2x+2=0= X,, =—1£41-2=-1£1 ... nicht reell

Division eines Polynoms 8.0rdnung durch ein normiertes Polynom 3.0rdnung
F(x)  3x® +2x7 —10x° +8x® —24x* +8x> +10x - 4
g(x) X +2x* —x+3

3 2 10 8 -24 8 i0Hh 10 -4

2 6 8 2 14 616
1 3 4 1 7i3 8
3 9 12 3i21 9 24

3 4 1 7 3 -8:i40 -7 20

fx) = (3x° - 4x* + 3 -T2 + 3x - 8). g(x) + (40x2 - 7x + 20)




Entwicklung eines Polynoms an einer gegebenen Stelle
f1x) =x* -3x% + x - 10 an der Stelle x = -1 (y = x + 1) entwickeln!
L) = ca(x + 1) +es(x+1)* + ca(x+1)? + ci(x+1) + co = cay* + ey’ + ey’ + iy + ¢o

1 on -3 1 |-10
-1 11 2 |3
1 -1 -2 3 i-13=0¢y
-1 1 2 o
1 -2 0 3=c¢
-1 -1 3
1 -3 3=¢
-1 -10
1=C4 [-4=C4

00 = (x+ 1) - 4(x+1)° + 3(x+1)% + 3(x+1) -13 = v* - 4v* + 3y% + 3y -1

Division von Polynomen, wenn der Divisor nicht normiert ist

f(x) 66X +13x* +6x° —4x> +8x+5
gx) 3x2 —x+1

769 = 800900+ 69 = 3-89} Gae) () = ~2x+ gt 70

6 13 6 -4i8 5
113 2 5 32
13 2 53 2
|6 15 5 6.3 7
3g(x) =B’ + 15 + 9x 6 = g(x) = 23 + 5x% + 3x - 2
X) = 23 + 5% + 3x - 2) + (3x + 7)

Darstellung eines gegebenen Polynoms n-ten Grades f (x) = Zajxj in der Gestait
=0

F0)=c, + 3 eilc-x,)

i=l k=1
Beispiel:
LX) = 3x3 -4x2 + 5x - 8 = ¢p + C4(%-2) + C(x-2)(x+3) + Ca(X.-2)(x+3)(x+5)
3 -4 5 |8 F0)= £,6)x~2)+c,
2 _ Z ‘9‘ ii £0)=£00x+3)+¢, | (x-2)
{10=¢g = + ~2)¥x —
) ] N
3 -7 2026 F0)=c, +6,(x~2)+c,(x-2)x +3)+
-5 15 +¢,(x - 2)(x +3)x +5)
3=c3 {-22=Co

fix)=10+30.(x ~ 2) ~22 (x-2)(x~3)+3(x-2)(x-3)(x-5)




Em Pn}vnorn 4 ()rdmmo soll d_urcb die ﬁmf‘Punkte ( 2|4), (- 1!2)
¥V rordaon ‘Ancrotz

L2 R w7

S1) = Ca(x+2){x+1);

X(x-
e na

Wir setzen der Reihe nacl die gege

f(-2)=4=¢g

f(-1) = 2 = ¢4(-1 + 2+co =61+ G

f(0) = -1 = (2X1) + ¢ (2) +cp = 2¢; + 204 +0Go

f(2) = 3 =0a(2+2)(2+1)2 + cx(2+ )(2 +1) +04(2+2) +cq = 24Cs + 126, + 4c; + Gg

f(5) = 5 =C4((5+2U5+1)EU5-2) +Ca(B5+2UB+1UE) + o542 5+1) + o(5+2) +o =
= 630c; +210c;3 + 42¢; 7c co

Co= 4

cy =2

Cr=-1/2

e = 13/24

¢y = -311/2520
Daher
fx)= —&(x +2)x + Dx(x - 2)+ ~1—3—(x +2)x +1)x - —l-(x +2)x+1)-2(x+2)+4=
2520 24 2
311¢* —1054x° = 4079 +4846x +72520
2520

(4



Anwendung des Schemas von Ruffini - Horner zur Darstellung von Zahlen in einer
gegebenen Basis

q ... gegebene Basis, z ... darzustellende Zahl,

R ... Ziffernvorrat des betrachteten Zahlsystems

R= {ro = 0, = 1, ...Tg= 9, Mo, M1, ..., rq.1}

Speziell gilt fiir das

Zehnersystem ... R{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

Bindrsystem ... R{0,1}

Hexadezimalsystem ... R{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,E,F}
Die Darstellung der Zahl z in der Basis q lautet dann
z=anq" +anmq™" +an2q™? ... +taiq+a, a R

Zq = 8pdn-18n-2...8180

Umrechung von z, = 85ap.4@n.2..-848 in die dekadische Darstellung z;:=z

an  any an-2 .. @ a l|ap

q q.bn1 q.bn2 .. q.b2 q.by §q.bo
lbn.1 bn2 bna ... b1 bo !Z
&

Umrechnung der Dezimalzahl z in die Zahl z, = a,an.4an-2..-2189 mit der Basis q

In diesem Falle kennt man von obigem Schema nur die Werte Z und q. Die GroBen a; sind zu
bestimmen. Nun gilt

zZ = q.bo + 8o

bo =q.by + a

by = q.bz + ar

dh.die GroBen &; sind die sukzessiven Reste der Divisionen z:q, bo:q, b4:q, ... wobei fiir die

b; gilt
b, = {—b——] (#)
q

ZweckmiBigerweise stellt man das folgende Schema daher folgender-maBen dar

an an-1 an.p az a ;ao

q q.bn-1 gbnz .. qbz qbijqho
Ibn-1 bn.z bn.3 b1 bo }Z
Y

Man bestimmt zunéchst b, = [ﬁ] und dann in der letzten Zeile sukzessiv die Grofien b;

gemilB (®). AnschlieBend bestimmt man die a; als Differenzen ai = b;.4-q.b;



Beispiele:
Bindire Zahlen
% 1100111 =2
1 1 0 O 1 1
|

)]

i
H

2 12 24 505102
|1 3 6 12 25 51]

z=103
@
215=%z
|1 10 1 0 1 1}1
2 2 6 12 26 52 106(214
|1 3 6 13 26 53 107215
-
215 =% 11010111
Hexadezimalzahlen
$2B3E=2z
2 B=11 3 | E=14
16| 31 672 | 10800
| 2 42 675 | 10814 =z
&
23009=%z
I 5 9 14=E§ 11=C
16 80 1424 | 23020
| 5 89 1438 | 23009 =z
=

23009 = § S9EC




Beipiele fiir Gleichungen 3.Grades

[x°-10x° + 35x - 44 = f

10 10
x=y+—j—:>y=x————

3
1 10 35 [-44
10 10 -200 | 1150
3 3 9 | 27
g 2y nsy 38
310 9 27
10 1o ¢ 100 pady 38
3 3 9 37 27
g 1100 15
3 9
1o 1o
3 3
110
Nach CARDANO gilt daher
= Y-bsbP+a’ + %/—b-Jb2+a3
___5_, b~_23b2 _361 125 _ 48 _2

—>
729 729 729 3

( . = eine reelle, zwei k.k Nullstellen
_e \f 3\[_. _

Wir untersuchen, ob sich die 3. Wurzeln algebraisch ausziehen lassen (i.a. ist dies nicht
- moglich). Wir treffen den Ansatz:

3‘/—1——9—+ \[—:> \/‘ u® +3.u? \/E+3u2+g\/:=(u3+2u)+‘/—§- 3u2+Z
27 3 3 3 3 3

Vergleich der rationalen und irrationalen Bestandteilen auf beiden Seiten ergibt

1=3u2+—§—:>3u2:%:>u2=%:>u=x.-§ (a2 =1)

Probe :
Do 1+2) A A=lmu=t
27 27 3 27 3

Also
3/19 JE 1 JE
27 3 3 3

Da sich bei der zweiten Kubikwurzel nur das Vorzeichen der Quadratwurzel dndert, gilt



Da sich bei der zweiten Kubikwurzel nur das Vorzeichen der Quadratwurzel dndert, gilt

Daher

1 JE 1 \/E 2 10 2 10 12
20 B el R | =—:>x]:yl-{—-__—_--—+—-—=_.._=4=x1
3 V3] |13 V3 3 3 3 3 3

Die beiden restlichem k k. Nullstellen sind Losungen eine quadratischen Gleichung, die sich
nach Horner ergibt

1 -10 35| -44
4 -14| 44

4

1 -6 110
| |

X* —6x+11=0=>%,, =3+/9-11=321+2
b +6x°-x-30=0
X=y-2Dy=x+2
1 6 -1{-30
-2 2 8|18
i
1 41912
2 214 Y -13y-12=0
112413
2 2
110
13 2197 1225

a=-—, b=—6=a’+b* =-"""436 = ———— < 0 =>3 relle Nullstellen
3 27 27

Wir wenden daher die trigonometrische Auflésung an
r’=—4a=26=r=+26

cos(3a)_—§9_ "iﬁ o = 48,3063 = o = 16,1021
Y, = r.cos(oc): 4

Y, =r.cos(a+120):-

y, =l.cos(a+240) = -1

Daher

XI=Y1-2=2 X=Y2-2=-5 X3=y3-2 =-3




BETSPIEL zum SATZ von F KR R M AT fir p =13

es muB fir 1 €< x < 12 gelten

<12 = 1 (mod 13)
O rdnung
1 11 =1
@ _2_152,225-:4,2358,2453,2556,26512,
29 =5, 210 =90, 2"V =7, 2'% =4
3 3 =23, 3% 29, 3% =1
6 W' =, 4 =5, 43 = 92, 4" =9, 45 =10, 16 =
4 s =5, 52 = 12, 53 = 8, 5% = 1
€ 6' =6, 62=10, 63=8, 6,*=09, 65=2, 6° =
67 = 5, 610 L, 6! = 11, 612 = 4
¢ V=7, 72 =10, 725, 7" =9, PP =11, 7% =
7823, 7928, 710 =4, 711 2o, 12
l ' =8, 82 =12, 83 =75, 8" =1
3 V29,92 =3, 93 =1
6 10] = 10, 102:9, 10-5512, 10453, 105_—-.4,
i2 11 =11, 12 =4, 113 =5, 11t =3, 1% =7, 11
112 =8, 119 =10, "' =6, 11'% =



Jrdnung
1

8

®

BEISPIEL zum SATZ von F ER M A T fiir p = 17
Es muB fiir 1 < x S16 gelten

:c"6 = 1 (mod 17)
11 = 4
21 =2, 22 =4, 25 =8, 2" =16, 2% =15, 25 =13, 27 = 9,
28 = 4,
3'=3,3=9,3% =10, 3% =13, 3% =5, 35 =15, 37 = 11,
3% =16, 39 =, 370 =8, 3717 =7, 372 =4, 375 = 42,
S =5 315 = 516 =
81 =4, 42 = 16, 42 = 13, 47 = 1
5'=5,5°=8,5 =6, 5 =13, 5° = 4, 5° =2, 5/ = 10,
B =15, 59 242,50 =g 51 =g, 512 = 4 513 =3
5™ =15, 57 =7, 570 = 1
6'=6,62=1,62 =12,6" =4, 6 =7, 6° =8, 6 =4,
6 =16, 67 = 11, 619 =15, 6" =5, 672 = 13, &% = 10,
e =g 15 =3 616 =4
7" =7, 7% = 15, 75 = 3, 7“ =4, 72 =1, ® =9, 77 =12,
7® =16, 7% =9, 70 =2, 71 = a4, 772 =13, 775 =,
=g 15 s 716 -
gl =8,8° 513, 85 =2, g* =16, 8 =9, 8° =4, 87 = 15,
88 = 1
9" =9, 9% =13, 95 =15, 9% =16, 9% = 8, 9° =4, 97 = 2,
9% = 1
10" = 10, 10° = 15, 10° = 14, 10* =4, 10° = 6, 10° = 9,
107 = 5, 10° = 16, 107 = 7, 107° = 2, 10" =3, 1072 = 13,
1072 = 11, 10" = g, 10" = 12, 107® =
1172 11, 112 = 2, 1% =5, 11" =4, 115 0, 1% = 8,
117 =3, 118 = 16, 119 = 6, 1170 = 15, 11" = 12, 1112 = 43,
1112 = 7, 491 =9, 1175 = a4, 1178 = 4



Ordnung

©®

4

O,

11, 12 = 13, 12°

10

L}

= 12, 12° = 8, 127
8

i

5, 1270 = 9, 1277
1272 = qu, 12" = 15, 1275 = 10, 1270 = 4
13

127 =, 128 = 16, 127

=13, 13° = 16, 137 =4, 13" = 1

= an, w? =g, wd ey, =3, w0 s

9

w3 =g, ™ =2, w5 =4q, 170 =4
15
157 = 8, 15° = 1

16" = 16, 16° = 1

n

3’ "2 = 2,

6, 12

12 =

=

12, 15 = 15,
w? =6, 148 =16, wI =3, w0 =g, wM =10, w2 =4,

=15, 152 = 4, 152 = 9, 15% = 16, 157 = 2, 15°

= 13’



Anwendung der Methode von KRONECKER
Beispiel: Das Polynom

f(x) =2x5 + x4 - 4x3 - xz + 1 = (px2 + gx + r).h(x)

soll auf irreduzible quadratische Faktoren iiber @ untersucht
werden. Man iberzeugt sich leicht, dap f(x) keine rationalen NSTen

hat.

Wir berechnen die Werte von»f(xo), f(xl), fsz) fir x0= 0, x, = 1,
\*xz = -1. Es gilt

£(0) = 1 Teiler g(0) = %1

£{(1) = -1 Teiler g{(l1) = %1

£(-1) = 3 Teiler g(-1) = %1, *3
Wir haben also die ganzzahligen L&sungen des Gleichungssystems

xo =0 : b o =’il
x, = 1 p+q+r = %1
x2 = -1 P-gqg+r =31, %3

zu suchen. Das GAUSSsche Schema lautet

>

p g r -
» 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 -1 Dieser Teil kann
1 1 1 111 1-1-1-1-1¢ 1 weggelassen werden,
1 -1 1 1 -1 3-3 1 -1 3 -3 : 1 da mit ihm nur die
1 1 0 0O 0 0 o0 -2 -2 -2 -2 Gréfen -p, -q, -r
3 1 -1 0 0 -2 2 -4 0 -2 2 -4 berechnet wiirden.
0 0 1 i 1 1 1 1 1 1 1
2 2 0 O 0 -2 2 -4 -2-4 0 -6
1 -1 0 0 -2 2-4 0 -2 2 -4
0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
> 1 0 O -1 1-2-1-2 0 -3
1 -1 0 0 -2 2-4 0 -2 .2 -4
0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
i 0 0 0-1 1-2-1-2 0 -3
0 +1 0 0 +1 -1 +2 -1 0 -2 +1
0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Es gibt also folgende Moglichkeiten
g{x) = 1 . . . unbrauchbar (Konstante!)
~x2 +x + 1
2
X7 - x +1
—2x2 +2x + 1
~x2 - x +1 ‘
2% + 1 unbrauchbar (Linearfaktor!) ’

"Die Theorie der geometrischen Konstruktionen" (Prof.W.STROHER)
Einlageblatt Nr.é6
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