Vektoralgebra |

Wolfgang Stroher
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Der Anschauungsraum

Der Anschauungsraum wird aufgefaft als Menge von gleichberechtigten Punkten. Die Gera-
den und Ebenen des Anschauungsraumes sind spezielle Teilmengen.

Andere Auffassung: Man kann Punkte, Gerade und Ebenen als selbstiandige Elemente auffas-
sen, die z.B. durch Inzidenzrelationen miteinander in Beziehung treten (HILBERT).

In dieser Vorlesung fassen wir den Anschauungsraum als Punktmenge auf und alle Objekte des
Anschauungsraumes als spezielle Teilmengen.

Die Elementargeometrie des Anschauungsraumes wird im folgenden als bekannt vorausgesetzt:
Kongruenzsitze, Ahnlichkeitslehre usw.

Der punktierte Anschauungsraum als Menge von Vektoren

Zeichnen wir (im Gegensatz zur Gleichberechtigung aller Punkte des Anschauungsraumes)
einen Punkt O als Ursprung (Nullpunkt) aus, so wird jedem weiteren Punkt in bijektiver Weise
ein Pfeil (Vektor) zugeordnet.

!

A

Dem Punkt O entspricht der Nullvektor 0, dem zu A beziiglich O symmetrisch gelegenen Punkt
A' entspricht der dem Vektor a entgegengesetzte Vektor (-a). Er hat die dem Vektor a entge-
gengesetzte Orientierung.

Durch Auszeichnung des Punktes O tritt also an Stelle des Grundbegriffes "Punkt" der Grund-
begriff "Vektor".

An Stelle von Punktmengen betrachten wir ab nun Vektormengen.

Der Vektorraum
Die Vektoraddition

In der Menge der Vektoren fuhren wir durch folgende Konstruktion eine innere Verkniipfung

ein, die wir Vektoraddition nennen".

4y q-r;gw)ma
)=t Y

K

" Die Definition der Vektoraddition ist motiviert durch die Eigenschaft der Zusammensetzung von Kriften
(Krifteparallelogramm). Das Krifteparallelogramm wurde erstmals von Simon STEVIN (1528-1620) ange-
wendet, aber noch nicht klar formuliert. Die erste klare Formulierung iiber die Zusammensetzung von Kriiften
findet sich bei Isaak NEWTON (1642-1726).

Literatur: Ernst MACH (1838-1916):Die Mechanik in ihrer Entwicklung. 1.Aufl.1883

Vektoralgebra | (Prof. W.STROHER) 1



Der Vektorraum

Die Menge der Vektoren, a,b,c,...bildet mit der Vektoraddition "+" als Verkniipfung eine
kommutative Gruppe. Aus der angefiihrten Konstruktion folgt das

Kommutatives Gesetz der Vektoraddition

x+y=y+X Kommutatives Gesetz der Vektoraddition
Wir nennen

x+(-y):= x—y den Differenzenvektor von x und y
Assoziatives Gesetz der Vektoraddition

(x+y)+z=x+(y+2) =x+y+2 "ZHQ

i4

0 (ermiey=
iy )

A

Das assoziative Gesetz muf natiirlich fiir beliebige drei Vektoren gelten. Demnach kann man
auch die Summe zweier Vektoren ermitteln, welche dieselbe Trigergerade besitzen und fiir die
die Parallelogrammkonstruktion nicht unmittelbar anwendbar ist.

Q(Keﬁ) %ﬂe (jﬂaﬂgs
— =Y tlgrn)
0 —— — (¢ +ig) '
Speziell folgt daraus 4 lg €
0 -
e EpAR {4

X+(-x)=x-x=0
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Der Vektorraum

Gruppen

Eine (nichtleere) Menge G hat Gruppenstruktur, (ist eine Gruppe), wenn in ihr eine innere

Verkniipfung "+" definiert ist, die jedem geordneten Paar (a,b) von Elementen a,b € G ein-

deutig ein Element ¢:= a * b zuordnet, wobei folgende Eigenschaften gelten

1. (a*b)xc = ax(b*c) = axbxc assoziatives Gesetz

2. Es existiert ein Element e (neutrales Element), sodal fiir alle Elemente a € G gilt
are—-exrxa=a

3. Zujedem Element a gibt es ein Element a’ (inverses Element zu @)
arta'=a'*a=e

Gilt zusitzlich noch fiir alle a,b. ¢ G

4. a*b=b=+a kommutatives Gesetz

so heiit G kommutative Gruppe, (abelsche Gruppe, Modul)

AuRere Verkniipfung von Vektoren und reellen Zahlen

Produkt eines Vektors mit einer ganzen Zahl n

n>0 n-a:=a-+a+...+a Speziell 1-a=a
e
n
n=0 0-a:=0
n<0 n-ar=+-a)+(-a)+.+-a)=|n-(-a)  Speziell (-1)-a=(-a)

nl

Mit dieser Definition gilt
(n+m)a=na+ma
Beweis: (n+m)a=a+..+a=(a+..+a)+(a+..+a) =na+ma
S —— N ) NS

n(ma) = (nm)a

"'
n m

I

nm

m

( )
La+ +a)+ A+ (a+.. +a)J: a+.+a=(nm)a

n(a+b)=na+nb
Beweis mit Hilfe des Strahlensatzes

Wit )
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Der Vektorraum

Diese fur ganze Zahlen ausgesprochenen Sitze erweitern wir auf reelle Zahlen. Wir definieren
zuerst

laj>0 LingeBetragvona speziell |0|=0, |-a= |a|
Ferner sei per Definitionem
A >0 Aaist der mit & gleichorientierte Vektor von A - facher L4 1ge
A <0 Aaistder mit (-a) gleichorientierte Vektor der La nge|Al-|al
ra:=—|Aa = [A(-a)
Allgemein gilt also fur A # 0
nal =4 al

Die Menge derVektoren bildet zusammen mit den inneren und dufleren Verknipfungen einen
Vektorraum

Der affine Raum

Gegeben sei eine Menge A, deren Elemente "Punkte" heien und ein Vektorraum V. Zwischen
den Elementen A,B,C, < A und den Vektoren von V besteht folgender Zusammenhang;
Jedem geordneten Punktepaar (A,B) € A xA entspricht in eindeutiger Weise ein Vektor
v =AB, wobei gilt
1. Halt man einen Punkt A € A fest, dann ist fiir jeden weiteren Punkt B € A die Zuordnung
B AB
bijektiv.
2. Es gilt stets
AB+BC =AC
Eine Punktmenge A, die in der beschriebenen Weise mit einem Vektorraum V zusammen-
hangt, heift affiner Raum

Punkte Vektoren - /I—)
- AC = +
o P C Lﬂ & B¢
(2
< ’}) b — — .
A #H:” 0 W= /’”%) = Aw 4"
A By
— M/W”:B/J
A’L -
A Do,
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Der affine Raum

Der Punktraum der Anschauung ist daher ein affiner Raum. Jedem Vektor des Vektorraumes
entspricht im Punktraumdie Menge aller parallelen, gleich langen und gleich orientierten Strek-
ken. Umgekehrt entspricht jeder Aquivalenzklasse aller parallelen, gleich langen und gleich
orientierten Strecken derselbe Vektor. Eine Strecke kann als Reprdsentant der ganzen Aquiva-
lenzklasse dienen. Halt man einen Punkt O € A fest, so wird der affine Raum zentriert
(punktiert). Man spricht dann von einem zentralaffinen Raum.mit dem Ursprung 0. Dieser hat
die Struktur eines Vektorraumes, d.h. er ist zu einem Vektorraum isomorph.

Unterrdume

Unter einem Unterraum U versteht man eine Teilmenge eines Vektorraumes, die gegeniiber
den Vektorraumoperationen abgeschlossen ist und selbst ein Vektorraum ist.

abelU,=>a+bel,
acU, = Mg U,

abcl,>a+bel, >

::)?d+ubeU2

Triviale Unterrdiume: NI, {0}
Im Vektorraum der Anschauung gibt es zwei Arten von nichttrivialen Unterrdumen: die Gera-
den durch den Ursprung und die Ebenen durch den Ursprung.

Linearkombination und lineare Abhangigkeit von Vektoren

Gilt fur einen Vektor ¢ = Aa bzw. ¢ = Aa+ub, so nennt man ¢ eine Linearkombination von a
bzw von a und b .Allgemein heil3t

X=MAag+Aha,+..+Aa,
Linearkombination der Vektoren 8y, ..., 3,

LBt sich der Nullvektor 0 als Linearkombination der Vektorena,, ..., @, darstellen, d.h. gilt
0 =MAa;+Aa,+..+Aa,

so heiflen die Vektoren @, ..., @_linear abhdngig (1.a.), wenn wenigstens ein A # 0 ist, sie
heiBBen linear unbhdngig (1.u.), wenn die Linearkombination des Nullvektors nur moglich ist,
wenn alle A; = 0 sind.

Gilt zB.

c=Aa=>l-c-ia=o0 a,c linear abhi ngig

c=Aa+ub=>1-c-Aa-ub=0 a,b,c linear abhi ngig
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Der affine Raum

Es gelten folgende Sitze

1. Zwei oder mehr Vektoren in einer Geraden durch den Ursprung 0 sind stets |. a.

0 e - -
&, 0,

Essei a,,a,,...,a, € U,. Danngibtes, wenna, #0, a, # o, stet%ein wohlbestimmtes
0+ A e R, sodaB gilt a, = Aa,. Dann gilt
Aa,-1-a,+0-a,+.+0-a, =0 = ay,a,,...,a, linear abhi ngig
Ist aber @, = 0, so kann man A # 0 beliebig wi hlen,Dann gilt
Aa,+0-a, +0-a;+...4+0-a, =0 = a,,a,,...,a, linear abhi ngig
Daraus folgt

Eine Menge von Vektoren ist stets linear abhingig. wenn sie den Nullvektor enthilt.
Der Nullvektor O selbst ist linear abhingig

2. Drei oder mehr Vektoren in einer Ebene durch O sind stets linear abhingig.
Die in 1. erledigten Fille konnen wir iibergehen.

o e
u, o / '

0 7 ~ U,
Esseiena, #0, a, #0 a; =0 und a4,a,,a,,a,,...,a, € U,
Wir stellen @, als Summe a; = u, +u, dar, wobei gilt
u, =ia,, u,=>xia,=>a,;=>xna,+A>i,a,, daher
Ma, +A,a,-1-a;+0-a,+..+0-a, =0 = a,,...,a, linear abhi ngig

3. Vier oder mehr Vektoren des Vektorraumes der Anschauung sind stets linear abhingig,
Die in 1. und 2. behandelten Falle iibergehen wir.

a,a,,a;,a, V

a, #0,a, #0,a; #0,a, #0

a, =u,+u, +u, 1,

u, =\a,,u, =1,a,,u; =Aa,

a, =Aa, +Aa, +Aa; = .
g "’444/

= \a,+Ma,+1,a,-1-a,+0-a,+.+0-a, =0 = Tty

= ay,...,a, linear abhd ngig 2
f W A

4. Umgekehrt gilt: Sind zwei Vektoren l.a., so gehoren sie derselbenGeraden durch 0 an, sind
drei Vektoren l.a., so gehoren sie derselben Ebene durch O an.
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Der affine Raum

Basis und Dimension

Wie gezeigt wurde, sind alle Vektoren in einer Geraden durch 0 Vielfache eines Vektors b = 0
dieser Geraden. Wir nennen b den Basisvektor des durch die Gerade festgelegten Unterrau-
mes.

Alle Vektoren einer Ebene durch 0 lassen sich als Linearkombinationen von zwei Vektoren b,
b,(b,#0,b,#0,b #2b,) darstellen. b, b heilen Basisvektoren des durch die Ebene
festgelegten Unterraumes.

Ebenso lassen sich alle Vektoren des gesamten Vektorraumes als Linearkombination von drei
Lu. Vektorenb,, b , b_ darstellen. b , b, b_stellen eine Basis des Vektorraumes dar.

Die Anzahl der Basisvektoren, die nétig sind, einen Unterraum oder den Gesamtraum darzu-
stellen heillt Dimension des Unterraumes bzw. Vektorraumes. daher gilt:

Gerade durch 0 ... eindimensionaler Vektorraum

Ov — - ~’u/,, xelU, =>x=ib
1 (A

xel, >x=4b, +4,b,

XxeV=x=0Mb, +4,b, +A;b,

P
4 04 ‘/(74

Nebenraume

Eine Gerade g des Anschauungsraumes, welche
nicht durch O geht, konnen wir auffassen als Men-
ge der Endpunkte der in ihr endigenden, von 0
ausstrahlenden Vektoren, z.B aund b.

Diese Menge stellt keinen Unterraum dar, da

z.B. der Summenvektor a+b nicht mehrin g
endet.

Durch g ist jedoch ein Unterraum U eindeutig bestimmt, namlich die zu g parallele Gerade
durch 0. Sind a und b zwei beliebige Vektoren von g, so gilt
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Der affine Raum

v
MN:izsb-acU,
Ist a ein beliebiger Vektor von g und v €Uy , so ist X:= a+v wieder ein Vektor von g. Auch
hier gilt
x-a=vel
Jeder Vektor von g hat daher die Darstellung
X=a+v mit velU,
Ist W ein Basisvektor von Uy, so gilt v =Aw und es ist
X=a+AwW
eine Parameterdarstellung von g
a heiBt Reprdsentant von g ("Ortsvektor"), w gehort dem Unterraum Uq an. Uy heifit Rich-

tung von g. Der Représentant @ kann durch einen beliebigen anderen Vektor von g ersetzt
werden, z.B. durch

b=a+tu—>a=b-u=>x=b-u+iw

wegen u:/u,_w folgt x=b—pw+Aw =b+(A-p)w=b+ww
N —
A%

Also
x=b+wvw

Man nennt die Gerade g, aufgefal3t als Menge ihrer Vektoren einen Nebenraum mit der Rich-
tung U, und dem Représentanten a (oder b) und schreibt

g=N(a, u,) = N(b,U,)

Fur jeden Vektor X € N(a, Uj) gilt dann

x-aeU,
Zwei Geraden sind parallel, wenn sie dieselbe Richtung Uj haben

Ebenso entspricht einer Ebene nicht durch 0 ein Nebenraum N(@, U,) mit dem Reprasentanten
a und dem zweidimensionen Unterraum U als Richtung.

€= N(UY,,/Z/LZ]

0 4(/@
b-a=uel, #

A
vel, > x:=a+ve N(a,Uz)
Fihren wir in U, eine Basis w, und w, ein, so gilt

V=W, +A,W,, U= W, +1,W,
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Der affine Raum

und fiir alle Vektoren x € N(a, Uy) gilt die Parameterdarstellung
X=a+AWyq+A,W,

Ferner gilt
a=b-u=>x=b-u+i,w,+i,w, :b+(k1 —u,)w1+(k2 —uz)w2
NSO — (U ——

daher auch

x =b+vw, +v,w, = N(a,U,) = N(b,U,)

Die Parameterdarstellungen

X=a+iw

X=a+AW,+A,W,

weisen die Unsymmetrie auf, daB3 auBer den Ortsvektoren X, a der Nebenraume noch die
Richtungsvektoren w bzw w1, wo der den Nebenraumen zugeordneten Unterraume U1, Uy
auftreten, also Vektoren, die den betrachteten Nebenraumen gar nicht angehoren ("Richtungs-
vektoren™"). Wir leiten daher eine Darstellung ab, in der nur Ortsvektoren aufireten

1. Linearer Fall: Die Gerade sei durch die beiden Punkte a, b gegeben. Dann ist u = b-a ein
Richtungsvektor, und wir erhalten die Parameterdarstellung

x:a+uu:a+u(b—a):(l—u)a+ub:7»a+ub
N

A
Daraus folgt die Darstellung eines Punktes x der Geraden durch die affine Linearkombination

der Ortsvektoren a und b:

x=Aa+ub (k+u:l)

3. Ebener Fall: Die Ebene sei durch die drei Lu. Ortsvektoren a,b,c gegeben. Dann sind
u = b-a und v = c-a Richtungsvektoren und es gilt die Parameterdarstellung

x=a+plb-a)+vc-a)=(1-p-va+pb+ve
U —

A
Die folgende affine Linearkombination stellt den Ebenenpunkt X mit Hilfe der drei beliebigen
Ortsvektoren a, b, ¢ dar:

x=Aa+pub+ve A+pu+v=1
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Der Euklidische Vektorraum
Das Skalarprodukt

p =b[cos ) o

Das Skalarprodukt (inneres Produkt) ordnet zwei Vektoren a,b eine reelle Zahl zu

(a,b) >ab=re%R
Dabei gilt folgende Definition:

ab:=1a|- bl - cos(y) =al - p,, = bl p, 0<o<m

Aus dieser Definition folgt sofort

6
T
ab>0<:>0<(p<~2— /

ab<0<:>—~<(p<n N
T t

b=0 ==

a Se= 5

Winkel zweier Vektoren

Die letzte Aquivalenz gilt aber nur dann, wenn wir folgende Festsetzung treffen
Der Nullvektor ist zu allen Vektoren orthogonal

Aus dem Verschwinden des Skalarprodukts ab = 0 kann man i.a. nur schlieBena 1 b
Aus ax =0 folgt a = 0 nur dann, wenn ax fiir alle Vektoren X des Vektorraumes verschwindet.

Geometrische (mechanische) Deutung des Skalarproduktes:

ab=al-p, =|a|-p,
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Der Euklidische Vektorraum

k Kraft

I
W wirkender Anteil der Kraft

\ k Kraft

A =2
V Geschwindigkeit vi= ot

vk...Leistung

Spezialfille des Skalarproduktes
aa = [a|-|a| - cos(0) = |aI*
la|=+vaa La ngevon a

Ein Vektor mit der Lange 1 heifit Einheitsvektor. Es gelten folgende Bezeichnungsweisen

]

e.lef=1, a..

o

a=1

Der Projektionssatz

ae

i
O

a
|
|
|
e N

p
a

Ist e ein Einheitsvektor, so ist der Wert des Skalarproduktes ae gleich der Lange p, der
Projektion von a auf e

Eigenschaften des Skalarproduktes

Kommutatives Gesetz

folgt aus der Definition

Bemerkung:: In der Schule wird haufig die Vektorrechnung noch vor der Behandlung der
Winkelfunktionen eingefiihrt. Trotzdem braucht man auf das Skalarprodukt nicht zu
verzichten. Man fiihrt es als das Produkt

ab:=al-p,
ein. Hieraus folgt sofort das Verschwinden des Skalarproduktes bei orthogonalen
Vektoren. Hingegen ist bei dieser Definition die Kommutativitit des Skalarproduktes
keineswegs selbstverstandlich. Es ist vielmehr nachzuweisen, daf3 gilt:

bl |la
—=—=a-p, = bl
Po  Pa | ]pb | ipa
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Der Euklidische Vektorraum

Die Behauptung folgt aus dem Flachenvergleich der schraffierten Flachen bzw.aus der
Ahnlichkeit der Dreiecke AOAY und AOBX

o [

Distributives Gesetz
(a+b)c=ac+bc

Cc
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Der Euklidische Vektorraum

Paib =Pa +Pp
(a+b)C =P,y -l¢/=(Pa +Ps) Ic| = pa -lc|+ Py -l = ac + be

Homogenitiit

[(2a)b = A(ab)]

A=0 Mab)=o0b=0
oab) =0

} — (2a)b =A(ab)

A>0 (Aa)b=7al| -|blcosp=|-|al b - cosp= K(Ia!-|b|-cos(p) =A-ab

A<0 (ra)b=|ra|-|b|cosq =—|ra|-|b|-cosp=—|A|-|al-|b| cosp= (—lll) . (lal -b|- cos (p) =\-(ab)

b
[
B Y=3-¢ /¢
At - 1A (- 0t) : &
Normierung eines Vektors
Aufsuchung eines mit a gleichorientierten Einheitsvektors
rMa=a (A>0)
1 o a
2al’ =l=> A= =>a=r
al al
Fiir den Winkel zweier Vektoren gilt daher
_a ab -
" lal- ol _Ja ol

Das Skalarprodukt zweier Einheitsvektoren ist gleich dem Kosinus des von ihnen

eingeschlossenen Winkels.

Definition: Ein Vektorraum tiber dem reellen Zahlkorper hei3t euklidischer Vektorraum, wenn
Ober thm eine Skalarprodukt definiert ist. Ein Skalarprodukt ordnet je zweiVektoren
eine reelle Zahl zu. Es hat folgende Eigenschaften

Xy = yX
(x+y)z=xz+yz
(Ax)y = A(xy)
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Der Euklidische Vektorraum

Fiir beliebige Vektoren X# 0 gilt XX>0 xx=0<x=0

Ist der zum affinen Raum A gehorige Vektorraum V ein euklidischer Vektorraum, so heifit A
eukldischer Raum. Zwei Punkte A B von A haben dann den Abstand

A8 - Af

Fir den Winkel <XSY gilt

SX-SY
cos(< X3Y) = X8
Affiner Raum Vektorraum
B
A/
© )

Das Vektorprodukt zweier Vektoren

Das Vektorprodukt (ciuferes Produkt) ordnet dem geordneten Paar zweier Vektoren (a,b)
einen dritten Vektor ¢ mit folgenden Eigenschaften zu

(a,b) >Cc=axb

1. ¢ steht auf @ und b normal

2. Die Linge |c| von ¢ ist gleich dem Wert der Flacheninhaltes des von @ und b aufgespannten
Parallelogramms

3 Die Vektoren a,b,c bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtsdreibein, d.h. sie sind orientiert
wie Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger der rechten Hand (Rechte-Hand-Regel)
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Der Euklidische Vektorraum

Aus 3. folgt sofort

|bxa:—a><b|

Das Vektorprodukt ist schiefsymmetrisch
Aus Forderung 2 folgt
el =laxbj =lal-h, =|b|-hy, =|a[b|-sin(¢) 0<o<n
S.ind zweiVektoren linear abhingig, so schlieBen sie den Winkel ¢ = 0 oder ¢ = & ein, daher
el |c|=|a}|b|sin(0) =c=o0
Demnach ist

axb= o0« a,b linear abhi ngig

Die Umkehrung folgt aus
\c| =|a|-|blsin(p) = 0 = |a| = 0 oder |bj|= 0 oder sin(p) =0 =0 =0o0der o=n
Da aus |a = 0 folgt @ =0 und 0 von jedem Vektor linear abhéngig ist, gilt der Satz ausnahmslos.

Speziell gilt

Das Vektorprodukt ist alternierend

Eigenschaften des Vektorproduktes

(a+b)xc=axc+bxc
cx(a+b)=cxa+cxb

Zum Beweis der 1.Formel projizieren wir die Vektoren @ und b auf eine Ebene v L ¢ und
erhalten so die Vektoren a'und b'. Fiir deren Betrige gilt Hb =0

%%

|la| = [al sin(c)
b'| = bl sin(p)

Wegen Eigenschaft 2 des Vektorproduktes gilt

vl " (i)' = - «M/
15
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Der Euklidische Vektorraum

}axcl:lal-lc[ sin(x Icl-la'l

b x¢|=|bl-|c|- sin(B) = Ic|- b’|

la’x ¢| = |al-|c]- sm(—g) .le| = Jaxc|

|b’><cl~lb’[ Ic] sm(njzlb] lcl-—lbxcl

Dabher ist

axc=a xc W}
bxc=b'xc

da a, a' und ¢ in derselben Ebene liegen. Setzen wir
v.;=a+b, v =(a+b) =a+b’, sogiltanalog vxc=v'xc ,
b

Nun gehen die Vektoren @ xb und b x ¢ aus den Vektoren &' und b' durch eine Drehstrek-
kung in v um 0 hervor, wobei der Drehwinkel /2 betragt und das Streckungsverhéltnis |c] ist.
Daher geht auch die Diagonale a'+b' = (a+b)' = v' des von @' und b' aufgespannten Parallelo-
grammes (iber in die Diagonale ax ¢ +bxc des von ax ¢ und b x ¢ aufgespannten Paralle-
logrammes. Daher gilt

axc+bxc=vxc=vxc=(a+b)xc =>axc+bxc=(a+b)xc

[(»a) xb = (axb)

Beweis.
1. A=0 tnvial

2. A>0 Orientierung bleibt unvera ndet. Fli che wid mit A multipliziert

3.4<0 (Aa)xb=[](-a)] xb = (wegen 2) |A|[(-a) xb] =|A|(—¢) = Ac = Ma xb)

YA
1= = 0ud
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Der Euklidische Vektorraum

Mehrfache Produkte

Das gemischte Produkt (Spatprodukt)
0txb

EAV

2”!"1,

Man erhilt das gemischte Produkt, wenn man das Volumen des von den drei Vektoren a,b,c
aufgespannten Parallelepipedes berechnet

V=F-h

Es gilt

F=laxbl, h=p, daher
V =(axb)c

Das Volumen hat eine positives Vorzeichen, wenn die Vektoren a,b,c ein Rechtsdreibein bil-
den. Durch analoge Betrachtungen folgt

V =(axb)c=(bxc)a=(cxa)b=(ab,c) Vertauschungssatz

Es gilt die Schreibweise

V =(axb)c=(bxc)a=(cxa)b=(ab,c)=(b.c.a)=(c,a,b)  Vertauschungssatz

Rechenregeln fiir das gemischte Produkt
(a,b,c) = -(b,a,c)

Das gegebene Dreibein wird umorientiert

l(Aab,c)=2%ab,c)
(Aa,b,c)=[(ra)xb]c=[Aaxb)lc = (axb)c]=Arab,c)
l(abc+d)=(ab,c)+(ab,d)

(abc+d)=(axb)(c+d)=" =(axb)c+(axb)d=(ab,c)+(ab,d)

l(ab,c)=0<ab,c linear abhi ngi
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Das gemischte Produkt verschwindet genau dann, wenn die Vektoren a,b,C linear abhingig
sind

Beweis = (a,b,c) =0 = (axb)c =0 = a,b,c linear abha ngig

oxb

< a,b,c linear abhd ngig =>c=2a+pb =>(a,b,c)=(a,b,Aa+pb)=albx(ra+pb)]=

[
a[bx(ra+pb)] = a{x(bxa)w(bxb) |=2ra(bxa)=0
1
Speziell gilt daher
(a,a,b) =0
Ferner gilt

(a,b,c +Aa+pb) =(a,b,c)

Beweis: (a,b,c+2Aa+ ub)=(a,b,Aa)+(a,b,ub)+(a,b,c) =(a,b,c)

Vektorielles Tripelprodukt, Entwicklungssatz von GRASSMANN
(Hermann GRASSMANN 1809-1877)

(axb) x ¢ = b(ac) - a(bc) v I\LM@"‘;"
ax(bxc)=b(ac) - c(ab)

Das Vektorprodukt ist also nicht assoziativ.

Bewelis der ersten Formel: Setzen wir

z=(axb)xc

so liegt 2, da es zu axb orthogonal ist, in der

durch a und b aufgespannten Ebene. z 148t sich 9
daher aus a

und b linear kombinieren. Es ist demnach

z=(axb)xc=ra+pb (%)
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Zur Bestimmung der Koeffizienten A und p betrachten wir die Vektoren

a b axb=:u bxu=:v UxV=W
CI lul vi=lbl-lu  |wl=lul- V= b

Je drei aufeinanderfolgende dieser Vektoren bilden ein Rechtsdreibein; u,v,w bilden sogar ein
orthogonales Rechtsdreibein. Daher ist w von b linear abhingig und gleich orientiert.
Demnach gilt

w=u’-b
Mit dieser Bezeichnung folgt (*)aus

uxC=Xa+ub | v
(uxc)v=(vxuc=—-(uxv)c=-wec =-Ju?*(bc) =
Mav)+u@: ralbxu) = Maxbju=A-u.-u= xlu2$ =
ol
= Aul* = Juf*(be) = A= ~(bc) (1)

Dabher gilt zundchst

uxc=—-(bcla+ub | ¢
(uxc)e =(u,¢,c) = 0=~(bc)(ca) + ulbc) = p=(ac) ()

Daher
(axb) x ¢ =b(ac) - a(bc)

Zusitze: 1. Um zu (1) zu gelangen, mu3 man durch |u| kiirzen, was nur méglich ist, wenn |u| =
0 ist, d.h. wenn axb = u + 0 ist, d.h. wenn a,b linear unabhingig sind, daher eine Ebene

aufspannen. Ist aber u = axb = 0, so gilt b = va. Auch in diesem Falle stimmt die Formel,
denn es gilt

(axb)xc=Vaxa)xc=voxc=0

b(ac) - a(bc) = va(ac) - a((va)c) = va(ac) - va(ac) = 0} = (axb) x ¢ =b(ac) - a(bc) = 0

2. Zur Herleitung von (2) muBte durch be gekiirzt werden, was nur moglich ist, wenn be = 0
ist, d.h. wenn b und ¢ nicht orthogonal sind. Die Beweisfigur hat dann folgende Gestalt, wenn
b lcist: Y v

: . =
¢ liegt dann in der von U und v aufgspannten

Ebene und es gilt
C=pu+ov

z mubB, da es auf U und € orthogonal ist, von y

b linear abhangig sein: W 3 4
(axb)xc=uxc=ub

Daher g oL
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uxc=ux(pu+ov) = pluxu) +o(uxv) =ow = du’b = ub =
o w

= p=qu’
Ferner gilt

ac = a(pu+ov) = plau) +o(av) =ca(bxu) =o(axblu=ou-u=oy’ = p = p=ac
L
Daher gilt fur alleb_lc

(axb) xc =b{ac)

Die Identitiit von JACOBI
(Carl Gustav JACOBI (1804-1852)

(axb)xc+(bxc)xa+(cxa)xb=0
ax(bxc)+b (cxa)+cx(axb)=0

Beweis:
(axb)xc+bx(cxa)+cx(axb)=

=b(ac) - a(bc) + ¢(ab) — b(ac) + a(bc) - ¢(ab) = o

Die Menge der Vektoren bildet mit den beide Verkniipfungen "+" und "x" einen
nichtkommutativen Ring. Statt des kommutativen Gesetzes gilt axb = - bxa, statt des
assoziativen Gesetzes gilt die Identitit von JACOBI. Ein Ring dieser Art heif3t LIEscher Ring
(Sophus LIE 1842-1899)

Das skalare Quadrupelprodukt (Identitiit von LAGRANGE)
Joseph Louis LAGRANGE (1736-1813)

[(a xb)(c x d) = (ac)(bd) - (ad)(bc)

Beweis: Setzen wir u:= cxd, so gilt
(axb)(c xd) =(axb)u=albxu) =abx(cxd)] = ajc(bd) - dbc)] = (ac)(bd) - (ad)(bc)

Wichtiger Sonderfall

[axbl’ =|a b - (ab)’

Héufig wird bloB3 dieser Sonderfall als Identitiat von LAGRANGE bezeichnet
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Das vektorielle Quadrupelprodukt

(axb)x(cxd) =c(a,b,d) - da,b,c)
(axb) x(cxd)=b(a,c,d)-alb,c,d)

. w=axb

(axb) x(exd) =ux(cxd) = c(ud) - d(uc) = ¢|[(a xb)d] - d[(a xb)c] = ¢(a,b,d) - d(a,b,c)
2. w:.=cxd

(axb)x(c xd) =(axb)xv =b(av) —a(bv) = b[a(c x d)] - a[b(c x d)] = b(a,c,d) - a(b,c,d)

Geometrische Bedeutung: () x (4x9)

Lineare Abhiingigkeit von vier Vektoren

x(a,b,c) = a(b, c,x) + b(c,a,x) + c(a,b,x)
x(a,b,c) = (axb)(cx) +(bx c)(ax) + (¢ x a)(bx)

Die erste Darstellung folgt aus dem vektoriellen Quadrupelprodukt

(axb)x(cxx) =b(a,c,x)-a(b,c,x) = c(a,b,x) - x(a,b,c) =
x(a,b,c) = a(b,c,x) - b(a,c,x) +c(a,b,x) =
=a(b,c,x) + b(c,a,x) + c(a,b,x)
Die zweite Darstellung folgt aus dem Ansatz
x=Aaxb+pbxc+vexa | a,b,c,(a,b,c)

ax = y(a,b,c), bx=+va,b,c), cx=2x(a,b,c)
x(a,b,c) = (a xb)(cx) +(bx c)(ax) +{c x a)(bx)
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Basisdarstellung eines Vektors. Koordinaten

Drei linear unabhingige Vektoren b b ,b. stellen eine Basis eines Vektorraumes dar. Jeder

weitere Vektor hat dann die Darstellung

X =x;b, +x,b, +x;b,

Diese Darstellung ist eindeutig, Wire niamlich

x=X,b;+x;b, +x; b,
eine ander Darstellung, so wiirde folgen
x=Xxb, +x,b, +X;b; =x; b, +x; b, +X;b >
14 ’ 14
(xl—xl ):(x2~x2 ):(x:ﬁx3 ):O
wegen der linearen Unabha ngigleit der Basisvektoren =
X, =Xy, Xy=X;, X3=X;

Bei gegebener Basis entsprechen also eine Vektor und seine Koordinaten einander bijektiv. Die
Koordinaten eines Vektors schreiben wir folgendermaf3en:

x,l
= 4
X =X;b, + X,b, +X3b5...0%,

yll
y=y,b, +y,b, +y;bs. 0y,

el ol foon]
x+y:(x1+y,)b1+(x2+y2)b2+(x3+y3)b3... Xy [H3Y, 15=1X, + Y,

)
AX = AxXby +AX b, +AXsb5 . AY X, rr= 1 AX,
X, AX,

Zwischen der Menge der Vektoren und deren Koordinatentripel besteht also ein Isomorphis-
mus
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oSO AL R A O i O A el
XX,y 0, y<—>ty2 s x+y<~>tx2 +Ly2 =1Xy +Y, 0, AX A Xy £ =VAX,

X3 Y3 X3 Y3 X3+Y; X3 b‘xa

Durch diesen Isomorphismus wird das Rechnen mit Vektoren auf das Zahlenrechnen zuriickge-
fuhrt

Orthonormierte Basen
Die Basis sei ein Rechtssystem gebildet aus den

Einheitsvektoren €1,e7,e3, die zu je zweien
zueinander orthogonal sind.

Fiir ein orthonormiertes System gilt
ee =1 ee, =0, ee; =0
e,e, =0, e;e,=0, e;e;=1
Fir ein orthonormiertes Rechtssystem gilt
e,xe, =0 e,xe,=€e; € xe;=-¢, e.x e =0
ezxel_—.“ea e2><e2 =0 e2xe3:el eixej:ek
e;xe, =€, €;xe,=-6, e;xe;=0 (i,j,k):(1,2,3)
(e,,e,,8,) = +1

Sind die Produkte fiir die Basisvektoren bekannt,so kann man die Produkte fiir beliebige Vek-
toren berechnen. £ sei ‘

X=X,e, +X,&, +X;€,

y=y,e +y,e, +y;e;
z=ze, +2z,€e,+2;€,

Skalarprodukt zweier Vektoren

Xy = (Xlel +X,€, +x3e3)(‘)' 1€ +Y,€, +y~3ez) =X1Y1 XY, +X5Y,

el ]
Xo (Y2 (7= XY + XY, +X3Y,

) )
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Linge eines Vektors

xx:]xlzzxf 2 3, X=y¢ 433 48

XY, T XY, +X3Y5

cos(o :
HHYl \/X +X; X \YT +YS +YS

Geometrische Deutung der Koordinaten

X = X,€; + X,€, + X383 = X; + X, + Xg p
v,

X1, Xz, X3...Koordinaten 3 i\

X,, X, X;...Komponenten .

Die Winkel ¢,, 0,, ¢, heiflen Richtungswinkel.

<
\
F\‘é

Definitionsgema B git A

xe, = |x|- lellcos(ml) = |x| cos(cp,)

xe, = |x|cos(o,)

)
]} Projektionssatz
|

xe, = |x| cos((p3) )

Da fiir die Koordinaten der Basisvektoren gilt

N I
o] o] )

folgt

Xe;=Y¥X,, Xe,=X,, X€&;=x,; allgemein xe,=X

daher

ﬁx]cos((p,) = X,,...lx}cos( ) Xy, ]xlcos((pg) = X,;, allgemein |xlcos((pi) =X;
X;

= xe, =|X|cos{¢ )
Es ist also

X, Xe
cos((pi) = -&T = —b*(ll...Richtungskosinus
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o

Ist X = X ein Einheitvektor, so ist [X| = |x| = 1 und es folgt

cos ((pi) = X;...Die Koordinaten eines Einheitsvektors sind seine Richtungskosinus

) '(cos((Pl)} . jxll l(cos((pl))
x...%icos((pz) L, X =X/ X...1 %, :lelcos(%)L
X3

Leos{oy) Lcos{oy)

o o
Fiir die Richtungskosinus gilt wegen Xx = 1

cos’? ((91) + cos’* ((pz) + cosz(q)3) =1

Vektorprodukt zweier Vektoren

XXy = (Xlel +X292 +X3e3) x(ylel +y292 + y3e3)
==X, Y183 + X3Y,€; +X,¥,€; —X;3¥,€, — X,¥;€, +x273€1

XXy= (X2Y3 “X3Y2)el +(X3y1 ”X1Y3)ez +(X1Y2 ‘X2Y1)e3
T
Xy (XY, [F=1X3Y — X,Y3
X3 LY3J LX1Y2 - X2Y1J

gemischtes Produkt dreier Vektoren

(x,y,z) = (XXY)'Z = [((X2Y3 _X3YZ)el +()(3)’1 "X1Y3)ez +(X1Y2 “X2Y1)e3)] '[Zlel +Z,8, + Z3ee] = .

= (X2Y3 ‘X3Y2)Zl +(X3Y1 “‘XxY3)7-2 +(x1y2 ”XZY1)Z3

Daraus ergibt sich sofort die Determinantendarstellung des gemischten Produktes

X Y Z
xy.z)=x, vy, z,
X3 Y3 Z

Aligemeine Basen. Reziproke Basen

Die drei Vektoren by, by, b3 bilden eine Basis B. Dann gilt
A:=(by,b,,b,) £ 0
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b,

7

Es erweist sich als zweckmaBig, neben der Basis B gleichzeitig die reziproke Basis B' zu be-
trachten, fiir deren Basisvektoren bl b2 b3 gilt

b'lb,,b, b’lb,;,b, b’lb,,b, allgemein b'lb,b, (i,j,k) =(1,23)
Dabher gilt
b'b,=b'b,=0 b’b,=b’d, =0 b'b,=b’b, =0

Durch diese Forderung ist weder die Lange noch die Orientierung der bl bestimmt. Diese fol-
gen erst aus den Festsetzungen

b'b,:=1 b’b,:=1 b’b;:=1

Einheitlich gilt daher

Hierin bedeutet 8/ das Symbol von KRONECKER, fiir welches gilt 8 =lei=jundd! =0sizj
(Leopold KRONECKER 1821-1891)
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Wegen b'1b,,b, folgt
b'=Ab,xb, | b,
b'b, = A(b, xb, )b, = A(b,,b,,b,) =A(b,,b,,b;) = A =1

daher
b, xb b. xb b, xb
1 Dy Xy 2 D3 X0,y 3_ D1 %0,y
== analog b =T A
Einheitlich gilt
. b, xb
Ib': ‘A < (i,j,k) =(1,2,3)

Wir berechnen das gemischte Produkt der b’

A’::(blgbzbe) :(bz Xb3 b3 Xbl bl Xblj

1
A’ A ' A =E(b2xb3,b3xb,,b,xb2)

es ist

[ ]
(b, xby,b, xby,b, xb, ) =[(b, xb;) x(b, x b,)]- (b, xb,) .-:[Lb3(b2,b3,b1) -—bz(b3,b3,b,)}bl xb,) =
A 0

Az
= Ab3(b] X b2) =N daher A’=-— demnach

A3

Daraus folgt zweierlei

1. A"#0,dhb', b’ b’ sind linear unabhingig. stellen daher eine Basis B dar
2. A und A’ sind beide positiv oder negativ orientiert. B und B’ sind daher beide Rechts- oder
Linkssysteme

Wir bestimmen die reziproke Basis B"” zur reziproken Basis B’

b'xb?> 1[b,xb, b,xb,| 1
FGRRY By e iyl o L ELNE RS B

b3(bz’b3’bl)—bZ(b3’b3’b1)— A b, = 1 b;=b
A’ AZ AN NAT
Allgemein gilt
bixbj

o =be ik =023

d.h. die reziproke Basis zu B' ist wieder B. Damit ist die Bezeichnung reziproke Basis gerecht-
fertigt.
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Kontravariante und kovariante Koordinaten eines Vektors

Die " gewohnlichen" Koordinaten

x = X,b; +X;b, +X3b5...9%,
X3

eines Vektors X beziiglich der allgemeinen Basis B(bl,b2 ,b3) maogen ab jetzt mit oberen

Indizes versehenwerden

Man bezeichnet sie als kontravariante Koordinaten beziglich der Basis B(b;,b,,bs)

(x!]

x = x'b, +x’b, +x° b3...l x? L Kontravariante Koordinaten beziiglich B

X3

Die "gewohnlichen" Koordinaten eines Vektors x beziiglich der zu B reziproken Basis
B'(b',b’,b*) nennt man kovariante Koordinaten beziiglich der urspriinglichen Basis
B(b,,b,,b;) und kennzeichnet sie durch untere Indizes.

[, |

i
x=xb" +x,b” +x;b%... X, | Kovariante Koordinaten beziiglich B

LX3_|

Im folgenden verwenden wir die auf EINSTEIN zurtickgehende Summenkonvention:

3
x = 2 xb, =:xb,

i=1

3
X = jgl:ij‘ =:xb’
Die EINSTEINsche Summenkonvention besagt, daf auf das Summenzeichen verzichtet wer-
den kann, wenn ein Summationsindex ein oberer und der andere ein unterer Index ist. In die-
sem Falle wird iber die Dimension des vorliegenden Raumes (in unserem Falle also von 1 bis
3) summiert.
Betrachten wir den Vektor

so ergibt die Skalarmultiplikation mit bi bzw. b;

I i il — i i . .
xb' =xbb’ =X =x x! = xb! kontravariante Koordinaten von X
xb, = xb'b; = x;8] =x X; = Xb; kovariante Koordinaten von X

Daraus folgt weiter

Vektoralgebra | (Prof W.STROHER) 28



Der Euklidische Vektorraum

i i x(bi X bk) (bj’bk ,X) i . .
x' =xb' = B = = X' kontravariante Koordinaten von X

G,i,k) = (1,2,3)

Daher gilt fir die Darstellung von X in B

(bz,b3,x)+b (bs,b,,x) b (b,,b,,x)

x=by 27A 3TA

Fir die Darstellung von X in B' gilt wegen b' = bjxby

A
x:(bl sz)%{Jr(bz Xb3)%§5+(b3 Xbl)M

Beide Formeln wurden bereits als Folgen des vektoriellen Quadrupelprodukts hergeleitet.

Jeder Vektor x 1Bt sich in den Basen B bzw, B' darstellen. Insbesondere gilt dies auch fiir die
Darstellung der b’ in B und der b; in B'

b = Bijbj

bi = Bijbj

Skalarmultiplikation der 1.Gleichung mit b* und der 2.Gleichung mit byergibt

bibk — Bljbjbk — Bljsjk — Bik

bibk = Bijbjbk = Bijsli = B;k

Die Grofen

Bix=biby = By, g¥:=b'bk = p i=12,3

heiBBen metrische Fundamentalgriofen.

Dabher gilt

lbi _ Bijbj’ b, = iBijbj i=12,3

Zwischen den FundamentalgrofSen mit unteren und denen mit oberen Indizes bestehen die Be-
ziechungen

bib, = (B*by )(B;b') = B*B,(byb') = B*By5L = B*By; = 3]
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B¥B, =8] 1= 123;j= 123

Zusammenhang zwischen kontravarianten und kovarianten Koordinaten
= xih — j
x=Xxb =xb" | by
i - i - -
xbb, =xb'b, =x,6; =x

x'bb* = x5 =xblb= x*
also

X = BX’

: k=123
Xk:BkJXj 9y

Fur orthonormierte Basen gilt wegen A =1

. €ixe

e —
A

=e, also e*=e,

Die orthogonormierte Basis ist selbstreziprok. In diesem Falle sind kontravariante und kovari-
ante Koordinaten identisch und es ist belanglos, ob man sie oben oder unten indiziert.

Skalarprodukt zweier Vektoren
x=xb, =xb', y= yjbj =yb!

Xy (x (biJ)
xy = (x'b;)(y;b’)
)=

Xy = (K,b' (yj ] xy’bb'~xy’8J =xy'

Jb-b' = Xiyjﬁij

f

I

X'y bb! = x'y 8l =Xy,

b.
= (x’ (y]b‘) xybb = " xyp
spemell gilt
xx = [x* = %I = X'x; = xx' = xx;B”
In Koordinatenspalten geschrieben lauten diese Ausdriicke

) fy] e Ty

Jx’L-lyzL:xiyqu, szL'] y; 1=x'y, + X%y, +X°y; usw.
3} t 3J

X y x3 LY;;J
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Vektorprodukt zweier Vektoren

In diesem Falle ist nur die Anwendung gleichartiger Koordinaten zweckmafig

xxy = (x'by +x%b, + x°b3) x(y'b, +y?b, + y°bs) =
= (x‘y2 - x2y1)b1 x b, +(x2y3 - x3y2)b2 xbs +(x3y1 ~x'y®)b; xb,
Ab3 Ab! Ab?

XXy = A[(xzy3 —xy2)b! +(xy! - xly?)b? +(x'y? - x?y! b3] z,b' +z,b? + z,b?
]'x1 ] (yl] {X2y3 —x3yﬂ I”Zl
sz Lnyz L:: A Pyt - x'y?
lX3J Ly3 X'y - xly

—_

Z,

= %2 |
LZ3_I

—
IO

Analog gilt

Xxy= (le1 +X,b? +X3b3) X(Ylbl +y,b? + y3b3) =

= (X,¥2 = %,¥;1 )8 xb? +(X,y; — X3y, )b? xb? +(x,y5 - X3y, )b xb?
A, Ab, A'D,

Xxy= A'[(X2Y3 - X3Y2)b1 +()(3)’1 “X1Y3)b2 +( X1Y, — XYy b3 =2'b, +2’b, + Z’b,

’{Xl*} "YJ JX2Y3‘X3Y2l J L
[&ku:NXﬁllh
J Lyd txlh “X2Y1 J

Spatprodukt dreier Vektoren

(x,y,2)=(xxy)z= A{(xzy3 —x3y2)b! +(xCy! - xly?)b? +(x'y? - xzyl)b"’](zlb1 +2%b, +2°b,) =

- A[(x2y3 —x3y2)zl +()(3)/1 _ x1y3)22 +(xlyz _ X2y1) 23]

daher
Xyl oz X, Y, z,
W(X,Y,Z) =AX* y* 2% analog (x,¥,2)=A0%, y, z,
oy 2 X, Y, 2z
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Wegen A = (b1,b2,b3) und X; = xbj;,y; = yb;,z; = zb, nimmt die letzte Formel folgende Gestalt an

xb; yb, zb,
(x,y,2)(by,b,,b,) = xb, yb, zb,
xb; yb, 2zb,
Mit entsprechender Umbenennung folgt die Formel fiir
Das skalare Sechserprodukt
a,b, a,b, a;b,
l(a,.a,,a,)(b,,b,,b,)=lab, a,b, a,b,
ab; asb; ab,
speziell gilt
B Bz By
2
(bl’b2’b3) :(blrbzsb3)(b1’b2’b3): B2 Bz Ba>0f
B31 B32 B33

Die letze Deteminante heist GRAMsche Determinante (Jorgen P. GRAM 1850-1916)
Wenn die Basisvektoren normiert sind (]b;ﬁ = 1), laBt sich eine einfache geometrischen Deu-
tung der kovarianten Koordinaten angeben.
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Der Euklidische Vektorraum

Aus x; = X.b; und |b;|=1 folgt nach dem Projektionssatz, dal3 der Betrag der kovarianten Ko-
ordinaten gleich der Linge der Normalprojektion von x auf die Vektoren von B sind, oder,
was dasselbe ist, der Normalsbstand von den Koordinatenebenen von B'.

Die kontravarianten Koordinaten sind die Gblichen schiefwinkeligen Koordinaten.

Aus dieser geometrischen Interpretation folgt wiederum, daf3 orthonormierte Basen zu sich
selbst reziprok sind.

Orthonormierung einer Basis nach ESCHMIDT
(Erhard SCHMIDT 1876-1959)

Ausgehend von drei beliebigen Basisvektoren by, b,, b; wird eine othonomierte Basis mit fol-
genden Eigenschaften gesucht

1.e; und by sind linear abhangig und gleich orientiert
2. €1 und e, spannen dieselbe Ebene wie b, und b, auf. Diese Ebene wird durch b, in zwei
Halbebenen getrennt. €, und b, gehoren derselben Halbebene an.

3. Die von b, und b, aufgespannte Ebene trennt den Raum in zwei Halbraume. e; und b; ge-
horen demselben Halbraum an

Schrittweise Konstruktion der orthonormierten Basis

b s
lb,|
4
b, =c, +(bzel)el %2
¢, =b, "(bzel)el 2
C,
* g,

b, = (b_,,el)e1 +(b3e2)e2 +Cy
c,=b,-(b,e,)e, -(b,e,)e,

c
e, = >

e

Vektoralgebra | (Prof W.STROHER) 33



Normierte Basis. Polare Basis. Sphérische Trigonometrie

Wir betrachten drei Einheitsvektoren a,b,c mit |a] = |b| =|¢| =1 und A = (a,b,c) = 0. Die
Eckpunkte dieser Vektoren liegen auf einer Kugel vom Radius 1 und bilden dort die Eck-
punkte eines sphdrischen Dreiecks" .

Die Seiten des sphdrischen Dreiecks werden durch die die Eckpunkte verbindenden GroB3-
kreisbogen gebildet, die Seitenlingen a.= £ be, b ;= £ ca, ¢;= £ ab sind die den GroBkreis-
bogen entsprechenden Zentriwinkel < 7.

Die Dreieckswinkel o,B,y, des sphirischen Dreiecks sind die Winkel der in einer Dreiecksecke
einander schneidenden Durchmesserebenen der Kugel, in denen die Dreiecksseiten liegen und
daher auch gleich den Winkeln der Normalenvektoren auf diese Ebenen.. Die Dreieckswinkel
sind auch die Winkel der Tangenten an die Dreiecksseiten in den Eckpunkten.

Es gilt

ab=cos(c), bC=cos(a), ca=-cos(b)

Das polare Dreiecks zu einem spharischen Dreieck hat als Eckpunkte die Endpunkte der
Einheitsvektoren

5 3 bxc — Cxa E _ axb
~ sin(a)’ sin(b) ~ sin(c)
- Bl

also jener Vektoren, die auf die Seitenebenen des gegebenen sphirischen Dreiecks normal
stehen.

Y Wir betrachten im folgenden nur EULERsche Dreiecke (Leonhard EULER 1707-1783). Es ind dies
sphirische Dreiecke, deren Seiten und Winkel kleiner gleich n sind.

Die MOBIUSschen Dreiecke (Ferdinand MOBIUS1790-1868) konnen beliebige Seiten und Winkel modulo 2n
haben. Durch drei Kugelpunkte werden 8 MOBIUSsche Dreiecke bestimmt
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Normierte Basis. Polare Basis. Sphérische Trigonometrie

Beziehungen zwischen sphiirischem Dreieck und Polardreieck

Die Seiten des Polardreiecks heiflen a, b,c, die Winkel a, ﬁ,q—( und es gilt (siehe Figur)
a=n-o a=n-a
b=n- b=n-p
c=n-y C=m-y

Wie beim gegebenen Dreieck gilt

ab= cos(ﬂ) = cm - y —°cos }

be = - cos(a) L zyklisch
ca=- cos(B) J
Anderseits gilt

— (bxc)lcxa) (bc)(ca)-(ab)(cc) cos(a) cbs(b) —cos(c)-1
~ sin(a)sin(lb)  sin(a)sin(b) sin(a) sin(b)
cos(a) cos(b) — cos(c) = — sin(a) sin(b) cos(y)

Dabher gilt zyklisch

cos(c) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) cos(y)

cos(a) = cos(b) cos(c) + sin(b) sin(c) cos(c)  Seitenkosinussatz

cos(b) = cos(c) cos(a) + sin(c) sin(a) cos(p)

Das Polardreieck des Polardreiecks ist wieder olas urspriingliche: Dreieck
Daher gilt
_Bxe |, ©xa __axb “

sin(a) ’ sin(b)’ sin(c)

Genau wie oben finden wir den Seitenkosinussatz fur das Polardreieck
cos( E) = cos(é) cos( 5) + sin( 5) sin(B) cos( ;)
cos(n—7v) = cos(n o) cos(n — B) + sin(n — o) sin(n — B) cos(n - c)
— cos(y) = +cos(a) cos(B) — sin(a) sin(p) cos(c)
Daher zyklisch

cos(y) = — cos(a) cos(B) + sin(cr) sin(B) cos(c)
cos(at) = —cos(B) cos(y) + sin(p) sin(y) cos(a) Winkelkosinussatz
cos(B) = —cos(y) cos(o) + sin('y) sin(c) cos(b)
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NormierteBasis. Polare Basis. Sphérische Trigonometrie

Aus (*) folgt
0
_bxc  (cxa)x(axb)  alc,ab)-c(aab) (a,b,c) s
B s,-,,(‘g.) ~ sin(n - o) sin(b) sin(c) ~ sin(a) sin(b) sin(c) ~ sin(c) sin(b) sin(c)
_,.__labg)
sin(o) sin(b) sin(c)

Daraus folgt durch zyklische Vertauschung bei Beachtung des Vertausschungssatzes

(a,b,c) = sin(o) sin(b) sin(c)
(a,b,c) = sin(B) sin(c) sin(a)
(a,b,c) = sin(y) sin(a) sin(b)

"Eckensinus" des normierten
Dreibeins a,b,c

und weiters

sin(a) sin(b) sin(c) = sin(B) sin(c) sin(a) = sin(y) sin(a) sin(b) l :sin(@.) sin(b) sin(c)

sin(o)  sin(B) sin(y) _ .
= - S h..
sin(a) _ sin(b) _ sin(c) phé rscher Sinussatz
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Anwendung der Vektorrechnung auf Geometrie und Me-
chanik

Darstellung des Punktes ¢
X(x)

Parameterdarstellung der Geraden

X

X = a+tiu

Parameterdarstellung der Ebene

X =atijuptisuy

Moment einer Kraft um O

Die Tragergerade (Wirkungslinie) sei durch den Orstvektor X und den Kraftvektor s als Rich-
tungsvektor gegeben. Dann gilt fir den Momentenvektor $* um 0

S*=Xx$
‘S*f = ]x[‘lslsin(go) = h.’sl ~F

Der Momentenvektor ist unabhéngie von der Wahl des Ortsvektors auf der Triagergeraden:

YV=X+AS D YXS=(X+AS)xS=XXxS+ASXxS=XxS=8*

Durch Vorgabe der orthogonalen Vektoren

s,s* (ss*=0)

Vektoralgebra | (Prof. W.STROHER) 37



Anwendungen der Vektorrechnung

ist die Wirkungslinie der Kraft eindeutig festgelegt

s* legt zuniachst die Verbindungsebene von 0 und der Wirkungslinie eindeutig fest. Aus
[s4=h-ls]

kann der Abstand h der Wirkungslinie von 0 berechnet werden. Die Wirkungslinie ist dadurch

zweideutig bestimmt. Durch den durch $* bestimmten Drehsinn ist die Wirkungslinie eindeutig

bestimmt.

Darstellung einer Einzelkraft

Eine Kraft wird festgelegt durch Angabe ithrer Wirkungslinie, Gro3e und Orientierung. Die
Wirkung einer Kraft auf einen Korper besteht in der Zug- (Druck-) Wirkung und der Drehwir-
kung.

b

=»=——  Wirkungslinie

Die Drehwirkung wird gemessen durch das statische Moment, welches gleich dem Produkt aus
dem Betrag der Kraft und dem Abstand ihrer Wirkungslinie vom Bezugspunkt ist

(Hebelgesetz)" . m (6'

m|=h-ls|

Dargestellt wird das Drehmoment durch den Momentenvekior, welcher auf der Verbin-
dungsebene von Wirkungslinie und Bezugspunkt normal steht, dessen Linge gleich dem Be-
trag des Drehmomentes ist und der so orientiert ist, daf3, von seiner Spitze aus gesehen, die
Drehung um den Bezugspunkt positiven Sinn hat.

Eine Einzelkraft tibt nur dann keine Drehwirkung auf einen Korper aus, wenn die Wirkungsli-
nie der Kraft durch den Schwerpunkt des Korpers geht.

Kennt man das Moment $* einer Kraft um 0. so kann man das Moment m um jeden beliebigen
Punkt berechnen. Es gilt

4

! Das statische Moment tritt, dem Begriffe nach, bereits bei LEONARDO da VINCI (1452-1519) auf. Die
Bezeichnung stammt vermutlich von Ernst MACH:
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Anwendungen der Vektorrechnung

m=(a-X)xS=axs—XxS$=8%-Xx§
also
m=s*-Xxs

Daraus folgt: Die Raumlage und die Wirkung einer Kraft wird durch die beiden Vektoren
s,s* (ss*=0)

beschrieben.

Stabe”

Ein Stab ist die Menge aller gleich langen und gleich orientierten Strecken auf derselben
Trdgergeraden. Ein Stab ist also das geometrische Gegenstiick zum mechanischen Begriff der
Kraft. Ein Stab wird daher festgelegt durch die Vorgabe der beiden orthogonalen Vektoren

s ... Stabvektor
s* ... Momentenvektor des Stabes um 0

Diese beiden Vektoren bilden die

s, 8* ss8*=0 Stabkoordinaten

Die PLUCKER- Vektoren einer Geraden

Legt man in die gegeben Gerade g einen beliebigen Vektor g+ 0, so wird die Gerade g zum
Stab. Dieser Stab wird durch g und g* = xxg festgelegt, wobei X ein beliebiger Ortsvektor
von g ist. Bei der Umwandlung von g in einen Stab ist die Wahl des Stabvektors willkiirlich. g
hitte durch einen anderen Vektor @' ersetzt werden konnen. In diesem Fall wire

g=2g (A20) = g¥={(xxg)=xx(rg) = Mxxg)=rg*

" Die Bezeichnung "Stab" stammt von Hermann GRASSMANN (1809-1877)
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Anwendungen der Vektorrechnung

d.h. ersetzt man den Stabvektor g durch ein Vielfaches Ag, so multipliziert sich auch der Mo-
mentenvektor g* mit demselben Skalarfaktor A

Durch Vorgabe des bis auf einen gemeinsamen Skalarfaktor A # 0
vorgegebenen homogenen Vektorpaares (PLUCKER - Vektoren)

Ag, Ag*
die der PLUCKER-Bedingung
gg*=0

geniigen, ist eine Gerade eindeutig bestimmt.

Sonderfall: Die Geraden durch 0 sind durch g* = 0 gekennzeichnet.

Man kann die Stabvektoren auf zwei Arten als Einheitsvektoren wihlen. Auf diese Weise wird
eine der beiden moglichen Orientierungen der Geraden festgelegt. Eine orientierte Gerade
nennt man einen Speer. Jede Gerade trigt zwei Speere. Man bezeichnet

a0t [ag-0lq-1]

als Speerkoordinaten. Die Koordinaten eines Speeres sind inhomogen. Sie stellen spezielle
Stabe dar.

Homogene Ebenenkoordinaten

Es sei n der Normalenvektor auf die Ebene ¢. Dann gilt fiir jeden Vektor X ¢

n(x-a)=0=nx-na=0 = nx=na=:d
Ist die Ebene € durchden Reprisentanten @ und den Normalenvektor n gegeben, so ist der
Skalar d:= an eindeutig bestimmt. d ist also unabhingig von der Wahl des Reprasentanten. Sei
namlich € ein beliebiger Punkt der Ebene, so gilt

nc=nla+(c-a)]=na+n(c-a)=na=d

1
Fir jeden Vektor X in der durch n und a bestimmten Ebene gilt also nx = d.
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Anwendungen der Vektorrechnung

Sei umgekehrt das Paar (n,d) gegeben. so liegen alle Punkte X, fiir welche nx = d gilt, in der-
selben Ebene. Es sei a ein Vektor, fiir den gilt na = d. Dann gilt fiir jeden weitern Vektor x
mit der Eigenghaﬁ nx=d:

nx=d=na=nx-na=0=n(x-a)=0=nl(x-a)
d h. X liegt in der durch @ und n bestimmten Ebene. Bei gegebener Ebene ist ihr Normalenvek-
tor nicht eindeutig bestimmt, aber alle Normalenvektoren sind linear abhingig. Sei also n'= An

ein anderer Normalenvektor der gegebenen Ebene. Dann gilt

d’ =pa=(in)a=2A(na)=2Ad
Wir werden also

an, Ad AzO

als homogene Ebenenkoordinaten bezeichnen.

Grundaufgaben der Geometrie

Festlegung der Raumelemente

Punkte: X...Ortsvektoren

Gerade: Ag, A@* ... homogene PLUCKER - Vektoren
gg*=0... PLUCKER - Bedingung

Ebene: An, Ad... homogene Ebenen - Koordinaten

Inzidenzen

Inzidenz Punkt-Gerade

1.Gegeben set der Ortsvektor X und der Richtungsvektor g. Dann gilt fiir jedenVektor

y=x+pg
der Geraden

yxg=(x+pg)xg=xxg+pgxg=xxg=g*
2. Gegeben sei das Vektorpaar (g, g*), (gg* = 0), und a sei ein Vektor, fiir den gilt g* =
axg. Ist dann X ein beliebiger Vektor, fur den gleichfalls gilt g* = xxg, so folgt

gr=axg=Xxg=>Xxg-axg=0=(x-a)xg=0=>x-a, g la =S X-a=pg=x=a+pg

Ein Punkt x liegt genau dann auf der Geraden g,g*, wenn gilt
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Grundaufgaben der Geometrie

g=xxg Inzidenzbedingung Punkt - Gerade

Geht die Gerade g durch den Ursprung, so enthalt sie den Punkt X = 0 und es gilt

X=0=>¢g*=0 Gerade durch den Ursprung

g0, g=0 "Ferngerade" der Ebene |l g*

Inzidenz Punkt-Ebene

1. Gegeben sei derOrtsvektor X und der Normalenvektor n
einer Ebene. Sind Uy, uy zwei linear unabhéngige Rich-
tungsvektoren in der Ebene, so gilt un =u,n =0 und ein
beliebiger Ortsvektor y der Ebene hat die Darstellung

y=X+AuU +A,u,
Dann gilt

ny = n(x+ Ay, + xzuz) =NX+Ai,nu, +A,nu,=nx=d
K

2. Gegeben sei das Paar (n, d),
und a sei ein Vektor, fiir den gilt na = d. Ist dann X ein weiterer Vektor mit nx = d, so gilt

d=nx=na=>nx-na=o0>=n(x-aj=0>nlx-a=
x liegt in der durch @ und n bestimmten Ebene.

Der Punkt X liegt genau dann in der Ebene n, d, wenn gilt

|nx = d Inzidenzbedingung Punkt - Ebene

by

n X, l
Sind J nl und J X, ¢ die Koordinaten von n bzw. X beziglich einer orthonormierten Basis, so stellt

n:)’ X,

nx, +n,x, +n,x, =d

die Gleichung der Ebene beziiglich dieser Basis dar

Inzidenz Gerade Ebene
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Grundaufgaben der Geometrie

1. Liegt die Gerade (g, g*) in der Ebene (n, d), so mu3 n L g sein und jeder Punkt x der Ge-
raden muB} auch in der Ebene liegen. Es gilt daher simultan
ng=0
nx =d
g'=Xxxg | xn
g*xn = (xx g) xn= g(xn) - x(gn) = gd

2. Zwischen den Koordinaten (g, g*) einer Geraden und den Koordinaten einer Ebene (n, d)
bestehen die Beziehungen g*xh = dg und ng = 0. Dann gilt fir alle auf der Geraden liegenden
Punkte x

g*=xxg = g*xn=(xxg)xn=gxn)-x(gn) = dg
Da aus der Voraussetzung folgt g*xn=dg =>nlg=ng=0
gilt g(xn) = gd = d = xn = liegt in der Ebene

Die Gerade (g, g*) liegt also genau dann in der Ebene (n, d), wenn gilt

g*xn=dg, gn=0 Inzidenzbedingung Gerade - Ebene

Die Bedingung gn = 0 muB3 man hinzufiigen, um auch die Falle d = 0 und g* = 0 (Gerade und
Ebene durch 0) zu erfassen.

Punkte auf Geraden ()}:e :

Es sei f der LotfuBBpunkt aus 0 auf der Geraden g(g,g*). Dann gilt
f=Mgxg*
Wegen der Inzidenzbedingung Punkt-Gerade folgt
1
g*=fxg=xgxg% xg=1g*d" -dlag*)] =g g =g’ =1 =herr

1
f=—9xa* LotfuBpunktaufg

g

Vektoralgebra | (Prof W.STROHER) 43



Grundaufgaben der Geometrie

1
X=—>0gxg*+ug Parameterdarstellung der Geraden

o

Punkte in Ebenen

Es sei f = An der LotfuBpunkt aus 0 in g(n,d). Wegen der Inzidenzbedingung Punkt-Ebene gilt

d
nf:MnZ:d:k:—-;
n|

Fur den LotfuBpunkt gilt daher

d
f= '——t;n LotfuBpunkt auf €
n

Wir wihlen beliebig zwei Vektoren v,w aus, die zusammen mit dem Normalenvektor n ein
linear unabhangiges Tripel bilden, dh. es gilt (n,v,w) # 0. Die Vektoren Uj:= nxv, U= Nxw
liegen dann in der Ebene und sind linear unbhingig, denn es ist

u, xu, =(nxv) x(nxw) =n(n,v,w) - w(n,v,n) =n(n,v,w) =0

Dabher gilt fur die Parameterdarstellung der Ebene

d
X= I—[—zn +1,(nxv) +u,(nxw) Parameterdarstellung der Ebene
n

Wiinscht man in der Ebene eine orthonormierte Basis, so stellen zunachst die Vektoren u,:=
nxv und U, = nxu, ein orthogonales Bezugssystem in ¢ dar. Durch Normierung entsteht dar-
aus ein orthonormiertes System in €.
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Grundaufgaben der Geometrie

Komplanare Lage zweier Geraden (Inzidenz zweier Geraden mit derselben Ebene)

1. Im allgemeinen sind zwei Gerade des Raumes windschief. Es kann aber eintreten, dal} zwei
Gerade a(a,a*); b(b,b*) in derselben Ebene €(n,d) liegen. Dann gilt simultan
a*xn=da | b*
b*xn=db | a*
(a*n,b* +(b*n,ay= dab*+da*b =
—(a*b*n) +(a*b*n) = 0=dab*+a*b)

Ist d # 0,s0 kann man kiirzen, dann stellt

ab*+a*b=0 komplanare Lage zweier Geraden

die Bedingungfir die komplanare Lage zweier Geraden dar. a und b schneiden dann einander
oder sie sind parallel. Die Bezeichnung der obigen Formel als Schnittbedingung zweier Gera-
den ist daher nicht ganz korrekt, aber iiblich.

Obige Formel gilt auch, wenn d = 0 ist. In diesem Falle liegen a, b in einer Eben durch 0.

Die Vektoren n,a*,b* sind dann linear abhingig und es gilt
a*lb, b*la—=a*b=0, ab*=0= ab*+a*b=0

wie oben.
2. Es gelte umgekehrt fir zwei Gerade a(a,a*); b(b,b*):

ab*+a*b=0
Ist X ein beliebiger Punkt auf a, so gilt

a*=xxa
Setz man das in die Voraussetzung ein, so folgt

ab*+(x xa)b=ab*+albxx) = 1b*+b><xJ:0 —an=0
n

Die durch
n=b*+bxx, d:=b*x
definierte Ebene enthélt sowohl a als b, wie die Anwendung der Inzidenzbedingung zeigt

Vektoralgebra | (Prof. W.STROHER) 45



Grundaufgaben der Geometrie

| 1
a*xn=(xxa) xn=a(nx)-x(an) = a[(b*+b x x)x| = ib*x+(b,x,x) - a(b*x) =da
N 5
b*xn=b*xb*+bxx]=b*xb*+b*x(bxXx) =b(b*x) - x(bb* = db
OV \_._.\dr—-a/ T

Zwei Geraden liegen daher genau dann in der selben Ebene, wenn gilt

ab*+a*b =0 komplanare Lage zweier Geraden, Schnittbedingung

Zur Bezeichnung "Schnittbedingung” fiir obige Formel:
Sei x derSchnittpunkt der Geraden a(a,a*); b(b,b*). Dann folgt aus der Inzidenzbedingung:

a*=xxa | b
b*=xxb | a

a*b+ab*=(x,a,b) +(x,b,a) = (x,a,b) - (x,d,b) =0

Im allgemeinen kann man aber aus obiger Beziehung nur auf die Komplanaritat (Schnitt oder
Parallelitat) der Geraden schlieBen.

Verbindung der Grundelemente

Verbindungsgerade zweier Punkte

¥

Die Gerade sei durch die beiden Punkte X und y festgelegt. Dann gilt

g=yY-X, g=xxg=xx(y-x)=xxy

g=y-X, g*=xxy PLUCKER - Vektoren der Verbindungsgeraden

Verbindungsebene dreier Punkte

Die Ebene sei durch die drei Punkte X,y,z festgelegt. Dann gilt
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Grundaufgaben der Geometrie

U:=y-X, Up,=2-X,
n=u,xu, =(y-x)x(z-x) =
S YXZ-XXZ-YXX+XXX=XXY+YXZ+ZXX

d=xn=x[xxy+yxz+zxx]=(xy,2z)

r =XxY+yYxZ+2ZxX Verbindungsebene
d

- (X, Y, Z) dreier Punkte

Verbindungsebene von Punkt und Gerade

Sowohl der Punkt X als die Gerade g(g,g*) miissen mit der gesuchten Ebene inzidieren:
nx=d
g*xn=dg | xX

(g*xn) xx =n(g*x) ~g*(nx) = n(g*x) - dg*= dgxx = n(g*x) = dg*+gx x|
d

Wegen der Homogenitét der Ebengl/(oordinaten wird diese Beziehung durch

n=g*+gxX Verbindungsebene von
d=g*x Punkt und Gerade

erfullt.

Verbindungsebene schneidender oder paralleler Geraden

Gegeben seien die schneidenden bzw. parallelen Geraden a(a,a*), b(b,b*), die demnach die
Bedingung
ab*+a*b=0
erfiillen. Wir wéhlen einen Punkt etwa auf der Geraden a, z.B. den Lotfu3punkt
fo axa*
af
und bilden dessen Verbindungsebernemit der Geraden b:

axa* axa*
N =b*tbxf=b*+bx o,  d'=b*f=b*—

[al* [af*

Wegen der Homogenitit der Ebenenkoordinaten ersetzen wir n* und d' durch n:= la|2n‘,bzw
d:= |a|2d'". Dann gilt
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Grundaufgaben der Geometrie

d=(b%a,a*) =(a,a*b*)

n=la’b*+bx(axa* =|a’b*+ala*b)-a*(ab)
Da nach Voraussetzung gilt

a*b=-ab*

erhi It man

[ 0

——

[Ia{zb* a(ab*)]JJL—a*(ab +b(aa*) |=(axb*)xa+(a*xb) xa={axb*+a*xb]xa

]
|
|

Fur die Verbindungsebene zweier Geraden ergibt sich daher

=[laxb*+a*xb]xa ab*+a*b=0

n
d=(a,a%b) Verbindungsbene zweier Geraden

Vertauschung der beiden Vektoren ergibt

n=[bxa*+b*xa]xb ab*+a*b=0
d=(b,b%a) Verbindungseberpzweier Geraden

Obige Formeln versagen dann wenn a* = b* =0 ist,
d.h. wenn beide Geraden einander in O schneiden.
Dann gilt trivialerweise

a*=b*=0 n=axb, d=0

Geht nur eine der beiden Geraden durch 0, so gilt tnv1alerwels*e
N

a*=0 n = b¥* d
b*=o0 n=a% d

1
=)

1l
o]
<<

W
Zu etwas einfacheren Formeln gelangt man,Vdie beiden Geraden einander echt schneiden und

man N und d direkt aus den Inzidenzbedingungen Ebene-Gerade ermittelt:
“n

b
)2

a*xn=da
b*xn=db
Es ist naheliegend n = a x b # 0 zu setzen. Dann folgt aus den obigen Inzidenzbedingungen
a*x(axb)=a(a*b)-blaa*) =ala*b)=da=>d=a*b

b*x(axb) =a(bb* -b(ab* = -b(ab*) =db = d=-ab*

Daher

axbzo n=axb, d=-a*b=-ab*

Verbindungsebene schneidender Geraden
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Schnitte der Grundelemente

Schnittpunkt Gerade-Ebene

Der Schnittpunkt X von Gerade und Eben muf3 die Inzidenzbedingungen mit der Ebene g(n,d)
und der Gerade”{?g(g,g*) erfiillen
nx=d

g'=xxg | xn
g*xn =(xxg) xn=g(xn) -x(ng) =dg -x(ng)

Daher

dg+nxg*
X = c9+nxg Schnittpunkt Gerade - Ebene

Schnittgerade Ebene-Ebene

Die gesuchte Schnittgerade g(g,g9*) der beiden Ebenen €1(n,d), sz(nz,dz) muf die Inzi-
denzbedingungen mit beiden Ebenen erfullen

g*xn, =d,g | d,
g*xm, =d,g | -4

d,g*xn, —d,g*xn, = 0 = g*x{d,n, -dn| =0

Wegen des Verschwindens des Vektorproduktes sind die beiden Vektoren linear abhin-
gig. Wegen der Homogenitét der Ebenen- bzw. Geradenkoordinaten konnen wir setzen
gr=d,n, —dm,
Daher

g*xn, :(dzn, wdlnz)xnl = d,(n1 xnz) =dig=g=n,xn,

g=n,xn,

Schnittgerade zweier Ebenen
g“=d,n, -dn,

Schnittpunkt dreier Ebenen

Wir bestimmen zunéchst die Schnittgerade g(g,g*) der beiden Ebenen £1(ny,dy), e2(np,do):
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g=n, xn,
g“=d,n, -dn,
und schneiden dieselbe mir der dritten Ebene ¢.(n,d.). Fur den Schnittpunklt X

X = d;g+n; xg* d3(n1 X"z) +N, X(dznl ‘dlnz)

n,g n3(n1 xnz)

also

dl(n2 ><n3)+d2(n3 ><n,)+d3(n1 ><n2)

(n1’n2’n3)

X = Schnittpunkt dreier Ebenen

Schnittpunkt zweier Geraden

Die Geraden a(a,a*), b(b,b*) missen derselben Ebene angehoren und diirfen nicht paraliel
sein. Daher gelten die Voraussetzungen

ab*+a*b=0 undaxb=o
Der Schnittpunkt X der beiden Geraden muf3 die Inzidenzbedingungen erfiillen:

a*=xxa | xb*

b*=xxb (%)
a*xb*=(xxa)xb*=a(xb* -x(ab* =-x(ab*) = x(a*b) (Schnittbedingung)
—
Lwegen(*)
Daher

a*xb* b*xa*
a*b=-ab*zo x= =
a*b b*a

Schnittpunkt komplanarer Geraden

Diese Formel versagt, wenn a*b = ab* =0 ist. In diesem Falle liegen a und b in derselben Ebe-
ne durch 0 oder sie sind parallel. '

UL-‘!

Da wir den Schnittpunkt bestimmen wollen, interessiert uns nur der 1.Fall. Hier gilt
x=oa+pb
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Daraus folgt
a*=xxa=(ca+pb)xa=pbxa)=-plaxb) | axb
b*=xxb=(aa+pb)xb= = afaxb) | axb
a,a*b
(a%,a.b) - —(a,a5b) - -raxbf* = p - 22
la x b
b,b* a
(b*a,b) = (b,b*a) =alaxb]’ =>a= L_,__El
la x b
Daher
(b,b*a)a+(a,a*b)b , , .
ab*=a*b=0 X = axb 5 £ Schnittpunkt zweier Geraden in einer Ebenedurch 0
ax

Eine symmetrische Darstellung des Schnittpunktes ergibt sich, wenn man X im Basissystem
b,=a, b,=b, b;=axb

darstellt. Dann gilt

A=(b,,b,,b,)=(a,b,axb)=(axb)axb)=|axb|’

AX! = (by,b,,x) = (by,%,b, ) = by(x xb, ) = (axb)(x xb) = (a x b)b*= (b,b* a)

AX? = (bs,b,,x) = by(b, xx) = -(axb)(x x a) = ~(axb)a*=—(a,b,a* = (a,a*b)
AXC = (bl,bz,x) =(a,b,x) = a(bx x) = -ab*=(x,a,b) = (xxa)b=a*b

daher
(b,b* a)a+(a,a%b)b+(a*b)axb) _
X = 5 Schnittpunkt komplanarer Geraden
la x bl
MafRaufgaben
-
Abstand zweier Punkte WJ ‘Q{
€
s=|y-x
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Winkel zweier Geraden

4

Der Winkel ¢ der beiden Geraden a(a,a*), b(b,b*), kann durch den Kosinus der beiden Rich-
tungsvektoren gemessen werden

ab
fal-Ib]
Dann ergibt sich je nach der willkiirlichen Wahl der Orientierung der spitze oder stumpfe Win-
kel der Geraden.
Um immer den spitzen Winkel zu erhalten(soferne a und b nicht orthogonal sind), kann man
den Winkel zwischen den Geraden definieren als den Winkel eines beliebigen Vektors a der
einen Geraden mit seiner Normalprojektion auf die andere Gerade. Sei @' die Normalprojektion
von a, so gilt

cos(¢) =

—2b, (a-a’)lb=(a-Abb=0=ab-Ab’ =

ab ab labl labl
DA=—y>Da = = bl =
b % T ™ e P
daher
7 1 b bl-|ab b
cos{o) = (@a) 1 bl (a (ab): bl - |ab) ab)

“al-la] " [al ‘Jab| " |b|? lal-Ibl> -Jab] _|al-[b]

Wir definieren daher zweckma Bgerweise als Winkel zweier Geraden

|ab T :
cos(o) = Tl bl 0< @<~ Winkel zweier Geraden
Wegen
laxb|=lal-|bl- sin(0)
gilt auch
laxb| T
tan( ):I—“““," OS([)S“Z—

Anmerkung: Unter dem Winkel zweier Geraden wird auch der Winkel windschiefer Geraden
verstanden. Man denke sich die Geraden parallel durch einen Punkt verschoben. Der Winkel
dieser schneiden den Geraden wird als Winkel der windschiefen Geraden definiert.
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Abstand Punkt-Gerade

Zur Ermittlung des Abstandes des Punktes x

von der Geraden g(g,g*) fillen wir aus x die

Normalebene v auf g und schneiden sie mit g

im Punkte y.

Die Lange von Y - X stellt dann den Abstand h von xund g dar.

v...n=g, d=Xxn=xg

_dg+nxg*m(xg)g+gxg*
- ne g

1
x——— (xg)g+gxg*—d2x] =-i;{z—[gx(gxx)+gxg* —gx[gxx+g?]

o’ H

daher folgt nach LAGRANGE
h? =ly -’ —ll rlax(@xx+ g9’ “‘9114{l9! lgxx+g4’ ~[algxx+ 4]’} =
Y
H Ugi g x+gf Lgigg+g%JJ —loxx+gf
Daher
m|

h= H m:=gxX+g* Abstand Punkt - Gerade

Der hier definierte Vektor m heilit Momenten-
vektor der Kraft g um den Punkt X. Nach dem
Hebelgesetz gilt

g
mi=tig =h- 3

Abstand Punkt-Ebene

Wir schneiden die Ebene g(n,d) mit dem aus

dem Punkt x auf sie gefillten Lot g(g,g*). Ist j /
y dessen Schnittpunkt mit €, so gilt
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h=ly-x|, g=n, g*=xxn

_dg+nxg* dn+nx(xxn) dn+xjn’-n(nx) _ d-(nx) el d-(nx)
- ng Inf” B nf* B Inf* Inf*
B _Jd=(nx)|, , |d=(nx)|
h= ty - Xt - lnlz lnl - Inl
also
h= -d —(nx) Abstand Punkt - Ebene

I

Die obige Formel stellt die Abstandsbestimmung Punkt Gerade mit Hilfe der HESSEschen
Normalform einer Gleichung dar.

Abstand nichtschneidender Geraden

Der Abstand || der Geraden a(a, a*), b(b, b *) wird auf dem Gemeinlot von a,b gemessen.

e= [{:-);_——a sei der Einheitsvektor in Richtung des Gemeinlotes. Der Projektionssatz ergibt
. (y-x)(axb) y(axb)-x(axb) -y(bxa)-x(axb) (yxb)a+(xxa)b
Sy XM= =T - [axb] T Tlaxe
b*a+a*b
T la x b
Nun gilt
) ab
|a < bl =al-|b| - sin{¢), ab=|al-|b|- cos(¢) =>|a]- b=
cos|o|
also
ab ab
laxb|= P . sin(p) = cot(9)

Dabher ist

6: _ab*'+a*b _ _,ab*+a*b _ _ab*+a*b cot(<p)
T faxbl kbl sinlo) ab
|§|... Abstand windschiefer Geraden

Das Vorzeichen von ¢ ist geometrisch bedeutungslos und héngt nur von der Orientierung der
Richtungsvektoren ab. Der swette-Ausdruck fiir ¢ versagt fiir orthogonale Gerade.

dnidhe
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Abstand paralleler Geraden

Die voranstehende Formel versagt fiir parallele Gerade.
Sind x und y die LotfuBpunkte aus 0 auf a(a,a*) bzw.
b(b,b*), (b = Aa), so gilt

axa* bxb*
o =Y — X|, X= , Y= , b=2%a
Abstand paralleler Geraden
Gemeinlot windschiefer Geraden
Die beiden Geraden seien a(a,a*), bzw. b(b,b*). Fur (e nm

den Richtungsvektor n des Gemeinlotes setzen wir

£ 4"

n=axb
Furn* git dann:

nn*=0
an*+a*n=90
bn*+b*n=0

Auf Grund dieser Beziehungen ist es naheliegend, n* im Basissystem UI,UL'(
b,=a, b,=b, b;=axb=n
durch seine kovarianten Koordinaten darzustellen. Dann gilt (Seite 23)
n*=xb' +x,b* + x,b’
mit
X; =b;n*=an*=-a*n
X, =b,n*=bn*=-b*n
X; =b;n*=nn*=0
mit

1

1
b! :sz xb, :ben

1
b2 :Xb3 Xbl :%nxa A 2(b],b2,b3) :(a’byn) :(aXb)n:!n‘z

1 1 1
b3 :Xbl ><b2 :—A~a><b :Xn

Daher
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Gemeinlot windschiefer Geraden
_ (a*n)(nxb) - (b*n)(nxa)

FuBlpunkte des Gemeinlotes

Fur die FuBBpunkte des Gemeinlotes auf der
Geraden a gilt

a*=xxa

n*=Xxn
Wir stellen den Ortsvektor von X wieder in der Basisb, =a, b, =b, bz;=n=axb,
diesmal in kontravarianten Koordinaten dar. Dann gilt wir frither

A=|nf*

und es ist

Ax' = (bz,b3,x) =(b,n,x) = —(x,n,b) = <(xxn)b=-n*b

A =(bs,by,x) = (n,a,x) = -n(x x a) = —na*

A =(by,b,,x) = (a,b,x) = (x,a,b) = (xxa)b = a*b

Es gilt daher fur den FuBlpunkt X auf a und (analog durch Vertauschen von a und b und Beachtung
der Vorzeichend nderng bei (n,n*)) fiir den FuBpunkt y aufb

~(n*b)a-(na*)b+(a*b)n
_ ( ) ([ 12 )b+ ) FuBpunkt des Gemeinlotes auf a
n
n*a)b+(nb¥a-(b*ajn
y = ( )b+ ( i ]2) ( ) FuBpunkt des Gemeinlotes auf b
n
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Da die Vektorrechnung ihren historischen Ur- ok
sprung in der Mechanik hat, erscheint es ange- ¢
messen, Kapitel der Geometrie, wie zum Bei-
spiel die Liniengeometrie, in ihrer urspriingli-
chen Gestalt als Lehre von den Kriftesystemen
darzustellen. 0
Da einer Einzelkraft" ein Stab entspricht, kann
man statt von Kriftesystemern auch von Stab-
werken sprechen.
Ein Kriftesystem sei gegeben durch (endlich viele) Einzelstabe, die durch die Kraftvektoren a;
und deren Momente a;* um den Ursprung O festgelegt werden. Dabei gilt stets

aar* =0

Folgende Bezeichnungsweisen sind tiblich

a:= Z a,... Reduktionseinzelkraft
a:= Y a*... Reduktionsmoment um O

Man beachte, daB i.a. das Skalarprodukt aa = 0 nicht verschwindet. Wahlt man als Redukti-
onspunkt nicht den Ursprung O, sondern einen beliebigen Punkt X, dann hat die Einzelkraft a; um
X das Moment (Seite 39)

a¥ =a¥ -xxa,
dann gilt

a, =ya* =Y a*-xx)a=a-xxa

a, =a-xxa Reduktionsmoment beziiglich X

Beziiglich jedes Reduktionspunktes X gilt

aa, = aa = const

Zwei Kraftesysteme heiBlen dquivalent, wenn sie dieselbe Reduktionseinzelkraft a und bezuglich
jedes Punktes X dasselbe Reduktionsmoment @, besitzen. Jedes Kriftesystem kann beziiglich sei-
ner Auswirkung auf einen Korper durch ein dquivalentes ersetzt werden.

Y Da eine Kraft auf ihrer Wirkungslinie beliebig verschiebbar ist (wenn man etwa ein Zugseil kiirzer oder linger
fafit), wurde frither ein Stabvektor auch als "linienfliichtiger Vektor" bezeichnet
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Reduktion eines ebenen Kraftesystems

Bei einem ebenen Kriftesystem sind alle Momentenvektoren linear abhéngig. Sie stehen alle nor-
mal auf die Ebene des Kriftesystems. Daher gilt in diesem Falle

ad=o0
I.a. lassen sich je zwei Vektoren zu einer resultierenden Einzelkraft zusammensetzen:

U(,Af (}1/2 /

—
——
———
—_—
—_—

Obige Konstruktion versagt, wenn die gegebenen Krifte parallele Wirkungslinien besitzen. Dabei
hat man folgende Falle zu unterscheiden:

1. Beide Krifte drehen um O positiv.

U{/A*‘m—r)_ l
a=a, +a,..la=|a|+[a,] N I %
Fur das resultierende Moment um O gilt daher \\
'él:hlal:h([a1]+{a2]):h,|a1[+h2{a2l:> \\\

h1|a1l+h2fa2| 0L \\
h=—t 2l 4* \

'311432' AN

h—h _(hZ_hl)laZ' \\\ N

1= D e \ \

SR 3 kT

h __h:(h2_hl)lalt \\\ ]UL/ll
i [a,|+a,| | \
h-h, _a,
h,-h }31}

Daraus ergibt sich unmittelbar nebenstehende Konstruktion fur die Resultierende
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2. Die beiden Krifte drehen in entgegengesetzten Sinn um O

a=a, +a,...[al=|a,|-[a,]
Fir das resultierende Moment um O gilt daher

&l = Hlal = h('a2l_1al,) = hzlazl"‘hliaxl-D

_hz{az“hllaII
ICHECH
heh :(hz‘hl)laZl ‘
" faf-fa U7
o _ha-n)a, "
SCHE N .
hon, ol &
h-h, la|

Daraus folgt wieder nebenstehende Konstruktion

3. Die beiden Krdfte sind entgegengesetzt gleich.

Wegen a, =—a, ist die GroBe der Einzelkraft
der Nullvektor 0.
Der Momentenvektor um O ist jedoch keineswegs .

der Nullvektor 0. Es gilt vielmehr 0
8l =hyfa,|-ha,|=(h, -h,)a,]

Der Betrag des Reduktionsmomentes ist also unabhangig vom Bezugspunkt. Das Moment ist
demnach beziiglich jedes Punktes der Ebene gleich. In diesem Fall spricht man von einem

Drehmoment oder gleichbedeutend von einem Krdftepaar.

Wir haben daher folgendes Ergebnis gewonnen

Ein ebenes Kriftesystem reduziert sich auf eine Einzelkraft oder ein Krdftepaar (Drehmoment)
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Reduktion eines raumlichen Kraftesystems

Ein rdumliches Kriftesystem sei durch die Reduktionseinzelkraft a und das Reduktionsmoment &
beziiglich O festgelegt. Dadurch ist wegen

a, =a-xxa
das Reduktionsmoment beziiglich jedes beliebigen Punktes bestimmt. Da &, seine Richtung von
Punkt zu Punkt dndert, erhebt sich die Frage:

Gibt es einen Punkt X, in welchem a und &, Kollinear sind?
In diesem Falle muB3 sein

axa, :o:>ax(é~x><a):axé~a><(x><a):axé—{xiatz—a(ax)]:o
Es gilt also

axa-xa’ +alax)=0 | xa

(axa)xa-(xxa)al’ = 0= ala)’ -a(ad) - (xxa)ja* =0 =

Der Vektor a* ist also konstant. Aus

(. (ad) ) (ad)
aa*=aa--———a|=(ad)-~—a’* =0
LI R

folgt, daB die Vektoren @ und @ * PLUCKER - Vektoren einer Geraden sind
Setzen wir

~

aa .
P= Parameter des Kriftesysems
jal”

so konnen wir sagen:

In allen Punkten der Geraden

(ad)

e (+)

sind die Reduktionseinzelkraft und das Reduktionsmoment kollinear. Die Gerade (a,a*) heiB3t
Zentralachse des Kriftesystems".

(a,a%), a*=xxa=a-pa p=

Wir suchen das Reduktionsmoment fiir die Punkte der Zentralachse. Ist X ein Punkt der Zen-
tralachse, so gilt

ag:=a-xxa
Wegen () folgt daraus

U Louis POINSOT (1777-1859)
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a,=a-a+pa=pa
Durch die Zentralachse (a,a*) sowie den Parameter p ist das Kra ftesysten eindeutig bestimmt.
Man nenn das Tripel

(a,a%p)
eine Kraftschraube oder Dyname.

Wann ist ein Kriiftesystem einer einzelnen Kraft fiquivalent?

Die Ersatzkraft habe die Stabkoordinaten (K,k*). In diesem Falle miiBBte der Kraftvektor k dem
Vektor a der resultierenden Einzelkraft und das Moment k*, beziglich jeden Punktes X denselben

Wert aufweisen wie das Reduktionsmoment &, des gegebenen Kriftesystems. Dann miifite gelten
k=a

k¥ =k*-xxk=a, ma-xxa=>k*=a
Wegen kk* = 0 miiBite also @aa = O sein. Dies ist aber i.a. nicht der Fall

Ein Kriftesystem ist dann einer Einzelkraft dquivalent, wenn Reduktionseinzelkraft
und Reduktionsmoment flir jeden beliebigen Punkt stets orthogonal sind (aé = 0)

Beispiel: Ebenes Kriftesystem

Kann man ein riumliches Kriiftesystem durch zwei Einzelkriifte ersetzen?

Es seien (k,k*) und ( E,F*) die beiden Ersatzkri fte. Bei Aquiv alenz muB gelten
a=k+k
a=k*+k*
Dann ist
aa = (k+ k)(k*+k *) = kk*+kk* +kk * +kk* = kk *+kk *
Dabher gilt die notwendige Bedingung

kk*+kk*=aa (1)

Demnach folgt aus (1), daB die Triagergeraden der beiden Krifte windschief sein miissen, wenn
das System nicht, entgegen der Voraussetzung, einer Einzelkraft dquivalent ist.
Wie hat man also die Tragergeraden zu wihlen? Wegen
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k=a-k
k*=a-k*
ist (K, k*) bestimmt, sobald (k,k*) bekannt ist. Aus (1) ergibt sich

k(a-k* +(a-k)k*= ké——wwLak*—l_(_léj: ka+ak*= aa
0 0
Fiir die Wahl der Kraft (k,k*) ergibt sich also als notwendige Bedingung

lka+ak*=aa, kk*=0 (2)

Diese Bedingung ist fur die Wahl von (k,k*) auch hinreichend. Denn wéhlt man (k,k*) der Bedin-
gung (2) entsprechend, dann stellen auch

k=a-k 3)

k*=a-k*
die Koordinaten einer Kraft dar, denn es gilt

kk*=(a-k)(a-k* = aad—(ka +ak*) +kk*=0
k___._.v:._.) O
aa

und die beiden Kr fe bilden zum gegebenen Kri fteystem ein Aquivalenz system wegen
k+k=a, k*+k*=4

Um eine Kraft zu finden, welche die notwendige und hinreichende Bedingung (2) erfiillt, gehen wir
folgendermaf3en vor:
Wir wihlen als Tragergerade fiir die Kraft (k,k*) eine beliebige Gerade

(9.9%, gg*=0
Dann gilt fiir den in ihr liegenden Kraftvektor
k=g, k*=Aig*

Wegen (2) muB3 gelten
ka+k*a=%(ga+g*a)=aa
also R
___aa
- ga+g*a @)
Die Berechnung von A ist nur moglich, wenn gilt

ga+g*a=0 (5)
Dadurch ist (k,k*) bestimmt, wegen (3) aber auch die 2 Kraft. Wir suchen die Wirkungslinie der
2 Kraft

_ ~ (aa) 1
k“aw}hg—a~gé+g*ag"gé+g*a[a( a+g*a)- g(ad)]
k*=a-Agt=a- (ad) g =— : —|[a(ga +g*a) - g*(ad)|

ga+g*a ga+g*a
Wegen der Homogenitit der PLUCKER-Vektoren kénnen wir setzen
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g =alga+g*a)-g(ad)

N . O}
g* = a(ga +g*a) - g*(ad)

Die Tréagergeraden g, g des dquivalenten Kréftepaares heifen reziproke Polare beziglich des
raumlichen Kraftesystems.

Wir erkennen, daf} die Gerade g weitgehend beliebig gewihlt werden kann, als Tragergerade der
Kraft (k,k*) muB sie allerdings die Bedingung (5) erfiillen.

Ein rdaumliches Kréftesystem (@,) mit aa = 0 ist stets einem Paar windschiefer Krifte dquivalent.
Die Trégergerade (g,g*) der 1 Kraft kann man unter der Bedingung (5) beliebig wahlen. Die Tra-

| gergerade der 2 Kraft ist dann die reziproke Polare g (4) von g beziiglich des Kriftesystems.

Fir die dquivalenten Krafte gilt

k=%g, k*=Aig* : aa
A A ™ 2g+ag*
k=770 k'=—<g*
(ad) (ad)

Es seien g und g reziproke Polare des gegebenen Kriftesystems, K bzw. k die entsprechenden
Kraftvektoren. Wihlen wir auf g beliebig den Punkt X, auf g beliebig den Punkt y und heften wir
in diesen Punkten die entsprechenden Kraftvektoren an, so bilden die diese Vektoren darstellenden
Strecken ein Tetraeder, dessen Volumen berechnet werden soll.

Ist F der Inhalt des von |K| und y aufgespannten Dreiecks und V das Volumen desTetraeders, so
gilt:
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Kréftesysteme

1 .
IF| = Elnﬂ mit dem Momentenvektor m von K um y

m= (x-y)xk=xxk-yxk=k*-yxk
Unter Beriicksichtigung der Vorzeichen gilt daher

(

1
k=—[k*-yxk]k = %[k*?—(y,k,i()] = %Lk*i—k(ixy)j:

v=-"1
2

| —

1
3 S

—k*

Dabher gilt fiir alle zu einem Kraftesystem dquivalenten Kriftepaare:

aa
V="
6

Satz von Michel CHASLES (1793-1880)

Strahlgewf nde
Aus (5) folgt, daB3 gerade Linien, die der Bedingung
ag+ag*=0 @)
geniigen, nicht als Tragergeraden von Ersatzkraften in Frage kommen. Man nennt diese Geraden
daher die Nullgeraden (Nullinien) des Kriftesystems. Die Menge aller Nullgeraden eines Krifte-

systems bilden ein Nullsystem (Strahlgewinde)'
Versucht man die reziproke Polare einer Nullgeraden zu finden, so folgt wegen (7) aus (6):

g -alga+g*a)-g(ad) = g(ad)
g*=alga+g+a)-g*(ad) =-g*(ad)

Wegen der Homogenitit der Pliickervektoren gilt daherg =g

Die Nullgeraden sind ihre eigenen reziproken Polaren

' Anmerkung; Die Menge aller Geraden des Raumes héiingt von vier Parametern ab (man kann eine Gerade etwa
durch die Koordinaten ihrer Schnittpunkte mit zwei Koordinatenebenen festlegen). Eine dreiparametrige Geraden-
menge nennt man einen Geradenkomplex. Sie wird durch eine Gleichung zwischen den PLUCKER-Koordinaten
festgelegt. Demnach ist das Nullsystem, da es durch die lineare Gleichung (7) festgelegt wird, ein linearer Gera-
denkomplex. Durch jeden Punkt des Raumes gibt es eine einparametrige Geradenmenge, den Komplexkegel. Eine
zweiparametrige Geradenmenge heifit Geradenkongruenz. Sie wird durch zwei Gleichungen zwischen den
PLUCKER-Koordinaten festgelegt (Beispiel: Menge der Treffgeraden an zwei windschiefe Gerade). Durch jeden
Raumpunkt gibt es nur eine endliche Anzahi von Kongruenzgeraden. Eine einparametrige Geradenmenge bildet
eine Strahlfldche (Beispiel: Hyperboloid)
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Strahlgewinde

Wir suchen die Menge der Nullgeraden durch einen vorgegebenen Punkt X

g“=Xxg ... -einsetzen!

ag+ag*=0 )
ag+a(xxg) =ag+(axx)g=[a+axx]g=0 \/
Nun stellt a\(’

at+axx=a-Xxa=a, ¢
das Reduktionsmoment des Kraftesystems beziiglich des Punktes x dar. Es gilt also
a,g=0>gla,
D.h..die Menge aller Nullstrahlen durch den Punkt X liegt in jener Ebene durch x, deren Norma-
lenvektor @, Reduktionsmoment des Kréiftesystems beziiglich X ist. Diese Ebene heiBt Nullebene
des Punktes X .
Fur die Nullebene von x gilt also

A Nullebene von x

Umgekehrt gilt fiir die Menge aller Nullgeraden, die in einer vorgegebenen Ebene (n,d) liegen:
g*xn=dg

ag+ag"=0 | d

a(dg) + dag* = a(g* xn) + dag*= 0

(nxa)g*+dag=0

[nxa+dajgt=0= g*l[nxa+dal

Da g* aullerdem noch auf g normal steht, muB3 gelten

7»g*::[n><é+da]xg:(n><é)><g+d(a><g):égpvg)-n(ég)m(axg)

L
also
rgt=daxg)-n(ag) | xn
[ ]
Ag*xn=A(dg)=dlaxg)xn= t{g(an) —a(gn) |
il

(rd)g=d(an)g => Ad=dan) => A=an

' Der Komplexkegel eines Gewindes entartet also in die Nullebene des betrachteten Punktes
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Strahlgewinde

daher
[nxa+da)
g'= an 9
Definieren wir den von g unabhé ngigen Pukt
[nxa+dal
Xi= " =X
an 9 =Xxxg
so folgt

Alle Nullgeraden in einer gegebenen Ebene (n,d) gehen durch einen festen Punkt
nxa+da
) G ——
an
den Nullpunkt der Ebene. Den zur Zentralachse parallelen Ebenen (an = 0) entspricht kein Null-
punkt.

an=0

Jedem Punkt des Raumes ist in eindeutiger Weise seine Nullebene zugeordnet. Jeder Ebene, die
nicht parallel zur Zentralachse ist (@n # 0) entspricht genau ihr Nullpunkt-

Sonderfille: 1) Bei der Herleitung obiger Formeln wurde zur Berechnung von A durch d'# 0 divi-
diert. Um den Fall d = 0 (Ebene durch O) zu kldren, wihlen wir einen neuen Ursprung O mit dem
Ortsvektor v. Dann gilt die Koordinatentransformation _

0

X=V-+X, firx=o0istdann X = -v v /\

Die neuen Koordinaten der Ebene (n,d) lauten dann 0
nund d=Xn=-vn
Fiir das Reduktionsmoment um den neuen Ursprung folgt 0

~

a=a,=a-vxa
Dann hat in der Ebene (n,d) der feste Punkt x die Darstellung

- nxa+da _nx(a-vxa)-(vnja nxa-nx(vxa)-(vnja
- an an B an -
nxa-v(an)+a(vn)-(vn)a _ nxa _ nxa

= =>X= —V>X=X+V=

an an an

d.h. obige Formel gilt auch im Falle d = 0.

2) Die Formel fiir den Nullpunkt einer Eben versagt, wenn an = 0 ist, d.h. wenn die Ebene parallel
zur Zentralachse ist. Dann gilt fiir eine Nullgerade dieser Ebene
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Strahlgewinde

g*xn=dg | xa

ag+agc=0

an=0

(g*xn)xa=dgxa) =n(ag*) - g*(an) = dgxa)

also

n(ag* = dgxa)

Wegen den Homogenitdr von g,g* konnen wir setzen

gxa=n, d=ag*=-ag

daraus weiter

nxa=(gxa)xa-=alga) - g(aa) = -da— g(aa)
daher

nxa+da

9= aa

Die Nullgeraden in einer zu Zentralachse parallelen Ebene sind untereinander parallel

3) Steht eine Ebene auf die Zentralachse normal, so gilt n = @, daher ist der Nullpunkt dieser Ebe-
ne

_nxé+da_axé+da
- an P

, also

>

(axa)xa aal’-a(ad) . aa
e - R

Xxa= a=a-pa=a*=xxa

Der Nullpunkt einer zur Zentralachse normalen Ebene liegt auf der Zentralachse. Alle Nullgera-
den, welche die Zentralachse schneiden, schneiden sie unter rechtem Winkel.

Wir berechnen das Reduktionsmoment in den Punkten einer Nullgeraden: E’L
4 7

Xxxg=g* \

ag+agc=0

éx =a-xxa ¢ .!

ag+a(xxg)=ag+(axxX)g=(a+axx)g=4a,g=0 N

In jedemPunkt einer Nullgeraden steht das Reduktionsmoment auf die Nullgerade
normal. Durchlauft ein Punkt ein Nullgerade g, so dreht sich seine Nullebene um g
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Strahlgewinde

Wir betrachten zwei Punkte X und y mit der Verbindungsgeraden

g=y-X, g‘=Xxy

Die Nullebenen in diesen Punkten werden festgelegt durch
n,=a-xxa d, =ax / v 9 T
nzzé—yxa d2:éy (

Wir bestimmen die Schnittgerade (g, §*) dieser Ebenen

g=n,xn, =(d-xxa)x(a-yxa)=axa—-(xxa)xa-ax(yxa)+(xxa)x(yxa) =

= —a(xa) + x(ad) - y(ad) + a(ya) + a(x,y,a) - x(a,y,a) = a|(ya) - (xa) + (x x y)a] - (y - x)(ad) =
=a|(y-x)a+(xxy)a] - (y-x)(ad) - g =a(ga+g*a) - glad)

g*=d,n, —dn, =(ay)(a-xxa)-(ax)(a-yxa) = alay - ax) - (ay)(x xa) +(ax)(y xa) =

= a[ay - x)| +[(ax)y - (ay)x] xa = a[ag] +[(x xy) x a] xa = 4(ga) +(g*xa) xa =

a(ga) +a(g*a) - g*(ad) - g*= a(ga + g*a) - g*(ad)

H

Durchlauft ein Punkt eine Gerade g, so dreht sich seine Nullebene um deren reziproke Polare g
und umgekehrt

Zum Nachweis der Umkehrung haben wir zu zeigen: Sind g, g reziproke Polare, so gilt g = g.
Gegeben sei die Gerade g(g,g*). Dann gilt fur deren reziproke Polare

g -a(ga+g*a)-g(ad)
g*=a(ga+g*a)-g=*(ad)

Wegen der Homogenitit der PLUCKER -Vektoren gilt 3— =g
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Strahlgewinde

Ferner gilt

Trifft eine Nullgerade eine beliebige Gerade, so trifft sie auch deren reziproke Polare. Jede Gerade,
die zwei reziproke Polare trifft, ist eine Nullgerade

(g,g*) mit 4g+ag* = 0 sei eine Nullgerade. Femer sei

(m,m*) eine beliebige Gerade, die diese Nullgerade schneidet. Dann erfiillt sie die Schnittbedingung
mg*+m*g=0

Die reziproke Polare hat die PLUCKER - Vektoren

m=a(ma+m*a)-m(aa)

m* = 4(ma +m+*a) -m*(aa)

Dann gilt

g*m +gm* = g*[a(ma + m*a) - m(ad)] + gla(ma + m*a) -m*(ad)] =
=(g*a+ga)(ma-+m*a) - (g*m-+gm=)(aa) = 0 nach den Voraussetzungen
Gilt umgekehrt

mg¥+m*g=10 s
mg*-+m*g= 0 Durch Rickwi rtsl auﬁfies obigen Beweises folgt dann
ag+ag*= 0= (g, g*) ist Nullgerade

Das Gemeinlot zweier reziproken Polaren trifft die Zentralachse unter einem rechten Winkel

Es sei (m,m*) eine beliebige Gerade. Dann ist ihre reziproke Polare

m = a(ma+m*a)—m(aa)

m* = a(ma+m*a) -m*(aa)

Fiir das Gemeinlot (n,n*) gilt dann nm=0, nm =0 sowie na+n*a =0, da das Gemeinlot als
Treffgerade an zwei reziproke Polare Nullgerade ist.

Da fiir die Zentralchse gilAt

. ) aa —
a,a*=a—pa mit p:g;, folgt aus nM =0

0=nm =(na)(ma+m+*a) -(nm)(ad) >na=0=nla
—_——

#0 4

Ferner ist die Schnittbedingung mit der Zentralachse wegen

na+n*a=n(a*+pa)+n*a=p(na) +(na*+n*a)=0
erfullt.
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Das Nullsystem (Die Nullkorrelation)

Jedem Punkt X des Raumes wird durch das Strahlgewinde in eindeutiger Weise seine Nullebene

n=a,=a-xxa d=ax /U\L
2

zugeordnet. Dadurch wird jedem Punkt des Raumes in ein-

deutiger Weise eine Ebene zugeordnet. Die Umkehrung gilt o

nicht, da nach unserer bisherigen Auffassung den Ebenen g

parallel zur Zentra! achse kein Nullpunkt entsprach. Die in ih- ¢

nen enthaltenen Nullstrahlen bildeten ein Parallelenbiischel.

Um die Zuordnung zwischen den Punkten des Raumes und

den Nullebenen bijektiv zu gestalten, fihren wird den Begriff

des Fernpunktes ein. Dann entspricht jeder Ebene ein Null-

punkt, der eventuell ein Fernpunkt sein kann.

Durch diese Festsetzung wird zwischen den Punkten und Ebenen des Raumes eine bijektive Abbil-

dung definiert, die man als Nullsystem oder Nullkorrelation bezeichnet

Fur einen beliebigen Punkt y dieser Ebene gilt dann ny = d. Es sei nun

a=3a,1, a=18,f, X=X, 0, Y=Y, XX@=1X, (X8, =1X;8; — X,
a, a; LX:‘J LY;;J X3 2, Xj8; =X, 8,

~

a3 —X,8; 1 X,8,

Daher lautet die Gleichung der Nullebene im Punkte X in den laufenden Koordinaten y:
ny=d

yi(8, — %3, +x,8,) +y,(8, -x;a, + X,8,) +¥5(8; - X2, +%,8,) = X8, +X,8, + X3,

Fuhrt man aus Symmetriegriinden die zusatzlichen Koordinaten ein:

Y1(a1xo — X85 + X3az) + Y2(32X0 = X3a; + X]a3) + Y3(a3xo —Xya, + XZa]) + yO(_Xlal —X,a, - X3as) =0
Bilden wir die Koeffizientenmatrix der Produkte x;y;, so ergibt sich
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Nullsystem

o ’l=B . =-BJ ... Schiefsymmetrische Matrix

y y:llyOsY19Y2’y3“: 1’y1’y2’YB“

Setzt man i:t[xo,xl,xz,x3!\: LX,, Xq, X,
so stellt
ny-d=xB,y' =0
die Gleichung des Nullsystems in Matrizenschreibweise dar, wé hrend
yl(éllxO ~X, 8, +x3a2) +y2(é2x0 —X,a, +x1a3) +y3(é3.x0 ~X,a, +xzal) -—yo(——xlélfl —X,a, — x3é3) =0
Xo-=1, Yo=1
die Gleichung der Nulleben im Punkt x in den laufenden Koordinaten darstellt.

Der Komplex der Reduktionsachsen

Jedem Punkt X des Raumes entspricht ein wohlbestimmtes Reduktionsmoment a,. Wir bestimmen
die Menge der Geraden, welche Tragergeraden des Reduktionsmoments @, eines ihrer Punkte

sind. Fur diese Geraden (g,g*) mul} gelten: ,g
g'=xxg a
g=28,=Na-xxal |a | ¢ T
Skalare Multiplikation der 2. Gleichung mit a liefert 4 €
ga=\aa A
v} X,
daher "2{
a
r=29
aa

Skalare Multiplikation der 1.Gleichung mit a und der 2.Gleichung mit g ergibt

ag*=(xga) A
o’ = \Jag-(gxa)] = ag+(xga))| (+)
|9 -)ag* = Aag

|d* = M(ag+ag*) = :g (ag+ag")

also
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Achsenkomplex

9%/(ad) = (ag)(ag+ag*) (%)

Diese Bedingung ist notwendig und hinreichend dafiir, daf} die Gerade (g,9*) mit dem Redukti-
onsmoment eines ihrer Punkte kollinear ist. Die Notwendigkeit dieser Bedingung wurde soeben
gezeigt. Das Hinreichen folgt daraus, daf3 bei gegebener Geraden der Punkt X eindeutig berechen-
bar ist. Es gilt namlich

xxg=g* = xlg*

~ 9 ~ 9
Xxa=a—— xla-—
X o A
Daher

ol d

Vektormultiplikation mit mit g hefert

xg

N F ﬂ
XxQg= g*—L(g*xLa__ ng “La_ fgg* g*Lag“‘%LU L“L ‘9’
Daraus folgt
1= 4{ag I 221~ 2 (agi(ag) -l (aa)

Daher wegen (*)
1= ;5((ag)(ag) (ag)(ag) - (ag)(ag*) = -n(ag¥)

P . aa
ag” un —ag*xL ag

Daraus p=

Es gilt also

g*+{a(ag) - (ad)g] g*x[(gx4)xa]
(ag)lag®) (ag)(ag¥)

Da die Menge der Reduktionsachsen demnach durch die in den PLUCKER-Koordinaten quadrati-
sche Gleichung (*) festgelegt ist, bildet die Menge der Reduktionsachsen einen gquadratischen
Geradenkomplex.

Komplexkegel der Reduktionsachsen durch einen Punkt

Geht eine Gerade (g,9*) durch den Punkt z, so gilt
g =zxg
und aus (*) folgt
2/ 4 ~ N
ld*(ad) = (ag)[ag+a(zx g)] = (agag+(ax2)g]
Daher lautet die Gleichung des Komplexkegels in PLUCKER-Koordinaten
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Achsenkomplex

d’ (ad) = (ag)|(a—(z < a)g| = (ag)(4,9)

Zunéchst erkennt man, da3 die Parallele zur Zentralachse durch z auf dem Komplexkegel liegt.
Denn g = a erfiillt obige Gleichung:

[ 1
lal(ad) =|a?| 4a—(zx a)a |=[a*(aa)
A

Selbstverstandlich liegt auch die Reduktionsachse des Punktes z auf dem Kegel. Denn mit g = &,
gilt

laztz(‘a‘é) = (aé)‘az§2

Um genauere Eigenschaften des Komplexkegels zu erkennen, schneiden wir ihn mit einer Ebene
orthogonal zu a, z.B. mit der Ebene

n=ad=0

Eine beliebige Erzeugende (g,9*)des Komplexkegels hat dann mit dieser Ebene den Schnittpunkt

s_dg+n><g*‘_a><g='<_ax(z>< )_z(ag)—g(az)_z az
~  ng ag  ag ag B a\gg
also
az
s=z-—
=, i
Fir g = a folgt speziell
s —z- 2,
1 al®
und fur g = a,
S,—z2-—2 5 —z-24
27" aa, * " aa ®

Fur die Vektoren $41-S und S,-$ gilt

o s g . 93 alag

T ag T (ag)aP
_az  az, g(aa) - a,(ag)

7 ag% ™ aglaa

Dann gilt
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Achsenkomplex

(s-s)s, -s)= (’“—(;Z“i‘—‘[(glalz - a(ag))(g(aé) ~ éz(ag))] =

ag) (ad)jal’
| |
(az’ a9 (a) - (a0)"(@8) (g8 (agla” + (ad ag)” -
er| BT
e S‘fzaé)[ ’(ad) - (ag)(gd, )] -0

Wegent §1-S L S,—8 ist die Schnittkurve ein Kreis. Der Komplexkegel ist daher ein schiefer
Kreiskegel.

Auf jeder Erzeugenden des Komplexkegels liegt genau ein Punkt X, in dem diese Erzeugende und
das Reduktionsmoment &, kollinear sind. Wir untersuchen die Menge dieser Punkte.

Hilfssatz: Die Normale in X auf die von den beiden Erzeugenden g und a aufgespannte Fbene
schneidet die Zentralachse unter rechtem Winkel.

Die Zentralachse wird durch

a, a*=a-pa

festgelegt. Fur die oben genannte Ebenennormale gilt
n=axg, nN*=xxn

Es ist zu zeigen:

a*n+an*=0

Nun gilt

a*n=(a-pajn=an

(%

/4

n*a=(xxma=nlaxXj =-n(xxa)

a*n+n*a=an—(xxajn=[a-xxalpn=na, =0

Die Punkte x liegen daher im Schnitt des Komplexkegels mit einem Zylinder, der die auf den Ba-
siskreis des schiefen Kreiskegels orthogonale Erzeugende enthilt. Die entstehende Kurve heifit
schiefer Kreis.

Beispiel: Parameterdarstellung des schiefen Kreises
Gleichung des Komplexkegels

Die Komplexkurve der Reduktionsachsen in einer Ebene

Gegeben sei die Ebene (n,d). Wir suchen in ihr jene Punkte z, deren Reduktionsmomenentenvek-
toren in dieser Ebene liegen. Fir diese Punkte muB gelten:

nz=d

na, =0=>n(a-zxa)=0=>na-n(zxa)=0=na-zlaxn)=0=>
= zlaxn)=na
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Achsenkomplex

also zusammengefalt

nz=d
(axn)z=na

(*)

Setzen wir

axn=n na=d,

so liegt Z in den beiden Ebenen (n,d) und (n;,d;). Die Punkte z liegen daher auf der Schnittgera-
den

c=nxn, =nx(axn)

c*=d,n—dn, =(na)n-daxn)

Man nennt diese Gerade die Charakteristik der Ebene.

Wir bestimmen den Richtungsvektor jener Geraden durch z, welche in der betrachteten Ebene
liegen und auf @, normal stehen. Dann gilt

f=nxa, =nx(a-zxa)=nxd-nx(zxa)=nxa-z(nd) +a(nz) =nxa-zan)+ad
Also

W

e

f={(an
an
Da
nxa-+da
X = ———

an

der Nullpunkt der Ebene ist, gehen alle Normalen f durch denselben Punkt. Die Hiillkurve aller
Tragergeraden der Reduktionsmomentenvektoren in einer Ebene ist also eine Parabel. Man nennt
die Hilllkurve aller Geraden eines Komplexes, die in derselben Ebene liegen, die Komplexkurve in
dieser Ebene. Die Komplexkurve des Reduktionsmomentenkomplexes ist also eine Parabel.

Wir zeigen nun folgenden Satz:

Die reziproke Polare der Charakteristik der Ebene (n,d) ist deren Normale im Nullpunkt x der
Ebene = Reduktionsachse des Punktes X

Fiir die reziproke Polare der Charakteristik
c=nx(axn)=aln’* —n(an)

c*=(najn-dlaxn)

gilt ndmlich

¢ = alca+c*a)-clad)

¢c*=a(ca+c*a)-c*(ad)

Nun ist

(ca+c*a) =(ad)n’ - (an)(an) + (na)(an) = (aa)n*
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Achsenkomplex

also weiter unter Beachtung der Tatsache, daf3
_(nxa)+da

- (an)
der Nullpunkt der Ebene (n,d) ist:
¢ =(ad)n]*a-(ad)n/*a + (ad)(an)n = (ad)(an)n
c*=(ad)n*a- (ad)(nd)n -+ (ad)d(a xn) = (ad)[n*a - (na)n+ daxn)] =

(nxa)+da

(an)

i

(ad)[(nx &) xn+d(axn)] = (ad)|(nx a) + da] xn = (aa)(an)
= (aa)(an)(x xn) = (aa)(an)n*
Somit folgt

€ =(aa)(an)n
¢*=1{aa)(an)n*
Aus den Homogenitit der PLUCKER-Vektoren folgt die Behauptung.
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Elementare Differentialgeometrie der Raumkurven

Der Ortsvektor X sei eine Funktion der Zeit t. Das durch

T:t x(1)
festgelegt Zeitgesetz sei bijektiv. Beziglich einer Orthonormalbasis gelte (¢ At )
XY X, (t)
X, (1)

Der Punkt x beschreibt abhangig vom Zeitparameter t eine Bahnkurve.
Der Sehnenvektor der Bahnkurve wird festgelegt durch

s =x(t+ At) — x(t)
Fir den Vektor der mittleren Geschwindigkeit gilt

s x(t+At)-x(1)
At At

Der Vektor der momentanen Geschwindigkeit lautet dann

. o x(t+ At —x(1)
X= lim =V
At—0 At

Sein Betrag
V=V
ist die Geschwindigkeit von X im Zeitpunkt t

j kl(t)l
X3 %, (1)

%5 (1)
ist der Ableitungsvektor nach der Zeit'

" Es ist iiblich, nach Isaac NEWTON (1642-1727) die Ableitungen (,,Fluxionen®) nach der Zeit durch Punkte zu
bezeichnen (,,Fluxionspunkte™)
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Differentialgeometric

Ableitungsregeln

ot
xy)" =Xy +Xxy

xxy) = XxY+Xxy

xy.2) = [x(lyx2z)]” = x(yx2) +x(y xz+y x2) = (%,y,2) +(x,,2) +(x,y,2)

x}':(\/g)' XX +XX  2XX %:T(

~ 24/ XX - 24/ XX -

Geschwindigkeit, Tangente

Vermoge der Beziehung
T,:t, > x(t,)...T, ist bijektiv

t = f(t,)...f istbijektiv
werde ein neues Zeitgesetz eingefithrt. Dann sei

sty T
ox ox ot ,
X X, [ X=frv=yv,
Wegen

vi=f'v

gilt.

Die Richtung des Geschwindigkeitsvektors ist vom Zeitgesetz unabhingig.

Die Tragergerade des Geschwindigkeitsvektors ist die 7angente an die Bahnkurve.

Kriimmungsachse /\
Set y ein laufender Punkt der Bahnnormalebene in X(t), so ist .M QlteAL) //
ny =d ~— — |
die Gleichung der Bahnnormalebene. Dabei gilt ﬁ) @t +A¢)
n(t) = x(t), dt) = n(t)x(t) = x()x(1 B (¢)
Es gilt dann fur zwei benachbarte Normalebenen /
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n(ty = d(t)

n(t+ At)ly = d(t + At)
Jede Ebene, deren Gleichung eine Linearkombination obiger Gleichungen ist, geht durch deren
Schnittgerade, also speziell auch die Ebene mit derGleichung

n(t+AY-n()  dAt+t)-d)
At YT At

Der Grenziibergang At — 0 ergibt eine Ebene mit der Gleichung
ny=d

Schnitt dieser Ebene mit der urspriinglich gegebenen
ny=d
ergibt die Grenzlage der Schnittgeraden der beiden Normalebenen. Dabei gilt
n=% d=(xx)"=x?+xx
Die Schnittgerade der beiden Ebenen mit den Gleichungen in den laufenden Koordinaten

Xy = XX
xy = xx + [x|?

stellt die Grenzlage der Schnittgeraden der Normalebenen der Kurve an den Stellen t und

At+t fur t — 0 dar. Diese Grenzlage ist die Kriimmungsachse k der Raumkurve im Punkte X. Fur
deren PLUCKER-Koordinaten gilt

k=xxX

ke = (it + %12 ) — (k3)K = % x (% x %) + x5 = % xk + %2

Der Vektor

ov
br=X= "
X="a

heif3t Beschleunigungsvektor im Zeitpunkt t. Sein Betrag

Ibj=b

stellt die Beschleunigung dar.
Anderung des Zeitgesetzes ergibt folgende Zusammenhénge:
X

El:x":EtT:—at:_:f"*+f’§5'“:f"”f'zb
Der Beschleunigungsvektor ist also vom Zeitgesetz abhangig, hat also keine geometrische Bedeu-
tung, wohl aber die von v und b aufgespannte Ebene (soferne sie existiert). Sie hei3t Schmiegebe-
ne o der Raumkurve im Punkte X. Fiir sie gilt

n=xxX, d=(xx,x)=xk
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Fur die Krimmungsachse gilt bei Wechsel des Zeitgesetzes:

k1 =X X X" = (frx) X(f"*'i‘ f12 x) — f{3(xx x') — _/-'3k

Ky = xxky + B xx (£2K)+ (252 F%) = £ (xxk+[%2%) = £ k*

Wegen der Homogenitiat der PLUCKER-Vektoren ist die Kriimmungsachse unabhéngig von der
Wahl des Parameters. Sie hat daher geometrische Bedeutung und steht auf der Schmiegebene

normal.
Wir suchen den Schnittpunkt r der Krimmungsachse mit der Schmiegebene. Es gilt

o..n=xxX=k, d=(xxX%)=xk

Kok=Xx¥ k*=xxk+(x?)x \ < /

Daher ergibt sich der Ortsvektor des Schnittpunktes 2

_ dk+nxk* (xlk + b (% b+ %) (el +kox (k) + ) (k <)

K ?| |
(xk)k + xk|> — k(xk) + |x|* (k x x) o kxx
= =X+ X" 7=
K| k|
Der Punkt
F= x4 | (% x X) x %
% x x|*

ist der Kriimmungsmittelpunkt v der Raumkurve im Punkte X

Aus der Beziehung
. 2 (XX X) xX .
(r—x)x = x| T—T'Z—w.x:o =r-xlx
X xX

folgt, daBB der Kriimmungsmittelpunkt r auf einer Normalen auf die Tangent im Punkte X liegt.

Die in der Schmiegebene o liegende Normale auf die Tangente ist die Hauptnormale der Kurve im
Punkte x.

Ferner gilt

2_r-2(*Xi)XX—[2_ '*14 I( (2 112 - ..-2}_ ]x'é
Ir — x| _Ul e J _’)_(XWUXXXI x| ~[(x><0x)x] =

Die Grofe
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isr der Kriimmungsradius der Raumkurve im Punkte X.
Dessen reziproker Wert

heiBBt Kriimmung der Raumkurve im Punkte X.

Das begleitende Dreibein einer Raumkurve

Die Normale z im Punkte X auf die Schmiegebene o der Raumkurve nennen wir Binormale der
Raumkurve in X.

Tangente t, Hauptnormale h und Binormale z bilden das begleitende Dreibein der Raumkurve im
Punkte x:

Die Verbindungsebene v von Hauptnormale h und Binormale z heif3t Normalebene der Kurve in X,
die Verbindungsebene € der Tangente t und der Binormalen z heilt rektifizierende FEbene der
Raumkurve in X.

Fir die Achsen des begleitenden Dreibeins gelten folgende Beziehungen:

b

Tangente t...t =X, t*=xxX=xxt

. . (s
Binormale z...z =X xX, Z*=Xx(XxX)=Xxz
Hauptnormale h..h=zxt, h*=xx(zxt)
Fir die Koordinatenebenen des begleitenden Dreibeins gilt - ————— 5 p A
. . . %,
Schmiegebene ¢..n=xxX=2, d= (x, X, x)

Normalebene v..n=x=t, d=xx=xt e
Rektifizierende Ebene £..n=h, d=xh

Es ist zweckmaBig, den Beschleunigungsvektor in zwei Komponenten zu zerlegen, von denen eine
in der Tangente, die andere in der Hauptnormale liegt:

b=b,+b,
b,...Tangentialbeschleunigungsvektor, [btl =b,...Tangentialbeschleunigung

b, ... Normalbeschleunigungsvektor, (bn l =b, ... Normalbeschleunigung

Da der Vektor der Normalbeschleunigung auf den Geschwindigkeitsvektor normal steht, folgt
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b,Llv=|vxbf = ’v><(bt +bn)'2 = {Vanlz = Mz.‘bnfz ~(vbn)2 = |vxb|=v.b,

Daher gilt
v
P=vxb " b,
Somit
2
V -
p=-——
b,

Der Beschleunigungsvektor weist in der Schmiegebene auf jene Seite der Tangente, in welcher der
Kriimmungmittelpunkt liegt, denn es gilt

2 2

v
vxb,v,b) =
( ) !V><b|2

, (vxb)xv v

b= vxbl>>0
‘belz fv><b|2 | l

(r-x)b=v

Grenzlage der Schnittgeraden zweier Schmiegebenen

Die Schmiegebene im Punkte X hat in den laufenden Koordinaten y die Gleichung
(% x X)y = (x,%,X%)

Ableitung nach der Zeit t ergibt
[(xxX)y]" = [(%k x %) +(x x ¥)]y = (x,%,%)" = (%,%,%) +(x,%,%) + (%, X,X)
also

Ok x Xy = (x,%,X)

Da der Punkt X in beiden Ebenen liegt, geht auch die Schnittgerade beider Ebenen durch X. Fiir
den Richtungsvektor der Schnittgeraden ergibt sich

g= (X x %) x (X x X) = X(x, X, X) - X(¥,%,X) = X(X, %, X)
Wegen der Homogenitat ist die Schnittgerade die Tangente

Gerade und Winkel von DARBOUX
Wir suchen die Grenzlage der Schnittgeraden benachbarter rektifizierender Ebenen

hy = xh ableiten nach t!
hy = xh+xh = xh
1
X liegt wieder in beiden Ebenen. Fir den Richtungsvektor der ~  Schnittgeraden gilt
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g=hxh={(%xX) xX] x [(X x ) x % + (X x %) x X] =

= [k %) > X] [ (% x X) x %] +[(3 x %) %] x[(% x %) x X] =

= X(X x X, X x ¥, X) — (% x K)(X, X x X, X) +X(X x X, X x X, %) — (X x X)(%, X x X, %) =

0 0
= X(X x X, X x X, %) + (% x ¥)|% x ¥|*
Eine Zwischenrechnung ergibt fiir den ersten Summanden
(3 X, % 5 %, %) = (% x K[ (3 x )] = (3 x ) [ e(3kk) — K07 | = ~(, %, %)% = (3, %, %)X’
Dabher gilt
g = %% (x,%,%). x+[xxx! (k x X)

Dlese Gerade hei3t Gerade von DARBOUX? - Thr Winkel & mit der Binormalen heifit Winkel von
DARBOUX. Da 6 zum Winkel ¢ der DARBOUXSschen Geraden mit der Tangente komplementar

ist, gilt wegen %
*g =|X|.|gl-cos(o) | A
9~ gl eons -
|5 x g =|.|gl.sin{) ’
Daraus folgt }
Xg
tan(d) = cotl¢
@=Txrq 5
Wegen
xg =|x|* (x, %, X) g
. e e 2 . . . 2 4 e e . ..2“ 4’7 4
X x @ =|% x X|? [% x (% x X)] =>|% x g? =x x X|* [} x (x x ¥)|" = Gerade von 4 t
=3k (112 o< K2k, X, %) | =% K | DARBOUX
Dabher gilt
e sae . 3 . ws  ese
X|" (X, %,X) %] {%,%X,X
tan(d) = LI = 3) = X ( — ) ...Winkel von DARBOUX
[X].|% x X| | X x X|
Setzt man
(%, %,%)
A [)‘(P()’(,i,')‘(’) X x 5&}2 T
tan(f) = ———- 3 =
|X x X| [XxX| — x
| %
so ist k die bereits bekannte Krimmung. Die Grofle
(x %,X)

) X x X
heiBl Torsion der Raumkurve im Punkte X. l l

! Gaston DARBOUX 1842-1917
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Geometrische Bedeutung von Kriimmung und Torsion

Die Geraden sind dadurch gekennzeichnet, daBl in jedem ihrer Punkte die Kriimmung verschwin-

det. Es durchlaufe namlich der Punkt X(t) die gegebene Gerade (g,g*). Dann gilt
g*=Xxg ableiten nach t!

o=Xxg ableiten nach t!

0=XxQ

Da x und X mit g kollinear sind, sind sie auch untereinander kollinear und es gilt

k| _
|

Diese Bedingung ist auch hinreichend, denn aus x = 0 folgt

Kk=0=|XxX =0=%=At)x

Es gilt daher koordinatenweise

X=Mt)x > xxX=0=>k= 0

% =M%, x=p(), %=p), (=1.23)

pi:.Xp:ﬂ:?S—‘:waci :j%(}t :ln(pi):>
i i

j.x.at+ci c .ehﬁt - gi'u(t) — )'(i

pi:e =e

Daraus folgt fiir die einzelnen Koordinaten

Xj = giju(t)-at‘*"ai =g.Mt) +q

9 ]? Jal l
Mit g:= jgz und a:=1a, r gilt x(t) = a+vt)g... Gerade
9, a,

Die ebenen Kurven sind dadurch gekennzeichnet, daB3 in jedem ihrer Punkte die Torsion ver-
schwindet. Es bewege sich namlich der Punkt X(t) in der festen Ebene (n,d)

nx = d ableiten nach t!
nx = 0 ableiten nach t!
nx = 0 ableiten nach t!
nx=0

Da X, X, X auf denselben Vektor n normal stehen, liegen sind sie komplanar, daher

linear abhi ngig. = (X,%,X) =0 =>1=0

Umgekehrt sei =0 = (X,%,X) = 0 = X = AX + uX
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Wir untersuchen die Lagenidnderung der Schmiegebene

ny =d ableiten nach t!
ny=d

N=XxX=N=XxX=Xx(AX+pk) = pxx X = pn

d=(x%,%), d=(x,%%)=(x,% A% +px) = p(x,x,%) = ud

Die beiden Ebenen sind demnach identisch, d.h. die Schmiegebene ist konstant, die Kurve ist eine
ebene Kurve.

Die Bogenliinge als Parameter

Es sei s die von einem bestimmten Anfangspunkt aus gemessene Bogenliange auf der betrachteten
Kurve. Es gelte

oX
x = x(s), X ==
ot 88 atTes v X

X' = 171 ist demnach Einheitvektor
Daraus ergibt sich

]x'}2 =x"X"=1 -ableiten nachs!

XX +X'.X"=0=X.X"=0= X' 1X"
X’.X"”= (0 ableiten nach s!

lz

X" +x"X" =0 usw.

Fur die Ableitungen nach der Bogenlange gilt

I x X7 =[x P =(xx")? =|x7? = Ix xx7] =[x

Dabher gilt
| X’ % x"| .
e X
B (xl,xrr’xm) B (xr’xn,xm)
= lxrxxniz . lx”lz
Es ist also
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i = x|
(x',x”,x")
[x"?

Die Ableitungsformeln von FRENET

Wir normieren das begleitende Dreibein

e =x
X"
e, =
2 x|
e —e xe X' x X"
juomed X =
3 1 2 IX”'

Im begleitenden Dreibein sollen die Ableitungen der e; dargestellt werden. Es gilt:

e;e; = §; ableiten nach s!

eje;+ee; =0 H
speziell
eie; =0 @

Wir machen den Ansatz

n
e = zaijej | ey
i=1

M

n n
ee, = Zaijejek = Zaiijk =8y = ;€ =-ay
il i=1
a; =0
Die Koeffizientenmatrix ist also schiefsymmetrisch, daher gilt

e = a,€, +a,;;e,
e; =—-a,6e, + 8,383
e; =-a;;€, —ane,

Nun ist aber
e, =X =>e/ =x"=|x"le, =xe, =a,,@, +a;€; =>a;, =%, 8;=0
Daher gilt zunachst
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e = Ke,
e; = —dane,
Ferner gilt

eje, = -a, =(e, xe,) e, =[e; xe, +e, xe;]e, = (e, e;,e,) =

= +a, =(e,,e e')—(w X x”{x"la»x”{x"{'\_(x, ' xm ) (xxnx s
B “L e JHL ’fx”f’lx”IZJ‘ P

Daher Lauten die Ableitungsgleichungen von FRENET (1847)

e = ke,
e; = —Ke, +1€;
e’3 = -—’592
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