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Vektoralgebra Il

Quaternionen

Die Quaternionen wurden 1840 von Sir William Rowan HAMILTON (1805-1865) eingefiihrt,
finden sich aber im wesentlichen bereits 1748 bei Leonhard EULER (1707-1783).
Es sei R der Korper der reellen Zahlen, ferner sei V der dreidimensionale euklidische Vektor-
raum, bezogen auf die orthonormale Basis {e,,e,,e;). Dann heifen die Elemente der Menge

Q:=MxV
(HAMILTONsche) Quaternionen. Fur eine Quaternion A gilt dann
AcQ=>A=(aa), acR,a=-ae,+a,e,+ae,cV
a heiflt Skalarteil der Quaternion A

a heil3t Vektorteil oder Achse der Quaternion A
Spezielle Quaternionen sind

(a,n) skalare Quaternion
(0,a) vektorielle Quaternion
(0,0) =:0 Nullquaternion
(-a

~a,~a)=-A diezuA entgegengesetzte (Quaternion

Das Rechnen mit Quaternionen

Gleichheit zweier Quaternionen

A =(a,a), B=(b,b)

A=Boa=bnra=b

Summe zweier Quaternionen

A +B=(a,a) +(b,b):=(a+b,a+b)=(c,c)=C

A +(-B)=(a,a) +(-b,~b) = (a+(-b),a+(-b)):=(a~b,a-b) =:A-B
Speziell:

A-A=(aa)+(-a-a)=(0,00=0

Skalares Vielfaches einer Quaternion

AeR

AA =AM a,a):=(Aa,Aa)

Speziell

A=-L..(-1)(a,a):=—(a,a) =(-a-a) > (-)A =-A
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Quaternionen

Konjugierte einer Quaternion

A=(aa), A:=(a-a)

Rechnen mit speziellen Quaternionen

A =(a,a) =(a,0) +(0,a)

Jede Quaternion ist Summe einer skalaren und einer vektoriellen Quaternion
Rechnen mit skalaren Quaternionen

(a,0) +(b,0) =(a+b,0)

Ma,0) =(1a,0)

Es besteht daher ein Isomorphismus zwischen den skalaren Quaternionen und den reellen Zah-
len. Es ist daher naheliegend, zu identifizieren

(a,0)=a

Rechnen mit vektoriellen Quaternionen
(0,a) +(0,b) = (0,a+b)

AM0,a) = (0,Aa)

Es besteht wieder ein Isomorphismus zwischen den vektoriellen Quaternionen und den Vekto-
ren. Es ist daher naheliegend, zu identifizieren:

(O, a) =a
Zukiinftig werden wir daher schreiben

A =(a,a)=(a,0)+(0,a)=a+a

Es gilt daher

A=a+a, B=b+b
A+B=(a+a)+(b+b)=(a+b)+(a+b)
A =Ala+a)=2ra+Ara

Aus

A=a+a

~

A=a-a

folgt sofort

A+A=23

A-A=2a

Fiir spezielle Quaternionen gilt
A-a, A=3a=-a, A+A=0
A=a, A=3= a, A-A=0
Daher gilt

A +A =0 < Aist vektorielle Quaternion
A - A=0 o Aist skalare Quaternion
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Quaternionen

Setzt man

e,:=1, a,:=a a=ae +ae,+a;e,

so folgt

A=-a+a=a,e,+ae, +a,e,+ae,

Die Menge der Quaternionen mit der Addition als innerer Verkniipfung und der Skalarmul-
tiplikation als auBerer Verkniipfung bildet einen vierdimensionalen Vektorraum tuber R

Produkt zweier Quaternionen

A-B=(a+a)-(b+b)

Fur das Quaternionenprodukt fordern wir Distributivitdt, aber keine Kommutativitdit.
A-B=(a+a)o(b+b):=a-b+a-b+a-b+a-b

Es gelten folgende Definitionen:

aob:=ab=ba=boa
acb=ab=ba=b-a
aob=-ab+axb

Das Quaternionenprodukt zweier vektorieller Quaternionen ist eine volle Quaternion mit Ska-
lar- und Vektorteil! .

Man kann umgekehrt das Skalar- und Vektorprodukt zweier Vektoren durch deren Quaternio-
nenprodukt ausdriicken:

aob=-ab+axb
boca=-ba+bxa=-ab-axb

Daher

ab=-—(a-b+b-a)

—_ N

axb=—(acb-b-a)

[\

Das Quaternionenprodukt allgemeiner Quaternionen lautet nunmehr

Ao-B=(a+a)-(b+b)=(ab-ab)+(ab+ba+axb)

Das Quaternionenprodukt ist nicht kommutativ. Es ist aber distributiv:
(A+B)oC=A-B+B-C, Co(A+B)=C-A+C-B

Diese Beziehung ist klar, denn das Quaternionenprodukt wurde auf das Skalar- und Vektor-
produkt zuriickgefiihrt, die beide distributiv sind.

! Das negative Vorzeichen des Skalarproduktes bei der Definition des Quaternionenproduktes zweier vektoriel-
ler Quaternionen ist erforderlich, da ansonsten dieses Produkt nicht assoziativ wiire.
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Quaternionen

Dagegen ist das assoziative Geselz nach zuweisen: :

(A-B)-C=A-(B-C)

(AoB)oC=[(ab-ab)+(ab+ba+axb)]o(c+c)=

— abc—(ab)c+(ac)b + (bc)a + c(a xb) + (ab)c — (ab)c — a(bc) + a(b x ¢) —b(ac) + b(a x ¢) -
—(a,b,c) +(ac)b—(bc)a

Ao(B-C)=(a+a)o[(bc—bc)+(bc+cb+bxc)| =

= abc-(bc)a+(ab)c +(ac)b +a(bx ¢) + (bc)a - (bc)a —b(ac) + b(a x ¢) —c(ab) + c(ax b) —
—(a,b,c) +(ac)b—(ab)c

Speziell gilt

(asb)oc=a-(boc)=—(a,b,c)-(bc)a+(ca)b-(ab)c

Koaxiale Quaternionen

Zwei Quaternionen hei3en koaxial, wenn ihre Vektorteile linear abhangig sind

|[A°-B=B-A < A,B koaxiall

A-B=B-A = (ab-ab)+(ab+ba+axb)=(ba-ba)+(ba+ab+bxa) =
= axb=bxa=-axb=2axb=0< axb=o0= a,b linear abhi ngig
A,B koaxial > b =2%a = A -B=(ab-Nal’) +(1aa+ba) = Bo A

Norm einer Quaternion

Unter der Norm einer Quaternion A = a + a versteht man die reelle, nichtnegative Zahl

Al:=A-A=A-A=a’+[a’*>0
A’=0A=0

Eine Quaternion mit der Norm 1 hei3t Einheitsquaternion oder normierte Quaternion.
Man kann jede Quaternion normieren:

A -
AOZK’ A=VA?, A°-A°=1
Sonderfille:

Skalare Quaternion:
A?=a.3=a’

Skalare Einheitsquaternion a*> = 1 = a = +1
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Quaternionen

Vektorielle Quaternion:
AT=acd=as(-a)=-aca={-af)=la’

Vektorielle Einheitsquaternion |a|2 =1 = a ist Einheitsvektor

Konjugium eines Quaternionenproduktes

(A-B)"=B-A

~

(A-B)”=[(ab-ab) +(ab+ba+axb)]~“=[(ab-ab) +(-ab-ba+bxa)] =Bc A

Inverse einer Quaternion

Die Quaternion X hei3t zu A invers, wenn gilt

XoA=1 |oA
(XoA)oA=Xo(AcA)=XoAZ=A'X=A
Daher
. A ]
X=A"=—5 inverse Quaternion
A

Da A und A koaxial sind, gilt

[A-'-A-A.A1-1]

Zu jeder Quaternion A = O gibt es also eine inverse Quaternion.

Spezialfille:

Skalare Quaternion

a‘l J— E_ — ..a_ — ._l.
"2 a2 a

Vektorielle Quaternion a # 0

)]
o

a e
a”  laf

Inverse eines Einheitsvektors || =1

Inverse eines Quaternionenproduktes

(AoB)"' =B "'oA"!

(AoB)o(B'oA)=A(B-B)oA" =AcA =]
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Quaternionen

Der Normensatz

Es seien A%, B2 C? die Normen der Quaternionen A,B,C. Dann gilt

lc-A-B=cC?=-A%}

_ . C B A (A-B~ c
C=A-B=C =B A" = r=tro a="pr = amg?

3C? = A’B?

Die Menge der Quaternionen Q mit den inneren Verknipfungen "+" und "0" bildet einen
nichtkommutativen Korper (Schiefkorper), den Quaternionenkorper.

Die Quaternionengruppe

Es sei € = 1 und {e,,e,,e;} eine Orthonormalbasis von V. Dann gilt

e ce; =€ 1=123 e e =¢e (i,j,k) = (1,23), e -e; =—e,
of e| e]| e]| e -e| -e| -ex| -es| Die Elemente € bilden mit der Ver-
el el e| el] es| -e| -e;| -e,| -e;| knufpung,o®eine achtgliedrige Gruppe,
el] e - es| -e| | e -] e,| dieQuaternionengruppe. Sie besitzt
el e o] <] e - el | -e folgende Untergruppen:
el € el -e| €| -e3| -e2| €| e {€0,-€0]
€| - €| ©| €| e € €| o g e
| - el -e| e e e e -e
e € el e e e -e| -e e {€,-€,e -0}
;| e -ed er| e e] e -e| -

{€0,-€9,83,-€3}

Alle Untergruppen sind Normalteiler. Eine nichtkommutative Gruppe, deren samtliche Unter-
gruppen Normalteiler sind, heiit HAMILTONsche Gruppe. Die Quaternionengruppe ist der
einfachste Falle einer HAMILTONSschen Gruppe.
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Geometrische Deutung der Quaternionen

Das Quaternionenprodukt zweier vektoriellen Quaternionen ist eine volle Quaternion mit Ska-
lar- und Vektorteil. LaBit sich jede beliebig vorgegebene Quaternion als Produkt zweier vekto-
riellen Quaternionen darstellen?. Dies ist tatsachlich der Fall, wie im Folgenden bewiesen wer-
den soll.

Gegeben seien zwei Vektoren v und u. Wir bilden die Quaternion

A:=vou'=-a+a

Wegen
u
u'l= ——l—l;l'z— gilt
_ VoUu  -VU+VXU uv+uxv ara
uf? luf* ul® 0
Es ist also
uv
a=-— (1)
uxv ;
a=— @) o
ul

b SN

Die Achse der resultierenden Quaternion steht demnach auf u und v normal, daher gilt

jau=0, av=0 3)]

Ferner gilt

a:W:T:H.COS(X “)
al- Iu’.l\l".;ma :]I_v_: ‘ )
A’ =a’ |\2——Mi A=Y 6
=a +|a —lu%.‘z, ‘ul ( )
Daraus folgt
a=Acos(a), |al=Asin(o) @)

umgekehrt 1aBt sich jede vorgegebene Quaternion A = a + a auf unendlich viele Arten in der
Gestalt A = vou™ mit geeignet gewiahlten Vektoren darstellen.

Wir wiahlen u L a, aber sonst beliebig. Dann ist v in eindeutiger Weise bestimmt. Denn aus (2)
folgt

(uxv)xu |u*.v-(uv)u (uv)

uw W T

axu=

Vektoralgebral Il (Prof. W.STROHER) 7



Geometrische Deutung der Quaternionen

Wegen (1) folgt
iv=au+axu (®)}
Probe: Tatsachlich gilt )
|

vou'=[au+axu]o - :——a—(--lu!2 +uxu . —(a,uu)+(axu)xu |=a+a

WU g e

0 u(au)—-aju|”
T
Ferner folgt aus (4-6)
a a
Iv|= Aul, cosa= A sino = -IAJ 9)

Bei vorgegebener Quaternion A = a + @ und vorgegebenem Vektor u 1 a ist der Vektor v
eindeutig bestimmt, sodal3 gilt

A=vou
Daraus folgt
Aocu=v

d.h. die Quaternion A ordnet jedem zu ihrer Achse normalen Vektor u den Vektor v eindeutig
zu:

A: u v lineare Abbildung

Jede Quaternion A bewirkt in jeder zu ihrer Achse normalen Ebene eine Drehstreckung, wobei
jeder dieser Ebene angehorige Vektor u vermoge

Aocu=v
in einen gleichfalls dieser Ebene angehorigen Vektor v tibergeht. Der Faktor der Drehstrek-
kung ist A, der Drehwinkel ist durch

a
coso = ——

A
festgelegt. Die Drehung erscheint von der Spitze des Vektors @ aus gesehen positiv.
Umgekehrt ist jener Drehstreckung, welche den gegebenen Vektor u in den gegebenen Vektor
v uberfiihrt, die Quaternion
A=vou
zugeordnet.

Setzen wir
a
e:=——a=|ale
al

so folgt mit
|a| = Asin(a) und a = A cos(a)

A = A(cosa + e sina) = AA°
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Geometrische Deutung der Quaternionen

Man kann also jede Quaternion A in das Produkt eines Skalarfaktors

A=YAA

den Streckungsanteil (" Tensor"), und die Einheitsquaternion A°, die den Drehungsanteil
("Versor") bestimmt, zerlegen. I

Die zu A = A(cosa + e sina) konjugierte Quaternion A = A(cos o — e sina)
bewirkt dieselbe Streckung, aber Drehung um den entgegengesetzten
Winkel -a.

Die Vektoren v und V sind daher bezuglich u spiegelbildlich.
Drehungen des Raumes

Eine Drehung ist eine gleichsinnig kongruente Selbstabbildung des Raumes, bei der eine Gera-
de, die Drehachse, punktweise fest bleibt.

K8

Sonderfall: Umwendung: 6 = n. Eine Umwen-
dung ist dquivalent der Spiegelung an der Um-
wendungsachse

Die Zusammensetzung zweier Umwendungen mit
schneidenden Achsen aquivalent einer Drehung, de-
ren Achse durch den Schnittpunkt der Umwendungs-
achsen geht und auf beide Umwendungsachsen nor- ; »
mal steht. Der Drehwinkel ist gleich dem doppelten 1 "’
Winkel der Umwendungsachsen.

Umgekehrt kann man jede Drehung auf unendlich
viele Arten in zwei Umwendungen zerlegen. Die er-
ste (oder zweite) der Umwendungsachsen kann be-
liebig, aber die Drehachse orthogonal schneidend
gewdahlt werden. Die zweite (erste) Umwendungs-
achse ist dann durch Drehsinn und Drehwinkel ein-
deutig bestimmt.
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Drehungen

Die Zusammensetzung zweier Drehungen mit schneidenden Achsen ist dquivalent einer Dre-
hung um eine Achse, die durch deren Schnittpunkt geht.

\
1. Drehung: a,,6, ‘\a,A
zerlegt in U;;,U,, Y
upla;, up,la, / Ls

\ Y

2. Drehung: a,,9,
zerlegt in Uy, Uy,
Uy = U@y, Upla,

Tl

u u =Y
TN BN — >

N Uy L uy,
CH
Wegen Uy, = U,, gilt P, = P,, daher ist

\ Vv

Py Pl:-ﬁl_.____;“” P /'U,,=’u,

Die Zusammensetzung der beiden Drehungen um a,
und a_ ist aquivalent der Zusammensetzung der Um-
wendungen um die Achsen u PR
Jede Gleichsinnig kongruente Abbildung des Raumes, welche einen Punkt festlaBt, ist dquiva-
lent einer Drehung.

3 =z, lz=2,
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Drehungen

1. Drehung: a, =z, Drehwinkel ¢ = £ xk

Dreibein (x,y,2) —> Dreibein (x,,y,,2,)

2. Drehung: a, =k, Drehwinkel 8§ = £ zz

Dreibein (xl,yl,zl) — Dreibein (x2,y2,22)
3. Drehung: a; =2z, =2, Drehwinkel y= £ kx
Dreibein (Xz,y2 ,22) —> Dreibein (sa,y, 2)

Die Zusammensetzung dieser EULFERschen Drehungen ergibt eine einzige Drehung.
Die Winkel ¢, 3, y heiBen EULERsche Winkel

Die Drehungen um einen festen Punkt O bilden eine (nichtkommutative) Gruppe mit den Um-
wendungen als erzeugenden Elementen.

Rechnerische Behandlungen der Drehungen um einen fe-
sten Punkt

Sei e ein Einheitsvektor. Dann gilt ?
le>’=1, €=e'l=-e, ece=-1, e-&=1

Wir betrachten die Drehstreckung,welche e in den
beliebigen Vektor X tiberfuhrt. Ihr entspricht die Quaternion

A:xoe“1:—xoe (*) 0

Ist U die von e aufgespannte Gerade und X der zu X beziglich u symmetrische Vektor, so
entspricht der Drehstreckung, die @ nach X tuberfihrt, die zu A konjugierte Quaternion
Y 1

A=Xoce  =Xoe (%)

Anderseits folgt aus (*)

Vergleich mit (*#*) ergibt

also
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Rechnerische Behandlung der Drehungen

Jeder Umwendung um eine durch O gehende Achse u lassen sich zwei Einheitsvektoren + e
zuordnen. Durch jeden dieser Einheitsvektoren ist die Umwendung durch

X=@oXo€
eindeutig bestimmt

Vektordarstellung der Umwendung

X=eoxo8&=-[-(ex)+exx]oe=(ex)e+(e,x,e)—(exx)x&=

=(ex)e —|e/*x +(ex)e
daher

L)

X = 2(ex)e — x

Zusammensetzung zweier Umwendungen

X, =€,0X08,

X=e,0X, 8,

Daher

X=e, o(e1 oXoEl)oE2 :(e2 oe,)oXo(é1 062) :(e2 <>e1)oX<>(e2 oe,)
Setzen wir

~

lD:: —€, 0@,

So gilt

X =DoxoD  Drehung

Dann ist
D=-e,ce,=-(-e,e +e,xe)=ee, +e xe,

Wegen €,&, = cos e, xe,| - sing mit €= €1 %8
1¥2 y %) 2| sin(p

und dem Drehwinkel 5:= 2¢

konnen wir setzen

) b ~
D=cos—+esin—, DoD=1
2 2

Die Einheitsquaternion D hei3t Drehquaternion. Sie legt die Drehung durch den halben

Drehwinkel /2 und die Drehachse e durch O fest. Die Drehung erfolgt, von der Spitze von e
aus gesehen, im positiven Sinn.
Man nennt
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Rechnerische Behandlung der Drehungen

. 9
d=e,xe, =esin_
2

den Drehvektor. Mit dieser Bezeichnung gilt

2

Jeder durch Drehachse e, Drehwinkel & und Drehsinn gegebenen Drehung um eine Achse
durch O lassen sich zwei Einheitsquaternionen + D zuordnen. Jeder Einheitsquaternion ent
spricht umgekehrt in eindeutiger Weise eine Drehung um eine Achse durch O.

Zerlegung einer Drehung in zwei Umwendungen

Gegeben sei die Einheitsquaternion D = cos (8/2) + € sin (6/2).

1. e, werde Le vorgegeben (ee1 = O)

Dann ist
A 8 . O
e,ce,=-D=-Dce;” =Doe;= cos_+esin jo@ =

S o
=8, cos + sinE(—eel +ex el), daher

3 . 0
e,=D-e, :elcos5+e><elsm5

2. e, werde 1 e vorgegeben (ee, =0)

- S . 0
e,ce,=-D=>e =-e, 1oD:ezoD:eZ<>(c-()s~—2~+eszn5 =

3 )

—e,cos—+€,xesin——>e. —e,cos——exe, sin—
2 5 T2 5 1 2 2 2 2

Ist & = x, so liegt eine Umwendung vor und die Drehquaternion reduziert sich auf

[D=e Umwendung|

Vektordarstellung der Drehungen um O

i:DoXoﬁ:(cos§+esin§)oxo[~):(XCosé—(ex)sinéJrestin§)o(cr)s§—esin§j=
2 2 2 2 2 2 2
:XCos2§-~(ex)cos§.sin§+(e><x)cos-é.sin-s—+(ex)cos§-.sin§—(x><e)cos-6~.sin§+
CO8 G TR oSy Sy TR R Cos Ty Sty TAR 2 °%5

) o 0
+{ex)esin? =+ 0—xle|* sin® — + e(ex) sin® -
y 2 2 2
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Rechnerische Behandlung der Drehungen

Also
_ b b ) )
X = x(cos2 5 sin® §)+ 2(exx) COSESi"E“L 2(ex)e sin® 5
Nun gilt

. 2 8 2 8 . 2 . .
2sin 5= 1—cosd, cos E—sm — =080, 2sin—cos— =sind
daher

X = Xcosd +(e x x) sind + e(ex)(1- cos )

Koordinatendarstellung der Drehungen um eine Achse durch O

Man kann jede beliebige Quaternion A zu einer Einheitsquaternion normieren. Dann gilt
A =
D=1, A=VAoA = a*+|al’

Dann gilt

>
>

AoxoA™

|

%)

i:DoXoﬁ:

:AoXo

oXo—A— A2:

>|>

Diese Formel soll in Koordinatenschreibweise dargestellt werden:

- a X
ST il B T
A=a,+a, A“‘:-A-;: (:0\2 , a...ta2 , XXy, X...
a,

™

x| X

X3

2 2 2 2 2 2 2
A’=a +|a" =a,’ +a,* +a,’ +a,

A’X=AoxoA=(a,+a)oxoA=(ax-ax+axx)o(a,-a)=
=a,’x-(ax)a, +(axx)a, +a,(ax) - a,(x xa) +(ax)a+0- x|a* + a(ax)

AX = (302 —|al® )x +2a,(axx)+2(ax)a
In Koordinatenschreibweise ergibt sich damit

jall JXIL Jazx3‘azle
axX... 8, (XX, [ =38;X, —8,X; [, @X=a,X; +8,X, +85X,

as X3 a;X, —a,X;

] bl o] 8
2.3 2 2 2 2
A*9X, :(ao -a," —a," —a,; ) X, [ +28,7) 83X, —a;X, +2(a1xl+azx2+a3x3) a,

X, X3 a;Xy — X a,

Koordinatenweise folgt daraus
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Rechnerische Behandlung der Drehungen

Xy = “Alﬂ[(aoz +312 —822 "a32)xl +2(alaZ ”3033))(2 +2(aoa2 +ala3)x3]

1
X, = ?[2(3033 +a,8,)%, +(a,? - a,? +a,2 —a,%)x, +2(a,a, ~~aoal)x3]

2

X3 = "Ali—l,Z(ala3 - aOa2)Xl +2(aOal +3233)X2 +(aO -a -a," + 832)X3J

2 _ 2 2 2 2
A" =a,"+a,”+a," +a,

Dies ist die Darstellung der Drehungen um O mit Hilfe der homogenen Drehparameter
a,a,:a,a, von EULER (1776).
Normiert man die Quaternion, indem man A;= a 5% setzt, so liegen die inhomogenen
(normierten) Drehparameter von EULER vor

Al A+ HA =1
Die der Quaternion A entsprechende Drehung ist durch

LB
—esin—...—@, =1, und cos—=—>=A2

d- a
A 277A [ J 2 A
a; Ay
festgelegt.
Zusammensetzung von Drehungen
- . 85, .8
X=D,oxoD, D,=cos—+e, sin=
= o ) )
x=D,-x-D, D, :COS_§'+e2 sin;2
x=D, o(D,oxoD,)oD, =(D, °D,)ox (D, - D,)
Setzen wir
D.': Dz o D1
so ist diese Quaternion nach dem Normensatz wieder eine Einheitsquaternion und
1S q
X=DoxoD
stellt die zur Abfolge der gegebenen Drehungen dquivalente Drehung dar. Es gilt
D_D D __r 8_2 e o7 ‘6..‘.,2_—1 r §1_ e 7 i—‘_
=D, 1—Lcos2+ 2“”2JLCOS2+ 15”’2J~
5, 8 5 .8 8, & 8, 8, 8, 8
= cos;lcos—z—zw e, COS?IS”'I—;_'F e, sm;lcosé-~(e1e2)szn31~szn~*2—+(e2 X el)sm—2‘~sm~§— =
[ 8 5,1 [ 8 & 8 . 8, | 8 . 8,
:Lcos—zl—cos—éz——(elez)sin—zl—sin—2—2~J+Le1 sin—zlcos—zl+ e, c*os;lsin—zz—«k(e2 X el)sinésin—zz—J:

= cos— + e sin—
2 2

Dabher gilt fur die Drehquaternion

Vektoralgebra Il (Prof. W. STROHER) 15



Rechnerische Behandlung der Drehungen

[ 8 3
D = cos - +esin
cos— +esin
) S o ) )
cos—izcos?lcos-?z—(elez)sin—l—sin—;—
. .61 82 81.82 ( .51.62
estné—:els1n~2—-cos—g~+e2 cos-*z“sm‘i‘-l- e, xel)sm—:sm—é—_

Zusammensetzung der EULERschen Drehungen

Wir haben das Bezugssystem(x,y,z) uber die Zwischenlagen (x,,y,2,), (x‘,z'_,ya:jzi' }in die End-
lage (x',y',2') tibergefiihrt. Die Schnittlinie der (x,y)-Ebene mit der (x',y')- Ebene ﬁeiBt Knoten-

linie k. Ein mit dem bewegten System starr verbundener Punkt wird in der Anfangslage durch

den Orstvektor X, in der Endlage durch den Ortsvektor X' festgelegt, die bezuglich des Aus-
gangssystem (x,y,z) die Koordinaten

o o T
2)

z z

1. Drehung um die z, - Achse

0
D, ZC()sg+es sin> e3...j0l

i u

Vektoralgebra Il (Prof. W. STROHER) 16



Rechnerische Behandlung der Drehungen

2. Drehung um die Knotenlinie k

N N J cos (pl
— — kO . — [+ — -
D, =cos 5 +K" sin—, k Sl;i(p

3.Drehungum die z, =z " - Achse

" \
D, =cos—+e., sin—
3 2 3T

Der gewitinschte Vektor e"b ‘geht aus €, durch Drehung um die Knotenlinie k durch den Winkel
S hervor. Wir konnen daher D, auf @4 anwenden:

e; =D,oe;e 52
Einfacher ist es aber, die Quaternion

=cos9 +K° sin$
zu verwenden. Dann gilt:

e; =Ace, —(cosS +k° smS) °@; = €3 cosY — (e3k°)sin9 +(k° ><e3)sin9
J OL j cosml J Ol J sin (pl
e;...00r, k°xe;.. sm(p 0 —cosq)
1 J L)
jOl j sin(p j sind sinq)l
€; ...cos3.10¢+sin8.9—cos ¢ [ =\ —sinS cos ¢
1 L 0 cos S

Zusammensetzung von EULERschen Drehungen:

X' =Dz oD, oD oxoD, oD, oDy =DoxoD, D=D;°D,-D,

{f J sin$ sin(pu lf 5 JCOS(DP
D.. ICOSE‘FS"I% —sin3 cosQ [ |° |c0s—2—+sm- smq) oD, =
L cos 9 J L

sin sino Cos @ 1
y 8 Ly : S
cos;cos~2—+sm~é~cos— —sin3 cos @ +coszvz £y m(p
cos 9 [
o= o D1 =
—cos9 sing
Ly 8y . . LW
—smzsm—(smSsm<pcos<p-—sm9wsq>smq>+0)+sm~2~sm5 cos 8 cos @
sind

Vektoralgebra Il (Prof. W. STROHER) 17



Rechnerische Behandlung der Drehungen

sin ¥ cos —sin3 sin + cos ysin i cos Q — sin ¥ sin 4 cos 3sin @
2 2 — 22 2 —
v 8 Vo8 v .9 .Y
= corz“coser ~sm-2~cos5sm8c'osq)+c0s-—2~sm—2~sm(p+sm—-sm—z—cosScosq)
sin~ cos = cos +sinEsingsin.9
L 2 2 2
sinysin(psinlg—+cos—‘ﬂsin—cosq)
2 2 2 2
= coslgcosg—P—sin}ﬂcosq)sing+cos£sin-sin(p oD, =
272 2 2 2 :
v 8
I sin~-cos |
9 _{ w)
sin—cos| ¢ ——
> 20T o]
= C()S““‘{C()S'S—‘f‘ sin*S—sin((p——lgj o{ cos9+sin910lg:
2 2 2 2 L 2 2L1J
s> sin ¥
] cos sin- |
.9 v
sin— cos((p ~ 5]

0
w8 0 9) .9 . vl wﬁ.&pjl
= COS—COS —COS —+ COS— Sin—Sin ¢ —— | (+cos—cos—sin—107 -

2 2 2 2 2 2 2 2 2
1
3 v
cos —Sin—
2 2

)
sm2s1n(p 2

v 9, (p+ .0 'nS s[ \;/J
— Sin——COs — Sih~— —3Y— — —— =
sin zcos‘ 5 si 5 sin 5 Si 5 co >

0

cosgving-co{ -—Lu-j+ Sinﬂsingcin( —E}—J
S S NPT TSIy Sy SO
S  o+vy 3 .

= €OS —COSs + cosgsin sm( —H{)— sinfgsin—s—cos( -E)
=% 2 2 S SO, 2 S NPT,
W

@ S sin— + cos b cos9 sinq)
s — COS — Sin— —cos —Ssin—
COVp Oy, 2 %M,

Daher ist

Vektoralgebra Il (Prof. W. STROHER)
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Rechnerische Behandlung der Drehungen

+y

3
FD...cos—z—cos ®

+ Sin—sin

sin—cos oV
2 2

S . o-y

2 2
S . oty

COSs — sin
2 2

Ausx'=DoxoD folgt weiter

8 o-vl]
cos~2-cos 5
o+v . . 0-vy =
'r =\ cos—co. +1 sin— sin r o oD =
[y'J cos —cos in— sin=— [yJ
z 8 . o+y|l ¥
cos —sin
L 2 J
3 Jxl 9 9 S
+ — —_—
cos—-cos(p v y —(XSin*—ca's(p W+ysin—sin(p +Zcos—sin
2 2 2 2 2 2
z
Zsingsin(pww—ycosg—sin(ﬁw
= 2 2 2 2
+) X g in 2T Zsi ;9_ 2 ¥
cos— sin > sin— cos—
ysingcos(p—w——XSingsin(pww
L 2 2 2 2
—[xsingcos(p*W+ysin§sin(pyW+Zcov§sinq)+wj+
2 2 2° T2 2
3 + 3 + 3 —\
i xcos—cos(p2 l —ycos—z—sin(p2 +Zsin—2—sinq)2 : )
9 +1 N + 3 -\
+ xcos—isinq)2 J/~1—ycos—2—cos({)2 : —»Zsin;cos(p2 /
wsinsin® Y vsinDeos Vs 2 eos S cos 2TV
~XSin—- sin—co 08 — €O,
I in sin=— y n- cos cos— cos— |
i .9 o-y ]
sin—cos
2 2
S o+y . o-y
ol COS —COS —Ycos—si =
cos— cos—— s~ sin—
3 . 0+y
CcOS—S
i 2™ ]

Vektoralgebra Il (Prof. W. STROHER)
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Rechnerische Behandlung der Drehungen

= —Xs8in—cos—cos
2 2

Xcos” —cos
Xcos” —sin
2

x 3 9
—Xsin—cos - sin——
22

Xsin® — cos*®

3 3

2P+
2

N
2

» 9
2
, 9

, 9

2

cos

A 4
2

~y? cos—
Pty

a4

cos———
2

Cos

.59 .
+ysin® —sin

3 3

ety
2

2

N 4
sin——cos

2 2

3
—Cos
2

2

2

2
+Ycos
y 2

3 3

Pty

2 2 2

i 4

2P+ Y

—ysin—cos—sin

+ Yy sin—cos —cos

¢

2

2

3

+ i
2

9

XSsin“ —cos

2
-V . 0y

9
2

2

sin

2

+y sin®

2

— sin?

X sin -2— COS —COS

-V

. Oty

2

sin

2

S
2

3 39

+XSsin—cos —cos
2 2

$ 8

. . Pt
+Xsin—cos - sin
22

2

.9 8
—XSIn-—-Cos -~ sin

v

sin

-y

sin——

COos

3 8

¢+
2

N 4
2

N 4

9

+Yysin—

. R\
+ysin—

cos—sin
2

-~

2

2

, 9

—xsin® —sin*

2

2

2

S

N4 .29 .
+ysin” —sin

3
2
3
2
¢

-V

2
3

2

— Y sin—cos —sin
2 2

COS —COs

oy

. . Q-
+ Y sin—cos — sin

Pty

2

2

N 4

+ Zsin—

COs

3
2

2

N

cos ———
2

2

\)
+ Z2sin— cos —2—sin

8 8
- Zsm~—cos—2—c0s

P+vy

P+

, 9

N 4

A Cl)& —sin———

2

2

3

COs - cos
2

-y

+ zcos?

2

cos

2
P+y
2

cos

2

v

3
—Cos

sin

2

A 4

2 Pty

0+Vy

cos
2

2

2

v .
+2Zsin—

3

)
2
S .
5 cos sin

o+

2

v .
sin

2

o-yv

PtV

hd

. O+VyY

sin

2

+
2

Zcos?

9
—sin
2

2 QY
2

N 4
cos———
Pty
2
A 4

cos — 2sin

iy

sin

+ zsin?

2

28

2

, 9

—sin

(p_
2
2
P+

cos

+2Zcos” —cos
2 2

2

L4

v

V..

COs

sin

3

2

2

2

cos

2

+ 2cos — Sin—sin

-y

-V

Pty
2

sin——

o+

cos

-y

2

2

2

2

-+

+

+

2
oty
2
oty .

3
—Xcos? ?l—sm2

3 3
+ Zcos—sin—cos
2 2

3 +
~ ycos® ——sin(p 2 hd

2
, 9

oty
cos
2

otV

Uw’n
7

oy

o+
2

, 3 Q+\

Xcos” —cos
2

3

2

sin

v

—y cos® — sin*

2 2

-V

+X sin® —2—sin

2

Cos

2

29
2

— ysin? = cos*

S

)

S
Xcos —sin—cos
22

9

v

. Oty 3

2

sin

2 2

. 0y

o+vy

S

—XCos — sin— sin

\!

2

2

Cos

2

2

3

+ Y cos — sin—cos

2

3

3
+Zcos —sin—sin——

2 2 2

3
2

3

— Z¢COs — Sin—Cos

2

sin

oty

2

(p.__.

erv

1

2

o+y  o—Vy
cos—

2

o-y

o+y

2

+ Y cos— sin— sin
ycosw, sm

2

sin

2

— ZSin

Cos

.9

— zsin? — cos*

2
.93

2

— sin

2
Q-
2
29—V

2

Fur den Skalarteil der Quaternion X' ergibt sich das selbstverstandliche Resultat: X' =y'=z'=0.
Fur den Vektorteil folgt:

1.Koordinate
Koeflizient von x:

) + \) - 3 +
cos’ ~2~cos2 ¢ 5 W+ sin’ Ecos2 hd 5 v_ sin’® 5 —sin’® ®- 5 v_ cos’ Esin2 %‘!{ =

) 3

= cos? Ecos((pﬂ- \y) + sin’ Ecos(q)— \y) =

, 9 .. .29 . ..
= cos —Z—(cos Qcos \y— sinpsin \y) + sin -2—(cos Ppcos y+ sinpsin \y) = cos pcos Y — singsin\ycos 9

Vektoralgebra Il (Prof. W. STROHER)
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Rechnerische Behandlung der Drehungen

Koeffizient von y:

) +\ + N - - \) — -\
—cos* Esin(p2 Ucos(pzw+sin2Esinwzwc1)s(pzw+sin2 -z—cos(p2 Usin(—pa—g—
3 + + , 9 )
~cos? —2~sin(pzw (P2\V —Cos ~2-s'm((p+ ) + sin® Esm((p 1/):

3 ) 3

= —cos* E(sin(pcos W+ sinocos ) + sin® -2—(sin Qcos \y— sinQcos \u) =

= —SinQcos \y— sinpcos ycos 3

Koeffizient von z:

N - 3y 3 -
sin—cos —sin—— ®- Wcos L) W+ sini)-cosgsin Pr Wcos P W+ sin—cos —sin ® Wcosm+
22 2 2 2 2 2 2 2 2 2
3 9 - + - + -
+sin5c0s—2~cosq) Wsin(p W:sins sin(p Wcos(P W+sin8sin(p Wcos(p 4 == 5inY sin¢p

2
2.Koordinate:
Koeffizient von x:

293 Loty ety 58 L e-y -y 28 ety @y

cos” — sin———cos—— + sin Esm 5 oS + cos 5 sin S cosT—+
) - - 3 3
+ sin® —2—sin(p 5 Wcos P 5 L cos’ —2—sin((p+ \y) + sin® 5sin(<p~ \p) =

3
= cos* —Z-(simpcos Y+ cos@sin \V) + sin* E(sm(pcos Y — cos @sin \y) = SINQPCOs Y+ cos @Sinycos 3

Koeffizient von y:

3 + A\ + S -
cos® —cos? ? \U+sin2 sin’ L 4 —cos? §-sin2 b4 — sin* —cos? —~ W _ =
2 2 2 2 2 2 2
23 . 29 23 . .
= Cos ~2—cos((p+ \u) — sin —2~cos((p - \u) = cos :—2—(cosq)cos W — SinQsin w) -

3

—sin® E(cos Qcos \y+ sinQ sin \V) = —SinQ Sin\J+ cos ¢ cos \ycos I

Koeflizient von z:

.8 8 o-v oty .8 8 o-y . oty .3 9 . 0-y . o+ty
— SIR—COS —~ COS cos + Sin—_Cos _sin sin + SIH-_COS - sin sin—_—

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 9 - + - + +y
—sinzcos5cos ? 5 Wcos @ > § = —sin9 cos ® 5 Wcos ® 5 \V+ sin9 sinq) 5 Wsm(p 5 \'
= —sin3 cos ¢
3.Koordinate:

Koeffizient von x:

S 9 + 3 S + - 9 \) - +
—~sin— 5 cos Esm P 5 wcos ki 3 ‘V+ sinjz—cosgsin ¢ > L cos(Lz—\LlnL singcosi-cos ® > Wsinu—
—singcosg‘sinq)_ Wcos(er v = — cingcos—g—sin P Wcos ey +sind cos(p Wsinm =

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

= sin$ siny
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Koeffizient von y:

.9 8 e~y e+ty 8 8  o-y oty S 8 o-y oty
Sin—cos —Cos + Sin—COS —Sin

5 > > cos 5 5 5 7 sin 5 +sin“2~cosacos 5 Ccos 5 +
+singcos§sinq)— Wsian L cinScos(p—Wcos(P+W+sin9sinq)_ Wsin——-—qhL Lo
= sin$ cos ¢
Koeflizient von z
3 + 3 +\ g - 3 _
cos’ Ecos2 (5)2w+cos2§sin2 (92 L sin? Ecos2 (‘)Zw—sin2 —2~sin2 (PZ\U =
3 3
2 . 2
=cos* —-sin° — = cos 9
2 2

Fur die Zusammensetzung der EULERschen Drehungen ergibt sich daher:

X' = (cosq)cos - sinQsin \ucosS)x -~ (cosq)sin W+ sin@cos wcosS)y +(sin@sind)z
y' = (sin(pcos W+ cos ¢ sin wcosS)x ~ (sin @b\ — cos @ cos wcos&)y - (cos(psinS)Z

Z = (sin \ysinS)x +(cosysing)y +(cos9)z

Aus dieser Darstellung folgt,daB sich die Koordinaten einer Drehung um O in foigender Weise
transformieren:

Y'=Cqy X+CpY+CpZ (A)
Z' = Cq;X+Cy Y +C33Z

Wie sind die C:: zu wahlen, daB durch dieses System eine gleichsinnige Kongruenz dargestellt
wird? Dann gelten folgende Forderungen:

1: Die Kongruenz muf3 die Lange und Winkel der transformierten Vektoren erhalten: |x| = |x|;
£ (xy) = Z (XY

2. Die Gleichsinnigkeit folgt aus der Forderung, daf3 das Volumen des von drei Vektoren aufge-
spannten Parallelepipeds der GroB3e und dem Vorzeichen nach erhalten bleibt: (X,y,2) = (x',y',2)

Anwendung dieser Forderung auf die Basivektoren:

1.Forderung: e, > e,...907r >1Cyr, €, > €,..917 >1Cpr, €3 —>€4.907—>1Cy

0 Cs; 0 Csy 1 C33J
jcu

allgemein: €; — €{---1C,
Csi

Es muB also gelten
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Rechnerische Behandlung der Drehungen

el =lefl =c2 +c2 +c2 =1, i =123

(*)
ee; =eje] =C;C;; +CyChij +C5Cy; =0, 1%, 1] =123

ot et A e eif e el (2 bax BT ¢

Cii C2 Cy3
2. Forderung; (el,ez,e3) = (e’l,e'z,eg) =€, Cz Cpyl=+1 —
A T
C3; C3 Cy M=" = A

Die 2 Forderung folgt nicht aus (*), denn daraus wiirde bloB3 folgen

131}2 €e, ¢€e; ]

0
(e;,e’z,eg)2 =(e1,e2,e3)2 =le,e, ‘ezl2 e,e;|=0 1 0=1
1

)

€;e, e;e, I"s'2 00

Da umgekehrt die EULERsche Darstellung diesen Bedingungen geniigt, sind Die Forderungen 1.
und 2. notwendig und hinreichend fur eine Drehung um O

Vergleicht man die Darstellung (A) mit der Darstellung durch inhomogene EULERsche Parameter
x =22 427 —A2 =A% )x+2(A R, — Aohy )y +2(Aoh, +A14)2
y = 2hohy + Ay Jx+(A2 =22 422 <22 Jy+2(Ay0, —Ag), )z
2= 2 MRy — Aoy )X+ 2(Rohy + AR )y +(A2 22 -2 +A2 )z

Ml
S SR S E A KO:cos%, d...jh
2]

so findet man

Cn :(7“?) +h =AM )’ Ciz = 2(7‘1)‘2 ‘7‘0)‘3)’ Ci3 = 2(7‘07"2 +7‘17¥3)
Cor = 2oy +2,1,), cn=( 22 +A2 -A2 ), cyp =2(h0 —Ag),)
=2 (MA—Aohy)s i =2(A0A +A50), Cy=(A2 —a2 -2 +22)

Daraus ergibt sich

2 2
4Ny =C| +Cpy +Cyy+1, 4A; =-C; +Cyy —Cyy +1
2 2
4h] =C;;=Cp —Cyy+1, 4A3 =-Cj —Cpy +Cy5 +1
wobei die Vorzeichen so zu wiahlen sind, daB gilt

Cp1 = Cip = 4hohs, Cyy +Cyp = 4,
C3p —Cp3 =4hgAs C3p +Cyy =4h,0,4
Ci3 —C3y =4hgA,y, Ci3+Cy =402
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Rechnerische Behandlung der Drehungen

Durch diese Beziehungen sind die Ai bis auf den gemeinsamen Faktor +1 bestimmt.
Berechnung der EULERschen Winkel
Gegeben sei das Gleichungssystem (A).

Es war €/...1C, (. Dann gilt fir die Knotenlinie k = e; x e;...9071x Cyl =13 Cp

Fur die 1. EULERsche Drehung gilt dann

A, =k’ ce; =-k oe, =cosp+e,sing
J~C23 1 I 0 P 0
1 ! | | Cas Cis
2 2 Y Gy e 0r=- 2 2 | Cos ¥ 0 r)=- 2 > T 2 10
Ciz +Cxp l 0 J OJ €z 0 | L—Cn“ \/Cn +Cx \/013 +C [1J
Daher

_ Cy3 .o Cy3
COsQ=— e, SiNQ=
vCi3 +Cy vCiz +Cy

Fur die 2. EULERsche Drehung gilt

A,=e,oe; =-ejoe,=cos8+K’sin
_ 2 2 o
~1Cp3 (0107 =Cy3 = 1—Cy3 1 =Cy3 +) Cp3 [ =Cy3 +4/Cj3 +Cy K
LC”J 1 0 0 J

cos9 = Cy;, SinS = \/Cé +Ch

Fur die 3. EULERsche Drehung gilt

o\l © .
A; =¢] o(k ) =-e}] oK" = cosy+ e} siny

JCH 1 : 1*3231 1 {‘( ) J“Clscn N
—1Cy) (o ======1 Cj3 [ = — === {C;Cy3 = C3;Cy3) +1~Cp3Cy, !
{031J o+ [O J Ci3 +Ca L C11013+021C23“

Nun gilt

Vektoralgebra Il (Prof. W. STROHER) 24
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€€} = C|Cj3 +CyCp3 +C3,C33 =0 = C;Cy3 + C5,Cp3 = —C3,Cy

Daher 1aBt sich obiger Ausdruck folgender malBen umformen

| —C3C3 Cys
1 ( ) j i__ C21C13 —C11C03 Csy
C11Ca3 —C4Cy3) +1-C3Cyy [ | = + Cas

- 2 2 | 2 2 2 2
Jelk +c L J \/c +C \/cn +C [ J
13 23 L —C31C33 J 13 23 23 C33

CZICB _ 011023

cos \y = sinw~——~—9-3-l———-
B 2 2’ h 2 2
vCi3 +Cp3 vCiz3 1tCy3

Koaxiale Quaternionen

Wir betrachten jetzt nur Quaternionen mit linear abhingigen Achsen. O.B.d.A. konnen wir vor-
aussetzen, dal} alle Achsen vom Vektor e; einer orthonormierten Basis abhingig sind. Dann
gilt

A=3a,+ae,

Das Produkt koaxialer Quaternionen ist kommutativ. Es gilt also
A-B=BoA=(a,+ae,)o(b, +b.e,) =(a, —ab,) +(asb, +a,bye;

Es ergibt sich also wieder eine mit den gegebenen Quaternionen koaxiale Quaternion. Jede

Quaternion erzeugt in der zu ihrer Achse normalen Ebene eine Drehstreckung, speziell eine

Drehung. Zerlegen wir die Quaternion A in den Streckungsanteil A und den Drehungsanteil, so
bewirkt die Quaternion

A= A(cosoc+ e, sina)

in der e;-e,-Ebene. eine Drehstreckung. Setzen wir "
17

X = Xxe, +ye,
X'=x'e, +y'e,

so folgt

X'=A-x=>x'e +ye,= A(COS(X.+e3 sina) ° (xe1 + yez)

oe1

Multipliziert man diese Beziehung von rechts mit €, so ergibt sich

x'e o€, +yece, = A(cosoc+e3 sin(x) o(xe1 o@ +ye,o el)
das ergibt
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Koaxiale Quaternionen

-X'-y'e; = A(cosa +e, sina) o(—x~ ye3)
also
X'+ye;= A(cosa +€, sinoc) ° (x+ ye3)
Diese Formel ist insoferne bemerkenswert, als in ihr nur €; vorkommt, wobei nur mehr auf die
Rechenregel

e,oe, =1
zu achten ist. Nun gilt aber
Li=-1
Identifizieren wir daher
e; =1
so kann man schreiben
X' +iy’ = Alcosa +i.sina)(x+iy) 4
Das ist aber die komplexe Schreibweise fiir eine Dreh- DY
streckung in der GAUSSschen Zahlenebene. Speziell gilt N
fur die Drehung P
X' +iy' =(coso+isina)(x+iy) A
Trennung von Real- und Imaginarteil liefert die bekannte W %/1/1 €
Drehungsformel der Ebene um O: o | Y
X' = Xcoso.— Y sina. o B
y' = Xsino+Ycosa. X A

Man kann die Quaternionen als Verallgemeinerungen der
komplexen Zahlen betrachten. Die Elemente

A=ae,+ae +a,e, +a,e, a,eR, e;=1
sind also hohere komplexe Zahlen (hyperkomplexe Zahlen, R-Algebra) mit den Einheiten
©0,61,6,,€;3.
Die Teilmenge mit &, = a; = 0 ist isomorph zur Menge der komplexen Zahlen. Die Elemente
e=1,e =i, -e,-e bilden eine viergliedrige zyklische Gruppe. Die Verkm‘t'pfungftafel fur
die Einheite €, @ -€,, - lautet

o € €1 -€o ~-€1
€y €o €1 =€ -€;
€ e -€p ~€1 €0
-€9 -€o -€ €9 €
-el -@1 € € -€o

Wegene, =e,, e’ =-e,, e’ =-e,, e/ =e,istdie Gruppe zyklisch.
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Der Ring dualer Zahlen

Wir betrachten die Menge RxR. Dann gilt fir zwei Elemente
(a,3),(b,b) € RxR:
(a,8) = (b,b) >a=bra=b
In xR fithren wir folgende Verkniipfungen ein:
1. Addition
(a,3) +(b,b):=(a-+b,3+b) = (b,b) +(a,3)
(0,0). ..Nullelement, Neutrales Element der Addition

{a,8):=(-a,-3)...zu (a,a) entgegengesetztes Element
Die Addition erfiillt demnach die Axiome einer kommutativen Gruppe. Jedes Element 14Bt sich
in folgender Weise als Summe zweier spezieller Elemente darstellen:

(a,8) =(a,0)+(0,3)

2. Multiplikation
(a, é).(b,f)):: (ab,ab+ éb) = (b,f)).(a,é)

(1,0)...Einselement, neutrales Element der Multiplikation

(1,0.(a,8) = (a,38)

Das so definierte Produkt ist kommutativ, es ist auch assoziativ:

[(a,é).(b, B)].(c,é) = (ab,at3+ éb).(c, 8 = ((ab)c,(ab)é+ (aB + éb)c)

(a, é).[(b, 6).(0, é)] - (a,4).(bc,bé + be) = (a(bc),a(bé +bc) + a(be))
Das Produkt ist auch bezuglich der Addition distributiv
[(a,é) + (b,B)].(c,é) = (a +b,a+ 6).(0,6) = ((a+ b)c,(a+b)é+ (é + B)C) = (ac +be,(ad+ac) + (b€:+ Bc)) =

=(ac,aé+ &c) + (bc,bé + be) =(a,a).(c,¢) + (b,B).(c,é)

Die Menge RxR, versehen mit diesen beiden Verkniipfungen, bezeichnen wir mit I und nen-
nen sie die Menge der dualen Zahlen
Die Menge der dualen Zahlen bildent einen kommutativen Ring mit Einselement.

Spezielle Ringelemente
(a,0) +(b,0) = (a+b,0)
(a,0).(b,0) =(ab,0)
Die Menge der speziellen dualen Zahlen der Gestalt (,0) ist isomorph zu R. Wir werden da-
her identifizieren:
(a,O) =a

Ferner gilt

(3,0).(b,b) = (ab,ab) = a(b,b)

Fur das Produkt einer reellen Zahl A mit einer dualen Zahl gilt demnach
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Duale Zahlen

Ma,a) = (Aa,A3)
Wir konnen daher jede spezielle duale Zahl der Form (&,0) in der Gestalt (a,0) = a(1,0)
schreiben und identifizieren

(1,0) = 1...reelle Einheit

Analog gilt

(0,a) = a(0,1)

Wir setzen
£:=(0,1)...duale Einheit
Fur die duale Einheit ¢ gilt

e? =(0,1).(0,1) = (0,0)= 0
Jedes Element von ID kann daher dargestellt werden in der Gestalt
(a,a)=a=(a,0)+(0,4)=a+as, =0
a... Realteil

a... Dualteil

Mit dieser Schreibweise gilt
a+b=(a+as) +(b+68) =(a+b) +(é+6)s
ab=(a+ éa).(b+ Ba) = ab+(aB+ éb)s
Elemente der Bauart a = &g heiBen rein dual. Fir sie gilt
a.b = (és)(Ba) = éf)sz =
Der Ring D enthalt also Nullteiler. Die Menge ] € D de; Nullteller wird also von den rein
dualen Zahlen gebildet. ID ist demnach keww ']WJ?M aher ist D auch kein Korper. In

einem Korper muB3 die Glelchung a.x = b fur Jedes a # 0 losbar sein. Bei uns hmgegen gilt
(a+4g).(x+Xe) =b+be = ax+e(ak+ax) =b+be = ax=braX+ax=b

b .. ' _ '
X = a existiert also stets, wenn a # 0 ist. In diesem Falle gilt
s 2 . bda ~ . b ab ab-ab
aX+aX:aX+—£":b:>x:—a—_—: -

2
Daher

a a

ab- ab
a2
Dieses Resultat kann man auch formal durch folgende Rechnung erhalten

. b
X+EX=—+¢
a

(a+ed).(x+e%) =(b+eb) = x+eX= b+eb (b+ebl.(a-cd) ab+g(ab-ab)

at+ed (a+ed).(a-¢d) a’ -

b ab-ab
=SR2

a a
Speziell gibt es zu jedem a+e& mit a = O eine reziproke duale Zahl

1 a- ea 1 a

2 — 57 &,

atea a a a
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Duale Zahlen

Die Menge D\I bildet die Einheitengruppe von ID. Sie umfafit jene Elemente, zu denen es re-
ziproke Elemente gibt (die sogenannten Einheiten von D).
Wir nennen

a,;=a-ta

die e-Konjugierte von a. (e-Konjugium). Es gilt

(a+b), =a,+b,, (ab), =a,.b @ _a

Algebraische Anmerkung

Die Menge Il € D der reindualen Zahlen hat folgende Eigenschaften. Sie ist
Ideal von D !sfabe]f =a-b eNa /aé )LéD.> a}LéIL

Tefgnlorts Jole ol == maximales Ideal von D <& G | Bt (y-"@“/ v

) HED,n & VA
o o, thees= | T fed bt oener iLs 24e, Hauptideal von D A Yo AT @ 2Lyt 1 "
e 1 Primideal von D *

Die dualen Zahlen wurden von William Kingdon CLIFFORD (1845-1879) 1873 eingefiihrt.
WWWL% e D/JL \,J‘i G /fh/t’;é’ﬁ4 [,,, Mj
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Synektische Funktionen

Wir iibertragen den Begriff der durch Potenzreihen

0

flx)=2ax" ()

n=0
darstellbaren Funktionen ins Duale:

Dabei ist
X=X+€X, a 6 =a,+ea,
Anwendung des binomischen Lehrsatzes ergibt

X" =(x+e%)" = x" +nx""ke

Daher gilt
ffz) = > (a, +88,)(x" +nx""%e) = Z[anx" +&(na, " +énx")]
—— n=0 n=0
Daher gilt
o0 [—A o0 > . _‘
f(x)=2ax" JFaLxZnanx"‘1 + Zanx"J (%)
T n=0 n=0 M=o

Wir nennen (**) konvergent, wenn in (***) alle reellen Potenzreihen konvergieren. Dann gel-
ten die Differentiationsregeln

f(x) = ianxn = f(x)= inanx"”1

Setzen wir noch

so gilt

Die so definierten Funktionen heiflen synektische Funktionen. Sie wurden von Eduard STUDY
(1862-1939) eingefiihrt.

Erweiterung einer reellen Funktion ins Duale

Es sollen in gegebenen reellen Funktionen duale Argumente zugelassen werden. In diesem
Falle haben wir in (¥*) &, = 0 zu setzen, was ¢(X) = 0 zur Folge hat. Fur die reelle Funktion
f(X) ergibt daher die Erweiterung ins Duale

f(X) = f()+e X f1(x), x=x+eX
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SynektischeFunktionen

Beispiele:

X" = x" +ex.nx""!

Vi =

Sin X = sin X +&Xcos X

COS X = COS X — €X Sin X

Die im Reellen giiltigen Formeln der Trigonometrie gelten auch fur duale Argumente. Im Reel-
len gilt z.B.

sin(x + y) = sinX.cosy +cos X.siny
Die Ubertragung ins Duale ergibt:

sin(>_<+x) = sin[(x+y) +& (X +Y)] = sin(x +y) +& (X + V) cos(x+y) = sinxcos y + cos xsiny +
+& (X +Y)(cos xcos y — sin xsiny) = sinxcosy + cos Xsiny +
+&[XcosXcos y — Xsinxsiny + ¥ cos Xcos y — y sinxsiny| =
= (sinx+& Xcosx) cosy +(cos x—& Xsinx) siny +e ¥(cos xcos y - sinxsiny) -
—e2 Xy(sinxcosy + cosxsiny) =
= sinX.cosy +cos X.siny +& )7[(cosx—8 Xsin x) cos y —(sinx +¢ X cos ) siny] =
= SiNX.COS Y +Cos X.Siny +¢ Y cos X.cos y — € Y sinX.siny = sinx.[cosy — & y siny] +

+cos 5.[sin y-+€gYycos y] = sinXcosy +cos Xsiny
Es gilt also

sin()_(+ y) = sinXcosy +cosXsiny

Analoges gilt fiir die anderen Formeln. Speziell gilt

sin® x+cos? x =1

Exkurs in die Funktionentheorie
Wir betrachten Ringe R, deren Elemente folgende Bauart aufweisen

Z=A+mMu AueR
1.Fall
N =-lL.n=i
R=A+ip, Ristder Korper der komplexen Zahlen
2.Fall

=+ (nzxl)  n=j

z=A+ju =41

R ist ein kommutativer Ring mit Einselement und Nullteilern. R kann daher kein Korper sein.
Es gilt

(1+))(1-]) =1-j2 =0 = 1+]... Nullteiler

Wir suchen die Einheiten (invertierbare Elemente) von R:
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SynektischeFunktionen

1 A—jp A-ju
Ajp s (A -ju) X -y
z= A+ juist also eine Einheit, wenn A # £ 1st
3.Fall

=0 (n # O) n=e...R st der Ring der dualen Zahlen

Wie bereits gezeigt, ist Z= A +¢&p eine Einheit, wenn A = 0 ist

Deutung der Elemente z cR in der reellen Zahlenebene

z:x.+ny, X,y eR A3 | ) |
Essei f € Abb(R R) fz)= /“’HW/
fi R>R 2=k I

20 £(2) | I
z=x+my, f(z2)=u+nv X W }
u=u(xy), v=v(xy) w v
Definition der Ableitung an der Stelle z, 43

fzo):= fim [%}%fo) %
Z

Der Wert f(z,) soll unabhéngig von der Art des Grenziibergan-
ges sein. Es soll also gleichgiiltig sein, auf welchem Wege z in

der reellen Zahlenebene nach z, rickt.
Es genuigt, z auf geraden Linien nach z, riicken zu lassen, da man
jede Kurve in z, durch ihre Tangente approximieren kann. Es y
muf also f(2,) unabhingig von der GroBle des Winkels ¢ sein.

Z, =X, +MY,

Z=X+mny

X-X, =tcosp, y-y,="tsing
X=X, +tcosp, y=y,+tsing

2=y = (X“ Xo) +TI(Y“ yo) = t{cos ¢ +nsin ]
Daher

gilt

f’(zo) - lim f(Z) - f(ZO) = lim [U(ny) +T]V(X, Y)] - [U(XO,y()) + V(Xo?y())]

zz, Z-2Z, t-0 t(cos @ +msin (p)

i cos p—msing U<X0 +teose,y, + tsimp) —H]v(xo +teosg,y, + tsin(p) ——(uo +nv0)
= lim .
t>0 cos® @ —n° sin’ @ t

cos @ —nsing l.’dl—u(x(J +teos @,y + tsin(p) — Uy, V(Xo +teosq,y, + tsimp) —Vy
= i +
cos® @—n7sin ¢ t-0 t n t

‘!
I

cos  —nsing

= Ju, cos @+ U, sing) +nl vV, cos@+ VvV, sin ]:
cosz(p—nzsinch ( X ¢+Uy (P) 11( X PprVy (P)
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SynektischeFunktionen

~ cos® -’ sing [vxcos(p+vysin(plsinq) J

I

~ cos? o—n’ sing

J u, cosp+u, szn(p)coscp+n[<vx cosP+y, sm(p)coscp (ux cos+Uu, sin(p)sin(p] —L
w

2 o 2 2 . 2 l
cos q)(ux +nvx> + sin° @ (—nuy -n vy) +sm<pcos<p[uy +n(vy —ux) -n VX]
I-cos’ @
Demnach soll folgender Ausdruck von ¢ unabhingig sein

1 j—(nuy +n2vy) + cos’ (p[ux +n(vx +uy) +n2vy] +L

cos> o—n’ sin® ¢ t+sin(pcosq>[uy +T1(Vy ’UX) —nzv"] J

(2=

1.Fall
n=1i Korper der komplexen Zahlen

cos® ©—i® sing = cos® ¢+ sin® o= 1
, — H _ 2 _ . . N . _
fl(2) = -(tuy vy) + cos (p[ux v, + l(VX +uy)] +sm(pcosq){uy +V, +l(yy u")]Bei Un-
abhangigkeit von ¢ mussen die Koeffizienten der Winkelfunktionen verschwinden:
Uy —Vy +i(vx +uy) =0=>u,=v AU, = —vxl
U, +V, +z(vy —ux) =0=> Uy =V, AU =V, |

Die Beziehungen
U, -v, =0

u, +v, =0
y X
sind die Differentialgleichungen von CAUCHY-RIEMANN. Funktionen iiber dem komplexen

Zahlkorper, fur welchen diese Gleichungen gelten, heiBen holomorph oder reguldr. Fir die
Ableitung dieser Funktionen gilt

f(2=v,—iu, =u, +iv,

2.Fall
n=], cos*o-j’sin® o= cos’o-sin’*o 4,}
Da dieser Ausdruck im Nenner auftritt, darf er nicht ver-
schwinden. Wire cos®¢ = sinZo, also N L
¢ = £ /4, so gibe es zwei Ausnahmerichtungen. Beim )/\Z
Grenziibergang in diesen Richtungen existiert keine Ablei- // N
tung.

Set also

Dann gilt wegen
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SynektischeFunktionen

cos® @— sin® ¢ = cos 2, cos2(p:1—+£;—§29 und cos(psincpz—z-sinZ(p
f(2)= Coslz(p{—(juy + vy) +l_+£20_sﬂ[u)( +V, +j(vx + uy)] + Sinzzq)[uy -V, +j(vy —ux)]} =
(2= %[(ux +vy) +j(uy +vx)] + 2ws2q)[(ux +V, ~2vy) +j(vx +U, ——2uy)] +

1 .
+5tan2(p{(uy - vx) +j(Vy ——ux)]
Die Forderung nach der Unabhangigkeit vom Winkel ¢ ergibt:

|ux -v, =0, u,-v, =0, f(2=u,+jv,=v,+ju,

3.Fall
n=¢, cos’—¢?sin® ¢=cos* ¢ darf nicht verschwinden. Es gibt daher nur eine Ausnahmerichtung fiir
cos<p=0:>(p:-725. Sei(p;tlz[—. Dann gilt VB |
1
fl2)= 5 (P{—Suy + cos’ q)[ux +a(uy + vx)] + simpcosq)[uy +8(Vy - ux)]} = g 7

u
y
=u, +e(uy + vx)—s 5 +tan<p[uy +e(vy —oux)]

cos” @
Es gilt also

|uy =0, U,-V, =0, f(z)=u,+ev, =V, +eVv,

Diese drei Ergebnisse konnen in folgender Weise zusammengefaf3t werden:

Im Ring
R= {x+ny|xye®R, n?=07F1
ist die Ableitung der Funktion
fx+ny) = u(xy) +nv(xy)
(abgesehen von Ausnahmerichtungen) genau dann richtungsunabhéngig wenn die Differenti-
algleichungen

u, —n*v, =0
erfullt sind. Dann gilt
Filx+my) =u, +nv,

Literatur:

Karl FABER: Begriindung der Potential- und Funktionentheorie mit Einschluf3 gewisser
Erweiterungen. Jahres.Ber.61 (1958) 32-56

Wolfgang EICHHORN: Eine aus Fragen der Verallgemeinerung der Funktionentheorie er-

wachsende Charakterisierung der Algebra der komplexen Zahlen.
Jahres.Ber. DMV 71 (1969) 123-137
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Der D-Modul

Definition: R sei ein kommutativer Ring mit Linselement 1g, (M,+) eine kommutative Gruppe
und @ : RxM — M eine dufere Verkniipfung. Dann heif3t das Quadrupel (M,+,R,®) R-Modul,
wenn folgende Vertréiglichkeitsbedingungen zwischen den beiden Verkniipfungern erfiillt sind
a)(VaeR)(Vx,y e M) ae(x+y)=aex+aey

b)(Va,beR)(¥xecM)(a+b)ex=aex+bex

¢)(Va,b,e R)(W¥xeM) ae(bex) =(ab)ex

d)(Vx e M) 1g ex=x

Wir setzen R =D, M =: V und nennen die Elemente von V duale Vektoren und bezeichnen sie
mita b .. X Y,..

Da R < D ist, konnen wir den dreidimensionalen Vektorraum V als Teilmenge von V betrach-
ten.

Einbettung von V in den D-Modul V

Wir betrachten die Menge VxV und wollen ihr die Struktur eines ID-Moduls geben, den wir

wie oben mit V bezeichnen.
Es sei

(a,a),(b,b) e VxV
Dann definieren wir eine Addition
(a,a) +(b,l3):: (a +b,a+ f))

und eine Multiplikation mit
c=c+eCeD

c(a,a):=(ca,ca+ca)

Mit diesen Verknupfungsvorschriften stellt V= VxV einen ID-Modul dar und wir konnen a =
(a,d) als duale Vekioren bezeichnen.

Spezielle duale Vektoren

Nach den aufgestellen Rechenregeln gilt

a=(a a)=(a0)+(0,a)

(a,0)+(b,0) =(a+b,0)

A € N konnen wir in der Gestalt A=A+ 0. (i = O) als Element von D auffassen. Dann gilt

Ma, 0) = (Xa, Aa+ ko) =(2a, o) = M(a,0)
Die speziellen dualen Vektoren sind also isomorph zu den reellen Vektoren aus V. Wir kénnen
daher identifizieren
(a,0)=a
Anderseits gilt
£(a,0)=(01)(a,0)=(0,a) =ca

Daher gilt

a=(a,a)=(a0)+(0,a)=(a0) +c(a0)=a+ca
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Der D-Modul

Jeder Vektor g =W/ des einbettenden ID-Moduls kann in der Form
a=a+ga, aacV

dargestellt werden.
a... Realteil }

" . vona
a... Dualteil

In dieser Schreibweise gilt
a+b=(a+ea) +(b+sﬁ) :(a+b)+a(é+5)

ca=(c+ec)(a+ea)=ca+c(Ca+ca)

Das Skalarprodukt dualer Vektoren

ab = (a-+sa)(b+eb) = ab+g(ab+ab)

Das Skalarprodukt stellt eine symmetrische Bilinearform dar. Es gilt speziell
aa=(a+ca)(a+ca)=|a’+2caa

Wir definieren den Betrag von a

al= Jaa =fal+e 22

al
Der Betrag eines dualen Vektors ist i.a. eine duale Zahl. Ein dualer Vektor a° heifit dualer
Einheitsvektor, wenn gilt

faf =1

Wann hat ein dualer Vektor (a # 0) einen verschwindenden Betrag? In diesem Falle miiite
gelten

|g|2 = |a* + 2eaa = 0 = [a]® = a = 0 = aa verschwindet automatisch

ig'——- O<>a=ca rein dual
Wir nenrgllezwei duale Vektoren orthogonal, wenn gilt
ab=0oalb]

ID-Modul und Raumgerade

Es seien
(ra,Aa*) aa*=0, O=re®
die PLUCKER-Vektoren der Geraden a. dann bilden wir den dualen Vektor
Aa=Aa+gla*

Es gilt dann
Al = 22ja]? + 22%e aa* = A2Jal?. .. reell
Es sei umgekehrt @ = a + €& ein dualer Vektor, dessen Betrag reell ist. Dann gilt
la* =|aj* +2cad c Re>aa=0->ala
Wir konnen daher (a, & = a*) als PLUCKER-Vektoren einer Geraden auffassen.

Durch einen bis auf einen reellen Faktor bestimmten dualen Vektor mit reellem Betrag ist eine
Gerade eindeutig bestimmt und umgekehrt.

Es seien (a,@*) die PLUCKER-Vektoren einer Geraden a. Durch Normierung
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Der D-Modul

a’ = 2 a’ _+Eff
~lal’ " al

zeichnen wir einen der beiden von der Geraden getragenen Speere (Orientierungen) aus.

o +

a’,a

a’|=1,a°a" =0...Speerkoordinaten der Geraden

-a’,~a’.. .entgegengesetzter Speer

Die Speerkoordinaten sind inhomogen. Der entsprechende duale Vektor
a’=a’+ca’
ist ein dualer Einheitsvektor, denn es gilt

2 02 [+]
:|a] +2ca’a’ =1

go

Die Speere (orientierte Geraden) des Raumes werden auf die dualen Einheitsvektoren bijektiv
abgebildet.

Gegeben seien die beiden Speere

a’=a’+ea’
b°=b°+eb”
Dann gilt
woe .~ @b +a'bd’
cosp=a’b’, p=——""7——
sin®
Daraus ' o’

a’b’ = (a° +sa*)(b° +sb+) =a°’b’ +5(a°b+ +a+b°) = cos - Psing = cos( +£d)

a’b’ = cos((p+8(f>) = cos @

©=Q+€(...dualer Winkel der beiden Speere

Daraus fOIgt .'6.7
g"b" =0= Cos<(p+8(b) = cos(p_g(’[‘)sin(p -0 —

o b
QCOS(I)ZO/\(p:O:}(P:_‘_ mo

2

Das Skalarpodukt zweier dualen Einheitsvektoren verschwindet genau dann, wenn die beiden
entsprechenden Speere einander orthogonal schneiden

0
Schneiden die Speere einander unter einem beliebigen Winkel, so ist t

_ #=0 ¢
und es gilt o0

Das Skalarprodukt der schneidenden Speeren entsprechenden dualen Vektoren ist reell. Ist das
Skalarprodukt zweier dualen Einheitsvektoren reell, so liegen die entsprechenden Speere in
derselben Ebene
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Der D-Modul

Es sei nd nlich:

cosQ—eQsing =L € RN

LFall: A#+l coso#t1=>0#0,nAsing0=>¢=0
2.Fall: A=+1 cos¢p=11=>¢=0,n Asing = 0 = @ unbestimmt

gxg:(a+8a) x(b+gﬁ).~:axb+a(ax6+axﬁ) 7

Das Vektorprodukt dualer Vektoren

Das Vektorprodukt zweier dualen Einheitvektoren
c=a’xb’=a’xb’ +e(a‘ib+ +a§b°)

ist 1.a. kein dualer Einheitsvektor. Der Betrag lautet namlich

cf =[a° xb°[* = [a° xb°[* +26(a° xb°)(@® xb* +a* xb) =

a” xb*|” +25[(a" xb°)(a* xb*) +(a" xb")(a* xb°)| =

[ ]
=[a* xb*[’ +2ean°|2(b°b+) ~(a’p*)(ab*) +(a"a* )bl —(a°b°)(a+b°)J:
T T

= 1a° x b°’2 - 28(a°b° )[a°b+ + a+b°] = sin’ ¢ — 2¢ cos o(—P sing) =
= sin® ¢ + 26 § sing cos ¢ = (sing +8(§cosq))2 = sin((p +8(§)2 = sin? @
]g‘z = 'g" xl_)°]2 = [a° X b°'2 - 28(a°b°)[a°b+ + a*b"] = sinz((p +8(f)) = sin® Q

Es ist als
Fir dennormierten Produktvektor gilt daher

EQXQO _a—o Xbo

.

Im Reellen gilt

c=axb=alcablc=>ac=0Abc=0
Gilt dies auch im Dualen?

a‘c’ = si;(g[é"(g“ xb°)] = Si;g[(a° +sa+)(a° xb® +e(a° xb* +a* ><b°))] =
1 I (

= sin;t(a ,g ,b)%lL(a ,aé,b+)+(a ,

d.h.a’c’ =0, ebensob’c’ =0

Der durch ¢° dargestellte Speer stellt das|

Gemeinlot der Speere a°,b° dar
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Es war
ef” = lg" xg°|2 = ‘a° x b°12 —2s(a"b")[a°b+ +a'b’]
Daher

Opy© ot g0
lg|:!a°xb°|—s(ab)[ab +a'b’]

la° ><b°1
und
ﬁ:i 1 |+8(a"b°)[a"b++a*‘b°]
d Jar b a b
demnach
r 0ga© ot +g.0 “1

e :[Uao 1b°1+8(a b I)[a b }a b ]Jao Xbo+8<ao «b* +at Xbo)]:

X a’ xb°

a’xb° | (a°b")[a°b+ +a'b’]

— ! o [}
gla°xb°‘+la°xb°u(a ><b++a+><b)+ 1a°xb°‘2

Verzicht auf Normierung ergibt die PLUCKER—Koordinaten!der Geraden (a,a*), (b,b*):

(a° xb’)l=¢c°+¢g ¢

‘1
)

c=axb
(ab)[ab*+a*Db]

c*=(axb*+a*xb) +

Iaxbf

(axb)

Fiir jeden Speer g°, welcher das Gemeinlot €° der Speere @° und b° orthogonal schneidet,

(>x)g® (a°.b%9)
go Xgo‘ - 'go X—bol

gogozoz

>(a”bog) =0

Verschwindet das gemischte Produkt < a°,b°, i)

dreier dualer Einheitsvektoren, so haben die drei ent -
sprechenden Speere denselben Speer als Gemeinlot
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Der ID-Modul

Das Ubertragungsprinzip von Eduard STUDY

Wir bilden uns die Vorstellung eines "dualen Raumes", dessen "Punkte" durch ihre dualen
Ortsvektoren festgelegt werden. Die Ortsvektoren sind Elemente des D-Moduls (und nicht
eines Vektorraumes)

Die dualen Einheitsvektoren bilden sich dann auf die
Punkte der dualen Einheitskugel ab.

Jedem Speer des Raumes entspricht bijektiv ein Punkt
der dualen Einheitskugel, den beiden Speeren derselben
Geraden entsprechen diametral gegeniiberliegende Ku-
gelpunkte.

Der "duale Bogen" zwischen den Kugelpunkten a° und
b° entspricht dem "dualen Winkel" der beiden dualen
Einheitsvektoren.

Geometrische Deutung des gemischten Produktes dualer Einheitsvektoren
Auch fur duale Vektoren gilt

Es ist namlich

1.Deutung:
Es seien &, ,a, ,a drei duale Einheits-

vektoren. Dann gilt

o —a—‘lo x-a—2° s ’:JJ
n, =————% = Qg +€
NS =g, o =0a 750
daher n,
n° as - (§1 85,85 )_cosw 4
-3 =3 sing -3

?3

Daher zyklisch
(a7 ,a; .a3 )= sing, cosy, =
= §i = s 2 ‘ \’

sing, cosy. = sing, cos\, \\ [ a
Daher

(a;.a3 .23 )=(a; .a3 a3 ) +o[(a; a3 a3 ) +(a; .23 .a] ) + (a5 a5 .a; )| =]
= (sin(p1 +eQ, coscp1)(cos W, — €\, sin \|11) = L und zyklisch

= Sing, cos yq + a[(f)1 COS P41 COS Py — Y, COS P, Sin \|/1]

Diese Formel beschreibt die Winkel sowie die Lange der Gemeinlote gegentiberliegender Sei-
ten in einem rechtwinkeligen raumlichen Sechseck.
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Der D-Modul

2.Deutung: | /

Es seien wieder @, ,a, ,a; drei duale

Einheitsvektoren. Dann gilt

. a; xa; .
n, =———— =@Q3 +€
=3 sing, y Q3 =03 TEQ3
aO Xao
o -2 -3 N
n, = . 9, =04 +EQPy
sin 1
9, \
o o (§1 xa, )X(?—z ><f‘-3) a (§1 a5 ’§3) o .
n; xnNy = : ; = ; - =a, sina,
sing_, sing, sing_ sing,
Daher

(§1 ,a, ,ag ) =sinQ sinQ, sina, = sinQ, sinQ, sind 5 = sinQ,, sinQ , Sin®, =
= [sinq)1 +£0, cosq)1][sin(p2 +€0, cosq)z][sin(x3 +eay coscx3] =
= [sin(p1 sing, +s((f)2 SinQ,cosQ, + P, COSQ, simpz)][sinaa +e0y cosa3] =

= sinQ, sing, sino.; +8[((p1 SinQ, cosQ, + 0, cosQ, sin(pz)sina3 +03SinQ, sing, cosa3] u.zykl.

Diese Beziehung, der duale Eckensinus, ist das Analogon zum reellen Eckensinus. Sie Be-
schreibt die Beziehung zwischen den Seiten und Winklen eines raumlichen rechtwinkeligen
Sechseckes.

Anwendungen des Ubertragungsprinzips

Die Einheitsvektoren X° in der von den Vektoren a°, b°
aufgespannten "dualen Ebene" haben die Darstellung

x°=aa’+bb® abepD
Die durch die Ortsvektoren x° festgelegte Punkte erfiil-
len den "dualen Grofkreis" fur dessen spharischen n°
Pol gilt

n°x°=0

Den dualen Punkten dieses GroBkreises entspricht die
Menge der Speere. welche den Speer n° orthogonal
schneiden.

¥ l o
Das Ubertragungsprinzip von STUDY besteht nun in folgendem: 7\ d

Man wahlt einen Satz der sphdrischen Geometrie und iibertrdgt ihn auf die duale Kugel. Die-
sem Satz entspricht dann im euklidischen Raum ein Satz iiber Speere.
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Der D-Modul

Beispiel: Vorbemerkung:Die drei sphérischen Hohen eines eine Kugeldreiecks schneiden ein-
ander in einem Punkt.

n;:=a,xa,
Analog;

n,:=a, xas
n,:=as x a,

Analog:
h,=a, xn, =a, ><(a2 xa3)

h, =a, xn, =a, ><(a3 xa1)
Nach JACOBI gilt nun:
h,+h, +h; =a, x(a, xa;)+a, x(az xa,) +a, x(a, xa,) =0
Die Vektoren hy hy h; sind daher
linear abhingig, d.h. sie liegen in
derselben Ebene. Daher gehen de-
ren drei Normalebenen durch die-
selbe Gerade I°, deren Schnitt mit
der Kugeloberfliche der spharische
Hohenschnittpunkt ist.
Dieser Satz gilt auch fiir Dreiecke
auf der dualen Kugel:
Den Vektoren

a;,a;,a;
entsprechen die windschiefen Spee-
re a;, aj, a. (ijk) = (123)Den Polen

n;,n,,n,
entsprechen die Gemeinlote n; von
aj,ax und den Vektoren

hi,h;,h;y
entsprechen die Gemeinlote h; von
a;,n;. Da I° auf diese Vektoren
normal steht, ist der entsprechende

Speer gleichzeitig Gemeinlot von ]
hy,hy,ha. \

Satz von Johannes HIELMSEV (1873-1950) und FMORLEY (1860-7) 1898: In jedem wind-
schiefen Sechseck mit lauter rechten Winkeln haben die drei Gemeinlote der Gegenseiten
(soferne sie nicht mnbestimmt werden) dasselbe Gemeinlot!

VHIJELMSLEV hief urspriinglich PETERSEN, sodaf obiger Satz auch Satz von PETERSEN-MORLEY ge-
nannt wird
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Beispiele fiir Ausartungen:

I
|
|
i
|
|
|
|

I

Hier sind die Gemeinlote von je zwei | |Hier fallen zwei Gemeinlote zu-
Gegenseiten unbestimmt sammen, das dritte Ge: meinlot ist
unbestimmt

Lineare Abhangigkeit und Unabhéangigkeit im ID-Modul

Lineare Unabhiingigkeit

Definition : Die dualen Vektorena, ,...,a, heiBlen linear unabhéngig, wenn gilt
Y ca=0=¢=0 (i=1...0

i=1

das bedeutet ausfiihrlich :

r r
Zgigi = Zciai +82(6iai + ciéi): o (*)
i1 = 1

Lineare Abhangigkeit

Bei linearer Abhiingigkeit muB mindestens einer der auftretenden Koeffizienten von Null
verschieden sein. In diesem Fall folgt aus (*)

29@4 =0 => Die Realteile sind linear abhé ngig
i=1

T
X (ca,+ c4;) = 0 = Die Dualteile und die Realteile sind linear abha ngig
=1
Beispiel: r =2
Cia; +Cra, =0 . ) s :
n n n n simultan fiir lineare Abh4 ngigeit erforderlich
C1a1 +C282 +C1a1 +C232 =0

r = 1. In diesem Falle miite es duale Vektoren & # o geben, die linear abhéngig sind, d.h. fur
diese Vektoren miifite gelten
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ca=omitc#0unda=o0
Dann ist

(c+eé)(a+ea)=ca+e(a+rcad)=o>ca=onrcta+ca=o0

LFall:[c=0, azo=Ca=0=>¢=0]=c=0
ausgeschlossener Trivialfall

2.Fall:[c#0,a=0=>ca=0=8=0]=8=0
ausgeschlossener Trivialfall

3.Fall: [c=0Aa= 0] = ¢und a unbestimmt, d.h.
c=g¢C, a=¢ca

Definition: Es sei M ein Modul iiber dem kommutativen Ring R mit Einselement. Dann
heiflen die Elemente x € M, fiir welche ein r € R existitiert mit

rx=0, 1% 0
Torsionselemente des R-Moduls. Ein Modul, in dem jeder Vektor Torsionselement ist,
heitB Torsionsmodul, ein Modul, in welchem es aufler o keine Torsionselemente gibt, forsi-
onsfrei.Das Ringelement r heil3t Annihilator des Modulelementes x.

Die Torsionselemente des D-Moduls sind demnach die rein dualen Vektoren, deren Anni-
hilatoren sind die rein dualen Zahlen.
Duale Einheitsvektoren sind keine Torsionselemente:.

af =faf+2caa=1=a°zo

Enthalt eine Menge dualer Vektoren einen rein dualen Vektor, so ist sie linear abhingig. Es
sei etwa
a, =¢ay, a,,...,4a, beliebig. Setzen wir ¢, =g, C, =...=¢, =0, soist

c,a,+C,a,+...+C.a =¢*a, +0a,+...+0a, =0 => die a, sind linear abhd ngg, da ¢, =0

WeitereEigenschaften des Vektorproduktes dualer Vektoren

I

X

1)
It
o]

Wie im Reellen gilt —
Es ist namlich

axa=(a+sad)x(a+cad)=axa+s(axa+axa)=o

(ca) xb=[ca+e(éa+ca)] x(b+ef)) =(ca) x b +¢[(Ca) xb +(ca) x b+(ca) xG]

claxb) = (c+s€:)[a ><b+a(é><b+ax6)] =c(axb) +s[6(a><b) +claxb) +c(a xﬁ)“ -
Nun be. trachten wir den Fall

axb=o0
1.Fall: Beide Vektoren sind rein dual. Dann sind sie jedenfalls linear abhingig und es gilt
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(€a) x(eb) = 82(é X 5) =0
Uber die Vektoren & und b wird nichts ausgesagt
2 Fall: Ein Vektor ist rein dual, der andere beliebig. Jedenfalls sind die Vektoren linear ab-

héngig

gax(b+eb)=¢(axb) = 0 = axb= 0= &, b linear abhi ngig

Keine Aussagef)

3.Fall: Weder a noch b rein dual

(a+ca)x(bxeb)=axb+e(axb+axb)=0=

axb =0 = a,b linear abhd ngig = b=ca

axb+axb=0=>axb+a x(ca) :>ax(6~cé) :0:>a,5~Cé linearabhéngigzﬁ-cé:éa =
—b=Ca+ca

Dabher folgt weiter

b=b+eb=ca+e(Ca+ca)=(c+et)a+ed)=ca

a,b sind also linear abhi ngig, daraus folgt, dal einerseits a,b, anderseits a,a,b linear abhi ngig sird.

Es seien umgekehrt @, b linear abhiangige Vektoren. Dann gilt
aa+bb=o, a=z0,bz0 )
O.B.d A. konnen wir voraussetzen, &, p beide nicht verschwinden, denn sonst wéren a
oder b von vorn herein als Torsionselemente fiir sich allein linear abhangig. Wir multiplizie-
ren obige Beziehung von links mit @ und von rechts mit b vektoriell. Dann gilt
ax[aa+bb| = a(axa)+blaxb) =blaxb) =0
Analoges gilt fir die Multiplikation mit b von rechts.
Es gilt also simultan:
alaxb)=o, blaxbj=o
Da a # 0 und b # 0 vorausgesetz wurden, gibt es folgende Moglichkeiten:
1. Moglichkeit: axb =0 = a,b sind linear abhi ngg, und zwar in der Weise, daB weder @ noch b

rein dual sind. Dann folgt aus (#):

a __
9=—B-§-9§

2. Mt’)g—lichkeit: a x bist rein dual. Dann miissen auch @ und b rein dual sein, in dfesem Falle gilt:
gxgzaﬁzaxb+8(ax6+ﬁxb)

dann ist

axb=0 = a,b linear abhi ngig—=> b =ca

Vz(éle)—%ﬁxb) =ax(6—cé)

In diesem Falle kann man nur auf die lineare Abhéangigkeit von a und b schlie3en.
Es gilt daher

Das Vektorprodukt zweier dualen Vektoren ist genau dann rein dual, wenn deren Realteile
linar abhéangig sind.
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Eine allgemeine Bewegung des Raumes ist eine gleichsinnig kongruente Transformation ohne
Fixpunkte. Wir betrachten zunachst Sonderfille.

Die Schraubung

Eine Schraubung besteht aus einer Drehung um eine Achse und eine Schiebung in Richtung

dieser Ache

S ... Drehwinkel,
(Schraubwinkel)

S ... Schiebstrecke

a..Schraubachse

Die Zusammensetzun zweier Umwen-
dungen um die windschiefen Achsen uj,
U, ist dquivalent einer Schraubung um
das Gemeinlot von uj,U,. Der Schraub-
winkel & ist gleich dem doppelten Winkel

Z WUy, die Schiebstrecke gleich dem ,dn"

doppelten  Abstand der Umwen-
dungsachsen u,, U;. Umgekehrt 148t sich
jede durch Achse, Drehwinkel, Schieb-
stecke und Schraubsinn  gegebene
Schraubung auf unendlich viele Arten in
zwei Umwendungen zerlegen. u; (bzw.
U;) kann orthogonal schneidend, aber
sonst beliebig gewahlt werden. U, (u;) ist
dann eindeutig bestimmt.

Schneidende Umwendungsachsen

Es ergibt sich, wie bereits gezeigt, eine Drehung (s = 0) "ﬁ" &’
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Allgemeine Bewegungen des Raumes

Parallele Umwendungsachsen

Die Zusammensetzung zweier Umwen-

dungen um parallele Achsen u;, U, ist

dquivalent einer Parallelverschiebung

(6 = 0), deren Schiebvektor v auf u; und

U, normal steht und dessen Betrag gleich

dem doppelten Abstand von U; und U, ]

ist. Umgekehrt 146t sich jede Parallelver-

schiebung auf unendlich viele Arten in f §
I

Umwendungen um zwei parallele Achsen
Ui, up zerlegen, von der u; (bzw. u;)
normal auf den Schiebvektor v, sonst |
aber beliebig gewahlt werden kann. u, l
(uy) st dann eindeutig bestimmt. p' !

|

I

Zusammensetzung zweier Schraubungen
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Allgemeine Bewegungen des Raumes

1. Schraubung: Sie werde festgelegt durch a,, 8;, S; und den Schraubsinn
2. Schraubung: Sie werde festgelegt durch a,, &, S, und den Schraubsinn
Wir zerlegen die 1.Schraubung in die beiden Umwendungen U;;, U;2, wobei wir Uy, als Ge-
meinlot von a; und &, wihlen. Setzen wir U, = Uy, so wird die 2.Schraubung durch die Um-
wendungen U,;, Uy, ersetzt. Dann gilt _
PP, 2Pt Py =P, 2P
a

v

a

1 2

Der Ubergang

PP
kann daher auch auf folgende Weise vollzogen werden

p_ Y ,p B, tn,p
Die Abfolge der Schraubungen a;, a, kann daher durch die Abfolge der Umwendungen an uy,
Uy ersetzt werden, also wieder durch eine Schraubung.

Die Zusammensetzung zweier Schraubungen ergibt wieder eine Schraubung

Zusammensetzung zweier Drehungen mit windschiefen Achsen

a,

Es resultiert eine Schraubung

—. @ — ;}2.\__.

AN
5/2/( b

-

Wann ist die Zusammensetzung zweier Drehungen wieder eine Drehung?

1.Wenn die Drehachsen einander schneiden (bereits gezeigt)
2. Wenn die Drehachsen parallel sind.

/ /
/

Vv
/ 'uu/\%“

Es resultiert eine ebene Bewegung
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Ebene Bewegung

Eine Bewegung des Raumes heillt ebene Bewegung, wenn bei ihr jede Ebene einer Schar paral-
leler Ebenen in sich konguruent abgebildet wird. Es gilt der

Hauptsatz fiir ebene Bewegungen: Jede ebene Bewegung ist einer Drehung dquivalent

Wir legen die Bewegung durch Vorgabe der Systeme (X,y) und (X,y) fest und zerlegen die Be-
wegung in '

1. Drehung (x,y) - (X11Y1)
2.Schiebung (X1 ,Y1> - ()—(,7)

Die Drehung zerlegen wir in die beiden Umwendungen Uy, U2, wobei wir Uy, . 1 auf den
Schiebungsvektor v in der Ebene wahlen. Die Schiebung zerlegen wir in die Umwendungen Uy;
= Uj2 und Uy (Uy || Up) und setzen die Umwendungen zusammen. Die gesamte Bewegung ist
aquivalent den Umwendungen um die schneidenden Achsen Uy, Uy, d.h.es liegt eine Drehung
Vor.

Hauptsatz fiir die Bewegung des Raumes

Jede Bewegung des Raumes ist einer Schraubung dquivalent

Wir legen Anfangs- und Endlage der Bewegung durch Vorgabe der Dreibeine (X,y,z) und
(X,y.Z) fest. Die Schnittgerade der Ebenen (X,y) und (X,¥) nennen wir &,. Drehung um a,, flihrt
die (x,y)-Ebene in die (X,y) Ebene iiber, wobei das Dreibein (X,y,z) in das Dreibein (X1,¥1,21)
iibergeht. Eine ebene Bewegung (die Drehung um die Achse a,) fihrt dann (X4,y1,21) nach
(X,y,Z) iiber. Die Zusammensetzung der beiden Drehungen um die Achsen a; bzw. &, ist aqui-
valent einer Schraubung.
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Duale Quaternionen (Biquaternionen)

Rechenregeln

Es seien
A-a+a, A=a+a
zwei reelle (HAMILTONsche) Quaternionen. Mit Hilfer der dualen Basis € bilden wir die Bi-
quaternion:
A:=A+cA=(a+a)+e(a+a)=(a+ed)+(a+ed)=a+a
Die konjugierte Biquaternion lautet
A:=A+sA=(a-a)+e(d-a)=(a+cd)-(a+ca)-a-a
Die e-konjugierte der Biquaternion lautet
A= A-cA=(a+a)-c(a+a)=(a-cd)+(a-cd)=a, +a

£ £

Die e-konjugierte der Konjugierten lautet
A :=A-cA=(a-a)-c(a-a)=(a-ea)-(a-ca)=a,-a,

A-B:=(A+eA)o(B+eB)=A-B+c(A-B+A-B)=(a+ a)-(b+b)

Wann ist dieses Produkt kommutativ?
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A-B=BoA=A-B+s(A-B+A-B)=BoA+c(B-A+B-A) =
A-B=BoA = A B koaxial >b=ca
A-B+A-B=BoA+BoA =

( b-a )+ab+ba+a><5+(éb—éb)+éb+bé+éxb:

:(bé—bé)+bé+éb+bxé+(ﬁa~5a)+5a+af)+5><a =
2(a><6+éxb):o:>ax6+éx(ca):ax(5~cé) —b-ca=éa=b=Ca+ca>
—b+eb= (C+sé)(a+8é) = b =ca = a, b linear abhi ngig= A, B koaxial
Umgekehrt gilt fiir koaxiale Biquaternionen
axb=0=AcB=(a+a)-(b+b)=ab-(ab)+ab+ba=B-A

Daraus folgt!

A-B=B-Acb=ca
Wann ist A - B =0 ? Dann muB sein
A-B=(A+cA)o(B+eB)=A-B+s(A-B+A-B)=0

Daher

A-B=0=A=0vB=0 daQ ein Korper ist

A0é+AOB:O . .

LFall. A=0,BxO0O=>A<B=0=>A=0=A=0 Trivialer Fall

2.Fall: A=0AB=0 = keine Aussage iiber A,é = A, B rein dual

A-B=0< A,B rein dual

Es ergibt sich daher der Satz

Die Menge Q der Biquaternionen ist ein nichtkommutativer Ring mit Einselement
und Nullteilern

Norm einer Biquaternion
A2:=AcR=RoA=(ArcA) (A+87\) :AoA+a(A07\+AoA):
=A% +g[(ara)o(a-a)+(a+a)-(a-a)]=

=A? +g[(ad+ad)+(da-aa-axa)+(ad+ad)-da+aa—axa| = A? +2¢(ad+aa)

aa+aa
A s

A?=Ao

>

=AcA=A?+2(aa+aa), A=A+s

Az0

Die Norm einer Biquaternion verschwindet genau dann, wenn gilt
A? :O/\aé+aé:0<:>[A2 = a? +|al ::O<:>a:0/\a:o:>aé+aé:0] <A=0

! Den Fall, in welchem xa + yb = 0 gilt, untersuchen wir nicht niher

Vektoralgebra Il (Prof. W. STROHER)



Duale Quaternionen

Dies ist genau dann der Fall, wenn die Biquaternion rein dual ist. Die Menge der rein dualen
Biquaternionen nennen wir 1. Die Biquaternionen mit nichtverschwindender Norm gehoren der
Menge Q \ I an.

Inverse einer Biquaternion

-1

(>

A-A"'=1=(A-A)o

>
U

>,
>
I

>
U

>
H—‘

1|12

Wegen
1 1 2(ad + aa)
AZ AT T AT

— existiert genau dann, wenn A2 # 0 ist, d.h. wenn A = O ist, d.h. wenn A nicht rein dual ist.
AZ s

Es gilt demnach

A
A" =%, Aea

die Menge Q\ I der invertierbaren Elemente des Ringes Q der Biquaternionen stellt den Quoti-
entenkorper des Biquaternionenringes dar.
Es gelten folgende Rechenregeln

(A+B) =A, +B,
(A-B) =A,-B,
(A+B)~=A+B
(A-B)~=B-A
(A-B)' =BoA"
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Anwendung der Biquaternionen in der Geometrie //W(z

Geradenquaternionen
Es seien g, g* (gg* = 0) die PLUCKER-Vektoren einer Geraden. Wir haben ihr bereits den
dualen Vektor g = g + £g* zugeodnet, fiir welchen gilt |g| =|g] =A R. Umgekehrt wird

einem dualen Vektor mit reellen Betrag |g| eine Raumgerade zugeordnet. g ist eine spezielle,
rein vektorielle Biquaternion, fur die gilt

G:= g=g+eg% G+ G =0, Go Ge®m Geradenquaternion

Umgekehrt entsprlcht einer Quatemlon
A=a+amitA+A=0, A- A < R eine Gerade, denn es gilt

A+A=0=(a+a)+(a-a)=2a=0=a=0=a+eda=>a=4a=0

A-A=A’+2(ad+aa)=|a’ +2¢aa ¢ R = ada= 0= a,a=:a*..PLUCKER - Vektoren

Jeder Raumgeraden entspricht eine bis auf einen reellen Faktor eindeutige Geradenquaternion.
Umgekehrt entspricht jeder Geradenquaternion eindeutig eine Raumgerade

Punktquaternionen

Jedem Punkt mit dem Ortsvektor X ordnen wir die Biquatemionl

Xi=1+ex, X=X, X+X =2 Punktquaternion § (z;(f ((f

zu. Umgekehrt entspricht jeder derartigen Quaternion ein Punkt:
A=(a+cd)+(a+ca)=A =(a-cd)-(a—cd) >a=0,a=0=
A=a+ca, A+A_=(a+cd)+(a-cd)=2a=2=a=1

A =1+ga---a:= X ist Ortsvektor

Jedem Raumpunkt entspricht in bijektiver Weise eine Punktquaternion

Ebenenquaternion

Jeder Ebene mit den homogenen Ebenenkoordinaten n, d wird die Biquaternion

N=n+gd, N+ N =0 Ebenenquaternion

zugeordnet. Umgekehrt entspricht jeder Biquaternion mit dieser Eigenschaft eine Ebene:

! Da die Quaternionen ihren Ursprung in der Mechanik haben, ist jeder “Punkt” ein Massenpunkt. Dic in obi-
ger Definition auftretende Konstante stellt die Masse des Punktes dar. Bei uns hat jeder Punkt die Masse 1.
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Anwendung der Biquaternionen

=(a+ed)-(a+ca)+(a-cd)+(a-ea)=0=2a=0,2a=0>
=>A=ga+a—>a=:mna=:d

Jeder Ebene des Raumes entspricht eine bis auf einen reellen Faktor bestimmte Fbenenquater-
nion. Umgekehrt entspricht jeder Ebenenquaternion eindeutig eine Ebene des Raumes.

Anwendung der Biquaternionen auf die Bewegungen des
Raumes

Bewegungen des Geradenraumes i ?

Die reelle Einheitsqauternio cos ¢+ esin¢ bewirkt in der zu ihrer %

Achse normalen Ebene eine Drehung um den Winkel ¢, wobei

der zu e orthogonale Vektor a in den Vektor b ibergeht. Dabei i\

gilt :
b:(cosq)+esimp)oa, ae =0 mit be =0 und |bl=]al \UL

Dieser Formelapparat soll ins Duale iibertagen werden.
Es sei E = cos ¢ + e sin¢ eine duale Einheitsquaternion und a° ein dualer Einheitsvektor. Dann

betrachten wir das Quaternionenprodukt
E-a®= (cos<p+ gsin(p) o@°= ~(g§°) singp+a’coso+exa’sino=b o
® ¢ k4 h ®
0
=b=a’cosp+exa’sing
1. Das Produkt ist wieder ein dualer Vektor b
2. b ist wieder ein dualer Einheitsvektor b°. Es ist ndmlich

’l_)lz = |a°cos 9 + e x g"simp“Z =la¥’ cos? o+lex §°|2 sin® ¢ +2(a°,e,a°) cos @ sing =
Q ® ¢ Qsin®
] 1
= cos’ (p+l lgﬁg"lz —(gg")z | sin? @=cos’ o+sin*o=1=b/=1
- Sy Vs - - -

1
3.Esist b°e = 0, denn es ist

|a°cos o+ e xa°single = (a°e) +(e,a°,a°) sing =0
0 ¢ ¢

0 0
4. a°b°= cos @, denn es ist

. 2 .
[g"cosiﬂ—(g X g") sm(i)]g": !g"i cosQ +(g,g°,§°) sinQ = cos ¢
Geometrische Deutung:
e, a°, b° stellen drei Speere €, a, b dar. Wegen a°e = 0 und b°e = 0

schneiden @ und b den Speer e orthogonal. Die Speere a und b schlie-
f3en den dualen Winkel
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Anwendung der Biquaternionen

¢ =@+e@ein, d.h. die Speere a und b schlieBen den euklidischen Winkel

¢ ein und haben den Abstand .
Betrachten wir die zu E konjugierte Biquaternion E:

= cos ¢ - esin@ und bilden

I im

oa°= (cos o esing) 0 a>= a°cosp - e x@’sinp = b
Wieder gilt

1. E-a° ist ein Vektor E

2. E ist Einheitsvektor t—_)", denn es gilt ’Elz = cos* Qo+ sin’ o=1
3. E"g =0

4. E"_a_": (§°cosc_g~ exa’sin 9)9_": cos

Ferner gilt

i . . 2,
5. Q"t_)o:(g°c0s<_p+g><g"sm(g)(g"cosg-gxg"sm@) :cos2(£—|§><_a_°‘ sngz

= cos? P~ “glzl_a_"‘Z - (g_a_°)2] sin® o= cos? Q- sin’ ¢ = sin2¢

Die duale Einheitsquaternion
E=coso+esing
verschraubt den den Speer e orthogonal schneidenden Speer
a° um e durch den dualen Winkel
P=0+cd
(¢... Drehwinkel, ¢...Schiebstrecke)
in die Lage
b°=E-a°

Die zu E konjugierte Biquaternion

E=coso-esing

fithrt @° in jene Lage E" ober, die zu b° beziiglich a°

spiegelbildlich liegt

Wegen b°=Eoca°= b%a°'=E ergibt sich daher

Die duale Einheitsquaternion
E=b%a""

verschraubt den Speer a° in den Speer b° um das Gemeinlot dieser Speere

Umwendung an einem Speer =2 J L %"
. i Wy

Esist L
E=goe ' =-ge i
—~ — 1 : _ /7,’\/,:///-/
E = —g—oog = -—_g—oog C/—/:\ (?’
Aus der ersten Beziehung folgt ¢
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Anwendung der Biquaternionen

~

EZ“(Q%Q =—€o g=~e g° daher

Schraubung um einen Speer

Die Zusammensetzung zweier Umwendungen ergibt die Schraubung um das Gemeinlot der
beiden Umwendungsachsen:

g7 =e,°g°€,

2902 e, °gj <&,

§°:<92 °e1) °g°°<e1 °§2) :(e2 °e1) g (ez °e1)~
Setzt man

D:=-e,-e,, DoD=1
dann gilt mit Hilfe der Einheitsquaternion D

22)1‘((/@1\ :-g—O: _D_ o _g—oo_ﬁ_
Es 1st
D--e,ce, = —[—§19_2 re,xe|-ee,+e xe,
Daher

D=e,e,+e,xe, =cosQ+esing

Die Abfolge der Umwendungen ergibt eine Schraubung um € mit dem

Drehwinkel 6 = 2¢ und der Schiebstrecke s = 2.
Die GroBe 6 = 6 + €8s heiit

0=0+¢S dualer Drehwinkel

Dann gilt

N |jen

S .
IQ = cos‘—é—'+ esin

Jeder Schraubung des Raumes werden zwei duale Einheitsquaternionen + D zugeordnet.
Durch jede duale Einheitsquaternion ist eine Schraubung des Raumes eindeutig festgelegt.

Durch oblge Formeln weden die Bewegungen des Geradenraumes beschrieben.

psgpccin: G220 GoZ g o p gelied

ie Bewegungen des Punktraumes

Wir legen jeden Punkt des Raumes durch die Menge der durch ihn hindurchgehenden Geraden
fest. Dann erfiillt jede Gerade die /nzidenzbedingung

g*= Xxg
Stellen wir den Punkt x durch die Punktquaternion
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Anwendung der Biquaternionen

X =1+&Xx und die Gerade durch g=g+eg* dar, sogilt:
so ergibt sich

>

°g —ge X=0 Inzidenzbedingung Punkt— Gerade

Es ist namlich
Xog —goX=(1+ex)o(g-£g*) -(g+eg*) o(1+&x) =

=g+e(xog-0%-g-e(g*+gox) =g[-xg+xxg-g*-g*+gx - gx x| =
=g[2xxg-29%=0=g*=xxg

Wegen der Inzidenztreue der Bewegung gilt

oo g
X+ X
Xog -g°X=0i>Xog -g-X=0 (*)
ljunljt _
D-|g°=D-g>D|-D
Dog~D=g
Fiihrt man dies in die Inzxdenzbedmgung ein 80 findet man

O
=
>

2 o
=2

)

|€%]
fU

Dg°DX 0|-D

X =DoX-D Bewegung des Punktraumes

Bewegung des Ebenenraumes

Der Inzidenzbedingung Gerade-Ebene g* x n = dg (ng = 0) entspricht nach Einfithrung der
FEbenenquaternion N = n + gd die duale Beziehung

Nog+ g ° N=0O Inzidenzbedingung Gerade— Ebene

Es gilt namlich
Nog+g °N=(n+zd)-(g+eg*)+(g-eg* o(n+ed) =
=-(ng) +nxg+¢[dg—ng*+nxg* - (ng) + gxn+e[dg+ng*-g*xn| =
=-2(ng) +&¢[2dg-2g*xn| = O daraus g*xn=dg, ng=0
Aus der Inzidenztreue der Bewegung folgt
g
NN
Nog'+g? oN=0> Nog+g; oN=0  (+*)
Einsetzen in die Inzidenzbedingung liefert

Vektoralgebra Il (Prof. W. STROHER) 57



Anwendung der Biquaternionen

D,>N-Dog’+g; -D_ >N-D
Vergleich mit (**) ergibt

©

wli

1
(o]

N= D, -No D Bewegung des Ebenenraumes

Zur Herleitung dieser Beziehung hatte man natirlich auch die Inzidenzbedingung Punkt-Ebene
heranziehen konnen. Fiir diese Inzidenzbedingung gilt in dualer Schreibweise

NoX-X oN =0 Inzidenzbedingung Punkt— Ebene

Beweis: NoX-X_ oN_ :(n+8d) o(1+ax) —(1—sx) o(n—ad) =
=n+e(d-nx+nxx)-n-g(nx-xxn-d) =¢(2d-2nx) =0 => nx =d
Wegen der Inzidenztreue der Bewegungen gilt wieder

XX

N-N
NoX-X oN =0 NoX-X oN. =0 (®)
Aus der Bewegungsgelcxhung fiir den Punktraum folgt
Do]X DXD|oD:>DXD‘ X
Daraus B
D, °[N-Do-Xo

D, o{NoDoX-

Vergleich mit & erglbt wie oben

N=D, -N-D

.—D,oX oDoN =0|-D

Ubertragungsprinzip von STUDY und Bewegungen des Speerraumes
zwei Speere a°,b° schlieflen den dualen Winkel ¢ = ¢ +£Q ein.
Eine Bewegung des Speerraumes fiihrt die Speere in zwel neue

a°,b° uber, welche denselben dualen Winkel bestimmen. Den
Bewegungen des Speerraumes entsprechen daher die
"Kongruenztransformationen" der dualen Kugel in sich.
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Zusammenfassung

Allgemeine Bewegung (Schraubung)

Sei @ = e + ¢ e* der die Schraubachse, die Schiebrichtung und den Drehsinn festlegende
Speer, s die Schiebstrecke und & der Drehwinkel. Dann ist mit § = 6 +€s

1 1 1 S
D=cos-b6+esin—-6= cos(—1—8+s~s~)+(e+se*) sin(—8+8*~)=

= 2 2 2 2 2 2
[ 15 S .. 18) (e e*)( . _1_5+ A _1_6J_~
cos2 —82sm2 +le+g sm2 a2cos2 =
[ 1.1 [ s . 1. s 1 1.1 .
_ 1 L s .1..s 1 % sin—5 = D+eD
Lcos28+esm25j+st 2sm25+2ecos28+e sm28J +g
mit
1 .1
D=cos—&+esin—>d
2 2 (l)l
o s . 1 S 1 .1
D=-"sin—8+—ecos—8+e*sin—9>
2 2 2 2
Da D eine duale Einheitsquaternion ist, folgt
QO§:(0+86)0(5+86):Doﬁ+s(Doﬁ+6oﬁ):1
also
DoD=1

@

~

Do S +D-D=0 gebundene Quaternion

Zwei reelle Quaternionen, welche die Bedingung D - D +D-D=0 erfilllen, nennt man

gebundene Quaternionen. Ein geordnetes Paar von gebundenen Quaternionen, von denen die
erste eine Einheitsquaternion ist, legen eine Bewegung des Raumes fest.
Fir die Bewegung eines Punktes gilt

~

X=D-X-D

g

Daraus

X=DoXoB, = 1+ex=(D+eD)o(1+ex)o(B -eD)=[D+e(Dox+D)]o(B D)=

:Doﬁ+gDoxoﬁ+ﬁoﬁ—Dof~)]
Daher

;:DoXof)Jr(f)oﬁ«DofN))

Der erste Summand stellt eine Drehung um den Ursprung dar, der zweite ist ein reiner Vektor,
denn es gilt
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Zusammenfassung

(f)oﬁ—DoS)+(605-D06)~:Doﬁ—DoD+DoI§~ﬁoﬁ:O

Wir konnen also setzen

v::IADoﬁ-—'DOS (3)

Dann gilt

Xy:=Doxo D  Drehung um O
4)

X=X, +V Schiebung um v

Jede Bewegung 14Bt sich in eine Drehung um O und eine anschlieBende Parallelverschiebung
zerlegen. Die Drehachse ist parallel zur Schraubachse

Es gilt
Doﬁmoﬁ:o}
A~ ~ x +
DoD-DoD=v

Addition ergibt

2DoD=v (5)
Das Quaternionenprodukt von rechts mit D ergibt
2Do(DoD)=veD=2D=voD

Also

~ 1
I :‘Z“VOD 6)

Durch die Drehung D und den Schiebvektor v ist D eindeutig bestimmt

Bestimmung der Schraubung bei gegebener Drehung um O und gegebenem Schiebvek-
tor v

Da D gegeben ist, sind € und & bekannt. Gesucht sind €* und s. Es gilt

- s .6 s ) I
eo|D=-—=sin—+—-ecos-+e*sin—=—voD|ce

2 2 2 2 2 2
. 1 |
eoD:~—S—-esin-8—-——s—cos—8~+exe*sin§:-—eovoD] |
2 2 2 2 2 2 L
+r— (®)
D e——ie:‘§ —= é+e*e'§—lv D eJ |
= 2 sm2—2cos2 X sm2—2 J

S & 1
—Sésini—Scosiz—2—[eovoD+vODoe]
Da D und e koaxial, daher vertauschbar sind, gilt
eovoD+voDoe=eovoD+voeoD=[eov+voe]oD

Wegen

eoV+VvVoe=-2ev
folgt
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Zusammenfassung

= cos-Z—Jr esm6 |=-sD =—(ev)D

also

[f=ev @)

Subtrahieren wir hingegen die beiden Zeilen von &, so ergibt sich

81 1
2exe sm2-z[eOVOD——VODoe]—2[eoV~Voe]<>D

Auseov-voe=2exV folgt

o2 (exe*)sin> = (exv)oDpe

At

2(exe*)oesing-:(exv)oDoe:(exv)oeoD

2eo(exe*)sin%:eo(e><v)oD

2[exe*)oe-eo (exe*)]sm—z— [(exv)oe—e-(exv)]-D

4(exe*)x esing =2[(exv)xe]-D

-

-1 2{e*|e12 ~e(ee *,}sin—é:[(exv)x el-D
; —— e — 2
1 0
Also
% _ [(eXV)XE]°D (8)
. 0
2sin—
2

Drehung um eine Achse

Allgemeine Lage der Drehachse

Die Drehachse sei durch e, e* # o gegeben. Dann ergibt sich aus (1)

lf)zcos;(gs:—resin§
2 2
A 5 C)
— R oF8r —
D=e sm2

Auch hier gilt wegen (5)

- o ) )
v=2Do-D= Z(e*sm ] (cos—— esin— ) %e*sm cos~—e*xesm ~J
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Zusammenfassung

Also

v=e*sind+(exe*)(1-cosd) (10)
Man entnimmt unmittelbar ev =0 = v | e, wie auch aus (7) folgt.

Jede Drehung um eine Achse aligemeiner Lage 148t sich in eine Drehung um den Ursprung und
eine anschlieBende Schiebung normal zur Drehachse zerlegen.

Umgekehrt ergibt eine Drehung um O mit anschlieBender Schiebung normal zur Drehachse ei-
ne Drehung um eine Achse allgemeiner Lage.

Die Drehachse durch O ist parallel zur Drehachse allgemeiner Lage

Drehachse durch O

In diesem Falle ist €* = 0 und es gilt
D=0 wegen (1) = v=0wegen (5)
Es reproduziert siuc also die Drehformel

Schiebung
Aus (1) folgt
D=1

S
2

also

D=—e= (5)v=2D-D=se
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Grundformeln der Quaternionenrechnung
Quaternionen

a,b,c, ..., \,uv, ... Skalare, a,b,c, ... Vektoren,
A =(aa), B=(bb), C=(c.c), ..., Quaternionen
a heilit Skalarteil der Quaternion A

a heiBit Vektorteil oder Achse der Quaternion A
Spezielle Quaternionen sind

(a,0) skalare Quaternion

(0,a) vektorielle Quaternion

(0,0)=: O Nullquaternion

(~ a,—a) =:—A die zu A enigegengesetite Quaternion

Das Rechnen mit Quaternionen
Gleichheit zweier Quaternionen
A=(a,a), B=(b,b)
A=Boa=bra=b
Summe zweier Quaternionen
A+B=(a,a)+(b,b):=(a+b,a+b)=(c,c)=C
A +(-B) =(a,a) +(-b,~b) = (a+(-b),a+(-b)):=(a-b,a-b)=:A-B
Speziell:
A-A=(aa)+(-a-a)=(0,00=0
Skalares Vielfaches einer Quaternion
A =\(a,a):=(ra,ra)
Speziell
A=-1...(-1{a,a):=—(a,a)=(-a,-a)=> (-1)A=-A
Konjugierte einer Quaternion
A=(aa), A:=(a-a)
Rechnen mit speziellen Quaternionen
A =(a,a) =(a,0)+(0,a)

Jede Quaternion ist Summe einer skalaren und einer vektoriellen Quaternion
Wir identifizi eren : (a,0) = aund (0,a)=a

A =(a,a)=(a,0)+(0,a)=a+a

Es gilt demnach
A=a+a, B=b+b

A+B=(a+a)+(b+b)=(a+b)+(a+b)
M =Ma+a)=21a+Aa



A=a+a
A-a-a
folgt sofort
A+A=2a

A-A-=2a

Fur spezielle Quaternionen gilt
A=a A=3a=-a A+A=0
A=a, A=3= a, A-A=0
Daher gilt

A+ A = O & A st vektorielle Quaternion

A-A =0 o Aist skalare Quaternion

Setzt man

e,:=1, a,;=a, a=ae, +a,e,+a,e,

so folgt

A=a+a=aye,+ae +a,e,+a;e,

Die Menge der Quaternionen mit der Addition als innerer Verknipfung und der Skalarmul-
tiplikation als duBerer Verkniipfung bildet einen vierdimensionalen Vektorraum tiber ‘R

Produkt zweier Quaternionen
A-B=(a+a)o(b+b)

Fur das Quaternionenprodukt fordern wir Distributivitdt, aber keine Kommutativitdt:.
A-B=(a+a)o(b+b):=a-b+ao-b+acb+ac-b
Es gelten folgende Definitionen

acb:=ab=ba=boa
aob: ab:ba:boa
acb=-ab+axb
Das Quaternionenprodukt zweier vektorieller Quaternionen ist eine volle Quaternion mit
Skalar- und Vektorteil'.

Man kann umgekehrt das Skalar- und Vektorprodukt zweier Vektoren durch deren
Quaternionenprodukt ausdriicken:

aob=-ab+axb

bo-a=-ba+tbxa=-ab-axb

Daher

1
ab=-—(a-b+b-a)

— N

axb:-i«(aob—boa)

Das Quaternionenprodukt allgemeiner Quaternionen lautet nunmehr
A-B=(a+a)o(b+b)=(ab-ab)+(ab+ba+axb)

'Das negative Vorzeichen des Skalarproduktes bei der Definition des Quaternionenproduktes zweier vektorieller
Quaternionen ist erforderlich, da ansonsten dieses Produkt nicht assoziativ wire.



Das Quaternionenprodukt ist nicht kommutativ. Es ist aber distributiv:

(A+B)oC=A-B+B-C, C-(A+B)=C-A+CoB
(A-B)-C-A-(B-C)

Speziell gilt

(acb)oc=ao-(boc)=—(a,b,c)—(bc)a+(ca)b—(ab)c

Koaxiale Quaternionen

Zwei Quaternionen heillen koaxial, wenn ihre Vektorteile linear abhangig sind

[A-B=B-A < A,B koaxiall

Norm einer Quaternion

Unter der Norm einer Quaternion A = a + a versteht man die reelle, nichtnegative Zahl

A2:=AcA=A-A=2a’+la’ >0
A’=0A=0

Eine Quaternion mit der Norm 1 heif3t Linheitsquaternion oder normierte Quaternion
Man kann jede Quaternion normieren:
A ~
A° = A=VAZ, A°-A°=1
Sonderfille:

Skalare Quaternion:
A =3.3=2a°

Skalare Einheitsquaternion a* = 1 = a = +1

Vektorielle Quaternion:
A'=a-d=a-(-a)=-aca={(-la’)=[a]

Vektorielle Einheitsquaternion lal2 =1 = a ist Einheitsvektor

Konjugium eines Quaternionenproduktes

(A-B)~=B-A

Inverse einer Quaternion

Die Quaternion X heif3t zu A, wenn gilt
XoA=1
Daher

~

4 A
X=A"1=— inverse Quaternion
AZ




Da A und A" koaxial sind, gilt

A" A=A-Al=1

Zu jeder Quaternion A = O gibt es also eine inverse Quaternion.

Spezialfiille:

Skalare Quaternion

a'l p— _.a_. — ._?._ — l
a® a? a

Inverse eines Einheitsvektors €| =1

Inverse eines Quaternionenproduktes

(A-B)' =B A"

Der Normensatz
Es seien A% B C? die Normen der Quaternionen A,B,C. Dann gilt

lc-=A-B— -7

Die Menge der Quaternionen Q mit dem inneren Verkniipfungen "+" und "" bildet einen
nichtkommutativen Korper (Schiefkorper), den Quaternionenkorper .



Geometrische Deutung der Quaternionen

Gegeben seien zwei Vektoren v und u. Wir bilden die Quaternion
A:=vou'=a+a

a= l:;; (1)
. ®
fau=0, av=20 (3)]
g MY ul.vl.cosa _ M.cosoc @
o
ialz'ﬂ%ii'—'—"—‘:%. ©)
A% =3 +]a* = %, A :% ©)
a=Acos(a), |al= Asin(c) (7

Jede vorgegebene Quaternion A = a + a 146t sichauf unendlich viele Arten in der Gestalt
A = vou mit geeignet gewihlten Vektoren darstellen. u L a, aber sonst beliebig. Dann ist v
in eindeutiger Weise bestimmt

iv=au+axu (8)]

a . [
v|=Aul, cosa= A Sino= 9)

Jede Quaternion A bewirkt in jeder zu ihrer Achse normaien Ebene eine Drehstreckung,
wobei jeder dieser Ebene angehorige Vektor u vermoge

Aocu=v
in einen gleichfalls dieser Ebene angehorigen Vektor v tibergeht. Der Faktor der Drehstrek-
kung ist A, der Drehwinkel ist durch

a
cosa = —

A
festgelegt. Die Drehung erscheint von der Spitze des Vektors a aus gesehen positiv.
Umgekehrt ist jener Drehstreckung, welche den gegebenen Vektor ui in den gegebenen Vektor
v tiberfiihrt, die Quaternion

A=vou

zugeordnet.






