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Vektoralgebra II 

Quaternionen 

Die Quaternionen wurden 1840 von Sir William Rowan HAMILTON (1805-1865) eingeführt, 
finden sich aber im wesentlichen bereits 1748 bei Leonhard EULER (1707-1783). 
Es sei 9t der Körper der reellen Zahlen, ferner sei V der dreidimensionale euklidische Vektor
raum, bezogen auf die orthonormale Basis { e 1,e2 ,e3). Dann heißen die Elemente der Menge 

0:=9txV 

(HAMILTONsche) Quaternionen. Für eine Quaternion A gilt dann 

A E Q ⇒ A = (a,a), a E 9t, a = a1e4 +a2e2 +a3e3 E V 

a heißt Skalarteil der Quaternion A 

a heißt Vektorteil oder Achse der Quaternion A 

Spezielle Quaternionen sind 

( a4) skalare Quaternion 

( O,a) vektorielle Quaternion 

( O,o) =:0 Nullquaternion 

(-a,-a) =:-A die zu A entgegengesetzte Quaternion 

Das Rechnen mit Quaternionen 

Gleichheit zweier Quaternionen 

A=(a,a), B=(b,b) 

A=B<=>a=bAa=b 

Summe zweier Quaternionen 

A+B=(a,a)+(b,b):=(a+b,a+b) =(c,c) = C 

A + (-8) = (a,a) + (-b,-b) = (a + (-b),a +(-b)):= (a-b,a-b) =: A- B 
Speziell: 

A-A = (a,a) +(-a,-a) = (o,o) = O 

Skalares Vielfaches einer Quaternion 

A E 9t 

AA = A(a,a):= (Aa,Aa) 

Speziell 

A = -1...(-l)(a,a):= -(a,a) = (-a,-a) ⇒ (-l)A = -A 
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Konjugierte einer Quaternion 

A = (a,a), Ä:= (a,-a) 

Quaternionen 

Rechnen mit speziellen Quaternionen 

A = (a,a) = (a,o) +(o,a) 
Jede Quaternion ist Summe einer skalaren und einer vektoriellen Quaternion 

Rechnen mit skalaren Quaternionen 

(a,o) +(b,o) = (a+b,o) 
A{ a, o) = ( 11,a, o) 
Es besteht daher ein Isomorphismus zwischen den skalaren Quaternionen und den reellen Zah
len. Es ist daher naheliegend, zu identifizieren 
(a,o)=a 

Rechnen mit vektoriellen Quaternionen 

(o,a)+(o,b) =(O,a+b) 
A{ o, a) = ( o, 11,a) 
Es besteht wieder ein Isomorphismus zwischen den vektoriellen Quaternionen und den Vekto
ren. Es ist daher naheliegend, zu identifizieren: 
( o, a) = a 
Zukünftig werden wir daher schreiben 

IA = (a,a) = (a,o) +(o,a) = a+al 

Es gilt daher 
A = a + a, B = b + b 

A+B (a+a)+(b+b)=(a+b)+(a+b) 

11,A = 11,(a+a) = 11,a+11,a 
Aus 
A=a+a 

Ä=a-a 

folgt sofort 

A+Ä = 2a 

A-A=2a 
Für spezielle Quaternionen gilt 

A = a, Ä = a = -a, A + Ä = 0 

A=~ Ä=i= ~ A-Ä=O 
Daher gilt 

A + Ä = 0 <=>Aist vektorielle Quaternion 

A Ä = 0 <=>Aist skalare Quaternion 
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Quaternionen 

Setzt man 
8 0 :=l, a0 :=a, a=a18 1 +a28 2 +a38 3 

so folgt 
A = a+a = a08 0 +a18 1 +a28 2 +a38 3 

Die Menge der Quaternionen mit der Addition als innerer Verknüpfung und der Skalarmul
tiplikation als äußerer Verknüpfung bildet einen vierdimensionalen Vektorraum über 91 

Produkt zweier Quaternionen 

AoB=(a+a)o(b+b) 
Für das Quaternionenprodukt fordern wir Distributivität, aber keine Kommutativität: 
A o B = (a+a) o(b+b):= aob+a ob+a ob+ a ob 
Es gelten folgende Definitionen: 

a ob:= ab= ba = b o a 

a o b = ab = ba = b o a 

a ob = -ab+ a x b 

Das Quaternionenprodukt zweier vektorieller Quaternionen ist eine volle Quaternion mit Ska
lar- und Vektorteil1 . 
Man kann umgekehrt das Skalar- und Vektorprodukt zweier Vektoren durch deren Quaternio
nenprodukt ausdrücken: 

aob= -ab+axb 

b o a = -ba + b x a = -ab - a x b 

Daher 

1 
ab= -(aob+boa) 

2 
1 

a xb = -(aob-boa) 
2 

Das Quaternionenprodukt allgemeiner Quaternionen lautet nunmehr 

!A O B= (a+a) 0 (b+b) =(ab-ab) +(ab+ba+ a x b)! 

Das Quaternionenprodukt ist nicht kommutativ. Es ist aber distributiv: 

(A+B) oC = A O B+BoC, Co(A+ B) = Co A + Co B 

Diese Beziehung ist klar, denn das Quaternionenprodukt wurde auf das Skalar- und Vektor
produkt zurückgeführt, die beide distributiv sind. 

1 Das negative Vorzeichen des Skalarproduktes bei der Definition des Quatemionenproduktes zweier vektoriel
ler Quaternionen ist erforderlich, da ansonsten dieses Produkt nicht assoziativ wäre. 
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Quaternionen 

Dagegen ist das assoziative Gesetz nach zuweisen: : 

l(A o s) o c = A o (B o c)I 

(A o B) o C =[(ab-ab)+ (ab+ ba + a x b)] o (c+ c) = 

= abc-(ab)c+ (ac)b+ (bc)a + c(a x b) + (ab)c-(ab)c- a(bc) + a(b x c)-b(ac) + b(a x c)

-(a,b,c) + (ac)b-(bc)a 

Ao(BoC) =(a+a)o[(bc-bc)+(bc+cb+bxc)] = 

= abc-(bc)a + (ab)c + (ac)b + a(b x c) + (bc)a-(bc)a -b{ac) + b(a x c)-c(ab) + c(a x b)

-(a,b,c) + (ac)b-(ab)c 

Speziell gilt 

l(a ob) o c = a o (b o c) = -(a,b,c)-(bc)a+(ca)b-(ab)cl 

Koaxiale Quaternionen 

Zwei Quaternionen heißen koaxial, wenn ihre Vektorteile linear abhängig sind 

fA O B= B o A <=> A,B koaxial! 

A O B= Bo A ⇒ (ab-ab) +(ab+ba+a x b) = (ba-ba) +(ba+ab+bx a) ⇒ 

⇒ a x b = b x a = -a x b ⇒ 2a x b = o <=> a x b = o ⇒ a,b linear abhängig 

A,B koaxial ⇒ b = Aa ⇒ A O B= (ab- Alal 2
) +(Aaa +ba) Bo A 

Norm einer Quaternion 

Unter der Norm einer Quaternion A = a + a versteht man die reelle, nichtnegative Zahl 

2 ~ ~ 2 1 12 A := A o A = A o A = a + a 2 o 
A2 =0<=>A=O 

Eine Quaternion mit der Norm 1 heißt Einheitsquaternion oder normierte Quaternion. 
Man kann jede Quaternion normieren: 

A O = : , A = tfAi, A O 

o Ä O = 1 

Sonderfälle: 

Skalare Quaternion: 
A 2 = ao a = a2 

Skalare Einheitsquatemion a 2 = 1 ⇒ a = ±1 
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Quaternionen 

Vektorielle Quaternion: 

A 2 = a O a = a O ( -a) = -a O a = -(-lal 
2

) = lal 
2 

Vektorielle Einheitsquaternion lal 2 = l ⇒ a ist Einheitsvektor 

Konjugium eines Quaternionenproduktes 

l(A o s)~ =so Al 

(A o s)~ = [(ab-ab) +(ab+ba+ ax b)] ~= [(ab-ab) +(-ab-ba+bx a)] = B o A 
Inverse einer Quaternion 

Die Quaternion X heißt zu A invers, wenn gilt 

Xo A = 1 !oA 
~ ( ~) 2 2 ~ (X o A) o A = X o A o A = X o A = A X= A 

Daher 

1 A X = A - = - inverse Quaternion A2 

Da A und K~ koaxial sind, gilt 

Zu jeder Quaternion A ::f. 0 gibt es also eine inverse Quaternion. 

Spezialfälle: 
Skalare Quaternion 

-1 a a 1 a -----
- a2 - a2 a 

Vektorielle Quaternion a ::f. o 

-1 il a a ---
- \al 2 

- lal 2 

Inverse eines Einheitsvektors lel = 1 

Inverse eines Quaternionenproduktes 

l(A O sr1 = B - 1 oA-11 

(A OB) 0 ( s-1 
0 A-1) = A O ( B O s-1) 0 A-1 = A O A-1 = 1 
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Quaternionen 

Der Normensatz 

Es seien A2,82,C2 die Normen der Quaternionen A,B,C. Dann gilt 

1 1 1 c s Ä (A O s)~ c 2 2 2 C=AoB ⇒ C- =B- oA- ⇒-=-o-=---=--~C =AB 
c2 82 A2 A282 A282 

Die Menge der Quaternionen Q mit deh inneren Verknüpfungen"+" und "o" bildet einen 
nichtkommutativen Körper (Schiefkörper), den Quaternionenkörper. 

Die Quaternionengruppe 

Es sei eo= 1 und {e1,e2,e3} eine Orthonormalbasis von V. Dann gilt 

0 eo e1 e2 e3 
eo eo e1 e2 e3 
e1 e1 -eo e3 -e2 
e2 e2 -e: -eo e1 

-eo -e1 

-eo -e1 
-e1 eo 
-e2 e3 

-e2 

-e2 
-e3 
eo 

-e3 

-e3 
e2 

-e1 

Die Elemente ei bilden mit der V er -
knüfpung „o" eine achtgliedrige Gruppe, 
die Quaternionengruppe. Sie besitzt 
folgende Untergruppen: 

e3 e3 e, -e1 -eo -e3 -e2 e1 eo { eo,-eo} 

-eo -eo ~ -e2 -e3 eo e1 e2 e3 { eo,-eo,e1,-ei} 
-e1 -e1 eo -e3 e2 e1 -eo e3 -e2 
-e2 -e2 ~ eo -e1 e2 -e3 -eo e1 
-e3 -e3 -e1 e1 eo e3 e2 -e1 -eo 

Alle Untergruppen sind Normalteiler. Eine nichtkommutative Gruppe, deren sämtliche Unter
gruppen Normalteiler sind, heißt HAMILTONsche Gruppe. Die Quaternionengruppe ist der 
einfachste Falle einer HAMILTONschen Gruppe. 

Vektoralgebra II (Prof. W. STRÖHER) 6 



Geometrische Deutung der Quaternionen 

Das Quaternionenprodukt zweier vektoriellen Quaternionen ist eine volle Quaternion mit Ska
lar- und Vektorteil. Läßt sich jede beliebig vorgegebene Quaternion als Produkt zweier vekto
riellen Quaternionen darstellen?. Dies ist tatsächlich der Fall, wie im Folgenden bewiesen wer
den soll. 
Gegeben seien zwei Vektoren v und u. Wir bilden die Quaternion 

A:= Vo u-1 = a + a 
Wegen 

u 
u-1 = - lul2 gilt 

vou -vu+vxu uv+uxv 
A=---=-----=---=a+a 

lul2 lul2 lul2 
Es ist also 

UV 

a = luf (1) 

uxv a=v (2) 

IO 

Die Achse der resultierenden Quaternion steht demnach auf u und v normal, daher gilt 

/ 
4t, 

lau= o, av= o (3)! 

Ferner gilt 

uv lul. lvl. cos a lvl 
a = lul2 = lul2 = luf .cosa (4) 

1 1 

lul.lvl.sina lvl . 
a = lul2 = lul .sma (5) 

A2 2 1 12 lvl
2 

lvl 
= a + a = lul:v A=luf (6) 

Daraus folgt 

la = Acos(a), lal = Asin(a) (7)1 

umgekehrt läßt sich jede vorgegebene Quaternion A = a + a auf unendlich viele Arten in der 
Gestalt A = vou-1 mit geeignet gewählten Vektoren darstellen. 
Wir wählen u l. a, aber sonst beliebig. Dann ist v in eindeutiger Weise bestimmt. Denn aus (2) 
folgt 

(uxv)xu lul2.v-(uv)u (uv) 
axU= lul2 = lul2 =V-wU 
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Geometrische Deutung der Quaternionen 

Wegen (1) folgt 

Probe: Tatsächlich gilt 

Ferner folgt aus (4-6) 

jv= au+axu 

lvl = Aiul, a 
cosa=-, 

A 

(8)! 

1 

. lal sma=-
A 

(9) 

l 

=a+a 

Bei vorgegebener Quaternion A a + a und vorgegebenem Vektor u J_ a ist der Vektor v 
eindeutig bestimmt, sodaß gilt 
A = vou-1 

Daraus folgt 

AoU=V 

d.h. die Quaternion A ordnet jedem zu ihrer Achse normalen Vektor u den Vektor v eindeutig 
zu: 

A: u ~ v lineare Abbildung 

Jede Quaternion A bewirkt in jeder zu ihrer Achse normalen Ebene eine Drehstreckung, wobei 
jeder dieser Ebene angehörige Vektor u vermöge 

AoU=V 

in einen gleichfalls dieser Ebene angehörigen Vektor v übergeht. Der Faktor der Drehstrek
kung ist A, der Drehwinkel ist durch 

a 
cosa=-

A 
festgelegt. Die Drehung erscheint von der Spitze des Vektors a aus gesehen positiv. 
Umgekehrt ist jener Drehstreckung, welche den gegebenen Vektor u in den gegebenen Vektor 
v überführt, die Quaternion 

A = VoU-1 

zugeordnet. 

Setzen wir 
a 

e:= iaf ⇒ a = iaie 
so folgt mit 

lal = Asin(a) und a = Acos(a) 

IA = A(cosa+esina) = AA
0 I 
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Geometrische Deutung der Quaternionen 

Man kann also jede Quaternion A in das Produkt eines Skalarfaktors 

A=tfAA 
den Streckungsanteil ("Tensor"), und die Einheitsquaternion A0

, die den Drehungsanteil 
(" Versor") bestimmt, zerlegen. 

Die zu A = A(cosa + esina) konjugierte Quaternion Ä = A(cosa- esina) 

bewirkt dieselbe Streckung, aber Drehung um den entgegengesetzten 

Winkel -a. 

Die Vektoren v und v sind daher bezüglich u spiegelbildlich. 

Drehungen des Raumes 

Eine Drehung ist eine gleichsinnig kongruente Selbstabbildung des Raumes. bei der eine Gera
de, die Drehachse, punktweise fest bleibt. 

Sonderfall: Umwendung: 8 = 1t. Eine Umwen
dung ist äquivalent der Spiegelung an der Um
wendungsachse 

Die Zusammensetzung zweier Umwendungen mit 
schneidenden Achsen äquivalent einer Drehung, de
ren Achse durch den Schnittpunkt der Umwendungs
achsen geht und auf beide U mwendungsachsen nor
mal steht. Der Drehwinkel ist gleich dem doppelten 
Winkel der Umwendungsachsen. 

Umgekehrt kann man jede Drehung auf unendlich 
viele Arten in zwei Umwendungen zerlegen. Die er
ste (oder zweite) der Umwendungsachsen kann be
liebig, aber die Drehachse orthogonal schneidend 
gewählt werden. Die zweite (erste) U mwendungs
achse ist dann durch Drehsinn und Drehwinkel ein
deutig bestimmt. 
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Drehungen 

Die Zusammensetzung zweier Drehungen mit schneidenden Achsen ist äquivalent einer Dre
hung um eine Achse, die durch deren Schnittpunkt geht. 

1. Drehung: 8i,ö1 

zerlegt in Uu,LI 12 

LI12.l8 1, LI12.l8 1 

2. Drehung: a2 ,ö2 

zerlegt in LI 2i,LI22 

LI21 = LI12.l8 2' LI22.l8 2 

p Uu pi U12 P------+ pl ---P 
'----_,---__., U21 U22 

81 

Wegen LI 12 = u 21 gilt P1 = P1, daher ist 

p P P U22 p-
i= 1---+) 

Die Zusammensetzung der beiden Drehungen um a1 
und a ist äquivalent der Zusammensetzung der Um
wendingen um die Achsen ui, u2l 

\ 
\Cl,1 

\ 
\ 

Jede Gleichsinnig kongruente Abbildung des Raumes, welche einen Punkt festläßt, ist äquiva
lent einer Drehung. 

z=z, 

p 
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Drehungen 

1. Drehung: a1 = z, Drehwinkel <p = xk 

Dreibein (x,y,z) ➔ Dreibein (xi,yi,z1) 

2. Drehung: a2 = k, Drehwinkel S = L zz. 

Dreibein ( x1 , y i, Z1) ➔ Dreibein ( x2 , y 2 , Z2 ) 

3. Drehung: a 3 = Z2 = z, Drehwinkel \!f = L kx 

Dreibein ( x2 , y 2 , z2 ) ➔ Dreibein ( x, y, z) 

Die Zusammensetzung dieser EULERschen Drehungen ergibt eine einzige Drehung. 
Die Winkel <p, s, \!f heißen EULERsche Winkel 

Die Drehungen um einen festen Punkt O bilden eine (nichtkommutative) Gruppe mit den Um
wendungen als erzeugenden Elementen. 

Rechnerische Behandlungen der Drehungen um einen fe
sten Punkt 

Sei e ein Einheitsvektor. Dann gilt 

iel 2 = 1, e=e-1 -e, eoe=-1, e 0 e=1 

Wir betrachten die Drehstreckung, welche e in den 
beliebigen Vektor x überführt. Ihr entspricht die Quaternion 

A=xoe-1 =-Xoe (*) 0 

Ist u die von e aufgespannte Gerade und x der zu x bezüglich u symmetrische Vektor, so 

entspricht der Drehstreckung, die e nach x überführt, die zu A konjugierte Quaternion 

Ä = x o e-1 = -x o e (**) 
Anderseits folgt aus ( *) 

Vergleich mit(**) ergibt 

also 
){ 0 e = e O X ioe 
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Rechnerische Behandlung der Drehungen 

Jeder Umwendung um eine durch O gehende Achse u lassen sich zwei Einheitsvektoren± e 
zuordnen. Durch jeden dieser Einheitsvektoren ist die Umwendung durch 

X=8oXoe 
eindeutig bestimmt 

Vektordarstellung der Umwendung 

x = e O x O e= -[-(ex) +ex x] o e = (ex)e+{e,x,e)-(e x x) xe = 
= (ex)e-lel 2 x+(ex)e 
daher 

lx = 2(ex)e-xl 

Zusammensetzung zweier Umwendungen 

X 1 = 8 1 o X o e1 

X=820X1oe'2 

Daher 

X= 8 2 o(e 1 o Xo e1) o e2 = (e 2 oe 1) o X o(e1 o e2 ) = (e 2 o ei) o X o(e2 o e1)~ 
Setzen wir 

So gilt 

lx = D O X O i5 Drehung! 

Dann ist tfl,,1 

und dem Drehwinkel Ö:= 2<P 
können wir setzen 

Die Einheitsquaternion D heißt Drehquaternion. Sie legt die Drehung durch den halben 
Drehwinkel ö/2 und die Drehachse e durch O fest. Die Drehung erfolgt, von der Spitze von e 
aus gesehen, im positiven Sinn. 
Man nennt 
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Rechnerische Behandlung der Drehungen 

den Drehvektor. Mit dieser Bezeichnung gilt 

Jeder durch Drehachse e, Drehwinkel ö und Drehsinn gegebenen Drehung um eine Achse 
durch O lassen sich zwei Einheitsquaternionen ± D zuordnen. Jeder Einheitsquaternion ent
spricht umgekehrt in eindeutiger Weise eine Drehung um eine Achse durch 0. 

Zerlegung einer Drehung in zwei Umwendungen 

Gegeben sei die Einheitsquaternion D = cos (8/2) + e sin (8/2). 

1. e 1 werde 1-e vorgegeben ( ee 1 = o) 
Dann ist 

J ( Ö ö) e2oel -D ⇒ -Doe1- =Doe1= cos2+esin2 oe1= 

ö . ö ( ) =e 1 cos
2

+sm
2 

-ee 1 +exe1 , daher 

ö ö 
e2 =Doe1 =e 1 cos-+exe 1 sin-

2 2 

2. e2 werde 1-e vorgegeben (ee 2 = 0) 

e2 ° e 1 = -0 ⇒ e 1 = -e 2 -i o D = e 2 o D e 2 o ( cos % + e sin %) = 

ö . ö ö . ö = e cos - + e x e sm - ⇒ e = e cos - e x e sm-2 2 2 2 l 2 2 2 2 

Ist ö = n:, so liegt eine Umwendung vor und die Drehquaternion reduziert ~lch auf 

jo = e Umwendungl 

Vektordarstellung der Drehungen um 0 

~ ( ö ö) ~ ( ö ( ö ö) ( ö X=DoxoD= cos-+esin- oXoD= Xcos - ex)sin-+exxsin- 0 co,-.-
2 2 2 2 2 2 

2Ö Ö Ö Ö Ö Ö Ö Ö Ö = xcos - (ex) co,-.-.sin-+ (ex x) cos-.sin- + (ex)cos-.sin- -(x x e) cos .sin-+ 
'2 V 2 2 ( 2 2 V 2 2 v2 2 

+( ex)e 5·in2 ~ + 0- xlel 2 sin2 ~ + e( ex) sin2 ö 
~ 2 2 2 
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Rechnerische Behandlung der Drehungen 

Also 

- _ _( 2 Ö • 2 ö) ( ) Ö • Ö ( ) • 2 Ö x = 'cos 2-sm 2 +2 exx cos2sm 2+2 ex esm 2 
Nun gilt 

• 2 ö 2 ö . 2 ö . ö ö . 
2 sm 

2 
= 1 - cos ö, cos - - sm - = cos ö 2 sm - cos - = sm ö 

2 2 ' 2 2 
daher 

x = xcosö +(ex x) sinö+ e(ex)(l- cosö) 

Koordinatendarstellung der Drehungen um eine Achse durch 0 

Man kann jede beliebige Quaternion A zu einer Einheitsquaternion normieren. Dann gilt 

D= ~' A= ✓A 0 Ä = ✓a2 
+lal

2 

Dann gilt 

Diese Formel soll in Koordinatenschreibweise dargestellt werden: 

A 2x = A o x O Ä = ( a0 + a) 0 x O Ä = ( a0x - ax + a x x) 0 ( a0 - a) = 

= a/x-(ax)a0 +(a x x)a0 + a0 (ax)- a0 (x x a) +(ax)a +O- xlal 2 + a(ax) 

A 2x = ( a/ -ial 2 )x + 2a 0(a x x) + 2(ax)a 

In Koordinatenschreibweise ergibt sich damit 

Koordinatenweise folgt daraus 
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Rechnerische Behandlung der Drehungen 

x1 = ;,., [( a/ + a/ - a/ - a/ )x1 + 2( 8182 - 80a3)x2 + 2( 8082 + 8183 )x3 ] 

x2 = ) 2 [2(8083 +81az)x1 +(8/ a/ +8/-a/)x2 +2(82a3 -a0 a1)x3 ] 

x3 = ) 2 l2(8183 -a082)x1 +2(a0a1 +8283 )x2 +(80 
2 8/ -82 

2 + a3 
2)x3 J 

A2-a2+82+82+a2 - 0 1 2 3 

Dies ist die Darstellung der Drehungen um O mit Hilfe der homogenen Drehparameter 
a0 :a 1 :a2:a3 von EULER (1776). 
Normiert man die Quaternion, in}lem man 1.r= ai/A setzt, so liegen die inhomogenen 
(normierten) Drehparameter von EULER vor.: 

11,/ +11,/ +11,/ +11,/ = 1 

Die der Quaternion A entsprechende Drehung ist durch 

und 

festgelegt. 

Zusammensetzung von Drehungen 

~ Öl • Öl x = D I o x o D1 D1 = cos- + e sm-
2 1 2 

~ ö2 . ö2 x = D 2 o x o D 2 D 2 = cos - + e 2 sm -
2 2 

ö 
cos-

2 

;=D 2 o(D 1 °X 0 0i)o0 2 =(D 2 oDi)oxo(D 2 o0 1)~ 

Setzen wir 
D:= D2 o D1 

so ist diese Quaternion nach dem Normensatz wieder eine Einheitsquaternion und 

X=DoxoD 
stellt die zur Abfolge der gegebenen Drehungen äquivalente Drehung dar. Es gilt 

r Ö2 ö? 1 r öl sl 1 
D=D oO =lcos-+e sin-~Jolcos-+e sin-J= 

2 1 2 2 2 2 1 2 

ö1 ö2 Ö1 • Ö2 • Ö1 Ö2 ( ) • Ö1 • Ö2 ( ) • ö1 • ö2 =cos-cos-+e cos-sm-+e sm-cos-- e e sm-sm-+ e xe sm-sm-= 
2 2 2 2 2 1 2 2 1 2 2 2 2 1 2' 2 

1 ö1 ö2 ( ) • ö1 • ö2 l 1 . ö1 ö2 ö1 • ö2 (. ) • öI • ö2 l =lcos-cos-- e e sm-sm-J+le sm-cos-+e cos-sm-+ e xe sm-sm-J= 
2 2 12 2 2 1 2 2 2 2 2 2 1 2 2 

ö . ö 
= cos 2+ esm 

2 

Daher gilt für die Drehquaternion 
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Rechnerische Behandlung der Drehungen 

ö . ö 
D = cos-+esm-

2 2 

Ö Öl Ö2 ( ) • Öl • Ö2 cos-=cos-cos-- e e sm-sm-
2 2 2 12 2 2 

• Ö • Öl Ö2 Öl • Ö2 ( ) • Öl • Ö2 esm-=e sm-cos-+e cos-sm-+ e xe sm-sm-
2 I 2 2 2 2 2 2 l 2 2 

Zusammensetzung der EULERschen Drehungen 

Wir haben das Bezug~syste~(x,y,z~ ü~e~ die Zwischenlagen ~x11y 4 ,z1 ), (xZJyitzi)_in die End
lage (x',y',z') übergeführt. Die Schmtthme der (x,y)-Ebene mit der (x',y')- Ebene heißt Knoten
linie k. Ein mit dem bewegten System starr verbundener Punkt wird in der Anfangslage durch 
den Orstvektor x, in der Endlage durch den Ortsvektor x' festgelegt, die bezüglich des Aus
gangssystem (x,y,z) die Koordinaten 

ttzw J ;i haben 

1. Drehung um die 2 1 - Achse 

D 
<p .(f) 

1 = cos-+e 3 sm-
2 2 

e3 •• ti . ld 

lzJ lz' J 

z=z, 
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Rechnerische Behandlung der Drehungen 

2. Drehung um die Knotenlinie k 

Icos<p1 s o • s O • 0 2 = cos-+k sm-, k = sm<p 
2 2 l o J 

3. Drehung um die z2 = z ' - Achse 

D 
\j/, .\j/ 

=cos-+0 sm-
3 2 3 2 

Der gewünschte Vektor e~ geht aus es durch Drehung um die Knotenlinie k durch den Winkel 
~ hervor. Wir können daher D 2 auf 01 anwenden: 

0 3 = 0 2 o 0 3 o 02 

Einfacher ist es aber, die Quaternion 
A = cosS + k0 sinS 

zu verwenden. Dann gilt: 

0; =A 0 0 3 =(cosS+k 0 sinS) 0 0 3 =83 cosS-(0 3k
0 )sinS+(k 0 

x0 3 )sinS 
r o l r cos <p l r o l r sin <p l 

83.Jok k0 X83,Jsin<p ~x~O~=~-COS<p ~ 
ld l o J ld l o J 

e; ... cosstLsins.L:::LL:::::1 
l1 J l O J l cosS J 
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Rechnerische Behandlung der Drehungen 

1 r \j/ s \j/ s \II s n 
1 1 sin - cos - sin S sin <p + cos - sin - cos <p - sin - sin - cos S sin <p 1 1 
1 i-2 2 - 2 2 _2 2 - l1 
1 \j/ s .\11 s.(\ \j/.s .. \j/.s (\ 1

0 =1 cos-cos-+ -sm-cos-sm..::,,cos<p+cos-sm-sm<p+sm-sm-cos..::,,cos<p lo 1 = 
1 2 2 1 2 2 - 2 2 2 2 -1 1 

l 1 \II s \j/ s lj l sin 
2 

cos 2 cos S + sin 
2 

sin 2 sin S j 
1 r \j/ s \j/ s ll 
\ 1 sin

2
sin<psin

2
+cos

2
sin

2
cos<p 1 

1 
,v S 1 .,11 .S ,v.S. I 

= cos-cos-+i-sm-cos<psm-+cos-sm-sm<p~ 0 D = 

1 \j/ s 1 
1 2 2 l 2 2 2 2 JI 

1 

l sin 2 cos 2 j 

r j' sin ~ eo{ <p- ;)[lr 
O 

l 
1 \j/ s . s . ( ,11) 1 1 <p • <p r 1 

1 
=1 cos-cos-+ sm-sm <p-- 1°1 cos-+sm-~ 0~ 1= 

1 2 2 1 2 2 1 1 L 2 2 liJ J 
1 1 s . w 11 
L lcos2sm2 j j 

j sin ~ co{<P - ; ) l 
= cos; cos ! cos ~ +C<JS ~ j,in: si{q,- ;Jjl+cos; cos ! sin ~ m-

1 s \jl 
lcos 2 sin 2 

r sin ~ sin( <p - ; ) l 
- sin 'II cos !, sin q, + sin q, L sin !, cos(<p - \Jf) l = 

2 2 2 21 2 21 

l O J 

cm, 2 sm 2 eo\ <p- 2 + sm 2 sm 2 ,nn <p - 2 
j
r <p • S ( 'V) . <p • S . ( \j/)1 

S <p + \II <p • S . ( \j/) . <p . S ( \j/) = cos
2

cos-
2
-+ I cos 2sm

2
sm <p- 2 -sm2sm

2
cos <p- 2 I 

Daher ist 

1 <p S.\j/ <p S.<p j 
l
cos-cos- sm - + cos-cos-sm-

2 2 2 2 2 2 
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Rechnerische Behandlung der Drehungen 

r. s (p-\(/1 
1 sm2cos-

2
-1 

s <P+\V ~ . s . (p-\V ~ 
D ... cos2cos-2-+ lsm 2sm-2-: 

cos ~ sin <P ~ \jf 

Aus x' = D o x O D folgt weiter 

1 r s cp-\Vll 

!x,

1
1 ~I cos2cos-2 1~ 1 rx

1 s (p+\V s q>-\j/ 1 ~ 
y' = cos-cos--+ sin-sin-- o y o D = 

lJ 2 2 1 2 2 11lJ 
Z' l l cos ! sin ~ ; '1' Jj z 

1 !x1 l 
1 s <P+\V ( . s <P-\V • s . <P-\V s . cp+w) 1 

1 cos2cos-
2
-l~J- xsm 2cos-2-+ysm2sm-

2
-+zcos2sm-

2
- + j 

\ r . s . <P-\V s . cp+\(/l j ~ 
_ jzsm-sm---ycos-sm--l D--1 2 2 2 2 1° -

1 s (p+\jf s cp-\(/ 1 

1 + xcos-sin---zsin-cos-- 1 

ll l . ; <P:\V • ; . <P~\Vj II ysm2cos-
2
--xsm2sm-

2
- J 

1 ( . s <P-\V . s . <P-\V s . cp+w) l 1- xsm-cos--+ysm-sm--+zcos-sm-- + 1 
1 2 2 2 2 2 2 1 

1 1 s <P+\11 s. <P+\V . s . cp-\11 l 1 

1 

j

xcos-cos---ycos-sm--+zsm-sm-- 11 
2 2 2 2 2 2 

=II s . <P+\v s <P+\11 • s <P \j/ 1110 
+ xcos-sm--+ycos-cos---zsm-cos-- ~ 

1 1 2 2 2 2 2 2 II 
1 l . s . q>-\jl • s <p-\(/ s <p+\j!J 1 l -xsm

2 
sm-

2
-+ysm2cos-

2
-+zcos2cos-

2
- J 

1 r s (p-\1,ll 
1 lsin-cos--11 

1 ~ 2 2 ~ 1 

1 
s (p+\V s . <P-\V 1 

o cos-cos--- cos-sm-- = 
1 2 2 1 2 2 1 1 

1 l s <P+\Vjj l cos2sin-
2

-
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Rechnerische Behandlung der Drehungen 

• 3, 3, <p- llf <p+ \lf • 3, 3, . <p-\11 <p+ \II 2 3, • <p+ \lf <p+ \II = -xsm-cos-cos--cos-- - y sm-cos-sm--cos-- - zcos -sm--cos--+ 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 

2 3- 2 <p+ ll' 2 8 . <p+ ll' <p+ ll' . 3- 8 . <p- llf <p+ ll' xcos -cos ---y cos-sm--cos--+zsm-cos-sm--cos--
2 2 2 2 2 2 2 2 2 
8 . <p+ ll' <p+ ll' 2 8 2 <p+ ll' . 8 8 <p- llf <p+ ll' + xcos2 -sm--cos--+ycos cos ---zsm-cos-cos--cos-- + 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 

. 8 3, . <p- \J/ <p+ \lf • 3, 3, <p- llf <p+ \II . 8 . <p+ \II 
-xsm-cos-sm--cos--+ y sm-cos-cos--cos-- + zcos 2 -cos2 --

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 

r . 2s 2<p-\jJ • 2s. <p-\jf <p-llf . s s <p-\jf. <p+llf l xsm -cos --+ysm -sm--cos--+zsm-cos-cos--s,n--
2 2 2 2 2 2 2 2 2 

. S <p-llf. <p-llf • 2 S . 2 <p-llf • S S . <p+llf. <p-llf 
Jxsm 2 -cos--sm--+ysm -sm --+zsm-cos-sm--s,n-- + 

l 2 2 2 2 2 2 2 2 2 j 
• s s <p-\jf. <p+\jJ . s s. <p-\jJ. <p+\jf s. <p+llf 

xsm-cos-cos--sm-- + y sm-cos-sm--sm--+ zcos 2 -sm 2 --
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 

. 8 3- <p-llf <p+llf • 8 8 . <p+llf <p-llf • 8 . <p-llf <p-\11 
+xsm-cos-cos--cos-- - y .<un-cos-sm--co.~--+ zsm 2 -sm--cos-- + 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 

• 3- 3- • <p+llf. <p-llf • 8 3- • <p-llf <p+llf • 23' <p-\lf. <p-llf +xsm-cos-sm--s,n-- + y sm-cos-sm--co.~-- - zsm -cos--sm-- -
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 

. s 3- • <p-\11. <p+\lf • 8 s <p-\lf. <p+\11 2~ <p+llf. <p+llf -xsm-cos-sm--s,n-- + y sm-cos-cos --sm-- + z cos -cos--s,n-- + 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 

11 . s • 2 <p - \jf • 2 s • <p - ll' <p - ll' s . s • <p - \j/ <p + ,,, 1 l1-xsm 2 -sm --+ysm -s,n--cos--+zcos-sm-sm--cos--
1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 

S . <p+llf S . <p+llf <p+\lf S . S <p-\j/ • <p+\jl ll-xcos 2 -sm2 ---ycos2 -sm--cos--+zcos-sm-cos--s,n--l 2 2 2 2 2 2 2 2 2 

J

1 s <p+llf. <p+,v 2s. 2 <p+,v s. s. <p-llf. cp+llf 

l
xcos2 -cos--sm---ycos -sm --+zcos-sm-sm--s,n--

2 2 2 2 2 2 2 2 2 
+ 

. S . <p-llf <p-\J, • 2 3 2 cp-,v S . S <p+llf <p-llf 
\ +xsm 2 

2 sm-
2
-cos-

2
- - y sm 2cos -

2
- - zcos 2 sm2cos-

2
-cos-

2
- I 

II[ S. S <p-\j/. <p+llf S. S <p+\jl (j) \II . 2S 2<p-llf 
11 xcos-sm-cos--s,n--+ y cos-sm-cos--cos-- - zsm -cos --

l 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2j 
S . S . <p-\j/ <p+\lf S . S . <p-llf . <p+\lf . 2 S . 2 <p-llf 

-xcos-sm-sm--cos--+ycos-sm-sm--sm---zsm -sm --
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 

Für den Skalarteil der Quaternion x' ergibt sich das selbstverständliche Resultat: x' = y' = z' = 0. 
Für den Vektorteil folgt: 
1.Koordinate 
Koeffizient von x: 

2s 2cp+llf . 2s 2cp ll' . 2s. 2cp-,11 2s. 2<p+llf cos -cos --+sm -cos ---sm -sm ---eo.~ -sm --= 
2 2 2 2 2 2 2 2 

= cos 2 S cos( <p + ll') + sin2 S cos( <p- llf) = 
2 2 

2s( . • ) • 2s( • • ) • • " = cos 2 COS(j)COS ll'- Slll<pSlll llf + Sill 2 coscpcos \lf + Slll<pSlll llf = cos cpcos ll'- .~mcpsm \lfCO.~.:,, 

Vektoralgebra II (Prof. W. STRÖHER) 20 



Rechnerische Behandlung der Drehungen 

Koeffizient von y: 
zS. <p+\J/ <p+\/f • zS. <p-\/f <p-\J/ . zS <p-\lf. <p-\1' 

-cos -sm--cos--+sm -sm--cos--+sm -cos--sm---
2 2 2 2 2 2 2 2 2 

S. <p+\j/ <p+\j/ 2 S ·( ) . 2 .S ·( ) cos 2 

2sm-
2
-cos-

2
- = -cos 

2 
Sill <p+ \jf + Sill 2 slll <p- \jl = 

s s 
= -cos2 -(sincpcos \jf+ sincpcos \jf) + sin 2 -(sincpcos \jf sincpcos \jf) = 

2 2 
= - sin <p cos \jf- sin <p cos \/f cos S 

Koeffizient von z: 
• ,9, ,9,. <p-\j/ <p+\j/ • ,9, ,9,. <p+\j/ <p-\j/ • ,9, ,9,. <p-\j/ <p+\11 

sm-cos-sm--cos-- + sm-cos-sm--cos--+ sm-cos-sm--cos-- + 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 

• ,9, ,9, <p-\lf. <p+\lf . . <p-\j/ <p+\lf . . <p+\j/ <p-\lf . . 
+ sm-cos-cos--s,n-- = sm,9, sm--cos-- + sm,9, sm--cos-- = = sm,9, smcp 

2 2 2 2 2 2 2 2 
2.Koordinate: 
Koeffizient von x: 

cos 2 S sin <p+ \I' cos <p+ \Jf + sin2 S sin <p- \II cos <p- \II+ cos 2 S sin <p+ \V cos <p+ \J' + 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 

s <p-\lf <p-\lf s ) s 
+sin2 -sin--cos-- = cos 2 -sin(cp+ \jl + sin2 -sin(cp- o/) = 

2 2 2 2 2 
s s 

= cos 2 

2 (sincpcos \lf+ coscpsin\jl) + sin2 

2(sincpcos o/-coscpsin\jl) = sincpcos \Jf+ coscpsin \lfCosS 

Koeffizient von y: 
zS z<p+\jf • zS. z<p-\jf zS. z<p+\j/ • zS z<p-\jf 

cos -cos --+sm -sm ---cos -sm ---slll -cos --= 
2 2 2 2 2 2 2 2 

zS ( ) • zS ( ) 2 S( • • ) = cos 2 cos <p + \/f - Sill 2 cos <p - \j/ = cos 2 cos <p cos \jf- Sill <p sm \jf -

s 
-sin 2 

2 (coscpcos \jt+ sin<psin \JJ) = -sincpsin \jf + coscpcos \j/CosS 

Koeffizient von z: 
. S S <p-\lf <p+\lf . S S . <p-\lf . <p+\j/ • S S . <p-\lf . <p+lJ/ 

-sm-cos-cos--cos--+ sm-cos-sm--s,n--+ sm-cos-sm--s,n-- -
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 

. S S <p-\lf <p+\jl . <p-\lf <p+\lf . . <p-\lf . <p+\jl 
- sm-cos-cos--cos-- = -smS cos--co.~ --+ smS sm--sm-- = 

2 2 2 2 2 2 2 2 
= -sinScos<p 

3.Koordinate: 
Koeffizient von x: 

. s s . cp-\lf cp+,v . s s . cp+\I' cp \J/ • s s cp-,v . cp+,v 
- sm2cos2sm-

2
-cos-

2
-+ .wn2cos2 sm-

2
-cos-

2
- + sm2 cos2cos-

2
-sm-

2
- -

. s s . cp-\lf cp+,v . s s . cp-,v cp+\Jf • cp-,v . cp+,v 
-sm-cos-sm--cos-- = -sm-cos-s1n--cos-- + smS cos--sm-- = 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 
= sinSsino/ 
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Koeffizient von y: 
• s s cp-\j/ cp+\v • s s . cp-\j/ • cp+\v • s s cp-\j/ cp+\jf 

sm-cos-cos--cos-- + sm-cos-sm--sm--+ sm-cos-cos--cos-- + 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 

• s s . <p-\j/ . <p+\j/ • <p-\j/ <p+\j/ . • <p-\j/ • <p+\j/ 
+ sm-cos-sm--s,n-- = .fmS cos--cos-- + smS sm--s,n-- = 

2 2 2 2 2 2 2 2 
= sinScoscp 

Koeffizient von z 
2S 2<i>+\Jf 2S. 2<i>+\V . 2S 2<i> \j/ • 2S. z<p-\Jf cos -cos --+cos -sm ---sm -cos ---sm -sm --= 

2 2 2 2 2 2 2 2 

2 s . 2 s = cos - - sm - = cosS 2 2 --

Für die Zusammensetzung der EULERschen Drehungen ergibt sich daher: 

x' = (cos<pcos ljl- sin<psin \jlcosS)x-(cos<psin \jl+ sin<pcos \jfcosS)y + (sin<psinS)z 

y' = ( sin <p cos \Jf + cos <p sin \Jf cos S) x - ( sin cp.SWI \jf - cos <p cos \jf cos S) y - ( cos <p sin S) z 

z' = (sin\jfsinS)x +(cos\jfsinS)y +(cosS)z 

Aus dieser Darstellung folgt,daß sich die Koordinaten einer Drehung um O in folgender Weise 
transformieren: 

X'= C11 X+C12 y+C1.3Z 

Y' = C21X + C22Y + C23Z 

Z' = C31X+ C32Y + C33Z 

(d) 

Wie sind die ciJ zu wählen, daß durch dieses System eine gleichsinnige Kongruenz dargestellt 
wird? Dann gelten folgende Forderungen: 

1: Die Kongruenz muß die Länge und Winkel der transformierten Vektoren erhalten: lxl = lx'J; 
L (xy) = L (x'y') 

2. Die Gleichsinnigkeit folgt aus der Forderung, daß das Volumen des von drei Vektoren aufge
spannten Parallelepipeds der Größe und dem Vorzeichen nach erhalten bleibt: (x,y,z) = (x',y',z') 

Anwendung dieser Forderung auf die Basivektoren: 
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Rechnerische Behandlung der Drehungen 

1 1
2 1 12 2 2 2 . ei = e1 = cli + c 2i + c3i = 1, 1 = 1,2,3 

(*) 
eiej = e[ej = CliClj + C2iC2j + C3iCJj = Ü, i :t= j, 1, J = 1 2 3 

Cu 
2. Forderung: (ei,e2,e3) = (e1,e2,e1) = c 21 c 22 

C31 C32 C33 

Die 2.Forderung folgt nicht aus(*), denn daraus würde bloß folgen 

le1l
2 

e1e2 e1e3 1 0 0 

(e1,e2,e1)2 =(ei,e2,e3)
2 

= e2e1 le2l
2 

e2e3 = 0 1 0 = 1 

e3e1 e3e2 le3\2 0 0 1 

Da umgekehrt die EULERsche Darstellung diesen Bedingungen genügt, sind Die Forderungen 1. 
und 2. notwendig und hinreichend für eine Drehung um 0 
Vergleicht man die Darstellung(~) mit der Darstellung durch inhomogene EULERsche Parameter 

x'=(A! +A~ -Af -Ai )x+2(A1A2-A0A3)y+2(A0A2 +A1A3)z 
Y'=2(A0 A3+A1A2)x+(A! -A~ +AJ -Ai )y+2(A2A3-A0 A1)z 
Z'=2(A1A3-A0 A2)x+2(A0A1 +A2A3)y+(A! -A~ 

A.! + i..; + A.J + A.) ~ l, A0 ~ cos~, d . .t: 1 
l A3 j 

so findet man 

Cu = ( A! + A~ - Af - Ai 

-A2 +A2 )z 2 3 

C21 = 2(AoA3 +A1A2), C22 = (A! - A~ + AJ - Ai ), C23 = 2(A2A3 - A0A1) 

C31 = 2 (A1A3 -AoA2), c 12 = 2( A0A1 + A2A3), C33 = ( A! - A~ - AJ + Ai ) 

Daraus ergibt sich 

4A~ = C11 +C22 +C33 + 1, 

4A~ Cl 1 - C22 - C33 + l, 

wobei die Vorzeichen so zu wählen sind, daß gilt 

C21 - C12 = 4A0 A3, C21 + C12 = 4A1A2 
c32 - c 23 = 4A0Ai, C32 + C23 = 4A2A3 
C13 - C31 = 4AoA2' C13 + C31 = 4A1 A3 
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Rechnerische Behandlung der Drehungen 

Durch diese Beziehungen sind die Ai bis auf den gemeinsamen Faktor ±1 bestimmt. 

Berechnung der EULERschen Winkel 

Gegeben sei das Gleichungssystem (Li). 

Für die 1.EULERsche Drehung gilt dann 

A ko -1 ko • 
1 = o e 1 = - o e 1 = cos cp + e 3 sm cp 

Daher 

Für die 2.EULERsche Drehung gilt 

A , -1 , n k0 • n 
2 = 8 3 ° 8 3 = -e3 o 8 3 = COSo + Slno 

Für die 3 .EULERsche Drehung gilt 

Nun gilt 
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Daher läßt sich obiger Ausdruck folgender maßen umformen 

Koaxiale Quaternionen 

Wir betrachten jetzt nur Quaternionen mit linear abhängigen Achsen. O.B.d.A. können wir vor
aussetzen, daß alle Achsen vom Vektor 8 3 einer orthonormierten Basis abhängig sind. Dann 
gilt 

Das Produkt koaxialer Quaternionen ist kommutativ. Es gilt also 

Es ergibt sich also wieder eine mit den gegebenen Quaternionen koaxiale Quaternion. Jede 
Quaternion erzeugt in der zu ihrer Achse normalen Ebene eine Drehstreckung, speziell eine 
Drehung. Zerlegen wir die Quaternion A in den Streckungsanteil A und den Drehungsanteil, so 
bewirkt die Quaternion 

A = A( cosa + 8 3 sina) 

in der 81-8rEbene. eine Drehstreckung. Setzen wir 

x = X8 1 +y82 

x' = X'8 1 + Y'8 2 

so folgt 1l1 

x' = A O x ⇒ X'81 + Y'82 = A(cosa+ 8 3 sina) 0 (x8 1 + Y8 2) 1°8 1 

Multipliziert man diese Beziehung von rechts mit 8 1, so ergibt sich 

X'81 081 +Y'8a°81 =A(cosa+83sina) 0(x81 °81+Y82081) 

das ergibt 
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Koaxiale Quaternionen 

-x' -y'e3 = A{ cosa + e 3 sina) 0 {-x- ye3 ) 

also 

x' + y'e 3 = A(cosa + e 3 sina) 0 {x + ye3 ) 

Diese Formel ist insoferne bemerkenswert, als in ihr nur 83 vorkommt, wobei nur mehr auf die 
Rechenregel 

zu achten ist. Nun gilt aber 

Identifizieren wir daher 

so kann man schreiben 

i.i=-1 

lx' + i Y' = A(cosa + i.sina)(x+ iy)I 
Das ist aber die komplexe Schreibweise für eine Dreh
streckung in der GAUSSschen Zahlenebene. Speziell gilt 
für die Drehung 

X'+ iy' = (cosa + i.sina)(x + i y) 
Trennung von Real- und Imaginärteil liefert die bekannte 
Drehungsformel der Ebene um 0: 

X'= xcosa- y sina 

y' = xsina + y cosa 
Man kann die Quaternionen als Verallgemeinerungen der 
komplexen Zahlen betrachten. Die Elemente 

Ä = 8080 + 8181 + 82 82 + 8383 81 E m, eo:= 1 

-1(' 

sind also höhere komplexe Zahlen (hyperkomplexe Zahlen, R-Algebra) mit den Einheiten 
eo,e1,e2,e3. 
Die Teilmenge mit a2 = a3 = 0 ist isomorph zur Menge der komplexen Zahlen. Die Elemente 
eo= 1, e = i, -eo, -e bilden eine viergliedrige zyklische Gruppe. Die Verknüpjungtafel für 
die Einheite eo, e -eo, -e1 lautet 

0 eo e1 -eo -e1 
eo eo e1 -eo -e1 
e1 e1 -eo -e1 eo 
-eo -eo -e1 eo e1 
-el -e1 eo e1 -eo 

Wegen e: = e 1, ef = -e 0 , ef = -ei, e1 = e 0 ist die Gruppe zyklisch. 
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Der Ring dualer Zahlen 

Wir betrachten die Menge mxm. Dann gilt für zwei Elemente 

(a,a),(b,b) E mxm: 

(a,a) = (b,b) <=> a = bA a = b 
In mxm führen wir folgende Verknüpfungen ein: 

1. Addition 

( a,a) + ( b,b):= ( a + b, ~ + 6) (b,b) + ( a,ä) 

( 0,0) ... Nullelement, Neutrales Element der Addition 

~a,a):= (-a,-a) ... zu (a,a) entgegengesetztes Element 
Die Addition erfüllt demnach die Axiome einer kommutativen Gruppe. Jedes Element läßt sich 
in folgender Weise als Summe zweier spezieller Elemente darstellen: 

(a,ä) = (a,o) +(o,ä) 

2. Multiplikation 

( a, a).( b,b):= ( ab, ab+ ab) = ( b,b).( a,ä) 

( 1,0) ... Einselement, neutrales Element der Multiplikation 

(1,0).(a,a) = (a,ä) 
Das so definierte Produkt ist kommutativ; es ist auch assoziativ: 

[(a,ä).(b,6)].( c,c) = ( ab,ab+ ab).( c,c) = ((ab)c,(ab)c+( ab+ ab)c) 

( a, a).[( b, 6).( c,c)] = ( a, a).(bc,bc + bc) = ( a(bc), a(bc + bc) + a(bc)) 
Das Produkt ist auch bezüglich der Addition distributiv 

[( a,ä) + (b,6)].( c,c) = ( a + b,ä + 6).( c,c) = ( (a + b)c,(a + b)c + ( ä + ß)c) = ( ac + bc,(ac+ äc) + (bc+ bc)) = 

= ( ac,ac + äc) + ( bc,bc + bc) = ( a,a).( c,c) + ( b,b).( c,c) 

Die Menge mxm, versehen mit diesen beiden Verknüpfungen, bezeichnen wir mit D und nen
nen sie die Menge der dualen Zahlen 
Die Menge der dualen Zahlen bildent einen kommutativen Ring mit Einselement. 

Spezielle Ringelemente 

(a,o) +(b,O) = (a+b,O) 
(a,o).(b,o) = (ab,o) 
Die Menge der speziellen dualen Zahlen der Gestalt (a,O) ist isomorph zum. Wir werden da
her identifizieren: 

Ferner gilt 
(a,o) = a 

(a,o).(b,b) = (ab,ab) = a{b,b) 
Für das Produkt einer reellen Zahl 11. mit einer dualen Zahl gilt demnach 
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Duale Zahlen 

A{ a, ä) ( 1-a, 1-ä) 
Wir können daher jede spezielle duale Zahl der Form (a,0) in der Gestalt (a,0) = a(1,0) 
schreiben und identifizieren 

Analog gilt 
( o,ä) = ä( 0,1) 

Wir setzen 

e:= ( 0,1) .. . duale Einheit 
Für die duale Einheit e gilt 

1( 1,0) = 1... reelle Einheit! 

~
2 = (0,1).(0,1) = (o,o) = ol 

Jedes Element von lD kann daher dargestellt werden in der Gestalt 

(a,a)=§=(a,o)+(o,a)=a+äe, &
2 =0 

Mit dieser Schreibweise gilt 

a. .. Realteil 

a ... Dualteil 

§+Q = (a+ äe) +{b+be) = (a+b) +{a+b)e 

§.Q = (a + äe).(b+ be) = ab+( ab+ äb)e 

Elemente der Bauart ~ = ae heißen rein dual. Für sie gilt 

§.Q = (äe)(6e) = äbe 2 = O 

Der Ring lD enthält also Nullteiler. Die Menge J E P, d.~r Nullteiler wird also von den rein 

dualen Zahlen gebildet. lD ist demnach !ullV' 'Jwf~aher ist lD auch kein Körper. In 

einem Körper muß die Gleichung~-~= Q für jedes~ :f::. 0 lösbar sein. Bei uns hingegen gilt 
(a+äe).(x+xe) = b+bE ⇒ ax+e(ax+äx) = b+bE ⇒ ax= bJ\ ax+äx= 6 

b 
x = - existiert also stets, wenn a :f::. 0 ist. In diesem Falle gilt 

a 

A A A ba A A b ab ab - ab 
~+~=~+-=b⇒ x=---=---

a a a2 a2 

Daher 

A b ab-ab 
X+&X=-+e---

a a2 

Dieses Resultat kann man auch formal durch folgende Rechnung erhalten 

( 
A) ( A) ( A) A b+eb (b+eb).(a-eä) ab+e(ab-äb) 

a+ea.x+ex=b+eb ⇒ x+ex= A=( A)( A)= 2 = 
a+ea a+ea.a-ea a 

b ab-ab 
=-+e--

a a2 

Speziell gibt es zu jedem a+aa mit a :f::. 0 eine reziproke duale Zahl 
1 a-eä 1 a 

A - =--e-
a+ea a2 a a 
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Duale Zahlen 

Die Menge JD\I bildet die Einheitengruppe von JD. Sie umfaßt jene Elemente, zu denen es re

ziproke Elemente gibt (die sogenannten Einheiten von D). 
Wir nennen 

,~&:= a-Eaj 
die E-Konjugierte von~- (E-Konjugium). Es gilt 

Algebraische Anmerkung 

(~) 
- & 

a 
-~ 

b 
-& 

Die Menge l[ E lD der reindualen Zahlen hat folgende Eigenschaften. Sie ist 
Ideal von D ~ f 9-, .\:. e I" ~ ~ -1 1:: J!) A (, a.. t I, !: ,; "J!J ~ a... !.::: ,,;. II.. 

ü.:/4,q_,-t12.,,,.-~ßi ":!h "'✓ ~ maximales Ideal von JD <§;:> 1~ Pile 1,u....,( rc,._,...., _ 
~ ,,. tJ. • ,:;,,, ,- h1Jf:;?:; c,___J;,,i,, tcC<..1- 1\ .q__fJ!._ kf-7/),'IA f Z 

o.. 0;,r ~ ~ J[ f~ ~ d/4,, ·lß!_, H~u~t1deal von lD ~ v-r'lo,,,/v. ✓ 1 • 

'Jr1f½· 1L Pnm1deal von lD 'lf-

Die dualen Zahlen wurden von William Kingdon CLIFFORD (1845-1879) 1873 eingeführt. 
·J . r-r 7. <t'r. r 

~ ~VVr-1~"4 ~ ]/r lll' ~ n,/V'.,,C'f}t,-1,/v-,1~-;J~ft 
~ t 
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Synektische Funktionen 

Wir übertragen den Begriff der durch Potenzreihen 

n=0 
darstellbaren Funktionen ins Duale: 

00 

/(:!) = L§n~n (**) 
n=0 

Dabei ist 
A A 

~ = X + E X, §n = an + E an 
Anwendung des binomischen Lehrsatzes ergibt 

~n = (X+ EXr = xn + nxn-l XE 
Daher gilt 

00 00 

ff~)= L(an +Ean)(xn +nxn-1xs) = L[anxn +E(nanxxn-1 +anxn)] 
_ n=O n=O 

Daher gilt 

Wir nennen(**) konvergent, wenn in(***) alle reellen Potenzreihen konvergieren. Dann gel
ten die Differentiationsregeln 

00 00 

f(x) = Lanxn ⇒ f'(x) = Lnanxn-I 
n=0 n=0 

Setzen wir noch 
00 

<p(x):= L8nXn 
n=O 

so gilt 

/(~) = /(x) +E[X/'(x) +<p(x)] 

x = x +EX, /(x), <p(x) ... reelle Funktionen 

Die so definierten Funktionen heißen synektische Funktionen. Sie wurden von Eduard STUDY 
( 1862-1939) eingeführt. 

Erweiterung einer reellen Funktion ins Duale 

Es sollen in gegebenen reellen Funktionen duale Argumente zugelassen werden. In diesem 
Falle haben wir in(**) 8n = 0 zu setzen, was <p(X) = 0 zur Folge hat. Für die reelle Funktion 
/(x) ergibt daher die Erweiterung ins Duale 

lt(~)= /(x) +E x/'(x), ~=X +E xi 
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Beispiele: 

SynektischeFunktionen 

r:; = .Jx + E _!_ 
-V~ 2.Jx 
sin ~ = sin x +Ex cos x 

cos X= COSX-EX.sinx 

Die im Reellen gültigen Formeln der Trigonometrie gelten auch für duale Argumente. Im Reel
len gilt z.B.: 

sin( x + y) = sin X. cos y + cos x. sin y 
Die Übertragung ins Duale ergibt: 

sin( 2S + y_) = sin[ ( x + y) + E ( X + y)] = sin( x + y) + E ( X + y) cos( X+ y) = sin x cos y + cos x sin y + 

+E (x + y)(cosxcosy- sin xsin y) = sin xcos y +cosxsin y + 

+ E [ XCOS XCOS y- Xsin Xsin y + 'f COS XCOS y - y sin Xsin y] = 
=(sinX+E X.cosx)cosy+(cosX-E Xsinx)siny+E y(cosXcosy sinXsiny)-

-E2 x.y(sinXcosy+cosXsiny) = 

= sin ~COS y +cos 2S.Siny +E 'f[(cos X-E Xsinx) COS y-(sinX +E XCOS x) sin y] = 

= sin 2S· cos y + cos ~. sin y + E y cos ~. cos y - E y sin ~. sin y = sin 2S· [ cos y E y sin y] + 

+cos 2S·[ sin y + E y cos y] = sin 2Scos 'f_ + cos 2Ssin 'f_ 

Es gilt also 

lsin( 2S + y_) = sin ~ cos 'f_ + cos ~ sin 'f_ 1 

Analoges gilt für die anderen Formeln. Speziell git..t 

lsin 2 
2S + cos 2 x = 11 

Exkurs in die Funktionentheorie 

Wir betrachten Ringe R, deren Elemente folgende Bauart aufweisen 
Z = A.+17µ A.,µ E 9\ 

1.Fall 

112 = - 1.. .17 = i 
R = A+ i µ, Rist der Körper der komplexen Zahlen 

2.Fall 
112 = +1 

z = A, + jµ 

(17 c/:. ±1) 

j2 =+l 

ll = j 

R ist ein kommutativer Ring mit Einselement und Nullteilern. R kann daher kein Körper sein. 
Es gilt 

( 1 + j)( 1- j) = 1- j2 = 0 ⇒ 1 ± j ... Nullteiler 

Wir suchen die Einheiten (invertierbare Elemente) von R: 
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SynektischeFunktionen 

1 A,- jµ A,- jµ 

A+ jµ = (,_,+ jµ)(,_,- jµ) = A-2 - µ 2 

z = A+ jµ ist also eine Einheit, wenn A *±µist 

3.Fall 

112 = 0 (11 * o) 11 = E ... Rist der Ring der dualen Zahlen 

Wie bereits gezeigt, ist z = )_, + Eµ eine Einheit, wenn A * 0 ist 

Deutung der Elemente z ER in der reellen Zahlenebene 

z = x+11Y, x,y E iR 

Es sei / E Abb(R,R) 

f: R ➔ R 

z~ /(z) 

Z= x+11Y, /(z) = u+11v 

U=u(x,y), v=v(x,y) 

Definition der Ableitung an der Stelle Zo 

/ •( )·-t· /(z)-/(20 ) z0 • - im 
Z➔Z0 Z- 2 0 

Der Wert/(2d) soll unabhängig von der Art des Grenzübergan
ges sein. Es soll also gleichgültig sein, auf welchem Wege z in 
der reellen Zahlenebene nach z0 rückt. 
Es genügt, z auf geraden Linien nach z0 rücken zu lassen, da man 
jede Kurve in Zo durch ihre Tangente approximieren kann. Es 
muß also/(Zo) unabhängig von der Größe des Winkels cp sein. 
Zo = Xo +11Yo 
Z= x+11Y 
X - X 0 = t cos cp, y - y O = t sin cp 

X = X0 + t cos cp, y = y O + t sin cp 

Z - Z0 = ( X - X0 ) + 11( Y - Y O) = t[ cos (f) + 11 sin cp] 
Daher 
gilt 

t(Z).,, 'U,tyir 
T 
1 

hr 
1 

/'( 
20

) = lim /(z) - J( 2 0 ) = lim [u(x, y) +11v(x, y)] -[u( x0 , y O) + v(x0 , Yo)] = 
Z➔Zo Z- Zo t➔O t( cos (f) + 11sin cp) 

. cos<p-11 simp u( X0 + tcos <p, Y O + tsin<p) + 11v( X0 + tcos<p, y O + t sin<p)-( U0 + 11v O) 
== lzm 2 2 2 .-------------------'-----'-----'- = 

t➔O cos <p-11 sin <p t 

_ cos<p-11sin<p • /u(x0 +tcos<p,y 0 +tsincp)-u0 v(x0 +tcos<p,y0 +tsin<p)-v0 ]-
- 2 2 • 2 .hm ----------'---+ 11----------- -

cos <p-11 sm <p t➔q_ t t 

co.~<p-risin<p [( . ) ( . )] = 2 2 • 2 • Uxcos<p+Uysm<p +11 VxCOS<p+VySln<p = 
cos <p-11 sm <p 
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SynektischeFunktionen 

= 1 .J ( ux cosqi + Uy sinqi} cosq> + 11[(v x cosqi + Vy sinqi} cosqi-( ux cosqi + uy sinqi) sinqiJ-t = 

cos
2 q>-11 2 

sinq> l-11 2 
[ v x cosq> + v Y sinqij sinq> J 

~ , 
1 

, . .Lo,'.(u, +~v,)+ sin'q, (-~u,-~'v,)+.,inq,cos~u, +~v, -u,)-~'v,] l 
cos qi-11 smq> l '----v-----' J 

I-cos2 qi 

Demnach soll folgender Ausdruck von (j) unabhängig sein 

l.Fall 
Tl = i Körper der komplexen Zahlen 

cos 2 
(j)- i 2 sin(j) = cos 2 

(j) + sin 2 
(j) = 1 

/'(z) = -( iuy - Vy) + cos
2 

(j)[ ux - Vy + i( Vx + Uy )] + sin(j)cos~uy + V x + i( Y y ux)]Bei Un-

abhängigkeit von (j) müssen die Koeffizienten der Winkelfunktionen verschwinden: 

Lix - V y + i( V x + Uy) = Ü ⇒ U x = V y /\ U y = -V x 1 
U y + V x + i( V y - U x) = Ü ⇒ U y = - V x /\ Lix = V y j 
Die Beziehungen 

Lix - V y = 0 

Uy + Vx = 0 

sind die Differentialgleichungen von CAUCHY-RIEMANN. Funktionen über dem komplexen 
Zahlkörper, für welchen diese Gleichungen gelten, heißen holomorph oder regulär. Für die 
Ableitung dieser Funktionen gilt 

... , /-'(_z_) _=_V_y ___ i _LI_y _=_U_x_+_i_V--.x 1 

2.Fall 
Tl = j, cos 2 

(j) - j2 sin 2 
(j) = cos 2 

(j) - sin 2 
(j) 

Da dieser Ausdruck im Nenner auftritt, darf er nicht ver
schwinden. Wäre cos1

(j) = sin 2·(j), also 
(j) = ± n/4, so gäbe es zwei Ausnahmerichtungen. Beim 
Grenzübergang in diesen Richtungen existiert keine Ablei
tung. 
Sei also 

Dann gilt wegen 

7t 
(j) :;t:-

4 
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SynektischeFunktionen 

1 + cos 2cp 1 
cos 2 cp-sin2 cp=cos2cp, cos 2 cp ---- und coscpsincp=-sin2cp 

2 2 

/'(z) = 1 {-(juy + Vy) + l + cos 2cp[ux + Vy + j{ vx + Uy )] + sin2cp[uy - vx + j( Vy - ux)]} ⇒ 
~~ 2 2 

f '(z) = ½ [ ( Lix + v y) + j( Uy + v x)] + 
2 

CO~ 2cp [ ( LIX + v y - 2V y) + j( v x + Uy - 2Uy)] + 

+½tan2~(uy vx)+j{vy-ux)] 

Die Forderung nach der Unabhän i keit vom Winkel cp er ibt: 

Vx = 0, .f'(z) = Lix + jvx = Vy + juy 

3.Fall 
ll = E, cos 2 

- E 
2 sin 2 <p = cos 2 <p darf nicht verschwinden. Es gibt daher nur eine Ausnahmerichtung für 

7t . 7t . 
coscp = 0 ⇒ <p = 2. Set <p ::t= 2. Dann gilt 

/'(z) = co:2 <p {-EUy +cos 2 ~ux +E(uy + vx)] + sincpcos~uy +E( Vy ux)]} = 

= ux +E(uy +vx)-E~+tan,Juy +E(vy -ux)] 
cos <p '11. 

Es gilt also 

luy = o, Lix -Vy = 0, .f'(z) = Lix +EVx = Vy +Evxl 

Diese drei Ergebnisse können in folgender Weise zusammengefaßt werden: 

Im Ring 

R = {x +11y I x,y E m, 112 = o,=FI} 
ist die Ableitung der Funktion 

.f(x+11y) = u(x,y) +11v(x,y) 
(abgesehen von Ausnahmerichtungen) genau dann richtungsunabhängig wenn die Differenti
algleichungen 

Lix - Vy = 0 

Uy - 112 
V x = 0 

erfüllt sind. Dann gilt 

Literatur: 

Karl F ABER: Begründung der Potential- und Funktionentheorie mit Einschluß gewisser 
Erweiterungen. Jahres.Ber.61 (1958) 32-56 

Wolfgang EICHHORN: Eine aus Fragen der Verallgemeinerung der Funktionentheorie er
wachsende Charakterisierung der Algebra der komplexen Zahlen. 
Jahres.Ber. DMV 71 (1969) 123-137 

Vektoralgebra II (Prof. W. STRÖHER) 34 



Der lD>-Modul 

Definition: R sei ein kommutativer Ring mit Einselement l R, (M,+) eine kommutative Gruppe 
und•: RxM ➔ Meine äz~ßere Verknüpfung. Dann heißt das Quadrupel (M,+,R,•) R-Modul, 
wenn folgende Verträglichkeitsbedingungen zwischen den beiden Verknüpfungem erfüllt sind 

a) (\fa E R)(\fx,y EM) a•(x+y) = a•x+a•y 

b) (va,b E R)(vx EM) (a+b)•x a•x+b•x 

c) (va,b, E R)(\fx EM) a•(b• x) =(ab)• x 

d) (\fx EM) IR • x = x 

Wir setzen R = lD, M =: V und nennen die Elemente von V duale Vektoren und bezeichnen sie 

mit!, ~- ... !, y_, ... 
Da 9t c lD ist, können wir den dreidimensionalen Vektorraum V als Teilmenge von V betrach
ten. 

Einbettung von V in den lD-Modul V 

Wir betrachten die Menge VxV und wollen ihr die Struktur eines lD-Moduls geben, den wir 

wie oben mit V bezeichnen. 
Es sei 

(a,ä),(b,b) E VxV 
Dann definieren wir eine Addition 

(a,ä) +(b,b):= (a+b,ä+6) 

und eine Multiplikation mit 
C=C+&CED 

Q(a, ä):= (ca,ca + cä) 
Mit diesen Verknüpfungsvorschriften stellt V= VxV einen JD-Modul dar und wir können!= 

(a,ä) als duale Vektoren bezeichnen. 

Spezielle duale Vektoren 

Nach den aufgestellen Rechenregeln gilt 
~ = (a,ä) = (a,o) +(o,ä) 

(a,o) +(b,o) = (a+b,o) 
A E 9t können wir in der Gestalt A A + 0.& ( '),_ = o) als Element von ID auffassen. Dann gilt 

M a, o) ( Aa, '),_a + AO) = ( Aa, o) = A( a, o) 
Die speziellen dualen Vektoren sind also isomorph zu den reellen Vektoren aus V. Wir können 
daher identifizieren 

Anderseits gilt 
&(ä, o) = ( O,l)(ä,o) = (o, ä) = & ä 

Daher gilt 

~ = ( a, ä) = ( a, o) + ( o, ä) = ( a, o) + &( ä, o) = a + & ä 
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Der 10)-Modul 

Jeder Vektor j_ E V des einbettenden JD-Moduls kann in der Form 
- ~ = a + E ä, a, ä E V 

dargestellt werden. 
a ... Realteil } 

von~ ä ... Dualteil 

In dieser Schreibweise gilt 

~+Q = (a +Eä) +(b +Eb) = (a +b) +E{ä+b) 

f~ = (c+Ec)(a+Ea) = Ca+E(Ca+ca) 

Das Skalarprodukt dualer Vektoren 

l~Q = (a+Eä)(b+dl) = ab+E(ab+äb)I 
Das Skalarprodukt stellt eine symmetrische Bilinearform dar. Es gilt speziell 

~~ = (a+Eä)(a+Eä) = 1al 2 +2Eaä 
Wir definieren den Betrag von ! 

l~I= fil =lai+Ei;i-
Der Betrag eines dualen Vektors ist i.a. eine duale Zahl. Ein dualer Vektor _!0 heißt dualer 
Einheitsvektor, wenn gilt 

,~r = 1 
Wann hat ein dualer Vektor(! -::f::. .Q) einen verschwindenden Betrag? In diesem Falle müßte 
gelten 

1~1 2 = lal2 + 2E aä = 0 ⇒ ial 2 ⇒ a = o ⇒ aä verschwindet automatisch 

~ 
11~1 = 0 <=> ~ = E a rein duatl 

Wir nennYzwei duale Vektoren orthogonal, wenn ilt 
ab= O <=> aJ_b 

D-Modul und Raumgerade 

Es seien 

( Aa, Aa *) aa* = O, O * A E m 
die PLÜCKER-Vektoren der Geraden a. dann bilden wir den dualen Vektor 

Ä.a = Ä.a + E Ä.a * 
Es gilt dann 

IÄ.~1 2 
= Ä.2 1al 2 +2Ä.2Eaa*= Ä.2 lal2 

.•. reell 
Es sei umgekehrt!= a + Eä ein dualer Vektor, dessen Betrag reell ist. Dann gilt 

1~12 = lal2 + 2E aä E m <=> aä = 0 ⇒ aJ_a 
Wir können daher (a, ä = a*) als PLÜCKER-Vektoren einer Geraden auffassen. 

Durch einen bis auf einen reellen Faktor bestimmten dualen Vektor mit reellem Betrag ist eine 
Gerade eindeutig bestimmt und umgekehrt. 

Es seien (a,a*) die PLÜCKER-Vektoren einer Geraden a. Durch Normierung 
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Der 10)-Modul 

0 
a a* 

a = ±ia\, a+ = ±laJ 
zeichnen wir einen der beiden von der Geraden getragenen Speere (Orientierungen) aus. 

a0 ,a+ la 0 I = 1, a0 a+ = O ... Speerkoordinaten der Geraden 

-a0 ,-a+ .. . entgegengesetzter Speer 

Die Speerkoordinaten sind inhomogen. Der entsprechende duale Vektor 
8°=8°+Ea+ 

ist ein dualer Einheitsvektor, denn es gilt 

1~012 = laol2 +2Eaoa+ = 1 

Die Speere ( orientierte Geraden) des Raumes werden auf die dualen Einheitsvektoren bijektiv 
abgebildet. 

Gegeben seien die beiden Speere 

Dann gilt 

obo coscp = a , cp= 

Du~s 1 ~ 

~o Q0 = ( a0 +Eat)(b0 +Eb+) = a0 b0 +E( a0 b+ + a+bo) = coscp- Ecpsincp = cos( cp +Ecp) 
~

0 !f = cos(cp+Ecp) = cos~ 

~ = cp + E cp ... dualer Winkel der beiden ~peere 

Daraus folgt 
Esse~ 

~ 0 Q O = 0 = cos( cp + E cp) = cos cp - E cp sin cp = 0 ⇒ 

⇒ cos cp = 0 A cp = 0 ⇒ <p = n: 
2 

Das Skalarpodukt zweier dualen Einheitsvektoren verschwindet genau dann, wenn die beiden 
entsprechenden Speere einander orthogonal schneiden 

Schneiden die Speere einander unter einem beliebigen Winkel, so ist 
cp = 0 

und es gilt VLO 

Das Skalarprodukt der schneidenden Speeren entsprechenden dualen Vektoren ist reell. Ist das 
Skalarprodukt zweier dualen Einheitsvektoren reell, so liegen die entsprechenden Speere in 
derselben Ebene 
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Der lD>-Modul 

Es sei nä rrlich: 

cos Cf) - E q> sin Cf) = Ä E 9t 

1.Fall: Ä += ±1 cos(f) += ±1 ⇒ Cf)+= 0,1t /\ sin(f) += 0 ⇒ cp = 0 

2.Fall: Ä = ±1 cos(f) = ±1 ⇒ Cf)= O,x /\ sin(f) = 0 ⇒ cp unbestimmt 

11! x!! = (a +&ä) x(b+&l1):= a x b+&( a x b+ a x b)I) 

Das Vektorprodukt dualer Vektoren / 
,-,e;; 

Das Vektorprodukt zweier dualen Einheitvektoren 

f = ~0 xb 0 = a 0 xb 0 +e(axt>+ +a~ 0

) 

ist i.a. kein dualer Einheitsvektor. Der Betrag lautet nämlich 

lfl2 
=l~ 0 x~fi

2 
=la

0 xb0 l
2 

+2e(a
0 

xb
0

)(a
0 

xb+ +a+ xb
0

) = 

=la0 xb0 l
2 

+2e[(a0 xb0 )(a 0 xb+)+(a 0 xb0 )(a+ xb0

)] = 

r l 
= lao X bol2 +21_1aol2~ ~(aob+ ){aobo) +~lb12 ~{aobo)(a+bo) j= 

=la 0 xb0 l
2 

-2e(a 0 b0 )(a0 b+ +a+b0

] =sin
2

(f)-2ECOS(f)(-cpsin(f)) = 

• 2 2 A • ( • A )2 O ( A)2 o 2 = Sln Cf) + E Cf) Sln cp COS cp = s,n cp + E<p COS cp = Sln cp + E cp = Sln ~ 

!fl 2 
= 1~0 

X Q0 l
2 

= la 0 

X b0 12 
- 2e( a 0 b0 

)[ a 0 b+ + a+bo] = sin
2

( cp + ecp) = sin
2 ~ 

Für den normierten Produktvektor gilt daher ---------. 
a 0 xb 0 a0 xb 0 

Co - - - - - -- - 1~ o x Q o J - sin P 

Im Reellen gilt 
c = a x b ⇒ aJ_c /\ b .1..c ⇒ ac = 0 /\ bc = 0 
Gilt dies auch im Dualen? 

!!o~o =-.
1
-[~0 (!! 0 xQ 0

)] =-.
1
-[(a 0 +Ea+)(a 0 xb0 +e(a 0 xb+ +a+ xb0

))] = 
Sln~ Sln~ 

1 ( 'l = -.
1-l( a O , a O , b) + E l( a O , a O , b +) + ( a O , a +, b 

O

) + ( a +, a 
O

, b0 )j = O 
sin cp '-----.r----' '---v-----' '---v------' '---v-----' 

- 0 0 + -

d.h.~
0

~

0 = 0, ebenso Q0

~

0 = 0 

Der durch ~ 0 dargestellte Speer stellt das 

Gemeinlot der Speere ~ 0

, Q0 dar 
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Der lD>-Modul 

Es war 

1~f =\!!o xQ0\2 =\ao xbo\2 -2E(aobo)[aob+ +a+bo] 
Daher 

o O ( aobo )[ aob+ + a+bo] 
lfl = \a x b 1- E \a O x b O 1 
und 

1 1 ( a 0 b0 

)[ a 0 b+ + a+b 0

] 

-----+E-------
lfl-la0 xb0

\ \a 0 xb0
\

3 

demnach 

1 1 (aobo)[aob+ +a+bo] l 
!," =l1a• xbf & la• xb"l3 Ja• xb" +e{a• xb+ +a• xb")] = 

ao X bo 1 (aobo)[aob+ + a+bo] l 
E 1 ( 0 b+ + bo) ----( 0 bo) 1 0 + 

= \ao xbol+lao xboll a X +a X + \ao xbo\2 a X J=C +E C 

Verzicht aufNormierung ergibt die PLÜCKER-Koordinaten der Geraden (a,a*}, (b,b*): 

C= axb 

(ab)[ab*+a*b] 
c*=(axb*+a*xb)+ I 12 (axb) 

axb 

Für jeden Speer 9°, welcher das Gemeinlot f 0 der Speere ,!!0 und b0 orthogonal schneidet, gilt 

o o (!!oXQo)~o (!!o ,bo,go) o o 
f 9 = 0 = 1 1 = 1 1 ⇒ (!! ,Q_,Q°) = 0 - a0 xb0 a0 xb0 

-- - - -

Verschwindet das gemischte Produkt (~0 ,Q0
, 9°) 

drei er dualer Einheitsvektoren, so haben die drei ent -

sprechenden Speere denselben Speer als Gemeinlot 
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Der lD-Modul 

Das Übertragungsprinzip von Eduard STUDY 

Wir bilden uns die Vorstellung eines "dualen Raumes", dessen "Punkte" durch ihre dualen 
Ortsvektoren festgelegt werden. Die Ortsvektoren sind Elemente des D-Moduls (und nicht 
eines Vektorraumes) 
Die dualen Einheitsvektoren bilden sich dann auf die 
Punkte der dualen Einheitskugel ab. 
Jedem Speer des Raumes entspricht bijektiv ein Punkt 
der dualen Einheitskugel, den beiden Speeren derselben 
Geraden entsprechen diametral gegenüberliegende Ku
gelpunkte. 
Der "duale Bogen" zwischen den Kugelpunkten ! 0 und 
Q0 entspricht dem "dualen Winkel" der beiden dualen 
Einheitsvektoren. 

Geometrische Deutung des gemischten Produktes dualer Einheitsvektoren 

Auch für duale Vektoren gilt 

Es ist nämlich 

(~ x ~)~ = [a x b+s( a x f, + ä x b)]( c +s c) = ( a,b,c) +s[(a,b,c) +(b,c,ä) +( c,a,6)] 

(~ x f)~ [b x c +s(b x c + b x c)]( a +sä)= ( a,b,c) +s[(a,b,c) + (b,c,ä) +( c,a,6)] 
1.Deutung: 
Es seien~; ,~; ,~; drei duale Einheits-

vektoren. Dann gilt 

o ~; X~; 
n3 = ----, ~

3 
= (J)3 + dp3 

- sin~
3 

daher 

(~; ,~; ,~; ) 
n O a O = = cos 'I' 
-3 -3 sin ~3 -3 

Daher zyklisch 

(~; ,~; ,~; ) = sin~
3 

cos~
3 

= 

= sin <p cos \lf = sin <p cos 'I' a 
-1 -1 -2 -2 ,2_ 

Daher 

( 
o o o ) ( o o o ) [( o o + ) ( o o a+ ) ( o o + )] l 

= (smq>1 +eq>1 cosq>1)(cos ,v1 -e 'V1 s1mv1) = und zyklisch 

~1 :~2 ,~3 ~ = a1 ,a2 ,a3 +~ a_1 ,a2 ,a3 + a2 ,a3 , 1 + a3 ,a1 ,a2 =1 

= sin q>1 cos 'V1 + e[ q>1 cos q>1 cos 'V2 - lj/1 cos q>1 sin 'V1] 

Diese Formel beschreibt die Winkel sowie die Länge der Gemeinlote gegenüberliegender Sei
ten in einem rechtwinkeligen räumlichen Sechseck. 
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Der JD-Modul 

2.Deutung: 

Es seien wieder~; ,~; ,~; drei duale 

Einheitsvektoren. Dann gilt 

o ~; X~; n =--'-----'---

-3 sinq> 
-3 et 

~; x~; no = 
- 1 sin q> 

-1 

sinq> sinq> 
-3 -1 

Daher 

(~; ,~; ,~; ) = sinp_
3 

sinp_
1 

sing_2 = sinp_
1 

sinp_
2 

sing_3 = sinp_
2 

sinp_
3 

sing_1 = 

= [ sincp1 +Ecp1 coscp1][ sincp2 + E<p 2 coscp 2 ][ sina 3 + Ea 3 cosa 3 ] = 

= [sincp 1 sincp 2 +E(cp 2 sincp1 coscp 2 +cp1 coscp1 sinq> 2 )][sina 3 +Ea3 cosa 3 ] = 

= sinq> 1 sincp 2 sina3 + e[( <p 1 sincp 1 coscp 2 + cp1 coscp 1 sinq> 2 ) sina3 + ci 3 sin cp 1 sin cp 2 cosa3 ] u. zykl. 

Diese Beziehung, der duale Eckensinus, ist das Analogon zum reellen Eckensinus. Sie Be
schreibt die Beziehung zwischen den Seiten und Winkten eines räumlichen rechtwinkeligen 
Sechseckes. 

Anwendungen des Übertragungsprinzips 

Die Einheitsvektoren ! 0 in der von den Vektoren ~ 0
, !!° 

aufgespannten "dualen Ebene" haben die Darstellung 
Xo= ~~o+Q~o ~,Q E lD 

Die durch die Ortsvektoren ! 0 festgelegte Punkte erfül
len den "dualen Großkreis" für dessen sphärischen !!0 

Pol gilt 
n°x0 = 0 

Den dualen Punkten dieses Großkreises entspricht die 
Menge der Speere. welche den Speer !!0 orthogonal 
schneiden. 

Das Übertragungsprinzip von STUDY besteht nun in folgendem: 

/ 
1 

/ 
/ 

- -

Man wählt einen Satz der 5phärischen Geometrie und überträgt ihn auf die duale Kugel. Die
sem Satz entspricht dann im euklidischen Raum ein Satz über Speere. 

Vektoralgebra II (Prof. W. STRÖHER) 41 



Der lD-Modul 

Beispiel: Vorbemerkung:Die drei sphärischen Höhen eines eine Kugeldreiecks schneiden ein
ander in einem Punkt. 
n3 := a1 xa2 

Analog: 

n1:= a2 x a3 

n2 := a3 x a1 

h3 = a3 x n3 = a 3 x ( a1 x a2 ) 

Analog: 

h1 = a1 xn1 = a1 x(a2 xa3 ) 

h2 = a2 x n2 = a2 x ( a3 x a1) 

Nach JACOBI gilt nun: 

h1 + h2 + h3 = a1 x ( a2 x a3 ) + a2 x ( a3 x a1) + a3 x ( a1 _x a2 ) = o 
Die Vektoren h1,h2,h3 sind daher 
linear abhängig, d.h. sie liegen in 
derselben Ebene. Daher gehen de
ren drei Normalebenen durch die
selbe Gerade !0

, deren Schnitt mit 
der Kugeloberfläche der sphärische 
Höhenschnittpunkt ist. 
Dieser Satz gilt auch für Dreiecke 
auf der dualen Kugel: 
Den Vektoren 

~~ ,~;,~; 
entsprechen die windschiefen Spee
re ai, aj, ak. (ijk) = (123)Den Polen 

n; ,n;,n; 
entsprechen die Gemeinlote ni von 
aj,ak und den Vektoren 

n; ,b;,n; 
entsprechen die Gemeinlote hi von 
ai,ni. Da !0 auf diese Vektoren 
normal steht, ist der entsprechende 
Speer gleichzeitig Gemeinlot von 
h1,h2,h3. 

e J 

' 

\ 

I 

- / -- . .,.._, 

~! ----g, 
/ 1 

I 

i 11,1 

Satz von Johannes HJELMSEV (1873-1950) und F.MORLEY (1860-?) 1898: In jedem wind
schiefen Sechseck mit lauter rechten Winkeln haben die drei Gemeinlote der Gegenseiten 
(soferne sie nicht 11nbestimmt werden) dasselbe Gemeinlot1 

1 HJELMSLEV hieß ursprünglich PETERSEN, sodaß obiger Satz auch Satz von PETERSEN-MORLEY ge
nannt wird 
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Der lD-Modul 

Beispiele für Ausartungen: 

L 

Hier sind die Gerneinlote von je zwei 
Gegenseiten unbestimmt 

Hier fallen zwei Gemeinlote zu
sammen, das dritte Ge: meinlot ist 
unbestimmt 

Lineare Abhängigkeit und Unabhängigkeit im 11))-Modul 

Lineare Unabhängigkeit 

Definition : Die dualen Vektoren~,, ... , ~r heißen linear unabhängig, wenn gilt 

r 

L~i~i = Q ⇒ ~i = 0 (i = l, ... ,r) 
i=l 

das bedeutet ausführlich : 
r r 

""'C- a. = ""'C.a. + E""' f c.a. + C.a.) = 0 ~ -1-1 ~ 1 1 ~ ~ 1 1 1 1 -
(*) 

i=l i=l i=l 

Lineare Abhangigkeit 

Bei linearer Abhängigkeit muß mindestens einer der auftretenden Koeffizienten von Null 
verschieden sein. In diesem Fall folgt aus (*) 

r 

L~i~i = o ⇒ Die Realteile sind linear abhängig 
i=1 

r 

L( ciai + ciäi) = o ⇒ Die Dualteile und die Realteile sind linear abhä ngif 
i=1 

Beispiel: r = 2 

c1a1 +c2a2 = 0 } 
A A A A simultan für lineare Abhä ngigceit erforderlich 
c1a1 + C282 + c1a1 + C282 = 0 

r = 1. In diesem Falle müßte es duale Vektoren!* o geben, die linear abhängig sind, d.h. für 
diese Vektoren müßte gelten 
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Der lD>-Modul 

ca = o mit c -:f:. 0 und a -:f:. o -- - - -

Dann ist 

(c +ec)(a+eä) = ca+e(ca+ cä) = 0 ⇒ ca= 0/\ ca+ cä = 0 

1.Fall: [c = o, a -:f:. o ⇒ ca= o ⇒ c = O] ⇒ g = 0 

ausgeschlossener Trivialfall 

2.Fall:(c-:f:.O, a=o ⇒ c~=0 ⇒ 8=0] ⇒~=0 
ausgeschlossener Trivialfall 

3. Fall: [ c = 0 /\ a = o] ⇒ c und a unbestimmt, d. h. 

Definition: Es sei M ein Modul über dem kommutativen Ring R mit Einselement. Dann 
heißen die Elemente x E M, für welche ein r E R existitiert mit 

rx = o, r-:f:. 0 
Torsionselemente des R-Moduls. Ein Modul, in dem jeder Vektor Torsionselement ist, 
heitß Torsionsmodul, ein Modul, in welchem es außer o keine Torsionselemente gibt, torsi
onsfrei.Das Ringelement r heißt Annihilator des Modulelementes x. 

Die Torsionselemente des D-Moduls sind demnach die rein dualen Vektoren, deren Anni
hilatoren sind die rein dualen Zahlen. 
Duale Einheitsvektoren sind keine T orsionselemente:. 

l~'f =\a°f +2eaa = 1 ⇒ a 0
-:f:. o 

Enthält eine Menge dualer Vektoren einen rein dualen Vektor, so ist sie linear abhängig. Es 
sei etwa 
~1 = E a1' !2 ' ... ' i!r beliebig. Setzen wir f1 = E, g2 = ... = gr = 0, so ist 

g1~ 1 + g2~2+ ... +gr~r = E 2 ä1 + 0~2+ ... +0~r = 0 ⇒ die ~i sind linear abhä ngg, da g1 -:f:. 0 

WeitereEigenschaften des Vektorproduktes dualer Vektoren 

axa=o 
/ __ .. ,. 

/ (g~) X Q = g(~ X Q) 
Wie im Reellen gilt .__,.--/ 
Es ist nämlich 

~ x~ = (a+eä) x(a+eä) = a x a+e(a x ä+a x a) = Q 

(g~) X Q = [ca +e(ca + cä)] X (b+eb) = (ca) X b+e[(ca) X b+(cä) X b+(ca) X b] t = 

g(~ xQ) = ( c+ec)[a x b+e(ä x b+ a x 6)] = c(a x b) +e[c(a x b) +c{ä x b) + ~a x 6)]J 
Nun be. trachten wir den Fall 

axb o 
l.Fall: Beide Vektoren sind rein dual. Dann sind sie jedenfalls linear abhängig und es gilt 
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Der 10>-Modul 

(e ä) x (iJ>) = e2
( ä x 6) = Q 

Über die Vektoren ä und 6 wird nichts ausgesagt 

2.Fall: Ein Vektor ist rein dual, der andere beliebig. Jedenfalls sind die Vektoren linear ab
hängig 

e ä x ( b + e 6) = e ( ä x b) = Q ⇒ ä x b = o ⇒ ä, b linear abhä ngig 

Keine Aussage b 
3.Fall: Weder! noch Q rein dual 

( a + e ä) x ( b x e 6) = a x b + e ( a x 6 + ä x b) = Q ⇒ 
a x b = o ⇒ a,b linear abhängig ⇒ b = ca 

a X b + ä X b = 0 ⇒ a X b + ä X ( ca) ⇒ a X ( b cä) = 0 ⇒ a, b- cä linear abhängig⇒ 6- cä = ca ⇒ 

⇒ t>=ca+cä 
Daher folgt weiter 

~ = b+eb = ca +e(ca+ cä) = (c+ec)(a +sä)=~ 

~.~ sind also linear abhä ngig,daraus folgt, daß einerseits a,b, anderseits a,ä,b Iinear abhängig sittl. 

Es seien umgekehrt !, Q linear abhängige Vektoren. Dann gilt 
§~ + Q~ = Q, § :;t: 0, Q :;t: 0 (#) 

O.B.d.A. können wir voraussetzen, _g_, b beide nicht verschwinden, denn sonst wären! 
oder Q von vorn herein als Torsionselemente für sich allein linear abhängig. Wir multiplizie
ren obige Beziehung von links mit ! und von rechts mit Q vektoriell. Dann gilt 

~x[§~+QQ] = §(~x~) +Q{~xQ) = Q(~xQ) = Q 

Analoges gilt für die Multiplikation mit ~ von rechts. 

Es gilt also simultan: 

§(~ X Q) = Q, Q(~ X Q) = Q 

Da .i!. :;t: 0 und Q_ :;t: 0 vorausgesetz wurden, gibt es folgende Möglichkeiten: 
1. Möglichkeit: ! x ~ = _Q ⇒ !, Q sind linear abhä ngg, und zwar in der Weise, daß weder § noch Q 

rein dual sind. Dann folgt aus(#): 

a 
b= -=.a = ca - b - --

2. Möglichkeit: ~ x Q ist rein dual. Dann müssen auch § und Q rein dual sein, in d fesem Falle gilt: 

! xQ = ay = a X b+a(a xb+ a X b) 

dann ist 

a x b = o ⇒ a,b linear abhängig⇒ b = ca 

v = ( a x 6 + ä x b) = a x (6-cä) 
In diesem Falle kann man nur auf die lineare Abhängigkeit von a und b schließen. 
Es gilt daher 

Das Vektorprodukt zweier dualen Vektoren ist genau dann rein dual, wenn deren Realteile 
linar abhängig sind. 
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Allgemeine Bewegungen des Raumes 

Eine allgemeine Bewegung des Raumes ist eine gleichsinnig kongruente Transformation ohne 
Fixpunkte. Wir betrachten zunächst Sonderfälle. 

Die Schraubung 
Eine Schraubung besteht aus einer Drehung um eine Achse und eine Schiebung in Richtung 
dieser Ache 

o ... Drehwinkel, 
(Schraubwinkel) 

s ... Schiebstrecke 
a ... Schraubachse 

Die Zusammensetzun zweier Umwen
dungen um die windschiefen Achsen u1, 

LI2 ist äquivalent einer Schraubung um 
das Gemeinlot von LI1,U2. Der Schraub
winkel o ist gleich dem doppelten Winkel 
L LI1LI2, die Schiebstrecke gleich dem 'Jl- · 
doppelten Abstand der Umwen- ,f 

dungsachsen LI1, LI2. Umgekehrt läßt sich 
jede durch Achse, Drehwinkel, Schieb- P ü 

stecke und Schraubsinn gegebene 
Schraubung auf unendlich viele Arten in 
zwei Umwendungen zerlegen. u1 (bzw. 
LI2) kann orthogonal schneidend, aber 
sonst beliebig gewählt werden. U2 (u 1) ist 
dann eindeutig bestimmt. 

-p' 

u 
Schneidende Umwendungsachsen ~ 

1 
j 0.,, 

Es ergibt sich, wie bereits gezeigt, eine Drehung (s = 0) 
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Allgemeine Bewegungen des Raumes 

Parallele Umwendungsachsen 

Die Zusammensetzung zweier Umwen
dungen um parallele Achsen u1, U2 ist 
äquivalent einer Parallelverschiebung 
(o = 0), deren Schiebvektor v auf u1 und 
u2 normal steht und dessen Betrag gleich 
dem doppelten Abstand von u1 und U2 
ist. Umgekehrt läßt sich jede Parallelver
schiebung auf unendlich viele Arten in 
Umwendungen um zwei parallele Achsen 
U1, u2 zerlegen, von der U1 (bzw. LI2) 
normal auf den Schiebvektor v, sonst 
aber beliebig gewählt werden kann. U2 
(u1) ist dann eindeutig bestimmt. 

Zusammensetzung zweier Schraubungen 

p -

p 
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Allgemeine Bewegungen des Raumes 

1. Schraubung: Sie werde festgelegt durch 81, ö1, S1 und den Schraubsinn 
2. Schraubung: Sie werde festgelegt durch a 2, ö2, S2 und den Schraubsinn 
Wir zerlegen die !.Schraubung in die beiden Umwendungen U11, U12, wobei wir U12 als Ge
meinlot von a 1 und a 2 wählen. Setzen wir u 12 = LI21, so wird die 2.Schraubung durch die Um
wendungen u21 , u22 ersetzt. Dann gilt 

p U11 P1 U21 >P U21 P1 = P1 U22 >P 

Der Übergang 

P ➔ P 
kann daher auch auf folgende Weise vollzogen werden 

p u, 1 P1 = p 
1 

U22 ) p 

Die Abfolge der Schraubungen a 1, 82 kann daher durch die Abfolge der Umwendungen an U11 

U22 ersetzt werden, also wieder durch eine Schraubung. 

Die Zusammensetzung zweier Schraubungen ergibt wieder eine Schraubung 

Zusammensetzung zweier Drehungen mit windschiefen Achsen 

Es resultiert eine Schraubung 

Wann ist die Zusammensetzung zweier Drehungen wieder eine Drehung? 

1. Wenn die Drehachsen einander schneiden (bereits gezeigt) 
2.Wenn die Drehachsen parallel sind. 

Es resultiert eine ebene Bewegung ---7 
/ 
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Allgemeine Bewegungen des Raumes 

Ebene Bewegung 

Eine Bewegung des Raumes heißt ebene Bewegung, wenn bei ihr jede Ebene einer Schar paral
leler Ebenen in sich konguruent abgebildet wird. Es gilt der 

Hauptsatz für ebene Bewegungen: Jede ebene Bewegung ist einer Drehung äquivalent 

)0 

" 
"< 

')III" 

.,/ ---- .... '\.11 
_,,------ " 

\' -- • ---- • _x'.,, "-, 
\ ,.._ ,/ (/ - . -f-.._ ~ ()1 ' v 012. / - - · ~ 

\ ."- ;1 ~"-· -\ y ,, , /J.{, 
\ . Vv?.1-" 11 ~/" 

)'.'.,/1 ' ' % .. u, 
' qJ,. Z.'I 

Wir legen die Bewegung durch Vorgabe der Systeme (x,y) und (x,y) fest und zerlegen die Be
wegung m 

1. Drehung ( x, y) ➔ ( X1 , Y 1 ) 

2. Schiebung ( x1, y 1) ➔ (x, y) 
Die Drehung zerlegen wir in die beiden Umwendungen U11, u 12, wobei wir u;2.. J_ auf den 
Schiebungsvektor v in der Ebene wählen. Die Schiebung zerlegen wir in die Umwendungen U21 

= U12 und U22 (u21 II u22) und setzen die Umwendungen zusammen. Die gesamte Bewegung ist 
äquivalent den Umwendungen um die schneidenden Achsen u12, U22, d.h.es liegt eine Drehung 
vor. 

Hauptsatz für die Bewegung des Raumes 

Jede Bewegung des Raumes ist einer Schraubung äquivalent 

Wir legen Anfangs- und Endlage der Bewegung durch Vorgabe der Dreibeine (x,y,z) und 
(x,y,z) fest. Die Schnittgerade der Ebenen (x,y) und (x,y) nennen wir 81. Drehung um 81, führt 
die (x,y)-Ebene in die (x,y) Ebene über, wobei das Dreibein (x,y,z) in das Dreibein (x1,Y1,Z1) 
übergeht. Eine ebene Bewegung (die Drehung um die Achse 81) führt dann (X1,Y1,Z1) nach 
(x,y,z) über. Die Zusammensetzung der beiden Drehungen um die Achsen 81 bzw. 82 ist äqui
valent einer Schraubung. 
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Allgemeine Bewegungen des Raumes 

! Cl,2 
I l I 

1,11 
1 

1:, 

Duale Quaternionen (Biquaternionen) 

Rechenregeln 

Es seien 

A = a + a, A = ä + ä 
zwei reelle (HAMILTONsche) Quaternionen. Mit Hilfer der dualen Basis i, bilden wir die Bi
quaternion: 

A:= A +i,A = (a+ a) +i,(ä+ ä) = (a+i,ä) +(a +i,ä) = §+~ 
Die konjugierte Biquaternion lautet 

Ä:= Ä +EÄ = (a- a) +E{ä-ä) = (a+i,ä)-(a+i,ä) = §- ~ 
Die E-konjugierte der Biquaternion lautet 

-AE:= A-i,A = (a+a)-i,(ä+ä) = (a-i,ä) +(a-i,ä) = aE +aE 

Die E-konjugierte der Konjugierten lautet 

Ac:= Ä- i, A = ( a - a) -i, ( ä- ä) = ( a - i, ä) -( a - i, ä) = ac - ac 

1~ 0 ~: = ( A + f, A) 0 ( B + f, 13) = A O B + f, ( A O 13 + A O B) = ( § + ~) 0 (Q + ~) 1 

Wann ist dieses Produkt kommutativ? 
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Duale Quaternionen 

A o ~= 8oA ⇒ A o8+s(A oß+A 08) = 8oA +s(8oA +BoA) ⇒ 
A 0 8 = 8 o A ⇒ A, 8 koaxial ⇒ b = ca 

" " ,.,_ ,,._ 

Ao8+Ao8=8oA+8oA ⇒ 

(a6-a6) +ab+ba+a x b+(ab-äb) +ab+bä+ä xb = 

= (ba-bä) +bä+äb+bx ä+(6a-6a) +ba+ab+bx a ⇒ 
2( a X 6 + ä X b) = 0 ⇒ a X 6 + ä X ( ca) = a X ( b- cä) ⇒ 6- cä = ca ⇒ 6 =ca+ cä ⇒ 

⇒ b+sb = (c+sc)(a+sä) ⇒ ~ = f~ ⇒ ~' ~ linear abhängig⇒ A, ~ koaxial 

Umgekehrt gilt für koaxiale Biquaternionen 

~X~= Q ⇒ A o~ = (§+~) o{t~+~) = §Q-(~~) +§~+Q~ = ~o A 
Daraus folgt 1 

IAo8=8oA<::>b=cal 
Wann ist A o 8 = 0? Dann muß sein 

A 0 8 = (A+sÄ) ~8+sB) = A o 8+s(A o B+A o 8) = 0 
Daher 
A 0 8 = 0 ⇒ A = 0 v 8 = 0 da Q ein Körper ist 

A A 

Ao8+Ao8=O 
A A 

1. Fall: A = 0, 8 * 0 ⇒ A o 8 = 0 ⇒ A = 0 ⇒ A = 0 Trivialer Fall 

2. Fall: A = 0 A 8 = 0 ⇒ keine Aussage über A,8 ⇒ A, 8 rein dual 

!8. o ~ = Q <=> 8_, ~ rein dual! 

Es ergibt sich daher der Satz 

Die Menge Q...der Biquaternionen ist ein nichtkommutativer Ring mit Einselement 

und Nullteilern 

Norm einer Biquaternion 

A 2 : A O Ä Ä O A = ( A + E A) 0 ( Ä + E A) = A O Ä + E ( A O A + A O Ä) = 

= A 2 + s [ ( a + a) o ( ä - ä) + ( ä + ä) o ( a a)] = 

= A 2 +s[(aa+aä) +(aa- aä- a X ä) +(aa+ aä)-äa +aä-ä X a] = A 2 +2s(aä+ aä) 

Daher 

2 ~ ~ 2 ( - - ) aa + aa & = 8_ o 8_ = 8_ o 8_ = A + 2i, aa + aa , & = A + i, A , A * 0 

Die Norm einer Biquaternion verschwindet genau dann, wenn gilt 

A 2 = 0 /\ aä + aä O <=> [ A 2 = a2 + lal
2 

= 0 <=> a = 0 /\ a = 0 ⇒ aa + aä = o] <=> A = 0 

1 Den Fall, in welchem xa + YQ = o gilt, untersuchen wir nicht näher 
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Duale Quaternionen 

Dies ist genau dann der Fall, wenn die Biquaternion rein dual ist. Die Menge der rein dualen 
Biquaternionen nennen wir!: Die Biquatemionen mit nichtverschwindender Norm gehören der 

Menge g_ \ ! an. 

Inverse einer Biquaternion 

-1 (~ ) -1 ~ 2--1 ~ -1 A AoA =1 ⇒ AoA 0 A =A ⇒ A A =A ⇒ A = A2 

Wegen 
1 1 2(aa+aä) 
-=--E 
A2 A2 A4 

1 
A 2 existiert genau dann, wenn A 2 * 0 ist, d. h. wenn A * 0 ist, d. h. wenn A nicht rein dual ist. 

Es gilt demnach 

18-1 = f,-. A E 'l \!I 
die Menge Q_\ ! der invertierbaren Elemente des Ringes Q_der Biquaternionen stellt den Quoti-

entenkörper des Biquatemionenringes dar. 
Es gelten folgende Rechenregeln 

(A±B)E = AE ±~t: 

( A O ~) E = AE O ~E 

(A±B)~ = Ä±~ 

(Ao~)~=~oA 

(~ 0 ~r1 = ~-1 0 ~ -1 
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Anwendung der Biquaternionen in der Geometrie 

Geradenquaternionen 

Es seien g, g* (gg* = 0) die PLÜCKER-Vektoren einer Geraden. Wir haben ihr bereits den 
dualen Vektor 9 = g + EQ* zugeodnet, für welchen gilt 191 = 191 = A Eilt. Umgekehrt wird 
einem dualen Vektor mit reellen Betrag 191 eine Raumgerade zugeordnet. g ist eine spezielle, 
rein vektorielle Biquaternion, für die gilt 

g:= g = g + E ~' g + g = Q, Go G E iR Geradenquaternion 

Umgekehrt entspricht einer Quaternion 
A = § + ~ mit A + Ä = O, A o Ä E iR eine Gerade, denn es gilt 

A + Ä = 0 ⇒ (§ + ~) + (§ - ~) = 2§ = 0 ⇒ § = 0 = a + E a ⇒ a = a = 0 

A O Ä = A 2 + 2E(aa+ aä) = !al 2 + 2Eaä E iR ⇒ aä = 0 ⇒ a,ä =:a* ... PLÜCKER- Vektoren 

Jeder Raumgeraden entspricht eine bis auf einen reellen Faktor eindeutige Geradenquaternion. 
Umgekehrt entspricht jeder Geradenquatemion eindeutig eine Raumgerade 

Punktquaternionen 

Jedem Punkt mit dem Ortsvektor x ordnen wir die Biquaternion1 

Punktquaternion 1 

zu. Umgekehrt entspricht jeder derartigen Quaternion ein Punkt: 

A = (a +Ea) +( a +Eä) = Ac = ( 8-Ea)-( a-E ä) ⇒ a = 0, a = 0 ⇒ 

A = a + E ä, A + A" = ( a + E ä) + ( a - E ä) = 2a = 2 ⇒ a = 1 

A = 1 + E ä- · -a:= X ist Ortsvektor 

Jedem Raumpunkt entspricht in bijektiver Weise eine Punktquaternion 

Ebenenquaternion 

Jeder Ebene mit den homogenen Ebenenkoordinaten n, d wird die Biquaternion 

Ebenenquaternion 1 

zugeordnet. Umgekehrt entspricht jeder Biquaternion mit dieser Eigenschaft eine Ebene: 

1 Da die Quaternionen ihren Ursprung in der Mechanik haben, ist jeder "Punkt" ein Massenpunkt. Die in obi
ger Definition auftretende Konstante stellt die Masse des Punktes dar. Bei uns hat jeder Punkt die Masse 1. 
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Anwendung der Biquatemionen 

Ä + AE = (a+d3)-(a+sä) +(a-sä) +(a-sä) = 0 ⇒ 2a = 0, 2a = o ⇒ 

⇒ A =sä+ a ⇒ a =:n, ä =:d 

Jeder Ebene des Raumes entspricht eine bis auf einen reellen Faktor bestimmte Ebenenquater
nion. Umgekehrt entspricht jeder Ebenenquaternion eindeutig eine Ebene des Raumes. 

Anwendung der Biquaternionen auf die Bewegungen des 
Raumes 

Bewegungen des Geradenraumes 

Die reelle Einheitsqautemio cos <p+ esimp bewirkt in der zu ihrer 
Achse normalen Ebene eine Drehung um den Winkel q>, wobei 
der zu e orthogonale Vektor a in den Vektor b übergeht. Dabei 
gilt 

b = (cosq> + esinq>) 0 a, ae = 0 mit be = 0 und lbl = lal 
Dieser Formelapparat soll ins Duale übertagen werden. 
Es sei J; = cosp + ~sinp eine duale Einheitsquatemion und ~0 ein dualer Einheitsvektor. Dann 

betrachten wir das Quatemionenprodukt 

J:; 0 ~
0 = (cosp+ ~sinp) o ~

0 = -~sinp+~0 cosp+~ x~0 sinp = Q ⇒ 
0 

⇒ Q = ~0 cos q> + ~ x ~0 sin q> 
- -

1. Das Produkt ist wieder ein dualer Vektor b 
2. Q_ist wieder ein dualer E'inheitsvektor !;!_0

. Es ist nämlich 

IQl 2 

= 1~0 cosp + ~ x ~
0 sin~

2 

= l~f cos 2 p+ 1~ x ~
0
j
2 

sin 2 p + 2(~0 
,~,~

0
) cos~sin~ = 

'-.,,----' 

0 

1 l 
= cos' <j> +l ~~ -(~;!°)' Jsin' 'I' = cos' 'I' + sin' '!' = 1 ⇒ 1111 = 1 

3 .Es ist b0! = 0, denn es ist 

[~
0 cosp+ ~ x ~0 sinp]e = (~0

~) +(~,~!° ,.~!°) sinp = 0 
'-v---' '-.,,----' 

0 0 
4. ~0 Q0 = cosp, denn es ist 

[~
0 cosp+(~ x ~

0
) sinp]~0 = l~f cosp +(~,~0 

,~
0

) sinp = cosp 

Geometrische Deutung: 

!, !!0
, !!° stellen drei Speere e, a, b dar. Wegen !!0 ! = 0 und !!0! = 0 

schneiden a und b den Speer e orthogonal. Die Speere a und b schlie
ßen den dualen Winkel 
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Anwendung der Biquatemionen 

<p <p + dp ein, d. h. die Speere a und b schließen den euklidischen Winkel 

<p ein und haben den Abstand <p. 
Betrachten wir die zu ~ konjugierte Biquaternion §: 

~ = cos2 ~sin2 und bilden 

~ o !!0 = ( cos 2 - ~ sin 2) o !!0 = !!0 cos 2 - ~ X !!0 sin 2 = ~ 
Wieder gilt 

1. Eo a0 ist ein Vektor b - - -

2. ~ ist Einheitsvektor ~ 0
, denn es gilt 1~1 2 

= cos 2 2 + sin2 2 = 1 

3. b0 e = 0 

4. ~ 0 !!0 = (!!0 cosp- ~ X !!0 sinp)!!0 = Cosp 

Ferner gilt 

5. Q0
~

0 = (!!0 cosp+ ~ x !!0 sin2)(!!0 cosp- ~ x !!0 sinp) = cos 2 2-I~ x !!01
2 

sin 2 p = 

= cos
2 2-[1~1

2
1!!01

2 
-(~!!0

)

2
] sin 2 2 = cos 2 2 sin 2 p = sin22 

Die duale Einheitsquaternion 
~ = cos2+~sin2 

verschraubt den den Speere orthogonal schneidenden Speer 
a0 um e durch den dualen Winkel 

2=cp+c<p 

( <p ••• Drehwinkel, cp ... Schiebstrecke) 
in die Lage 

b0 =Eoa0 

- - -
Die zu E konjugierte Biquaternion 

~ = COS<p- ~sin<p 
- -

führt !!0 in jene Lage Q0 ober, die zu Q0 bezüglich !!0 

spiegelbildlich liegt 

Wegen Q0 = ~ o !!0 ⇒ Q0
0!!

0
-

1 = ~ ergibt sich daher 

Die duale Einheitsquaternion 
E = b0 oa0

-
1 

- - -
verschraubt den Speer !!0 in den Speer !t um das Gemeinlot dieser Speere 

Umwendung an einem Speer 

Es ist 

~ = ~oo~-1 = -~o~ 

~ - 1 -
~ = g0

o~- = -g°o~ 

Aus der ersten Beziehung folgt 
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Anwendung der Biquatemionen 

~ = -(~o~)~ = -i o ~0 = -~ o t daher 

+Q° o~ = +~ o 9° loi - -

Schraubung um einen Speer 

Die Zusammensetzung zweier Umwendungen ergibt die Schraubung um das Gemeinlot der 
beiden Umwendungsachsen: 

!{1 = ~1 °~0 j1 

t= ~2 °ID 0 i2 

?= (~2 ° ~1) 0 t 0 (i1 ° i2) = (~2 ° ~1) 0 ~o(~2 ° ~1t 

Setzt man 

D:= -~2 0 ~1' D O D = 1 
dann gilt mit Hilfe der Einheitsquaternion D 

~~ ~ ~~~?= Qo~oQI 
Es 1st /L~ 1-A..Aß~ 

D = -~2 ° ~1 = -[-~1 ~2 + ~2 X ~1] = ~1 ~2 + ~1 X ~2 

Daher 

IQ= ~1~ 2 + ~1 x ~ 2 = cos~+ ~sin~I 

Die Abfolge der Umwendungen ergibt eine Schraubung um ~ mit dem 

Drehwinkel ö = 2<p und der Schiebstrecke s = 2((). 
Die Größe Q = ö + ES heißt 

1§ = ö +Es dualer Drehwinkel 1 
Dann gilt 

D 
ö . ö 

= cos=+es,n= - 2 - 2 

--

Jeder Schraubung des Raumes werden zwei duale Einheitsquaternionen ± D zugeordnet. 

-

Durch jede duale Einheitsquaternion ist eine Schraubung des Raumes eindeutig festgelegt. 

Durch obige Formeln weden die Bewegungen des Geradenraumes beschrieben. 

M¼-c,,pz,~: Jl- :;. 2'., Jg_~ 0' ~ \- i ;: 1 li ö '0 c; & 
bie Bewegungen des Punktraumes --

Wir legen jeden Punkt des Raumes durch die Menge der durch ihn hindurchgehenden Geraden 
fest. Dann erfüllt jede Gerade die Inzidenzbedingung 

g'<=xxg 
Stellen wir den Punkt x durch die Punktquaternion 
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Anwendung der Biquatemionen 

~ = 1 +sx und die Gerade durch g = g+sg* dar, so gilt 

so ergibt sich 

Inzidenzbedingung Punkt- Gerade 

Es ist nämlich 

~og -go~=(1+sx)o(g sg*)-(g+sg*)o(1+sx)= 
-& -

= g+s(x o g g*)-g-s(g*+go x) = s[-xg+ x x g-g*-g*+gx-gx x] = 

= E [ 2X X Q - 2Q *] = Q ⇒ g* = X X Q 

Wegen der Inzidenztreue der Bewegung gilt _ 

g°H g° 
- -

-
~oQ -goX=OH~oQ -Qo~=Q (*) 

-& - -& -

Nun ist 
~ - ~ 
Do I w= DowoD I oD 

[) o g0 oQ = g° 
- -

Führt man dies in die Inzidenzbedingung ein so findet man 

Doi~o[)&o~ oD&-Do~oDoX=O!o0
8 

Do~o[)& o~ -ij0 oDo~o[)& =0 

Vergleich mit ( *) ergibt 

Bewegung des Punktraumes 1 

Bewegung des Ebenenraumes 

Der lnzidenzbedingung Gerade-Ebene g* x n = dg (ng = 0) entspricht nach Einführung der 
Ebenenquaternion N = n + sd die duale Beziehung 

~oQ+Q o~=Q 
- -& 

Inzidenzbedingung Gerade- Ebene 

Es gilt nämlich 

~ o ~+ ~.: o ~ = (n+sd) o (g+sg*) +(g-sg*) o(n+sd) = 

= -( ng) + n x g + s [ dg - ng * +n x g *] - ( ng) + g x n + s [ dg + ng * -g * xn] = 

=-2(ng)+s[2dg-2g*xn]=0 daraus g*xn=dg, ng=O 
Aus der Inzidenztreue der Bewegung folgt 

g°HQo 
- -

~ o W +~ o ~ = Q H ~ o ~0 +~ o ~ = Q 
Einsetzen in die Inzidenzbedingung liefert 
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Anwendung der Biquatemionen 

DE O 1 ~oD09°0D+D
8 
o~~ oD" o~ 0jo[) 

D" o ~ o 5 o 9° +~ o D c o ~ o 5 = o 
Vergleich mit(**) ergibt 

1~ = !t O ~ 0 Q Bewegung des Ebenenraumes 1 
Zur Herleitung dieser Beziehung hätte man natürlich auch die Inzidenzbedingung Punkt-Ebene 
heranziehen können. Für diese Inzidenzbedingung gilt in dualer Schreibweise 

NoX X oN =0 
- - -E -E -

Jnzidenzbedingung Punkt-Ebene 

Beweis: ~ o ~ -~c o ~c = (n+Ed) o( 1 +Ex)-(1-Ex) 0 (n-Ed) = 

= n+E(d-nx +nx x)-n-E(nx-xxn-d) = E(2d-2nx) = 0 ⇒ nx = d 
Wegen der Inzidenztreue der Bewegungen gilt wieder 

XHX 

NHN - -

NoX-X oN =0HNoX-X oN =0 - - -& -& - - - -& -& - (0) 
Aus der Bewegungsgelcihung für den Punktraum folgt 

Dol X=DoXoD& joD& ⇒ Do~oD,: =~ 
Daraus 

D f: 0 1 ~ 0 D O X O D C - D & 0 ~& 0 D O ~f: = 0 1 0 D & 

D c oj ~ o D o X - ~& o D o ~& o D & = 0 

Vergleich mit 0 ergibt wie oben: 

N D oNoD 
- -E - -

Übertragungsprinzip von STUDY und Bewegungen des Speerraumes 

zwei Speere ~0
, Q0 schließen den dualen Winkel ~ = <p + dp ein. 

Eine Bewegung des Speerraumes führt die Speere in zwei neue 

~
0 ,Q0 über, welche denselben dualen Winkel bestimmen. Den 

Bewegungen des Speerraumes entsprechen daher die 
"Kongruenztransformationen" der dualen Kugel in sich. 
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Zusammenfassung 

Allgemeine Bewegung (Schraubung) 

Sei ~ = e + E e* der die Schraubachse, die Schiebrichtung und den Drehsinn festlegende 
Speer, s die Schiebstrecke und oder Drehwinkel. Dann ist mit Q = o +ES 
D = COS _!_ö + e sin _!_o = cos(!o + E s) + (e + E e *) sin(!o + E ~) = 
- 2- - 2- 2 2 2 2 

( cos ~ o - E ~ sin ~ o) + ( e + E e *( sin ~ o + E ~ cos ~ o) 

1 1 17 IS 1 s 1 17 ~ 
= l cos 

2 
o + e sin 

2 
o J + El -

2 
sin 

2 
o + 

2 
e cos 

2 
o + e * sin 

2 
o J = D +ED 

mit 

D = cos.!.8+esin.!.8 
2 2 (1) 

„ s 1 s 1 .1 
D = -- sin -8 +-e cos -8 + e * sin -8 

2 2 2 2 2 

Da D eine duale Einheitsquatemion ist, folgt 

o O o = ( o +Eo) 0 ( o +Eo) = o O o + E ( o O o + o O o) 1 
also 

D o Ö + Ö o D = 0 gebundene Quaternion 
(2) 

Zwei reelle Quaternionen, welche die Bedingung D o D +D o D = 0 erfüllen, nennt man 
gebundene Quaternionen. Ein geordnetes Paar von gebundenen Quaternionen, von denen die 
erste eine Einheitsquatemion ist, legen eine Bewegung des Raumes fest. 
Für die Bewegung eines Punktes gilt 

Daraus 

X= D O ~ 0 De ⇒ 1+EX = (D+ED) o(1 +Ex) ◊(o -Eo)= [D+E(D O X +ö)] ◊(o-Eo) = 

= DoD+E[DoxoD+D O D-Do o] 
Daher 

Der erste Summand stellt eine Drehung um den Ursprung dar, der zweite ist ein reiner Vektor, 
denn es gilt 
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Zusammenfassung 

( o O o _ o O o) +( o O o _ o O o) ~ = o O o -o O o + o O o -o O o = o 
Wir können also setzen 

lv:= 6 o D - D o D 
Dann gilt 

~ x1:= DoxoD Drehung um 0 

x = x1 + V Schiebung um V 
(4) 

Jede Bewegung läßt sich in eine Drehung um O und eine anschließende Parallelverschiebung 
zerlegen. Die Drehachse ist parallel zur Schraubachse 

Es gilt 

DoO+OoD = o} 
~ + 

OoD-DoD=v 
Addition ergibt 

Das Quatemionenprodukt von rechts mit D ergibt 

20 0 ( D O D) = V O D ⇒ 20 = V O D 
Also 

(5)1 

A 

Durch die Drehung D und den Schiebvektor v ist D eindeutig bestimmt 

Bestimmung der Schraubung bei gegebener Drehung um O und gegebenem Schiebvek
tor v 

Da D gegeben ist, sind e und ö bekannt. Gesucht sind e* und s. Es gilt 

As öS ö ö 1 
e O I D = - - sin - + - e cos- + e * sin - = -v O D 1 ° e 

2 2 2 2 2 2 
As ö s ö ö 1 ll 

e o D = - 2 e sin 2 - 2 cos 2 + e x e * sin 2 = 2 e o v o D ~ + ~ _ 

A s ö s ö ö 1 jl D o e = -
2 

e sin 
2 

-
2 

cos 
2 

+ e * xe sin 
2 

= 
2 

v o D o e J 
( EB) 

ö ö 1 
- se sin - - s cos - = -[ e o v o D + v o D o e] 

2 2 2 
Da D und e koaxial, daher vertauschbar sind, gilt 
eo v o D + v o D o e = e o v o D + v o eo D = [eo v + v o e] o D 

Wegen 
eo v + v o e = -2ev 

folgt 
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Zusammenfassung 

1 ö . öl -1 cos 
2 

+ esm 
2

j = -s0 = -(ev)D 

also 
ls=ev (7)! 

Subtrahieren wir hingegen die beiden Zeilen von EB, so ergibt sich 
. . ö 1 1 2e X ews,n- = -[eovo D-vo Do e] = -[e O V-Vo e] 0 D 

2 2 2 

Aus e o v - v o e = 2e x v folgt 

e 0 12 ( e x e *) sin ~ = ( e x v) o D!o e 
2 

2 ( e x e *) o e sin % = ( e x v) o D o e = (ex v) o e o Dl-

2 e o ( e x e *) sin ° = e o ( e x v) o D 
2 

2[(e Xe *)o e-e O (e Xe *)]sin% = [(e X v)o e-e O (e X v)]oD 

4 ( e x e *) x e sin ~ = 2[( e x v) x e] o D 
2 +•~ -e~]sin ~ ~ [(exv)xe]oD 

Also 
exv xe oO e*=~--~-

2 
. ö szn-

2 

Drehung um eine Achse 

Allgemeine Lage der Drehachse 

(8) 

Die Drehachse sei durch e, e* * o gegeben. Dann ergibt sich aus ( 1) 

ö . ö 
D = cos-+eszn-

2 2 
A ö 
D= e*sin-

2 

(9) 

Auch hier gilt wegen (5) 

b1 



Zusammenfassung 

Also 

jv = e * sin 8 + ( e x e *)( 1 - cos 8) (lü)I 

Man entnimmt unmittelbar ev = 0 ⇒ v 1- e, wie auch aus (7) folgt. 

Jede Drehung um eine Achse allgemeiner Lage läßt sich in eine Drehung um den Ursprung und 
eine anschließende Schiebung normal zur Drehachse zerlegen. 
Umgekehrt ergibt eine Drehung um O mit anschließender Schiebung normal zur Drehachse ei
ne Drehung um eine Achse allgemeiner Lage. 
Die Drehachse durch O ist parallel zur Drehachse allgemeiner Lage 

Drehachse durch 0 

l!1 diesem Falle ist e* = 0 und es gilt 

D = 0 wegen (1) ⇒ v = o wegen (5) 

Es reproduziert siuc also die Drehformel 

Schiebung 

Aus ( 1) folgt 
D=1 

A s A r-w 

D = -e ⇒ ( 5) V = 2D O D = se 
2 

also 

lx = x+v! 
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Grundformeln der Quaternionenrechnung 

Quaternionen 

a,b,c, ... , A,µ,v, ... Skalare, a,b,c, ... Vektoren, 
A = (a,a), B = (b,b), C = (c,c), ... , Quaternionen 
a heißt Skalarteil der Quaternion A 
a heißt Vektorteil oder Achse der Quaternion A 

Spezielle Quaternionen sind 

(a,o) skalare Quaternion 

( 0, a) vektorielle Quaternion 

( 0, o) =: 0 Nullquaternion 

(- a,-a) =:-A die zu Aentgegengesetzte Quaternion 

Das Rechnen mit Quaternionen 

Gleichheit zweier Quaternionen 

A = (a,a), B = (b,b) 

A=B<::?a=bAa=b 

Summe zweier Quaternionen 

A + B = (a,a) +(b,b):= (a+b,a +b) = (c,c) = C 

A +(-B) = (a,a) +(-b,-b) = (a +(-b),a +(-b)):= (a-b,a-b) =:A- B 

Speziell: 

A -A = ( a, a) + (-a,-a) = ( o, o) = 0 

Skalares Vielfaches einer Quaternion 

A = ).,(a,a) := (1va,).,a) 
Speziell 

)., = -1...(-IXa,a) := -(a,a)= (-a,-a)⇒ (- I)A = -A 

Konjugierte einer Quaternion 

A = ( a; a), Ä:= ( a,-a) 

Rechnen mit speziellen Quaternionen 

A = (a,a) = (a,o) +( o,a) 
Jede Quaternion ist Summe einer skalaren und einer vektoriellen Quaternion 

Wir identifizi eren : (a, o) = a und ( 0, a) = a 
IA = (a,a) = (a,o) +( o,a) = a+al 

Es gilt demnach 
A = a + a, B = b + b 

A + B = (a+a) +(b+b) = (a+b) +(a+b) 

).,A = ).,(a+a) = Aa+Aa 



A=a+a 

A=a-a 
folgt sofort 

A+Ä = 2a 

A-A=2a 
Für spezielle Quaternionen gilt 

A a, Ä = a = -a, A + A = 0 

A = a, A = a = a, A -Ä 0 
Daher gilt 

A + Ä = 0 <=>Aist vektorielle Quaternion 

A - Ä = 0 <:> A ist skalare Quaternion 

Setzt man 
e0 := 1, a0 := a, a = a1e 1 + a 20 2 + a30 3 

so folgt 
A = a+a = a0e0 +a10 1 +a 20 2 +a30 3 

Die Menge der Quaternionen mit der Addition als innerer Verk_nüpfung und der Skalarmul
tiplikation als äußerer Verknüpfung bildet einen vierdimensionalen Vektorraum über 9t 

Produkt zweier Quaternionen 

A o B = ( a + a) o (b + b) 
Für das Quatemionenprodukt fordern wir Distributivität, aber keine Kommutativität: 
AoB (a+a)o(b+b):=aob+aob+aob+aob 
Es gelten folgende Definitionen 

a o b: = ab = ba = b o a 

a o b = ab = ba = b o a 
a O b = -ab+ a x b 
Das Quaternionenprodukt zweier vektorieller Quaternionen ist eine volle Quaternion mit 
Skalar- und Vektorteii 1. 

Man kann umgekehrt das Skalar- und Vektorprodukt zweier Vektoren durch deren 
Quaternionenprodukt ausdrücken: 
a o b = -ab+ a x b 
b o a = -ba + b x a = -ab - a x b 
Daher 

I 
ab = - -( a o b + b o a) 

2 

1 ( ' axb= 2 aob-boaJ 

Das Quaternionen rodukt all emeiner Quaternionen lautet nunmehr 

A o B = (a+a) o(b+b) =(ab-ab) +(ab+ba +a x b) 

1 Das negative Vorzeichen des Skalarproduktes bei der Definition des Quatemionenproduktes zweier vektorieller 
Quaternionen ist erforderlich, da ansonsten dieses Produkt nicht assoziativ wäre. 
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Das Quaternionenprodukt ist nicht kommutativ. Es ist aber distributiv: 

{A+B)oC AoB+BoC, Co(A+B)=CoA+CoB 

!(A o B) o C = A o (B o C)! 
Speziell gilt 

l(a ob) o c = a o (b o c) = -(a,b,c)-(bc)a+( ca)b-(ab)cl 

Koaxiale Quaternionen 

Zwei Quaternionen heißen koaxial, wenn ihre Vektorteile linear abhängig sind 

!A o B = B o A <=> A, B koaxial 1 

Norm einer Quaternion 

Unter der Norm einer Quaternion A = a + a versteht man die reelle, nichtnegative Zahl 

2 ~ ~ 2 1 12 A := A o A = A o A = a + a 2: 0 

A 2 =0<::>A=O 

Eine Quaternion mit der Norm 1 heißt Einheitsquaternion oder normierte Quaternion 
Man kann jede Quaternion normieren: 

A 0 -A A=t/A2 , A 0 0A 0 =l - A' 
Sonderfälle: 

Skalare Quaternion: 

A2 =aoa=a2 

Skalare Einheitsquaternion a 2 = 1 ⇒ a = ±1 

Vektorielle Quaternion: 

A 2 = a O a = a O (-a) = -a o a = -(-lal2 ) = lal2 

Vektorielle Einheitsquaternion la\ 2 = 1 ⇒ a ist Einheitsvektor 

Konjugium eines Quaternionenproduktes 

l(Aoß)~=ßoAI 

Inverse einer Quaternion 

Die Quaternion X heißt zu A, wenn gilt 
XoA=l 
Daher 

1 A 
X = A - = 1\2 inverse Quaternion 
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Da A und A-1 koaxial sind, gilt 

Zu jeder Quaternion A =t- 0 gibt es also eine inverse Quaternion. 

Spezialfälle: 
Skalare Quaternion 

-1 a a 1 a ------ a2 - a2 - a 

Vektorielle Quaternion a =t- o 

-1 a a 
a =j;f lal2 

Inverse eines Einheitsvektors lel = 1 

le-1 = -e! 
Inverse eines Quaternionenproduktes 

l(AoBt =8-1 oA-11 

Der Normensatz 

Es seien A2,82,C2 die Normen der Quaternionen A,B,C. Dann gilt 

Die Menge der Quaternionen Q mit dem inneren Verknüpfungen"+" und "0 " bildet einen 
nichtkommutativen Körper (Schietkörper), den Quaternionenkö1per. 



Geometrische Deutung der Quaternionen 

Gegeben seien zwei Vektoren v und u. Wir bilden die Quaternion 
A. v o u-1 = a + a 

UV 

a=w (1) 

uxv a=v (2) 

lau= o, av= o (3)1 

uv /ul. /v/. cos a lvl 
a = lul2 = lul2 = lul .cosa 

1 1 /uJ. \vl. sina /v\ . 
a, - lul2 = lul .sma 

A2 = a2 \al2 = lv!2 
+ lul12 ' 

lvl 
A= lul 

(4) 

(5) 

(6) 

la = Acos(a), ia/ = Asin(a) (7)! 
Jede vorgegebene Quaternion A = a + a läßt sichaufunendlich viele Arten in der Gestalt 
A = vou·1 mit geeignet gewählten Vektoren darstellen. u J_ a, aber sonst beliebig. Dann ist v 
in eindeutiger Weise bestimmt .... lv_=_a_u_+_a_x_u ______ (.,..8-)1 

lvl = A/ul, a 
cosa=-. A· 

. \a\ sma=-
A 

(9) 

Jede Quaternion A bewirkt in jeder zu ihrer Achse normalen Ebene eine Drehstreckung, 
wobei jeder dieser Ebene angehörige Vektor u vermöge 

AoU=V 
in einen gleichfalls dieser Ebene angehörigen Vektor v übergeht. Der Faktor der Drehstrek
kung ist A, der Drehwinkel ist durch 

a 
cosa=-

A 
festgelegt. Die Drehung erscheint von der Spitze des Vektors a aus gesehen positiv. 
Umgekehrt ist jener Drehstreckung, welche den gegebenen Vektor u in den gegebenen Vektor 
v überführt, die Quaternion 

A -1 =VoU 
zugeordnet. 




