DISSERTATION

Orthogonalititstreue Pliickertransformationen
hyperbolischer Raume

ausgefithrt zum Zwecke der Erlangung des akademischen Grades

eines Doktors der technischen Wissenschaften unter der Leitung von

Ao.Univ.Prof. Mag. Dr. Hans HAVLICEK

Institut fiir Geometrie

eingereicht an der Technischen Universitat Wien
Technisch-Naturwissenschaftliche Fakultét

VoI

Mag. Klaus LIST
Lange Gasse 44/2/3/27, 1080 Wien

Wien, im Februar 1998



Kurzfassung

Sei Il ein n-dimensionaler projektiver Raum (2 < n < oo) mit einem euklidischen
Algebraisierungskérper K. Ein Kérper heifit euklidisch, wenn die Menge der Qua-
drate K(?) ohne der 0 einen, und damit den einzigen Positivititsbereich von K
bildet. In II besitzt dann jede ovale Quadrik K Innenpunkte und jede Gerade
durch einen Innenpunkt ist Sekante von K. Der Spurraum von Il auf der Menge
der Innenpunkte von K bildet das Cayley-Klein Modell eines n-dimensionalen
hyperbolischen Raumes H. Zwei Geraden @, b der Geradenmenge G von H be-

zeichnen wir als orthogonal-schneidend, wenn
anNbd™#@ und anNb+#a.

Dabei bezeichnet 7 die durch die Polaritat von K erzeugte Abbildung auf den
Unterrdumen von II, und a, b sind die projektiven Geraden, deren Schnitt mit der
Menge der Innenpunkte die hyperbolischen Geraden @, b ergeben. Wir nennen @,
b verwandt und schreiben dafiir @ ~ b, wenn @ = b gilt, oder die beiden Geraden

einander orthogonal-schneiden.

Die Menge G zusammen mit der biniren Relation ~ bildet den Pliickerraum
(G,~); d.h. ~ ist eine reflexive und symmetrische Relation, bei der es zu zwei
beliebigen Geraden @, b eine endliche Folge 71,7, ..., 7x € G gibt mit

Gr~Ty~...~T ~ b
Eine Bijektion ¢ : G — G heift Pliickertransformation von (G, ~), wenn
T~b<=a?~b" firalle a,beg.

Die vorliegende Arbeit untersucht die Pliickertransformation von (G, ~). Es wer-
den Punktabbildungen von H bzw. Il gesucht, die Pliickertransformationen indu-
zieren. Bei dieser Untersuchung ist eine Unterscheidung der folgenden drei Félle

notwendig: dimH = 2, dim’H = 3 und dimH > 4. Es zeigt sich, daf bei dimH # 3
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die Pliickertransformationen von (G, ~) genau die durch Kollineationen von H
erzeugten Geradenabbildungen sind. Die Kollineationen von H ihrerseits lassen
sich stets eindeutig zu Kollineationen von Il erweitern, die mit 7 kommutieren.
Somit werden bei dimH # 3 die Pliickertransformationen von (G, ~) genau durch

die Kollineationen von II induziert, die mit # kommutieren.

Der Fall dimH = 3 nimmt eine Sonderstellung ein. Sei L := K(7) der eindeutige
quadratische Erweiterungskérper von K mit i? = —1, und Il die projektive
Gerade iiber L. Dann ist bei dimH = 3 jede Pliickertransformation o von (G, ~)
das Produkt einer durch einen Automorphismus ( von L und einer durch eine
Projektivitat von Iy, induzierten Pliickertransformation. Genau im Fall {(|K ¢ K
kann die Pliickertransformation ¢ nicht durch eine Kollineation von ‘H bzw. Il
erzeugt werden. Da R ein euklidischer Kérper ist und Automorphismen ¢ : C —
C mit {|R ¢ R existieren, ist auch die Existenz von Pliickertransformationen

gezeigt, die nicht durch Kollineationen induziert werden.

In den betrachteten Pliickerrdumen (G, ~) kann die Kennzeichnung von Pliicker-

transformationen vereinfacht werden. Denn schon jede Bijektion von (G, ~) mit
G~b=7a"~b" firalle a,b€ G

ist bereits Pliickertransformation.
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Einleitung

In Vorlesungen tber Differentialgeometrie 111 [6] zeigt W. BLASCHKE, daB die
Lietransformationenen der Ebene genau jene Bijektionen auf der Menge der Lie-
zykel sind, die beriihrende Lage erhalten. Zuvor hat er die Lietransformationen
rein analytisch definiert. Damit kennzeichnet er als einer der ersten eine Men-
ge von Abbildungen in einer Geometrie dadurch, daf eine binare Relation unter

diesen Abbildungen erhalten bleiben.

Nach W. BLASCHKE und insbesondere in der neueren Zeit haben sich viele Geo-
meter mit dhnlichen Problemstellungen auseinandergesetzt. So haben zum Bei-
spiel F.S. BECKMAN und D.A. QUARLES 1953 in ihrer Arbeit On isometries
of Fuclidean Spaces [2] gezeigt, dal Abbildungen eines euklidischen Raumes R"
(n > 1), die einen Abstand k& € R* stets erhalten, bereits Kongruenzabbildun-
gen von R” sind. Weitere Beispiele fiir Kennzeichnungen von Abbildungen durch
moglichst schwache Bedingungen findet man bei J. LESTER [29], W.L. CHOW
[10], W.-L. Huana [23], W. BENZ [3] und H. HAavLICEK [17], [18], [21], [22].

In Geometrische Transformationen [3] fithrt W. BENZ den Begriff eines Pliicker-
raumes ein. Ein Pliickerraum ist nichts anderes als eine beliebige Menge M zu-
sammen mit einer Relation ~. Die Relation ~ muf} reflexiv und symmetrisch sein,
und weiters muf} es zu zwei verschiedenen Elementen a, b € M stets eine endliche
Kette von in Relation stehender Elementen aus M geben, die a mit b “verbindet”.
Eine Pliickertransformation ist dann eine Bijektion auf M, die das in Relation
Stehen in beiden Richtungen erhélt. Viele der obigen Beispiele (W. BLASCHKE
[6], J. LESTER [29], W.L. Cuow [10], W. BENz [3], W.-L. HUANG [23] und
H. HAVLICEK [17], [18], [21]) erweisen sich als Pliickerraume, und die gekenn-
zeichneten Abbildungen als die zugehorigen Pliickertransformationen (siehe dazu

auch Abschnitt 2.2).

W. BENZ und E.M. SCHRODER haben in Bestimmung der orthogonalitdtstreu-

en Permutationen euklidischer Rdume [5] folgenden Pliickerraum untersucht: Die
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Menge M bestehe aus den Geraden des euklidischen Raumes R" (n > 3)'. Zwei
Geraden stehen in Relation, wenn sie gleich sind, oder einander orthogonal schnei-
den. Fiir n > 4 werden die Pliickertransformationen durch Ahnlichkeiten indu-
ziert. In einem dreidimensionalen euklidischen Raum koénnen die Pliickertransfor-
mationen auch durch Derivationen induziert werden. H. HAVLICEK hat dieselben
Pliickergruppen in anderen Geometrien untersucht. Aber auch in elliptischen [17]
und symplektischen [18] Raumen stellt sich heraus, daB der dreidimensionale Fall

eine Sonderstellung einnimmt.

In der vorliegenden Arbeit werden die orthogonalitdtstreuen Pliickertransforma-
tionen in hyperbolischen Rdumen betrachtet. Wir stellen uns dazu den hyperbo-
lischen Raum H stets in einen projektiven Raum II, mit dem euklidischen Al-
gebraisierungskorper K, eingebettet vor. Weiters mufl unterschieden werden, ob
'H zweidimensional (siehe Kapitel 3.2), dreidimensional (siehe Kapitel 3.3) oder
vier- bzw. hoherdimensional (siehe Kapitel 3.1) ist. Die einzelnen Félle erfordern

sehr unterschiedliche Beweismethoden.

Bei dimH = 2 und dimH > 4 koénnen wir zeigen, daf3 alle Pliickertransfor-
mationen durch Kollineationen von H induziert werden, die eindeutig nach II
fortgesetzt werden kénnen. Der Beweis im zweidimensionalen Fall stiitzt sich we-
sentlich auf die Konstruktion einer Desarguesfigur, mit deren Hilfe die Invarianz
der kopunktalen Lage von Geraden gezeigt werden kann. Ist dimH > 4, so kann
ahnlich wie in euklidischen Raumen [5] vorgegangen werden. Entscheidend geht
dabei der Satz ein, daf} fiir drei paarweise verschiedene hyperbolische Geraden
a,b,c mit a,b schneidend und ¢ orthogonal-schneidend zu a, b, die Gerade ¢ den
Schnittpunkt von a, b enthélt. Sowohl im zweidimensionalen Fall, als auch im vier-
bzw. hoherdimensionalen Fall kann die durch die Pliickertransformation induzier-
te Kollineation von ‘H eindeutig nach Il erweitert werden. Es sind dazu allerdings
topologische Methoden und ein Satz von R. FRANK [13, Satz 2] notwendig.

Wie schon im euklidischen, elliptischen und symplektischen Raumen nimmt der
3-dimensionale hyperbolische Pliickeraum eine Sonderstellung ein. Es gibt in sol-
chen Rédumen Pliickertransformationen die nicht durch Kollineationen induziert
werden. Es 1a8t sich die Absolutquadrik X von H als Mobiusebene auffassen und
eine Bijektion zwischen K und der projektiven Geraden iiber dem einzigen qua-
dratischen Erweiterungskorper L von K definieren. So kann man zeigen, dafl auch
die Automorphismen von L Pliickertransformationen in ‘H induzieren, die nicht

von Kollineationen stammen.

'Im Falle n = 2 liegt hierbei kein Pliickerraum vor.
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In alle hyperbolischen Pliickerrdumen gelingt es uns zu zeigen, dafl die Bedingun-
gen Pliickertransformation zu sein, reduziert werden kénnen. Es reicht vorauszu-
setzen, daf es sich um eine Bijektion auf den Geraden von H handelt, welche das

Orthogonalschneiden erhélt.

Ich danke Herrn Professor Dr. H. Havlicek fiir die Anregung zu dieser Arbeit,

sowie seine wertvollen Ideen und Hinweise.



Kapitel 1

Hilfsmittel aus Algebra,
Topologie und Geometrie

In diesem ersten Kapitel sollen Ergebnisse aus verschiedenen Teilen der Geometrie
bzw. Mathematik gesammelt werden, die in den folgenden Kapiteln Anwendungen
finden. Wir beschiftigen uns insbesondere mit euklidischen Kérpern, ihrer eindeu-
tigen quadratischen Erweiterung, Korperautomorphismen und projektiven bzw.
affinen Raumen tiber euklidischen Kérpern. Alle in dieser Arbeit betrachteten
projektiven Radume besitzen ndmlich einen euklidischen Algebraisierungskorper.
Die miquelschen M&biusebenen spielen insbesondere im letzten Abschnitt iiber
3-dimensionale hyperbolische Pliickerrdume eine Rolle. Die Absolutquadrik eines

solchen Raumes ist ein Modell einer miquelschen Mébiusebene.

1.1 Euklidische Korper

Wir wollen davon ausgehen, dafl dem Leser der Begriff eines Kérpers bekannt
ist, wobei wir unter einem Korper stets einen kommutativen Koérper verstehen.
Fir nichtkommutative Kérper werden wir im folgenden den Begriff Schiefkdrper

verwenden.

Definition 1.1 Ein Kérper' K heifit angeordnet, falls in K eine Teilmenge P so
existiert, dafS gilt:

'K kénnte auch Schiefkérper sein.
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1. Fir jedes Element x € K gilt genau eine der drei Aussagen

re P, —xe P, z=0.
2. Aus xz,y € P folgt stets x +y € P und -y € P.

P heifit Positivititsbereich, die Elemente aus P positiv und die Elemente aus
K\(P U {0}) negativ.

Durch die Relation < bzw. < auf K x K kénnen die Elemente von K “geordnet”

werden:
r<y<=y—cz€Pbaw. z<y<=x=yoderz<y.

Bezeichnen wir mit K(®) die Menge der Quadrate in K, so ist K\ {0} Teilmenge
jedes Positivitatsbereiches, denn fir jedes = € K\{0} gilt

zr = (—z)(—z) = 2* > 0.
Da 1 =1-1 Quadrat ist, ergibt sich
1+41+...41>0

und damit ist die Charakteristik? jedes angeordneten Kérpers K gleich 0.

Definition 1.2 Ein Kérper K heifit euklidisch, wenn K®\{0} Positivilitsbe-

reich ist, also jedes positive Element Quadrat ist.

Ein euklidischer Korper besitzt sonst keinen Positivitdtsbereich, da K\ {0} Teil-
menge jedes Positivitdtsbereiches ist. Jeder euklidische Koérper gestattet somit
genau eine Anordnung. Alle Eigenschaften angeordneter Korper gelten im spezi-

ellen fiir euklidische Kérper.

Ein Beispiel eines euklidischen Kérpers ist (R, +, -), die Menge der reellen Zahlen
zusammen mit der Addition und Multiplikation als Verkniipfungen. Offenbar ist
R+ = R®\{0} ein, und damit der einzige Positivititsbereich.

2Als Charakteristik eines Korpers bezeichnet man die kleinste Zahl n € N\{0} mit n - 1 =
1+1+...41=0. Gibt es kein solches n, so setzen wir CharK = 0.
—_————

n
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Ein weiteres Beispiel eines euklidischen Korpers ist der Kérper der konstruier-
baren Zahlen, der folgendermaflen erzeugen werden kann: Ist ¢ € Q1 keine Qua-

dratzahl, so ist die quadratische Gleichung
2 —c=0

iiber Q nicht 16sbar; d.h. das Polynom z? — ¢ ist iiber Q irreduzibel. Dann er-
halten wir durch Adjunktion von y/c € R den quadratischen Erweiterungskorper
Q(v/¢) = {a + by/cla,b € Q}. Wird die Adjunktion aller \/z € R mit z € Q7
durchgefiihrt, so erhalten wir einen Erweiterungskoérper K; von Ky := Q. Im
nachsten Schritt erhalten wir durch Adjunktion aller \/z € R mit z € K; N R*
den Erweiterungskérper Ky. Durch Iteration dieses Verfahrens erhalten wir die
Folge von Kérpern Q = Ky C Ky C K; C .... Die Vereinigung

K=K
bezeichnen wir als den Kérper der konstruierbaren Zahlen®. K ist Teilmenge von R
und Kt = KNR* ist Positivitatsbereich. Fiir jedes z € Kt gibt es ein /zr € Kt
mit y/z - v/ = x und somit ist K euklidisch. Als Vereinigung von abzahlbar

vielen Teilmengen, die jeweils aus abzidhlbar vielen Elementen bestehen, ist K

selbst abzahlbar.

Ein weiteres Beispiel fiir einen euklidischen Korper ist der Kérper der algebrai-
schen Zahlen. Das sind alle Zahlen die Nullstellen von Gleichungen der Art

anz" 4+ an_ 12"+t @z +ag =0 (ag,...,a, € Qa, #0,n € N)
sind.
Weitere Beispiele fiir euklidischer Korper findet man in [1]. E. BECKER zeigt

weiters, daf} jeder formal-reelle Korper, das ist ein Kérper in dem —1 nicht Summe

von Quadraten ist, einen euklidischen Erweiterungskérper besitzt.

In Hinblick auf Kapitel 3.3 werden wir nun die quadratischen Erweiterungskoérper
eines beliebigen euklidischen Kérpers K untersuchen. Wegen —1 < 0, ist —1 kein
Quadrat. Deshalb kann K stets durch Adjunktion von 7, mit

it =—1,

quadratisch zu K(:) erweitert werden. Es stellt sich die Frage, ob noch andere?

quadratische Erweiterungen von K existieren. Dazu nehmen wir an, die quadra-

3Es handelt sich dabei um alle Streckenlingen, die nach Vorgabe einer Einheitsstrecke, mit
Zirkel und Lineal in der euklidischen Ebene konstruiert werden kénnen.

4Dabei identifizieren wir K-dquivalente Erweiterungskérper von K, also Kérper L, I/ D K
fur die es einen Automorphismus I. — I/ gibt, der K elementweise fest 1af}t.
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tische Gleichung

2’4+ pr+q=0, pgeK
sei in K nicht 16sbar, und ein Element « eines Erweiterungskorpers von K sei
Lésung. Dann erhalten wir durch Adjunktion von « einen weiteren quadratischen
Erweiterungskorper von K. Wegen o ¢ K kann (%)2 — ¢ kein Quadrat in K sein.
Wir erhalten

2 2 2
<g) —q <0, d.h.q—(%) >0, d.h.q—(%) = ¢?

fiir ein geeignetes ¢ € K. Fiir

_r 1
7 —I—ta

2
gilt dann ? = —1. Durch das Adjungieren von « und 7 erhalten wir also den

selben Erweiterungskorper von K. Somit gilt:

Satz 1.1 Zu einem euklidischen Korper exvistiert genau eine quadratische Korpe-

rerweiterung, ndmlich K(i) mit i* = —1.

K(z) ist damit auch quadratisch abgeschlossen. Der einzige quadratische Erwei-

terungskorper der reellen Zahlen ist somit jener der komplexen Zahlen C.

Am Ende dieses Abschnitts sei noch darauf hingewiesen, dafl es euklidische
Schiefkorper gibt, wie ein Beispiel von GROGER [15] zeigt. Diese sind fiir uns
jedoch nicht von Interesse, da die in dieser Arbeit verwendeten Korper stets

kommutativ sind.

1.2 Automorphismen quadratischer Erweiter-

ungen

Unter einem Automorphismus o eines Korpers (K, +,-) verstehen wir eine bijek-
tive Selbstabbildung mit

olat+d) = oa)+o(d)
ola-d) = ofa) o(d)

fir alle a,a’ € K. Wegen o(a) = o(a)+ o(0) und o(a) = o(a)-o(1) gilt o(0) =0
und (1) = 1. Im folgenden soll stets charK # 2 gelten®.

5Bei charK = 2 kann zum Beispiel nicht jede quadratische Erweiterung von K in der Form

K(y/¢) (¢ € K) geschrieben werden.
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Fiir die Automorphismen eines quadratischen Erweiterungskorpers K(1/c) (¢ €
K) von K bedeutet dies:

o((a+bv/E) + (a +6VE) = olatbye)+old +Hye)
o((a+bv/0) - (@ +HVE) = ola+bye)-old +b0)

fir alle a,a’, b, 0" € K. Es sollen zunachst nur solche Automorphismen von K(1/¢)
betrachtet werden, die K in sich abbilden, also o(K) C K. Wegen

o(a+by/<) = ola) + o(b)o (Vo)

gilt

o(Ve) ¢ K,
sonst wire o(z) € K fiir alle z € K(y/c), und damit ¢ nicht surjektiv. Fiir ein
y € Kmity = o(a)+o(b)o(y/c)ist o(b) = 0 und damit b = 0. Die Einschrankung
von o auf K ist somit bijektiv und selbst ein Automorphismus von K. Durch die

Einschrankung auf K und
o(ve)=p+qve (p,q €K q#0)
ist o bereits eindeutig bestimmt. Es gilt
ole) = a((VO?) = (o(v)) = #* + 2pav/e + ¢c € K.
Da die Charakteristik von K verschieden von 2 ist, gilt wegen /¢ ¢ K

,  ole)

p=0, ¢=——mitge K
c

Ist umgekehrt o ein Automorphismus von K und ¢ € K kein Quadrat, so kann o

genau dann zu einem Automorphismus von K(1/c) erweitert werden, falls

o(e) e K®.

[

Da die Gleichung ¢* = ﬂfl keine oder zwei Losungen besitzt gilt: In Abhangigkeit
von ¢ kann ein Automorphismus von K nicht oder auf zwei verschiedene Arten

zu einem Automorphismus von K(y/¢) erweitert werden.

Betrachten wir im speziellen die Identitit von K. Dann ergibt sich aus ¢? =
ﬂfl =1, daB ¢ = £1 und damit o(y/c) = £4/c. Die beiden zur Identitit von K

gehorigen Automorphismen von K(y/¢) lauten somit

o(a++/cb) = a & /cb.
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Es sei K = Q(v/2), dann ist
oc:K—=K mit a+bV2— a—bV/2 (a,b€ Q)

ein Automorphismus von K. Setzen wir ¢ := v/2 und bilden den quadratischen
Erweiterungskorper K(y/¢) von K, so gilt:

ole) o3 Ve _
c V2 V2
Da —1 kein Quadrat in K ist, gibt es keine Erweiterung von ¢ : K — K auf

K(,/3).

Ist K ein euklidischer Koérper, so konnen wir nach Abschnitt 1.1 stets vorausset-

—1.

zen, dafl ¢ = —1 ist. Wegen

0=0(0)=0c(l4+(-1))=0c(1)4+0o(-1)=140(-1)

gilt stets ¢* = U(__ll) = 1 und somit o(:) = +i. Die zu einem beliebigen Au-
tomorphismus o von K gehorigen Automorphismen von K(z) kénnen wir damit

schreiben als

(a+1b) — o(a) £ i0(b).

Kennen wir die Automorphismen von K, so kénnen wir die Automorphismen
von K(7) konstruieren, die o(K) C K leisten. Wie wir im nachsten Abschnitt
sehen werden, ist diese Bedingung jedoch nicht fiir alle Automorphismen von K(z)

erfiillt. Wir werden uns auf den Fall K = R, und damit K(¢) = C beschranken.

1.3 Automorphismen von C

Wir setzen als bekannt voraus, dafl die Identitat der einzige Kérperautomorphis-
mus von R ist (siehe z.B. [3, S.88]). Nach Abschnitt 1.2 sind dann die einzigen
Automorphismen von C = R(z), die R auf sich selbst abbilden, die Identitat und
die Konjugation

_:C—>(C, a+i1b— a-+1b=a—1b.
Es stellt sich die Frage nach Automorphismen o : C — C mit o¢(R) ¢ R. Um

diese Frage beantworten zu kénnen, miissen wir uns mit der Theorie der Korpe-
rerweiterungen auseinandersetzen. In Abschnitt 1.1 haben wir gesehen, wie ein
Korper quadratisch erweitert werden kann. Fine quadratische Kérpererweiterung

ist ein Spezialfall einer algebraischen Kérpererweiterung.
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Definition 1.3 FEin Erweiterungskéorper L von K heif$t algebraisch iber K, wenn
jedes Element von L algebraisch iber K ist; d.h. jedes Element von IL ist Nullstelle

eines vom Nullpolynom verschiedenen Polynoms mit Koeffizienten aus K.

Nicht alle Elemente eines Erweiterungskorpers miissen algebraisch sein. Zum Bei-
spiel 1st R Erweiterungskorper von Q, die reellen Zahlen = und e sind jedoch
bekanntlich nicht algebraisch iiber Q. Solche Elemente werden transzendent ge-
nannt. Der Durchschnitt aller Kérper, die einen beliebigen Korper K und ein iiber
K transzendentes Element u enthalten, ist ein zum Quotientenkérper® von K[z]
K-dquivalenter Korper K(u). Man spricht hier von einer einfach transzendenten

Korpererweiterung.

Es mufl nun noch der wichtige Begriff einer Transzendenzbasis hergeleitet werden

(siehe auch [26] bzw. [24] ):

Definition 1.4 Sei L ein Erweiterungskorper von K und S eine Teilmenge von
L. Dann heifit S algebraisch abhingig iber K, wenn fir ein n € N ein Nichtnull-
polynom f € Klxq,...,x,] so existiert, daf§ f(s1,...,8,) =0 mit s1,...,8, €S
und S1,...,8, verschieden. S heifit algebraisch unabhingig tiber K, wenn S nicht

algebraisch abhdngig tiber K ist.

Jedes Element einer algebraisch unabhangigen Menge tiber K ist also transzen-

dent iiber K.

Wichtig fiir das Folgende sind die beiden Satze 1.2, 1.3, die Spezialfille zweier
Satze aus dem Buch von HUNGERFORD [24, S. 312, Corollary 1.3] bzw. [24, S.
317, Theorem 1.12] darstellen:

Satz 1.2 Jede Permutation einer algebraisch unabhdingigen Menge S iber einem

Kérper K kann zu einem Automorphismus von K(S) erweilert” werden.

Satz 1.3 Sei L der algebraische Abschluff® eines Korpers K, dann kann jeder

Automorphismus von K zu einem Automorphismus von I erweitert werden.

SDen Quotientenkérper von K[z] erhilt man folgendermaflen: Alle Polynome > a;2%(n €
N) ergeben den Polynomring K[z]. Die rationalen Funktionen %, mit p(z), q(z) € K[z] und
q(z) verschieden vom Nullpolynom, bilden den Quotientenkérper von K[z].

“Mit K(S) wird hier der Durchschnitt aller Kérper bezeichnet, die K und S enhalten. Es
handelt sich dabei wiederum um einen Koérper.

8Tst K ein algebraisch abgeschlossener Kérper, so besitzt jedes nichtkonstante Polynom
p(z) € K[z] mindestens eine Nullstelle. Jeder Korper kann algebraisch abgeschlossen werden;
d.h. Jeder Korper besitzt einen algebraischen Erweiterungskorper der algebraisch abgeschlossen
ist. Der algebraische Abschluff eines Korpers K ist bis auf K-Aquivalenz eindeutig [26, S.468].
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Definition 1.5 Sei L ein Erweiterungskorper von K, dann heifit B C L Tran-

szendenzbasis von L tiber K, wenn

1. B algebraisch unabhdingig tiber K ist und

2. L algebraische Erweiterung von K(B) ist.

Wir kénnen nun die Existenz von Automorphismen des komplexen Zahlenkorpers

zeigen, die von der Identitdt und der Konjugation verschieden sind.

Sei B eine Transzendenzbasis von C iiber Q und ¢ : B — B eine Bijektion auf

B. Dann kann ¢ nach Satz 1.2 zu einem Automorphismus
o1:Q(B) — Q(B)

erweitert werden mit o1|B = o. Weiters konnen wir mit Satz 1.3 folgern, daf} sich

o1 zu einem Automorphismus
oy : [Q(B)] — [Q(B)]

fortsetzen 14Bt, wobei [Q(B)] den algebraischen Abschluff von Q(B) bezeichnet,
und es gilt [Q(B)] = C. Jede Permutation der Transzendenzbasis B erzeugt
damit einen Automorphismus auf C. Es 148t sich zeigen (siehe z.B. [24, S. 317,
Exercise 6]), daB jede Transzendenzbasis von C iiber Q iiberabzahlbar ist, und

somit gibt es auch iiberabzéhlbar viele Automorphismen von C.

1.4 Die projektive Koordinatentopologie

Im Kapitel 3.1 spielen bei einigen wichtigen Uberlegungen topologische Struktu-
ren eine fundamentale Rolle. Diese Strukturen sollen in diesem Abschnitt kurz
zusammengefafit werden. Die Beweise der Aussagen dieses Abschnitts kénnen in
jedem Buch iiber Grundlagen der Topologie, wie zum Beispiel in [33], gefunden

werden.

Definition 1.6 Fin topologischer Raum ist ein Paar (M, M), bestehend aus ei-
ner nicht leeren Menge M, und einem System M von Teilmengen von M mat

den Figenschaften:

1. {0, M} Cc M.
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2. Aus Oy, Oy € M folgt O, N Oy € M.

3. Fir eine beliebige Indexmenge I gilt: Aus O; € M, 1 € [ folgl J;e; O; € M.

Die FElemente aus M heiflen offene Mengen. Komplemente offener Mengen

heiffen abgeschlossen.

Fiir eine beliebige nicht leere Menge M sind (M, B(M)) bzw.? (M, {0, M}) die
denkbar einfachsten topologischen Rdume. Man spricht von der diskreten bzw.

indiskreten Topologie auf M.
Sei (M, M) ein topologischer Raum und N C M. Dann nennt man
N ={0]30 e M mit O =0NN}

die von M induzierte Relativtopologie auf N. Wir werden nun einige Metho-
den zusammenstellen, wie man aus schon bekannten topologischen Raumen neue

konstruieren kann. Dazu bendétigen wir:

Definition 1.7 Sei (M, M) ein topologischer Raum und & C M. Dann heifit B
eine Basis von M, wenn fir alle O € M ein ®* C B existiert, sodafs

o= J B

Bed*

Ausgehend von endlich vielen topologischen Raumen (M;, M;), (: = 1,...,n),
1aBt sich in der Produktmenge

M= M xMyx...xM, ={z|r = (z1,72,...,2,),2; € M;}
eine Topologie M einfithren, indem man
B:={01,x0y%x...x0,|0; € M;}
als Basis wahlt. Es gilt dann M = {Upep- B|®* C B}. Den so konstruierten

topologischen Raum nennt man den Produktraum von (M;, M;).

Definition 1.8 Sind (M, M), (N,N) zwei topologische Riume, dann heifit eine
Abbildung f : M — N stetig, wenn das Urbild jeder offenen Menge wieder offen
ist. Sind f: M — N und f~' : N — M stetige Bijektionen, so heifit f ein

Homdéomorphismus.

9B(M) nennt man die Potenzmenge von M und versteht darunter die Menge aller Teilmen-
gen von M.
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Schrittweise werden wir nun die projektive Koordinatentopologie entwickeln:

Definition 1.9 Fin Kérper'® K mit einer topologischen Strukiur, die weder die

diskrete noch die indiskrete Topologie ist, heifst topologischer Kérper, wenn die
Abbildungen

1. KxK - K: (z,y) — 2 —y

2. KxK\{0} - K: (z,y) — z -y "
stetig sind.

Viele Beispiele fiir topologische Korper findet man in [39]. Betrachten wir ange-
ordnete Kérper, im speziellen euklidische Kérper, so bilden diese zusammen mit
der sogenannten Ordnungstopologie stets einen topologischen Koérper. Die Ord-
nungstopologie auf einem angeordneten Korper besitzt die offenen Intervalle ]a, ]
mit a,b € K als Basis.

Sei (M, M) ein topologischer Raum und ~ eine Aquivalenzrelation auf M, so
bezeichnet M/ ~ die Menge der Aquivalenzklassen, [z] € M/ ~ die Aquivalenz-
klasse von x € M und p: M — M/ ~ mit  — [z] die kanonische Projektion.
Auf M/ ~ 1ait sich folgendermaflen eine Topologie M erklaren:

0 e ./MQ — p_l(O) e M.
Die so definierte Topologie heiit Quotiententopologie.

Sei K ein topologischer Korper und K" der zugehérige n-dimensionale Vektor-
raum. Dann verstehen wir unter der affinen Koordinatentopologie'® auf K* die
Produkttopologie der in K geltenden Topologie. Definieren wir auf K" die Aqui-
valenzrelation

~rx~y<s—JdkeKmitk-z =y, z,y€ K'\{o},

so bildet die Menge der Aquivalenzklassen K"/ ~ die Punktmenge eines pro-
jektiven Raumes I mit der Dimension dimll = n — 1. Bilden wir die Quoti-

ententopologie der affinen Koordinatentopologie, so erhalten wir die projektive

10K kénnte hier auch ein Schiefkérper sein.

K" zusammen mit der affinen Koordinatentopologie ist ein wichtiges Beispiel fiir einen
topologischen Vektorraum. Das ist ein Vektorraum V mit topologischen Skalarkérper und in
welchem die Abbildungen (z,y) € VXV — z — y und (A, z) € KxV — X - z stetig sind. Mehr
tiber topologische Vektorrdume findet man in [33].
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Koordinatentopologie auf 1. Jeder solche projektive Raum mit seiner projekti-
ven Koordinatentopologie ist ein topologischer projektiver Raum. Zur Definition
eines topologischen projektiven Raumes siehe z.B. [31] oder [38]. Bei endlicher

Dimension gilt jedoch nach [38]:

Satz 1.4 Zu jedem desarguesschen topologischen projektiven Raum 11 gibt es (bis
auf Isomorphie) genau einen projektiven Raum mit Koordinatentopologie zu dem

II isomorph!? ist.

Im Kapitel 3.1 verwenden wir projektive Raume mit linearer Topologie:

Von einem projektiven Raum II mit linearer Topologie spricht man, wenn auf
jeder Geraden von II eine Topologie gegeben ist, die weder diskret noch indiskret
ist, und jede Perspektivitat zwischen Geraden stetig ist. Der Begriff des projek-
tiven Raumes mit linearer Topologie ist eine Abschwéachung des Begriffs eines
topologischen projektiven Raumes. Die Relativtopologien auf den Geraden eines
topologisch projektiven Raumes bilden namlich stets eine lineare Topologie [32].
Umgekehrt stammt nach [32] nicht jeder projektive Raum mit linearer Topologie
von einem topologischen projektiven Raum. Eine Teilmenge M C II heiit linear

offen, wenn M N g fiir jede Gerade g offen ist.

1.5 Projektive und affine Raume iiber euklidi-

schen Korpern

Sei Il := II(n, K) = II(P, G, €) ein n-dimensionaler projektiver Raum (2 < n <
oo) mit euklidischem Algebraisierungskorper K, der Punktmenge P, der Gera-
denmenge G und dem Enthaltensein als Inzidenzrelation. Da die Charakteristik
von K gleich 0 und damit verschieden von 2 ist, ist II fanosch. Weiters ist K kom-
mutativ und daher II pappossch. Insgesamt ist 11 also eine klassischer projektiver

Raum.

In einem beliebigen n-dimensionalen projektiven Raum, dessen Algebraisie-
rungskorper eine von 2 verschiedene Charakteristik besitzt, kann zu jeder re-

guldren Quadrik K ein Koordinatensystem gefunden werden (siehe z.B. [35,

127Zwei desarguessche topologische projektive Raume II, I’ heiflen isomorph, wenn es eine
Kollineation  : IT — II’ gibt, die gleichzeitig Homomorphismus fiir die Topologien von II und
Il ist.
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Satz 24.3]), sodaB die Gleichung von K
aoa:?) + ale + ...+ an_lsz;i_l + Gn$i =0, g, e K

lautet. Da K eine regulare Quadrik ist, sind alle a; verschieden von 0. Betrach-
ten wir nun wiederum einen projektiven Raum Il mit euklidischen Algebraisie-
rungskoérper K: Auf einer ovalen Quadrik in II kénnen definitionsgeméafl kei-
ne Geraden oder hoherdimensionale Unterrdaume liegen. Deshalb ist genau ein
a;(¢ € {0...n}) negativ. Alle positiven a; sind Quadrate und fiir jedes negative
a; ist —a; Quadrat. Durch einen Basiswechsel kénnen wir erreichen, dafl sich K
vereinfacht als

2, 2 2 2
ro+ai+...+x,_y—x, =0

schreiben 1aBt. Der Beweis dieser Aussage kann genauso durchgefithrt werden wie
in reellen projektiven Radumen. Denn auch in Vektorrdumen iiber euklidischen

Koérpern gilt der Trégheitssatz von Sylvester.

In jedem klassischen projektiven Raum gelten die folgenden zwei wichtigen Aus-

sagen [8, S. 53ff]:

Satz 1.5 Ist der Algebraisierungskorper eines klassischen projektiven Raumes 11

euklidisch, so besitzen genau die ovalen Quadriken Innenpunkte.

Satz 1.6 Ist K eine ovale Quadrik in 11, so ist jede Gerade durch einen Innen-
punkt Sehne von K (d.h. sie trigt genau zwei Punkte von K ).

Die erste Aussage sichert die Existenz von hyperbolischen Punkte im Cayley-
Klein-Modell eines hyperbolischen Raumes. Die zweite Aussage bestatigt, daB
jede projektive Gerade durch einen hyperbolischen Punkt eine hyperbolische Ge-
rade tragt. Damit ist die projektive Verbindungsgerade zweier hyperbolischer
Punkte eine Sekante der Absolutquadrik und somit tragt sie eine hyperbolische
Gerade.

Sei A = (A(K"),-) (n < o0) der n-dimensionale affine Raum tiber dem euklidi-

schen Koérper K zusammen mit dem kanonischen Skalarprodukt

T Y1

S K'x K" — K| |- ey ey + .+ Ty,

Ln Yn
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Dann bildet A mit der Abstandsfunktion dist : K" xK" — K,

L1 (3l
L2 Y2

: '—>\/(yl—$1)2+(yz—yz)2+...+(yn—yn)2
:ETL yn

einen K-metrischen Raum; d.h. fiir alle z,y, z € K* gilt

1. dist(z,y) > 0, dist(z,y) <= z =y,
2. dist(z,y) = dist(y, z),

3. dist(z, z) < dist(x, y) + dist(y, z).

Der Beweis dieser Aussage kann genauso gefiihrt werden, wie der Beweis, dafl der
reelle affine Raum ein metrischer Raum ist (siehe z.B. [33]). In [16] zeigt S. GUD-
DER, daf} es zu K" eine Kardinalzahl « gibt, sodafl man, wenn man tiber K" offene
Menge erklart wie in metrischen Raumen iiblich'®, einen a-topologischen Raum
iiber K" erhélt. In einem Raum M mit einer a-Topologie M ist der Durchschnitt
von offenen Mengen O; € M,i € [ wiederum offen, wenn card(/) < a. Weiters

gelten die Axiome 1 und 3 eines topologischen Raumes (siehe Abschnitt 1.4).

a-topologische Rdume iiber K-metrischen Raumen haben viele Gemeinsamkei-
ten mit topologischen Rdumen {iber metrischen Raumen. So sind sie ebenfalls
Hausdorff-Raume, sogar normal. Eine detaillierte Untersuchung von K-metrischer

R&aumen findet man in [16].

1.6 Miquelsche Moébiusebenen

Sei K ein beliebiger nicht quadratisch abgeschlossener Kérper und L eine seiner
quadratischen Erweiterungen. Wir erweitern zusédtzlich L um ein beliebiges Ele-
ment, das nicht in L enthalten ist, und bezeichnen dieses im folgenden als oc.
Die Rechenregeln fiir die Verkniipfung von Elementen aus L und oo definieren
wir folgendermaflen:
a a
g =00 aro0 = 00=100-a, —

=0und b+ o0 =00 =:00+b

13Sei (M, p) ein metrischer Raum, # € M, r € R*. Die Punktmenge K(z,r) := {
M|p(z,z) < r} heiit offene Kugel Dann bildet M :={O C M|Vx € O Ir > 0: K(z,r) C O}
eine Topologie auf M (siche [33]).
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fiir a € L\{0}, b € L. Die Ausdriicke oo 4 o0, 0- 0o und 2 sind nicht erklart. Wir
bezeichnen L, := L U {oc} als den Mdbiusabschluff von L und es gilt

Lo = {%m,b € L mit (a,b) # (0,0)}.
Analoges gilt fir K bzw. K.

Sind A, B,C, D € L mit AD # BC, so ist durch

X AX + BY
@:Lle =Ly —= +

v oy Dy (Y) ELA{(0,0)

eine Bijektion auf L., wohldefiniert, die man gebrochen-lineare Transformation'*
iiber L nennt. Die Menge aller dieser Abbildungen bildet mit dem Hintereinan-
derausfithren als Verkniipfung eine Gruppe, und wir bezeichnen diese mit I'(LL).
Die gebrochen-linearen Transformationenen operieren schart dreifach-transitiv
auf L.,; d.h. zu zwei Tripeln A, B,C € L., bzw. Ay, By, C; € L., wobei A, B,C
bzw. Ay, Bi,Cq paarweise verschieden sind, existiert genau ein ¢ € I'(L) mit
©(A) = A1, ¢(B) = B1, ¢(C) = €. Einen Beweis dazu und eine ausfiihrlichere

Behandlung von Mébiusebenen findet man in [36].

Ist nun L ein quadratischer Erweiterungskorper von K, so werden die Elemente

von L., als Punkte und die Elemente von

K(Leo) := {p(Keo )| € T(L)}

als Mobiuskreise bezeichnet. Das Paar M(L,K) := (Lo, K(Ly)) heiBt die mi-
quelsche Mobiusebene iber (L, K).

Zu drei verschiedenen Punkten aus M (L, K) existiert genau ein Mobiuskreis der
alle drei Punkte enthélt (siehe [36, (2.24)]). Definieren wir fiir

A= @,B = b—O,C’:: C—O,D = @ €Ly
aq bl (5] dl
mit |(A, B,C,D)| > 3 und ag,a1,bo,...,di € L das Doppelverhaltnis von

A, B,C, D durch

ag ©Co ] ‘ bo do ‘

by d

DV(A, B,C, D) := Zl ; —
0 0 0 0
aq dl ‘ bl (8] ‘

so erhalten wir:

1 Man spricht auch von einer Mébiustransformation erster Art.
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Satz 1.7 Sind A,B,C dret verschiedene Punkte von L., so kann der Mdébiuskreis
k(A, B,C) durch A, B,C als

k(A,B,C)={X € L|[DV(A,B,C, X) € K.}

dargestellt werden.

Wir koénnen jedoch M(L,K) auch auf eine andere Weise interpretieren. Fassen
wir nédmlich den Zéhler und Nenner eines Punktes X = 2 € Ly als homogene
Koordinaten der projektiven Geraden Ily, iiber L auf, so kénnen wir die Punkt-
menge von M (L, K) auch also Punktmenge von Iy, interpretieren (siehe [4]). Die
projektive Gerade Il iiber K stellen wir uns dabei eingebettet in Iy, vor. Jeder

Mébiuskreis in Iy, ist dann Bildmenge von Il unter einer Projektivitat in Ily.

Eine weitere Interpretationsmoglichkeit von M(L,K) ergibt sich dadurch, da8
wir die Punkte von M(L,K) auffassen als die Punkte einer affinen Ebene A%
tiber K, erganzt durch einen Punkt oo (siehe [4]). Die Mobiuskreise erscheinen in
diesem Modell als affine Kegelschnitte, sowie als Geraden in A% erweitert durch
den Punkt oc. Ist der Korper K insbesondere euklidisch, dann kann man die

Mébiuskreise, die nicht durch oo gehen, durch die Punktmenge (71, z3) € A% mit
(351 - m1)2 + (3:2 - m2)2 = T2, 0<re K? (mlva) € 'A]%(

beschreiben (siehe [4, S.231]).



Kapitel 2

Pliickerraume und Hyperbolische
Geometrie

Es sollen nun die fiir diese Arbeit fundamentalen Begriffe “Pliickerraum”
und “Pliickertransformation” eingefithrt werden. Wir geben einige Beispiele fiir
Pliickerraume an. Weiters zeigen wir, dafl in jedem hyperbolischen Raum H die
Geraden zusammen mit dem Orthogonalschneiden als Relation einen Pliicker-
raum bilden. Schluflendlich wird die Problemstellung dieser Arbeit formuliert:
Wir suchen alle Punktabbildungen des zu H gehorigen projektiven Raumes, die
Pliickertransformationen induzieren.

2.1 Definition eines Pliickerraumes

Auf einer beliebigen nichtleeren Menge (& sei eine zweistellige Relation gegeben,
die reflexiv und symmetrisch ist. Stehen zwei Elemente a,b € G in Relation, so
schreiben wir a ~ b, sonst a o b. Wir bezeichnen die Struktur (G, ~) geméif
(3] als Plickerraum, wenn zu je zwei a,b € GG mit a £ b endlich viele Elemente

C1,C, ..., C, existieren, sodafl
G~ Cl~Cyr~ o~ Cp,~ b (2.1)
Ist ¢ : G — G eine Bijektion mit
an~b<= a¥ ~ b¥ fir alle a,b € G, (2.2)

so nennen wir ¢ eine Plickertransformation von (G, ~). Alle Pliickertransforma-

tionen eines Raumes (G, ~) bilden die sogenannte Plickergruppe. Im allgemeinen

23
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versucht man die Bedingung (2.2) abzuschwéchen und fiir Bijektionen mit
ar~b= a¥ ~ b* fir alle a,b € G (2.3)

zu zeigen, dafl es sich dabei bereits um Pliickertransformationen handelt. Die
Satze 3.6, 3.7 und einige Beispiele in Abschnitt 2.2 zeigen, dafl eine solche Ab-

schwéchung in manchen Féallen moglich ist.

Zwei Pliickerrdume (G, ~1) und (Gq, ~3) heiflen isomorph, wenn es eine Bijektion

a ~1 b <= a’ ~, VP fiir alle a,b € Gy.

Die Pliickertransformationen eines Raumes (G, ~) konnen wir somit auch als

Automorphismen von (G, ~) bezeichnen.

2.2 Beispiele von Pliickerraume

In diesem Abschnitt sollen einige Beispiel fiir Pliickerraume betrachtet werden,
sowie die zugehorigen Transformationsgruppen. Auf Beweise soll dabei ganzlich

verzichtet werden.

2.2.1 Satz von June Lester

Sei k eine beliebige reelle positive Zahl. Es sei G die Menge aller Geraden des
dreidimensionalen euklidischen Raumes R®. Wir nennen zwei solche Geraden in
Relation stehend oder verwandt, wenn sie den Abstand k besitzen oder ident sind.
Es bildet G mit dieser Relation einen Pliickerraum, den wir mit (G, ~) bezeich-
nen. Mit Hilfe der Dilatation x +— % - sieht man sofort, daf} fiir ein beliebiges k
(Gg, ~) isomorph zu (G1,~) ist. Der folgende Satz tiber die Pliickergruppe von

(i, wurde von JUNE LESTER ([29], [3]) bewiesen.

Satz 2.1 (Satz von June Lester) Die Plickertransformationen von (G, ~)

sind genau die durch Kongruenzen von R?® induzierten Abbildung auf G.

2.2.2 Satz von Chow

Sei II ein n-dimensionaler projektiver Raum (n < oo). Die d-dimensionalen, von

Punkten und Hyperebenen verschiedenen Unterrdume von II bilden zusammen
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mit der Menge der Biischel solcher Unterrdume und dem Enthaltensein als In-
zidenz eine Grafimannraum genannte Inzidenzstruktur I1;. Zwei d-dimensionale
Unterrdume heiflen verwandt, wenn sie ein und demselben Biischel angehéren; d.
h. ihr Durchschnitt ist (d — 1)-dimensional, oder sie sind ident. Offenbar bildet
II; mit dieser Relation einen Pliickerraum, den wir mit (114, ~) bezeichnen. W.L.
CHoOW hat in [10] die Transformationsgruppen dieses Pliickerraumes untersucht.

(vgl. auch [19, S. 23 - 48] und [12, S. 80 - 82])

Satz 2.2 (Satz von Chow) Jede Plickertransformationen von (Ilg,~) wird
durch eine Kollineation oder, im Falle n = 2d + 1, durch eine Korrelation von 11
induziert.

W.-L. HUANG zeigt in [23], daB die Voraussetzungen im Satz von Chow reduziert

werden konnen:

Satz 2.3 Jede bijektive Abbildung ¢ : Il; — 1l; mit
U~V =U"~V? VYUVell

wird durch eine Kollineation oder, tm Falle n = 2d 4+ 1, durch eine Korrelation

von 1l induziert.

2.2.3 Ein Beispiel aus der Liegeometrie

Historisch gesehen eines der ersten Beispiele fiir Satze wie Satz 2.1 oder Satz 2.2,
also Sétze in denen gewisse Abbildungen dadurch gekennzeichnet werden, daf
eine bindre Relation unter den Abbildungen erhalten bleiben, stammt von W.
BLASCHKE. Er untersucht in [6] unter anderem die Lietransformationen der ebe-
nen Liegeometrie. Die Menge der Liezykel, zusammen mit der Beriihrrelation®,
bilden einen Pliickerraum (I, ~). W. BLASCHKE definiert die Lietransformatio-
nen zuerst rein analytisch und beweist anschlieBend [6, S. 211], daB es sich dabei

genau um die Pliickertransformationen von (L, ~) handelt:

Satz 2.4 (Blaschke) Fine bijektive Abbildung der Liezykel der Ebene, die ein-
ander berihrende Zykel stets in ebensolche tberfihrt, ist notwendigerweise eine

Lietransformation.

17Zwei Zykel sollen auch beriihrend sein, wenn sie ident sind.
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In moderneren Abhandlungen iiber Liegeometrie (n-dimensional) (siehe z.B.
[3]) werden die Lietransformationen bereits als Bijektionen definiert, die die

Berithrung von Zykeln in beiden Richtungen erhalten.

2.2.4 Orthogonalititstreue Pliickertransformationen des
euklidischen Raumes R"

Es sei G" die Geradenmenge des euklidischen Raumes R". Zwei verschiedene
Geraden g, h € ™ nennen wir verwandt, wenn sie einander schneiden und auf-
einander orthogonal stehen (g ~ h). Zusitzlich gelte g ~ ¢ fiir alle ¢ € G”. Ist die
Dimension n > 2 liegt somit ein Pliickerraum vor den wir als (G, ~) bezeichnen.
Die folgenden beiden Aussagen iiber die Pliickergruppe von (G™,~) haben W.
BENZ und E.M. SCHRODER in [5] hergeleitet:

Satz 2.5 Im Falle n > 4 wird die Plickergruppe von (G",~) durch die Ahnlich-
keitsgruppe des R™ induziert.

Bei Dimension n = 3 ergibt sich:
Satz 2.6 Fine Plickertransformation von (G®,~) ist das Produkt einer durch

eine Derivation? von R und einer Ahnlichkeit von R? induzierten Plickertrans-

formation.

Fir n = 2 liegt im Unterschied zu hyperbolischen und elliptischen Raumen kein

Pliickerraum vor.
2.2.5 Orthogonalititstreue Pliickertransformationen el-
liptischer Riume

Sei Il ein projektiver Raum mit 2 < dimll < oo und 7 eine elliptische Pola-

ritat. IT bildet einen elliptischen Raum II, mit der absoluten Polaritéat =. Durch

?Eine Derivation von R ist eine Abbildung auf R, die
d(z +y) = d(z) + d(y),

d(z-y) =d(x)-y+z-d(y)
fir alle z,y € R leistet.
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die absolute Polaritat mitbestimmt ist das Orthogonalstehen zweier elliptischer
Geraden:
a~bi<=d"Nb+# Q.

Nennen wir zwei Geraden in Relation stehend, wenn sie einander schneiden und
gleichzeitig orthogonal stehen, oder wenn sie ident sind, so bildet die Geraden-
menge des elliptischen Raumes mit dieser Relation einen Pliickerraum. In [17]
untersucht H. HAVLICEK die Pliickergruppe dieses Pliickerraumes und erhélt bei

einer von 3 verschiedenen Dimension:

Satz 2.7 Set dimll = 2 oder 4 < dimll < oco. Dann wird jede Bijektion der
Geradenmenge von 11, die verwandte Geraden auf ebensolche abbildet, durch eine

Kollineation p des projektiven Raumes 11 induziert, wobet 7p = pr gilt.

Wie schon im euklidischen Fall ergibt sich bei dimll. = 3 die Existenz von
Pliickertransformationen, die nicht durch Kollineationen induziert werden. Ge-

naueres siehe [17].

In symplektischen Raumen ergibt sich ein analoges Ergebnis [18]. Ist die Dimensi-
on des Raumes grofer als 3, so werden die orthogonalitdtserhaltende Bijektionen
ausschlieflich durch Kollineationen des zugehérigen projektiven Raumes indu-
ziert. Nur im dreidimensionalen Fall gibt es Pliickertransformationen die nicht

durch eine Kollineation induziert werden.

Weitere Beispiele von Pliickergruppen werden in [21, 22, 23] besprochen.

2.3 Hyperbolische Raume iiber euklidischen

Korpern

2.3.1 Das Cayley-Klein Modell

Sei I :=1I(n, K) = II(P, G, €) ein n-dimensionaler projektiver Papposraum (2 <
n < oo) mit euklidischem Algebraisierungskorper K, der Punktmenge P und der
Geradenmenge G. Da die Charakteristik jedes euklidischen Kérpers gleich 0 ist,
folgt, daBl Il fanosch und damit ein klassischer projektiver Raum ist. Weiters ist
die Menge der Innenpunkte H einer ovalen Quadrik K in II nie leer (siehe z.B.

8, S. 54]), da K euklidisch ist. Der Spurraum (H, G, €) von II(P,G, €) mit

G={g#09lg=9gnH,geg}
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ist das Cayley-Klein- oder Standardmodell eines n-dimensionalen hyperbolischen
Raumes [14]. K wird auch als Absolutquadrik bezeichnet. Durch die Quadrik
ist eine Polaritdt = mitbestimmt, die jedem Punkt P € 1l eine Hyperebene P7™
zuordnet. Mit 7 kénnen wir eine Abbildung auf der Menge der Unterrdume von

IT definieren:
U — ({PT|P € U} fiir alle Unterriume U # @ und & — II.
Diese Abbildung bezeichnen wir wiederum mit =.

Wir werden im folgenden zwischen der Sekanten ¢ von K, aufgefafit als projektive
Gerade, und der hyperbolischen Geraden § := ¢ N'H unterscheiden. g und g sind

dabei umkehrbar eindeutig zugeordnet.

2.3.2 Der Pliickerraum (G, ~)

Mit der Hilfe von 7 lassen sich die zweistelligen Relationen ~ und ~ auf G
erkliren: Fiir @,b € G gelte

armbie=anb"#zundanb# @ (orthogonal-schneidende Geraden)
G~b:=a~bodera=>b (verwandte Geraden)

Beide Relationen sind symmetrisch, und ~ ist definitionsgemaf auch reflexiv.
Fiir orthogonal-schneidende Geraden @, b (also @ ~ b) gilt @ # b. Wir kénnen nun

zeigen:
Lemma 2.1 Die Struktur (G,~) ist Plickerraum.

Beweis: Es muB nur noch gezeigt werden, daf§ zu zwei Geraden @, b eine endlich

Folge 71,73, ..., 7k € G existiert, sodaf
GrT{~...~Tp~b

erfiillt ist. Dazu unterscheiden wir folgende Félle, die durch die unterschiedliche

Lage von @, b € G zu Stande kommen.

Es sei € die durch a, b aufgespannte projektive Ebene und K, der Schnitt von ¢ mit
K. Da der Algebraisierungskorper von 11 euklidisch ist, und somit eindeutig ange-
ordnet werden kann, ist Il ein angeordneter Desarguesraum, d.h. in II haben wir
genau eine Trennfunktion mitbestimmt. Nach [8, S. 60] ist diese Trennfunktion
so definiert, dal Punkte A, B,C, D mit A, B # (', D genau dann trennend sind,
wir schreiben dafiir (A, B|C, D) = —1, wenn DV (A, B,C, D) < 0 ist. Ansonsten
gilt (A, B|C, D) = 1.
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1. Sind @, b zueinander iiberparallel (siche Abbildung 2.1), so ist a N b ein
AuBlenpunkt und n := (¢ N b)™ N e eine Sekante von K., die @ und b in
Innenpunkten von K schneidet (siehe [8, S. 62 - 63]). Wir erhalten @ ~ 7 ~
b.

Abbildung 2.1: @, b iiberparallel

2. Bei grenzparalleler Lage von @ und b (siehe Abbildung 2.2) sei A € a N K.,
BebnNK.und C :=anbe K. mit A# C # B. Zusitzlich wihlen
wir zwei Punkte D, E € K. so, daBB (A, D) und (C, B) sowie (A, ) und
(C, B) einander trennen. Aus (C, B|D,A) = —1 und (C, B|A, E) = —1 bzw.
(A,C|D,B) = 1 und (A,C|B,FE) = 1 folgt mit dem Multiplikationssatz
fiir Trennfunktionen (C, B|D, E) = 1 bzw. (A,C|D, F) = 1. Daraus folgt
weiters ([8], S. 62-63), dafl die Gerade 7z := DFE N'H iiberparallel zu @ und
b ist. Zusammen mit Punkt 1 ergibt das die Existenz von Geraden 77,73

mit @ ~ iy ~ fig ~ Az ~ b.

3. Schneiden @,b einander (sieche Abbildung 2.3) und ist B ein beliebiger
Schnittpunkt von b mit K., so ist die Gerade 7y := (a” N €)B grenzpar-
allel zu b und es gilt @ ~ @7. Damit haben wir das Problem auf Punkt 2

zuriickgefiihrt?.

4. Sind @, b zueinander windschief, so wihlen wir eine Gerade ¢, die @ und b
schneidet. Mit Punkt 3 ist damit die Behauptung bewiesen.

3Sind @, b grenzparallel oder schneidend, so kann die Existenz von nur zwei Geraden 77, 713
gezeigt werden, sodafl @ ~ i ~ Wiz ~ b gilt (siche Lemma 3.2).
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K.

Abbildung 2.2: @, b grenzparallel

Abbildung 2.3: @, b schneidend

O

Im Punkt 4 des Beweises zu Satz 2.1 haben wir gezeigt, dal es zu zwei windschie-

fen Geraden @, b eine Kette 7y, 7iz,..., 75 € G gibt mit
G~TAT~...~Tf~ b

Diese Aussage soll nun weiter prazisiert werden und es soll gezeigt werden, daf

eine solche Kette stets auf eine einzelne Gerade @ reduziert werden kann.
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Lemma 2.2 Zu zwei windschiefen Geraden @,b eines hyperbolischen Raumes H

existiert stets eine orthogonale Treffgerade* @ an @ und b.

Beweis: Da zwel windschiefe Geraden stets einen 3-dimensionalen Raum aufspan-
nen und jede Treffgerade in diesem liegt, konnen wir 0.B.d.A. davon ausgehen,

daBl die dimH = 3 ist.

Seien A; und A, die beiden verschiedenen Schnittpunkte von a mit der Absolut-
quadrik K. Die beiden Tangentialebenen 7y, 75 in Ay, Ay an K bilden die singulare
Quadrik 71 U 7. K und 771 U 75 spannen ein Quadrikenbiischel &, auf. Erweitern
wir den projektiven Raum II entsprechend quadratisch (siehe z.B. [8, S.65ff.]),
so ist der Schnitt von 7 U 75 mit K im quadratisch erweiterten Raum von II ein
windschiefes Vierseit [11, S.228]. Alle Quadriken des Biischels 8, enthalten somit
dieses windschiefe Vierseit. Das Paar der konjugiert komplexen Tangentialebenen

t1 U tg aus a an K gehort ebenfalls dem Biischel &, an.

Die durch die Polaritaten von X und 7 U 75 induzierten Involutionen auf a stim-
men iiberein, da beide die Fixpunkte A; und A; besitzten. Somit induzieren die
Polaritaten aller Quadriken des Biischels &, (bis auf (3 Utz D a) dieselbe Spu-
rinvolution auf a. Analog stimmen die Spurinvolutionen von K und ¢ U ¢y auf
a™ iiberein, da sie die gemeinsamen Fixpunkte ¢y Na™ | 13 Na™ besitzen. Damit
induzieren auch die Polaritdten der Biischelquadriken von &, (auer jene von

71 Uty D a™) die gleiche Spurinvolution auf a”*.

DB, schneidet b in Paaren einer Involution. Diese ist hyperbolisch, denn die Schnitt-
punkte By, By von b mit K trennen die Schnittpunkte von & mit 7y U 75 nicht.
Von den beiden Fixpunkten F, F' liegt genau einer (z.B. F') innerhalb von K, da
E, F und By, By einander trennen; d.h. aus dem Biischel ®, existiert genau eine

Quadrik £ die b in einem Innenpunkt von K, namlich F, beriihrt.

Sei 7 := F™& die Tangentialebene an £ im Punkt F' und n die Verbindungsgerade
von F mit T := 77% (siche Abbildung 2.4). Wegen b € 7 gilt b ~ 7 und es
verbleibt @ ~ @ zu zeigen. Wir werden dazu beweisen, dafl n sowohl a als auch

a™ schneidet.

Es set Z := 7 Na und { := Z™. Wir wissen bereits, dafl die Einschrankungen
von 7w und 7z auf @ und @™ {ibereinstimmen. Weiters gilt ™ = o™ € (, womit

wir insgesamt ( = /™% = Z7% erhalten. Es gilt
Te( wegen Zer=T""

*Ein Beweis von Lemma 2.2, der analytische Methoden verwendet, kann im Anhang A.2
gefunden werden.
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Abbildung 2.4: Skizze zum Beweis des Lemmas 2.2 mit “Projektionszentrum” in

a™ N T,

Fe( wegen Zer=F"~

Die beiden Geraden ¢™ und n = T F' sind damit beide in ( enthalten und schnei-

den daher einander.

Vertauschen wir im obigen Beweis @ und a™ so erhalten wir analog, dal n und
a einander schneiden. Die Schnittpunkte von n mit a, ™ liegen harmonisch zu
den Schnittpunkten von n mit K. Da a™ Passante ist, miissen n und a einander

in einem Innenpunkt schneiden. Somit gilt @ ~ 7. O
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2.3.3 Problemstellung

In dieser Arbeit sollen die Pliickertransformationenen des Raumes (G, ~) unter-
sucht werden. Zuerst werden wir zeigen, dafl automorphe Kollineation von K

Pliickertransformationen in (G, ~) induzieren:

Satz 2.8 Sei ¢ : 1l — II eine Kollineation, die mit der Polaritit = von K kom-
mutiert. Dann ist die durch +) bestimmte Abbildung ¢ : G — G, §+— §*¢ Pliicker-

transformation von (G, ~).

Bewets: Laut Voraussetzung gilt m¢) = 1»w. Solch eine Kollineation 18t die der
Polaritat zugeordnete Quadrik K als Ganzes fest [7, S. 198]. Da K nicht schnei-
dende Hyperebenen unter ) auf ebensolche abgebildet werden, ist das Bild jedes
Innenpunktes, wiederum ein Innenpunkt. In weiterer Folge bleibt die orthogonal-

schneidende Lage zweier Geraden unter ¢ als auch unter ¢! erhalten. O

Umgekehrt stellt sich nun die Frage, ob jede Pliickertransformation durch eine
Kollineation von II mit 7t = ¥ 7 induziert wird. Fiir dimH = 2 und dimH > 4
kann diese Frage bejaht werden. Bei dimH = 3 existieren Pliickertransforma-
tionen die nicht durch Kollineationen von Il induziert werden. Es sind genau
jene Pliickertransformationen, die durch Automorphismen ( des quadratischen
Erweiterungskorpers L von K induziert werden mit ((K) ¢ K (siehe Satz 3.18).

Wir werden im folgenden des 6fteren benutzen, daB fiir jede Bijektion ¢ : G — G
(@~b=a"~b" Va,bcG)<= (a~b=a"~b" Va,becgq).

Dies gilt wegen der Injektivitat von ¢.
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Wir wollen nun die Fille dimH > 4, dimH = 2 und dimH = 3 im Einzel-
nen betrachten. Sowohl in 2-dimensionalen als auch in 4- bzw. héherdimensiona-
len hyperbolischen Rdumen wird sich zeigen, daf} alle Pliickertransformationen
durch Kollineation von II induziert werden. Nur in 3-dimensionalen hyperboli-
schen Rdumen ist die Situation anders. In solchen Raumen gibt es Pliickertrans-

formationen die nicht durch Kollineationen erzeugt werden.

3.1 Der Fall dimH > 4

3.1.1 Induzierte Kollineation auf H

Sei, wie in Abschnitt 2.3.1 beschrieben, ein hyperbolischer Raum H mit der Ge-

radenmenge G und den Relationen ~ und ~ gegeben.

Lemma 3.1 Sind @,b,¢ € G paarweise verschieden, @,b schneidend und ist ©
orthogonal-schneidend zu @ und b, so gilt € > a@nN b.

'Fiir dim™ = 2 ist diese Voraussetzung nie erfiillt, und daher ist der Satz auch im zweidi-
mensionalen Fall giiltig.

34
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Beweis: Da @, b, ¢ paarweise verschieden sind, ist [@Nb| = |bNe| = [ane| = 1. Da
in ‘H kein Dreieck existiert, bei dem eine Seite auf die anderen beiden orthogonal
steht, muB € D @ N b gelten. O

Im speziellen gilt dieses Lemma, wenn alle drei Geraden orthogonal-schneidend
sind. Wir werden nun schrittweise zeigen, daf} jede Pliickertransformation ¢ von
(G, ~) durch eine Kollineation von II induziert wird. Es reicht jedoch schon aus,

wenn wir voraussetzen, dafl ¢ die Verwandtschaft von Geraden erhalt:

Satz 3.1 Set dimH > 4 und ¢ : G — G eine Bijektion® mit
a~b=>a"~b Vabeg, (3.1)

dann gilt: Zu jedem Punkt A € H existiert ein A’ € H, sodaf fiir jedes § € G mil
A € g die Bildgerade g% den Punkt A’ enthdlt.

Beweis: Es gibt Geraden @,b € G mit aNb = A und @ ~ b. Damit gilt @* ~ b”
und wir konnen A’ :=a@? Nb° setzen. Es bleibt zu zeigen, daf das Bild §¥ jeder
Geraden g mit A € g den Punkt A’ enthélt.

1. Ist § sowohl mit @ als auch mit b verwandt, so trifft dies auch auf die Bild-
geraden g¥ und @ bzw. b” zu, womit die Voraussetzungen des Lemmas 3.1
erfiilllt sind. Wir erhalten A’ € g%.

2. Sei g nicht mit @ und b verwandt. Wegen dimH > 4 spannen alle Geraden
durch A, die auf @ und b orthogonal stehen einen (dimH — 2)-dimensionalen
Unterraum g von Il auf, der mindestens 2-dimensional ist. Die von a und b
aufgespannte Ebene bezeichnen wir mit a und wir wéhlen ¢,d C 3 so, daB
¢~ dund A € ¢,d (sieche Abbildung 3.1). Zusétzlich existieren Geraden
e,f > Amite € a, f€Bunder g, f ~ 7 (eund f miissen in der
Hyperebene durch A liegen, die durch alle zu § orthogonalen Geraden durch
A aufgespannt wird.). Die Geraden @,b,¢,d und €, f,g, sowie @,b, f und
¢, d, e stehen nun je paarweise orthogonal aufeinander. Selbiges gilt fiir ihre
Bilder unter @. Mit Lemma 3.1 erhalten wir schrittweise: A" € ¢¥, A’ €
d? = A" € ¢?, A’ € ¢ und damit auch A’ € ¢%. 0

Somit kénnen wir mit Hilfe von ¢ eine Punktabbildung auf H definieren und es

gilt:

?Es wird im folgenden von Nutzen sein, ¢ auch auf Sekanten s € G in Il anwenden zu
konnen. s¥ soll jene projektive Gerade sein, deren Schnitt mit H gleich 5% ergibt. Wir kdénnen
daher statt 5% auch s® schreiben.
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Abbildung 3.1: Schritt 2 von Satz 3.1

Satz 3.2 In einem hyperbolischen Raum H wird jede Bijektion o : G — G, die
Bedingung (3.1) erfillt, und bei der es zu jedem A € H ein A’ € H gibt mil

Acg= A €5 firadlegeg,

durch eine Kollineation v von H induziert.

Beweis: Sei 1 : H — H so gewéhlt, dafi A — AV .= A", Laut Voraussetzung
ist diese Definition sinnvoll und die kollineare Lage von Punkten in H bleibt

erhalten.

1. Wir nehmen indirekt an, es gebe zwei verschieden Punkte A, B € H mit
AV = BY. Sei X € H\AB. Wegen der Injektivitit von ¢ gilt dann XB* #
XAY und somit X¥ = AY = BY. Ist 7 € G, so muB damit AY € g¥ gelten,
was einen Widerspruch zur Surjektivitit von ¢ darstellt. ¢ ist also injektiv

und wir erhalten

XY? =XVYY YX,YeH, X#Y.

2. Esseien A, B, €' € 'H drei nicht kollineare Punkte, die unter 1) auf kollineare
Punkte AY, BY, C¥ abgebildet werden. Nach 1. sind diese Punkte paarweise
verschieden. Dann ergibt sich jedoch wegen AB # AC und

AB” = AYBY = AVCY = AC”
31st die Dimension von H gleich 2 oder gréBer gleich 4, so reicht laut Satz 3.1 bzw. Satz 3.8

die Bedingung (3.1) fiir die Giiltigkeit des Satzes. Die zweite Bedingung wurde hinzugezogen,
damit Satz 3.2 auch bei dimH = 3 gilt.
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ein Widerspruch zur Injektivitat von . Nichtkollineare Punkte werden da-

her unter ¢ also auf ebensolche abgebildet.

3. Wir werden die Surjektivitdt von ¢ in vier Schritten zeigen:

(a)

Zuerst zeigen wir, daB jede Einschrinkung von ¢ auf ein Biindel G 4
(A € H) eine Bijektion auf EAE ist. Fiir je zwei Geraden @ # b durch
A gilt @ # b° (Injektivitat von ¢) und AY =@ Nb°. Nehmen wir an
AY € ¢¥, aber A € ¢, dann kénnen wir 0.B.d.A. davon ausgehen, daf
¢ sowohl @ als auch b schneidet. Wir erhalten einen Widerspruch zur
Injektivitit von ¢, da €M@ := B # A, aber ¥ Na¥ = BY = A”. Somit
gilt Aee

Es soll nun gezeigt werden, dafl die @-Urbilder grenzparalleler Gera-
den wieder grenzparallel sind: Liegen zwei Geraden iiberparallel oder
windschief, so besitzen sie eine gemeinsame Orthogonale, welche die
beiden Geraden in zwei verschiedenen Punkten schneidet (siehe Lem-
ma 2.1 und Lemma 2.2). Wegen der Injektivitit von i bleibt diese
Eigenschaft unter ¢ erhalten. Da zwei schneidende oder grenzparallele
Geraden keine solche gemeinsame Orthogonale besitzen (Lemma 3.1),
kénnen ihre -Urbilder wieder nur grenzparallel oder schneidend sein.
Da nach Voraussetzung die schneidende Lage unter ¢ erhalten bleibt,

sind die @-Urbilder grenzparalleler Geraden wieder grenzparallel.

Im néchsten Schritt wollen wir nun zeigen, daf}
a’ = {XV|X ea} =a* firalle a€q.

Wir betrachten dazu das Biindel um einen beliebigen Punkt A ¢ @.
Schneiden die ¢-Urbilder jener Biindelgeraden durch AV ¢ @¥, deren
Durchschnitt mit @ nicht leer ist, die Gerade @, so hat jeder Punkt
auf @ ein 1-Urbild auf @.

Verbinden wir A” mit den Schnittpunkten der Geraden a¥ mit der Ab-
solutquadrik K, so erhalten wir zwei zu @¥ grenzparallele Geraden, die
unter ¢! auf die beiden einzigen zu @ grenzparallelen Biindelgeraden
von G4 abgebildet werden miissen. Nach (b) muf jede @ schneiden-
de Gerade aus G 47 unter E_l auf eine @ schneidende Gerade aus G4
abgebildet werden, da das t-Urbild von @¥ dem Biindel G 4 angehért,
jedoch weder grenzparallel, windschief noch tiberparallel zu @ liegen

kann. Die Surjektivitit von ¢|@: @ — @* ist somit bewiesen.

Es verbleibt zu zeigen, daf 1) auf ganz H surjektiv ist. Sei B ein be-
liebiger Punkt in H, dann wahlen wir eine Gerade @¥ 3 B. Nach (c)
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existiert ein A € @ mit AY = B. Somit sind alle Punkt von H Bild-

punkte der Abbildung v, und 1 ist surjektiv. .

3.1.2 Fortsetzung in den projektiven Raum

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels werden wir nun noch zeigen, daf sich jede
Kollineation von H zu einer Kollineation des gesamten projektiven Raumes 11
fortsetzen 1aBt. Dazu bendtigen wir einen Satz von R. FRANK [13, Satz 2|, der
folgende Begriffe verwendet:

Es seien II, I zwei projektive Raume, M C II und ¢ eine Abbildung von M

nach II'. Dann kénnen wir fiir ¢ folgende Bedingungen®* definieren:

(L1) Kollineare Punkte in M werden unter 1 auf kollineare Punkte abgebildet.

(L2) Gilt P¥ = QY fiir zwei verschiedene Punkte P,Q € M, so ist (PQ)J = P
d.h. die Einschrankung von v auf PQ N M ist konstant.

Mit [M] bezeichnen wir im folgenden die projektive Hiille von M in II. Sind
D und 7 disjunkte Unterrdume von Il und M C [D V Z]\Z. Dann heifle die
Abbildung

p:M—-=DmitX—XZND

Projektion® mit Zentrum Z. Offensichtlich erfiillt jede Projektion die Bedingungen
(L1) und (L2). Der Satz 2 aus [13] lautet nun:

Satz 3.3 (R. Frank) Seien 1l und I’ projektive Riume mit dimll, dimll’ > 2,
fiir die der kleine Satz von Desargues gilt. Die Teilmenge M # § wvon II sei

linear offen beziiglich einer linearen Topologie von 11. Weiters sei 1p : M — 11’

eine Abbildung die (L1), (L2) erfillt und [M"¥] = 1I'. In Il gdbe es eine Gerade
g derart, daff (M N g)E eine beziglich einer linearen Topologie von 1" offenen
Menge u # 0 enthdll. Dann gibt es Unterriume Z C I\M und D C TI\Z mit
[DV Z] =11, sowie eine Kollineation v : D — II' mil o = pip fiir die Projektion
p: M — D milt dem Zentrum 7. Der Unlerraum 7 ist eindeulig.

“Es ist iiblich eine Abbildung ¢ : M — T, welche die Bedingungen (L1), (L2) erfiillt, als
Einschréankung einer linearen Abbildung auf M zu bezeichnen.

®R. FRANK verwendet in seiner Arbeit [13] etwas andere Bezeichnungen: Eine Abbildung mit
den Eigenschaften (L1), (L2) heifit bei FRANK Projektion, und der in dieser Arbeit verwendete
Begriff einer Projektion wird in [13] als Zentralprojektion bezeichnet.
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Wir kénnen nun zeigen:

Satz 3.4 In einem hyperbolischen Raum H wird jede Bijektion o : G — G, die
Bedingung (3.1) erfillt, und bei der es zu jedem A € H ein A’ € H gibt mil

Acg= A €g” firadlegeg,

durch eine Kollineation v von 1l induziert.

Beweis: Wir wissen bereits (Satz 3.2), daB ¢ durch eine Kollineation % von H
induziert wird. Wir fassen v im folgenden als Abbildung  : H — II auf. Jede
Kollineation, und damit auch %, erfiillt (L1) und (I.2). Es verbleibt zu zeigen,
daB sich v : H — II zu einer Kollineation  : II — II erweitern 14Bt.

Der Algebraisierungskoérper K des projektiven Desarguesraumes 11, mit dimll >
2, ist euklidisch und besitzt daher eine eindeutige Anordnung (siehe Kapitel 1.1).
Zusammen mit der Ordnungstopologie ist K ein topologischer Kérper [39] und 11
wird durch die projektive Koordinatentopologie 7 zum topologischen projektiven
Raum (siehe Kapitel 1.4). Die Innenpunkte ovaler Quadriken®, also zum Beispiel
die Punktmenge von H, bilden eine offene Menge, die in keiner Hyperebene von
IT enthalten ist. Es gilt daher [H_] = [H] = 1I. Die Relativtopologien auf den
Geraden von II bildet eine lineare Topologie. Da 'H offen ist, ist der Durchschnitt
jeder Geraden g mit H offen beziiglich der Relativtopologie auf g, und somit ist
'H eine linear offene Menge. Ist g eine Gerade von II mit nichtleerem Durchschnitt
mit H, so ist

7' =(HNg)" =HNg"#0

wiederum offen beziiglich der linearen Topologie auf P. Damit kénnen wir Satz 3.3

anwenden:

Es existieren also Unterrdume Z C II\H und D C II\Z mit [D V Z] = II, sowie
eine Kollineation ¢ : D — II mit 1) = pi fiir die Projektion p : H — D mit
Zentrum Z. Der Unterraum Z muf} in unserem Fall die leere Menge sein, da jede
hyperbolische Gerade § mit g N Z # () unter » auf einen Punkt abgebildet wird.
Da 1) injektiv ist, gibt es solche Geraden nicht. Wegen Z = () und [D Vv Z] = II
mufl D = Il und die Projektion p : H — II gleich der Identitat sein; d.h. die so
erhaltene Kollineation 1 von II leistet auf H dasselbe wie ).

5Um zu zeigen, daf die Innenpunkte einer ovalen Quadrik K eine offene Menge bilden,
zeigt man, dafl die quadratische Form ¢ : P — K, die K festlegt, stetig ist. Die Menge der
Innenpunkte werden unter ¢ auf [—oo, 0[ abgebildet und ist daher offen.
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Da % Kollineation ist, werden unter v» Hyperebenen auf Hyperebenen abgebildet.
Durch einen Auflenpunkt A von K ist umkehrbar eindeutig eine Hyperebene A™ =
¢ mitbestimmt, die Innenpunkte tragt. Sind [, [; € ¢ zwei solche Innenpunkte,
so wird ¢ auch aufgespannt durch alle Geraden @ € G in ¢ mit @ ~ AI; und
I, € a oder @ ~ Al, und I, € a. Das Orthogonalstehen bleibt unter ¢ erhalten;
d.h. AYIY baw. AYIY sind die eindeutigen Geraden durch I¥ bzw. 1Y, die auf
alle Geraden des Geradenbiindels um ]f} bzw. ];p in ¢¥ orthogonal stehen. Es
gilt also AY = %", Damit ist AY ein AuBenpunkt von K. Da mit 3 auch ¢!
Kollineation ist, wird die Menge der Auflenpunkte von K unter v bijektiv auf
sich selbst abgebildet. Somit 148t ¢ auch die ovale Quadrik K als Ganzes fest und
kommutiert daher mit der durch K bestimmten Polaritat [7, S. 198]. 0

Damit haben wir unser Ziel erreicht. Denn fiigen wir die Sédtze 3.1 und 3.4 zu-

sammen, erhalten wir:

Satz 3.5 In einem hyperbolischen Raum H mit dimH > 4, wird jede Bijektion
0: G Gmita~b=a*~1b",

durch eine Kollineation ¢ des zugehorigen projekiven Raumes induziert mit mip =

Y.

Eine direkte Folgerung aus Satz 3.5 und Satz 2.8 ist:

Satz 3.6 Erfilll v : G — G die Vorausselzungen aus Salz 3.5, so ist @ bereits

Pliickertransformation von (G, ~).

Wir wenden uns nun den hyperbolischen Ebenen zu.

3.2 Der zweidimensionale Fall

3.2.1 Eine Kennzeichnung der Pliickertransformationen

Wenn nicht anders erwéhnt, wollen wir in diesem Kapitel von folgenden Vor-
aussetzungen ausgehen: Il ist eine klassische projektive Ebene mit euklidischem
Algebraisierungskorper K. Die Innenpunkte eines Kegelschnittes K bilden die
hyperbolische Ebene H mit der Menge der Sekanten geschnitten mit H als Gera-

denmenge G. Durch K ist die Polaritit = mitbestimmt.
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Fiir eine beliebige Gerade g € G gehen alle orthogonal-schneidenden Geraden zu
g durch den Punkt ¢”. Damit sehen wir, dafl es zu je zwei schneidenden bzw.
grenzparallelen Geraden @, b (@ # b) keine Gerade 7 geben kann mit @ ~ 7 ~ b.

Da (G, ~) nach Lemma 2.1 jedoch Pliickerraum ist, gibt es eine endliche Folge

ﬁl,ﬁg,...,ﬁkegmit
aNﬁlNﬁgN...Nﬁk’\‘b.

Diese Aussage werden wir nun weiter verschérfen:

Lemma 3.2 Sind die verschiedenen Geraden @,b € G zueinander grenzparallel

oder schneidend, aber nicht verwandl, so existieren Geraden” Ty, Ty mil

a~n; ANy~ b

Beweis: In beiden Fillen werden wir die Existenz einer Geraden ny zeigen, die
einerseits @ ~ 77 erfiillt und zusitzlich iiberparallel zu b ist. Nach dem Beweis

von Lemma 2.1 ist dies jedoch dquivalent zur Behauptung.

1. @, b sind grenzparallel (sieche Abbildung 3.2): Sei A € aNK, B € bNK und
C:=anNbeKmitA¢gbund B € a. Wir wahlen D € K so, daB} die
Punktepaare (A, B) und (C, D) einander trennen, d.h. (A, B|C, D) = —1.
Fiir den zweiten Schnittpunkt £ von ™D mit K gilt (A,C|D,E) = —1,
da AC und DF einander in einem Innenpunkt von K orthogonal schneiden

(siehe [8, S.63]). Wir erhalten
(C,D|B,E)=(C,D|B,A)- (C,D|A,E)=(—-1)-1=-1

und damit (B,C|D, E) = 1, woraus folgt [8, S.63], daB b und 7y := DE

zueinander tiberparallel sind.

2. @,b schneiden einander (siehe Abbildung 3.3): A, B bzw. C, D seien die
Schnittpunkte von a bzw. b mit K. Wegen @, b schneidend, ist (A, B|C, D) =
—1. Wihlen wir £ € a"D N K mit D # FE, dann sind AB und DE schnei-
dend und daher gilt (A, B|D,E) = —1. Wegen a £ b ergibt sich weiters
C # E. Wir kénnen nun o.B.d.A. voraussetzen, dal (A,C|D,E) = —1
ist: Denn fiir (A, C|D, E) = 1 ergibt sich mit dem Multiplikationssatz fiir
Trennfunktionen

(B,C|D,E) = (B,A|D,E)- (A,C|D,E) = (=1) - 1= —1.

“Da zwei verschiedene schneidende bzw. grenzparallele Geraden stets eine hyperbolische
Ebene aufspannen, gilt Lemma 3.2 bei beliebiger Dimension.
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-_..;.'o.:.'.'.'... seesesecerones

Abbildung 3.2: @, b grenzparallel

Weiters wihlen wir den Punkt F' so, daB (A, D|C, F') = —1. Fiir den Rest-
schnittpunkt ¢ F N K =: G erhalten wir (£, D|F,G) =1, da sich ED und
FG in dem Auflenpunkt a™ schneiden. Schrittweise ergibt sich nun:

(A,D|E,F) = (A, D|IC,F)-(A,D|E,C)=(-1)-1=—1,
(D7E|A7G) = (D7E|FvG)(D7E|A7F)_1 1_1

Aus (C, D|F,G) = (=1)(=1) = 1 folgt, daBf b und 77 iiberparallel sind.

Satz 3.7 Fir dimH = 2 st jede Bujektion
0:G—=Gmilg~h=7°~h"
bereits Plickertransformation von (G, ~).
Beweis: Fiir beliebige Geraden g,k € G mit g £ h ist
grh=9° %k

zu zeigen. Dazu unterscheiden wir folgende Félle:
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Abbildung 3.3: @, b schneidend

1. G, h sind iiberparallel: Nach dem Beweis von Lemma 2.1 existiert ein 7y € G
mit § ~ iy &~ h und laut Voraussetzung damit g% ~ 77¥ ~ h”. Deshalb ist
nf™ = ¢* N A% AuBenpunkt von K und §¥, %" sind ebenfalls iiberparallel,
also g% £ h°.

2. G, h sind schneidend oder grenzparallel: Nach Lemma 3.2 existieren Geraden
i,z € G mit § &~ 7y ~ nig ~ h und folglich §¥ ~ my¥ ~ nz® ~ h'.
Bekannterweise existieren keine Rechtecke in der hyperbolischen Ebene und

daher gilt g% + h”. -

3.2.2 Induzierte Kollineationen auf H und II

Durch jede Pliickertransformation ¢ von (G, ~) ist die Bijektion
(r|Ax)em : Ax — Ax

auf den AuBenpunkten Ax mitbestimmt. Da es zu keinen Verwechslungen kom-
men kann, schreiben wir fiir diese Abbildung im folgenden ebenfalls ¢. Damit
liegt eine Abbildung

@ GUAx —» GU Ax
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vor mit G© = G und AY = Ax. Fiir jedes A € Ax und jede Sekante ¢ von K gilt

somit:

A€ g gr AT < v~ AT <= AT € ¢¥ < A¥ € ¢*. (3.2)

Satz 3.8 Sei ¢ wie in Salz 3.7 gegeben. Dann gilt: Zu jedem Punkt A € 'H gibt
es ein A" € H mit folgender Eigenschaft:

Vge G mit Acg=— A’ cg”.

Mit Hilfe der Polaritat 7 iibersetzen wir den Satz in eine dquivalente Aussage
iiber die Auflenpunkte von K. Statt Satz 3.8 werden wir die folgende Aussage
zeigen:

Satz 3.9 Seien G, H und I drei verschiedene Punkte auf einer Passanten von
K. Dann sind G¥, H® und I¢ kollinear und liegen wieder auf einer Passanten®

von K.

Beweis: Wir konstruieren dazu in mehreren Schritten eine nichttriviale Desar-
guesfigur 7, P;,Q; (5 € {1,2,3}), sodaB einander entsprechende Seiten p;, ¢; (j €
{1,2,3}) in G, H bzw. I schneiden. Die Ecken der Desarguesdreiecke Py, Py, Ps
bzw. QQ1,Q2, Qs sollen dabei Auflenpunkte und die Seiten p;,q; (j € {1,2,3})
Sekanten von K sein (siehe Abbildung 3.4).

1. Wir legen aus jedem der Punkte GG, H und I eine Tangente (¢, ty und ;)
an K. Da GGH Passante von K ist, sind die Berithrpunkte T, Ty, T}, sowie
die Schnittpunkte Gy := tyg Nty Hy := tg Niy, Iy := tyg Nl paarweise
verschieden und bilden jeweils ein Dreieck?. (Abb. 3.5)

Wird v := G'H als Ferngerade ausgezeichnet, so bildet A := P\u eine afline
Ebene, die im Sinne von S. GUDDER [16] einen metrischen Raum bildet.
Es sei

oc: AxA— K
eine Metrik auf A (siehe Kapitel 1.5).

8In [28] gibt H. LENZ eine Bedingung dafiir an, dafl drei Punkte aus P\'H (Er betrachtet
den hyperbolische Raum unabhéngig vom Caley-Klein Modell und spricht deshalb von un-
eigentlichen Idealpunkten, die jeweils durch ein Geradenbiischel festgelegt werden.) auf einer
Passanten oder Tangenten von K liegen. Er verwendet dazu ebenfalls eine Desarguesfigur bei
der alle Dreiecksseiten Punkte von H enthalten, stellt jedoch keine Bedingung fiir die Ecken
der zugehérigen Dreiecke.

9Nur fiir eine Tangente GH kénnten etwa T mit Ty zusammenfallen.
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Abbildung 3.4: Desarguesfigur mit P;, (); AuBlenpunkte und p;, ¢; Sekanten von
K (e f{1,2,3})

2. Da Gy, Hy, Iy AuBenpunkte von K sind und Ax\u offen ist, existiert ein
p € Kt so, daB die offenen Kreisscheiben K (G, p), K(Hog,p) und K(Io,p)
ganz in Agx enthalten sind. Exemplarisch konstruieren wir nun die Seite
p1: Innerhalb der Kreisscheibe K(Tq,%) wihlen wir Punkte Gy, Gr, die
auf T H bzw. TgI liegen und Innenpunkte beziiglich K sind (siehe Abbil-
dung 3.6).

Sei 0.B.d.A. Gy =: p; zwischen {5 und GG, dann liegt auch der Schnitt-
punkt py N Tel zwischen T und G; und damit innerhalb von K(Tg, %) Da
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UL
Qo

Abbildung 3.6: Beweisschritt 2 des Satzes 3.8

K ein euklidischer Korper ist, und p; zumindest einen Innenpunkt enthélt,
ist p; Sekante von K. Die analoge Konstruktion kann fiir p; und ps durch-

gefiihrt werden.
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3. Im néchsten Schritt wollen wir anhand von P; zeigen, dafl die Punkte P; :=
p; N pr (4,7, k € {1,2,3} und paarweise verschieden) Auflenpunkte von K
sind (Abbildung 3.7):

Abbildung 3.7: Beweisschritt 3 des Satzes 3.8

Mit
O'(Go,pz N GOT[) = O'(TH,H[) < g

und
U(pz N G()T[, Pl) = O'(T[, ]H) <

Wi

erhalten wir

O'(Go,Pl) S O'(Go,pz mGoT[) —|—0'(p2 mGoT[,Pl) < §‘|‘ g < p.

Damit ist P, € K(Gl, p) also AuBlenpunkt von K und analog kann dies fiir
P, und P; gezeigt werden.

4. Wir wéhlen p € K mit 0 < p < £ so, dafl es Punkte M; € p; (r € {1,2,3})
gibt mit K(M;, p) C H. Weiters sei (1 € K(P1,p) auf keiner der Geraden
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P H, PI und 7 : A — A die Translation die P, in (); tberfiithrt. (), ist

dann wieder Aulenpunkt, da

2
o(Go, Q1) < o(Go, P) + o(P1,Qu) < T+ £ = .
Analog kénnen wir wieder zeigen, dafl auch )z := FP; und @5 := P Auflen-
punkte sind. Die Geraden ¢; := p} (5 € {1,2,3}) sind Sekanten von K, da

sie Innenpunkte enthalten.

Damit haben wir eine nichttriviale Desarguesfigur mit den gewiinschten Eigen-

schaften gefunden.

Die Eigenschaft Sekante bzw. AuBenpunkt von K zu sein bleibt unter ¢ erhalten.
Weiters bildet ¢ jeden AuBlenpunkt A € g auf einen AuBlenpunkt A¥ € g¥ ab
(siehe (3.2)). Deshalb bildet ¢ die konstruierte Desarguesfigur auf eine Desar-
guesfigur mit den selben Eigenschaften ab. In der Desarguesebene II bedeutet
das jedoch, dafl die Auenpunkte G¥, H¥ und ¥ kollinear liegen.

Es bleibt zu zeigen, dal G¥ H¥ Passante ist: Je zwei orthogonal-schneidende Ge-
raden @, b bestimmen eine Passante a™b™. Umgekehrt konnen auf jeder Passante
Punktepaare A, B gefunden werden, sodal A™, B™ einander orthogonal schneiden.
Da ¢ die orthogonal-schneidende Lage zweier Geraden erhilt, sind die p-Bilder

von Passanten wieder Passanten. O
Die Sétze 3.8, 3.2 und 3.4 zusammen ergeben folgende Erweiterung des Satzes 3.5:
Satz 3.10 In einem hyperbolischen Raum H mil dimH = 2 oder dimH > 4, wird
jede Bijektion ¢ der Geradenmenge G mit

i~b=a"~b Vabeg,
durch eine Kollineation v des zugehéorigen projektiven Raumes induziert mit mip =

V7.

Es ist nun leicht zu zeigen:

Satz 3.11 Ist H ein hyperbolischer Raum mit dimH = 2 oder dimH > 4 und ¢
eine Bijektion auf G mil

i~b=>a"~b" Va,beg,
dann gilt: Liegen zwei Geraden @,b zueinander schneidend bzw. grenzparallel bzw.

iberparallel bzw. windschief, so ist dies dquivalent zur schneidenden bzw. grenz-

parallelen bzw. dberparallalen bzw. windschiefen Lage von a¥ und b°.
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Beweis: Nach Satz 3.10 wird ¢ durch eine Kollineation 1 : Il — II induziert.
Nach der Konstruktion von 1) werden unter ¢ Innenpunkte von K auf ebensolche
abgebildet. Das gleiche gilt fiir die AuBenpunkte von X und damit auch fir die
Punkte der Quadrik K. Daraus folgt direkt die Behauptung. O

Es verbleiben also nur noch die Pliickertransformationen in 3-dimensionalen hy-
perbolischen Radumen. Im néchsten Kapitel werden wir jedoch sehen, daf} sich

diese nicht in den Satz 3.10 einordnen lassen.

3.3 Der dreidimensionale Fall
Zunéchst werden wir versuchen, zu zeigen, dafl auch in 3-dimensionalen hyper-
bolischen Rdumen die Bijektionen ¢ : G — G mit

i~rb=7a"~0b", Ya,beg

bereits Pliickertransformationen von (?, ~) sind. Dazu betrachten wir zuerst g

zusammen mit der Relation
|c GxG: @| b<= a,b sind grenzparallel.
Offensichtlich gilt:
l.ala@ Vae G; d.h. | ist reflexiv.
2. @||b<=bl @ Va,be G; d.h. || ist symmetrisch.
3. Va,c € G existiert ein b€ G mita || b || @

Insgesamt erhalten wir, dal G mit || einen Pliickerraum (G, ||) bildet. Wir unter-

suchen nun die Plickertransformationen dieses Plickerraumes.

3.3.1 Die Pliickergruppe des Raumes (G, ||)

Wiederum versuchen wir, die Bedingungen Pliickertransformation zu sein zu re-

duzieren und verlangen lediglich, daB ¢ : G — G Bijektion ist mit
a|lb=1a"|b", Va,becg. (3.3)

Fir solche Bijektionen ergibt sich:
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Satz 3.12 Sei H ein 3-dimensionaler hyperbolischer Raum'® und o : G — G eine
Bijektion, die Bedingung (3.3) erfillt. Dann gilt: Durch ¢ ist eine Punktabbildung
auf der Absolutquadrik K wie folgt mitbestimmd:

ok K=K, anbr—a?Nb (@,bcG,anbecKk).

Beweis: Es bleibt zu zeigen, dafl die obige Definition nicht von der Auswahl der
Geraden a, b abhiingt. Dazu seien @, b, ¢, d vier verschiedene Geraden die demsel-
ben Grenzparallelenbiindel angehdren'!. Dann sind deren Bilder laut Vorausset-
zung (Bedingung (3.3)) paarweise grenzparallel. Angenommen a¥, 6%, ¢? gehoren
keinem gemeinsamen Grenzparallelenbiindel an. Die Geraden bilden daher ein
Dreiseit dessen Ecken auf K liegen. Die Gerade d* ist grenzparallel zu @ und b°,
und muB von & verschieden sein, da ¢ eine Bijektion ist. Deshalb gehort d” dem
durch @ und 5° bestimmten Grenzparallelenbiindel an. Genauso muB d’° den
durch 5, @ bzw. @¥, @ bestimmten Grenzparallelenbiindeln angehdren, womit
wir einen Widerspruch erhalten. Somit haben die 4 Geraden a¥, %, ¢¥ und d¥

wiederum einen gemeinsamen Schnittpunkt auf A, O

Satz 3.13 Es gelten die Vorausselzungen aus Satz 3.12. Dann ist o : K — K

eine Bijektion.

Beweis:

1. Surjektivitat: Angenommen @g ist nicht surjektiv; d.h. es existiert ein B €
K, das kein @g-Urbild besitzt. Wir wahlen eine beliebige Gerade durch
B, die Punkte aus ‘H enthélt. Da ¢ bijektiv ist, kénnen wir diese als 6%
bezeichnen. Der zweite Schnittpunkt von 6% mit K soll A heiflen. Auch b
besitzt zwei Punkte mit K gemeinsam, die wir mit C' und D bezeichnen. Da
B nicht zur Bildmenge von ¢k gehort, mufl C'¥x = D¥c = A gelten. Ist nun
F ein von C und D verschiedener Punkt auf K, so sind die Geraden C'E”
und DE” ebenfalls verschieden; d.h. CEY N DEY = E¥c = A. Also werden
alle Geraden aus G unter ¢ auf Geraden aus dem Grenzparallelenbiindel

um A abgebildet. Das ist ein Widerspruch zur Surjektivitat von .

2. Injektivitat: Im Rahmen eines indirekten Beweises nehmen wir an, es gabe

zwei verschiedene Punkte A, B € K mit A¥< = B¥<. Die Gerade (AB)¥

10Wir beweisen Satz 2.2 nur fiir 3-dimensionale hyperbolische Raume. Er gilt jedoch genauso
in jedem n-dimensionalen hyperbolischen Raum mit 2 < n < oo.

1Die Existenz von 4 verschiedenen Geraden durch jeden Punkt von K ist wegen charK = 0
gesichert.
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enthalt A< und besitzt einen weiteren Schnittpunkt mit K, den wir mit D
bezeichnen. Wegen Punkt 1, existiert ein C' € K mit B # C # A, der unter
¢x auf D abgebildet wird. Damit erhalten wir jedoch durch CA* = AB”

einen Widerspruch zur Injektivitat von . .

Durch eine Bijektion  : G — G mit (3.3) haben wir also eine Bijektion ¢ auf
der Absolutquadrik K von H mitbestimmt.

Ist umgekehrt eine Bijektion ¢x : K — K gegeben, so ist die Abbildung
0:G—G, ABw— A¥<B*c (A,BcK, A+ B)

bijektiv. Unter ¢ bleibt die grenzparallele Lage von Geraden aus G erhalten. Da
@i ebenfalls Bijektion ist, werden auch unter ¢~ grenzparallele Geraden auf
grenzparallele Geraden abgebildet. Die Abbildung ¢ ist also Pliickertransforma-
tion von (G, ||). Mit Satz 3.13 ergibt das insgesamt:

Satz 3.14 Die FElemente der Plickergruppe des Raumes (G,||) sind genau jene
Bijektionen ¢ : G — G die (3.3) erfiillen.

Mit der Hilfe dieser Kennzeichnung der Pluckertransformationen von (G, ||) wird
es uns nun gelingen auch die Bedingungen fiir Pliickertransformationen von (G, ~)
zu reduzieren.

3.3.2 Die Pliickergruppe des Raumes (G, ~)

Bevor wir uns mit den Pliickertransformationen von (G, ~) beschéftigen, wollen

wir zwel Lemmata beweisen, die wir im folgenden des 6fteren beniitzen werden:

Lemma 3.3 In jedem hyperbolischen Raum gibl es zu einer beliebigen Geraden

@ in jedem Grenzparallelenbiindel'> A € K mit A € a genau eine @ orthogonal-

schneidende Gerade.

Beweis: Esist a« = a™V A Hyperebene,da A € a™. Der Schnitt von a mit K ist eine
ovale Quadrik in «, und damit ist o™ € a AuBenpunkt von K. Daraus ergibt sich
B := anNa als Innenpunkt, denn B, o™ liegen harmonisch zu den Schnittpunkten

von a mit K und trennen daher einander. AB schneidet @ orthogonal.

12Wir identifizieren hier das Grenzparallelenbiindel mit dem Punkt auf K, den alle Biindel-
geraden enthalten.



KAPITEL 3.  Orthogonalitidtstreue Pliickertransformationen 52

Jede Senkrechte zu @ durch A muB in « liegen. Da @ und a™ windschief zueinander
liegen, ist der Schnittpunkt a N a eindeutig und damit auch die Orthogonale auf
@ durch A. O

Lemma 3.4 In hyperbolischen Riumen H mit dimH > 3 gilt'3:

@, b sind grenzparallel und verschieden <= 3 kein @ € G mil @ ~ 7 ~ b.

Beweis: Durch den Beweis von Lemma 2.1 und Lemma 2.2 wissen wir bereits, daf
windschiefe und iiberparallele Geraden eine gemeinsame Orthogonale besitzen.
Sind @,b schneidend, so ist wegen dimH > 3 der Unterraum (a V b)" # O@.
Verbindet man einen Punkt aus (a V )™ mit dem Schnittpunkt @ N b, so erhalt

man eine @ und b orthogonal-schneidende Gerade 7.

Nun seien @, b grenzparallel und verschieden. Wir nehmen indirekt die Existenz
einer Geraden @ mit@ ~ @ ~ b an. Dann muB n in aVb liegen, da aNb € K. Das ist
ein Widerspruch dazu, dafl zwei grenzparallele Geraden in einer hyperbolischen
Ebene (namlich in der Ebene (aVb)N'H) keine gemeinsame Orthogonale besitzen.
O

Genauso wie bei dimH > 4 und dimH = 2 konnen wir nun auch fir 3-

dimensionale hyperbolische Rdume zeigen:

Satz 3.15 Ist 'H ein 3-dimensionaler hyperbolischer Raum mit der Geradenmen-
ge G und @ G — G eine Bujektion mit

a~b=a ~b", Va,beg,
dann ist @ bereits Plickertransformation.

Bewets: Sei ¢ eine Abbildung, die die Bedingungen aus Satz 3.15 erfiillt. Weiters
seien @, b € G verschieden. Sind deren -Bilder @ und 5 zueinander grenzpar-
allel, so besitzen sie nach Lemma 3.4 keine gemeinsame Orthogonale. Da die
Eigenschaft eine gemeinsame Orthogonale zu besitzen unter ¢ erhalten bleibt,
kénnen auch @ und b keine gemeinsame Orthogonale besitzen und sind damit

grenzparallel. Die Bijektion ¢! erfiillt somit

@ | =al b Vabeg

13In zweidimensionalen Riumen gilt dieser Satz nur in einer Richtung. Denn bei dimH = 2
besitzen sowohl grenzparallele als auch schneidende Geraden @, b keine Treffgerade, die auf @
als auch auf b orthogonal steht.
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und ist nach Satz 3.14 Pliickertransformation von (G, ||). Damit gilt fiir ¢
allb=a"|b", Va,beg.

Durch ¢ ist nun auch eine Bijektion px : K — K mitbestimmt mit der es uns

gelingt, fiir beliebige Geraden @, b mit @* ~ b auch @ ~ b zu zeigen. Wir gehen

dazu indirekt vor, und nehmen @ o b an: Sei A € K mit b ¥ A € a. Nach

Lemma 3.3 existiert genau ein n mit A € n und @ ~ b. Laut Voraussetzung

enthalten a® und n¥ den Punkt A< und es gilt @ ~ b°

Orthogonale aus A?% an b eindeutig ist (Lemma 3.3), ergibt sich 7¥ = @, was

. 2% .
, sowie ¥ & b . Da die

einen Widerspruch zur Injektivitdt von ¢ darstellt. O

3.3.3 Algebraische Beschreibung der Pliickergruppe von
(§7N>

Wir werden nun weiter zeigen, dal die Pliickertransformationen in 3-
dimensionalen hyperbolischen Rdumen einen wesentlichen Unterschied zu den
Pliickertransformationen 2-dimensionaler bzw. 4 und héherdimensionaler hyper-
bolischer Raume aufweisen. Innerhalb des Beweises werden wir den folgenden

Satz der projektiven Geometrie (siehe z.B. [8]) verwenden:

Sei o eine Bijektion einer projektiven Geraden (in einem fanoschen Papposraum
mit Algebraisierungskorper K) auf sich, die drei verschiedene Punkte P,Q, R
festlaBt, dann bestimmt 3 : X € PQ\Q — DV(X, R, P,Q) € K die Bijektion
7o : K — Kmit0+— 0und 1 — 1. Es gilt ([8, S. 40]):

Satz 3.16 (Hua) Fine Bijektion o einer Geraden eines projekliven fanoschen
Papposraumes auf sich mit drei verschiedenen Fizpunkten fihrt genau dann stets
harmonische Paare in harmonische Paare iber, wenn die durch o bestimmi

Korperbijektion B~ 1o : K — K ein Automorphismus von K ist.

Beachtenswert ist, dal der Satz von HUA lediglich verlangt, dafl die Bijektion o
die harmonische Lage erhalt und nicht die Aquivalenz der harmonischen Lage im

Bild und Urbild von o. Mit Hilfe dieses Satzes kénnen wir nun zeigen:

Satz 3.17 Jede Pliickertransformation von (G,~) mit dimH = 3 ist das Pro-
dukt einer durch einen Automorphismus des quadratischen Erweiterungskérper
K(7) =: L von K mit * = —1 induzierten Pliickertransformation und einer
durch eine Projektivitdt des 1-dimensionalen projektiven Raumes mit Algebrai-

sierungskorper L induzierten Plickertransformation.
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Beweis: Wir haben bereits gezeigt, daB jede Pliickertransformation von (G, ~)
eine Bijektion auf der absoluten Quadrik K induziert. Schrittweise werden wir nun
sehen, daf} eine Bijektion zwischen der Punktmenge von K und der miquelschen
Mébiusebene M (L, K) (siehe Abschnitt 1.6) bzw. der projektiven Geraden iiber L
existiert. L sei der quadratische Erweiterungskorper von K. Die projektive Gerade
iiber L bezeichnen wir innerhalb dieses Beweises mit I1j,. Haben wir eine Bijektion
zwischen K und Ilp, gefunden, so kénnen wir jene Abbildungen untersuchen, die

in Iy, durch die Pliickertransformationen von (G, ~) induziert werden.

1. Bijektion zwischen K, M(L,K) bzw. Ij: Sei Z ein Punkt auf K und w
die Tangentialebene in Z an K. In dem affinen Raum P\w, den wir mit
A(K?) identifizieren, ist die affine Quadrik K\{Z} parabolisch. Da K\{Z}
regular ist und keine Geraden enthélt, besitzt sie [34, S. 206f.] in A(K®)
die Gleichung'

2 2 .
ar1x] + agxr; — 23 =0 mit ay,ay > 0.

Der Korper K ist euklidisch und daher existiert zu jedem a; ein Element
Va; € K mit (\/a;)? = a;. Durch Anderung der Basisvektoren erreichen
wir, daff sich K\{Z} vereinfacht als

2 2
i+ x5 = x3

schreiben 1a8t. Damit konnen wir nun einige Satze bzw. Beweise iiber mi-
quelsche Mobiusebenen aus [4] und [36] anwenden. Wir fassen dazu den

2-dimensionalen affinen Raum A(K?) als Teilmenge von A(K®) auf mit

z3 =0 und M(L,K) = A(K?*) U {oc}.

Im Abschnitt 771.2.5 von [4] beweist W. BENZ, daB eine Bijektion zwi-
schen K und M(L,K) existiert. Dazu verwendet er (in Il betrachtet) die
Projektion p aus Z der Punkte von K auf A*(K). Weiters definiert er,
daB Z unter p auf co € M(L, K) abgebildet wird. Unter dieser Abbildung
gehen die ebenen Schnitte von K genau in die Kreise der M&biusebene
M(L, K) iiber. Unter den Kreisen von M(L, K) verstehen wir die Geraden
von A*(K) U {oo}, sowie spezielle Kegelschnitte von A?*(K). Die Punkt-
menge von M(L,K) kann auch aufgefaBt werden als die Punktmenge der

projektiven Geraden Iy,

1Der Beweis dieser Darstellung wird in [34] fiir Vektorrdume iiber dem reellen Zahlenkérper
durchgefiihrt. Da jedoch nur die Eigenschaft von R verwendet wird, dafl R euklidischer Korper
ist, gilt diese Darstellung in jedem Vektorraum iiber einem beliebigen euklidischen Korper.
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2. Wir wollen nun nach Ily, iibersetzen, was es bedeutet, daf} sich zwei hy-
perbolische Geraden @, b € G orthogonal schneiden. Sei ¢ die von a und b
aufgespannte Ebene, K. := K N e und 7. die zu K. gehorige Polaritat in
¢. Die Geraden a und b bestimmen je zwei verschiedene Punkte auf der
Quadrik £: A,B € KNa bzw. C;D € K Nb. Diese werden wir jetzt p
unterwerfen. Wir unterscheiden dazu 7 € ¢ und 7 ¢ <. In beiden Féllen
gilt

(AB)™ =a™ € b=CD. (3.4)

Ist Z in ¢ enthalten, so gehen die Punkte A, B und C, D unter p wegen
(3.4) (siehe Abbildung 3.8 und Abbildung 3.9) in harmonische Punkte-
paare in M(L,K) iber. Die zugehorigen Punkte in IIj, liegen ebenfalls
harmonisch. Im Fall 7 ¢ ¢ wird K. unter p auf den Kreis k£ abgebildet.

Abbildung 3.8: K. 3 Z # A, B,C, D

Die Punkte A?, B? C? D? liegen auf k und die Bedingung (3.4) geht in
(APBP)™ € CPDP iiber. Das bedeutet jedoch nichts anderes (siehe [36, S.
74,75]), als daB AP, B?, C?, D? harmonisch liegen. Gleiches gilt wiederum
fir die zugehorigen Punkte in Il,.

Wie wir bereits oben gesehen haben, wird durch eine Pliickertransformation
@ eine Bijektion @k auf K mitbestimmt. Weiters induziert ¢x eine Bijektion
auf M(L,K) und die Bijektion ¢, auf Ilj. Unter ¢ werden orthogonal
schneidende Geraden auf orthogonal schneidende Geraden abgebildet. In
I1;, bedeutet dies, daBl unter ¢, die harmonische Lage erhalten bleibt. Im

letzten Schritt des Beweises werden wir nun untersuchen, welche Bijektionen
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o DP AP = oo

Abbildung 3.9: K. >3 Z = A

von I, die harmonische Lage erhalten und so Pliickertransformationen in

(G, ~) erzeugen.

3. Da jede Projektivitidt in einem projektiven Papposraum die harmonische
Lage erhilt und durch zwei Tripel verschiedener Punkte genau eine Projek-
tivitat festgelegt ist (siehe [7, S.142ff.]), konnen wir davon ausgehen, daf
das Produkt ¢« von ¢, mit einer geeignet gewahlten Projektivitat o
drei verschiedene Fixpunkte besitzt. Damit kénnen wir Satz 3.16 anwenden
und es folgt o = B¢A™"; d.h. v, @ wird durch einen Automorphismus
( : L — L induziert.

3.3.4 Kollineationen und Pliickertransformationen

Es wurde in Satz 3.17 noch nicht geklart, ob es in einem 3-dimensionalen hyper-
bolischen Raum tatséachlich orthogonalitdtserhaltende Pliickertransformationen
@ gibt, die nicht durch eine Kollineation des zugehorigen projektiven Raumes I1
induziert werden. Um die Existenz solcher Pliickertransformationen zu zeigen,

unterscheiden wir, ob ¢ durch

1. eine Projektivitat von Il

2. einen Automorphismus ¢ von L mit
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(a) ¢|K =idx
(b) ((K) = K aber (|K # idx
(c) ((K) £ K

induziert wird. Wir benutzen dabei die Bezeichnungen aus dem Beweis zu
Satz 3.17. Bevor wir die Falle im einzelnen betrachten, wollen wir davon ausge-
hen, dafl eine Kollineation v : Il — II existiert, welche die Bijektion px : K — K
und deshalb auch ¢ : G — G induziert. Dann ist 1) bereits eindeutig:

Seien ty : Il — Il und )y : Il — II zwei Kollineationen deren Einschrankungen
aul K mit px iibereinstimmen; d.h. px1|K = 15| K. Wahlen wir eine Funda-
mentalmenge F' von Il auf X, so leisten t; und t, auf F' dasselbe. Sei K. der
Schnitt einer Ebene ¢ mit X und A € K.. Ergdnzen wir nun die Geradenmen-
ge, die entsteht, wenn wir A mit allen Punkten von K.\{A} verbinden, um jene
Tangente an K in A die in ¢ liegt, dann erhalten wir das Geradenbiischel um A
in . Die Kollineationen #; und %, leisten auch auf diesem Geradenbiischel um
A dasselbe. Damit stimmen ; und 1, auf einer Fundamentalmenge und einem
Geradenbiischel iiberein. Es muf ¢ = 1y gelten (siehe [7, S. 155]). Zu einer
durch eine Pliickertransformation induzierten Bijektion ¢x : K — K kann es

somit hochstens eine Kollineation ¢ geben mit ¥ |K = ¢k.

Koordinatisieren wir die projektive Gerade Ily, so kéonnen wir die Punktmenge
von llj, beschreiben als

(ol Jeme ol ()

Nach der Koordinatisierung von II 148t sich die Quadrik K schreiben als

1

K o z1,22 € KS ULK

T2

2 2
e

0
0
0
1

Den Isomorphismus ¢ zwischen I, und X kann man nun auch analytisch aus-

driicken:
1 0
1
E:1lp - KL : — K = und L 0 — K 0
1 + 129 To 1 0
x? + 2 1

Wir betrachten nun die obigen Félle im Detail:
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1. Sei « eine Projektivitat von Ilp: Im Koordinatenkalkiil von Il kann «
beschrieben werden durch « : Iy, — IIy, Lx+— L(A - x) mit

A_<Cl1+i¢12 by + thy

= d detA .
¢+ ey d1+id2) un ctA#0

Es muB nun die Abbildung o nach K iibersetzt werden. Durch Rechnung'®
kann iiberpriift werden, daf} fiir die projektive Kollineation v, : II — II mit

K x — K(A, - x), x € K und

a?—}—a% 2a5by4+2a1 b1 —2a1ba+2asbq b?—}-b%

Aa — crar1+coas  cibiddiardcobaddaas —ciby—doar+eabi—dias d1b1+dabs
coay—craz  cabiddoar—ciba—dias  —cobaddiar—cibiddaas  —diba4daby

c?—}—cg 2codo+2c1dq —2c1do+2codq d?—}—dg

gilt, daB ¢,|K = faf™'. Die Determinante'® detA, stimmt mit (detA -
det A)? iiberein und ist daher stets verschieden von 0. Damit bestimmt die
von a induzierte Pliickertransformation von (G, ~) eine projektive Kolli-

neation t, in I, die bereits eindeutig bestimmt ist.

2. Sei ( ein Automorphismus von L mit ((K) = K : Dann bestimmt ¢ auf 1y,
die Bijektion

ae : 1y, — 10y, L( l,ljm ) ~ L( ((1) +2(i)é(1’z) )

bzw.L(?) HL(?). (3.5)

Im Abschnitt 1.2 haben wir gesehen, daf fiir jeden Automorphismus ( eines
quadratischen Erweiterungskérpers K(7) mit 72 = —1 entweder ((¢) = i oder
((¢) = —1 ist. In weiterer Folge induziert a; eine Bijektion auf K, die, wie
man aus den Darstellungen von £ und «, sieht, mit der Einschrankung der
Kollineation ¢ : 1T — 1I, K(x) + K(A¢ - x%) auf K iibereinstimmt. Dabei

1st
10 00
01 00
K A= d = -1
00 01

Fir (|K = idg ist ¢ eine projektive Kollineation, im Falle (|K # idg eine

nicht-projektive Kollineation.

15Die zugehdrige Rechnung kann im Anhang gefunden werden. Es wurde dabei das Compu-
teralgebrasystem MAPLE V verwendet.
16Dabei bezeichnet ~ jenen Automorphismus von IL der jedes a + ib € IL auf a — ib abbildet.
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3. Sei ¢ ein Automorphismus von L mit ((K) ¢ K; d.h. es existiert ein z € K
mit ((z) € K. Der Automorphismus ¢ bestimmt auf 1l, eine Bijektion a¢
der Form (3.5). Die Punkte A = L(1,0)T, B =1L(1,1)T, C = L(0,1)T blei-
ben unter a¢ fix, im Gegensatz zu D = L(1,z)T mit z € K und ((z) € K.
Die ¢-Bilder von A, B, C, D liegen auf einem ebenen Schnitt von K. We-
gen ((z) € K liegen die ¢-Bilder von A%, B*¢, C'*¢, D*¢ nicht komplanar.
Damit kann die auf K durch o, induzierte Bijektion nicht zu einer Kollinea-
tion erweitert werden. In weiterer Folge kann auch die durch ( induzierte

Pliickertransformation von (G, ~) keine Kollineation auf Il bestimmen.

Da wir im Abschnitt 1.3 die Existenz von Automorphismen ( : C — C mit
((R) ¢ R gezeigt haben, ist die Existenz von orthogonalitatserhaltenden
Pliickertransformationen in 3-dimensionalen reellen hyperbolischen Raum-
en gesichert, die nicht durch eine Kollineation vom zugehorigen projektiven
Raum induziert werden. Diese weisen damit einen wesentlicher Unterschied
zu den orthogonalitdtserhaltenden Pliickertransformationen in 2 bzw. 4 und

héherdimensionalen hyperbolischen Raumen auf.
Zusammenfassend gilt:

Satz 3.18 Sei H ein hyperbolischer Raum milt dimH = 3 und ¢ : G — G eine
Bujektion mit
i~b=1a"~0b" VYa,beg,
die nach Satz 3.17 durch eine Projektivitit von 1, und einen Automorphismus
von L induziert wird. Dann kann o
1. durch eine projektive Kollineation  des zugehdrigen projektiven Raumes

mil 7 = Y erzeugl werden, falls (|K = idk.

2. durch eine nichl-projektive Kollineation  des zugehdrigen projektiven
Raumes mit 7 = 7 erzeuglt werden, falls ((K) = K, aber (|K # idx.

3. durch keine Kollineation des zugehorigen projektiven Raumes erzeugt wer-

den, falls (|K ¢ K.
Da fiir jeden Automorphismus ( von L stets eine der Aussagen

1. (K = idg

2. ((K) =K, aber (|K # idg
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3. (K¢ K

zutrifft, haben wir im Satz 3.18 alle Moglichkeiten fiir ¢ erfaft.
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Anhang

A.1 Rechnung zum Beweis von Satz 3.18

Die folgende Rechnung wurde mit dem Computeralgebrasystem MAPLE V
durchgefiihrt. Die Eingaben beginnen mit dem Zeichen >. Die von MAPLE V

gelieferten Frgebnisse wurden zentriert gesetzt.

> with(linalg):

Berechnung der Koordinatenmatrix der zur Projektivitdt a gehorigen Kollinea-

tion:

> X:=vector([1,x[1]+I*x[2]]);
X =, z1+ [z

> A:=matrix([[al1]+I*a[2],b[1]+Ixb[2]],[c[1]+I*
cl[2],d[1]1+I*d[2]11]1);

ar+1ay b+ 1by
ci+1lcy di+1d,

Das Bild von X unter der Abbildung «.
> alpha(X) :=evalm(A&*X);

alX) =
a1+ Tag+ (by + 1by) (1 + T xs), v + Ty + (dy + T dy) (21 + T 23)]

> alpha(X):=alpha(X)[2]/alpha(X) [1];

Der Sonderfall, daf die erste Koordinate von X gleich 0 ist und, dafl X gleich
dem Punkt K(0, 1)7 ist, wird spiter betrachtet.

61
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o(X) = cr+Tea+ (di+ Tdy) (21 + T az)
CartTay+ (by + 1by) (z1 + [ o)

Koordinaten des zu X gehorigen Punktes auf der Quadrik X:

> xi:=collect(collect(simplify(evalc(Re(alpha(X

)))),x[1]),x[2]1);
eta:=collect(collect(simplify(evalc(Im(alpha(X)))),x[1]),x[2]1);

theta:=collect(collect(simplify(xi~2+eta~2),x[1]),x[2]);

€ :=((dy by + dy by) x4 (—c1by —dyar + caby + dy ag) 2
+ (d1 by +d252)$12+(Clbl+dlal+0252+d2a2)l’1 + ¢ aq
+ ¢y az) /((512 + 522) zy° + (=2a1 by +2azby) xy
‘I’ (612 —|— 622) ZL'12 —|— (2 a9 bg —|— 2&1 bl) 1 —|— Cl12 —|— Cl22)

n = ((—dy by + d3 by) x5 + (—caby+diyay — 1 by + dyay) zy
+ (—dy by + ds bl)$12 + (e2b1 +dyar —e1 by —dyaz)xy + caan
—¢1a3) /((512 + 522) Ty + (=2a1 by +2a3 by) 9
‘I’ (612 —|— 622) ZL'12 —|— (2 a9 bg —|— 2&1 bl) 1 —|— Cl12 —|— Cl22)

0:= ((d22 + d12) zy” + (2¢ady —2¢1dy) 0+ (d22 + d12) 7,
+(2adi+2cdy)xr + e’ + 012) /((512 + 522) zy”
+(—2a1by+2ayby)xs + (512 + 522) % + (2a2by + 2ay by) 24
+ a1® + a5?)

Daher ist die Matrix der zu a gehérigen Kollineation:

> A_alpha:=matrix([[a[1]"2+a[2]"2,2%a[1]*b[1]+2 *a[2]*b[2],
(-2)*a[1]*b[2]+2*a[2]*b[1], b[1]"2+b[2]"2],
[c[1]*al1]+c[2]*al[2], c[11*b[1]+d[1]*a[1]+c[2]*b[2]+d[2]*a[2],
-c[1]1*b[2]-d[2]*a[1]+c[2]*b[1]+d[1]*a[2], d[1]*b[1]+d[2]*b[2]],
[c[2]*al1]-c[1]1*a[2], c[2]*b[1]+d[2]*a[1]-c[1]*b[2]-d[1]*a[2],
-c[2]1*b[2]+d[1]*al[1]-c[1]*b[1]+d[2]*a[2],
-d[1]1*b[2]+d[2]1*b[1]1], [c[1]"2+c[2]"2, 2*c[1]*xd[1]+2*c[2]*d[2],
-2%c[1]*d[2]+2xc[2]*d[1], (d[1]"2+d[2]1°2)11);

A_alpha :=
PIQ +ar?, 2a1 by +2a3 by, —2a1 by +2a by, by® + by

[C1G1+C2Cl27Clb1+d1a1—|—c252‘|‘d2a27
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—byer —ardy + by ey + aydy, dy by + dy by
[Cgal—clag,6102+G1d2—bgcl—agd1,
—caby+dyay — 1 by + dyay, —di by + dy by

e+ e 200 di + 20 dy, —2¢1dy +2cpdy, di? A+ dy?

Berechnung der Determinante von A_alpha: Dabei gilt, dafl det A stets verschieden
von 0 ist.

> det(A_alpha);

2 b e + 20 bt b + 202 ¢’ byt + 2a, 1 dy 2 dy?
+2a12 ax dit + 2axt dy? di? 4+ 2a12 dy* @y’ + 2,7 by by
+4c®arbybiidy — 8cyarer byt asdy® — degarer? by by dy
—degar et bPdy — 8¢t ar’ by dybydy — 8¢y aq ag by’ ¢q di?
—dePagdy by —deiagey? by dy + 4oy ag ey dy by
Fdeyageytdybytby — AP agdy b2 by — 4y ag ey by by dy
+4e3agby bl dy+ 4¢P asb®dy — 812 ay bydy by dy
+de?e? b b+ at dyt + at dit agt dyt 4+ 2007 by e dy?
+6a12 by’ 1 dy® + 6a12 by’ cr” dy® + 4ar? dy’ ay? dy
+2a1% e? by dy® 4+ 6a1% e? byl di? + 20, er? by’ dy?
—daderbidi® —4a by asd® +6a12 e by % dy?
—dady’ byer +2a2 bt et dy? — da by ey dy®
—dalbicgaydy® —dateybydy®ay —4ay? dy? agdy by ey
—dai?dy?agbycody +4ady cobydy? —4da®dit by ey dy
—da>dtdybycy —da ey bydyagdy? — 4aq® ey by dy dy?
+dar?crbydyagdy +4ar?ei by dy® ay +4a® di’ ey by
+6ay” by’ 12 di® + 2057 by’ 1P dy” + 20y byP ey’ dy?
+6as” o’ bo® dy® +2as” ca® bo’ dy® 4 6ax” ¢r? by* dy”
—day?e;bydiPay +2a0 e bl di — day® by ey dy?®
—day?ardy’ by + 6a2 bt et di — 4 ag? by ey ay dy?
—4ay®biegdi® —Adag® ey bydy® — 4ay®dy? dy by cy
—da>dy  byegdy +4agdyaycybydy? —4ay?di? aybycydy
—dar?di*aydybicy —4ay®cybydydi® + aytdit + e byt
+at byt + et byt F e bt — 4 ay’ ey by dy ay dy’
+4as’c;bydydi® +4ay® e by dy® +4ay”® di®ay ey by
—deiPardy b —AdegarbiP e dy —4ei®aq by’ dy
—deyayenldyby® —deypayey?dy b by — 4 aydy byt by
—8cilarasd; biPdy — 8¢ ar?dyby? cady — 4P aq by byt ds

+ 8 C1 Gy 612 Cq a2 d12 — 461 aq bl C22 622 dl
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+8ci12araybybydi? — 8¢ aq ag by by dy?
+8c12ayagby®dydy +32¢1 ayag by dy by cydy
+8ci?ar?bydy bydy +8crar? by dycyds

+ 8¢y aray by’ eady® + 8¢y a1t by cabydy® — 8¢y ar?bycybydy?
—degag e tdi by — 4 as b dy — degag by’ e dy

— 4 agdy by — A4y aydy byP by — 4oy ay ey’ dy by’ by
—8cyazidibiterdy — 8¢t ayaq dy by’ dy
—degagbyer?biPdy —4es®ag by by® dy + 8¢gax’ by ey by di?
— 8cyay?byey by dy® + 8¢y ast by’ dy ¢y do

+8ca?ax? bydy by dy +8cy’ayar by’ dy dy

+8cy?ayay by bydy? — 8¢y ayar by by di® + 4cyay e dy by?
F 4P a b’ dy —Aey®ardy b® — 4 ey ay dy byt by

+4decyar e’ dy by’ b

Es gilt fiir detA_alpha:

> simplify(det(A_alpha)/evalc(det(A)*conjugate( det(A)))"2);
1

Damit ist det A_alpha stets gleich det(A)? dlet(A)2 und daher ebenfalls verschieden

von 0.

Sonderfille: 1) Der Punkt F := K(0,1)7:

> F:=vector([0,1]);
F =10, 1]

> F_bild:=evalm(A&*F) ;
F_bild = [bl + ]bg, dl + ]dg]

Der Punkt F entspricht dem Punkt G := K(0, 0, 0, 1)T auf der Quadrik K:

> G_bild:=simplify(evalc(F_bild[2]/F_bild[1]));
simplify(evalc(Re(G_bild) "2 + Im(G_bild)"2));

G _bild stimmt mit der letzten Spalte der Matrix A_alpha iiberein. Wenn sowohl
by als auch by gleich 0 ist, dann ist F' ein Fixpunkt.
diby +dyby — Idyby+ Idyby

G bild =
' b% 4 by’
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di? + dy”
b® + by
2) Jener Punkt V der auf K(0,1)” abgebildet wird:
> V:=vector([-b[1]-Ixb[2], al[1]+I*a[2]]);
V.= [—bl—]bg, CL1—|—]CLQ]

> V_bild:=evalm(A&*V); simplify(V_bild[1]);
simplify(V_bild[2])-det(A);

V_blld = [(Cll + ]CLQ) (—bl — ]bg) + (bl + ]bz) (Cll + ]CLQ),
(Cl —|— ]CQ) (—bl — ]bg) —|— (a1 —|— ]CLQ) (dl —|— ]dg)]

0
0

V wird also unter a tatsichlich auf K(0,1)T abgebildet, denn det(A) ist stets von

0 verschieden.

Der zu V gehérige Punkt auf der Quadrik K sei W, der auf (0, 0, 0, 1)Tabgebildet

werden muf.

> V:=simplify(evalc(V[2]/V[1])); simplify(evalc(Re(W)"2 +
Im(W)~2));
—albl —agbg—]agbl+lalbg

V.=
b® 4 by?

2 2
a1’ + az

b® + by’

> W:=vector([b[1]"2+b[2]"2,-al[1]*b[1]-a[2]*b[2]
,—al2]*b[1]+al[1]*b[2],al1] "2+al[2]"2]);

W= > + 522, —ay by — az by, —az by + ay by, a;” + ay’

> W_bild:=evalm(A_alpha&*W): simplify(W_bild[1]);
0

Der Punkt W wird somit tatséchlich auf K(0,0,0,1)T abgebildet.
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A.2 Bewels von Lemma 2.2

Wir wollen Satz 2.2 mit analytischen Methoden beweisen. Es sollen dabei die

Bezeichnungen aus dem Beweis von Satz 3.17 verwendet werden.

Beweis: Es seien zwei windschiefe Geraden @, b in einem hyperbolischen Raum
H gegeben. Alle Treffgeraden von a, b miissen in dem von @ und b aufgespannten
3-dimensionalen Raum liegen. Damit kénnen wir 0.B.d.A. voraussetzten, dafl H

dreidimensional ist. Somit konnen wir die Methoden aus Satz 3.17 anwenden.

Zwischen den Geraden aus H und den Punktepaaren in Il existiert eine Bijekti-
on. Somit sind durch a bzw. b zwei Punkte A{, Ay bzw. By, By in II}, mitbestimmt.
Wir wissen bereits, dafl zwei orthogonal schneidende Geraden harmonische Punk-
tepaare in Ilj, bestimmen. Die Suche nach einer gemeinsamen orthogonalen Treff-
gerade @ an @, b in H ist damit Aquivalent zur Suche nach einem Punktepaar
Np, Ny in Ily,, welches harmonisch zu Ay, Ay und By, By liegt. Im Falle der Exi-
stenz von solchen Punkten, mufl Ny, N; das Fixpunktepaar der hyperbolischen
Involution

a1, — 1y, Ay — Ay, By — By

sein. Durch Ay, Ay, By, Bs 1st a bereits festgelegt und, da « Involution ist, kann «
nicht parabolisch sein. Iy, ist ein projektiver Raum iiber dem quadratisch abge-
schlossenen Korper L. In solchen Rdumen gibt es keine elliptischen Projetivitaten
[8, S.38] und somit muB « hyperbolisch sein. Durch Ay, A, By, By ist also ein-
deutig ein Punktepaar Ny, Ny mitbestimmt, das zu A;, Ay als auch zu By, B,
harmonisch liegt. In den hyperbolischen Raum H iibersetzt bedeutet dies, dafl @

und b eindeutig eine Gerade @ bestimmen, die @ und b orthogonal schneidet. O
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