


Kapitel 4

Duale Vektorraume

Zu jedem Vektorraum V gehort der Vektorraum aller linearen Abbildungen von V in seinen
Skalarkorper; diese Abbildungen heilen auch Linearformen und bilden den zu V dualen Vek-
torraum V*. Die Kernrdume nicht trivialer Linearformen sind genau die Hyperebenen von V.
Bei endlicher Dimension bestimmt jede Basis von V eine Basis des dualen Vektorraumes; sie
besteht aus allen Koordinatenformen zur gegebenen Basis. Bei unendlicher Dimension sind die-
se Koordinatenformen zwar linear unabhingig, spannen aber den dualen Vektorraum V* nicht
auf. Derartige Unterschiede zwischen endlich- und unendlichdimensionalen Vektorraumen tre-
ten in diesem Kapitel mehrfach auf.

Im endlichdimensionalen Fall werden Linearformen durch Zeilenvektoren beschrieben.
Dementsprechend kann auch die Matrix eines Koordinatenwechsels spalten- und zeilenweise
interpretiert werden. Alle Koordinatenmatrizen einer linearen Abbildung bilden eine Klasse
dquivalenter Matrizen. Als Anwendung behandeln wir lineare Gleichungssysteme.

Jede Menge von Vektoren aus V bestimmt einen Unterraum des dualen Vektorraumes V*.
Bei endlicher Dimension fiithren uns diese sogenannten Annullatorrdume zu einem Dualitits-
prinzip.

Zu jeder linearen Abbildung gehort eine transponierte Abbildung zwischen den zugehorigen
dualen Vektorrdumen. Kern- und Bildraum der gegebenen Abbildung haben als Annullatorréiu-
me genau den Bild- bzw. Kernraum der transponierten Abbildung. Bei endlicher Dimension
bekommen wir so eine Interpretation fiir die Zeilen einer Koordinatenmatrix einer linearen Ab-
bildung.

4.1 Elementare Vorbemerkungen
4.1.1 Wir geben in einer Ebene ein kartesisches Koordinatensystem (O, Py, P,) mit Ursprung
O vor und betrachten eine lineare Abbildung
fiR¥N SR (x1,x)" - aix; + axx; mit (0,0) # (ay,a,) € R%.
Dann wird fiir jedes s € R durch die Gleichung
a\x; + axx, = s

eine Gerade beschrieben. Alle diese Geraden sind zueinander parallel. Sie werden auch als Ni-
veaugeraden der Funktion f bezeichnet (Abbildung 4.1) und sind nichts anderes als die Fasern
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von f. Durch jeden Punkt der Ebene geht genau eine solche Niveaugerade. Zur Veranschauli-
chung von f konnen einige Niveaugeraden dargestellt werden, wobei neben jeder solchen Ge-
raden der betreffende Funktionswert notiert wird. Analoge Darstellungen nicht linearer Funk-
tionen sind von Landkarten mit Hohenschichtenlinien oder Wetterkarten mit Isobaren bekannt
(Abbildung 4.2). Oft werden Punkte mit demselben Funktionswert auch durch dieselbe Farbe
gekennzeichnet, etwa bei Falschfarbenbildern zur Illustration der Aulenwandtemperatur eines
beheizten Hauses.

Abbildung 4.1 Abbildung 4.2

4.1.2 Analog zu oben wird bei festem Koordinatensystem im Anschauungsraum durch eine
lineare Abbildung

f : R3X] - R (x1, xp, X3)T = a)x) + axxy + azxs mit (O, 0, O) * (Cl],az,a3) S R3
fiir jedes s € R durch die Gleichung
a1 Xy +arx, +azx3 =S

eine Ebene beschrieben. Alle diese Ebenen sind zueinander parallel und geben die Fasern von
f ab. Die Funktion f kann somit durch ihre Niveauebenen (Punktmengen gleichen Funktions-
wertes) veranschaulicht werden.

Jede Gerade im Raum ist Schnitt zweier Ebenen; dementsprechend kann jede Gerade durch
zwei Gleichungen der obigen Form beschrieben werden. Umgekehrt bestimmen aber zwei sol-
che Gleichungen nicht stets eine Gerade. Das zeigen zwei zueinander parallele Ebenen. Die
Verallgemeinerung der obigen Uberlegungen fiihrt uns jetzt zum Studium der linearen Ab-
bildungen eines Vektorraumes in seinen Skalarkorper und in weiterer Folge zur Theorie der
linearen Gleichungssysteme.

4.2 Linearformen und Hyperebenen

4.2.1 Ist V ein Vektorraum iiber K, so konnen wir auch K als Vektorraum iiber K auffassen. Es
ist E = (e;) = (1) die kanonische Basis von K, was dim K = 1 ergibt. Nach Satz 3.6.2 ist

vV :=L(V,K)

ein Vektorraum. Er heiB3t der duale Vektorraum von V. Die Elemente von V* sind die linearen
Abbildungen von V in K; sie werden auch Linearformen genannt.
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Beispiele 4.2.2

1. Es seien (b,);c; eine Basis von V und (a;),; eine Familie in K. Nach dem Fortsetzungs-
satz 3.3.3 gibt es genau ein f € V* mit

b;— a; firalle i € 1.

Unter Beniitzung der Koordinaten eines Vektors x € V gilt dann
X = Z xb; > f(x)= Z x;a;.
iel iel
2. Setzen wir in Beispiel 1 insbesondere V = K™, und wihlen wir fiir (b;);¢; die kanonische
Basis von K™ so erhalten wir die Linearform

T
(X1, X2, ..., X)) P> X101 + Xoan + -+ + Xuay.

3. Wir setzen in Beispiel 1 nun K = Q und fassen (b;);c; als Familie der in einem Supermarkt
erhiltlichen Artikel auf. Es ist dann V ein endlichdimensionaler Vektorraum, dessen Di-
mension vom aktuellen Sortiment abhingt. Die Abbildung b; — a; moge den Preis eines
Artikels beschreiben (Preisliste). Die so festgelegte Linearform f € V* wird dann an der
Kasse auf den im Einkaufswagen befindlichen Vektor x (Linearkombination der Basisvek-
toren) angewendet. Der Funktionswert f(x) ist am Kassenbon abzulesen und an der Kasse
zu bezahlen.

4. Sei C°(I) der Vektorraum aller auf einem abgeschlossenen Intervall I = [a, b] C R stetigen
Funktionen I — R, wobei a < b. Jede Funktion g € C%(I) besitzt ein bestimmtes Integral

[ g(x)dx € R. Es ist

b b
f(-)dx:CO(I)eR:ngg(x)dx

eine Linearform C°() — R, denn fiir alle g, 2 € C°() und alle ¢ € R gilt

b b b
f (g + ch)(x)dx = f g(x)dx + cf h(x)dx.

Das ist eine aus der Analysis bekannte Regel.

5. Sei KM die Menge aller Abbildungen einer Menge M # (0 in K. Wir wiihlen 7 € M beliebig,
aber fest. Dann ist die Evaluierungsabbildung

vii: KM 5 K g g

— jede Funktion g wird an der Stelle ¢ ausgewertet — eine lineare Abbildung, da fiir alle
g,h € KM und alle ¢ € K gilt, dass

vi(g + ch) = (g + ch)(t) = g(1) + ch(t) = vi(g) + cvi(h).

An die Stelle von K kann auch ein beliebiger Unterraum von K treten, etwa der Unter-
raum K™,

Die Beispiele 4 und 5 sind insofern bemerkenswert, als hier Linearformen festgelegt wer-
den, ohne dass auf eine Angabe mit Hilfe des Fortsetzungssatzes zuriickgegriffen wird.
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4.2.3 Wir bezeichnen eine Linearform im Folgenden meist so wie einen Vektor mit einem
kleinen fett gedruckten Buchstaben, dem aber oben rechts ein Stern hinzugefiigt wird, z. B.
a’ : 'V — K. Weiters fithren wir fiir das Bild eines Vektors x € V unter a* € V* eine modifizier-
te Schreibweise ein, die uns schon in 3.4.1 begegnet ist: Die Abbildung

(+, Y:V'XVo>K:(a,x)> {a",x):=a (x)

heillt die kanonische Paarung von V* und V. Diese Schreibweise unterstreicht die Tatsache,
dass sowohl V* als auch V Vektorrdume sind. Die Rechenregeln

(@ +cb*,x) ={a",x)+ c(b", x), 4.1)
(a*,x +cy) =(a*,x)+cla’,y), 4.2)

gelten fiir alle x,y € V, a*,b* € V* und alle ¢ € K. Sie folgen einerseits aus der Definition
der Abbildung a* + cb* € V* bzw. andererseits aus der Linearitit von a*. Wir sagen auch, die
kanonische Paarung sei linear in jedem der beiden Argumente. Diese Eigenschaft lédsst eine
gewisse Symmetrie in der Rolle von V und V* vermuten, die jedoch nicht immer gegeben sein
wird. Beachte: Zuerst ist V da, dann erst kommt V* ins Spiel.

4.2.4 Nach Satz 3.2.4 ist (a*, V) fiir jede Linearform a* € V* ein Unterraum von K. Wegen
dim K = 1 sind nur zwei Fille méglich.

Fall 1: (a*, V) = {0} & kera” =V & rga” = 0. In diesem Fall heit a* =: o0* eine triviale
Linearform oder Nullform.

Fall 2: (a*,V) = K & kera® # V & rga® = 1. Nun heifit der Unterraum ker a* eine
Hyperebene von V.

Der folgende Satz charakterisiert die Hyperebenen eines Vektorraumes:

Satz 4.2.5 Ein Unterraum eines Vektorraumes V ist genau dann eine Hyperebene, falls er min-
destens einen eindimensionalen Komplementdrraum besitzt.

Beweis. (a) Ist a* € V* eine nicht triviale Linearform, so folgt kera® # V. Fiir einen beliebig
gewihlten komplementéiren Unterraum 7" von ker a* gilt daher dim7" > 1. Da a*|T injektiv ist,
folgt mit Satz 3.2.6 (a) dim 7T = dim{(a*, T) < dim K = 1, was insgesamt dim T = 1 liefert.

(b) Hat ein Unterraum H von V ein eindimensionales Komplement 7', so ist H der Kern der
Projektion p von V auf T in Richtung H. Wegen dim T' = 1 existiert nach Satz 3.4.5 mindestens
eine lineare Bijektion g : T — K. Dannist go p : V — K eine nicht triviale Linearform mit
dem Kern H, also H eine Hyperebene. O

Nach Beweisteil (a) ist jeder Komplementirraum einer Hyperebene eindimensional. Fiir
dimV = n < oo sind die Hyperebenen nach der Rangformel aus Satz 3.2.8 genau die Unterriu-
me mit Dimension n — 1. Fiir dim V = 0O gibt es keine Hyperebenen.

4.2.6 Als Wiederholung besprechen wir die Koordinatendarstellung einer Linearform. Es seien
B = (b,,b,,...,b,) cine Basis von V und E = (e;) = (1) die kanonische Basis von K. Eine
andere Basiswahl in K wollen wir hier nicht betrachten. Es ist dann E* = (e}) = (idx), wenn
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wir K'! mit K identifizieren. Die Koordinatendarstellung einer Linearform a* € V* beruht auf
folgendem kommutativen Diagramm:

v — % LK

B*l lE*:idK

Kn><1 s K
E*oa* o (B*)!
Wir erhalten (unter Vermeidung von Doppelindizes) die Zeile
idg

(E",{a", B)) = (a*,B) = ((a*,by),{a", by),...,(a",b,)) =: (a),as,...,a,) 4.3)

als Koordinatenmatrix von a* (Abbildung 4.3). Wir konnen dann fiir x € V mit (B*,x) =
(X1, X2, ..., x,)" die kanonische Paarung wie folgt als Matrizenprodukt schreiben:

(a*,x)={a",B) - (B*,x) = a1x| + axxy + -+ + d,X,.

Die Gleichung

(a',x)=0
beschreibt also fiir festes a* # 0" koordinatenfrei die Hyperebene ker a*. Unter Beniitzung der
oben eingefiihrten Koordinaten lautet diese Gleichung dann

aix; + arxs + - +ax, =0,
wobei (a;, as, ...,a,) # (0,0,...,0).
-2 -1 0 1 2...aF
ol

1

b,

(a@*,B)=(2,1)
Abbildung 4.3 Abbildung 4.4

Beispiele 4.2.7 Mit Hilfe von Linearformen und Vektoren lassen sich gewisse Typen linearer
Abbildungen eines Vektorraumes V in einen Vektorraum W einfach beschreiben.

1. Es seien eine Linearform a* € V* und ein Vektor w € W gegeben. Dann ist die Abbildung
VoW x (a,xw

linear, da sie Produkt der Linearform a* mit der linearen Abbildung K — W : x — xw ist.
Fiir a* # o und w # o ist ker f = kera* eine Hyperebene und f(V) = [w] eindimensional.
In jedem anderen Fall liegt mit f die Nullabbildung V. — W vor.
2. Fira® € V*,v € Vund (a*,v) # 0ist V = [v] ® kera”*. Wir bezeichnen die Hyperebene
ker a* mit H. Die Abbildung
(a’, x)
(a*,v)

p:VoVixe y
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ist die Projektion von V auf [v] in Richtung H: Zerlegen wir ndmlich den Vektor x in seine
beiden Anteile, also x = xv + h mit x € K und h € H, so folgt in der Tat p(x) = xp(v) = xv.
Wir erkennen daraus, dass fiir beliebiges ¢ € K die lineare Abbildung

(a’, x)

(a,v)
alle Vektoren der Hyperebene H fest ldsst und v — cv leistet. Genau fiir ¢ = 0 erhalten
wir die Projektion auf H in Richtung [v], bei ¢ # 0 sind die zu ¢ und ¢! gehorenden
Abbildungen zueinander invers. Insbesondere fiir Char K # 2 und ¢ = —1 liegt mitidy — 2p
eine Involution vor. Vgl. 3.6.3 Beispiele 1 und 3.

3. Fira® € V" \{o"},v € V\ {0} und (a*,v) = 0 liegt [v] in der Hyperebene kera* =: H. Die

Abbildung

dy+(c—-Dp:VoVix—x+(c-1)

g:VoVix(a, xy
ist keine Projektion, vielmehr ist g o g die Nullabbildung. Fiir beliebiges ¢ € K lisst die
lineare Abbildung
idy+cg:VoVixx+cla,xy
alle Vektoren der Hyperebene H fest. Die zu ¢ und —c gehdrenden Abbildungen sind zuein-

ander invers. Insbesondere fiir Char K = 2 und ¢ # 0 liegt mit idy + cg eine Involution vor,
dac+c=0.

Aufgaben

A 4.2.1 Ein Glas Sekt, drei Glas Rotwein und sieben belegte Brote kosten 33 Euro; ein Glas Sekt, vier
Glas Rotwein und zehn belegte Brote kosten 44 Euro.

(a) Was kosten ein Glas Sekt, ein Glas Rotwein und ein belegtes Brot?
(b) Was kosten zwei Glas Sekt, drei Glas Rotwein und fiinf belegte Brote?
(c) Ist es auch moglich, die Frage nach dem Preis eines Glases Sekt zu beantworten?

A 4.2.2 Sei B = (b, b;) eine Basis eines Vektorraumes V iiber R.

(a) Zeige die Existenz genau einer Linearform a* € V* mit{a*, b, + b,) = a;, {a*, b, — b)) = a, zu einer
der folgenden Angaben: (@) (a;,az) = (7,3); (B) (a1,a2) = (2,3); (y) (a1,a2) = (4,2). Berechne
dazu die Koordinatenmatrix {a*, B).

(b) Bestimme Basen von ker a* und (a*, V) sowie die Zahlen rg a* und def a*.

(¢) Veranschauliche die Fasern von a*, also die Nebenklassen von ker a*, in einer Skizze.

4.3 Duale Basen

4.3.1 Sei B = (b));; eine Basis eines Vektorraumes V. Durch diese Basis ist die Familie
B* = (b});; der zugehorigen Koordinatenformen mitbestimmt. Da die Koordinatenformen nach
Satz 3.4.2 (b) linear sind, gehoren sie dem dualen Vektorraum V* an. Wir untersuchen nun, ob
mit B* eine Basis von V* vorliegt. Dabei verwenden wir die folgende Formel zur Berechnung
der i-ten Koordinate des j-ten Basisvektors (Abbildung 4.4):

(bi, by =6, firalle i,j € I. (4.4)
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Satz 4.3.2 Es seien V ein Vektorraum und B = (b;);e; eine Basis von V. Die Familie B* =
(b))ics der zugehdrigen Koordinatenformen ist linear unabhdingig; sie ist genau dann eine Basis
von V*, wenn V endlichdimensional ist.

Beweis. (a) Wir gehen von einer beliebigen Linearkombination a* = },; a;b; mit a; € K aus
und berechnen mit Hilfe von (4.4) fiir festes j € I den Funktionswert

@by =(> abi,bj) =) axb;,b)=> a; =a; 4.5)

iel iel i€l
Wir fiihren die obige Rechnung jetzt fiir a* := 0" durch. Daraus erkennen wir 0 = (0", b;) = a;
fiir alle j € 1. Die Nullform o* kann also nur in trivialer Weise aus B* linear kombiniert werden.
Die Familie B* ist somit 1. u.
(b) FiirdimV = n < oo gilt

dimV* =dimL(V,K) =dimV -dimK =dimV -1 =dimV =n < o (4.6)

nach Satz 3.6.4. Wegen #I = n ist die l. u. Familie B* eine Basis von V*; vgl. Satz 2.6.6.

(c) Sei dimV zunichst beliebig und a* = ., a;b; eine Linearkombination; es gilt also
a; = 0 fiir fast alle j € 1. Nach (4.5) ordnet jede solche Linearform a* daher fast allen Vektoren
der Basis B die Zahl Null zu. Ist nun aber dim V unendlich, so gibt es nach dem Fortsetzungs-
satz 3.3.3 eine Linearform ¢* € V*, die durch

(¢",b;)=1 furalle jel

erklart ist. Da [ jetzt unendlich ist, liegt ¢* nicht in der Hiille von B*. O

Soll fiir eine Linearform a* € V* iiberpriift werden, ob sie sich als Linearkombination von
B darstellen lésst, so betrachten wir fiir alle j € I die Skalare (", b;) =: a;. Genau dann, wenn
die Bedingung
aj =0 fiir fastalle je/ “4.7)
erfiillt ist, liegt @ in der Hiille von B*. In diesem Fall gilt dann a* = },.; a;b;. Hat V endliche
Dimension, so ist fiir jede Linearform a* € V* die Bedingung (4.7) in trivialer Weise erfiillt, da
hier / endlich ist.

4.3.3 Ist B = (b;);c; eine Basis eines endlichdimensionalen Vektorraumes V, so wird die von
den Koordinatenformen (b7);c; gebildete Basis B* von V* die zu B duale Basis genannt. Bei
gegebener Basis B = (by, b,, ..., b,) sind fiir jede Linearform a* € V* die Elemente der Koor-
dinatenmatrix

(a",B) = ({a",by),{a", by),....{a",by,)) = (a,a,...,a,)

nach (4.3) und (4.5) zugleich die Koordinaten von a* beziiglich der dualen Basis. Vgl. Abbil-
dung 4.3. Die Koordinaten beziiglich der dualen Basis treten daher bei dieser Schreibweise als
die Elemente eines Zeilenvektors auf. Ist a* insbesondere die i-te Koordinatenform, also der i-te
Vektor der dualen Basis, so ist seine Koordinatenmatrix der i-te Vektor der kanonischen Basis
von K.

Beispiele 4.3.4
1. Gegeben sei die Basis
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von R?*!, Ferner sei die Linearform a* : R>! — R gegeben durch
(a*,b))y=4, <(a’,by)=6.

Um die Koordinatenmatrix von a* beziiglich der kanonischen Basen E = (e;,e;) und (1)
von R?>! bzw. R zu erhalten, wenden wir elementare Spaltenumformungen an:

Das zeigt

(a',E) = (4,2) e R™,
was zu a* = 4e] + 2e; gleichwertig ist. Somit ist 4x; + 2x, = 0 eine Gleichung von ker a”.
Ein gleichartiger Ansatz gestattet die Bestimmung der zu B dualen Basis: Wir schreiben in

den beiden Zeilen unterhalb der doppelten Trennlinie die Bilder von B unter den Linearfor-
men b} und b3:

111 o0
bﬂb;0101
I o[l -1
0 1]0 1

Rechts unten konnen dann die Matrizen (b}, E) = (1,—1) und (b;, E) = (0, 1) abgelesen
werden. Das Beispiel zeigt nebenbei, dass die Bestimmung der dualen Basis einfach auf das
Invertieren einer Matrix hinausliduft, wobei aber die Ausgangsmatrix spaltenweise und die
inverse Matrix zeilenweise zu lesen ist.

2. Wir betrachten jenen Unterraum 7' ¢ C°(R), der von den Funktionen
fj:RaR:xraxj fir jeN

aufgespannt wird. Mit (f;) je liegt nach A 3.2.4 eine Basis von T vor. Die i-te Koordinaten-

form ordnet jeder Funktion
ZijjiRHRZXI—)ZCij

JEN JjEN

die Zahl ¢; € R zu. Die Linearform

1 1
f(-)dx:T—>R:f|—>ff(x)dx
0 0

ordnet allen Basisfunktionen Werte # O zu, da

1
f xdx = L # 0 firalle jeN.
0 j+1

Die Evaluierungsabbildung v, : T — R : f — f(1) ordnet ebenfalls allen Basisfunktionen
Werte # 0 zu, da fj(1) = 1 fiir alle j € N. Diese beiden Linearformen lassen sich daher aus
den Koordinatenformen nicht linear kombinieren.

Die Evaluierungsabbildung vy leistet f; +— O fiir fast alle j € N. Nur fiir j = 0 gilt fo — 1. In
der Tat ist vy die Koordinatenform zum Index j = 0. (Die anderen Koordinatenformen sind
keine Evaluierungsabbildungen.)
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Bemerkung 4.3.5 Jeder Vektorraum V ist nach Satz 3.4.2 (a) linear isomorph zu einem Vek-
torraum K. Es lisst sich leicht zeigen, dass dann V* linear isomorph zu K' ist. Bei endlicher
Indexmenge I gilt K = K’. Bei unendlicher Indexmenge sind K‘” und K’ niemals linear
isomorph, wie ohne Beweis mitgeteilt sei.

Aufgaben

A 4.3.1 Es seien V ein Vektorraum iiber K und B = (bq, b, b3) eine Basis von V.

(a) Zeige: Fiir alle ¢+ € K bilden ¢y, := by, ¢2; := by + by, ¢3; 1= th) + by + b3 eine Basis C; =
(c14, €24, €3,) vOR V.

(b) Bestimme die zu C; duale Basis C; = (CT,I’ czt, c;t).

Anleitung: Erfasse Vektoren x € V durch ihre Koordinatenspalten (B*, x) und Linearformen a* € V*

durch ihre Koordinatenmatrizen {a*, B).

A 4.3.2 Im Vektorraum R sei die kanonische Basis (e,)nery mit €, = (8j)ici gegeben.
(a) Zeige, dass die Familie (b;) jex mit
by :=(1,0,0,0,...), by :=(-1,1,0,...), by :=(0,-1,1,0,...), ...
ebenfalls eine Basis von R ist.
(b) Berechne (b;‘., (a;)ien) € R und gib an, welche der Linearformen b;‘. in der Hiille von (e} ) e liegen.
Hinweis: (b, (ai)ien) = Xjery ai- Warum ist diese Summe endlich?
A 4.3.3 Fortsetzung von A 4.3.2: Zeige, dass die Abbildung f : (R®")* — RY : a* - ((a”, €,)) e €ine
lineare Bijektion ist. (R ist der Vektorraum aller Folgen N — R.)

Bemerkung: Damit ist die Tatsache, dass ein unendlichdimensionaler Vektorraum und sein dualer Vek-
torraum niemals linear isomorph sind, zwar nicht bewiesen, aber vielleicht ein wenig plausibel gemacht.

4.4 Koordinatenwechsel

4.4.1 Wir haben bisher beim Rechnen mit Koordinaten immer eine feste Basis vorausgesetzt.
Oft ist es aber notwendig, von einer Koordinatendarstellung auf andere Koordinaten umzu-
rechnen. Das notige Handwerkszeug haben wir schon entwickelt, es miissen nur die betref-
fenden Sitze richtig eingesetzt werden. Wir setzen im Folgenden einen Vektorraum V mit
dimV = n < oo voraus.

Sind B = (by,b,...,b,)und B = (b, b,,...,b,) Basen von V, so wird die lineare Bijektion

B* o (B*)—l :Knxl N K}’LX]
ein Koordinatenwechsel genannt. Wegen
B o (B")' =B oidyo (B

konnen wir einen Koordinatenwechsel als Koordinatendarstellung der Identitédt von V beziiglich
der beiden Basen B und B interpretieren; vgl. 3.4.6. Die Matrix

(B*,idy(B)) = (B*, B) € GL,(K)

heift die zum Koordinatenwechsel gehorige Transformationsmatrix. Die Koordinatentransfor-
mation (B*, x) — (B*, x) ist daher durch

(B*,B) - (B*, x) = (B", x)



