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Vorwort

Schau’n Sie sich das an.
KARL FARKAS,
Osterreichischer Kabarettist

In dieser Lehrveranstaltung geht es um die bildhafte Diwsiggmathematischer Inhalte. Es
ist klar, dass sich weite Teile der Mathematik einer unrtogteen Veranschaulichung entziehen.
Diese Tatsache darf aber nicht als Pladoyer fur eine Mathkmlane Bilder missverstanden
werden. Ganz im GegenteiDort, wo Mathematik veranschaulicht werden kann, solltesdi
auch geschehefb das mit einer einfachen Handskizze, einer Zeichnung mikelFund Lineal
oder mit einer am Computer erstellten Figur geschiehtetgtlich zweitrangig.

Der Stdtf der Vorlesung zerféllt zwar inhaltlich in drei Teile, diesed aber eng verwoben
und sollten im Gesamtkontext gesehen werden:

Erstens soll dargestellt werden, wie durch Projektiondmidete Bilder entstehen, welche
Eigenschaften erfillt sind und welche nicht. Die hier vetetien Inhalte sind zeitlos und unab-
hangig von den eingesetzten Medien. Der Einsatz des Consdatg es nahe, die Sprache der
Linearen Algebra zu verwenden. Dass dabei auch die Progel@eometrie ins Spiel kommt,
liegt auf der Hand. Eine der Wurzeln dieses Teilgebietesvilghematik ist ja — wie schon der
Name sagt — die Projektion aus einem Zentrum auf eine Ebene.

Zweitens spielt bei der Darstellung von mathematischemekdepn die Diferentialgeometrie
eine grol3e Rolle, werden doch in den vielen Fallen nicht biaiéh Ebenen begrenzte Kérper
sondern auch Kurven und Flachen als Bildinhalt auftretem.st&llen daher einige ferenti-
algeometrische Grundlagen zusammen und beschreibenvaoidyf bei der Darstellung von
Kurven und Flachen zu achten ist. Letztes geht Uber den géndtdt einer Vorlesung uber
klassische Oterentialgeometrie hinaus.

Der dritte Punkt betfft das in den Ubungen einzusetzende Handwerkszeug. Hidrtféihr
anspruchsvollen Problemstellungen gegenwartig kein \WWegamputer vorbei. Wir beschran-
ken uns bewusst auf ein einziges Programm, n&nl©@k-RayEs ist fir verschiedene Betriebs-
systeme frei verflugbar, unterstitzt zahlreiche mathestiadi Befehle und liefert mit geringem
Aufwand Bilder von erstklassiger technischer Qualitat.gekt in der Lehrveranstaltung vor
allem darum, auf Starken und Schwachen der Software hingawsowie an Hand von Bei-
spielen verschiedene Einsatzmoglichkeiten in der Mathi&raafzuzeigen. Viele der Figuren
dieses Skriptums wurden mit POV-Ray erstellt. Dabei wurdenusst verschiedenste stilisti-
sche Darstellungsweisen gewahlt, um Anschauungsmateriderfiigung zu stellen.

Weitere Anregungen zum Thema ,Visualisierung in der Mathek liefert beispielsweise
das Buch von G. &eser und K. Prraier [6]. Die bestechenden Bilder dieses Werkes wurden
mit dem Programn©pen Geometrgrstellt. Lohnenswert ist auch ein Blick in das Buch von
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T. Arens et al. [1] mit seinen rund 1400 farbigen lllustrationen. Al&ch aus Lehrbichern
der Darstellenden Geometrie, etwa von HaByer, [5], F. HonenBerG [9] und W. WUNDERLICH
[11], [12] kann heute noch gelernt werden, wie eindruckevohd das wesentliche klar her-
vorhebende lllustrationen aussehen, obgleich die Zeibenmvit der Reissfeder angefertigten
Tuschezeichnungen schon langer vorbei ist.

Zum Schluss moéchte ich mich bei allen herzlich bedankenniité bei der Erstellung die-
ses Skriptums unterstitzt haben. Dies sind zunachst ezahbéieiche Studierende der Techni-
schen Universitat Wien. Sie halfen mit mitihren kritisclFemmerkungen zu friiheren Versionen
dieses Skriptums, die Anzahl der Fehler zu vermindern undaache Unzulanglichkeit auszu-
merzen. Gora GLaeser (Universitat fir Angewandte Kunst, Wien) unesas PapLa (Ceské
Vysoké WEeni Technické, Prag) stellten freundlicherweise Fotod/erigung. Mein besonde-
rer Dank gilt aber Bris OpennaL (Technische Universitat Dresden und Technische Uninrsit
Wien). Viele lllustrationen basieren auf seinen Entwirtelbenso konnte ich fur Teile des Tex-
tes auf seine umfangreichen Unterlagen zurtickgreifen.

Wien, im Februar 2012 Hans Havlicek

Vorwort zur Ausgabe Wintersemester 2012016

Software ist eingefrorene Theorie
und als solche stets veraltet.
GERHARD GEISE,
Professor an der Technischen Universitat Dresden

Die vorliegende Version des Skriptums unterscheidet siohgeringflgig von friiheren
Ausgaben. Selbstverstandlich wurden alle bekannten Fletiagiert. Text und Beispiele wur-
den an POV-Ray 3.7 angepasst. Dies ist die derzeit aktuetkddhn des Programms. Im Litera-
turverzeichnis konnten mit [2] und [7] zwei Neuauflagen lo&sichtigt werden.

Wien, im Oktober 2015 Hans Havlicek



Kapitel 1

Parallelprojektion

1.1 Koordinatensysteme

1.1.1 Wenn im Folgenden vorRaumdie Rede ist, so meinen wir défmschauungsraun,
das ist der nicht n&her prazisierte Raum in dem wir lebengively uns vorstellen, dass die im
Kleinen erlebte Geometrie auch im GroR3en gilt. Geben wir aaiR einkartesisches Koordina-
tensysten(U, P, P,, P3) vor, so kdnnen wir jeden Punkt durch seine drei Koordinatsthrei-
ben, wobei wir diese alZeilenvektorschreiben. Es dient uns dann der euklidische R&im
als mathematisches Modell fir den Anschauungsraum. Dueckatgabe eines Koordinaten-
systems ist eineangenmessungitbestimmt: Die Einheitsstrecken auf den Koordinatesach
haben die Lange 1.

Der RaumA ist bekanntlich orientierbar. Wir verwenden ausnahmkéotesische Rechts-
systemeDie drei Koordinatenachsen sind also so angeordnetDaemen Zeigefingerund
Mittelfinger der rechten Hand Dabei kann die folgende Merkregel hilfreich sein (vgl. Albb
dung 1.1):

e Die erste Koordinatenachse weist nach vorne.
e Die zweite Koordinatenachse weist nach rechts.

e Die dritte Koordinatenachse weist nach oben.

X3

X1

X2
Abbildung 1.1: Rechtssystem
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Da wir ein Koordinatensystem aber drehen und schieben kiymvied diese Koppelung mit den
anschaulichen Bedfenvorne rechtsund obennicht immer gegeben sein.

1.1.2 Jede Ebene und jede Gerade des Raumes ist ebenfalls (aufzye@iaArten) orientier-
bar. Durch die gegebene Orientierung im Raum wird aber aberekder beiden moglichen
Orientierungen einer Ebene oder Geraden ausgezeichnetvétilen darauf spater noch zu-
rickkommen.

1.2 Definition und Eigenschaften einer Parallelprojektion

1.2.1 Wir geben im Raum eine Bildebemeund eine nicht inr liegende Gerads vor. Die
Parallelprojektion pin Richtungs auf die Ebener ist wie folgt erklart:

Pp:A—->mT: X SN, (1.2)

wobei sx die (eindeutig bestimmte) za parallele Gerade durcK bezeichnet (vgl. Abbil-
dung 1.2). Die zs parallelen Geraden werden dehgeradeder Parallelprojektion genannt.
Zwei Punkte habenftenbar genau dann denselben Bildpunkt, wenn sie dersellige@elen
angehdren.

Abbildung 1.2: Parallelprojektion

1.2.2 Wahlen wir den Ursprungy eines raumlichen Koordinatensystems in der Bildebgne
so wird p durch eine Projektio®® — R* im Sinne der Linearen Algebra beschrieebiese
Projektion wird durch eine reellex33 Matrix C mit den beiden Eigenschaften

rgC = 2, (1.2)
cC-C =¢C (1.3)
festgelegt. Die Sehgerade durch den Ursprung entspritiei dem Kern vorC, der Bildraum

(Zeilenraum) vorC bestimmt die Bildebene. Umgekehrt legt auch jede Matr@ mit diesen
beiden Eigenschaften eine Parallelprojektion auf eineElgeirchU fest.

!Die im Folgenden verwendeten Ergebnisse aus der Lineargebf konnen etwa in [8] nachgeschlagen
werden.
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Die Matrix C lasst sich leicht angeben, weanndx spezielle Lage zum Koordinatensystem
haben. Die Parallelprojektion auf die Ebere= 0 in Richtung des Vektorg(, c;, —1) hat die

Matrix
1 0 O
[ 0 1 O]. (1.4)
c ¢ O
Die Parallelprojektion in Richtung dei-Achse auf die Ebene;x; + ¢, — X3 = 0 hat die
Matrix
1 0 ¢
[O 1 cz]. (1.5)
0 0O

Aus der Beschreibung vammit Hilfe einer MatrixC lassen sich die folgenden Eigenschaf-
ten leicht nachrechnen:

Satz 1.2.3 (Abbildung von Geraden und EbenenSei p: A — x die Parallelprojektion in
Richtung einer Geraden s auf eine Eben®ann gelten die folgenden Eigenschaften:
(a) Jede Sehgerade wird unter p auf einen Punkt abgebildet.

(b) Jede nicht zu s parallele Gerade wird unter p bijektiv urfihaauf eine Gerade von
abgebildet. Die Einschréankung auf eine solche Gerade isedgeilverhaltnistreu.

(c) Jede zu s parallele Ebene wird unter p auf eine Gerade ahdgetbil
(d) Jede nicht zu s parallele Ebene wird unter p bijektiv upithauf die Ebene abgebildet.
Die zu s parallelen Geraden und Ebenen werden gudijizierendgenannt. Nach (d) gehen

unter p nicht projizierende parallele Geraden des Raumes in p&alleraden der Ebene
uber.

Abbildung 1.3: Drei ebene Schnitte eines Wiirfels

Zur lllustration von Satz 1.2.3 kann Abbildung 1.3 dieneie. Zigt eine Parallelprojektion
eines Wiirfels, der mit drei Ebenen geschnitten wird. Dié Bbenen sind zu einer der Raum-
diagonalen orthogonal. Die griine und die violette Ebenkwuéen durch drei Ecken, die blaue
Ebene verbindet sechs Mittelpunkte von Kanten. Aus demiBildicht unmittelbar ersichtlich,
dass als Schnittfiguren zwei gleichseitige Dreiecke undegelmanRiges Sechseck auftreten.
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Hingegen kdnnen die im Raum auftretenden Teilverhaltnissea auf der Raumdiagonalen)
und die Parallelitat gewisser Geraden aus dem Bild unrbételbgelesen werden.

Satz 1.2.4 (Langentreue)Unter einer Parallelprojektion p A — n besitzt eine Streck; Y)
mit X # Y genau dann dieselbe Lange wie ihr Bifa(X), p(Y)), falls die Gerade XY eine der
nachfolgenden Eigenschaften besitzt:

(@) XY ist zur Bildebene parallel.
(b) Wird XY an einer zu den Sehgeraden orthogonalen Ebene getipso ist diese gespie-
gelte Strecke zm parallel.

Beweis. Sei eine StreckeX, Y) mit X # Y gegeben. Wir unterscheiden zwei Falle:

Fall 1: XY ist eine Sehgerade. Hier gitY = 0 = p(X)p(Y). Als Sehgerade iXY zur Bild-
ebene nicht parallel. Unter einer Spiegelung an einer zuS#drgeraden orthogonalen Ebene
bleibt XY fest. Die Gerad&Y erflllt daher weder (a) noch (b).

- X/ _ A

p(X) p(Y)

Abbildung 1.4: Langentreue

Fall 2: XY ist keine Sehgerade. Die Sehgeradgrs X undsy > Y spannen eine Ebene
auf. Unter der Schiebungmit p(X) — X geht die Bildstreckeg(X), p(Y)) in eine gleich lange
Strecke K, Y’) mit Y’ € sy Uber. Wir betrachten den Kreksin € mit dem MittelpunktX durch
Y’ und setzek N sy =: {Y’,Y”}, wobeiY’ = Y” mdglich ist. Mit Hilfe der Abstandsformel fur
zwei Punkte folgt leicht

XZ < p(X)p(Y) fiir alle PunkteZ € sy zwischenY’ undY”,
XZ=pX)plY) furz=Y.,Y",
XZ > p(X)p(Y) fir alle anderen Punki e sy.
Daher gilt
XY = p(X)p(Y)
genau dann, wen¥ = Y’ oderY = Y” erfullt ist (vgl. Abbildung 1.4) . Ersteres ist zur Bedin-

gung (a) und letzteres zur Bedingung (b) aquivalen¥’dausY” durch die Spiegelung an jener
Ebenesry durchX Gbergeht, welche zu den Sehstrahlen orthogonal steht. O

Der obige Beweis zeigt, dass es unter einer Parallelpiojekihmer Strecken gibt, die im
Bild verkurzt dargestellt werden. Genau dann, wearau 7 nicht orthogonal ist, gibt es auch
Strecken, die im Bild verlangert erscheiren.

2Sprichwort: Wenn die Sonne tief steht, werfen auch ZwerggdeSchatten.
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Satz 1.2.5 (Dfferenzierbarkeit) Die durch C beschriebene Projektid? — R3 ist beliebig
oft stetig diferenzierbar. In jedem Punkt va@? ist die Matrix C ihre totale Ableitung.

Beweis.Nachrechnen. O
Satz 1.2.5 stellt sicher, dass eine Parallelprojektion,@nschauliches” Bild des Raumes

liefert. Dies trift freilich auch auf dag’anoramabildin Abbildung 1.5 zu, der keine Parallel-
projektion zu Grunde liegen kann. Das zeigen die krumméniBilder von Geraden.

Abbildung 1.5: Panoramabild (Technisches Museum Prag)td®fiomAS PaipLa

1.3 Definition und Eigenschaften einer Orthogonalprojek-
tion

1.3.1 Sind die Sehgeraden einer Parallelprojekiatur Bildebene orthogonas(L ), so wird
von einerOrthogonalprojektioroderNormalprojektiorgesprochen.

Orthogonalprojektionen haben gegeniber beliebigenlEegmaljektionen einige zusatzliche
Eigenschaften, die wir in diesem Abschnitt zusammenstelle

1.3.2 Wir schlieBen an 1.2.2 an. Eine reellx3 Matrix C beschreibt genau dann eine Ortho-
gonalprojektion irR2, wenn sie neben den Eigenschaften (1.2) und (1.3) noch denEchaft

c=C' (1.6)

besitzt, d. h.C musssymmetrisctsein. (Vgl. Lineare Algebra: ErfullC die Eigenschaften
(1.2) und (1.3), so tfit das auch auf die transponierte Mat@X zu. Die MatrixC"™ beschreibt
die Projektion auf eine zs orthogonale Ebene durch den Urspruagn Richtung der zur
orthogonalen Geraden. Die Matrizen in (1.4) und (1.5) itiesen diesen Sachverhalt.)

3Die beiden Eigenschaften gelten sinngemaf fiir jede lin®albddungR™ — R™,
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Die Matrix einer Orthogonalprojektion lasst sich etwa witgt bestimmen: Ses € R3 ein
normierter Richtungsvektor der Sehgeradenxlst R® der Koordinatenvektor eines Punktes,
so hat sein Bildpunkt den Koordinatenvektor

X — (s X)s. (1.7)

Vgl. dazu Abbildung 1.6. Indem fix der Reihe nach die Vektoren der kanonischen Basis von

R3 eingesetzt werden, ergeben sich die Zeilen der zugehokigenx in richtiger Reihenfolge.

‘S

(s-x)s |
T \
U x-(s-x)s \

Abbildung 1.6: Orthogonalprojektion eines Vektors

Aus dem Beweis zu Satz 1.2.4 lesen wir ab:

Satz 1.3.3 (Langenverzerrung)Eine StreckgX,Y) mit X # Y besitzt unter einer Orthogo-
nalprojektion genau dann dieselbe Lange wie ihr BifgX), p(Y)) falls die Gerade XY zur
Bildebene parallel ist. Das Bild einer Strecke unter eineth©gonalprojektion ist niemals lan-
ger als die Strecke selbst.

Es gibt eine weitere Eigenschaft, die eine Orthogonalgtime unter den Parallelprojektio-
nen auszeichnet.

Satz 1.3.4 (Satz vom rechten Winkel)Es seien p. A — x eine Orthogonalprojektion und
g, h zwei orthogonale Geradémaber keine Sehgeraden von p. Dann gilt

p(9) L p(h) (1.8)
genau dann, falls mindestens eine der Geraddnayrr Bildebene von p parallel ist.

Beweis.Es seiens ein normierter Richtungsvektor der Sehgeraden pamd a bzw. b Rich-
tungsvektoren der Geradenbzw. h. Die Bildgeradenp(g) bzw. p(h) haben nach (1.7) die
Richtungsvektorem — (s- a)s # obzw. b — (s- b)s # 0. Wir berechnen

(a=(s-a)s)-(b—(s-h)s) w—(s- b)(a-s)— (s-a)(s-b) + (s-a)(s- b)
=0

(s~ a)(s- b).

4Orthogonale Geraden sind durch orthogonale Richtungskakigekennzeichnet. Sie brauchen keinen ge-
meinsamen Punkt zu besitzen!
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Die Bildgeraden sind daher genau dann orthogonal, wennesteds eine der Geradgrh zu
den Sehgeraden orthogonal steht oder — in anderen WorterBidebene parallel ist. O

Es sei an dieser Stelle daran erinnert, dass bei einer Qniadygrojektion genau die zur Bild-
ebene parallelen Geraden unverzerrt erscheinen.

Zur lllustration der Satze 1.3.3 und 1.3.3 zeigt Abbildung &in kartesisches Koordina-
tensystem sowie einen Kreis in dex,-Ebene unter einer Orthogonalprojektion. Das Bild des
Kreises ist eine Ellipse. Im Bild gilt folgende Eigenschéite Hauptachse der Ellipse ist zum
Bild der %-Achse orthogonal.

X3

X1

X2
Abbildung 1.7: Kreis in dek; x,-Ebene bei Orthogonalprojektion

Zum Beweis betrachten wir das Urbild der Hauptachse inxgler-Ebene. Diese Geradg
ist nach Satz 1.3.3 zur Bildebene parallel, da sie im Bildldegsten Durchmesser der Ellipse
tragt. So wie alle Geraden denx,-Ebene Ebene, istzur x;-Achse orthogonal. Nach Satz 1.3.4
erscheint dieser rechte Winkel im Bild unverzerrt.

Abbildung 1.8: Drei ebene Schnitte eines Wiirfels in Schréngt Orthogonalprojektion

Als weitere Beispiele betrachten wir nochmals den Wurfal Abbildung 1.3. Die beiden
Figuren in Abbildung 1.8 zeigen den Wurfel unter Parallejgktionen, bei denen die zu den
Schnittebenen orthogonale Raumdiagonale projizierendLiizks liegt keine Orthogonalpro-
jektion vor, was daran zu erkennen ist, dass die beidenhgleitgen Dreiecke und das regel-
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mallige Sechseck verzerrt erscheinen. Das Bild rechts @eigtOrthogonalprojektion, sodass
die Dreiecke und das Sechseck im Raum zu ihren Bilder kongsied.

1.4 Abbildung in eine allgemeine Ebene

1.4.1 Der Begrit der Parallelprojektion ist fur unsere Zwecke noch zu splezla die Lage
der Bildebener im Raum wesentlich eingeht. Jeder Punkt woist ja sein eigener Bildpunkt.
Wir betrachten im Folgenden zusatzlich eine beliebige Eenderen Lage im Raum nicht von
Interesse ist, und Abbildungeft — ¢, die sich wie folgt zusammensetzen:

e Zuerst wird mittels einer Parallelprojektignauf eine Ebene (im Raum) projiziert.

¢ Dann wird die Ebeng aufy unter einer Kongruenzabbilduggeiner Ahnlichkeitsabbil-
dungp oder einer Afinitats abgebildet.

Zur Unterscheidung nennen wir ab numalie Zwischenbildebenendy die Bildebeneder Ab-
bildung

a:=Fop.
Die Ebena) entspricht dabei etwa einer Buchseite oder einem BildsthAbbildung 1.9 zeigt

Abbildung 1.9: Drei Bilder in der Ebeng zur selben Orthogonalprojektion

drei Bilder eines Zylinders und einiger Geraden. Allen Adbbngen liegt dieselbe Orthogonal-
projektion zu Grunde. Es wurde links eine Kongruenzabloitgd(Mal3stab 1 : 1), in der Mitte
eine Ahnlichkeitsabbildung (Verkleinerung) und rechtseedffinitat verwendet, um die Bilder
in ¥ zu erzeugen.

1.4.2 Wir wahlen nun in der Bildebeng ein kartesisches Koordinatensystdui,(P;, P}), des-
sen Ursprung mit dem-Bild des raumlichen Ursprundg Ubereinstimmt. Dann besitat als
Koordinatendarstellung einex32 Matrix C mit Rang 2. (Warex(U) # U’, so missten wir zu-
satzlich eine Schiebung v@r beriicksichtigen.) Umgekehrt bestimmt auch jede deraBtige
Matrix eine lineare Abbildun®® — R?, die wir als Koordinatendarstellung einer surjektiven
affinen Abbildung des Raumes auf eine Ebene interpretierenekdritine einfache Aussage
enthalt der folgende Satz:

Satz 1.4.3Jede surjektive fine Abbildungry : A — y l&sst sich in eine Parallelprojektion p
auf eine Ebene und eine Ainitat3 : 7 —  zerlegen.
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Beweis. SeiC eine Koordinatenmatrix voa. Die Matrix C hat nach der Rangformel einen ein-
dimensionalen Kern. Wir wahlen einen beliebigen (2-din@mslen) UnterraunW c R3, der
zum Kern komplementér liegt. Bezlglich unseres rdumliddeardinatensystems entspricht
kerC einer Geraders durch den Ursprunty undW einer Ebener durch den Ursprung. Wir
bezeichnen die Parallelprojektiofi — x in Richtungs mit p und setzerB := a|r; vgl. Ab-
bildung 1.10. Dann isB in der Tat eine Ainitat. Da zwei verschiedene Punkte genau dann
dasselbe Bild unter besitzen, wenn ihre Verbindungsgeradesparallel ist, hat jeder Raum-
punktX dasselbe-Bild wie p(X). Daraus folgt

a=(almr)op=pop,

also eine Zerlegung der oben beschriebenen Art. O

N\

A

Abbildung 1.10: Definition vors

Im obigen Satz geht nicht ein, dagbkein euklidischer Raum ist. Die Zwischenbildebenist
auch nicht eindeutig bestimmt. Vielmehr kann jede nichjipierende Ebene, egal ob sie durch
U geht oder nicht, als Zwischenbildebene verwendet werden.

Eine scharfere Aussage liefert der folgende Satz.

Satz 1.4.4 (Satz von PohlkeYede surjektive fine Abbildungy : A — y lasst sich in eine
Parallelprojektion p auf eine Ebeneund eine Ahnlichkeitsabbildum): = — ¢ zerlegen.

Beweis.Sei wiederC eine Koordinatenmatrix voa. Ferner seiemv; > w, > 0 die Singular-
werte von C. Nach dem Satz lber die Singularwertezerlegung gibt es@M (b,, b, bs)
vonR? so, dass gilt:

o |Ibi-Cll=w; fir ie{l,2).
e b-CLb,-C.
[ ] b3'C:0.

5Die Singularwerte einer reellen Mati&sind bekanntlich die Quadratwurzeln aus den nicht versotieriden
Eigenwerten der symmetrischen Mat@xC'.
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Wir betrachten das zu dieser Basis gehdrende KoordinattmayJ, Q;, Q,, Q3). Die Gerade
UQ:; ist eine Sehgerade, die beiden anderen Koordinatenadegemn iin einer zu den Sehge-
raden orthogonalen Ebene durch den Ursprundes gibt mindestens eine Ebemnelurch die
Koordinatenachse Q,, die mit der Ebene- := UQ;Q, einen Winkely mit
W
cosy = — 1.9
S = (1.9)
einschlie3t. Projizieren wiQ; in RichtungU Qs auf die Ebener, so erhalten wir einen Punkt
Ql- Es fOIgt
— W
uQ, =—.
Q "

Die Einschrankungy|r ist eine Ahnlichkeitsabbildung zum Faktes, da das rechtwinkelige

{ |

Q3
Q a(Q2)

(1.10)

W2

Q1 Q2

a(U) . W1 a(Q1) "

Abbildung 1.11: Definition der Ebene

DreieckQ;, U, Q, in das rechtwinkelige Dreieck(Q;) = a(Q;), (U), a(Q,) tibergeht und die
Langen zugeordneter Katheten sich um den Fakjarnterscheiden; vgl. Abbildung 1.11, wo
aber dieses Dreieck zu einem Rechteck erganzt wurde. O

Der obige Beweis zeigt, wie sich aus den beiden Singulden&rt undw, der Mal3stabsfaktor
von a und der Winkely einer geeigneten Zwischenbildebene gegen eine zu den iS€elege
orthogonale Ebene berechnen lasst. Wir ibergehen hier den einfachen Bewass,die Zwi-
schenbildebene bis auf Translationen und Spiegelunge@ndeutig bestimmt ist.

Daraus ergibt sich, dassgenau dann in eine Orthogonalprojektion und eine Ahnliithke
abbildung (zum Faktow,) faktorisiert werden kann, falls

Wip = Wa. (111)

Denn genau in diesem Fall ist cps- 1 bzw.y = 0.

Die obigen Ergebnisse liefern nebenbei auch den matherhatis Hintergrund fir
Handskizzemdumlicher Objekte. Zeichnen wir auf einem Blatt Papierdfimer Ebeney) vier
PunkteU’, Q}, Q, undQ;, die nicht derselben Geraden angehdren, so gibt es genasiain
jektive dfine Abbildunga : A — ¥, welche ein gegebenes raumliches kartesisches Koordina-
tensystemU, Q,, Q,, Qs) der Reihe nach auf die gegebenen Punkte abbildet. UntehBeay
der Eigenschaften dieser Abbildung kbnnen dann weitedpBitkte ergdnzt werden (etwa das
Bild des Einheitswiirfels). Bei dieser Vorgangsweise drgith nach dem Satz von Pohlke ein
zu einer Parallelprojektion @hnliches Bild. Die Projeksdchtung und den Ahnlichkeitsfaktor
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braucht man dazu nicht zu kennen. Dieses Verfahren wird irlbdestellenden Geometrie als
Axonometridbezeichnet.

Abbildung 1.12: Handskizze (Axonometrie)

1.5 Sichtbarkeit und Orientierung der Bildebene

1.5.1 Bei unseren bisherigen Untersuchungen haben wir noch histitcksichtigt, dass ein
Punkt einen anderen Punkt verdecken kann. Dazu brauchealsvausatzliche Information
eineOrientierungder Sehgeraden.

Wir orientieren zunachst eine Sehgeragesiner Parallelprojektion durch Auszeichnung
eines PunktepaareXd, Yo) mit Xo, Yo € S und Xy # Yo. Ein beliebiges PunktepaaX,(Y) mit
X, Y € soundX # Y heifl3t zu Ko, Yo) gleichorientiert falls

XY =cXpYp fur eine reelle Zahic > 0. (1.12)

Diese Definition bleibt sinnvoll, wenn wigX Y) auf einer beliebigen Sehgeraden wahlen. Aus
den Sehgeraden werden auf diese Weise daabstrahlerforientierte Sehgeraden).

Xo
Yo

Abbildung 1.13: Sichtbarkeit

Svgl. [5], [9] oder [12].
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Anschaulich formuliert: Wir stellen wir uns vor, dass win,Richtung des VektorX,Yy
projizieren*: SindX und Y zwei verschiedene@ndurchsichtige Massepunkieit demselben
Bildpunkt und gilt

XY =cXoYp fur eine reelle Zahlc > 0, (1.13)

so sei im Bild der PunkX sichtbar Der PunktY hingegen gilt als unsichtbar, da er vén
verdeckiwird. Die Lage der Zwischenbildebene geht hier nicht ein!

1.5.2 Mathematisch gesehen zerlegt etflgenedie Menge aller nicht in ihr liegenden Punkte
zwar in zweiSeiten(Halbraume, diese sind aber vollig gleichberechtigt.

Durch die Orientierung der Sehgeraden einer Parallelktioje und die Orientierung des
Raumes ist aber ein@rientierung der Zwischenbildebememitbestimmt: Ein kartesisches
Koordinatensystem(, Qi, Q,) der Bildebene sei ein Rechtssystem, wenn es so zu einem
raumlichen kartesischen Rechts-Koordinatensyst@n(, Q., Qs) erganzt werden kann, dass
(Qs, p(Qs3)) zur Orientierung der Sehstrahlen gleichorientiertimstFalle einer Orthogonalpro-
jektion verdeckt als@)s den Ursprund).

Qs

Q2

PQ)
/

Abbildung 1.14: Orientierung vom

Damit ist jene Seite von ausgezeichnet, in welcher der Puktliegt. Die Punkte dieses
Halbraumes verdecken die Punkte varDie Punkte des anderen Halbraumes werdensvon
verdeckt.

1.5.3 Die Koordinatendarstellung voA stitzt sich nun auf das schon bisher verwendete
Rechtskoordinatensystetd,(P,, P,, P3) im Raum, ein oben beschriebenes Rechtskoordinaten-
system Q, Q;, Q;) in der Zwischenbildebene mit Q = U und ein Rechtskoordinatensystem
U’, P}, P, in der Bildebeney mit o(U) = U’. Dabei beruht di€®rientierung der Bildebeng
nicht auf einer mathematischen sondern nur auf einer ankchghysikalischen Begrindung,
welche im Folgenden dargelegt wird.

Esistin der Regel jener Halbraum verausgezeichnet, von dem aus das Bild gesehen wer-
denkann also etwa die Vorderseite eines Monitors oder die bedeuSkite eines Plakats. In
manchen Fallen, etwa bei einem Glasmosaik oder bei einmespgesenten Folie fir einen Over-
headprojektor, muss anders vorgegangen werden. Hiemist jdalbraum auszuwéhlen, von
dem aus das Bild gesehen werdatl. Nach diesen Vorbereitungen kdnnen wir nun festsetzen:
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Ein Rechtskoordinatensystem vgtiege dann vor, wenn es so zu einem raumlichen Rechts-
koordinatensystem erweitert werden kann, dass der dritteelispunkt im ausgezeichneten
Halbraum liegt.

Fur eine betrachtende Person im ausgezeichneten HalbrelindgnnP; durch eine Dre-
hung umU’ gegen den Uhrzeigersinn i, Gber.

1.5.4 Nachdem wir nun die Ebenenundy orientiert haben, kdnnen wir die folgende Voraus-
setzung tréen:

Die Abbildungg soll gleichsinnig sein.

Damit schlie3en wir aus, dass in der Bildeber(aus der Sicht einer betrachtenden Person) ein
spiegelverkehrtes Bildntsteht.



Kapitel 2
Einfthrung in POV-Ray

2.1 Einleitung

2.1.1 POV-Rayist eine Abkirzung flipersistance of vision raytracebDer Begrit Raytracing
bedeutet auf Deutsch etv&rahlenriickverfolgunglie Phraseersistance of visiokann mit
Bestandigkeit des Seheiilsersetzt werden.

Das gleichnamige Programm rechnet vereinfacht gesagitf@nd@ixel eines Bildes so aus,
wie es in der Realitat auf der Netzhaut eines unserer Augistetren wiirde. Die Einsatzgebiete
reichen von der Architektur tber Physik, Chemie bis hin zatihématik.

2.1.2 Das Programm POV-Ray steht im Internet unter der Adresse

http://www.povray.org

kostenlos zur Verfiugung (Versionen fur Windows, Linux undd®S). Dort gibt es auch eine
umfangreicheOnline-Hilfe Ferner sind eirHandbuchund dietechnische Referenarfligbar.
Es ist nicht unser Ziel, auf alle Feinheiten und Moglich&eritles Programms POV-Ray einzu-
gehen. Fur einen enzyklopadischen Uberblick aller Befehlemit Nachdruck auf die soeben
genannten Quellen verwiesen.

Eine empfehlenswerte deutschsprachige Einfihrung istrunt

http://www.f-lohmueller.de
zu finden. Beeindruckende Bilder zeigt diall of Fame

http://hof.povray.org

2.1.3 Wir stellen einige Eigenschaften von POV-Ray zusammen:

¢ Bilder kbnnen mittels Orthogonalprojektion, Zentralgktjon und anderen (nichtlinea-
ren) Abbildungsverfahren erstellt werden.

e Eine beliebige Anzahl von Lichtquellen ist einstellbar.

e Es werden zahlreiche Grundkorper zur Verfligung gesteist denen kompliziertere Sze-
nen zusammen gestellt werden kénnen.

e Sowohl parametrisierte als auch durch Gleichungen beggnkiéichen sind darstellbar.
Dies trifft mit Einschrankungen auch auf parametrisierte Kurven zu.
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e Boolesche Operationen (Durchschnitt, Vereinigung, . ngd Gransformationen (Drehun-
gen, Schiebungen,fAnitaten, ...) werden unterstitzt.

e Logische Operationen ermdglichen es, Verzweigungen uhteBen zu programmieren.
e Es werden eine Reihe von mathematischen Funktionen zuiijuanfy gestellt.
e Esistin einfacher Weise moglich, Daten aus anderen Prageanzu importieren.

¢ Essind eine Vielzahl an Texturen vorhanden, Farbgebungsiflachenbeschanheit
werden unterstitzt.

e Sichtbarkeit, Schatten und Reflexionen werden numerisithaet.
¢ Bilderfolgen kdnnen einfach erstellt werden. Daraus lasseh anschlieend Animatio-
nen anfertigen.

2.1.4 Es folgen einige Bilder, die mit POV-Ray erstellt wurden.

Abbildung 2.2: Geradenschar am Hyperboloid

Abbildung 2.1 zeigt links die Rekonstruktion ein&kinbergschneckederen Haus mit Hil-
fe eines 3D-Scanners digitalisiert wurde. Das Datenmdasdteht aus einzelnen gescannten
Punkten. Zur Darstellung dienten kleine Spharen, dereteMiinkte diese Punkte sind. Im



16 2 Einfuhrung in POV-Ray

rechten Bild wurde die gleiche Darstellungsweise gewatdhei aber die Mittelpunkte einer
mathematisch definierté®piralflacheangehoren.

Die Abbildung 2.2 zeigt eine der beiden Geradenschareniaefmeinschaligen Drehyper-
boloid samt ihrem Schatten auf einer Ebene. Das Licht fallt dalt@iogonal zur Ebene ein.
Da Geraden in POV-Ray nicht darstellbar sind, wurden sidiatge Drehzylinder mit kleinen
Kugeln an den beiden Enden modelliert.

2.2 Grundstruktur und Ausfiuhrung einer POV-Ray-Datei

2.2.1 POV-Ray-Dateiersind Textdateien, die vom Programm verarbeitet werden Isé&m
gebnis ein digitales Bild ergeben. Die Beschreibung eBmrngKamera, Lichtquellen, Ob-
jekte, Transformationen usw.) erfolgt mittels Schlisseten und Zahlenangaben. GroR3- und
Kleinschreibung werden unterschieden, tberzéhlige ledgltien und leere Zeilen spielen kei-
ne Rolle. Deutsche Umlaute und andere Sonderzeichen darf@@V-Ray-Programmen nicht
verwendet werden. Eine Ausnahme stellen Kommentare dargagu 2.2.3. Das Programm
bearbeitet den Text von der ersten Zeile beginnend bis zieleZeile.

2.2.2 Gleich zu Beginn jeder POV-Ray-Dateli, also vor jedem and@&efehl, sollte die ver-
wendeteéversionder Programmsprache von POV-Ray stehen:

#version 3.7;

Wird diese Zeile weggelassen, so erfolgt eine Warnung. Aldde wird POV-Ray in diesem
Fall in einemKompatibilitditsmoduswusgefiihrt, der die Verwendung von (inzwischen obso-
leten) Befehlen aus friheren Programmversionen ermdglizh wir ausschlie3lich auf die
Version 3.7 zurtickgreifen, sollte diese Anweisung keiaksfehlen.

In POV-Ray konnerglobale Parametefir die Ausfiihrung neu definiert werden. Ab Ver-
sion 3.7 muss der Wert fir d@ammakorrektuexplizit festgelegt werden. Die zweite Anweli-
sung in einer POV-Ray-Datei sollte daher lauten:

global_settings { assumed_gamma 1.0 }

Damit wird die reelle Zahl D als Wert fur die Gammakorrektur definiert. An die Stelle ddh
kann im Prinzip jede positive reelle Zahl treten; vgl. 2 #iddie Schreibweise reeller Zahlen in
POV-Ray. Vereinfacht gesagt gilt: Werte groRer alsliefern kraftigere Farben und Werte kei-
ner als 10 blasse Farben. Es besteht aber in der Regel keine Notvkaitdigm Standardwert
1.0 abzuweichen. Falls die Anweisung fehlt, erfolgt bei des#ihrung eine Warnung.

Fur einige globale Parameter gibt es Voreinstellungersidlebei Bedarf in ahnlicher Weise
verandern lassen. Siehe dazu auch 2.2.7.

2.2.3 Hinter den Zeichery/ kdnnen einzeiliggkommentargauch mit deutschen Umlauten)
von der Ausfiihrung ausgeschlossen werden. Langere Koranegitier mehrere Zeilen kdnnen
mit /* und*/ eingeschlossen werden.

2.2.4 In eine POV-Ray-Datei kdnnen andere Datamdudiertwerden. So wird etwa mit dem
Befehl

#include "colors.inc"
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eine zum POV-Ray-Paket gehdrende Datei mit Definitionescleedener Farben eingelesen.
Vgl. dazu 2.9.2.

2.2.5 In der WindowsVersion kommt das Programm POV-Ray mit einem integrieEdrior
samt graphischer Benutzeroberflaéhe.

Der Editor bietet die tblichen Funktionen zur Erstellung twiodifikation von Texten. Et-
was versteckt gibt es unter dem Menupuskarch den UnterpunkMatch Brace. Damit kann
zu einer Klammer leicht dieugeordnete Klammegefunden werden. Das funktioniert aber
nicht fir die beiden Zeichen ,gro3er” und ,kleiner®, mit dandie Koordinaten von Vekto-
ren (vgl. 2.4.2) eingeschlossen werden. Bei Eingabe deeflasmbinatiorStrg-Leertaste er-
scheint eirPop-Up-Menilaus dem Schliisselworte ausgewahlt werden kénnen.

2.2.6 Um eine (zuvor geladene oder erstellte) POV-Ray-Dateszufiihrenwird zuerst aus
dem Meni rechts oben eBildformatsamtAnti-AliasingEinstellung gewéhlt. Die Ausfiihrung
erfolgt dann mit dem BefelRun. Im Messages-Fenstdmden sich alle Details dazu sowie
allfallige Warnungen oder Fehlermeldungen.

POV-Ray kann auch unter Windows bequem tUbekKadimmmandozeileder einBefehlsskript
ausgefuhrt werden. Es kann etwa mit einem Editor eine Tésitdales.cmd erstellt werden,
welche aus der Befehlszeile

for %%I IN (*.pov) DO
"C:\Programme\POV-Ray\v3.67\bin\pvengine.exe"
/RENDER "%%I'" /EXIT

besteht. Durch den Aufruf voalles.cmd werden alle POV-Ray-Dateien im aktuellen Ver-
zeichnis ausgefihrt.

2.2.7 In der Initialisierungs-Dateiquickres.ini sind die wichtigsten Voreinstellungen ge-
speichert. Sie kann tUber den MenUpuiitleicht editiert werden. POV-Ray erstellt Bilder
standardmafig im Form&NG (Portable Network Graphics, verlustfrei komprimiert).eBe
Einstellung sollte beibehalten werden.

2.3 Syntaxprobleme

2.3.1 Als Trennzeicherzwischen Schltisselworten, Zahlen oder Vektoren gentgeirRegel
ein Leerzeichemder einZeilenwechselZusatzliche Leerzeichen und leere Zeilen haben keine
Wirkung. Damit lassen sich POV-Ray-Dateien Ubersichtgibdern und durch gezielte Ein-
rickungen von Textbl6cken optisch gut strukturieren. Eegal, ob zwischen einem Schlissel-
wort und einer nachfolgenden Klammer ein Leerzeichen stéét nicht.

Auf einige Falle, in denen ein Leerzeichen als Trennzeiahehnt ausreicht, wird im Fol-
genden kurz eingegangen.

Wir beschreiben im Folgenden nur die Version fiir Windowstdghinuxerfolgt die Steuerung des Programms
POV-Ray uber die Kommandozeile.

2Nur aus Platzgriinden wurde der nachfolgende Text in drééZegieschrieben. Tatséchlich muss aber alles in
in einer einzigen Zeilstehen!
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2.3.2 Bei vielen Schlusselworten ist zusatzlich die Angabe mehiZahlen oder Vektoren no-
tig, wobei diese meist innerhalb eines Paares von Klammaitnegen. Hier ist in der Regel
zwischen je zwei Eingaben eldlommazu setzen. Es ist aber in vielen Fallen auch mdglich
(und bequem), auf diese Kommata zu verzichten.

Um die Sache noch ein wenig undurchsichtiger zu machentitm&ren manche Schlis-
selworte ohne jedes trennendes Komma vollig problemlospwer konkrete Zahlen oder Vek-
toren Ubergeben werden. Sobald aber eine zuvor definierigbla bergeben wird, fihrt das
Fehlen eines Kommas zu einer Fehlermeldung. Beispielesladun 2.7.3 und 2.10.1 angege
ben.

Innerhalb von FlieRkommazahlen wird als Trennzeichen daclkinerstelle ein Punkt und
kein Komma geschrieben. Bei den Komponenten eines Vektafsadf die trennenden Kom-
mata nicht verzichtet werden. Vgl. dazu 2.4.1 und 2.4.2.

2.3.3 An einigen Stellen ist eitsemikolorals Trennzeichen zwingend vorgeschrieben, insbe-
sondere be#version und manchmal auch béteclare. Siehe dazu 2.2.2 und 2.10.1. Fehlt
dieses Trennzeichen, so kommt es immer zu einer Fehlermgldu

2.3.4 Einige Schlusselworte, wie etwaileclare, beginnen mit denRaute-Zeicher. Fehlt
dieses Zeichen, so zeigt sich POV-Ray gelegentlich grafziigl begntigt sich mit einer War-
nung an Stelle einer Fehlermeldung. Wird hingegen beimiSsklwort##version (vgl. 2.2.2)
das Rautezeichen weggelassen, so ergibt das (ohne Feldeng)eein schwarzes Bild.

2.3.51In 2.4.4 wird beschrieben, wie das Produkt eines Vektorsamié&r reellen Zahl auf-
zuschreiben ist. Dabei ist dieeihenfolge der Faktoreim der Regel egal, erfahrungsgeman
funktioniert aber in manchen Fallen nur eine der beiden&btveisen.

2.4 Mathematik

2.4.1 Reelle Zahlerwerden in POV-Ray wie Ublich in Dezimalschreibweise alge®komma-
zahlen angegeben. Als Trennzeichen ist bei Bedaezimalpunkzu verwenden, etw4. 46,
-1.12 oder433. Als vordefinierte Konstante steht df@ahl 7 zur Verfigung; sie wird algi
eingegeben und hat den Naherungswelit 35926535897932384626.

2.4.2 Vektorenwerden in gespitzte Klammern eingeschlossen, wobei died{oaten durch
Kommata getrennt werden. Zum Beispiel ist

<1,4,3>

ein Vektor ausR3. Fur einige Vektoren gibt es reservierte Namen, die nichéngert werden
kdnnen. Die Vektoren désanonischen Basi®nR? heiReru undv. InR2 sindx, y, z als Namen
fur die kanonischen Basisvektoren reserviert. VektorenRfukommen als Daten fur diverse
Einstellungen in Frage. In diesem Fall ist die kanonischeiBait x, y, z, t ansprechbar.
An Hand der Zuordnung entscheidet POV-Ray selbstx élr <1,0,0> oder flr<1,0,0,0>
steht. Fur demullvektorkann unabhangig von der Dimension des Raumes &geschrieben
werden.
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2.4.3 In 2.10.1 wird erklart, wid/ariablenmit Hilfe des Schlisselwortegleclare mit reellen
Zahlen, Vektoren und anderen Grol3en belegt werden konnerWadwendung von Variablen
wird nachdricklich empfohlen. Sie tragen einerseits zwsbeen Lesbarkeit von POV-Ray-
Dateien bei und ermogliche andererseits die einfache Madidin von Angabedaten.

2.4.4 Wir stellen die Symbole fiir die wichtigstéRechenoperationeand einigeFunktionen
zusammen:

e Grundrechnungsartea+B, A-B, A*B, A:BoderA/B

e Potenzen, Wurzelmow(A,B) (ergibtAB)

e Elementare Funktionesin(A), 1n(A), asin(A), exp(A), cosh(A), ...

e Addition und Subtraktion von Vektorern1,2,1>+x, <3,4.8>-<5,3>

e Skalar mal Vektor3*<1,2,3> odeF <1,2,3>*3

e Lange (euklidische Norm) eines Vektoxdength (V)

e Normieren eines Vektorsnormalize (V)

e Skalarprodukt von Vektorewdot (V,W)

e Kreuzprodukt von Vektoren al®’: vcross (V, W)
2.4.5 Die zur kanonischen Basis vt duale Basisalso die zweKoordinatenformeywerden
mit .u, .v bezeichnet. Um etwa die zweite Koordinate eines VektorRaws erhalten kann

<1.21,4.18>.v

geschrieben werden. Als Ergebnis tritt die reelle ZahB4auf. Beachte, dass das Funktions-
symbol hier nach dem Vektor geschrieben werden rfilis®?3 heiRen die Koordinatenformen
.X, .y und .z. Fur Vektoren au®* konnen ebenfallsx, .y und .z verwendet werden; die
vierte Koordinate eines Vektors wird mit erhalten.

2.5 Grundobjekte

2.5.1 Wir stellen einige wichtigeGrundobjektevor. Aus diesen kénnen dann komplizierte-
re Objekte zusammengesetzt werden. Zur lllustration date&ywerden hier immer konkrete
Vektoren und Zahlen eingesetzt. An der durch Punkte maekigtelle konnen noch Farbe,
Oberflachenstruktur oder eine anzuwendende Transformhiithzugefiigt werden.

e Quader:box {<0,0,0>, <3,2,5> ...}
Die beiden Punkte bestimmen gegenuberliegende Eckenashesnparallelen Quaders.

e Sphare:sphere {<3,2,-5>, 5 ...}
Der Punkt ist die Mitte, die reelle Zahl der Radius.

3Vgl. den Hinweis in 2.3.5.
“Es wird also die sogenanniengekehrte polnische Notatieerwendet.
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e Drehzylinder.cylinder {<1,2,4>, <4,-2,3>, 2 ...}

Die beiden Punkte geben die Mittelpunkte von Basis- und Rk an, die reelle Zahl
den Radius.

Der Basis- und der Deckkreis werden als Kreisscheiben &itsgeDer Zusatzopen
liefert einen dfenen Zylinder.

Drehkegel(stumpfkone {<1,2,4>, 3, <3,3,1>, 4 ...}

Die Angabe erfolgt wie beim Drehzylinder, wobei aber nacteja Kreismittelpunkt der
betrédfende Radius kommt. Wird einer der Radien gleich null gesstztentsteht die
Kegelspitze.

Der Zusatopen liefert einen dfenen Kegel(stumpf).

Torus:torus {8, 2 ...}

Die erste Zahl ist der Radius des Mittenkreises. Das istrj&meis, welcher von den
Mittelpunkten aller Meridiankreise gebildet wird. Die ziveeZahl gibt den Radius der
Meridiankreise an. Die Drehachse des Torus istydfechse, der Mittelpunkt des Torus
ist der Ursprung.

Abbildung 2.3: Torus mit Koordinatensystem

Prisma:prism {-1, 4, 3, <0,1>, <5,0>, <6,8> ...}

Das Basis- und das Deckpolygon liegen in Ebepenconst. Die ersten beiden Zahlen
sind die diese beiden Konstanten. Es folgt die Anzahl dekfeuam Basispolygon ge-

folgt von den Punkten des Basispolygons, wobei nuixdiad z-Koordinaten angegeben
werden. Das Polygon wird automatisch geschlossen. Dienrikanten sind parallel zur
y-Achse.

Der Zusatapen liefert ein dfenes Prisma.

2.5.2 Die Liste in 2.5.1 umfasst nur rdumliche Objekte. Nachfaltygeben wir eine Auswahl
anebenen Objektean:

e Dreieck:triangle {<1,2,0>, <1,0,2>, <1,1,3> ... }

Die drei Punkte sind die Ecken des geftllten Dreiecks.

e Polygon:polygon {4, <0,0>, <0,2>, <1.5,2>, <1,0> ... }

Die erste Zahl gibt die Anzahl der Ecken des gefiillten Pahggan. Es folgen die Eck-
punkte selbst, wobei diese in der Eberte 0 liegen und nur die ersten beiden Koordina-
ten angegeben werden.

5In Abbildung 2.3 werfen dig- und diez-Achse ihren Schatten auf den Torus.
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e Ebeneplane {<2,1,1>, 2 ... }
Der Vektor steht auf die Ebene orthogonal, die reelle Zabi dgen orientierten Abstand
(im Sinne des gegebenen Vektors) vom Ursprung an.
Ebenen sind unbegrenzt!

2.5.3 Zum Abschluss soll noch auf das Schliisselwort

object { ... }
hingewiesen werden. Es ist eine Arpackundur jenes Objekt, das innerhalb der Klammern
auftritt. Beispiele, in deneobject{ ... } verwendetwerden muss, geben wirin 2.10.1 und
5.1.4.

2.6 Boolesche Operationen

2.6.1 Aus denin 2.5 definierten Grundobjekte kénnen duBollesche Operationameue Ob-
jekte generiert werden (Abbildung 2.4):

e \ereinigungunion {sphere { ... } cylinder { ... } ... }
Die angegebenen Objekte werden vereinigt. Es kdnnen auchigesame Eigenschaften,
etwa eine Farbe hinzugefligt werden.

e Differenz.difference {sphere { ... } cylinder { ... } ... }
Das zweite Objekt wird aus dem ersten ausgeschnitten. DieitHitiche dabei wird ge-
schlossen!

e Durchschnitt:intersection {sphere { ... } cylinder { ... } ... }

Die angegebenen Objekte werden geschnitten.

Y&

Abbildung 2.4: Vereinigung, Dierenz, Durchschnitt und Clipping

2.6.2 Zu erwéahnen ist hier auch délipping-Befehl. Vgl. Abbildung 2.4 ganz rechts. So er-
moglicht etwa

union { ... clipped_by {sphere {<0,0,3>,1} } }

das Abschneiden eines komplizierten Objekts, das als Mgreig gegeben ist, mit einer Kugel
(ohne Farbe und Oberflachenstruktur). Analog kann mit eiRgema oder anderen Grundkor-
pern abgeschnitten werden. Beim Clipping mit einer Ebeleigise als Grenze jenes Halbrau-
mes, in welches der Normalvektor der Ebeneht zeigt. So liefert etwa

sphere {0, 1 clipped_by {plane {<0,0,-1>,0} }
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den im Halbraunz > 0O liegenden Teil der Einheitssphare. Beim Clipping wird dageschnit-
tene Objekt entlang des Schnitts nicht geschlossen!

2.7 Transformationen

2.7.1 Objekte konnen bei ihrer Definition durdransformationerveréandert werden. Wir er-
klaren das an Hand von Beispielen.

e Translation:torus {4,1 translate <2,3,-1>}
Der Torus wird aus seiner Standardlage unter der Translatiomn Schiebvektor (3, —1)
verschoben.

e Drehung:box {<1,2,3>, <4,5,6> rotate <20,-90,30>}
Der Quader wird zuerst um dieAchse um 20, dann um diey-Achse um-90° und
schlieBlich um diez-Achse um 30 gedreh Das Ergebnis ist dann eine Drehung um
eine gewisse Gerade durch den Ursprung um einen gewissekeMiBenaueres lasst
sich meist nur mit Hilfe der zugehdrigen Drehmatrix sagen.
Die oben auftretenden Drehwinkel sind nach folgender Remfetinem Vorzeichen ver-
sehen: Unter einer Drehung um didchse durch einen Winkel von 9geht die positive
y-Achse in die positive-Achse Uber. Gleiches gilt bei zyklischer Vertauschungxonz.
Soll etwa nur um diez-Achse um 45 gedreht werden, so kann das atstate 45%z
geschrieben werden.

e Skalierung langs der Koordinatenachsephere { ... scale <2,4,3>}
Die Sphéare wird unter einer linearen Bijektion transfonmi&elche die kanonische Basis
als Eigenvektoren besitzt. Die Koordinaten des Vektorsgetier Reihe nach die drei
Eigenwerte (Verzerrungen) an. Aus einer Sphéare entstetingsllipsoid.

o Affinitat: Eine Abbildung
a:RE->R3:x—x-A+b
mit A € GL3(R) undb € R3 wird durch

transform { matrix <A_{11},A_{12},A_{133},
A_{21},A_{223},A_{23},
A_{31},A_{32},A_{33},
b_1,b_2,b_3}> }

beschrieben. Die ersten neun Eintrage der Matrix ergelhgje ¢reien gelesen) die Bilder
der kanonischen Basisvektoren, die letzten drei Zahlegbeny den Vektob der Schie-
bung.

2.7.2 Mehrere Transformationen lassen smisammensetzeimdem die Befehle hintereinan-
der geschrieben werden. Bei der Zusammensetzung wird vk iach rechts vorgegangen.

Allgemein kanntransform { ... }eine beliebige (endliche) Folge von Transformationen
aufnehmen. Damit l&sst sich etwa eine Transformatior#ddtlare (vgl. 2.10.1) definieren.
Das Schliisselwotinvers gestattet es, dimverseTransformation anzuwenden.

Die Abfolge dieser Drehungen ist wichtig, da die Gruppe; $@r Drehungen um den Ursprung nicht kom-
mutativ ist.
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2.7.3 Mit dem Befehl
#include "transforms.inc"

kénnen weitere Transformationen geladen werden. Aul3elaesen sich dann Transformatio-
nen auch auf Vektoren und nicht nur auf Objekte anwenden.i&betwa durch

vtransform( <3,5,4>, transform {rotate x*30} )

der Vektor (35, 4) um diex-Achse durch 30gedreht.

Zwischen<3,5,4> und transform rotate x*30 musste keirKommagesetzt werden.
In manchen Situationen darf auf dieses Komma aber nichickeet werden. Vgl. dazu die
Hinweise in 2.3.2.

2.8 Kamera, Lichtquellen und Hintergrundfarbe

2.8.1 Die Festlegung der Art delProjektion erfolgt mit dem obligatorischen Schlisselwort
camera. Wir besprechen hier zunéchst nur die Angabe einer Orthadgaojektion. Durch

camera { orthographic location <3,2,6> 1look_at <0,0,0> }

wird die Verbindung der Punkte (3,6) und (Q0,0) als Sehstrahl definiert, wobei der erste
Punkt den zweiten verdeckt. Die Lage der Zwischenbildebstnleelanglos. Jede zum gege-
benen Sehstrahl orthogonale Ebene liefert ja bis auf Vessahg dasselbe Zwischenbild im
Raum. Auf Grund verschiedener interner Vorgaben, die setindern lief3en, ist auch schon
mitbestimmt, wie das Zwischenbild im endgultigen Bild (amdBchirm) erscheint.

e Der durchlook_at beschriebene Punkt erscheint in der Mitte des Bildes.

e Der Abstand des durchocation bestimmten Punkte® vom PunktH regelt dieVer-
grolRerung Je grofRer der Abstand ist, desto kleiner kleiner erscheilie Objekte im
endgultigen Bild.

¢ Sofern diey-Achse nicht projizierend ist, weist sie im Bild nach obemi Brojizierender
y-Achse zeigt die-Achse nach oben.

Wird das Schliisselwordirthographic weggelassen, so wird eirgentralprojektioner-
stellt, welche den Punl® als Augpunkt und den Punkt als Hauptpunkt besitzt. Dies wird in
Kapitel 3 ausfuhrlich besprochen.

2.8.2 Bei der Darstellung von Objekten unter einer Orthogongditaon treten in POV-Ray
gewisse Einschrankungen auf, die sich aus der Wahl der @nkhd H ergeben. Ser, die
zur Gerader©H orthogonale Ebene durch den Pufkt

e Es werden nur jene Teile von Objekten dargestellt, die ardedleen Seite von, wie der
PunktH liegen’

"Es kommt gelegentlich auch vor, dass Objekte, die der Ebgnenahe kommen, gar nicht dargestellt werden.
Vom mathematischen Standpunkt ist die Ebepdir eine Orthogonalprojektion irrelevant. Sie wird abenvo
POV-Ray bei der Berechnung des Bildes verwendet. Vgl. dazh 8.2.3, wo die (ebenfalls mit, bezeichnete)
Verschwindungsebene einer Zentralprojektion beschmigied.
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e Es werden nur jene Teile von Objekten dargestellt, die immereines vierkantigen Pris-
mas liegen, dessen Kanten Sehgeraden sind. Die Basis &iesems ist jenes Rechteck
in 7, das den Rand des elektronischen Bildes ergibt.

Die erste Einschrankung lasst sich umgehen, indem die BGnkndH gleichzeitig entlang der
GeraderOH verschoben werden. Auf diese Weise andert sich die Ortradgmjektion nicht.

2.8.3 Es ist zu beachten, dass POV-Ray (entgegen den einschidmenen) im Raum ein
kartesisches Linkssysterarwendet: Diex-Achse zeigt nach rechts, dyeAchse nach oben und
die z-Achse nach hinten. Solange nuriA gerechnet wird, ist davon nichts zu merken. Sobald
wir aber mit dem Programm POV-Ray ein Bild erstellen, werdienoben genannten Vorgaben
unmittelbar sichtbar.

Um moglichst einfach zu der in Kapitel 1 genannten Situasorkommen, kann folgende
Strategie eingeschlagen werden.

e Am Beginn der POV-Ray-Datei wird folgende Transformati@finiert:

#declare Trafo =
transform { matrix <1,0,0, 0,0,1, 0,1,0, 0,0,0>} }

Das ist die Spiegelung an einer Ebene durch)dfchse, welche dig-Achse mit der
z-Achse vertauscht. Mehr zum Befefdeclare istin 2.10.1 zu finden.

¢ Soll eine Kamera etwa durch die beiden Punkté(3) und (1 2, 3) festgelegt werden,
so wird die Angabe in folgender Weise modifiziert:

camera { orthographic location vtransform( <3,5,4>, Trafo )
look_at vtransform( <1,2,3>, Trafo )
transform Trafo }

Der Befehltransform Trafo am Ende detamera Anweisung ergibt eine Kamera, die
(aus der Sicht von POV-Ragpiegelverkehrte Bilddiefert. Dabel ist es notwendig, die
Spiegelbildeder Punkte (35,4) und (1 2, 3) als Angabe belocation undlook_at zu
verwenden. Dies geschieht durch die beidemansform Befehle. Insgesamt kommen
die gespiegelten Punkte durch die anschlielRende Anwelstixgsform Trafo wieder
an die richtige Positiof.

Im digitalen Bild ist von alledem nichts zu bemerké&is sieht einfach so aus, als wiirde POV-
Ray ein Rechtssystem verwenden, so wie es in Kdgetrachtet wurdeln der Beschreibung
des Koordinatensystems aus 2.8.1 tauschen nun die Bildgr dad derz-Achse ihre Rollen.
Alle weiteren Angabestlicke der Szene werden anschlie3afatk in (X, y, z)-Koordinaten
beschriebes.

8Hier geht ein, dass eine Spiegelung ihre eigene inverseldiy ist.

SWird eine Kamera einer Transformation unterworfen und damiObjekt abgebildet, so entsteht ein gewisses
Bild. Dasselbe Bild lasst sich auch so gewinnen: Die Kamerd micht transformiert. Daflir wird das Objekt der
inversen Transformatioanterworfen.
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2.8.4 Lichtquellenund Lichtstrahlensind in POV-Ray immer unsichtbar. Erst wenn Licht auf
eine Oberflache auffit, kann dies zu einem visuell erkennbareffiekt fiihren. Dabei kommt
es sowohl auf die Besclianheit der Lichtquelle als auch auf die Bedtbaheit der Oberflache
an. Mehr zum Thema Oberflachen findet sich in Abschnitt 2.9.

Ohne weiteres Zutun ist einftlises rein weil3edmgebungslichtiurch

global_settings { ambient_light <1,1,1> }

bereits vorgegeben. Wird diese Zeile mit einem anderenveator (vgl. 2.9.2) in eine POV-
Ray-Datei eingefluigt, so wird der Standardwert Gberschrielieses Umgebungslicht wirkt
zusammen mit dem Oberflachenparametérient (vgl. 2.9.5).

Einepunktférmige Lichtquelldient derdirekten Beleuchtungsie kann etwa durch

light_source { <-50, 50, 50> color White shadowless }

erklart werden. Der Vektor gibt jenen Punkt an, wo sich dighkguelle befindet. Es wird weil3es
Licht in alle Richtungen gleichmallig emittiert, wobei dielBuchtungsstarke mit der Entfer-
nung nicht abnimmt Der Farbwertiwhite ist in der Dateicolors.inc definiert, die zuvor
gemalf 2.2.4 geladen werden muss. Fur die Definition von Ravlyd auf 2.9.2 verwiesen. Der
Zusatzshadowless kann auch weggelassen werden. Er bewirkt nur, dakattenloses Licht
entsteht. Es gibt daneben noch eine Flle von Parametetdemen die Bescliznheit von
Lichtquellen beeinflusst werden kann.

In vielen Fallen ist es zweckmalig, mehrere Lichtquelledefinieren. So wurden etwa in
Abbildung 4.4 auf Seite 60 zwei verschiedenfarbige Liclkettn verwendet, um einen plasti-
schen Eindruck zu bewirken.

2.8.5 Trotz Lichtquelle erscheint der Hintergrund in POV-Raywale, sofern nicht eine ande-
re Hintergrundfarbedefiniert wird. Vgl. Abbildung 2.5. Durch

background { color Yellow }

wird die Hintergrundfarbe zum Beispiel auf gelb gesetzbh&ayreifen wir auch hier auf einen
in colors. inc definierten Farbwert zurtick. Vgl. dazu 2.9.2.

2.9 Eigenschaften von Oberflachen

2.9.1 Die Oberflachen von in POV-Ray definierten Objekten konnarbigienschaften verse-
hen werden, die nicht mathematischer Natur sind, sondersikadischen Eigenschaften realer
Objekte entsprechen. Bei der Berechnung des Bildes eingk®Ispielen dessen Oberflache-
neigenschaften, die Oberflacheneigenschaften anderek®pglie gewahlten Lichtquellen und
anderes mehr zusammen.

2.9.2 Farbenwerden in POV-Ray additiv aus den Grundfarben Rot, Griny Blg,b) zusam-
mengesetzt. Die Angabe erfolgt in Form eines Vektors, etwa@lor rgb <0.3,1,0.2>.
Die Koordinaten eines Farbvektors kbnnen auch gro3er agldm die zuvor definierte Far-
be heller zu machen, kamolor rgb 1.5%<0.3,1,0.2> geschrieben werden. (Etwa fir eine
starke Lichtquelle.) Wird fur ein Objekt keine Farbe defihigo erscheint es in d&tandard-
farbeschwarz.
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0O O O schwarz schwarz
1 0 O rot rot

0O 1 O grun

0O 0 1 blau Blau

1 1 0 gelb

1 0 1 violett \violett

0O 1 1 torkis

1 1 1 welld

Es ist empfehlenswert, die Datsdlors.inc gemaR 2.2.4 einzulesen. In dieser Datei sind
eine Reihe von fein abgestimmten Farben definiert, die déen 8chlisselworte angespro-
chen werden kénnen. Die Verwendung der Grundfarben, etifagbor rgb <1,0,0>), fuhrt
fur grof3e Flachen meist zu einer wenig ansprechenden HarbgeDas zeigen die Abbildun-
gen 4.23 und 4.24.

2.9.3 Die Definition der Farbeigenschaftereines Objekts erfolgt Uber das Schlisselwort
pigment. Hier ist ein einfaches Beispiel:

sphere { 3*y, 2 pigment {color Yellow transmit 0.5} }
Es wird eine Sphare mit Mittelpunkt (8, 0) und Radius 2 festgelegt, deren Oberflache gelb ist
und eineTransparenz ohne Farbfiltaron 50% aufweist.

2.9.4 Es gibt nebertolor rgb <.,.,.>noch eine andere Mdglichkeit zur verfeinerten De-
finition von Farbe undLichtdurchlassigkeitvgl. Abbildung 2.5.

rgb <1,1,0>, rgbf <1,1,0,0.7>, rgbt <1,1,0,0.7>, rgbft <1,1,0,0.4,0.4>
Abbildung 2.5: Farbe und Lichtdurchlassigkeit

e Transparenz mit Farbfiltercolor rgbf <.,.,.,.,.>
Die vierte Koordinate des Vektors gibt in Prozenten an, we kicht gefiltert durch
die Oberflache hindurchgeht. Alternativ kann auch das Ssklivortfilter mit color
rgbh <.,.,.>verwendet werden.
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e Transparenz ohne Farbfiltetolor rgbt <.,.,.,.,.>
Die vierte Koordinate des Vektors gibt in Prozenten an, vied iicht ungefiltert durch
die Oberflache hindurchgeht. Sie entspricht dem zuvor bebspnen Wert beiransmit.

e Transparenz mit und ohne Farbfiltetolor rgbft <.,.,.,.,.>
Damit lassen sich beide Arten von Transparenz mischen.

2.9.5 Wird nur ein Teil eines Objekts durch die Lichtquellen ausgehtet, so gibt es eine
Licht- und eine Schattenseite. Es ist aber meist unresdistiden unbeleuchtete Teil als vollig
schwarz darzustellen. POV-Ray gestattet es,miaekte Beleuchtungines Objekts zu steu-
ern. Wir erklaren die zugehdrigen Befehle an Hand von Belspiund den Figuren in Abbil-

dung 2.6.

ambient, diffuse: (0,0), (0,.5), (0,1)

& 2

ambient, diffuse: (.5,0), (.5,.5), (.5,1)

E;»J‘r:ri

ambient, diffuse: (1,0), .5), (1,D
Abbildung 2.6: Verschiedene Werte famblent diffuse

Ain

¢ Helligkeit durch Umgebungslichtmbient 0.6
In POV-Ray gibt es standardmafiig ein weif3es Umgebungstielstvon den gewéhlten
Lichtquellen und anderen Objektarchtabhangt. Vgl. dazu 2.8.4. Durambient 0.6
wird erreicht, dass eine Oberflache Uberall 60% des Umgedtichts reflektiert. Damit
lassen sich Schatten aufhellen.

e Farbe durch Umgebungslichtmbient color rgb <0.6,0.4,0>
Alternativ kann der Farbton des reflektierten Umgebunpg#sifestgesetzt werden. Statt
ambient 0.6 kdnnte auchambient color rgb <0.6,0.6,0.6> geschrieben wer-
den.
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¢ Helligkeit durch direkte Beleuchtundiffuse 0.6
Dieser Prozentsatz wirkt nur in den durch die Lichtquellelebchteten Teilen der Ober-
flache.

Werden die obigen Werte angegeben, so tberschreiben diesesg Standardwerte von POV-
Ray. Diese sind — im Gegensatz zur Standardfarbe schwacht-alie gleich .

2.9.6 Bei der Beleuchtung von Objekten kénn@tanzstellerauftreten, die sich folgenderma-
3en steuern lassen (Abbildung 2.7):

e Starke der Glanzstellemhong 0.9
Die Berechnung der Starke von Glanzpunkten erfolgt in Algigkeit vom angegebenen
Faktor: Je grol3er der Wert ist, desto leuchtender wird dangjunkt.

e GroRRe der Glanzstellemwhong_size 20
GrolRe Werte liefern kleine Glanzstellen.

e Glanzpunkte lassen sich auch mitecular erzeugen; dies funktioniert ahnlich wie
phong.

phong, phong_size (0,0), (0,.1), (0,1), (0,10)

phong, phong_size (.1,0), (.1,.1), (.1,1), (.1,10)

phong, phong_size (10,0), (10,.1), (10,1), (10,10)
Abbildung 2.7: Verschiedene Werte fpitong, phong_size
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Glanzpunkte treten nur bei Lichtquellen auf, die nichtstladowless deklariert wurden.
Falls Schatten eher stdrend wirken und dennoch Glanzpaokieten sollen, empfiehlt sich die
Definition einer einzigen Lichtquelle mit Schattenwurf umeéhrerer schattenloser Lichtquel-
len. Letztere hellen die auftretenden Schatten wiederAdigrnativ kann auch eine Lichtquelle
mit Schattenwurf so definiert werden, dass die Lichtstrahd& den Sehstrahlen tbereinstim-
men.

2.9.7 Wir geben noch einige weitere Mdglichkeiten zur Gestaltuag Oberflachen an. Vgl.
dazu die Abbildungen 2.8, 2.9 und 2.10.

Abbildung 2.8: Rauhe Oberflachen

Abbildung 2.9: Reflektierende Oberflachen

< ‘”‘,: 4
Abbildung 2.10: Irideszenz

e Kornigkeit: crand 0.5
So konnen zuféllig strukturierte Oberflachen wie Beton &kand simuliert werden. Der
Befehl stammt aus friiheren Versionen von POV-Ray und giwiachen als veraltet. Von
einer Verwendung wird daher abgeraten.

e \erspiegelungsgradteflection 0.2
Je hoher der Wert ist, desto starker wird die Reflexion. Dan&rdwert ist O; bei 1 liegt
ein perfekter Spiegel vor.

e Metallischer Glanzmetallic
Dieses Schlusselwort nimmt keinen Parameter auf. Es wukgemeinsam miphong
oderspecular und gibt den Glanzpunkten ein metallisches Aussehen.
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e Brillanz: brilliance 5
Das Schliisselwort regelt den Ubergang zwischen Licht uhatBen. Hohere Werte ver-
groRern die hellen Teile und vermitteln so mehr Glanz.

e Irideszenzirid {0.25 thickness 0.5 turbulence 2 }
Damit kann die die Interferenz an diinnen Schichten (Pet|rRatte, Ole, Seifenblasen)
simuliert werden. Der erste Wert ist eine Prozentzahl, dehste regelt die Dicke des
,Olfilms* und mit dem dritten Wert kann die Starke der Turtngen geregelt werden.

2.9.8 Die Definition der zuvor beschriebenen Oberflacheneigeaitain eines Objekts erfolgt
uber das Schlusselwafinish. Hier ist ein einfaches Beispiel:

sphere { 3*y, 2 pigment {color Yellow transmit 0.5}
finish {ambient 0.3 phong 0.6} }

Die schon in 2.9.3 betrachtete Sphare wird zusatzlich mar@rheneigenschaften versehen.

2.9.9 Es gibt noch eine Reihe von Gestaltungsmoglichkeiten fiar@chen. Auf einige davon
sei hier wenigstens hingewiesen; siehe auch Abbildung 2.11
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Abbildung 2.11: Texturen und andere Oberflachenstrukturen

e Textur:texture { ...}
Nach dem Laden der beffenden Datei mit dem Befe#include "textures.inc"
stehen zahlreiche vordefinierte Oberflachenstrukturen ¥Yarfigung: marble,
granite, wood, dents, crackle, bumps,

e Schwankungen der Flachennormaleormal { ...}
Damit konnen Schwankungen der Oberflache simuliert werdieraber nur bei der Be-
rechnung des Bildes eingehen. Die Geometrie der Flachiet lglieich.

Beispiel 2.9.10Mit der folgenden POV-Ray-Datei wurde Abbildung 1.1 edst@&®abei wurde
nicht versucht, alles so kurz wie moglich zu schreiben. kgi#tdeclare-Anweisung wird auf
2.10.1 verwiesen.
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// Hans Havlicek Visualisierung

#version 3.7;
global_settings { assumed_gamma 1.0 }

#include "colors.inc" // Vordefinierte Farben laden
#include "transforms.inc" // Vordefinierte Transformationen laden

// Eigene Definitionen xxXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

// Dicke der Koordinatenachsen

#declare dicke = 0.04;

// Lange der Pfeile

#declare laenge = 4;

// Lange der Pfeilspitzen

#declare pfeil = 1;

// Dicke der Pfeile an der Basis und Dicke des Ursprungs
#declare basis = 4*dicke;

// Trafo auf Rechtssystem

#declare Trafo = transform {matrix <1,0,0, 0,0,1, 0,1,0, 0,0,0>}
// eine sehr einfache Oberflachenstruktur, phong wirkt nicht, da
// Lichtquelle shadowless

#declare MeinFinish = finish { phong 0.9 ambient 0.5 }

// Grundeinstellungen XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
// Kamera
camera {orthographic location vtransform( <3,5,4> Trafo )
look_at vtransform( <0,0,0> Trafo )
transform Trafo }
// Lichtquelle
light_source { <-50, 50, 50> color White shadowless }

// Hintergrundfarbe des Bildes
background { color White }

// Das Gesamtobjekt, in gleichfarbige Objekte gegliedert
// Jeder Pfeil besteht aus einem Zylinder und einem Kegel,
// der Ursprung ist eine Sphire.
union { // Koordinatenachsen
union { cylinder {<0,0,0>,<laenge,0,0>, dicke}
cone {<laenge,®,0>, basis , <laenge+pfeil,®,0>, 0}
pigment {color Red } finish {MeinFinish} }
union { cylinder {<0,0,0>,<0,laenge,®>, dicke}
cone {<0,laenge,0>, basis, <0,laenge+pfeil,®>, 0}
pigment {color Green } finish {MeinFinish} }
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union { cylinder {<0,0,0>,<0,0,laenge>, dicke}
cone {<0,0,laenge>, basis, <0,0,laenge+pfeil>, 0}
pigment {color Blue} finish {MeinFinish} }
// Ursprung
sphere {<0,0,0> basis pigment {color rgb 0.3}
finish {MeinFinish} }

// Transformationen, die der Reihe nach angewendet werden
// Verschiebung in y-Richtung, damit das Bild

// etwa in der Mitte ist

translate <0,1.6,0>

} // Ende der Vereinigung
// Ende der Datel XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

2.10 Programmieren
2.10.1 Reelle Konstanten, Vektoren, Objekte, Transformatiorfearpen, u.a. kbnnen mit
#declare definiert werden.

e #declare MeinViolett = pigment {color rgb <0.9,0.01,0.7>}

e #declare Pfeil = union {cylinder { ... } cone { ... } }

e #declare Polyeder = object {box { ... } clipped_by { ... } }

e #declare Mittelpunkt = <3,4,5>;

e #declare Radius = 5.02;

Die Definitionen von reellen Konstanten und Vektoren missets mit einensemikolorbeen-
det werden.
Der Aufruf erfolgt dann etwa so:

e pigment{ MeinViolett }

e object{ Pfeil }

e object{ Polyeder rotate <20,30,40> }
e sphere{ Mittelpunkt, Radius ... }

Vgl. dazu die Hinweise zum Schlusselwotlject in 2.5.3 und zur Schreibweise mit und ohne
Kommain 2.3.2. Im letzten Beispiel darf ddemmazwischen den Wortehittelpunkt und
Radius namlich nicht weggelassen werden.

2.10.2 Zur Verarbeitung von Daten ist es oft zweckmalfiig, diededtenfelderrabzulegen. So
definiert etwa
#declare Punkt = array[5]

ein Datenfeld mit 5 Elementen, wobei di&izes vorD bis 4 laufen. Die einzelnen Werte sind
aber noch nicht belegt. Dies kann etwa durch
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#declare Punkt[3] = <1,2,4>;

geschehen. Wichtig: Alle Eintréage in einem Datenfeld miisa®m selben Typ (hier Vektoren
ausR?) sein. Andererseits wird durch

#declare Wert = array[3][2] { {7.1,6.3}, {1.3,2.0}, {0.1,-1.1} }
nicht nur ein (3x 2)-Datenfeld definiert, sondern auch gleich wie angegeleregilen Zahlen
belegt. Zahlreiche Manipulationen mit Datenfeldern smdxrays.inc definiert.
2.10.3 In POV-Ray konnerfor-Schleiferdefiniert werden:
e #for(A,Aanf,Aend,Astufe) Anweisung(en}#end

e Die VariableA stimmt zu Beginn mit dem Startwestinf Uberein. Bei jedem Durchlauf
wird die positive (oder negative) Schrittweidetufe zu A addiert. Sobald der Endwert
Aend echt Uberschritten (bzw. unterschritten) wird, bricht \degarbeitung ab. Der Wert
fur Astufe kann weggelassen werden. In diesem Fall wird die Schriteagdeich 1 ge-
setzt.

e Anweisungesind Rechnungen, Graphikbefehle, Definitionen usw.
Die Syntax vor#while-Schleifenist analog:
e #while (Bedingung Anweisung(en#end

e Die Bedingungwird in runde Klammern(. ..) gesetzt. Mehrere Bedingungen kdnnen
durch logische Operatoren (vgl. 2.10.4) verknipft werden.

Verzweigungenndbedingte Anweisungemerden ganz ahnlich geschrieben:
e #if (Bedingung Anweisung(en}#else Anweisung(en}end
e #if (Bedingung Anweisung(en}end

2.10.4 Die Notation furlogische Operationerst folgendermalR3en:
e nicht A: 'A
e AundB: (A & B)
e AoderB:(A | B)
Ferner kann Uberprift werden, ob gewisse Relationen flleréahlen zutr&en oder nicht:
A kleiner B: (A < B)
e Akleiner oder gleich B(A <= B)
A gleich B (bisauffA-B| < &): (A = B)
A ungleich B (bis aufA - B| >=¢): (A != B)
e A grofRer oder gleich B(A >= B)
e Agrofier B:(A > B)

Das Ergebnis ist in jedem Fall entweder O (false) oder 1 (trBeim Zusammensetzen von
Bedingungen werden Ausdriicke in runden Klammern zuerstchbeet.

2.10.5 In POV-Ray kdonnemMacrosdefiniert werden. Die Syntax lautet zum Beispiel
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#macro MeinTorus(A,B) ... #end

Dabei sindA,B die Namen von zwei Ubergebenen Variablen. Werden keinebam Uberge-
ben, so sind dennoch die beiden Klammern zu schreiben. Bi€dnkte stehen stellvertretend
fur die auszufihrenden Anweisungen. Mehr zur VerwendumgwWacros undokalen Variablen
findet sich in den Beispielen 4.3.3 und 4.3.5.

Beispiel 2.10.6Ein Wiirfel wird um diez-Achse kontinuierlich verschraubt. Es sollen mehrere
Positionen des bewegten Wiirfels dargestellt werden, unBdaregungsvorgang im Raum zu
illustrieren. Vgl. dazu Abbildung 2.12.

Abbildung 2.12: Verschraubung eines Wirfels

In POV-Ray kdnnen die einzelnen Positionen des Wirfels stwarogrammiert werden:

union { // Laufvariable tt, Anfangs- und Endwert
#for (tt,-20,20)
box {<2,-.25,-.25>,<2.5,.25,.25> // ein fester Wuerfel
scale 1.5 // wird zuerst skaliert
rotate <0,0,360/20%tt> translate <0,0,tt/8>}
// und dann verschraubt um z-Achse
#end // Ende der Schleife
pigment {Blau}
finish {phong .9} // Farbe und Finish fuer alle gleich
3

Dabei wurde schon zuvor mit
#declare Blau =pigment {color rgb <.5,0.5,1>}
die FarbeBlau definiert.



Kapitel 3

Zentralprojektion

3.1 Der projektiv abgeschlossene Anschauungsraum

3.1.1 Im Gegensatz zu einer Parallelprojektion werden bei edeetralprojektionSehgeraden
durch einen festen Punkt zur Abbildung auf eine Bildebemevgadet. Wir werden das spater
prazisieren und betrachten zunéchst ein einfaches Bkispie

Ein Mengerschwamrentsteht aus einem Wiurfel mit der Kantenlarsgdurch folgenden
rekursiven Prozess:

e Der Wurfel wird in 27 gleich groRRe Teilwurfel mit der Kanténige$ zerlegt.

e Jene sieben Teilwirfel, die an keine Kante des AusgangsWglahliegen, werden ent-
fernt.

e Es verbleiben 20 Teilwiirfel, mit denen der Prozess wiedevtiod.

Abbildung 3.1: Zentralprojektion von 25 Exemplaren einesrigerschwammes
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Um einen Mengerschwamm zu illustrieren oder zu bauen, meisPizess nach einigen
Schritten abgebrochen werden. Wir bezeichnen ein soldbgrungspolyedezines Menger-
schwammes im Folgenden ebenfalls als Mengerschwammbbildung 3.1 sind 25 Exempla-
re eines Mengerschwammes unter einer Zentralprojektigaldluet. Die einzelnen Exemplare
sind dabei an einem kartesischen Koordinatenraster daoltgtr

In Abbildung 3.2 wurden im Bild nachtraglich die Bilder eelmer paralleler Strecken ver-
langert, um zu illustrieren, dass die Bilder paralleler&en in einem Punkt zusammenlaufen
konnen. Ein solcher Punkt wird eFluchtpunktgenannt. Es wurden insgesamt sechs Flucht-
punkte hervorgehoben. Jeder Fluchtpunkt gehort zu eiresd€l paralleler Geraden. Dabei lie-
gen drei dieser Fluchtpunkte immer dann auf derselben @erddr Bildebene, falls die be-
treffenden Strecken (bzw. deren Tragergeraden) im Raum zumsElxene parallel sind. Die
an den Mengerschwdmmen auftretenden Quadrate (bzw. deigerébenen) bestimmen auf
diese Weise im Bild drefrluchtgeradenDies wird besonders deutlich fir die zur hellbraunen
.horizontalen Standebene” parallelen Geraden. Ihre Fhustkte liegen alle arklorizont, das
ist jene Fluchtgerade, wo scheinbar Himmel und Erde zusarrefien.

Abbildung 3.2: Fluchtpunkte

3.1.2 Zur Beschreibung einer Zentralprojektion ist es zweckmakem Anschauungsraus
neue Punkte hinzuzufiigen. Diese weréfempunktegenannt. Die in 3.1.1 vorgestellten Flucht-
punkte kdnnen dann als Bilder dieser Fernpunkte integntetierden. Wer mag, kann sich da-
her unter einem Fernpunkt den ,unendlich fernen Schnittffyraralleler Geraden vorstellen.
Es ist aber oft besser, sich unter einem Fernpunkt gar nichtsistellen. Wichtig ist nur, nach
welchen Regeln mit Fernpunkten zu operieren ist. Als Maitrafir die nachfolgend einge-
fuhrtenFerngeraderkdonnen die in Abbildung 3.2 eingezeichneten Fluchtgeratienen. Sie

1Ein an der TU Dresden mit Hilfe eines 3D-Druckers erstelfdell ist an unserem Institut im 8. Stock
ausgestellt.
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sind die perspektiven Bilder von Ferngeraden.

Definition 3.1.3 Aus dem Anschauungsraum entsteht folgendermaf3ermpbgektiv abge-
schlossene Anschauungsraum

1. Jede Geradg c A wird um genau einen weiteren Purtkt¢ A (Fernpunkj erweitert;
es entsteht eingrojektiv abgeschlossene Gerddgu {F}.

2. Zu Geraden, g, ¢ A wird genau dann derselbe Fernpunkt hinzugefligt, fallsavial el
sind.

3. Die Menge aller so auftretenden Fernpunkte wirdaniitezeichnet. Di®unktmengeles
projektiv abgeschlossenen AnschauungsraumeB seiA U w.

4. Eine Teilmengd c w wird eineFerngeradegenannt, falls sie aus den Fernpunkten aller
Geraden einer festen Ebenentsteht.

5. Eineprojektive Geradést entweder eine projektiv abgeschlossene Gerade odeFenn-
gerade.

Der projektiv abgeschlossene Anschauungsraum ist stelkhetrachtet die Meng® mit ei-
nem System ausgezeichneter Teilmengen, namlich der Mdleg@jektiven Geraded.

3.1.4 Jeder Fernpunkg wird durch eine Geradg reprasentiert. In einer Skizze lasst sich ein
Fernpunkt sallustrieren: Es wird eine ing enthaltene Strecke gezeichnet, wobei an einem Ende
der Strecke der Buchstabegeschrieben wird. Welches Ende gewahlt wird, ist daberagdes.

An die Stelle vorg kann auch jede zg parallele Gerade treténin manchen Biichern wird am
Ende der Strecke zusatzlich ein Pfeil angebracht, der aedewll: ,In dieser Richtung geht
es zum Fernpunkt®. Allerdings geht es in der entgegengeseRichtung auch zum selben
Fernpunkt. Das liegt im Wesen der projektiven Erweiterueg Anschauungsraumes.

Jede Ferngeradé wird durch eine Ebene reprasentiert. Zwei Ebenen und &, legen
genau dann dieselbe Ferngerade fest, falls sie paraltkl Benn genau in diesem Fall gibt es
zu jeder Geraden ig, eine parallele Gerade #3 und umgekehrt.

In einer Skizze lasst sich eine Ferngerade nicht gut illersin. Wir werden immer nur
Begleittext anmerken, dass etwalie Ferngerade einer gegebenen Eheise.

3.1.5 Es ist zweckmaRig, jede Ebene zu einer sogenarprgektiv abgeschlossenen Ebene
zu erweitern. Dazu fugen wir zur Punktmenge der Ebene allept@kte jener Ferngeraden

hinzu, welche durch die Ebene reprasentiert wird. Im Sineeedt Festsetzung werden daher
parallele Ebenen durch dieselbe Ferngerade abgeschles#@end zu nicht parallelen Ebenen
verschiedene Ferngeraden dazukommen. Eine elementduesBiisn zeigt:

¢ Je zwei verschiedene projektive Geraden derselben propdgeschlossenen Ebene ha-
ben genau einen Punkt gemeinsam.

2Im Gegensatz zur reellen Analysis, wo die Zahlengeiadtirch zwei verschiedene Punkteo und —co
erganzt wird, kommt hier pro Gerade nur ein einziger Punkzni

3vgl. zu diesem Thema [3].

4Ein Fernpunkt kann auch als eine Klasse paralleler Geradénielt werden. Dieses mengentheoretische
Modell fiir die Menge aller Fernpunkte zeigt, dass die pridjekErweiterung tatséchlich maglich ist.
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¢ Je zwei verschiedene Ferngeraden haben genau einen Hergporeinsan.

Die Mengew verhalt sich also in Bezug auf die in ihr liegenden Geradewisaeine projektiv
abgeschlossene Ebene. Aus diesem Grund wird die MeradeFernebendezeichnet.

Eine projektive Ebenesei im Folgenden entweder eine projektive abgeschlosseéhene
oder die (einzige) Fernebene.

3.1.6 Zur Vereinfachung der Sprechweise nennen®auch kurz demprojektiven RaumDie
Punkte vonA werdeneigentlichgenannt. Wenn von Geraden gy, . .. oder Ebenem, &, . ..

die Rede ist, meinen wir immer eine projektive Gerade oder projektive Ebene (einschliel3-
lich ihrer Fernpunkte). Das Adjektigigentlichkennzeichnet jene Geraden und Ebenen, die
nicht nur aus Fernpunkten bestehen, also die projektivsdbd@ssenen Geraden und Ebenen.
Wir fassen die wesentliche Eigenschaften des projektiveami&? zusammen.

¢ Je zwei verschiedene Punkte haben genau eine Verbinduagsge
e Je zwei verschiedene Ebenen haben genau eine Schnittgerade

e Zwei verschiedene Geraden haben genau dann einen Schhtitfalls sie komplanar
sind (d. h. gemeinsam einer Ebene angehoren).

¢ Jede Geradg und jede Ebene mit g ¢ £ haben genau einen gemeinsamen Punkt.

Durch die projektive Erweiterung des Anschauungsrausiedrd also die Sonderrolle paral-
leler Geraden und Ebenen eliminiert.

3.1.7 Die oben erklarte Erweiterung des Anschauungsraumes kacim @it Methoden der
linearen Algebra beschrieben werden. Fur jeden Pumkip, ps) € R? ist (1, p1, p2, p3) € R?
vom Nullvektor verschieden und bestimmt den eindimendembéinterraum

R(L, p1, P2, P3) € R
Fur jeden Fernpunkt wéhlen wir eine beliebige reprasesige Gerade
(a1, @2, a3) + R(r1,rz,r3)

mit dem Aufpunkt 1, a,a3) € R und dem Richtungsvektorq(r,,r3) # (0,0,0). Dem so
festgelegten Fernpunkt wird der eindimensionale Untenrau

R(O,rq,12,13) C R*

zugeordnet. Dieser ist von der Auswahl des Aufpunktes umsdRiehtungsvektors unabhan-
gig.® Insgesamt ergibt sich eine Bijektion der Menge aller Punkie# auf die Menge der
eindimensionalen Unterraume van.

Die Geraden bzw. Ebenen véhentsprechen genau den zwei- bzw. dreidimensionalen Un-
terraumen vorR?; dabei ist jeder solche Unterraum vBf als Menge der in ihm enthaltenen
eindimensionalen Unterraume zu interpretieren.

In der linearen Geometrie wird allgemein die Punktmenge pegektiven Raumes lber
einem VektorraunV als die Menge der eindimensionalen Unterraume Voaefiniert. Vgl.
dazu etwa [8]. Wir benétigen dies aber im Folgenden nicht.

SGenauer gilt: Die verschiedenen Ferngeraden werden dichhparallele Ebenen reprasentiert. Die Schnitt-
gerade dieser beiden Ebenen ist ein Reprasentant desazimgggneinsamen Fernpunktes.

Swir haben die vierte Koordinate hier den Tripeln &fsvorangestellt. In der Literatur wird sie oft auch ans
Ende gestellt.
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3.2 Definition und Eigenschaften einer Zentralprojektion

3.2.1 Wir geben im projektiven Raurf® eine eigentlichéBildebener und einen eigentlichen
Augpunkt Ovor, der nicht inr liegt. Die Zentralprojektion(oderPerspektivec mit ZentrumO
auf die Ebener ist wie folgt erklart?

C:P\{O} »>nm: X OXnNm, (3.1)

wobeiOX die (eindeutig bestimmte) Verbindungsgerade ¥ouand O bezeichnet (vgl. Abbil-
dung 3.3). Diese Vorschrift versagt nur fir den Pu@ktda der AugpunkO nicht mit sich
selbst zu einer Geraden verbunden werden kann. Die Zergjaitionc ist daher im Augpunkt
O nicht definiert.

Die durchO verlaufenden Geraden werden @lehgeradener Zentralprojektion genannt.
Zwei Punkte# O haben @&fenbar genau dann denselben Bildpunkt, wenn sie dersellhgeSe
raden angehoren.

Abbildung 3.3: Zentralprojektion

Die Zentralprojektion ist deneindugigen Seheheim Menschen nachempfunden. Eben-
so realisiert jedePhotoapparat(von Verzerrungen durch das Linsensystem abgesehen) eine
Zentralprojektion: Der Augpunkt entspricht dem optiscMatielpunkt des Objektivs, die Bild-
ebene entspricht der Ebene des Films. Eine andere Reafigiest die bekannteochkamera

3.2.2 Im Gegensatz zu einer Parallelprojektion gibt es in derdikhe einer Zentralprojekti-
on einen ausgezeichneten Punkt: Legen wir d@ahe zux orthogonale Gerade, so schneidet
dieser in einem PunkH, welcher deHauptpunkder Zentralprojektion genannt wird. Der Ab-
standOH wird die Distanzgenannt. Die Gerad®H heift dieBlickachse Vgl. Abbildung 3.4.

3.2.3 Das perspektive Bild(V) eines Punkte¥ # O ist genau dann ein Fernpunkt, falls die
GeradeOV zu r parallel ist. Ein solcher Punkt wird ein Verschwindungspunkfenannt. Der
PunktV ,verschwindet untecim Unendlichen®, sein Bila(V) liegt auf der Ferngeradem w.
Zur Veranschaulichung vog(V) kdnnen einige parallele Strecken der Ebendienen, deren
Tragergeraden den PuniV) enthalten. Vgl. Abbildung 3.4.

"Der Buchstabe erinnert an die einst (ibliche Schreibwe@entralprojektion
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cV)enrnw

Abbildung 3.4: Hauptpunkt und Verschwindungsebene

Die zur Bildebener parallele Ebene, durch den AugpunkD besteht aus allen Verschwin-
dungspunkten sowie aus dem Puf@ktDiese Ebene heil3t daher dferschwindungsebeng.
Wirden wir keine Fernpunkte zum Anschauungsradminzuflgen, so hatten alle Punkte der
Verschwindungsebene keine Bildpunkte.

Die Verschwindungsebene definiert zwdfeme Halbrdume innerhalb der Menge der
eigentlichen Punkte. Jener Halbraum, in dem die Bildebrmgg, lwird derSehraumgenannt,
der andere Halbraum heit dértuelle Raunf Die Punkte der Fernebene werden keinem
der beiden Halbrdume zugerechnet. Bei anschaulichenrBilderden in der Regel nur Punkte
des Sehraumes abgebildet.

Ist F ein Fernpunkt, so wird sein Bildpun&{F) alsFluchtpunktbezeichnet. Dabei interes-
sieren vor allem jene Fluchtpunkte, die eigentlich sindndanen die Bilder paralleler Geraden
zusammenlaufen. Vgl. Abbildung 3.2.

Die Punkte der Ferngeradem n, sind die einzigen Punkte, die zugleich Verschwindungs-
punkte und Fluchtpunkte sind.

3.2.4 Unter Verwendung kartesischer Koordinaten lassen sicAloli@ddungsgleichungen einer
Zentralprojektiorc leicht angeben, falls der Augpun&tim Ursprung des Koordinatensystems
gewahlt wird und die Bildebene durch = 1 gegeben ist. Die Gleichung der Verschwindungs-
ebene lautet daheg = 0. Aus der Definition der Zentralprojektion folgt unmittalb

(X, Yo, Xa) 15 (1, X ﬁ) falls % # 0. (3.2)

X1 X1

Damit lasst sich fur jeden eigentlichen Punkt, der nichten\derschwindungsebene liegt, der
Bildpunkt berechnen. Sollen auch die Bilder von Verschwimgs- und Fernpunkten berech-
net werden, so muss auf die Beschreibung der Punkte?/omt Hilfe der eindimensionalen
Unterraume voR* zuriickgegiifen werden. Wir gehen darauf nicht ein.

Satz 3.2.5 (Abbildung von Geraden und Ebenen)ei c: £ \ {O} — = die Zentralprojektion
mit Augpunkt O auf eine Ebemne Dann gelten die folgenden Eigenschaften:

(a) Jede Sehgerade wird unter ¢ auf einen Punkt abgebildet.

8Bei einem Photoapparat liegt eine andere Anordnung vorBidiebene befindet sich im virtuellen Raum.
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(b) Jede nicht durch O verlaufende Gerade wird unter c bijektiveane Gerade von abge-
bildet.

(c) Jede Ebene durch O wird wird unter ¢ auf eine Gerade abgetilde
(d) Jede nicht durch O verlaufende Ebene wird unter c bijektit kmllinea® auf die Ebene
n abgebildet.

Beweis. Alle Behauptungen sind mit Hilfe der in 3.1.6 genannten Bsgphaften von (projekti-
ven!) Geraden und Ebenen leicht zu zeigen. O

Die durchO verlaufenden Geraden und Ebenen werden pugjizierendgenannt.

3.2.6 Die Abbildung 3.5 zeigt, wie das perspektive Bild einer eitjehen Geraderg }t «
entsteht. Auf der Gerademgibt es zwei ausgezeichnete Punkte: Den Verschwindungspun
V := gnn,und den Fernpunk := gn w. Dementsprechend sind auf der Bildgerad@y) der
Fernpunkic(V) und der Fluchtpunkt(F) ausgezeichnet.

c(V)
Abbildung 3.5: Perspektives Bild einer Geraden und einarieb

Der Fluchtpunkt(F) teilt die Gerade(g) N A in zwei ofene Halbgeraden. Die eine Halb-
gerade besteht aus den Bildern der Punktegyon Sehraum, die andere Halbgerade aus den
Bildern der Punkte vog im virtuellen Raum. Der FernpunkgV) wird keiner der beidenfte-
nen Halbgeraden zugerechnet.

%Das heif3t: Die Bilder kollinearer Punkte der Ebene sind &bisrkollinear. Es liegt hier eingollineationvor.
Das ist eine bijektive Abbildung einer projektiven Ebeneiime projektive Ebene, bei der je drei kollineare Punkte
Bildpunkte besitzen, die ebenfalls kollinear sind. Jed#ik@ation bildet Geraden auf Geraden ab.
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Jede eigentliche Gerade die zunr parallel ist und nicht in der Verschwindungsebemne
liegt, ist zu ihrer Bildgeradeo(h) parallel. Die Einschrankung vanauf eine solche Gerade ist
nach dem Strahlensatz eine Ahnlichkeit und damit teilMénisireu. Die Gerade erscheint im
Bild also &hnlich vergroRert oder verkleinert. Der Versotdungspunkh N z, = hn st zu-
gleich ihr Fluchtpunkt. Vgl. dazu die beiden zyarallelen Seiten des orange hervorgehobenen
Rechtecks in Abbildung 3.5.

Wir notieren noch eine sehr einfache Folgerung:

Satz 3.2.7Die Bilder paralleler Geraden gehen durch denselben Flpahkt.
Beweis.Parallele Gerade haben definitionsgemal denselben Fétnpun O

Insbesondere ist der Hauptpurtktder Fluchtpunkt der perspektiven Bilder aller zur Bild-
ebener orthogonalen Geraden.

3.2.8 Die Abbildung 3.5 zeigt, wie das perspektive Bild einer eidjehen Ebene }f = entsteht.
In der Ebene gibt es zwei ausgezeichnete Geraden:\@eschwindungsgeradexve N, und
die Ferngeradd = & N w. Dementsprechend sind im Bild der Ebeste) = 7 die Ferngerade
c(v) = m N w und dieFluchtgerade ¢f) ausgezeichnet.

Die Fluchtgerade(f) teilt die Ebene(e) N A = 7N A in zwei ofene Halbebenen. Die eine
Halbebene besteht aus den Bildern der PunktesuonSehraum, die andere Halbebene aus den
Bildern der Punkte voaim virtuellen Raum (in der Figur blau hervorgehoben). Dielgerade
c(v) wird keiner der beiden fienen Halbebenen zugerechnet. Aul3erdem ist dargestedit, wi
ein Rechteck in der Ebene perspektiv abgebildet wird. Da zwei Seiten des Rechtecks zu
Bildebene parallel gewahlt wurden, tritt als Bild ein Trape = auf. Die Bilder der beiden
anderen Seiten haben einen (in der Figur grin markierterghEpunkt aufc(f) gemeinsam.
Die Verbindungsgerade dieses Fluchtpunkts mit dem AugipQiét zu den betrgenden Seiten
des Rechtecks parallel.

Fur jede eigentliche Ebene # n,, die zux parallel ist, ist die Einschrankung vaneine
Ahnlichkeit und damit teilverhaltnistreu. Die Ebene ewsich im Bild also &hnlich vergroRert
oder verkleinert. Die Verschwindungsgerade r, = & N ist zugleich ihre Fluchtgerade.

Wir notieren eine weitere sehr einfache Folgerung:

Satz 3.2.9Die Bilder paralleler Ebenen haben dieselbe Fluchtgerade.
Beweis.Parallele Ebenen haben definitionsgemal dieselbe Fedegera O

Insbesondere verlaufen die Fluchtgeraden der zur Bildebenthogonalen Ebenen alle durch
den Hauptpunkt.

3.2.10 Verschwindungspunkte kénnen im perspektiven Bild nichhittelbar ,gesehen” wer-
den. In Abbildung 3.6 ist ein Polarkoordinatenraster ineeihorizontalen Ebene abgebildet.
Da eine Orthogonalprojektion auf diese Ebene verwendetieylerscheint die gesamte Figur
unverzerrt.

Wir stellen dieselbe Szene jetzt in mehreren PerspektigenAdbildung 3.7 links liegt der
Ursprung liegt im Sehraum. Dann wurde das Polarkoordisgstem so verschoben, dass der
Ursprung ein Verschwindungspunkt wird. Die Lage von Audgumd Bildebene wurde nicht
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Abbildung 3.6: Polarkoordinatenraster

verandert. In der mittleren Abbildung erscheinen daherrddalen Geraden durch den Ur-
sprung parallel. In Abbildung 3.7 rechts wurde der Ursprsiefgiie3lich in den virtuellen Raum
verschoben. Die Bilder der radialen Geraden laufen jetattdainen Punkt oberhalb detori-
zonts dieser nur anschaulich begriindete Bffdrezeichnet die Fluchtgerade aller horizontalen
Ebenen.

Abbildung 3.7: Ursprung im Sehraum, in der Verschwindubgse, im virtuellen Raum

3.2.11 Wir erinnern an den BedfidesTeilverhaltnissesSind B und C zwei verschiedene ei-
gentliche Punkte einer Geradg)so gibt es fiir jeden eigentlichen Purktler Geradeig genau
eine reelle Zahk mit

CA = xCB.
Diese Zahl x wird bekanntlich als Teilverhaltnis TW(B,C) bezeichnet. Gilt etwa
TV(A, B,C) = -1, so istC der Mittelpunkt vonA undB.

Unter einer Zentralprojektion bleiben TeilverhaltnisseAllgemeinen nicht erhalten. Das
zeigt schon Abbildung 3.1: Das Bild des Mittelpunkts eir®zliebigen) Kante eines der Wiirfel
fallt nicht in den Mittelpunkt des perspektiven Bildes darie.

Sind B, C und D drei verschiedene eigentliche Punkte einer Gerayleso wird flr jeden
eigentlichen Punk& # D der Geradeiy der Quotient

TV(A.B,.C)
VABD) = DV(A, B, C, D)

dasDoppelverhaltnisder vier Punkte genannt. Lasst man in dieser Formel &uehD zu, so
tritt im Nenner eine Null auf; das Doppelverhaltnis wird dagieichco gesetzt.
Von dieser Definition ausgehend kann gezeigt werden, delsslas Doppelverhaltnis unter

einer Zentralprojektion nicht &ndert, sofern gumicht projizierend ist und alle vier Bildpunkte
c(A), c(B), c(D), c¢(D) eigentlich sind. Es gilt also

DV(c(A), ¢(B), ¢(D), ¢(D)) = DV(A, B, C, D).
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Abbildung 3.8: Doppelverhéltnistreue

Sobald dieses Ergebnis zur Hand ist, I&sst sich der Betgs Doppelverhaltnisses erweitern:
Es seierB, C, D drei verschiedene Punkte einer Geraden # und A ein weiterer Punkt von

g. Wenn unter den gegebenen Punkten wenigstens ein Fernponkikimmt, werden die vier
Punkte aus einem beliebigen Zentrdrso auf eine geeignete Hilfsgeragleprojiziert, dass al-

le vier BildpunkteA’, B’, C’, D’ eigentlich sind. Das Doppelverhéltnis DA,[B, C, D) wird dann
als DVA', B’,C’, D’) definiert Vgl. Abbildung 3.9. In der linken Figur i€ ein Fernpunkt, in
der rechten Figur sind, B, C, D vier Fernpunkte. Mit Hilfe der zuvor bewiesenen Doppelver-

B
Abbildung 3.9: Definition des Doppelverhaltnisses

haltnistreue gelingt der Nachweis, dass diese Definitichtnion der Auswahl des Punkt&s
und der Geradeg’ abhangt® Wir erwahnen noch den Sonderfall, dd3sler Fernpunkt einer
eigentlichen Geradegist. Dann gilt einfach

DV(A, B,C, D) = TV(A, B, C).
In Erg&nzung von Satz 3.2.5 gilt somit:

Satz 3.2.12Sei c: P \ {O} — n die Zentralprojektion mit Augpunkt O auf eine Eben®ann
ist die Einschréankung von c auf jede nicht projizierended@erdoppelverhaltnistreu.

Diese Doppelverhéltnistreue ist unter anderem fuiRB&onstuktionon Objekten aus per-
spektiven Bildern (etwa mehreren photographischen Aufraat) von zentraler Bedeutung.

Bemerkung 3.2.13Die Diskussion de¥erzerrungvon Strecken ist flr eine Zentralprojektion
zwar moglich, bringt aber wenig nitzliche Informationen.Gegensatz zu einer Parallelprojek-
tion &ndert sich die Verzerrung einer Strecke namlich, weanm Raum beliebig verschoben

0vgl. dazu etwa [5, 98.]. Weniger anschaulich, aber weitaus eleganter, ist esDd@pelverhaltnis gleich fiir
alle Punkte mit Hilfe des projektiven Raumes iiBérzu erklaren.
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wird. Wegen der im Allgemeinen nicht gegebenen Teilverhsiteue andert sich die Verzer-
rung einer Strecke auch, falls sie verlangert oder verlkiiizt.

Unter Verwendung der Abbildungsgleichungen aus (3.2)tfolgnittelbar, dass die Zen-
tralprojektion aus dem Ursprur@ auf die Ebene = 1 in einer passenden Umgebung jedes
eigentlichen PunkteB ¢ r, stetig diferenzierbar ist! Hat P die Koordinaten 1, p., ps) € R?,
so liefert das totale Dlierential vonc als ersteraylor-Naherungson c an der Stelle§;, pz, ps)
die Abbildung

P2 P3
o -2 _IB
f% P7
(X1, X2, X3) > (1, E &) + (X1 — P, X — P2, X3 —P3)- |0 — 0o |. (3.3)
P1 P1 P1
0 O —
P1

Wenn wir beachten, dasgq( p, p3) im Kern der auftretenden 8 3 Matrix liegt und passend
herausheben, lasst sich die Taylor-Naherung auch in dem For

o P P
1 pl pl
(xl,xz,xg)H(lﬁ,&)+—(x1,x2,x3)- o 1 o (3.4)
P1 P2 P1
0 0 1

schreiben. Die Zentralprojektianverhalt sich daher in einer Umgebung ver r, abgesehen
vom Ahnlichkeitsfaktor 1p; in erster Naherung wie die Parallelprojektion atih Richtung
der Gerade®P. Vgl. dazu Formel (1.4) in 1.2.2. Genau fir den Hauptputkst die Taylor-
Néherung aus (3.4) die Orthogonalprojektion auf die Bittedr.

Bemerkung 3.2.14 Analog zu Abschnitt 1.4 lassen sich Abbildungen untersoctie sich aus
einer Zentralprojektion auf einéwischenbildebene (im Raum) und einer weiteren Abbildung
B von rr auf eine Ebengy zusammensetzen. Wahlt man ffieine Kongruenzabbildung oder
eine Ahnlichkeitsabbildung, so bleiben die wesentlich@eEschaften einer Zentralprojektion
erhalten. Es gilt aber keine analoge Aussage zum Satz vdké?@as Produkt einer Zentral-
projektion und einer finitat kann ,starker verzerrt” sein als eine Zentralpramkt Vgl. dazu
Abbildung 3.10: Sie zeigt links eine Photographie und rede nachtraglichfan verzerrte
Kopie des Originals. Dieses Bild lasst sich mit einem Phopaaat alleine nicht erzeugen, egal
wie man die Kamera dreht und wendet.

Eine noch starkere Verzerrung kann sich ergeben, wenn eingaprojektion mit einer
Kollineation zusammensetzt wird. Dies tritt etwa dann gieann man ein Photo mit Hilfe einer
Kamera reproduziert und die optische Achse der Kamera ehdimahme nicht orthogonal
zur Ebene des Photos ist.

1Das Ergebnis tiber die Berenzierbarkeit vow lasst sich auf alle Punkte vaR \ {O} ausdehnen, wenn der
projektive Raun® in geeigneter Weise atlifferenzierbare Mannigfaltigkedaufgefasst wird.
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Abbildung 3.10: Photo undfn verzerrtes Photo (Schloss Eggenberg, Graz)

3.3 Sichtbarkeit und Orientierung der Bildebene

3.3.1 Eine Zentralprojektion liefert nur dann ein mit unserer &tthrung tbereinstimmendes
Bild, falls ausschlief3lich Punkte des Sehraumes dardestetden. (Wir konnen auch nicht
gleichzeitig nach vorne und nach hinten sehen.) AuRerdechemen Objekte, die sich im
virtuellen Raum befinden, im perspektiven Bild ,am Kopf sied“. Die Punkte im virtuel-
len Raum, die Verschwindungspunkte und die Fernpunktesinéllem flr die theoretische
Beschreibung einer Zentralprojektion wichtfg.

3.3.2 Wir treffen nun die folgenden Festsetzungen:
1. Sichtbarkeit wird nur fir Punkte im Sehraum diskutiert.

2. Jede nicht in der Verschwindungsebene liegende Setgéshde ihren Fernpunkt) wird
durch das Punktepadd(S) orientiert, wobelS den Schnittpunkt der Sehgeraden mit der
Bildebene bezeichnet.

Damit lassen sich dann die Uberlegungen zur Sichtbarkmiiggimafi von den Parallelprojek-
tionen Ubertragen. Die Sehstrahlen sind immer vom Auge #deBene hin orientiert.

3.3.3 Auch bei einer Zentralprojektion ist eine Orientierung Bddebener mitbestimmt: Es

ist jener Halbraum beziiglichausgezeichnet, in dem der Augpunkt liegt. Damit kann dann so
wie in Abschnitt 1.5 beschrieben werden, was es bedeutérdask die Abbildung : 7 —

(vgl. 3.2.13) gleichsinnig ist. Damit wird auch hier siclyestellt, dass keine spiegelverkehrten
Bilder in y entstehen.

3.4 Zentralprojektion in POV-Ray

3.4.1 In POV-Ray wird eine Zentralprojektion durch den Augpu@ktund den Hauptpunk
bestimmt. So wird etwa durch

camera { location <3,2,6> look_at <0,0,0> }

12Es kann sich aber zum Beispiel eine Lichtquelle in einem Pdak virtuellen Raumes oder in einem Fern-
punkt befinden (Ruckenlicht, Parallelbeleuchtung).
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der Punkt (32, 6) als Augpunkt und der Punkt,(0, 0) als Hauptpunkt definiert. Die Zwischen-
bildebener ist dann schon mitbestimmt. Auf Grund interner Einstelleimgvird dann ein pas-
send vergrol3ertes oder verkleinertes elektronischeseBaeugt, welches in der Ebepeaus
3.3.3 liegt.

e Der durchlook_at beschriebene Hauptpunkt erscheint in der Mitte des rechteckigen
Bildes.

e Die DistanzOH regelt denMafRstabder Ahnlichkeitsabbildung — . Je groRer der
Abstand ist, desto kleiner erscheinen die Objekte im eridggii Bild.

e Sofern diey-Achse nicht projizierend ist, weist sie im Bild nach oberi Brojizierender
y-Achse zeigt die-Achse nach oben.

Die letztgenannte Eigenschaft andert sich, sobald wirtrdtfo geman 2.8.3 (vgl. auch Bei-
spiel 2.9.10) im Bild auf ein Rechtssystem umrechnen.yPdehse und die-Achse tauschen
dann ihre Rolle.

3.4.2 Bei der Darstellung von Objekten unter einer Zentralprigekgelten in POV-Ray fol-
gende Einschréankungen:

e Es werden nur jene Teile von Objekten dargestellt, die imlbrdes Sehraumes liegen.

e Es werden nur jene Teile von Objekten dargestellt, die imalbreiner vierkantigen Py-
ramide mit SpitzeO liegen. Die Basis dieser Pyramide ist jenes Rechteck olas den
Rand des elektronischen Bildes ergfiibt.

POV-Ray unterscheidet zwar endliche Objekte (etwa Quadad)unendliche Objekte (etwa
Ebenen), beide Arten von Objekten bestehen aber nur austpen Punkten. Bei mit POV-
Ray erstellten Zentralprojektionen treten Fluchtpunkiein der Form von Randpunkten des
perspektiven Bildes eines unendlichen Objekts auf.

3.4.3 Der rechteckige Bildausschnitt (und damit der Ahnlichsfaiktor der Abbildung der Zwi-
schenbildebene auf die Bildeben®) lassen sich auch durch das Schliissehangile steuern.
Zum Beispiel ergibt

camera { angle 110 location <3,2,6> 1look_at <0,0,0> }

einenhorizontalen @ungswinkelon 110 fur die in 3.4.2 erwadhnten Pyramide, was einem
starken Weitwinkelobjektiv entspricht.

Die Abbildungen 3.11 bis 3.17 illustrieren, wie sich dasiRler schon zuvor betrachteten 25
Exemplare eines Mengerschwammes je nach Wahl von Augpdakiptpunkt und @nungs-
winkel verandert. Didughohast dabei der orientierte Abstand des Auges von der waatgech
Ebene, auf der alle Schwamme aufliegen.

Die vier Bilder in einer Zeile unterscheiden sich immer naihorizontalen &nungswinkel.
Die ersten drei Bilder in jeder Zeile stellen immer nur Adsstisvergrof3erungen des letzten
Bildes dar.

13Es kommt gelegentlich auch vor, dass Objekte, die dem Augeba kommen, gar nicht dargestellt werden.
Theoretisch ist die Zentralprojektion ja nur @ nicht definiert. Aus numerischen Griinden muggisichtlich
eine Umgebung vo® ausgenommen werden.
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Fur das erste Bild (ganz links) wurdegle 30 gesetzt. Das entspricht einem starken
Teleobjektiv.

Fur das zweite Bild von links wurde keimgle Wert angegeben.

Das dritte Bild von links gehdort zum Westhgle 90.

Das vierte Bild (ganz rechts) wurde maiigle 110 erstellt.

Nun beschreiben wir der Reihe nach die restlichen Einstgén. Sie sind innerhalb einer Zeile
immer gleich:

¢ In Abbildung 3.11 zeigt die Blickachse nach oben. Dahett kiksg Fluchtpunkt der verti-
kalen Kanten tber dem Horizont. Diesefédkt ist in der Photographie unter dem Namen
stirzende Linieekannt.

¢ In Abbildung 3.12 ist die Blickachse waagrecht, womit diethkalen Kanten parallele
Bilder haben. Der Augpunkt ist derselbe wie in Abbildungl3.1

e Fur die Bilder in Abbildung 3.13 wurde der Augpunkt weitermicht veréndert, die
Blickachse weist nun aber abwarts. Daher laufen die Biléervéertikalen Kanten in ei-
nem Punkt unterhalb des Horizonts zusammen.

e Abbildung 3.14 zeigt eine sogenanmschperspektiveHier ist die Aughthe (relativ
zur Grol3e der Wirfel) sehr klein. Die Blickachse weist naoéro

e Abbildung 3.15 gibt erneut eine Froschperspektive zumesefugpunkt wie zuvor wie-
der, aber jetzt mit waagrechter Blickachse.

¢ Nur der Vollstandigkeit halber wurde Abbildung 3.16 erstelier zeigt die Blickachse
der Froschperspektive nach unten.

e Schlief3lich wurde fur Abbildung 3.17 die Aughthe negatiwghlt. Damit das Bild nicht
nur die waagrechte Ebene von unten zeigt, wurde die Ebensptagent gestaltet. Die
Blickachse dieseMaulwurfsperspektivereist nach oben.

Beachte, dass im vierten Bild (ganz rechts) der Horizont dadinter ein Stick des
Himmels zu sehen ist. Ein solches Bild lie3e sich auch memifPhotoapparat machen,
indem 25 Modelle eines Mengerschwammes auf eine Glasglestellt wirden.
Selbstverstandlich lieBen sich auch fir diese Maulwurtgpektive weitere Ansichten
mit horizontaler und nach unten gerichteter Blickachselraac

1

Abbildung 3. 11 Bl|ckachse nach oben, Aughohe etwa aufdrditdhe der Wurfel
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Abbildung 3.16: Blickachse nach unten, Froschperspektive

Abbildung 3.17: Blickachse nach oben, Maulwurfsperspekti



Kapitel 4

Darstellung von Kurven und Flachen mit
POV-Ray

4.1 Kurven

4.1.1 Unter einemparametrisierten Kurvém R2 verstehen wir die Bildmenge einer stetigfdi
renzierbaren Abbildung

K:l = R3:t- k() = (Ku(t), Ka(t), ks(t)). (4.1)

Dabei bezeichndt # 0 ein dfenes Intervall irR. Eine derartige Abbildung wird auch al3Neg
oderParametrisierungpezeichnet. Anschaulich lassen stcils Zeitparameter und der Wég
als Bewegungsgleichungen interpretieren: Die Kurve ehtstls Bahn eines bewegten Punktes,
der sich zum Zeitpunktan der Stellk(t) befindet.

Eine parametrisierte Kurve kann auf viele verschiedenerAdiargestellt werden. Zwei We-
gek : I - R3undk : I — R3 heiRendquivalent falls sie sich nur um einemulassigen
Parameterwechselnterscheiden, das heil3t, es muss eine bijektive und irebdRichtungen
stetig ditferenzierbare Abbildung

ol -l
so geben, dass
k=ko¢ und ?j—"fo #0 inganz I.

Eine Kurve ist dann eine Aquivalenzklasse von Wegen. In defféddéntialgeometrie werden
Eigenschaften von Kurven untersucht, eine konkrete Pdraeeung ist dabei nur Mittel zum
Zweck!

4.1.2 Manche Beglfie flr Kurven lassen sich nur unter der Voraussetzung foereni, dass
wenigstens ein beschreibender Wemal stetig diferenzierbar ist mit > 2. In diesem Fall
muss die obige Definition aquivalenter Wege so verschanterge dass nur-mal stetig dif-
ferenzierbare Wege zugelassen werden. Ferner muss awmhzjg@dssige Parameterwechsel
r-mal stetig diferenzierbar sein.

!Die hier angegebenen Ergebnisse aus déeRintialgeometrie konnen etwa in den Lehrbiichern [4] obigir [
nachgelesen werden.
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4.1.3 Istflurty € | die Bedingung

- dk
k(to) = —
(to) qt (to) # 0
erfullt, so wirdk(tp) als einregularer Punkt Die Gerade
K(to) + RK(to)

hei3t dieTangenteder Kurve im Punkk(to). Bei einem zulassigen Parameterwechsel kann sich
zwar der Richtungsvektd(ty) der Tangente &ndern, nicht jedoch die Tangente selbst.

4.1.4 Sind furty € | die ersten beiden Ableitungsvektoren
k(to). k(to)
linear unabhangig, so wird die Ebene
K(to) + RK(to) + Rk(to)

als dieSchmiegebender Kurve im Punkk(to) bezeichnet. Bei einem zulassigen Parameter-
wechsel kénnen sich zwar die Richtungsvektokég) und k(t;) der Schmiegebene &ndern,
nicht jedoch die Schmiegebene selbst.

Sind hingegeti(to), k(to) linear abhéangig und i(t,) # 0, so wirdk(t) ein Wendepunkder
Kurve genannt.

Die Gestalt einer regular parametrisierten Kurve, die &&Wendepunkte besitzt, wird (bis
auf gleichsinnige Kongruenztransformationen) durch askealare Funktionen véllig bestimmt:
Die Krimmungk : | — R ist durch

_ Ik < k@Il _
k@I

erklart. Sie misst, vereinfacht ausgedrickt, wie sehr diev& von einer Geraden abweicht.
Die Kurven mit in ganz verschwindender Krimmung sind genau die Geraden.TDision
7.1 —> Ristdurch

k(t)

detk(t)., k(t), k(1))
7(t) = . = :
[Ik(t) x k@I
definiert. Sie misst, vereinfacht ausgedriickt, wie sehidiese von einer ebenen Kurve ab-

weicht. Eine Kurve hat genau dann in gdnzerschwindende Torsion, wenn sie in einer Ebene
enthalten ist. Kruimmung und Torsion &ndern sich bei eindéssigen Parameterwechsel nicht.

Bemerkung 4.1.5In praktischen Anwendungen hat man es oft mit stetigen, mlesttickwei-

se dfferenzierbarenMegen zu tun. Hier kann es in einzelnen Punkten edchtsseitige Tan-
genteund eine davon verschiedeheksseitige Tangentgeben. Sind diese beiden Tangenten
gleich, so kann dennoch einechtsseitige Schmiegebemad eine davon verschiedelirekssei-
tige Schmiegeberexistieren. Die Gleichheit von Tangente und Schmiegebeamem solchen
Punkt garantiert tibrigens noch nicht, dass der Ubergaingmungsstetigrfolgt.
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4.2 Bilder von Raumkurven unter Projektionen

4.2.1 Wir betrachten im Folgenden eine Zentralprojektion
C:P\{O} »>nm: X OXNm,

und — mit den Bezeichnungen aus (4.1) — eine parametrisiertee k(1) c R3, die keine Ver-
schwindungspunkte enthalt. Alle Ergebnisse dieses Abigsigelten sinngemald auch fir jede
Parallelprojektionp, wobei die Einschrankung hinsichtlich der Verschwindyngte weg-
fallt.

Die zusammengesetzte Abbildueg k liefert eine parametrisierte Kurve ¢ k)(1) der
Bildebene. Isk ein r-mal stetig diferenzierbarer Weg, so fiiti dies auch au€ o k zu, dac in
einer Umgebung jedes Kurvenpunktes beliebig oft parti@iedenzierbar ist. Wir notieren eine
einfache Folgerung:

Satz 4.2.21st k(to) ein regulérer Kurvenpunkt, so iftok)(tp) ein regularer Punkt der Bildkurve
(c o K)(1), sofern nur die Tangente im Punktd nicht projizierend ist. In diesem Fall stimmt
das perspektive Bild der Tangente im Punfg)kmit der Tangente an das perspektive Bild der
Kurve Uberein.

Beweis. Unter dem totalen Dierential vonc an der Stellé(to) geht der Ableitungsvektd(to)

in den Ableitungsvektordo k) (tp) Uber. Dak(ty) # O nach 3.2.13 nicht im Kern des totalen
Differentials liegt, folgt ¢ o k) (to) # 0. Die Aussage Uber die Tangenten ergibt sich daraus
durch eine einfache Rechnung. O

Fallsk(to) ein reguléarer Kurvenpunkt mit projizierender Tangenteses ist der Weg o k an
der Stellety nicht regular. Uber den Verlauf der Bildkurve in der Nahe yon K)(to) lasst sich
dann keine allgemein gultige Aussage machen. In vielereR&lird die Bildkurve einé&pitze
besitzen. Vgl. dazu Abbildung 4.1. Sie zeigt den Schataner Raumkurve in einer Ebene,
wobei sich die Lichtquelle auf der blau hervorgehobenerg&ate der Kurve befindet. Die im
Bild hinzugefugteSpitzentangentiitt dabei als Schatten der Schmiegebene im Plfikx auf.

k(1)

Abbildung 4.1: Spitze der Schattenkurve

2Fiir eine punktférmige Lichtquelle entspricht der Schattenwurf auf eine EbergeL einer Zentralprojektion.
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4.3 Kurven und POV-Ray

4.3.1 Um eineparametrisierte Kurven POV-Ray darzustellen, wird auf efdehnenpolygon
zurlickgegrifen. Dazu werden im Parameterinterdalbder gegebenfalls auch am Rand ¥pn
Wertea, b € R mit a < b gewahlt. Das abgeschlossene Intervalb] wird in w > 1 Teilinter-
valle mit den Randpunkten

a=ty<ty<---<ty=b

zerlegt. Dann wird das durch die Punkig) beschriebene Sehnenpolygon dargestellt. An die
Stelle einer Strecke tritt in POV-Ray eine Sphare k() und ein dtener Zylinder vork(t;)
nachk(ti;1). Am Schluss kann noch eine Sphare kfn) erganzt werden. Alle diese Spharen
und Zylinder haben denselben (kleinen) Radius. Vgl. dazbildbng 4.2 links. Sofern nur
benachbarte Punkit;), k(ti,1) hinreichend nahe beieinander liegen, ergibt sich im Béd d
Eindruck einer glatten Kurve so wie Abbildung 4.2 rechts.

Abbildung 4.2: Approximation einer Kurve durch ein Sehnalggon

Die Wahl des Radius der Zylinder und Spharen ist dabei Geackssache. Wird ein sehr
kleiner Radius gewahlt, so entspricht dies eher dem Ideadmer Strecke bzw. eines Punktes.
Es werden dann aber Farbe und Oberflache nur schlecht edeesein. Wird ein grol3erer
Radius gewahlt, so besteht die Gefahr, dass das Bild ehan &wobr als an eine Kurve erinnert.
Ein weiteres Problem tritt bei einer Zentralprojektion,add dann der ,Radius” der Bildkurve
nicht konstant zu sein braucht. Vgl. dazu etwa Abbildung 3.7

4.3.2 Eine in vielen Fallen ausreichende Strategie ist es, dasniderintervall & b] in w
gleich lange Teile zu zerlegen, wolvehinreichend grol3 ist. Bei diesaquidistanten Untertei-
lunggilt also

= a+vlv(b—a) fir ie{0,1,...,wh
Diese Approximation liefert jedoch dann keine gute Nahgrdalls die Strecken des Sehnen-

polygons stark unterschiedliche Langen besitzen.

Beispiel 4.3.3Mit der folgenden POV-Ray-Datei wurde Abbildung 4.2 redintstellt. Das Bei-
spiel zeigt auch, wie die Parameterdarstellung einer Komm¢éilfe eines einfacheMacrosin
POV-Ray implementiert werden kann.
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// Hans Havlicek Visualisierung

#include "colors.inc"
#include "transforms.inc"

// Trafo auf Rechtssystem
#declare Trafo = transform {matrix <1,0,0, 0,0,1, 0,1,0, 0,0,0>}
camera { orthographic location vtransform(<-4, 7, 5> Trafo)

look_at vtransform(<®, 0, 0> Trafo) transform Trafo}

light_source { <-50, 30, 50> color rgbh 1 }
light_source { < 50, 60, 70> color rgb 0.8 shadowless}

background { color White }

#declare MeinFinish = finish { phong 0.9 ambient 0.3 }
#declare MeinPigment = pigment{ color Orange }

// Macro fiur die Parameterdarstellung der Kurve
// t kann nicht verwendet werden, da reservierte Bezeichnung
#macro Kurvenpunkt(T) 5*<sin(T)*cos(2*T),cos(T),sin(T)*cos(T)> #end

// Grundeinstellungen
#declare Teile=200; // Anzahl der Teilstrecken

#declare Tanf=0; // Anfangsparameter
#declare Tend=2*pi; // Endparameter
#declare S=0; // Anfangswert des Zdhlers S

#declare Dicke=0.1; // halbe Dicke der Kurve (Rohrfliache)

// Objekt erstellen
#while (S<Teile) // beachte das kleiner-Zeichen
// Parameter zum Anfangs- und Endpunkt der aktuellen Strecke
#declare Tl = Tanf+S/Teile*(Tend-Tanf);
#declare T2 = Tanf+(S+1)/Teile*(Tend-Tanf);
union{
// Anfangspunkt und Strecke
sphere{Kurvenpunkt (T1) Dicke}
cylinder{Kurvenpunkt (T1) Kurvenpunkt(T2) Dicke open}
pigment{MeinPigment} finish{MeinFinish}
}
#declare S = S+1; // Zsdhler erhohen
#end // Ende der while-Schleife
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// Bei Bedarf eine Kugel zum Abschluss erginzen

4.3.4 Ein anderes Verfahren ist dignterteilung durch sukzessive IntervallhalbieruSge geht
von zwei Parameterwerten < t, aus. Ist der Abstand der Kurvenpunkig;) und k(t,) klei-
ner oder gleich einer vorgegebenen Schranke 0, so werden die Punkte mit einer Sehne
verbunden. Ist das nicht der Fall, so wird das Intervall ieathalso der Mittelpunkt

1
t3i==(t; +t
3 2(1+ 2)

berechnet. Dann werden die Uberlegungentimit undts, t, wiederholt. Die Gesamtzai+ 1
der Teilungspunkte ergibt sich dabei in Abhangigkeit worZur lllustration wurden in Ab-
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Abbildung 4.3: Approximation durch sukzessive Intervallsierung

bildung 4.3 links die Zylinder weggelassen, wahrend resbtgohl Kugeln als auch Zylinder
verwendet wurden.

Beispiel 4.3.5Mit der folgenden POV-Ray-Datei wurde Abbildung 4.3 recétstellt. Dabei

ist es wichtig, dass dikale VariableT3 innerhalb des MacroStrecke( , ) nicht mit dem
Schlisselwor#declare sondern mi#local definiert werden muss. Sonst wirde der rekursive
Aufruf dieses Macros nicht funktionieren.

// Hans Havlicek Visualisierung

#include "colors.inc"
#include "transforms.inc"

// Trafo auf Rechtssystem
#declare Trafo = transform {matrix <1,0,0, 0,0,1, 0,1,0, 0,0,0>}
camera { orthographic location vtransform(<4, 7, 5> Trafo)

look_at vtransform(<®, 0, 0> Trafo) transform Trafo}

light_source { <-50, 30, 50> color rgh 1 }
light_source { < 50, 60, 70> color rgb 0.8 shadowless}
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background { color White }

#declare MeinFinish = finish { phong 0.9 ambient 0.3 }
#declare MeinPigment = pigment{ color Orange }

// Macro fiur die Parameterdarstellung der Kurve
// t kann nicht verwendet werden, da reservierte Bezeichnung
#macro Kurvenpunkt(T) 5*<sin(T)*cos(2*T),cos(T),sin(T)*cos(T)> #end

// Macro zum Darstellen der Kurve
#macro Strecke(T1,T2) // T1l, T2 sind zwei Parameterwerte
#if ( vlength(Kurvenpunkt (T1)-Kurvenpunkt(T2)) <= Epsilon )
// falls Punkte zu T1 und T2 nahe genug:
// Kugel im ersten Punkt und verbindender Drehzylinder
union{ sphere{Kurvenpunkt (T1) Dicke }
cylinder{Kurvenpunkt (T1) Kurvenpunkt(T2)
Dicke open }
pigment{MeinPigment} finish{MeinFinish}
}
#else
// halbiere das Intervall und rufe das Macro mit beiden
// Teilstrecken auf
#local T3 = 1/2*(T1+T2); // Halbierungspunkt
// als lokale (!) Variable
Strecke(T1,T3) // erster Aufruf
Strecke(T3,T2) // zweiter Aufruf
#end // End if
#end // Ende macro

// Grundeinstellungen
#declare Epsilon=0.3; // max Abstand fiir Sehnen
#declare Dicke=.1; // halbe Dicke der Kurve (Rohrfliche)

// Objekt erstellen

// Aufruf des Macros in zwei Schritten, da geschlossene Kurve
Strecke(®,pi)

Strecke(pi,2*pi)

// Bei Bedarf eine Kugel zum Abschluss ergdnzen
Bemerkung 4.3.6 Eine parametrisierte Kurve kann Verschwindungspunkteresentralpro-

jektion enthalten. (Bei einer Parallelprojektion triteder Fall nicht auf.) Wir diskutieren die
dabei auftretenden Mdglichkeiten hier nicht systematisch
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Exemplarisch sei aber ohne Beweis der Fall eines Kreisaaén Bicht projizierenden Ebe-
ne erwéhnt. Auf sein perspektives Bildfftigenau einer der folgenden Falle zu:

e Der Kreis enthalt keinen Verschwindungspunkt. Das perspeBild des Kreises ist eine
Ellipse.

e Der Kreis enthalt genau einen VerschwindungspWhkdas perspektive Bild des Kreises
ist eine Parabel. Die Achse dieser Parabel enthalt den &ekbg(V).

e Der Kreis enthalt genau zwei Verschwindungspun¥igV,. Das perspektive Bild des
Kreises ist eine Hyperbel. Die perspektiven Bilder der Earign in den beiden Ver-
schwindungspunkten sind die Asymptoten der Hyperbel. Eeldn Fernpunkte der
Asymptoten sind die PunktV;) undc(V,).

Vgl. dazu Abbildung 3.7 links: Die Bilder der Randkreise deiinen Kreisringe sind Ellipsen,
bei den weil3en Kreisringen treten aber Hyperbeln auf. Dedvein kénnte noch genau ein Kreis
erganzt werden, dessen perspektives Bild eine Parab@lester Kreis ist aber in Abbildung 3.7
nicht dargestelit.

Falls eine Kurve Verschwindungspunkte oder Punkte im glié&n Raum einer Zentralpro-
jektion enthalt, so wird sie unter POV-Ray nur teilweiserddehlimmstenfalls) tberhaupt nicht
dargestellt. Wenn etwa das perspektive Bild eines KreisesHyperbel ist, so wird in POV-Ray
bestenfalls einer ihrer beiden Aste im Bild zu sehen sein. 8azu Abbildung 3.7.

4.4 Flachen

4.4.1 Es seierM # 0 ein einfach zusammenhangendes GébirtR?,
F:M->R:x- F(x)
eine stetig dierenzierbare Funktion urde R eine Konstante. Dann heif3t
F(c) ={xe M|F(x)=c} (4.2)
die Niveauflachevon F zum Wertc. Falls ¢ nicht im Wertevorrat der Funktio& liegt, gilt
F~1(c) = 0. Dieser Fall ist nicht von Interesse und wird im Folgendesgaschlossen.

Indem wir F durch die Funktionx — F(X) — c ersetzen, kdnnen wir uns o. B. d. A. auf
Niveauflachen zum Wert 0 beschranken.

4.4.21stF(p)=0und
OF OF OF
F),=|— — —
(gradF)|, (axl’ 8X2’8x3) p;& 0,

so wird peinregularer Punkder Niveauflach& ~1(0) genannt. Die Nullstellenmenge der Funk-
tion

R® - R : x> (gradF)|,- (X - p) (4.3)
ist die Tangentialebender Niveauflache im Punki Der Gradient (graé)|, steht also auf die
Tangentialebene orthogonal.

Nach dem Hauptsatz tUber implizite Funktionen lasst Bich einer Umgebung voip nach
einer der drei Koordinaten auflésen. Das bedeutet, dasslsrdburchschnitt der Niveauflache

3Diese Voraussetzung reicht fiir unsere Zwecke.
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F~1(0) mit einer passenden Umgebung vprls Graph einer Funktion darstellen lasst. Vgl.
dazu 4.4.7.

4.4.3 IstF(p) = 0 und

(gradF)|, =0
so wird p ein singularer Punkier Niveauflach& ~1(0) genannt. Uber den Verlauf der Niveau-
flache in einer Umgebung vaulésst sich dann keine allgemein gultige Aussage machererunt
Umstanden isp sogar ein isolierter Punkt; d. h. in einer Umgebung \wliegt kein anderer
Punkt der NiveauflachE~1(0). Letzteres tifit etwa flrF (x,, Xo, X3) = X¢ + X5 + %5 im Ursprung
Zu.

4.4.4 Unter einemparametrisierten Flachen R* verstehen wir die Bildmenge einer stetig dif-
ferenzierbaren Abbildung

f:U->R3:(Uv) > f(uv) = (fi(u,v), fa(u, v), f3(u, v)). (4.4)

Dabei bezeichndt) # 0 ein einfach zusammenhangendes Gebi&34nEine derartige Abbil-
dungf wird auch alsNVegoderParametrisierungpezeichnet.

Eine parametrisierte Flache kann auf viele verschiedenenAdargestellt werden. Zwei
Wegef : U » R3und f : U — R3 heiRendquivalent falls sie sich nur um einenulassigen
Parameterwechselnterscheiden, das heildt, es muss eine bijektive und irebdRichtungen
stetig diferenzierbare Abbildung

p:U->U
S0 geben, dass
f=foyp und det), #0 inganz U;
dabei bezeichnet déf die Funktionaldeterminante van also die Determinante der Jacobi-
Matrix (Matrix der partiellen Ableitungen) voa. EineFlacheist dann eine Aquivalenzklasse
von Wegen. In der Dierentialgeometrie werden Eigenschaften von Flachen suntbt, eine
konkrete Parametrisierung ist dabei nur Mittel zum Zweck.

4.4.5 Manche Begfie fur Flachen lassen sich nur unter der Voraussetzung feereal dass
wenigstens ein beschreibender Wemal stetig diterenzierbar ist mit > 2. In diesem Fall
muss die obige Definition aquivalenter Wege so verschanterge dass nur-mal stetig dif-
ferenzierbare Wege zugelassen werden. Ferner muss awmhzjg@dssige Parameterwechsel
r-mal stetig diferenzierbar sein.

4.4.6 Sind fur (g, Vo) € U die partiellen Ableitungsvektoren

of of : .
%(uo,vo), E(uo,vo) linear unabhéngig,

so wird f (up, Vo) alsreguléarer Punktan der Stellel, Vo) bezeichnet. Die Ebene
of of
f(Uo, Vo) + R %(Uo, Vo) + R E(UO’ Vo) (4.5)

heil3t dieTangentialebender Flache im Punkt (ug, vo). Der Normalvektor

of

of
%(Uo, Vo) X E(Uo, Vo) #0 (46)
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steht auf die Tangentialebene orthogonal. Bei einem zgkis$arameterwechsel kbnnen sich
zwar die Richtungsvektoren der Tangentialebene andeaht jedoch die Tangentialebene
selbst.

Ist p = f(uo, Vo) €in regularer Punkt, so gibt es einelihenthaltene Umgebung, von
(uo, Vo) derart, dass sich(Ug) als Graph einer Funktion darstellen lasst. Vgl. dazu 4.4.7

4.4.7 Ein Sonderfall einer parametrisierten Flache ist @esph einer stetig dierenzierbaren
Funktionz: U — R, wobeiU # 0 ein zusammenh&angendes GebieRfrist. Die Abbildungf
aus (4.4) hat hier die spezielle Badart

f:U->R3:(Uv) - f(uv)=(uv,zu,Vv)). (4.7)

Es liegt daher nah&? mit dem Unterraunx; = 0 vonR3 vermoge ¢, V) = (u, v, 0) zu identi-
fizieren. In diesem Sinne ist datthein Teil der Ebenes = 0 und die Punkte der FlacHdgU)
erscheinen als Graph der Hohenfunktoiiber den Punkten vobl (Funktionsgebirge). Die
Parametrisierund ist fur alle (o, Vo) € U regulér, da

of 0z of 0z
%(Uo, Vo) = (1, 0, %(Uo, Vo)), E(UO’ Vo) = (0’ 1, 6—\/(U0,Vo))

offensichtlich linear unabhangig sind.
Die parametrisierte FlachiU) stimmt mit der Niveauflach&-1(0) der Funktion

F:UXR: (X, X, X3) > Z(Xg, X2) — X3 (4.8)

Uberein; dabei wurden die Argumente vonicht mitu, v sondern mitx;, x, bezeichnet. Auch
bei dieser Darstellung ist jeder Punkt der NiveauflaEh&0) regular, da

0z 0z

dF = [——, 2=
oracF = 55, 5%

_1) £0

sogar in gand) x R erfullt ist. Fur einen Punkp = (U, Vo, Z(Ug, Vo)) der Flachef (U) = F~1(0)
stimmt der Gradient voR an der Stellg bis auf einen Vorzeichenfaktor mit den Kreuzprodukt
(4.6) der partiellen Ableitungen vanan der Stellel, Vo) Uberein. Die beiden Beschreibungen
der Tangentialebene aus (4.3) und (4.5) liefern also diedebene.

4.4.8 Wie bereits zuvor erwahnt wurde, kann jede regulare Nivéah# und jede regulére pa-
rametrisierte Flache stiickweise als Graph einer Funktargestellt werden. Beim Studium
von lokalen Eigenschaften brauchen daher nur Funktiopbgrabetrachtet zu werden. Global
gesehen reichen Funktionsgraphen jedoch nicht aus, urhdtialgemeinerer Art zu beschrei-
ben.

Bemerkung 4.4.9 In praktische Anwendungen hat man es oft mit stetigen, abesttickwei-
se dfferenzierbarerFlachen und Wegen zu tun. Hier kann es in einzelnen Punktdmense
Tangentialebenen geben.

4In (4.7) ist die dritte Koordinate ausgezeichnet, da dogt Blinktionz auftritt. Analog kénnte eine andere
Koordinate ausgezeichnet werden.
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4.5 Bilder von Flachen unter Projektionen

4.5.1 Wir betrachten im Folgenden eine Zentralprojektion
C:P\{O} »>nm: X OXNm,

und — mit den Bezeichnungen aus (4.4) — eine parametrigikithef (U) c R3, die keine Ver-
schwindungspunkte enthélt. Alle Ergebnisse dieses Abgsiyelten lokal auch fur Niveaufla-
chen. Ferner lassen sich alle Ergebnisse dieses Abscéinitigemald auf Parallelprojektionen
Ubertragen, wobei die Einschrankung hinsichtlich der &f@nsndungspunkte wegfallt.

Die zusammengesetzte Abbildung f liefert eine parametrisierte Flached f)(U) der
Bildebene. Istf einr-mal stetig diferenzierbarer Weg, so fiiti dies auch au€ o f zu, dac in
einer Umgebung jedes Kurvenpunktes beliebig oft partigiedenzierbar ist.

4.5.2 Unter einer Zentralprojektion sind jene regularen Flaghekte p = f(ug, Vo) ausge-
zeichnet, die eine projizierende Tangentialebene besi2erartige Punkte werdedmriss-
punkteoderKonturpunktegenannt. Die zusammengesetzte Abbildanfjist an solchen Stellen
(uo, Vo) nicht regulér. Die Umrisspunkte einer Flache bilden ideneFallen eine oder mehrere
Kurven; bei manchen Flachen kdnnen aber auch isolierte 4$puinkte auftreten. Die Bilder
der Umrisspunkte sind im Allgemeinen Randpunkte der Bitdif&i€ o f)(U). Da die Bilder
allfalliger Umrisskurven unter POV-Ray ,automatisch” gehen, verzichten wir hier auf eine
genauere Diskussion.

Beispiel 4.5.3 Abbildung 4.4 zeigt das Bild eines Torus unter verschieddBleckrichtungen.
Als Umriss treten in allen drei Figuren zwei Kurven am Torug die sich regular parametrisie-
ren lassen. In der linken Figur erinnern die Bilder der Uskisven an Ellipsen. Eine genauere
Betrachtung zeigt aber, dass es sich nicht um Ellipsen hiahaeer mittleren Figur hat das

HE

Abbildung 4.4: Umriss eines Torus bei verschiedenen Biitkungen

Bild der ,inneren* Umrisskurve vier Spitzen. In den be&femden Punkten der Umrisskurve ist
die Tangente eine Sehgerade, die Umrisskurve selbst hiaéiden regularen Punkt. Fir das
rechte Bild wurde die Blickrichtung so gewahlt, dass diengre” Umrisskurve im Bild genau
zwei Spitzen hoherer Ordnung RaDer Torus wurde in allen drei Ansichten mit leichter Trans-
parenz dargestellt, damit in allen Fallen die gesamten &bkurven gesehen werden kénnen.

5Im Bild sieht es so aus, als wiirde die Kurve links und rechtsrje Ecke mit zwei verschiedenen Tangenten
besitzen. Das ist nicht aber nicht richtig. Die Kurve vetlsith in jedem dieser Punkte wie die parametrisierte
Kurvet — (t* t%) an der Stelldy = 0: Fiirty = 0 lasst sich durch stetiges Erganzen genau eine ,Ersataitefy
definieren. Deren Richtungsvektor ist 9.
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4.6 Niveauflachen und POV-Ray
4.6.1 Die Niveauflachen linearer Funktionen sind Ebenen. Deregahr wurde schon in 2.5.2
besprochenQuadrikensind die NiveauflacheR~1(0) quadratischer Funktionen
F:R®>R:(XY,2— AXC + By + CZ + Dxy+ Exz+ Fyz+ Gx+ Hy + 1z + J
Die Definition erfolgt als
quadric { <A,B,C>, <D,E,F>, <G,H,I>, ] pigment {...} }

und kann von einer Clipping-Anweisung (etwaipped_by{ box ...}) begleitet werden.
Vgl. dazu Abbildung 4.5. Dort sind auch die Koordinatena&rhdargestellt, wobei diese ihren
Schatten auf die Quadrik werfen.

O R = wa
V. X % 8

Abbildung 4.5: Quadriken

4.6.2 Algebraische Flachewerden durch eine Polynomfunktidghvom Gradn beschrieben.
In POV-Ray werden alle Gradzahlerx 15 untersttitzt. Die Definition kann so erfolgen:

poly { n, <.,., ... ,.,.> pigment {...}}

Dabei istn der Grad des Polynoms urd,., ... ,.,.> die Kodfizientenliste bei den
auftretenden Monomen. Etwa fiir kubische Flachen sind diedviee so geordnet:

X, XY, X2, X2, XY, XYZ XY, X2, X2, X, YV, Y’Z. Y2, YZ,yz Y. 2, Z, 2, 1

Fur Polynome vom Grad 3 und 4 gibt es auch die Schliisselwaliéc undquartic. Deren
Syntax ist so wie oben, blof3 fallt die Gradzahiveg. Alle mitpoly erklarten Niveauflachen
sind unbegrenzt.

Als Alternative gibt es den Befelpblynomial. Hier konnen die Kofizienten in beliebiger
Reihenfolge angegeben werden. Um etwa die kubische FlatltenGleichung

X2 +5x%y-3yz+1=0
festzulegen, wird geschrieben:

polynomial { 3, xyz(3,0,0):1, xyz(2,1,

0):5, xyz(0,1,1):-3,
xyz(0,0,0):

pigment { ... } }

= o
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Die erste Zahl ist der Grad des Polynoms, die drei Zahlen irkKtlenmer nachxyz sind die
Exponenten, j, kbeim Termx'y!Z, die Zahl nach dem Doppelpunkt ist der zugehorigefKoie

ent. Alle Kodtizienten mit dem Wert 0 kbnnen weggelassen werden. Bei natafdelegung
eines Kodizienten gilt immer die letzte Definition.

Beispiel 4.6.3Wir betrachten die Niveauflache mit der Gleichung
XY+ XzZ+yz— xyz= 0.

Sie enthalt neben den drei Koordinatenachsen noch dreenge@@eraden. Die Definition in
POV-Ray zur Erstellung von Abbildung 4.6 erfolgte so:

poly { 3, <0,9,60,0,0, -1,1,0,1,0, 0,0,0,0,1, 0,0,0,0,0>
clipped_by {box {<-1,-1,-1>%*6, <1,1,1>%6}}

pigment {color Wheat }

finish { phong 0.9 ambient 0.3}

}

Abbildung 4.6: Kubische Flache

Zur Ausleuchtung wurden mehrere schattenlose Lichtqueawendet. Daher kommt es zu
keinen Glanzpunkten, obwohhong 0.9 gesetzt wurde.

Beispiel 4.6.4Wir betrachten die Niveauflache mit der Gleichung
X +y + 2 -60C¢+y?+2)+17=0

(Abbildung 4.7). Die Definition in POV-Ray erfolgte so:

poly { 4, <1,0,0,0, 0,0,0,0, 0,-6,0,0, 0,0,0,0, 0,0,0,0,

1,0,90,0, 0,-6,0,0, 0,0,1,0, -6,0,17>

pigment {checker color rgb 0.7 color DarkBrown scale .25}
finish {phong .9 diffuse 0.9 }

Dabei wurden einen starke Lichtquelle im Ursprung und degteve (schwachere) Lichtquellen
gewahlt.



4.6 Niveauflachen und POV-Ray 63

Abbildung 4.7: Flache 4. Ordnung

4.6.5 Niveauflacherallgemeiner Art kdnnen tber den Befeldosurface erklart werden. Im
Gegensatz zpoly undpolynomial kann die Funktion in ganz einfacher Weise angegeben
werden. Wir erklaren dies an einem Beispiel.

isosurface{
function {sin(x)*sin(x)+sin(y)*sin(y)+sin(z)*sin(z)-1}
open
contained_by {box{ 1.9*(-x-y-z) 1.9*(x+y+z) } }
max_gradient 1.631
accuracy 0.001
pigment{ Orange }
finish{ phong 0.3 diffuse 0.6 ambient 0.2 }
scale 2.8

}
e Hieristfunction die definierende FunktioR.
e Der Zusataopen verhindert, dass der Rand der Menggsiehe unten) dargestellt wird.

e Nach Flachenpunkten wird nur innerhalb detomtained_by erklarten Punktmenge
gesucht, wobei hier ausschliel3lisbx und sphere zugelassen sind. Wird diese Angabe
weggelassen, tritt eine Standardeinstellung in Kraftpaigést nicht brauchbar sein wird.

e Die Zahlmax_gradient kann auch weggelassen werden. Sie entspricht der maximalen
Lange der Gradienten vdn innerhalb vonM. Diese Angabe kann aber die Berechnung
beschleunigen. Bei jeder Berechnung des Bildes wird deegetiene Wert Gberprift.
Allfallige Abweichungen werden inMessages-Fenstaangegeben und kdnnen in die
POV-Ray-Datei Ubernommen werden.
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e Der Wert flraccuracy gibt die Genauigkeit der (ohnehin nur nédherungsweisen) Be-
rechnung der Flachenpunkte an. In der Testphase kann dlié&seauch deutlich grol3er
gewahlt werden.

Vgl. dazu die Abbildung 4.8. Dort sind auch gut einfgi@gularitdten(nicht regulare Punk-
te) zu sehen, in denen sich die Niveauflache naherungswetssmKegel verhalt.

Abbildung 4.8: Niveauflache mit Singularitaten

4.7 Parametrisierte Flachen und POV-Ray

4.7.1 Fur die Darstellungparametrisierten Flachestellt POV-Ray den Befehbarametric
zur Verfugung. Die Berechnung von parametrisierten FlAdhaft damit aber erfahrungsge-
mafsehr langsamab. Ein weiterer Nachteil ist auch, dass es nicht moglichdist Flache in
Abhangigkeit von den Parameten ¥) zu farben.

Wir stellen daher in Abschnitt 4.9 andere Mdglichkeitendig Darstellung von parametri-
sierten Flachen mit POV-Ray vor.

4.7.2 Obwohl wir die Verwendung des Befelparametric nicht empfehlen, soll er dennoch
an Hand einer einer Wendelflache (vgl. Abbildung 4.9) besmea werden:

parametric {
function { u*cos(v) }, function { u*sin(v) }, function { 0.5*v }
<-1,-pi/2>, <1,pi/2>
contained_by{box{-2 2}}
// accuracy 0.01 grober Wert in der Testphase
// max_gradient 2
pigment{ Orange }
finish{ phong 0.3 diffuse 0.6 ambient 0.2 }
3

¢ Die drei unterfunction angegebenen Funktionen legen die drei Koordinaten der Bild
punktef(u,v) fest.
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e Das Parametergebiet istimmer ein achsenparalleles Ré&dee (1, v)-Ebene. Die beiden
Vektoren legen die gegenuberliegende Ecken zu den Weauntgn min) UNd Unmax Vimax)
fest.

e Flachenpunkte werden nur innerhalb detantained_by erklarten Punktmengk! er-
mittelt, wobei hier ausschlief3lidbox und sphere zugelassen sind. Wird diese Angabe
weggelassen, tritt eine Standardeinstellung in Kraftpaeest nicht brauchbar sein wird.

e Die Zahlmax_gradient kann auch weggelassen werden. Sie entspricht dem maximalen
Betrag der partiellen Ableitungen der drei Koordinatektionen vonf nachu undv.
Diese Angabe kann die Berechnung beschleunigen.

e Der Wert firaccuracy gibt die Genauigkeit der (nur naherungsweisen) Berechdeng
Flachenpunkte an. In der Testphase kann dieser Wert auticegré3er gewahlt wer-
den.

Abbildung 4.9: Wendelflache

4.7.3 Bei der Darstellung von parametrisierten Flachen bietstasan, aucliParameterlinien
zu erganzen. So wurden in Abbildung 4.9 einigé&inien (v = const) sowie die/-Linie zum
Parameteu = 0 hinzugeflgt. Dies steigert in vielen Fallen die Lesbdr&gier Figur, wie etwa
die Kurven in Abbildung 4.18 zeigen.

4.8 Ubergange zwischen Flachen

4.8.1 Wir diskutieren in diesem Abschnitt stetige, aber zuminhdé&sckweise dterenzierbare
Flachen. Da wir keine Kenntnisse aus der Krimmungstheeri€ldchen voraussetzen, kdnnen
wir die Ergebnisse nur an Hand von Beispielen illustrieren.

4.8.2 Wir behandeln zunachst die Reflexion an einer parametasidflachef (U) relativ zu
einer Zentralprojektion mit Augpunkd. Dabei sei der Wed : U — R3 wenigstens einmal
stetig diferenzierbar und in gani2 regular. Ferner séD kein Punkt der Flache. Die folgenden
Uberlegungen gelten sinngeman auch fir Niveauflachen uitralativ zu einer Parallelpro-
jektion.
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Seik(l) eine parametrisierte Kurve. In den Punkten Reflexionslinie ic f(U) der Punkt-
mengek(l) treffen jene Sehgeraden auf die Fladt{e), die nach erfolgter Spiegelung &gU)
mindestens einen Punkt v&(l) enthalten. Dabei ist die Spiegelung &tJ) im Punkt f (ug, Vo)
als Spiegelung an dessen Tangentialebene erklarElBaennormalen f(ug, Vo) hat den Rich-
tungsvektor

ﬂ
ou

of
(UO,VO) X E(Uo, Vo) # 0.

f(U)

Abbildung 4.10: Reflexion einer Kurve an einer Flache

Die Sehgerade durch(ug, Vo) und ihre gespiegelte Gerade liegen mit der Flachennomale
f(uo, Vo) in derselben Ebene und schlie3en mit dieser Flachennemuanselben Winkel ein
(Einfallswinkel= Ausfallswinkel). Vgl. Abbildung 4.10, wé(l) als Strecke gewahlt wurde.

In POV-Ray lassen sich Reflexionslinien nur bezlglich der&gten Projektion leicht rea-
lisieren und nicht bezuglich eines vom Augpunkt verschietePunktes. Das liegt daran, dass
POV-Ray nur daperspektive Bildder Reflexionslinie bestimmt, aber keinen Ztigauf die
eigentliche Reflexionslinie (im Raum) gestattet.

Das nachfolgende Beispiel soll zeigen, wie mit Hilfe derdBil von Reflexionslinien die
Art des Ubergangs zwischen Flachen sichtbar gemacht wéwaten

Beispiel 4.8.3Die in Abbildung 4.11 dargestellte Drehflache ist — von obaomunten gese-
hen — aus einer kubischen Flache (gelb), einem Kegelstwigdétt), einer Kugelzone (blau),
einem weiteren Kegelstumpf (orange) und einem Stlick einessT(grin) zusammengesetzt.
In der Flache spiegeln sich sechs Strecken (diinne Dreley)indie selbst im Bild nicht zu
sehen sind. An Hand der auftretenden Reflexionen l4sst siicbrgennen, wie die Ubergange
zwischen den einzelnen Teilen der Flache gestaltet wurden:

e Der Ubergang von der kubische Flache auf den anschlieReiidgelstumpf erfolgt
krimmungsstetigDie beiden Flachen haben in jedem Punkt des Ubergangskneisht
nur dieselbe Tangentialebene sondern auch dieselben kaophungsrichtungen und
in jeder dieser Richtungen dieselbe HauptkrimmUBges hat zur Folge, dass sich die
zusammengesetzte Flache in einer Umgebung jedes Punigdsbeegangskreises als

%Die Reflexionsliniar wurde mit Hilfe von Maple berechnet.
"Anders formuliert: Die beiden Weingarten-Abbildungemstien an dieser Stelle iiberein.
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Abbildung 4.11: Reflexionslinien an einer Drehflache

Graph einezweimal stetig gifierenzierbaren Funktiobeschreiben lasst. Zur Berechnung
der Reflexionslinien muss diese Funktiemmal differenziert werden, da die Normal-
vektoren in die Rechnung eingehen. Das bewirkt, dass dieReffislinieneinmal stetig
differenzierbarsind. Sie verlaufen hier ohne Knick von der einen auf die emé&iche.

e Der Kegelstumpf geht nureriihrendn die Kugelzone tber. Die beiden Flachen haben in
jedem Punkt des Ubergangskreises zwar dieselbe Tangdiad, aber nicht dieselben
Hauptkrimmungeéh Das bewirkt, dass sich die Flache in einer Umgebung jedak-Pu
tes des Ubergangskreises nur als Graph edframal stetig dferenzierbaren Funktion
beschreiben lasst. Dementsprechend sind die Reflexiarsiimden Ubergangspunkten
nur mehr stetig. Sie gehen in der Tat mit einem Knick von degriauf die andere Flache
uber.

e Die Kugelzone schliel3t nistetigan den nachsten Kegelstumpf an. Die beiden Flachen
haben in jedem Punkt des Ubergangskreises verschiedegerfaiebenen. Das bewirkt,
dass sich die Flache in einer Umgebung jedes Punktes degasiyskreises nur als Graph
einerstetigen Funktioeschreiben lasst. Dementsprechend sind die Refleximrshier
nicht mehr stetig. Sie gehen mit einem Sprung von der einédiaandere Flache Uber.

e Der Ubergang vom Kegel auf den Torus ist ebenfallsstetigund fiihrt so wie zuvor auf
Sprungstellen der Reflexionslinien.

An einer Sprungstelle kann es auch sein, das&edpunkt einer Reflexionslimerliegt, da es
nur in einer der beiden Flachen zu einer Spiegelung kommt.

4.8.4 Wir gehen von einem Beleuchtungsmodell mit einer punktfgem LichtquelleL aus,
bei dem sich die Beleuchtungsstarke mit der Entfernung éiotlert. Diese Annahme istimmer
dann gerechtfertigt, falls einearallelbeleuchtungorliegt (L ist also ein Fernpunkt) oder die
Lichtquelle ,weit entfernt” ist. Wir betrachten eine paraimsierte Flachd (U). Dabei sei der
Weg f : U — R3 wenigstens einmal stetigfiierenzierbar, in gand regular und. kein Punkt
der Flache. Die folgenden Uberlegungen gelten sinngeméfiauNiveauflachen.

8Eine Hauptkriimmung des Kegels ist 0, wahrend die Hauptkningan der Sphéare von 0 verschieden sind.
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Die Helligkeitsfunktiodangs des Wegetrelativ zur LichtquelleL ist die Funktion

H:U->]0,1]: (u,v) —

b

COS< (Z—L(u, V) X g—\fl(u, V), I(u, v))

wobeil(u, v) einen Richtungsvektor des Lichtstrahls durch den Flgotekt f (u, v) bezeichnet.
Fir jedesw € [0, 1] heif3t

f(H(wW) = {f(u,v) | (u,v) € U, H(u,v) =w}

die Isophotevon f(U) zur Helligkeitw. Isophoten kénnen aus Flachenkurven, einzelnen Fla-
chenpunkten oder ganzen Flachenstiicken bestehen;éstiegenau dann der Fall, falls diese
Flachenstlicke in einer Ebene liegen.

Abbildung 4.12: Isophote am Torus mit Lichtstrahlen und idaten

Die Abbildung 4.12 zeigt Isophoten auf einem Totti©abei wurden langs einer Isopho-
te Richtungsvektoren fur die Lichtstrahlen und fir die R&enormalen eingetragen. Da sich
der Torus durch einen beliebig oft stetigfdrenzierbaren Weg parametrisieren lasst, sind die
Isophoten (zumindest lokal) als Bildmengen beliebig oftedenzierbare Wege erfassbar. Im
Bild sind auch vier Punkte erkennbar, in denen die Hellitgfenktion stationar ist: In zwei der
Punkte ergibt sich ein (sogar absolutes) Maximum, da ddrtkiahl dort orthogonal auf den
Torus auftrift. Die anderen beiden Punkte sind Sattelpunkte der Heltgfkaktion.

Eine spezielle Isophote ist dieigenschattengrenzeon f(U). Sie gehort zur Helligkeit
w = 0. Die betréfenden Flachenpunkte befinden sich $treiflichtbezlglichL. Die Eigen-
schattengrenze ist genau der Umriss der Flache bezuglajalki#on aus der Lichtquelle. In
Abbildung 4.13 ist die Eigenschattengrenze der Rand derdgichel.

POV-Ray stellt Oberflachen gemaf einem Beleuchtungsmdaelivelches tber die oben
beschriebene Helligkeitsfunktiad weit hinausgeht. Es gestattet aber keinen Ztiguif die
einzelnen Isophoten.

Kurvenformige Isophoten verhalten sich beim Ubergang vioereFlache auf eine ande-
re Flache so wie Reflexionslinien (ohne Knick, mit Knick, r8prungstelle). Daher kdnnen

%Die hier beschriebene Helligkeitsfunktion bedarf in den#s noch einiger Modifikationen. Sie beriicksichtigt
etwa nicht, ob das von der Lichtquelle ausgesandte Liclereiidchenpunkt auch tatsachlich erreicht.
10pje Punkte der Isophoten wurden numerisch mit MATLAB berethin eine Datei geschrieben und zur
Darstellung in POV-Ray aus dieser Datei eingelesen.
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Abbildung 4.13: Eigenschattengrenze am Mond (Phot@rG GLAESER)

Isophoten dazu dienen, die Ubergange zwischen Flachearssstbar zu machen. Die nach-
folgenden Beispiele illustrieren das an Hand von Eigensehgrenzen.

Beispiel 4.8.5Wir betrachten bei Parallelbeleuchtung einen Drehkegelden ein Drehzy-
linder anschlieRt. Der Ubergang zwischen den Flachen isstatig. Daher hat die aus vier
Strecken bestehende Schattengrenze Sprungstellen. lldddp4.14 sind nur zwei dieser vier
Strecken zu sehen. Die beiden anderen Schattengrenzeddrefiich auf der Riickseite der
Flachen.

In Abbildung 4.15 ist schematisch dargestellt, wie diedeaBengrenze aussieht, wenn sie
in Richtung der Lichtstrahlen auf eine Ebene projiziertdvBtatt von Schattengrenzen kdnnte
dann auch von Umrissen gesprochen werden. Die ProjektioSd®attengrenze am Kegel ist
eine Strecke der Bildebene. Diese geht beriihrend in dielion des Ubergangskreises (eine
Ellipse der Bildebene) tber. Im Raum bertihren einander dratingrenze des Kegels und
der Ubergangskreis aber nicht. Die Projektiglittet diesen Ubergang im Bild! In gleicher
Weise schliel3t die Projektion der Schattengrenze am Zstiherihrend an die Ellipse an,
obwohl im Raum keine Beruihrung vorliegt. Insgesamt falit 8prung zwischen den beiden
Schattengrenzen im Bild kaum auf, da er durch einen Bogetldesyangskreises geschlossen
wird .1

Abbildung 4.14: Schattengrenze mit Sprungstelle  Abbildung 4.15: Umriss mit Sprungstellen

1Abbildung 4.15 ist eigentlich tberfliissig. Der Umriss in Adbng 4.14 zeigt namlich ohnehin dieselbe Si-
tuation. BloR3 sind die Bilder der Sprungstellen dort nichtvorgehoben.
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Beispiel 4.8.6 Wir betrachten bei Parallelbeleuchtung eine Halbkugediarein Drehzylinder
beriihrend anschlieRt. Der Ubergang zwischen den Flachearisinmal stetig dferenzierbar.
Daher hat die aus einem Halbkreis und zwei Strecken beslelfechattengrenze einen Knick.
In Abbildung 4.16 sind nur ein Teil des Halbkreises und eimeser Strecken zu sehen. Wird
diese Schattengrenze in Richtung der Lichtstrahlen otthakprojiziert, so entsteht in der Bild-
ebene ein Halbkreis, an den zwei Strecken berihrend aeBehli Dazu gibt es keine eigene
Abbildung. Vielmehr sei auf das Bild des Umrisses in Abbiidut.16 verwiesen. Dieser spie-
gelt genau diese Situation wider. Auch hier gilt: Die Preéij@k in Richtung der Lichtstrahlen
glattet diesen Ubergang im Bild.

A

Abbildung 4.16: Schattengrenze mit Knick

4.9 Triangulierte Flachen und POV-Ray

4.9.1 Wir gehen von einem rechteckigen Parameterber¥ich [a,, b] x [a,, b,] und einem
stetig diferenzierbaren Weg

f:U->R®
aus, der in ganiJ regulér ist. Zur Darstellung der parametrisierten FlaE{ig) in POV-Ray
wird die Flache durch einbeschriebene Dreiecke approxinidazu werden die abgeschlosse-

Abbildung 4.17: Triangulierung einer parametrisiertefidrle
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nen Intervalle §,, by] und [a,, b,] in Teilintervalle mit den Randpunkten
Qy=U<Ww<---<U=Dby, (r=>1)
ay=Vo<w<---<Vs=h, (s>1)

zerlegt, was zu einer Zerlegung vbhin Rechtecke fiihrt. Jedes dieser Rechtecke wird dann
l&angs einer Diagonalen in zwei Dreiecke geteilt. Wir edsako eindriangulierungvonU. Die
f-Bilder der Ecken dieser Dreiecke liefern dann die gesuglpigroximation vonf(U) durch
Dreiecksflachen, also eitieangulierte Flache In Abbildung 4.17 sind acht derartige Dreiecke
dargestellt. Dabei wurde jedes Rechteck

(Ui,Vj), (Ui+1,Vj), (ui+l’vj+l)a (ui’vj+l)a

in gleicher Weise durch die Diagonale van,(, v;) hach (i, vj.1) geteilt.

4.9.2 Die oben beschriebene Approximation durch Dreiecke ist sgtfach umzusetzen, hat
aber einen ganz entscheidenden Nachteil: Da die Dreiedakstetig aneinander anschliel3en,
wird im Allgemeinen an jeder Dreiecksseite eibastetigkeitsstelleler Helligkeitsfunktion
auftreten. Wir illustrieren das an einem Beispiel:

In Abbildung 4.18 ist eine trianguliertBupinsche Zyklidelargestellt. Die Flache hat mit
einem Torus viele Eigenschaften gemeinsam, da sie auswigsech eine Inversion an einer
Sphére entsteht. Obwohl eine sehr feine Unterteilung il2Dx 240 Dreiecke gewahlt wurde,
sind die Unstetigkeitsstellen der Helligkeitsfunktiort gtkennbar.

Abbildung 4.18: Dupinsche Zyklide mit Parameterlinien

4.9.3 Ein Dreiecklasst sich in POV-Ray mit dem Befehl
triangle { <...>, <...>, <...> pigment {...} finish {...}}

definieren, wobei an den ersten drei Stellen die Ecken désdks; also Vektoren als® einzu-
setzen sind. Bei parametrisierten Flachen werden dieserExkeckmallig in zwei verschach-
telten Schleifen berechnet. Vgl. dazu Beispiel 4.9.6.

Als Alternative zutriangle bietet POV-Ray den Datentygmooth_triangle an. Die
Syntax lautet

smooth_triangle { <...>, <...>, <...>, <...>, <...>, <...>
pigment {...} finish {...}},
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wobei an den ersten sechs Stellen VektorenRiusinzusetzen sind.

e Der erste, dritte und funfte Vektor bestimmen die EckernP,, P; des Dreiecks.

e Der zweite, vierte und sechste Vektor sifiktive Normalvektoremy, n,, nz # 0 in den
ECkenP]_, P,, Ps.

Ein fiktiver Normalvektor kann beliebig gewéhlt werden, dkrllvektor muss aber unbedingt
vermieden werden. Die Lange des Vektors ist belanglos, iuR&thtung ist relevant. POV-
Ray stellt die Helligkeit eines solchgeglatteten Dreieckdann in stetiger Weise relativ zu den
fiktiven Normalvektoren dar. Das Dreieck wird also so beledtndls ob es eine krumme Flache
ware.

In Abbildung 4.19 sind (von links nach rechts gesehen) degjldjtete Dreiecke und ein
gewohnliches Dreieck zu sehen. Ganz links wurden die fiktMermalvektoren linear unab-
hangig gewahlt, was zu einer nicht konstanten, aber stetigdigkeit fihrt. Dann wurden die
fiktiven Normalvektoren parallel, aber nicht orthogonaireDreieck gewdahlt. Das ergibt ein
Dreieck mit konstanter, aber ,falscher* Helligkeit. S@fiich wurde in jeder Ecke tatséachlich
ein Normalvektor des Dreiecks gewahlt. Das ergibt ein [iemit der richtigen (konstanten)
Helligkeit. Derselbe Eekt wurde im vierten Bild einfacher erreicht: Das Dreieckrd@iohne
fiktive Normalvektoren mitriangle dargestellt.

i

A

Abbildung 4.19: Dreiecke mit und ohne Normalvektoren zubg#ittung

4.9.4 Bei einer durch Dreiecke approximierten Flache kamooth_triangle dazu verwen-
det werden, Sprunge in der Helligkeit zu vermeiden. Dazwlwirjeder Eckef (u;, v;) eines
Dreiecks der Normalvektor
of
ou
der Flache verwendet. Sind die Normalvektoren nicht odesolwierig berechenbar, so kann
auch auf den Vektor

of
(Ui,Vj) X E(Ui’vj) 0

(F(ui, vj) = F(Uisa, vj)) X (F (W, vj) = F(Ui, vjia))

als Naherung zuriickgedien werden. Dabei muss Uber den Rand des Parameterrechitecks h
aus gerechnet werden. Falls dies nicht mdglich ist, musPtinkte am Rand des Parameter-
rechtecks eine andere Naherung gewahlt werden. Wichtiguistdass jedem PunkKt(u;, v;)
immer nur ein einziger fiktiver Normalvektor zugeordnetadvir

In Abbildung 4.20 zeigt nochmals die triangulie@eipinsche Zyklidgjetzt aber mit ge-

glatteten Dreiecken dargestellt. Die Unterteilung stingiabei mit jener aus Abbildung 4.20
uberein.
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Abbildung 4.20: Dupinsche Zyklide mit Parameterliniendg¢tete Dreiecke)

4.9.5 Eine in vielen Fallen ausreichende Strategie zur Darstglainer parametrisierten Flache
ist es, die Intervalled,, b,] und [a,,b,] in r > 1 bzw.s > 1 gleich lange Teile zu teilen, wobei
r unds hinreichend grof3 sindiquidistante Unterteilung Es gilt also

u :au+|F(bu—au) fir ie{0,1,...,r)
und analog

v,-:a,,+is(bv—a,,) fir je{0,1...,9)

Diese Approximation liefert jedoch dann keine gute Nahgrdialls die Seiten der einbeschrie-
benen Dreiecke stark unterschiedliche Langen besitzdntdres ist zum Beispiel in den Ab-
bildungen 4.18 und 4.20 der Fall.

Beispiel 4.9.6 Gegeben sei die Funktion
F:R®— R: (X1, X, Xa) > X3(0C + X5) — Xq.

Die Niveauflache=~1(0) wird alsMuillersche Flach& bezeichnet. Wir erfassen einen Teil der
Niveauflache durch die Parametrisierung

1
o[t

und einen weiteren Teil der Flache durch

1
% [0,27] — R®: (U,V) (; (1+ cosv), g (1 + sinv), G)

4

Die POV-Ray-Datei zur Erstellung dieses Bildes ist am Endset Beispiels samt Kommen-
taren vollstandig wiedergegeben, wobei zwei VariantenFarbung eingebaut wurden. In Va-
riante 1 wird die Flache in einer einzigen Farbe geféarbt uricHilfe von smooth_triangle
dargestellt. Die zweite Variante (mit dem Farbenkreis)viir Beispiel 4.9.7 beschrieben. Wir
fassen hier die wichtigsten Punkte zusammen.

~ [ 1 . 1
f: [——,—5 x[0,27] = R3: (u,v) — (; (1 + cosv), ; (1 + sinv), G)'

e Zur Triangulierung der Flache gehen wir wie in 4.9.5 vor.

L2Emil Miiller (1861-1927).
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Abbildung 4.21: Mullersche Flache

Die Parametrisierung der Flache und die Berechnung der &leaktoren erfolgt mit
Hilfe von Macros.

Die Berechnung der einzelnen Dreiecke samt den Normalwektbndet in zwei ver-
schachtelten Schleifen mit Hilfe der zuvor beschriebenacids statt.

Alle geglatteten Dreiecke werden dureghion-Befehle zusammengefasst.

Zusatzlich wurden einige-Linien erganzt. Hier lauft alles wie in Beispiel 4.3.3 alali2i
wurde fur diev-Linien die Teilung vorJ in v-Richtung tlbernommen, damit die Appro-
ximation der Kurven mit der Approximation der Flache zusampasst.

Es wird auch das Koordinatensystem dargestellt.

Um die Lesbarkeit der Datei zu erh6hen, besteht der ersteddieDatei nur aus Deklarationen.
Die eigentliche Szene findet sich ganz am Ende der Datei.ilvéh der durchf beschrie-
bene Teil der Flache durch die Spiegelung am Ursprung ausddech f beschriebenen Tell
gewonnen.

// Hans Havlicek Visualisierung
// Nach einer Vorlage von Boris Odehnal

#version 3.7;
global_settings { assumed_gamma 2.0 }

#include "transforms.inc"
#include "colors.inc"

#declare Trafo = transform {matrix <1,0,0, 0,0,1, 0,1,0, 0,0,0>}

// Kamera
camera {orthographic location vtransform(<2,8,4> Trafo)

look_at <0,0,0> transform{Trafo}

}

// Hintergrund
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background {color White}

// Lichtquellen, nur eine mit Schatten

light_source {<100,0,20> color rgb 0.7}
light_source {<0,100,20> color rgb .5 shadowless}
light_source {<2,4,8>*100 color rgb 1.5 shadowless}

// Koordinatensystem Einstellungen

#declare Laenge = 5.5;

#declare Dicke = .03;

#declare Pfeil = .3;

#declare Basis = 2*Dicke;

#declare AchsenFarbe = pigment {color Gold}

#declare AchsenFinish = finish {phong 0.9 ambient 0.5}

// Koordinatensystem definieren

#declare Koordinatensystem =

union{

// Kegel und Zylinder
cylinder {0 Laenge*x Dicke}
cylinder {® Laenge*y Dicke}
cylinder {® Laenge*z Dicke}

cone {Laenge*x Basis (Laenge+Pfeil)*x 0}

cone {Laenge*y Basis (Laenge+Pfeil)*y 0}

cone {Laenge*z Basis (Laenge+Pfeil)*z 0}
sphere {0 Dicke}

pigment {AchsenFarbe} finish {AchsenFinish}

}

// Flache Einstellungen

// U = [Uanf,Uend] x [Vanf,Vend]
#declare Uanf = 1/4;

#declare Uend = 5;

#declare Vanf = 0;

#declare Vend 2%pi;

// Parameterdarstellung
#macro Flaeche(U,V)

< U/2*(1+cos(V)), U/2*sin(V), 1/U>
#end

// Parameterdarstellung des Normalenfeldes (nicht normiert)
#macro Normale(U,V) vcross(<l/2*(l+cos(V)),1/2*sin(V), -1/(U*U)>,

< -sin(V) , cos(V), 0>)
#end



76 4 Darstellung von Kurven und Flachen mit POV-Ray

// Diskretisierung: Teilung und Inkrement in U- und V-Richtung
#declare UTeile = 40;

#declare VTeile 40;

#declare DeltaU (Uend-Uanf) /UTeile;

#declare DeltaV (Vend-Vanf) /VTeile;

// Farbe und Finish
#declare FlaechenFarbe = pigment {color Brown}
#declare FlaechenFinish = finish {phong 0.9 ambient 0.3}

// Farbenkreis
#macro FarbenKreis (V)

color rgb

1/4%*<1+2%cos(V), 1-sqrt(3)*sin(V)-cos(V), 1l+sqrt(3)*sin(V)-cos(V)>
#end

// Flache definieren
#declare MuellerFlaeche =
union {
// dussere Schleife von 0 bis UTeile-1, wegen p2 und p3
#for (USchritt,®,UTeile-1)
#declare U = Uanf+USchritt*DeltaU;
// innere Schleife 0 bis VTeile-1, wegen p3 und p4
#for (VSchritt,0,VTeile-1)
#declare V = Vanf+VSchritt*DeltaV;
//Flachenpunkte und Normalen
#declare pl Flaeche(U,V);
#declare nl = Normale(U,V);
#declare p2 = Flaeche(U+ DeltalU,V);
#declare n2 = Normale(U+ DeltaU,V);
#declare p3 = Flaeche(U+ DeltaU,V+ DeltaV);
#declare n3 = Normale(U+ DeltaU,V+ DeltaV);
#declare p4 = Flaeche(U,V+DeltaV);
#declare n4 = Normale(U,V+DeltaV);
// Zwei gegldttete Dreiecke
union { smooth_triangle {pl,nl,p2,n2,p3,n3}
smooth_triangle {p3,n3,p4,n4d,pl,nl}
// Variante 1
pigment {FlaechenFarbe}
// Variante 2
//pigment{FarbenKreis(V+DeltaV/2)}
finish {FlaechenFinish}
}
#end // Ende VSchritt
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#end // Ende USchritt
} // Ende union

// Kreise in den Ebenen z = const. Einstellungen

// (Anzahl der Kreise weniger 1) soll Teiler von UTeile sein
#declare KreisSchritt = 16;

#declare KreisDicke = .015;

// DeltaV von oben, damit die Kurven auf der

// diskretisierten Fldche liegen

#declare KreisFarbe = pigment {color Silver*0.5}
#declare KreisFinish = finish {phong 0.9 ambient 0.5}

// Kreise definieren
#declare MuellerKreise =
union {
// USchritt von ® bis KreisSchritt,
// damit der letzte Kreis auch gezeichnet wird
#for (USchritt,0, KreisSchritt)
#declare U = Uanf+USchritt* (Uend-Uanf) /KreisSchritt;
// Kurve geschlossen, daher kleiner-Zeichen
#for (VSchritt,0,2*VTeile-1)
#declare V = Vanf+VSchritt*DeltaV;
// Berechne zwei Punkte der Kurve und verbinde diese
#declare pl = Flaeche(U,V);
#declare p2 = Flaeche(U,V + DeltaV);
union { cylinder {pl,p2,KreisDicke}
sphere {p1,KreisDicke}
pigment {KreisFarbe}
finish {KreisFinish}}
#end
#end
3

// Ende der Deklarationen

// Szene

union{
object{Koordinatensystem}
object{MuellerFlaeche}
object{MuellerFlaeche scale -1} // zweiter Teil
object{MuellerKreise}
object{MuellerKreise scale -1} // zweiter Teil
translate <0,0,-0.9>
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Beispiel 4.9.7 Wir schliel3en an Beispiel 4.9.6 an und farben jeden Flaanaktentsprechend
seinemv-Wert ein. Da diev-Linien (u = const) Kreise sind, bietet sich eine periodische Far-
bungsfunktion an. Eine der vielen Mdglichkeiten ist die kion

1 . .
k:[0,27] > R®: v §(1+2cosv,1— V3sinv - cosv, 1+ V3sinv - cosv).

Sie liefertim RGB-Farbraum den Umkreis des Dreiecks mitleken (10, 0) = rot, (0,1,0) =
grin und (00,1) = blau. Diese drei Grundfarben gehéren zu den ParametetnO, v =
2r/3 undv = 4x/3. In Abbildung 4.22 wurde aus Griinden der Farbgebung didteumk
mit dem Faktor 34 skaliert. Diese Farbungsfunktion wurde durch ein MagrxrbenKreis)
implementiert.

Abbildung 4.22: Miillersche Flache naclyefarbt

4.9.8 Ein anderes Verfahren zur Triangulierung einer parameiten Flachef (U) geht von
einem achsenparallelen Rechteck Wbaus, das die gegentberliegenden Ecken

(Ug, v1), (U2, Vo)

mit u; < U, undvy < V, besitzt. Ein solches Rechteck bestimmt zwei der Flacheselmgbene
Dreiecke. Es gibt nun in Abh&angigkeit von einer zuvor fekgtn Schranke > 0 folgende
Maoglichkeiten:

e Gilt u, —u; < eundv; —v; < g, so werden die beiden Dreiecke dargestellt.
o Andernfalls unterscheiden wir zwei Unterfalle:

— Gilt u; — u; > £ so wird das Rechteck in zwei Teile geteilt mit

1
Us = > (U + up)

als u-Wert der neuen Teilungspunkte. Dann werden die Uberlegunmit
(U1, V1), (U3, V2) und (Us, V1), (U, Vo) wiederholt.

— Tritt der obige Unterfall nicht ein, so muss-v; > & gelten. Hier wird das Rechteck
in zwei Teile geteilt mit

1
V3 = > (Vi + Vo)
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als v-Wert der neuen Teilungspunkte. Dann werden die Uberlegunmit
(ug, V1), (U2, v3) und (Uy, va), (Uz, Vo) wiederholt.

Die Umsetzung diesadnterteilung durch sukzessive Intervallhalbierutann in POV-Ray
wie in Beispiel 4.3.5 erfolgen.

4.9.9 Das Schliisselwortesh bietet in POV-Ray eine andere Mdglichkeit, Dreiecke zu eine
Gesamtstruktur zusammenzufassen. Dabei sind aber gdwssgrankungen zu beachten, die
bei Verwendung vomunion nicht auftreten. Wir gehen daher darauf nicht naher ein,abtbw
mesh gegentbeunion bei grofien Datenmengen eine raschere Verarbeitung versgferner
sei auch noch auf den verwandten Bete&tsh2 hingewiesen.

4.10 Import von Graphiken

4.10.1 Das Mathematikpakeviaple® unterstiitzt den Export von Graphiken nach POV-Ray.
Die folgenden Bemerkungen stellen keine Einfihrung in Majalr. Vielmehr wird nur gezeigt,
wie ein Export von Maple nach POV-Ray erfolgen kann. Ferodrtervorgehoben werden,
worauf dabei in Maple und POV-Ray zu achten ist. Text in rétibe bezieht sich immer auf
Maple.

Beispiel 4.10.2Zur lllustration sei ein (sehr einfaches) Objekt gewahiit gtiner Wirfel im
Ursprung, ein blauer Quader entlang der positixekchse, ein roter Wirfel entlang der po-
sitiveny-Achse und ein grau-weil3er Wirfel entlang der positiggkchse. In Maple kann die
Definition in Form einer Liste von Quadern so erfolgen:

Quaderliste:=[cuboid([0,0,0],[2,2,2],colour=green),
cuboid([2,0,0],[4,1,1],colour=blue),
cuboid([0,2,0],[1,3,1],colour=red),
cuboid([0,0,2],[1,1,3],colour=grey)

]:

V V.V V V

Jedem dieser vier Quader entspricht in Maple eine Plotsirudtie aus sechs Polygonen (einem
Polygon je Seitenflache) aufgebaut ist. Wir GbernehmenSidedardeinstellungen (Beleuch-
tung, Blickrichtung, ...) von Maple und stellen den Quadeteu einer unverzerrten Orthogo-

nalprojektion dar.

> display(Quaderliste,scaling=constrained,axes=normal,labels=[x,y,z]);

Es entsteht die Figur 4.23. Dieses Bild kann in der Windowsskn Uber das Kontext-
Menu (rechte Maustaste) als POV-Ray-Datei exportiert eer@ie entsprechende Datei ist in
Beispiel 4.10.5 wiedergegeben; sie liefert ohne Nachlegtamg die Figur 4.24.

Alternativ zum Export Giber das Menu kann die Graphikausgabelemdisplay-Befehl
in eine POV-Ray-Datei umgeleitet und anschliel3end wiedkdi@ Standardausgabe zurtickge-
setzt werden.

Balle Angaben beziehen sich auf die Version 10.
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oo

Abbildung 4.23: Darstellung in Maple Abbildung 4.24: Darstellung in POV-Ray

> plotsetup(pov,plotoutput=‘test.pov’, plotoptions=‘phi=23,theta=122‘);
# Angabe des Ausgabetyps, des Dateinamens und der Blickrichtung

> display(Quaderliste);

> plotsetup(default); # Standardausgabe

Die Angabe der Blickrichtung muss bei dieser Vorgehenssvaisp1 o t-Option erfolgen, wobei
die Werte fird und ¢ die in Maple Ubliche Bedeutung haben. Die entsprecheridelay-
Option (also hierorientation=[23,122]) funktioniert beim Export nach POV-Ray nicht
bzw. nicht richtig. Hingegen wird beim Export Uber das Mergjjeweils aktuelle Blickrichtung
offenbar korrekt Ubernommen.

4.10.3 Beim Export sind noch in Maple folgende Einschrdnkungeneachten: Es werden nur
die Blickrichtung und die Objektfarben bertcksichtigtchi unterstiitzt werden insbesonde-
re Lichteinstellungen, Angaben wie yle=patchcontour, Angaben zum Koordinatensystem
(etwaaxes=boxed) und Einstellungen tber eine Zentralprojektigmdjection). Es werden
auch keine mitpacecurve dargestellten Raumkurven exportiert. Daher saliteeplot ver-
wendet werden, um Raumkurven darzustellen.

4.10.4 Wir wechseln jetzt von Maple nach POV-Ray. Die von Mapledditgt POV-Ray-Datei
liefert unter POV-Ray ein Bild, das nur in den seltenstemef&do aussieht, wie das unter Maple
erstellte Bild. Der Grund dafir ist, dass Maple beim Expewigse einfache Standardeinstel-
lungen vornimmt, die sich nicht verandern lassen.

e Es wird immer eine Zentralprojektion mit dem Augpuri, 8, -20> und dem Haupt-
punkt<0,0,0> erstellt. Die Drehwinkel) und¢ fiir die Blickrichtung in Maple werden
dabei durch eine Drehung der Kamera berucksichtigt:

[theta,phi] in Maple ergibt rotate<-phi,®,theta> in POV-Ray.

Achtung! Wenn das abzubildende Objekt weit vom Ursprundeentt liegt, wird es in
POV-Ray nicht oder nur teilweise zu sehen sein. (Unter Mapld immer das gesamte
Objekt dargestellt, wobei das Bild des Ursprungs nicht in Méte des rechteckigen
Bildes zu liegen braucht.)

e Es wird eine Lichtquelle (weil3es Licht) im Punks®, 50, -50> definiert. Dieser Punkt
wird so wie die Kamera gedreht.

¢ Die Hintergrundfarbe wird auf weil3 gesetzt.
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e Daran schlie3t die Definition einer OberflachenstruMtaglePlotFinish an.

Diese Standardeinstellungen diendfensichtlich nur dazu, eine I&&hige POV-Ray-Datei zu
erstellen. Sie werden in den meisten Fallen modifiziert eenhliissen. An diesen Vorspann
schlief3t dann die Beschreibung des Objekts an:

e Samtliche Maple-Plotstrukturen werden in eine Vereinguon Dreiecken tibersetzt:
union{ triangle {...} triangle {...} ...}

Jedes einzelne Dreieck wird entsprechend den Farbeinsgelh in Maple gefarbt und
erhéalt die zuvor definierte Oberflachenstruktur.

e Da Maple im Gegensatz zu POV-Ray ein Rechts-Koordinatéasygerwendet, werden
die Maple-Koordinaten beim Export der Dreiecksmaschenarethnet:

[x,y,z] in Maple geht Uber iry, -x,-z> in POV-Ray.

Beispiel 4.10.5Der Export der Graphik aus Beispiel 4.10.2 tiber das Menibe(gis auf den
Zeilenumbruch) die folgende POV-Ray-Datei.

// Maple POV-Ray Export

camera { location <0, O, -20> look_at <@, 0, 0> rotate <-45, 0, 45> }

light_source { <50, 50, -50> color red 1.0 green 1.0 blue 1.0 rotate <-45, 0, 45> }

background { color red 1.0 green 1.0 blue 1.0 }

#declare MaplePlotFinish = finish { specular 0.4 ambient 0.5 diffuse 0.2 }

union
{
triangle { <1.0000, -1.0000, -2.0000>, <1.0000, 0.0000, -3.0000>, <1.0000, -1.0000, -3.0000>
texture { pigment { color red 0.753 green 0.753 blue 0.753 } finish { MaplePlotFinish } } }
triangle { <1.0000, -1.0000, -2.0000>, <1.0000, 0.0000, -2.0000>, <1.0000, 0.0000, -3.0000>
texture { pigment { color red 0.753 green 0.753 blue 0.753 } finish { MaplePlotFinish } } }
triangle { <0.0000, 0.0000, -3.0000>, <1.0000, -1.0000, -3.0000>, <0.0000, -1.0000, -3.0000>
texture { pigment { color red 0.753 green 0.753 blue 0.753 } finish { MaplePlotFinish } } }
triangle { <0.0000, 0.0000, -3.0000>, <1.0000, 0.0000, -3.0000>, <1.0000, -1.0000, -3.0000>
texture { pigment { color red 0.753 green 0.753 blue 0.753 } finish { MaplePlotFinish } } }
triangle { <0.0000, -1.0000, -2.0000>, <1.0000, -1.0000, -3.0000>, <1.0000, -1.0000, -2.0000>
texture { pigment { color red 0.753 green 0.753 blue 0.753 } finish { MaplePlotFinish } } }
triangle { <0.0000, -1.0000, -2.0000>, <0.0000, -1.0000, -3.0000>, <1.0000, -1.0000, -3.0000>
texture { pigment { color red 0.753 green 0.753 blue 0.753 } finish { MaplePlotFinish } } }
triangle { <0.0000, 0.0000, -2.0000>, <0.0000, -1.0000, -3.0000>, <0.0000, -1.0000, -2.0000>
texture { pigment { color red 0.753 green 0.753 blue 0.753 } finish { MaplePlotFinish } } }
triangle { <0.0000, 0.0000, -2.0000>, <0.0000, 0.0000, -3.0000>, <0.0000, -1.0000, -3.0000>
texture { pigment { color red 0.753 green 0.753 blue 0.753 } finish { MaplePlotFinish } } }
triangle { <0.0000, 0.0000, -2.0000>, <1.0000, 0.0000, -3.0000>, <1.0000, 0.0000, -2.0000>
texture { pigment { color red 0.753 green 0.753 blue 0.753 } finish { MaplePlotFinish } } }
triangle { <0.0000, 0.0000, -2.0000>, <0.0000, 0.0000, -3.0000>, <1.0000, 0.0000, -3.0000>
texture { pigment { color red 0.753 green 0.753 blue 0.753 } finish { MaplePlotFinish } } }
triangle { <0.0000, 0.0000, -2.0000>, <1.0000, -1.0000, -2.0000>, <0.0000, -1.0000, -2.0000>
texture { pigment { color red 0.753 green 0.753 blue 0.753 } finish { MaplePlotFinish } } }
triangle { <0.0000, 0.0000, -2.0000>, <1.0000, 0.0000, -2.0000>, <1.0000, -1.0000, -2.0000>
texture { pigment { color red 0.753 green 0.753 blue 0.753 } finish { MaplePlotFinish } } }
triangle { <3.0000, -1.0000, 0.0000>, <3.0000, 0.0000, -1.0000>, <3.0000, -1.0000, -1.0000>
texture { pigment { color red 1.000 green 0.000 blue 0.000 } finish { MaplePlotFinish } } }
triangle { <3.0000, -1.0000, 0.0000>, <3.0000, 0.0000, 0.0000>, <3.0000, 0.0000, -1.0000>
texture { pigment { color red 1.000 green 0.000 blue 0.000 } finish { MaplePlotFinish } } }
triangle { <2.0000, 0.0000, -1.0000>, <3.0000, -1.0000, -1.0000>, <2.0000, -1.0000, -1.0000>
texture { pigment { color red 1.000 green 0.000 blue 0.000 } finish { MaplePlotFinish } } }
triangle { <2.0000, 0.0000, -1.0000>, <3.0000, 0.0000, -1.0000>, <3.0000, -1.0000, -1.0000>
texture { pigment { color red 1.000 green 0.000 blue 0.000 } finish { MaplePlotFinish } } }
triangle { <2.0000, -1.0000, 0.0000>, <3.0000, -1.0000, -1.0000>, <3.0000, -1.0000, 0.0000>
texture { pigment { color red 1.000 green 0.000 blue 0.000 } finish { MaplePlotFinish } } }
triangle { <2.0000, -1.0000, 0.0000>, <2.0000, -1.0000, -1.0000>, <3.0000, -1.0000, -1.0000>
texture { pigment { color red 1.000 green 0.000 blue 0.000 } finish { MaplePlotFinish } } }
triangle { <2.0000, 0.0000, 0.0000>, <2.0000, -1.0000, -1.0000>, <2.0000, -1.0000, 0.0000>
texture { pigment { color red 1.000 green 0.000 blue 0.000 } finish { MaplePlotFinish } } }
triangle { <2.0000, 0.0000, 0.0000>, <2.0000, 0.0000, -1.0000>, <2.0000, -1.0000, -1.0000>
texture { pigment { color red 1.000 green 0.000 blue 0.000 } finish { MaplePlotFinish } } }
triangle { <2.0000, 0.0000, 0.0000>, <3.0000, 0.0000, -1.0000>, <3.0000, 6.0000, 0.0000>
texture { pigment { color red 1.000 green 0.000 blue 0.000 } finish { MaplePlotFinish } } }
triangle { <2.0000, 0.0000, 0.0000>, <2.0000, 0.0000, -1.0000>, <3.0000, 0.0000, -1.0000>
texture { pigment { color red 1.000 green 0.000 blue 0.000 } finish { MaplePlotFinish } } }
triangle { <2.0000, 0.0000, 0.0000>, <3.0000, -1.0000, 0.0000>, <2.0000, -1.0000, 0.0000>
texture { pigment { color red 1.000 green 0.000 blue 0.000 } finish { MaplePlotFinish } } }
triangle { <2.0000, 0.0000, 0.0000>, <3.0000, 0.0000, 0.0000>, <3.0000, -1.0000, 0.0000>
texture { pigment { color red 1.000 green 0.000 blue 0.000 } finish { MaplePlotFinish } } }
triangle { <1.0000, -4.0000, 0.0000>, <1.0000, -2.0000, -1.0000>, <1.0000, -4.0000, -1.0000>
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texture { pigment
triangle { <1.0000,
texture { pigment
triangle { <0.0000,
texture { pigment
triangle { <0.0000,
texture { pigment
triangle { <0.0000,
texture { pigment
triangle { <0.0000,
texture { pigment
triangle { <0.0000,
texture { pigment
triangle { <0.0000,
texture { pigment
triangle { <0.0000,
texture { pigment
triangle { <0.0000,
texture { pigment
triangle { <0.0000,
texture { pigment
triangle { <0.0000,
texture { pigment
triangle { <2.0000,
texture { pigment
triangle { <2.0000,
texture { pigment
triangle { <0.0000,
texture { pigment
triangle { <0.0000,
texture { pigment
triangle { <0.0000,
texture { pigment
triangle { <0.0000,
texture { pigment
triangle { <0.0000,
texture { pigment
triangle { <0.0000,
texture { pigment
triangle { <0.0000,
texture { pigment
triangle { <0.0000,
texture { pigment
triangle { <0.0000,
texture { pigment
triangle { <0.0000,
texture { pigment

{

-4.0000, 0.0000>,

{

-2.0000,

{

-2.0000,

{

-4.0000, 0.0000>,

{

-4.0000, 0.0000>,

{

-2.0000, 0.0000>,

{

-2.0000, 0.0000>,

{

-2.0000, 0.0000>,

{

-2.0000, 0.0000>,

{

-2.0000, 0.0000>,

{

-2.0000, 0.0000>,

{

-2.0000, 0.0000>,

{

-2.0000, 0.0000>,

{
0.
{
0.
{

-2.0000, 0.0000>,

{

-2.0000, 0.0000>,

{
0
{
0
{
0
{
0
{
0
{
0
{

.0000, 0.0000>, <0.0000,
.0000, 0.0000>, <0.0000,
.0000, 0.0000>, <2.0000,
.0000, 0.0000>, <0.0000,
.0000, 0.0000>, <2.0000,

.0000, 0.0000>, <2.0000,

color red 0.000 green 0.000
color red 0.000
-1.0000>,
color red 0.000
-1.0000>,
color red 0.000

green 0.000

green 0.000
<1.0000,
green 0.000
<1.0000,
green 0.000
<0.0000,
green 0.000
<0.0000, -4
green 0.000

color red 0.000
color red 0.000
color red 0.000

color red 0.000 green 0.000

color red 0.000 green 0.000

color red 0.000 green 0.000

color red 0.000 green 0.000

color red 0.000 green 0.000

color red 0.000 green 1.000
color red 0.000
0000, -2.0000>,
color red 0.000
0000, -2.0000>,
color red 0.000

green 1.000
<2.0000,
green 1.000

green 1.000
color red 0.000 green 1.000

color red 0.000 green 1.000

color red 0.000 green 1.000
color red 0.000 green 1.000
color red 0.000 green 1.000
color red 0.000 green 1.000
color red 0.000 green 1.000

color red 0.000 green 1.000

<1.0000, -2.
<1.0000, -4.0000,
-2.0000,

-4.

-4.

.0000,

<0.0000, -2.

<1.0000, -2.

<0.0000, -2.

<1.0000, -4.

<1.0000, -2.

<2.0000, 0.6000,

<2.0000, 0.0000, 0.0000>, <2.0000, 0.6000,

-2.

<2.0000, 0.6000,

<2.0000, -2.

<0.0000, -2.

-2.0000,

0.0000,

0.0000,

0.0000,

-2.0000, 0.0000>, <0.0000,

0.0000, 0.0000>, <2.0000,

blue 1.000 } finish { MaplePlotFinish } } }
0000, 0.0000>, <1.0000, -2.0000, -1.0000>
blue 1.000 } finish { MaplePlotFinish } } }
-1.0000>, <0.0000, -4.0000, -1.0000>
000 } finish { MaplePlotFinish } } }
-1.0000>, <1.0000, -4.0000, -1.0000>
blue 1.000 } finish { MaplePlotFinish } } }
0000, -1.0000>, <1.0000, -4.0000, 0.0000>
blue 1.000 } finish { MaplePlotFinish } } }
0000, -1.0000>, <1.0000, -4.0000, -1.0000>
blue 1.000 } finish { MaplePlotFinish } } }
-1.0000>, <0.0000, -4.0000, 0.0000>
blue 1.000 } finish { MaplePlotFinish } } }
0000, -1.0000>, <0.0000, -4.0000, -1.0000>
blue 1.000 } finish { MaplePlotFinish } } }
0000, -1.0000>, <1.0000, -2.0000, 0.0000>
blue 1.000 } finish { MaplePlotFinish } } }
0000, -1.0000>, <1.0000, -2.0000, -1.0000>
blue 1.000 } finish { MaplePlotFinish } } }
0000, 0.0000>, <0.0000, -4.0000, 0.0000>
blue 1.000 } finish { MaplePlotFinish } } }
0000, 0.0000>, <1.0000, -4.0000, 0.0000>
blue 1.000 } finish { MaplePlotFinish } } }
-2.0000>, <2.0000, -2.0000, -2.0000>
blue 0.000 } finish { MaplePlotFinish } } }
-2.0000>
blue 0.000 } finish { MaplePlotFinish } } }
0000, -2.0000>, <0.0000, -2.0000, -2.0000>
blue 0.000 } finish { MaplePlotFinish } } }
-2.0000>, <2.0000, -2.0000, -2.0000>
blue 0.000 } finish { MaplePlotFinish } } }
0000, -2.0000>, <2.0000, -2.0000, 0.0000>
blue 0.000 } finish { MaplePlotFinish } } }
0000, -2.0000>, <2.0000, -2.0000, -2.0000>
blue 0.000 } finish { MaplePlotFinish } } }
-2.0000>, <0.0000, -2.0000, 0.0000>
blue 0.000 } finish { MaplePlotFinish } } }
-2.0000>, <0.0000, -2.0000, -2.0000>
blue 0.000 } finish { MaplePlotFinish } } }
-2.0000>, <2.0000, 0.0000, 0.0000>

blue 0.000 } finish { MaplePlotFinish } } }
-2.0000>, <2.0000, 0.0000, -2.0000>
blue 0.000 } finish { MaplePlotFinish } } }
-2.0000, 0.0000>
blue 0.000 } finish { MaplePlotFinish } } }
-2.0000, 0.0000>

blue 0.000 } finish { MaplePlotFinish } } }

blue 1.

Diese Datei wurde nur eingeftigt, um zu illustrieren, dassliexport nach POV-Ray selbst
fur sehr einfache Objekte recht umfangreiche POV-Ray+Patentstehen.

Bemerkung 4.10.6 Als Alternative bietet es sich an, auf den direkten Impog Blaple ganz-

lich zu verzichten und die bendétigten Daten gleich in eilodslsen Form in eine Datei zu schrei-
ben, dass diese Daten dann in POV-Ray als Include-Datditdugiterverarbeitet werden kon-
nen. In gleicher Weise kann auch ein Import von DaterlNA3LABund anderen Programmen
erfolgen.



Kapitel 5

Animationen

5.1 Bilderfolgen in POV-Ray

5.1.1 Gleich vorweg: Mit POV-Ray alleine kdnnen keidaimationenrerstellt werden. Es ist
vielmehr nur moglichfFolgen von Standbildernu generieren. Dabei wird jedes einzelne Stand-
bild* unabhangig von den anderen Bildern berechnet. Das bedaetinter Umstanden einen
grof3en Rechenaufwand, hat aber den Vorteil einer hoherbiiit.

5.1.2 Damit POV-Ray beispielsweise eine Folge von flinfzig Bitdeerechnet, sind in die
(aktuell verwendete) Initialisierungs-Datei folgendéda® Zeilen einzutragen:

Initial_Frame=1
Final_Frame=50

Beim Ausfliihren einer POV-Ray-Datei, etwa mit dem Nameine_anim.pov, werden dann
der Reihe nach die Bilder

meine_anim0@l.png, meine_anim@2.png, ..., meine_anim50.png

angelegt. Dabei richtet sich die Anzahl der fihrenden Muheden Dateinamen nach dem Wert
von Final_Frame. Wird dieser Wert zum Beispiel auf 150 verandert, so werdatei@n mit
den Namen

meine_anim®01.png, meine_anim®02.png, ..., meine_animl50.png

generiert. Diese Einstellungen lassen sich auch Uber dienka@andozeile steuern.
Ohne weiteres Zutun liefert die oben beschriebene Vorgesige lauter identische Bilder.
Wie der sich der Inhalt der einzelnen Bilder beeinflussest)&grd in 5.1.4 beschrieben.

5.1.3 Soll nur eineTeilfolgeder oben beschriebenen Bilderfolge berechnet werdenndarsi
der Initialisierungs-Datei zuséatzlich zu den Angaben ¥amtial_Frame undFinal_Frame
etwa noch die Zeilen

Subset_Start_Frame=21
Subset_End_Frame=40

Wir sprechen im Folgenden auch kurz von einem Bild.
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zu erganzen. Es ware falsch, zu diesem Zweck in der Inigalings-Datei die Eintragung
Initial_Frame=21, Final_Frame=40 zu machen. Damit wirde die gesamte urspringliche
Bildersequenz auf zwanzig neue Bilder

meine_anim21l.png, meine_anim22.png, ..., meine_anim40.png

umgerechnet.

5.1.4 Zur Programmierung des Inhalts von Bilderfolgen dient ilVHRay das Schllisselwort

clock, welches einem Zeitparameter entspricht. Der Wert diessrvierten Variablen ist eine
reelle Zahl, die nur tGber die Initialisierungs-Datei oder lommandozeile beeinflusst werden
kann. In einer POV-Ray-Datei selbst ist keine Veranderuiglioh. Wir besprechen hier nur

die Steuerung Uber die Initialisierungs-Datei. Wird ddviae

Initial_Clock=2
Final_Clock=4

eingetragen, so tritt folgendes ein:

¢ Die Variableclock hat wahrend der gesamten Berechnung des ersten BildesBiner
derfolge den Wert 2.

¢ Falls die Bilderfolge aus mehr als einem Bild besteht, nirabeick beim letzten Bild den
Wert 4 an. Fur die Bilder dazwischen witd ock durch lineare Interpolation zwischen
dem Anfangs- und Endwert berechnet.

Werden in der Initialisierungs-Datei keine Angaben gemeasihbleiben die Standardwerte

Initial_Clock=0
Final_Clock=1

in Kraft. Wir nehmen im Folgenden stets an, dassck von 0 bis 1 lauft.
Mit Hilfe von clock kann nun in der POV-Ray-Datei der Bildinhalt gesteuert wardso
bewirkt etwa eine Anweisung

object{ ... rotate z*180*clock }

die Drehung eines Objekts um die dritte Koordinatenachgélmingigkeit von der Zeit.

Der Vorteil vonclock liegt darin, dass sich die POV-Ray-Datei unabhangig vonAder
zahl der zu erstellenden Bilder schreiben lasst. Die Sefeite, mit derclock dann bei der
Berechnung einer Bilderfolge verandert wird, ergibt sitleiae aus den Einstellungen flr
Initial_Frame undFinal_Frame.

5.1.5 Soll eine Bilderfolge spéater eireyklisch ablaufende Animatidiefern, so muss die POV-

Ray-Datei derart gestaltet werden, dassdiwck=0 und clock=1 dasselbe Bild entsteht. So
bleibt die Unabh&ngigkeit von der Anzahl der Bilder gewabss letzte Bild wird allerdings

gar nicht bendétigt. Durch eine Abfrage der Form

# if (clock < 1) ... #end

kann erreicht werden, dass das (Uberflissige) letzte Bilthex (mit leerem Bildinhalt) berech-
net wird.
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5.2 Weiterverarbeitung

5.2.1 Mehrere elektronische Einzelbilder lassen sich mit eitéggiber Software in Video-Ani-
mationen Uberflihren. Wir kobnnen darauf hier nicht eingeBsrsei aber betont, dass derartige
Programme in der Regel folgende Mdglichkeiten bieten:

e Berechnung von Bildibergangen, also das Einfigen neutargolierter) Bilder zwi-
schen die vorhandenen Bilder.

¢ Individuelle oder globale Steuerung der Anzeigedauer viaadtbildern.

Durch nachtraglich erstellte Ubergange kann die Anzahtdédrerechnenden Bilder unter Um-
standen verkleinert werden. Gemeinsam mit der Steuerungrdeeigedauer ist es auch mog-
lich, im Nachhinein die Geschwindigkeit der Animation ziebglussen.

5.2.2 Wir werden im Folgenden keindleiterverarbeitungperticksichtigen. Bei der Berechnung
einer Bilderfolge mit POV-Ray gehen wir daher von folgendemahmen aus:
e Es werden nachtraglich keine Bilder mehr eingefugt.

¢ Jedes Bild wird beim Betrachten fiir eine konstante Zeitspgesehen, bevor das nachste
Bild erscheint.

Im Sinne dieser Festsetzungen entspricht jeder Wert deblanclock bis auf einen positiven
Proportionalitatsfaktor tatséchlich dem Zeitpunkt, zmdsn Bild im Laufe einer Préasentation
erscheint.

Nur bei einer zyklisch ablaufenden Prasentation tritt éibeveichung ein. Hier lassen wir
das letzte von POV-Ray berechnete Bild einfach weg. Vgluadhg Anmerkungen in 5.1.5.

5.3 Wiedergabe

5.3.1 Wir verwenden zur Wiedergabe unserer mit POV-Ray erstelBdderfolgen eine
HTML-Datei mit einem eingebundenem SkrApbDiese Datei steht unter dem Namen

muster_anim.html
in TUWEL bereit. Wir beschreiben im Folgenden die nétigendifigationen.
5.3.2 Im Konfigurationsbereich des Skripts brauchen nur die foudige (vorhandenen) Eintra-
gungen angepasst werden:

"kubik_anim";
llpngll ;

image_name
image_type

first_image = 1;
last_image = 20;

animation_height = 480;
animation_width = 640;

2jsimagePlayer 1.0, Copyrigl® 1996-98 by Martin Holéko, CVUT Praha. Das in JavaScript geschriebene
Original wurde verandert. Quellextp://sgi. felk.cvut.cz/~xholecko/player (abgerufen 11. Juli 2001).
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play_mode = 1;

Dabei muss jede Zeile mit eineGemikolorenden. In der Vorlage sind noch kurze Kommentare
hinzugefugt, die (so wie in POV-Ray) hinter der Zeichenéolg versteckt sind. Wir beschrei-
ben hier die Bedeutung der einzelnen Einstellungen:

e image_name: Der gemeinsame erste Teil des Namens aller Bilddateiette (Bur Klein-
buchstaben verwenden.)

e image_type: Der gemeinsame Dateityp der Namens aller BilddateientgBng ver-
wenden.)

e first_image: Laufende Nummer des ersten Bildes. Fihrende Nullen spiaée der
Eingabe keine Rolle. Sie werden in den Dateinamen autoohgtisssend erganzt.

e last_image: Laufende Nummer des letzten Bildes.

e animation_height: Hohe der animierten Graphik in Pixel. (Sie sollte mit dergral-
hohe Ubereinstimmen.)

e animation_width: Breite der animierten Graphik in Pixel. (Sie sollte mit @niginal-
breite Ubereinstimmen.)

e play_mode: Folgende Werte sind zulassig:
0: Die Animation lauft einmal ab und endet mit dem letzterdBil
1: Die Animation lauft beliebig lange zyklisch ab.
2. Die Animation lauft beliebig lange vor und zurtck.

Ganz am Ende der HTML-Datei steht dieser Aufruf:

<script type="text/javascript'>
<l--

animation();

//-=>

</script>

Damit wird die Animation samt Steuerungsoberflaiche an gelser Stelle in das HTML-
Dokument eingefiigt. Der nachfolgende Hinweis

<noscript>
Java Script not supported
</noscript>

dient nur zur Information. Er erscheint immer dann, wenra$avipt im verwendeten Web-
Browser nicht aktiviert wurde.

5.3.3 Nach dem @rnen der oben beschriebenen HTML-Datei mit einem Web-Browse
scheint unterhalb des ersten Bildes der Animation ein@eld Benutzeroberflache: Hier lasst

Animation Play | Stop Speed  Slower | Faster |

Frame |1 First | < | > | Last |

Abbildung 5.1: Benutzeroberflache
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sich die Animation starten und stoppen. Ferner kann die dec@wvindigkeit reguliert werden.
In der zweiten Zeile erscheint die laufende Nummer des Bil@rrch Eintragen einer Zahl
springt die Darstellung zum beffenden Bild® Darliber hinaus kann zum erstgirst], zum
vorhergehendefx], zum nachfolgendefr] und zum letzten BildLast] gesprungen werden.
Mit [Play] startet die Animation wieder beim aktuellen Bild.

Falls die Animation auf einmaligen Ablauf eingestellt istdas letzte Bild erreicht wurde,
muss zuerdiFirst] und danr{Play] gedrickt werden, um die Animation neu zu starten.

5.4 Gestaltung von Animationen

5.4.1 Wenn sich in einer Animation alles wie wild dreht und bewegtn ist das wenig anspre-
chend. Eine gute Animation sollte mit den Méglichkeiten bgter Bilder sparsam umgehen.
Wir stellen im Folgenden einige Ideen zusammen, die abealsuknregung dienen sollen.

5.4.2 Soll diestetige Bewegungines Objekts dargestellt werden, so ist zu beachten, eldss |
Bewegungsvorgang relativ zu einem ,ruhenden Bezugssystersehen ist. Bei einer solchen
Animation sollte daher die Kamera nicht auch noch bewegtemrDer ruhende Raum kann
durch einen unbewegten Hintergrund (eine Kulisse) suggenerden. Das bewegte Objekt
befindet sich im Idealfall im Vordergrund der Szene. Bei desf@ltung der Bewegung sollte
ferner berucksichtigt werden, ob konstante oder varialeigcBwindigkeit vorliegen soll.

Bei einer reinerstetigen Drehungines Objekts um eine Achse kann auf einen Hintergrund
verzichtet werden, falls es beim Betrachten der Animatian ist, wo sich die Drehachse un-
gefahr befindet.

Beispiel 5.4.3Wir erstellen eine Animation eindubischen RaumkurvBiese Kurve liegt auf
einem parabolischen Zylinder. Ferner wird ein durch zweikeelP und Q der Kurve bestimm-

Abbildung 5.2: Ein Bild aus der Animation einer kubischeruRékurve

tes Schmiegtetraeder dargestellt. Zwei der Ecken desebsra sind die Punktie und Q, die
beiden anderen Ecken sind die Schnittpunkte der TangeRéinw. Q) mit der Schmiegebene
in Q (bzw. P).

3Ein in der Dokumentation zitiertdmown bugwurde von Peter Regner behoben. Es erscheint nunmehr auch
nach Abschluss der Eingabe mit d&rter-Taste das betfiende Bild.
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Das gesamte Objekt rotiert stetig um die zz#Achse parallele Gerade durch den Punkt
(0, 1, 0) (zyklische Animation). Die gesamte Animation (HTML-Batind Bilder) kann in TU-
WEL unter dem Namen

kubik_anim.zip

gefunden werden. Alle darin enthaltenen Dateien sind iselhs Verzeichnis zu entpacken.
Die Animation wurde folgendermal3en erstellt:

// Visualisierung Hans Havlicek

// In der Ini-Datei einfligen oder tber die Befehlszeile steuern
// Initial_Frame =1
// Final_Frame = 101

// Drehung! Frame 101 = Frame0®01 wird spdter nicht verwendet

#include "colors.inc"
#include "transforms.inc"

// Trafo auf Rechtssystem
#declare Trafo = transform {matrix <1,0,0, 0,0,1, 0,1,0, 0,0,0>}

camera { orthographic location vtransform(<5, 15, 3>,Trafo)
look_at vtransform(<®, 0 , 0>,Trafo) transform Trafo}

#if (clock < 1) // letztes Bild leer
light_source { <50, 50, -50> color White parallel }
background { color red 1.0 green 1.0 blue 1.0 }

#declare MeinFinish = finish { phong 0.9 ambient 0.3 }
#declare MeinPigment = pigment{ color Orange }

// Grundeinstellungen

#declare Teile=200; // Anzahl der Teilstrecken

#declare Tanf=-5.5; // Anfangsparameter

#declare Tend= 5.5; // Endparameter

#declare S=0; // Anfangswert des Zdhlers S
#declare Dicke=0.1; // halbe Dicke der Kurve (Rohrfliache)

//Gestaltparameter fir die Kurve
#declare A=0.2;
#declare B=0.03;
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#declare Eps=1.5;

// Macro fir die Parameterdarstellung der Kurve
#macro Kurvenpunkt (T)

<T, A*T*T, B*T*T*T>
#end

// Punkte auf Tangenten aus Nebenrechnung tbernommen
#declare TangP = <-1.333333333, -1.066666668, 1.920000000>;
#declare TangQ = <1.333333333, -1.066666668, -1.920000000>;

// Objekt erstellen
union{
#while (S<Teile) // kleiner
// Parameter zum Anfangs- und Endpunkt der aktuellen Strecke
#declare TO®O = Tanf+S/Teile*(Tend-Tanf);
#declare T1 = Tanf+(S+1)/Teile*(Tend-Tanf);
union{
// Anfangspunkt und Strecke
sphere{Kurvenpunkt (T®) Dicke}
cylinder{Kurvenpunkt(T®) Kurvenpunkt(T1l) Dicke open}
pigment{MeinPigment} finish{MeinFinish}
3
#declare S = S+1; // Zshler erhohen
#end // Ende der while-Schleife

// Kugel zum Abschluss ergdnzen
sphere{Kurvenpunkt (Tend) 1*Dicke pigment{MeinPigment}
finish{MeinFinish}}

// Schmiegtetraeder aus Kugeln und Zylindern
union{

sphere{Kurvenpunkt (Tanf+Eps) 2*Dicke }
sphere{Kurvenpunkt (Tend-Eps) 2*Dicke }
sphere{TangP 2*Dicke }

sphere{TangQ 2*Dicke }

cylinder{Kurvenpunkt (Tanf+Eps) TangP Dicke open
cylinder{Kurvenpunkt (Tend-Eps) TangQ Dicke open
cylinder{Kurvenpunkt(Tend-Eps) TangP Dicke open
cylinder{Kurvenpunkt (Tanf+Eps) TangQ Dicke open
cylinder{TangP TangQ Dicke open }

cylinder{Kurvenpunkt (Tanf+Eps) Kurvenpunkt(Tend-Eps) Dicke open }

(S SR
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pigment{color Yellow} finish{MeinFinish}
3

// parabolischer Zylinder
quadric {<A,0,0>,<0,0,0>,<0,-1,0>,0
pigment{color White transmit 0.2} finish{MeinFinish}
clipped_by{box{< Kurvenpunkt(Tanf) .x,Kurvenpunkt(®).y,
Kurvenpunkt (Tanf) .z>,
Kurvenpunkt(Tend)}} }

// Schieben, da um die z-Achse gedreht wird. Anpassen an Bildformat
translate -y

scale 1.2
// Steuerung der Animation mit clock
rotate z*360*clock

} // Ende union

#end // Ende if clock

5.4.4 Bei einerKamerafahrtsollte das Objekt nicht stark verandert werden. Die Verweigd
einer Zentralprojektion ist hier dringend anzuraten, daitldas Projektionszentrum tatsachlich
an einen beliebigen Punkt des Raumes gebracht werden kamm.B&trachten der Animation
spielt es keine Rolle, ob bei der Berechnung die Kamera aegesamte Objekt bewegt wurde.
Diese beiden Bewegungsvorgange sind aber invers zueinande

5.4.5 Beim Zoomerempfiehlt sich die Verwendung einer Zentralprojektion. &#e, dass der
Augpunkt hier gleich bleibt. Es wird nur der Hauptpunkt derspektive auf der Blickachse
verschoben.

5.4.6 Das Wechselspiel von Licht und Schatten kann durch sieg bewegte Lichtquellen-
terstrichen werden. Ebenso kénnen Anderungen an Oberfizelitabhangig gestaltet werden.
Mehr dazu findet sich unter dem Schlisselwdrdse in der Online-Hilfe zu POV-Ray.

Beispiel 5.4.7 Die folgende Animation (HTML-Datei und Bilder) kann in TUWEinter dem
Namen

baum_anim.zip

gefunden werden. Sie zeigt eine Animation des Schatteres daumes zum Aquinoktium
(Zeitpunkt der Tag-und-Nacht-Gleiche) auf5rdlicher Breite.
Der Lauf und die variable Helligkeit der Sonne wurden so enpéntiert:
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Abbildung 5.3: Ein Bild aus der Animation des Schattens €iBaumes

light_source {<-440, 0, 0> color rgb 1.8*pow(sin(clock*pi),1/30)
parallel
rotate y*(-10+clock*200)
rotate -x*50

}

Der Winkel der oben beschriebenen Drehung unmyedehse sei im Folgenden mit bezeich-
net. Wir schreiben aulR3erdera [0, 1] fir den Zeitparameterlock. Die Animation beginnt fur
t = 0 mitp = —10° noch vor Sonnenaufgang. Far= 0° geht die Sonne auf und figr= 180C°

wieder unter. Das letzte Bild entspricht einem Winket 190 zum Zeitpunkt = 1. Der Win-
kel fur die Drehung um die-Achse ergibt sich aus der geographischen Breite. Die dikait

des Sonnenlichts wird durch
1.8 Vsin(tr)

geregelt. Die Helligkeit beginnt also bei 0, steigt danrrsabch an und fallt schlie3lich ebenso
rasch wieder auf 0. Zuséatzlich gibt es ein Morgen- und Abetdias durch

#declare Morgenrot=Red*0;
#if (clock<1l/4) #declare Morgenrot=Red*®.4*sin(4*clock*pi); #end
#if (clock>3/4) #declare Morgenrot=Red*®0.4*sin(4*(1-clock)*pi); #end

light_source {<-440, 0, 0> color 2*Morgenrot parallel
rotate y*(-10+clock*200) rotate -x*50 shadowless }

gesteuert wird. Die Helligkeit dieses zusatzlichen Ra#smtam Sonnenlicht wird durch
0.4 - sin(4tr)

bestimmt, wobei im Intervall [0, 1/4] lauft. Das Abendrot wird analog fiire [3/4, 1] definiert.
Schliel3lich wird auch die Farbe des Himmels zeitabhangsegert. Dazu dient die folgende
Anweisung, welche die Farbe mit dem Faktor

2t
fart € [0, 1/4] (am Morgen) und analog fire [3/4, 1] (am Abend) verandert.
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#declare Himmel=SkyBlue;

#if (clock < 1/4) #declare Himmel=SkyBlue*2*sqrt(clock); #end
#if (clock > 3/4) #declare Himmel=SkyBlue*2*sqrt(l-clock); #end

background { color Himmel+0.5*Morgenrot}

5.4.8 Als letztes seierveranderliche Objektgenannt. Dabei kdbnnen intuitiv zwei Arten von
Prozessen unterschieden werden.

Bei einerDeformationandert etwa eine parametrisierte Flache ihre Gestalt,rasian aber
weder Punkte dazu noch fallen Punkte weg. Das kann etwa ctadealisiert werden, dass bei
festem Parameterbereich nur die Parametrisierung zéiajdpverandert wird.

Ein Wachstumsprozed®gt etwa vor, falls illustriert wird, wie eine Losungskar einer
Differentialgleichung von einer gewissen Anfangsbedingusgral.aufe der Zeit durch Inte-
gration (als Funktion der oberen Grenze) berechnet werden.lHier liegt letztlich eine feste
Parameterdarstellung einer Kurve vor, blol3 werden fir tizegnen Bilder nur Teile des Para-
meterintervalls verwendet.
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