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1. Einleitung

1.1.8ei P ein n-dimensionaler projektiver Pappos-Raum (2<n<x)
und A ein fest gewdhlter (n-k-1)-dimensionaler Unterraum
(0<k<n-1). Nach R.METZ [12] trdgt dann die Menge C-der Kom-
plemente von A die Struktur eines (n-k).(k+1)-dimensionalen
affinen Raumes, falls gewisse "verallgemeinerte Reguli" - das
sind Segre~Varietdten [4] in Quotientenrdumen von P - als
affine Geraden angesehen werden1. Fir k=0 liegt die bekannte
Konstruktion eines affinen Raumes durch Schlitzen von P lidngs
einer Hyperebene vor; k=n-1 1l4Bt sich dual interpretieren. Da-

her sind nur die Fdlle 1<k<n-2 von Interesse.

A.HERZER [10] zeigt, wie diese affinen Rdume {iber eine
"stereographische Projektion" der zugehdrigen GraBmann-

Varietidt Gn,k erhalten werden kénnen. Weiters stellt er wichtige
Querverbindungen zur Geometrie der Algebren her.

Etwa fiir n=3 und k=1 ist A=a eine Gerade. Flir zwei verschiedene
zu a windschiefe Geraden g,h erhidlt man die "affine Verbindungs-
gerade" <g,h> der "Punkte" g,h wie folgt: Gilt gnh=Q, so existiert
genau ein Regulus R, der a,g und h enthdlt, und <g,h>;=R\{a}.

Wenn g und h einen Schnittpunkt S haben, dann legen sie genau
ein Geradenblischel G[S,gvh] fest, und <g,h>:=G[S,gvh]\ST mit
T:=an{(gvh). (Die Bezeichnungsweise folgt [2] und [3].)

1.2.Lassen wir in 1.1 auch projektive Riume P zu, in denen der
Satz von Pappos nicht gilt, so kann die Konstruktion eines
affinen Raumes filir 1<k<n-2 mit den Ansdtzen aus [12] und [10]

1In [12] wird weiters vorausgesetzt, daB der Grundkdrper K von P

mindestens drei Elemente besitzt.
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nicht {ilbertragen werden, da dort der Satz von Pappos - oder

eine dazu dquivalente Aussage - wesentlich eingeht.

In dieser Note wird gezeigt, wie man flir kommutativen oder
nicht kommutativen Grundkdrper K im Falle n=3, k=1 aus der Menge
der zu einer Geraden a windschiefen Geraden vierdimensionale
affine Rdume erhalten kann, deren GrundkdSrper zu K isomorph bzw.
antiisomorph sind. Die affinen Geraden gewinnen wir dabei aus
Geradenblischeln, Reguli und - fiir einen echten Schiefkdrper K -
aus entarteten Kegelschnitten in Geradenfeldern oder Geraden-
biindeln.

Eine Verallgemeinerung auf beliebige Dimensionszahlen n,k
ist mdglich und wird kurz angedeutet. Allerdings dirften die
dabei als "affine Geraden" auftfetenden Mengen von k-R&umen
bisher in der Literatur - von wenigen Ausnahmen abgesehen -
nur flir Pappos~Ridume untersucht worden sein, wo sich die

Ergebnisse aus [12] wiederfinden.

1.3. Im folgenden ist P ein 3-dimensionaler projektiver Raum

mit nicht notwendig kommutativem Grundkorper K.

Sind 10,11,12 drei paarweise windschiefe Geraden, so ist
die Menge aller Geraden, die 10,11,12 in je einem Punkt treffen,
ein Regulus R. Eine Gerade, die jede Regulusgerade in je einem
Punkt schneidet, wird Leitgerade des Regulus genannt. Setzen
wir Li:=enli flir eine Gerade e€R, so liegen genau jene Punkte
L€e in einer Leitgeraden von R, fiir die das Doppelverh&ltnis
DV(L,LZ,L1,LO) dem Zentrum Z von K angehdrt oder gleich o ist
[14,321],[11]. Durch drei seiner Geraden ist ein Regulus genau
fiir K=2 bestimmt, da dann j e d e Treffgerade von drei Regulus-
geraden eine Leitgerade ist (Satz von Dandelin [12,339]). Hin-
gegen legen drei verschiedene Leitgeraden - per definitionem -
genau einen Regulus fest; fiir K+Z schneiden alle Leitgeraden
aus jeder Regulusgeraden die Punkte einer Z-Kette [1,326] aus.
Dual bilden die Verbindungsebenen einer Regulusgeraden mit allen
Leitgeraden eine Z-Kette im Biischel der Ebenen durch diese

Regulusgerade.

1.4. Sei £ eine Ebene von P. Vorgegeben seien in E zwei ver-
schiedene Geradenblischel G[P,E]}, GI[Q,E] und eine Projek-

tivitidt ¥ des ersten auf das zweite Geradenbiischel. Unter dem

Erzeugnis von ¥ versteht man die Menge aller Punkte vom E, die
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im Schnitt zweier Geraden x,xw mit x€G[P,E] liegen.

Gelte weiters (PQ)w=PQ. Ist K kommutativ, so ist ¥ eine Per-
spektivitit. Im Fall K+Z muB ¥ keine Perspektivitdt sein. Falls
keine Perspektivitdt ¥ . vorliegt, dann ist das Erzeugnis ein ent-
arteter Kegelschnitt.T. Die Punkte P und Q sind Grundpunkte des
Kegelschnitts [13], [8,62]. (In [14,325] werden diese ent-
arteten Kegelschnitte "C-Konfigurationen" genannt-und als ebene
Schnitte eines Regulus gewonnen). Der durch Y erzeugte entartete
Kegelschnitt I' kann auch durch andere Projektivitdten G[P,E]-GI[Q', E]
erzeugt werden. Alle diese Punkte Q' bilden gemeinsam mit P eine
Grundkette von TI'; diese ist eine Z-Kette der Geraden PQ. Fiir je
zwei Punkte P+Q dieser Grundkette existiert genau eine Projektivitdt
G[?,E]*G[G,E], welche T erzeugt. Vgl. dazu [8,69] (fundamental
chains). Gibt man umgekehrt in E eine Z-Kette kz durch drei ver-
schiedene kollineare Punkte P,Q,E vor und sind ferner G und H
zwel weitere Punkte, deren Verbindungsgerade die Gerade PQ in
einem der Kette kZ nicht angeh&rigen Punkt schneidet, so gibt
es genau einen entarteten Kegelschnitt T' durch G,H mit kZ als
Grundkette: Nach [8,62-64] besitzt jeder entartete Kegelschnitt T
zu dieser Angabe eine erzeugende Projektivitdt v¥:G{P,E]-G[Q,E],
die sich als Einschrdnkung des Produkts Yo 1571 Ys zweler per-
spektiver Kollineationen YorYq VOR E darstellen l1l&8t. Dabei 1ist Y4
involutorisch, fiihrt P in Q iliber und hat eine Achse, welche
einen beliebigen Punkt aus kz\{P,Q}, also etwa E, mit einem be~-
liebigen Punkt aus T\PQ, also etwa G, verbindetz. Die Kollineation
o ist dann eine Homologie mit Zentrum G und Achse PQ. Durch die
Forderung HET ist Yo eindeutig festgelegt, sodaf h&chstens ein
entarteter Kegelschnitt zu dieser Angabe existiert. Umgekehrt
rechnet man leicht nach (vgl.[8,62]1, das Y0Y1|G[P,E] tatsidchlich
den gesuchten entarteten Kegelschnitt erzeugt.

2. Konstruktion affiner 4-Rdume

2.1. Unter den Voraussetzungen aus 1.3 seien a eine Gerade und
EO,E1,E2 drei verschiedene Ebenen durch a. Fir K#Z legen

diese genau eine Z-Kette Ez[a] im Ebenenbilischel gl[a] fest; zur

Vermeidung von Fallunterscheidungen sei Ez[a]:=E[a] im Fall K=2,

Wir ordnen je zwei verschiedenen zu a windschiefen Geraden g,h

—

In der 5.Zeile von [8,63] wird diese Kollineationsachse falsch
beschrieben.
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eine Geradenmenge <g,h> zu:

Fall 1: g windschief h. Es gibt nach 1.3 genau einen Regulus R,
der a,qg,h enthdlt und in den Ebenen EO,E1,E2 (und damit in jeder
Ebene von EZ[a]) eine Leitgerade besitzt. Wir setzen <g,h>:=R\{a}.

Fall 2: gnh=S und (Sva)EEZ[a]. Hier sei <g,h> das durch g,h
bestimmte Geradenbiischel vermindert um die einzige 2zu a nicht

windschiefe Gerade dieses Blischels.

Fall 3: gnNh=S und (Sva)eEZ[a]. Nun gilt notwendig K#Z.
Nach 1.4 ist in der zu gvh dualen projektiven Ebene, also im
Geradenfeld Gl[gvhl],genau ein entarteter Kegelschnitt TI' bestimmt,
der g und h enthd@lt und die Schnittgeraden der Ebenen von Ez[a]
mit gvh als Grundkette besitzt. Wir sprechen von einem entarteten
Geradenkegelschnitt, da die Elemente von T Geraden sind. Die Menge
der zu a windschiefen Geraden von I sei <g,h>.

Alle Elationen von P mit Achse durch a und Zentrum in a er-
zeugen eine Kollineationsgruppe T(a). Mit diesen Begriffen folgt
der

SATZ., Die Menge € der zu a windschiefen Geraden von P erhdlt

die Struktur eines 4-dimensionalen affinen Raumes, wenn als

"affine Geraden" die Mengen <g,h> gewdhlt werden,und zwet

"affine Geraden' <g;,h;> (i=1,2) genau dann parallel genannt werden,
falls eine Kollineation 1 aus der Gruppe T(a) existiert, welche

<g1,h1>r=<gz,h2> Zeistets.

Bewels. Wir zeichnen in P die Ebene Eo als Fernebene aus,
fassen also P als projektiv abgeschlossenen affinen Raum auf.
Dann existiert ein 3-dimensionaler K~Rechtsvektorraum W derart,
daB der affine Raum A (W) zu P\Eo isomorph ist. Mit o bezeichnen
wir eine (fest gewdhlte) Affinitédt P\EO*ML

Schneiden die Geraden einer Menge <g,h> aus 61,E2 je mehr
als einen Punkt aus, dann pagt die Abbildung

(1) an1 - xﬂEz (x€<g,h>)

nach Konstruktion in eine fernpunkttreue Projektivitdt ¥ einer
Geraden von E1 auf eine Gerade von EZ.

Liegt <g,h> in einem Regulus, dann hat dieser eine Leitgerade

lo in Eo. Unter ¥ zugeordnete Punkte liegen daher in zueinander

3Eine Zusammenfassung der verschiedenen Mdglichkeiten, affine
Rdume axiomatisch zu definieren, enthdlt [6]. Wir greifen im
folgenden auf Hilfsmittel der linearen Algebra zuriick.
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parallelen Ebenen oder in der Fernebene, sodaB eine teilverh&ltnis-

treue Projektivitdt ¥ vorliegt4.

Bei einem Geradenbischel, das <g,h> enthdlt, ist ¥ ebenfalls
teilverhdltnistreu; wegen (Sva)€E,[a] kann némlich o« Yo in A (W)
abgesehen . von Translationen durch eine lineare Dilatation

x(EW) ~ xc (c€Z\{0}) induziert werden.

Wird schlieBlich <g,h> durch einen entarteten Geradenkegelschnitt
[ bestimmt, so ist ¥ eine T erzeugende Projektivitdt. Dual zum
Vorgehen in 1.4 kann ¥ durch zwei perspektive Kollineationen ge-
wonnen werden, wobei wir voraussetzen dirfen, das dem Punkt E
aus 1.4 nun die Ferngerade der Ebene gvh entspricht. Es liegen
daher jetzt die Zentren dieser perspektiven Kollineationen in
der Fernebene; daraus liest man ab, da8 ¥ Produkt von Parallel-
perspektivitdten und daher teilverhdltnistreu ist.

Die Affinitdt « bildet E1\Eo bzw. EZ\Eo auf zwei parallele
Nebenklassen e1+E bzw. e2+E von W ab. Fir g,h€ét (g%h) setzen
wir (gnei)"=ei+gi bzw. (hnE;)%=e,+h; (i=1,2). Das a-Bild von
<g,h> wird dann gemdB (1) durch die Punktepaare

2%9, (1-u)+h2u) mit uek

beschrieben: Fﬁr g1=h1 oder 92=h2 ist das trivial, andernfalls

(2) (e1+g1(1—u)+h1u, e

lehrt dies die Teilverhdltnistreue der Projektivitdt v.

Wir erweiternw zu einem 4-~dimensionalen K-Rechtsvektorraum

VOW. Es seien B, ein Komplement von E, also V=B,8E, und fEHomK(E,B1)

1
eine Bijektion. Dann ist der Untervektorraum

1

" (3) By:={x+x'|x €E}
ein Komplement von E und B1 in V. Durch
£
(4) g(EC)»(an1,gnE2) (e1+g1,e2+92) 92+(92-91) (ev)
wird € bijektiv auf V abgebildet und die Mengen <g,h> genau auf

die Geraden von A(V); vgl. auch [7,109]. Die a-transformierte
Gruppe T(a) ist genau die Translationsgruppe von A(V).0O

2.2. SchlieBen wir A(V) projektiv ab, so legen die durch 81,82,E°

festgelegten FPerngeraden genau einen Regulus R, mit diesen
Leitgeraden fest. Je nachdem eine affine Gerade <g,h> durch einen
Regulus, ein Geradenbiischel oder einen entarteten Geradenkegel-

schnitt festgelegt wird, bestimmt ihr a-Bild einen Fernpunkt der

4 . .
Die teilverhdltnistreuen Projektivitdten werden auch als
affine Projektivitidten bezeichnet und sind die in [5] betrach-
teten "Deformationen”; fiir sie gilt der dort formulierte
"Fundamentalsatz der affinen Geometrie”.
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keiner Geraden, bzw. einer Leitgeraden bzw. einer Geraden, aber
keiner Leitgeraden des Reghlus Ry angehdrt. In dhnlicher Weise
lassen sich auch die Ebenen und Hyperebenen des affinen Raumes €
einteilen. Wir wollen das hier nicht né&her diskutierens.

3. Verallgemeinerung

3.1. Gehen wir nun von einem n-dimensionalen desarguesschen pro-
jektiven Raum P (2<n<ew) und einem (n-k-1)-dimensionalen

Unterraum A aus (O<k<n-1). Durch A legen wir k+1 (n-k)-dimensionale

Unterrdume E1""’Ek+1 und eine Hyperebene H derart, dag diese

eine Fundamentalfigur des Quotientenraumes P/A bilden. Analog 2.1

gibt es eine Affinitdt a von P\H auf einen affinen Raum A (W)

Uber einem n-dimensionalen K-Rechtsvektorraum W. Die o-Bilder

der affinen Unterrdume Ei\H sind zueinander parallele Neben-

klassen der Form ei+E von W; die Punkte e; von A(W) sind affin

unabhé&ngig (i=1,...,k+1).

Nun betten wir W in einen (n-k}.(k+1)-dimensionalen K-Rechts-

vektorraum V ein, den wir als direkte Summe

V= E®& B1 e ... & Bk

mit durchwegs (n-k)-dimensionalen Untervektorrdumen ansetzen k&nnen.

Weiters seien Bijektionen fiEHomK(E,Bi) gegeben. Dann ist

- £ f
Byyq = Dx#x 1 4. .+ x'k | x€E}

ein (n-k)-dimensionaler Untervektorraum von V. Flir j=1,..,k+1
sel

Ay := (@B ] J+ic(1,...,k+1}),

womit V=E$Aj folgt. Mittels der Projektionen Pj von V auf E in
Richtung Aj kénnen wir gemidg

(5) x~ (xP1 + e, ,xP2 +e2,...,xpk+1 + e

17 k+1)

jedem Punkt von A(V) k+1 affin unabhdngige Punkte von A(W) zu-
ordnen. Das a—1—Bild des Verbindungsraumes dieser Punkte bestimmt
einen Unterraum von P, welcher zu A bzgl.P komplementdr ist. Wir
bekommen so eine Bijektion von V auf die Menge € der zu A komple-
mentdren Unterrdume, sodaB € die Struktur eines zu A(V) isomorphen
affinen Raumes erhdlt.

5Die in [9] betrachteten linearen Geradenkomplexe fiihren auf zwei

Typen von Hyperebenen von €; daneben gibt es fiir K+Z noch
weitere Typen.
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3.2. Die bisherigen Ergebnisse lassen sich dualisieren. Dann er-
hdlt man Modelle affiner Rdume, deren Grundkdrper zu K anti-
isomorph sind. Es ist also - auch fiir k=0 und k=n-1 - in mannig-
facher Weise moglich, die Menge € der Komplemente eines Unter-
raumes A mit einer affinen Struktur zu versehen, je nachdem von
welcher Fundamentalfigur im Quotientenraum P/A bzw. (dual) von
welcher Fundamentalfiqur im Unterraum A man ausgeht. Genau filir
einen kommutativen Grundkérper K erhdlt man in jedem Fall den-

selben affinen Raum.
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