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1 .  E i n l e i t u n g  

1 . l .  S e i  P e i n  n-dimensionaler p r o j e k t i v e r  ~ a ~ ~ o s - ~ a u m  (22n<m) 

und A e i n  f e s t  gewähl ter  (n-k-1)-dimensionaler Unterraum 

(Olk2n-1). Nach R-MET2 [ I21  t r ä g t  dann d i e  Menge C ' d e r  Kom- 

plemente von A d i e  S t r u k t u r  e i n e s  (n-k) . (k+l  ) -dimensionalen 

a f f i n e n  Raumes, f a l l s  gewisse "veral lgemeiner te  Reguli  " - das 

s i n d  Segre-Varie tä ten [ 4 ]  i n  Quotientenräumen von P - a l s  

a f f i n e  Geraden angesehen werden1. Für k=O l i e g t  d i e  bekannte 

Konstrukt ion e i n e s  a f f i n e n  Raumes durch S c h l i t z e n  von P längs 

e i n e r  Hyperebene vor ;  k=n-1 l ä ß t  s i c h  dua l  i n t e r p r e t i e r e n .  Da- 

h e r  s i n d  nur  d i e  F ä l l e  l2k1n-2 von I n t e r e s s e .  

A.HERZER [ I01  z e i g t ,  wie d i e s e  a f f i n e n  Räume über e i n e  

" s te reograph i sche  P r o j e k t i o n "  d e r  zugehörigen Graßmann- 

V a r i e t ä t  G e r h a l t e n  werden können. Weiters s t e l l t  e r  wich t ige  
n ,k  

Querverbindungen z u r  Geometrie d e r  Algebren h e r .  

Etwa f ü r  n=3 und k=l i s t  A=a e i n e  Gerade. Für zwei verschiedene 

zu a windschiefe  Geraden g ,h  e r h ä l t  man d i e  " a f f i n e  Verbindungs- 

gerade"  <g,h> d e r  "Punkte" g ,h  wie f o l g t :  G i l t  gflh=0, s o  e x i s t i e r t  

genau e i n  Regulus R ,  d e r  a , g  und h e n t h ä l t ,  und <g,h>:=R\{a] . 
Wenn g und h e i n e n  Schn i t tpunk t  S haben, dann legen s i e  genau 

e i n  Geradenbüschel G[S,gvh] f e s t ,  und <g,h>:=G[S,gvh]\ST m i t  

T:=afl (gvh) . (Die Bezeichnungsweise f o l g t  [21. und [ 3 ]  . )  

1.2.Lassen w i r  i n  1 .1  auch p r o j e k t i v e  Räume P zu, i n  denen d e r  

S a t z  von Pappos n i c h t  g i l t ,  s o  kann d i e  Konstruktion e i n e s  

a f f i n e n  Raumes f ü r  11kIn-2 mi t  den Ansätzen aus L121 und [I01 

'1n [I21 wi rd  w e i t e r s  vorausgese tz t ,  daß d e r  Grundkörper K von P 
mindestens d r e i  Elemente b e s i t z t .  



n i c h t  ü b e r t r a g e n  werden, d a  d o r t  d e r  S a t z  von Pappos - o d e r  

e i n e  dazu ä q u i v a l e n t e  Aussaue - w e s e n t l i c h  e i n g e h t .  

I n  d i e s e r  Note wi rd  g e z e i g t ,  wie  man f ü r  kommutativen o d e r  

n i c h t  kommutativen Grundkörper K i m  F a l l e  n=3, k=l  aus  d e r  Menge 

d e r  zu e i n e r  Geraden a windschiefen  Geraden v i e r d i m e n s i o n a l e  

a f f i n e  Räume e r h a l t e n  kann, de ren  Grundkörper zu K isomorph bzw. 

an t i i somorph  s i n d .  Die a f f i n e n  Geraden gewinnen w i r  d a b e i  a u s  

Geradenbüscheln,  Regul i  und - f ü r  e inen  e c h t e n  S c h i e f k ö r p e r  K - 
aus  e n t a r t e t e n  K e g e l s c h n i t t e n  i n  Geradenfe ldern  o d e r  Geraden- 

bündeln  . 
Eine  Vera l lgemeinerung auf b e l i e b i g e  Dimensionszahlen n ,k  

i s t  möglich und w i r d  ku rz  angedeu te t .  A l l e r d i n g s  d ü r f t e n  d i e  

d a b e i  a l s  " a f f i n e  Geraden" a u f t r e t e n d e n  Mengen von k-Räumen 

b i s h e r  i n  d e r  L i t e r a t u r  - von wenigen Ausnahmen abgesehen - 
nur  f ü r  Pappos-Räume u n t e r s u c h t  worden s e i n ,  wo s i c h  d i e  

Ergebn i s se  aus  [ I 2 1  wiede r f inden .  

1 .3 .  I m  fo lgenden  i s t  P e i n  3-dimensionaler  p r o j e k t i v e r  Raum 

m i t  n i c h t  notwendig kommutativem Grundkörper K .  

S ind  10,11,12 d r e i  paarweise  windsch ie fe  Geraden,  s o  i s t  

d i e  Menge a l l e r  Geraden, d i e  10,1,,12 i n  je einem Punkt  t r e f f e n ,  

e i n  Regulus R .  E ine  Gerade, d i e  jede  Regulusgerade i n  je einem 

Punkt s c h n e i d e t ,  w i rd  L e i t g e r a d e  d e s  Regulus genann t .  S e t z e n  

w i r  Li:=enli f ü r  e i n e  Gerade e E R ,  s o  l i e g e n  genau j e n e  Punkte  

LEe i n  e i n e r  L e i t g e r a d e n  von R ,  f ü r  d i e  d a s  D o p p e l v e r h ä l t n i s  

DV(L,L ,L1,Lo) dem Zentrum Z von K angehör t  o d e r  g l e i c h  cn is t  2 
[14 ,321] , [11 ] .  Durch d r e i  s e i n e r  Geraden i s t  e i n  Regulus qenau 

f ü r  K = Z  bes t immt,  da  dann j e d e T r e f f g e r a d e  von d r e i  Regulus- 

geraden e i n e  L e i t g e r a d e  i s t  ( S a t z  von Dandelin [ 1 2 , 3 3 9 ] ) .  Hin- 

gegen l egen  d r e i  ve r sch iedene  Le i tge raden  - p e r  d e f i n i t i o n e m  - 
genau e i n e n  Regulus f e s t ;  f ü r  K+Z schneiden a l l e  L e i t g e r a d e n  

aus  j e d e r  Regulusgeraden d i e  Punkte e i n e r  2-Kette [1,3261 a u s .  

Dual b i l d e n  d i e  Verbindungsebenen e i n e r  Regulusgeraden m i t  a l l e n  

L e i t g e r a d e n  e i n e  Z-Kette i m  Büschel  d e r  Ebenen du rch  d i e s e  

Regulusgerade . 
1.4 .  S e i  E e i n e  Ebene von P .  Vorgegeben s e i e n  i n  E zwei ve r -  

s ch iedene  Geradenbüschel  G[P,E],  G[Q,El und e i n e  P ro jek -  

t i v i t ä t  Y d e s  e r s t e n  auf  das  zwe i t e  Geradenbüschel .  Unter  dem 
Erzeugn i s  von Y v e r s t e h t  man d i e  Menge a l l e r  Punkte von E ,  d i e  
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i m  S c h n i t t  zweier  Geraden x ,xy  m i t  XEG[P,EI l i e g e n .  

Y G e l t e  weiters (PQ) =PQ. Ist K k o m u t a t i v ,  s o  i s t  Y e i n e  Per- 

s p e k t i v i t ä t .  I m  F a l l  K92 muß Y ke ine  P e r s p e k t i v i t ä t  s e i n .  F a l l s  

k e i n e  P e r s p e k t i v i t ä t  Y v o r l i e g t ,  dann i s t  das  Erzeugnis  e i n  e n t -  

a r t e t e r  K e g e l s c h n i t t  r .  Die Punkte P  und Q s i n d  Grundpunkte des  

K e g e l s c h n i t t s  [131,  [8,621.  ( I n  [14,3251 werden d i e s e  en t -  

a r t e t e n  Kege l schn i t t e  "C-Konfigurationen" genannt und a l s  ebene 

S c h n i t t e  e i n e s  Regulus gewonnen). Der durch Y e r z e u g t e  e n t a r t e t e  

K e g e l s c h n i t t  r kann auch durch andere P r o j e k t i v i t ä t e n  G[P,E]-G[Q1,E1 

e r z e u g t  werden. A l l e  d i e s e  Punkte Q '  b i l d e n  gemeinsam m i t  P  e i n e  

Grundkette von T; d i e s e  i s t  e i n e  2-Kette d e r  Geraden PQ. Für je 

zwei Punkte d i e s e r  Grundkette e x i s t i e r t  genau e i n e  P r o j e k t i v i t ä t  

G [ P , E ] - G [ ~ , E ] ,  welche T e rzeug t .  Vgl. dazu [8,691 (fundamental 

c h a i n s ) .  G ib t  man umgekehrt i n  E e i n e  Z-Kette k Z  durch d r e i  ver-  

schiedene  k o l l i n e a r e  Punkte P,Q,E vor  und s i n d  f e r n e r  G und H 

zwei w e i t e r e  Punkte,  deren  Verbindungsgerade d i e  Gerade PQ i n  

einem d e r  K e t t e  k Z  n i c h t  angehörigen Punkt s c h n e i d e t ,  s o  g i b t  

e s  genau e i n e n  e n t a r t e t e n  Kege l schn i t t  r durch G , H  m i t  k Z  a l s  

Grundkette:  Nach [8,62-641 b e s i t z t  j ede r  e n t a r t e t e  Kege l schn i t t  r 
zu d i e s e r  Angabe e i n e  erzeugende P r o j e k t i v i t ä t  Y:G[P,El-G[Q',El, 

d i e  s i c h  a l s  Einschränkung des  Produkts y o y l = y l ~ o  zweier per- 

s p e k t i v e r  Ko l l inea t ionen  yo,yl von E d a r s t e l l e n  l ä ß t .  Dabei i s t  y l  

i n v o l u t o r i s c h ,  f i i h r t  P  i n  Q über  und h a t  e i n e  Achse, welche 

e i n e n  b e l i e b i g e n  Punkt aus  k Z \ [ P , Q ) ,  a l s o  etwa E, m i t  einem be- 

l i e b i g e n  Punkt aus  T\PQ, a l s o  etwa G ,  ve rb inde t2 .  Die Ko l l inea t ion  

yo i s t  dann e i n e  Homologie mi t  Zentrum G und Achse PQ. Durch d i e  

Forderung HET i s t  e i n d e u t i g  f e s t g e l e g t ,  sodaß höchs tens  e i n  
0 

e n t a r t e t e r  Kege l schn i t t  zu d i e s e r  Angabe e x i s t i e r t .  Umgekehrt 

r echne t  man l e i c h t  nach (vg1.[8,621,  daß y Y (G[P,E] t a t s ä c h l i c h  
0 1  

den gesuchten  e n t a r t e t e n  Kege l schn i t t  e r zeug t .  

2. Konst rukt ion  a f f i n e r  4-Räume 

2.1. Unter den Voraussetzungen aus  1.3 s e i e n  a  e i n e  Gerade und 

E , E 1 , E 2  d r e i  verschiedene  Ebenen durch a .  Für K+Z legen 
0 

d i e s e  genau e i n e  2-Kette EZ[al  i m  Ebenenbüschel E[a] f e s t ;  zu r  

Vermeidung von Fal lunterscheidungen s e i  EZ [ a ]  : = E[a] i m  F a l l  K=Z . 
W i r  ordnen je zwei verschiedenen zu a  windschiefen Geraden g ,h  

'1n d e r  5 .  Z e i l e  von [ 8,6  31 wird  d i e s e  Kol l ineat ioncachse  f a l s c h  
besch r i eben .  
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e i n e  Geradenmenge <g,h> zu: 

Fa22 I :  g windschief  h.  Es g i b t  nach 1.3 genau e i n e n  Regulus R ,  
d e r  a , g , h  e n t h ä l t  und i n  den Ebenen E o , E 1 , E 2  (und damit  i n  j e d e r  . 

Ebene von EZ[a])  e i n e  Lei tgerade  b e s i t z t .  W i r  s e t z e n  <g,h>:=R\{a}. 

Fa22 2:  gnh=s und (Sva)EEZ[a].  Hier  s e i  <g,h> d a s  durch g,h 

bestimmte Geradenbüschel vermindert  um d i e  e i n z i g e  zu a n i c h t  

windschiefe  Gerade d i e s e s  Büschels.  

F a l t  3 :  gnh=S und ( ~ v a ) ~  EZ[ a l  . Nun g i l t  notwendig K t Z  . 
Nach 1 . 4  ist i n  d e r  zu gvh dualen p r o j e k t i v e n  Ebene, a l s o  i m  

Geradenfeld G[gvh],genau e i n  e n t a r t e t e r  Kege l schn i t t  T bestimmt,  

d e r  g und h e n t h ä l t  und d i e  Schni t tgeraden d e r  Ebenen von EZ[al  

mi t  gvh a l s  Grundkette b e s i t z t .  W i r  sprechen von einem e n t a r t e t e n  

G e r a d e n k e g e l s c h n i t t ,  da d i e  Elemente von r Geraden s i n d .  Die Menge 

d e r  zu a windschiefen  Geraden von r s e i  <g,h>. 

A l l e  E la t ionen  von P m i t  Achse durch a und Zentrum i n  a er- 

zeugen e i n e  Kol l ineat ionsgruppe T ( a ) .  M i t  d i e sen  Begr i f f en  f o l g t  

de r  

SATZ. Die Menge C d e r  z u  a w i n d s c h i e f e n  Geraden von P e r h ä l t  

d i e  S t r u k t u r  e i n e s  4 -d imens iona len  a f f i n e n  Raumes, wenn a l s  

" a f f i n e  Geraden " d i e  Mengen <g,h> gewäht t  werden,  und z w e i  

" a f f i n e  Geraden" <gi,hi> f i=1,21 genau dann para22e l  genannt  werden ,  

f a l l s  e i n e  KoZZinea t ion  T aus  d e r  Gruppe T ( a )  e x i s t i e r t ,  w e l c h e  

<g, ,h  1 >T=<g  2 ,h2> l e i s t e t 3 .  

Beweis .  W i r  zeichnen i n  P d i e  Ebene E a l s  Fernebene aus ,  
0 

f a s sen  a l s o  P a l s  p r o j e k t i v  abgeschlossenen a f f i n e n  Raum a u f .  

Dann e x i s t i e r t  e i n  3-dimensionaler K-Rechtsvektorraum W d e r a r t ,  

da0 d e r  a f f i n e  Raum A ( W )  zu P\Eo isomorph is t .  M i t  a bezeichnen 

w i r  e i n e  ( f e s t  gewählte)  A f f i n i t ä t  P\Eo-W. 

schneiden d i e  Geraden e i n e r  Menge <g,h> aus  E 1 , E 2  je mehr 

a l s  e inen  Punkt aus ,  dann paß t  d i e  Abbildung 

nach Konst rukt ion  i n  e i n e  fernpunkt t reue  P r o j e k t i v i t ä t  Y e i n e r  

Geraden von E1 auf e i n e  Gerade von E 2 '  

L i e g t  <g,h> i n  einem Regulus, dann h a t  d i e s e r  e i n e  Le i tge rade  

lo i n  Eo.  Unter  Y zugeordnete Punkte l i e g e n  daher  i n  zueinander  

3 ~ i n e  Zusammenfassung d e r  verschiedenen Mögl ichkei ten ,  a f f i n e  
Rä'ume axiomat isch  zu d e f i n i e r e n ,  e n t h ä l t  [ 6 ] .  W i r  g r e i f e n  i m  
folgenden auf H i l f s m i t t e l  d e r  l i n e a r e n  Algebra zurück.  



p a r a l l e l e n  Ebenen ode r  i n  d e r  Fernebene, soda5 e i n e  t e i l v e r h ä l t n i s -  
4  

t r e u e  P r o j e k t i v i t ä t  Y v o r l i e g t  . 
Bei einem Geradenbüschel ,  d a s  <g,h> e n t h ä l t ,  i s t  Y e b e n f a l l s  

t e i l v e r h ä l t n i s t r e u ;  wegen (Sva) €EZ [ a l  kann nämlich a-I Ya i n  A (W) 

abgesehen von T r a n s l a t i o n e n  durch e i n e  l i n e a r e  D i l a t a t i o n  

~ ( E w )  - xc ( c E Z  \ [O} ) i n d u z i e r t  werden. 

Wird s c h l i e ß l i c h  <g,h> durch e inen  e n t a r t e t e n  Geradenkegelschni t t  

r best immt,  s o  i s t  Y e i n e  r erzeugende P r o j e k t i v i t ä t .  Dual zum 

Vorgehen i n  1.4 kann Y durch  zwei pe r spek t ive  Ko l l inea t ionen  qe- 

Wonnen werden, wobei w i r  vorausse tzen  dürfen ,  da5 dem Punkt E 

aus  1.4 nun d i e  Ferngerade d e r  Ebene gvh e n t s p r i c h t .  Es l i e g e n  

daher  j e t z t  d i e  Zentren d i e s e r  perspekt iven Ko l l inea t ionen  i n  

d e r  Fernebene;  da raus  l i e s t  man ab, da5 Y Produkt von P a r a l l e l -  

p e r s p e k t i v i t ä t e n  und dahe r  t e i l v e r h ä l t n i s t r e u  i s t .  

Die A f f i n i t ä t  a  b i l d e t  E 1 \ E  bzw. E Z \ E o  auf zwei p a r a l l e l e  
0 

Nebenklassen el+E bzw. eZ+E von W ab. Fiir g,h€C (g fh )  s e t z e n  

w i r  ( g n ~ i )  a=e .+g i  bzw. (hnEi)a=e.+h.  ( i=1 ,2 )  . Das a-Bild von 
1 1  

<g,h> wird  dann gemäß ( 1 )  durch d i e  Punktepaare 

(2 )  ( e l + g l  (1-u)+hlu ,  e2+g2 (1-u)+h2u) m i t  uEK 

beschr ieben:  Für  g = h l  oder  gz=hZ is t  das  t r i v i a l ,  a n d e r n f a l l s  1  
l e h r t  d i e s  d i e  T e i l v e r h ä l t n i s t r e u e  d e r  P r o j e k t i v i t ä t  Y .  

W i r  e r w e i t e r n w  zu einem 4-dimensionalen K-Rechtsvektorraum 

V3W. E s  s e i e n  81 e i n  Komplement von E ,  a l s o  V=B163E, und £€Ho% ( E ,  B1 ) 

e i n e  B i  j e k t i o n .  Dann i s t  d e r  Untervektorraum 

e i n  Komplement von E und B1 i n  V. Durch 

wird C b i j e k t i v  auf V a b g e b i l d e t  und d i e  Mengen <g,h> genau auf 

d i e  Geraden von A ( V ) ;  v g l .  auch [7,109].  D i e  a - t r ans fo rmie r t e  

Gruppe T ( a )  i s t  genau d i e  Trans la t ionsgruppe von A ( V )  . 
2.2. Sch l i eßen  w i r  A ( V )  p r o j e k t i v  ab,  s o  legen d i e  durch B1 ,B2 ,Eo  

f e s t g e l e g t e n  Ferngeraden genau e inen  Regulus R , m i t  d i e sen  

Le i tge raden  f e s t .  J e  nachdem e i n e  a f f i n e  Gerade <g,h> durch e inen  

Regulus, e i n  Geradenbüschel oder  e inen  e n t a r t e t e n  Geradenkegel- 

s c h n i t t  f e s t g e l e g t  w i rd ,  bestimmt i h r  a-Bild e inen  Fernpunkt d e r  

4 ~ i e  t e i l v e r h ä l t n i s t r e u e n  P r o j e k t i v i t ä t e n  werden auch a l s  
a f f i n e  P r o j e k t i v l t ä t e n  beze ichne t  und s i n d  d i e  i n  [5] bet rach-  
t e t e n  "Deformationen"; f ü r  s ie  g i l t  d e r  d o r t  f o r m u l i e r t e  
"Fundamentalsatz d e r  a f f i n e n  Geometrie". 



k e i n e r  Geraden, bzw. e i n e r  Lei tgeraden bzw. e i n e r  Geraden, a b e r  

k e i n e r  Le i tge raden  des  Regulus R, angehör t .  In  ä h n l i c h e r  Weise 

l a s s e n  s i c h  auch d i e  Ebenen und Hyperebenen des  a f f i n e n  Raumes C 
5 e i n t e i l e n .  W i r  wollen das  h i e r  n i c h t  näher  d i s k u t i e r e n  . 

3 .  Verallgemeinerung 

3.1. Gehen w i r  nun von einem n-dimensionalen desarguesschen pro- 

j ek t iven  Raum P (21n<m) und einem (n-k-1)-dimensionalen 

Unterraum A aus  (Olkln- 1 ) . Durch A legen w i r  k+ 1 (n-k) -dimensionale 

Unterräume E l ,  ..., Ek+l  und e i n e  Hyperebene H d e r a r t ,  da5 d i e s e  

e i n e  Fundamentalf i g u r  des  Quotientenraumes PIA b i l d e n .  Analog 2.1 

g i b t  e s  e i n e  A f f i n i t ä t  U von P\H auf e inen  a f f i n e n  Raum A(W) 

über einem n-dimensionalen K-Rechtsvektorraum W.  Die U-Bilder 

d e r  a f f i n e n  Unterräume E . \ H  s i n d  zueinander  p a r a l l e l e  Neben- 

k l a s sen  d e r  Form ei+E von W; d i e  Punkte ei von A (W) s i n d  a f f i n  

unabhängig ( i = l  , . . . , k + l )  . 
Nun b e t t e n  w i r  W i n  e inen  (n-k) . (k+l) -d imensionalen  K-Rechts- 

vektorraum V e i n ,  den w i r  a l s  d i r e k t e  Summe 

mit  durchwegs (n-k)-dimensionalen Untervektorräumen anse t zen  können. 

Weiters s e i e n  B i j ek t ionen  f i € ~ o ~ ( E , B i )  gegeben. Dann is t  

e i n  (n-k) -dimensionaler  Untervektorraum von V . Für  j = l  , ... ,k+l 

s e i  

A .  := 
1 

( ~ B B ~ I  j + i E  ( 1 , .  . . ,k+l l  ) , 

womit V=E@A. f o l g t .  M i t t e l s  d e r  P ro jek t ionen  p von V auf E i n  
3 j 

Richtung A. können w i r  gemä5 
3 

(5 )  X - (xPl + e l ,xP2  +e *,..., xPk+l + e k + l )  

jedem Punkt von A(V) k+l a f f i n  unabhängige Punkte von A ( W )  zu- 

ordnen.  Das a-'-Bild des  Verbindungsraumes d i e s e r  Punkte bestimmt 

e inen  Unterraum von P, welcher zu A bzgl  .P komplementär i s t .  W i r  

bekommen s o  e i n e  B i j e k t i o n  von V auf d i e  Menge C d e r  zu A komple- 

mentären Unterräume, sodaß C d i e  S t r u k t u r  e i n e s  zu A ( V )  isomorphen 

a f f i n e n  Raumes e r h ä l t .  

5 ~ i e  i n  [ 9 1  b e t r a c h t e t e n  l i n e a r e n  Geradenkomplexe füh ren  auf zwei 
Typen von Hyperebenen von C ;  daneben g i b t  e s  f ü r  K+Z noch 
w e i t e r e  Typen. 



3.2. Die b i s h e r i g e n  Ergebn i s se  l a s s e n  s i c h  d u a l i s i e r e n .  Dann e r -  

h ä l t  man Modelle a f f i n e r  Räume, deren  Grundkörper zu K a n t i -  

isomorph s i n d .  Es i s t  a l s o  - auch f ü r  k=O und k=n-1 - i n  mannig- 

f a c h e r  Weise möglich,  a ie  Menge C d e r  Komplemente e i n e s  Unter- 

raumes A m i t  e i n e r  a f f i n e n  S t r u k t u r  zu versehen,  j e  nachdem von 

welcher  Fundamentalf i g u r  i m  Quotientenraum P/ A bzw . ( d u a l )  von 

welcher  Fundamenta l f igur  im Unterraum ,4 man ausgeht .  Genau f ü r  

e i n e n  kommutativen Grundkörper K e r h ä l t  man i n  jedem F a l l  den- 

s e l b e n  a f f i n e n  Raum. 
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