HANS HAVLICEK
DIE AUTOMORPHEN KOLLINEATIONEN NICHT ENTARTETER NORMKURVEN

1. EINLEITUNG
1.1. Eine nicht entartete 1\101:'111k111:"v'e/l " eines n-dimensionalen
projektiven Desargues-Raumes I1=(P,G) ist das Erzeugnis eines nicht
entarteten projektiven Biindelisomorphismus ¢ [8,5.429], der in
jedem Punkt von M Schmiegunterriume besitzt. Diese Begriffsbil-
dung fihrt auf das vollstindige Erzeugnis P(n—1> der Abbildung ¢
[4,2.6]. Die Gruppe G(n—ﬂ) aller automorphen Kollineationen von
F(n-1 ist trivialerweise eine Untergruppe der Gruppe G aller

(n-1) wird in

(l’l-—’i )#G

automorphen Kollineationen von . Die Gruppe G
[4,%.3] vgllsténdig bestimmt und auBerdem gezeigt, daB G
und G(n"1

[4,3.5]. Wie man aus den {iberlegungen zu Satz 8 i?)[8] entnehmen

=G moglich ist; letzteres gilt insbesondere fiir n=2
kann, gehdrt eine Kollineation aus G dann zu G(n— , wenn sie
die Schmiegunterrfume von ¢ in mindestens einem reguldren Punkt
von M auf die Schmiegunterrsume von (¢ im Bildpunkt abbildet und
@in Algebraisierungskdorper von [ ein Schiefkdrper unendlichen
‘Grades Uber seinem Zentrum ist.

In dieser Note wird bewiesen, daB flir n2 3 genau dann'G(n—q)%G
gilt, wenn die Normkurve [ héchstens n+2 Punkte, €in Algebraisierungs-
korper von Il also hochstens n+1 Elemente besitzt?

1.2. Wir setzen einen n-dimensionalen projektiven Raum II(V,K)
iiber einem (n+1)-dimensionalen Rechtsvektorraum (V,K) mit Skalar-
kdérper K voraus (24 n<e) ‘und bezeichnen mit Z(X) das Zentrum
von K. Jeder Algebraisierungskdrper von M(V,K) ist zu K isomorph.
Die folgenden Uberlegungen werden zur Festlegung eines projek-
tiven Blindelisomorphismus benStigt: Sel @=@,...Q; € PGL(I) Produkt
~on perspektiven Kollineationen Qs (i=1,...,1), deren Achsen
einen festen Punkt E=eK enthalten. Jeder Automorphismus fe GL(V),
der e beschreibt, besitzt dann e als Eigenvektor zu einem Eigen-
1Wir betrachten ausschliellich nicht sntartete Normkurven und
bezeichnen diese kurz als Normkurven. Alle weiteren Begriffs-
bildungen und Notationen folgen [1],[2],[4]. Insbesondere ist ein

Kérper nicht notwendig kommutativ und ein Schiefk8rper nicht
kommutativ,

Beschrinkt man sich auf projektive Pappos-~Rdume, so ist das
trivial [4, FiBnote 4].
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wert aus dem Zentrum von K. Ist andererseits fe GL(V) vorgegeben
und e Eigenvektor von f zu einem zentralen Eigenwert, so zeigt
folgende Verallgemeinerung der Ergebnisse aus [10], daB die

durch f induzierte projektive Kollineation ¢ Produkt von hdchstens
n perspektiven Kollineationen mit Achsen durch E ist: Nach Identi-
fizierung des Bidualraumes V* von V wmit dem Vektorraum V legt Kerec V*
eine Hyperebene des dualen projektiven Raumes II(V)*=I1(V¥) fest

und bestimmt einen affinen Ausschnitt von [I1*., Dieser ist (bis

auf Translationen) zum affinen Raum {iber dem Linksvektorraum

Kere kanonisch isomorph. Da der Eigenwert zu e in Z(K) liegt, ist
die von f in diesem affinen Raum induzierte Affinitd#t teilverhdlt-
nistreu und kann vom Schiebanteil abgesehen dureh einen linearen
Automorphismus von Kere beschrieben werden. Setzt man in [10]7diese
Linearitédt voraus, so folgt auch bei nicht kommutati#em;Karper K
die gewlinschte Faktorisierung.

Alle projektiven Kollineationen, welche die angegebene per-
spektive Erzeugung gestatten, bilden eine Gruppe, welche scharf
transitiv auf der Menge jener geordneten Bdsen won 1 operiert,
die gemeinsam mit E eine Fundamentalmenge bilden. Das kann durch

5

Rechnung” oder mit [10] gezeigt werden.

2. KONJUGIERTE PUNKTE
2.1. Nach [4] gelten folgende Aussagen: Ein nicht entarteter
projektiver Biindelisomorphismus

@:ull/Py > ull/P,

des Blindels um einen Punkt PO auf das Biindel um einen Punkt Pn#PO
ist stets ein durch eine geordnete Fundamentalmenge

von II festgelegter Normisomorphismus. Es gibt dann eine geordnete Basis
o B\Vs'{po 908 e ’pn}
von V so, daB szij (j=0,...,n) und E=ek mitt ezz;pj gilt. Die

Abbildung ge GL(V) mit Do8=Py> P38=P3_4 (3=1,...,n) beschreibt
den Normisomorphismus ¢ vermige

(ppK v xK)g=p K v (xg)K

fir alle er\pOK,und die von @ erzeugte Normkurve [ besitzt die

5Vgl. [2,5.28]
Wenn nicht anders angegeben wird von O bis n summiert.



Darstellung
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r'-?XtKlXt—Jz'Pjt , teK}u{p K},

wobel der Parameterwert t des Punktes XtK durch die Fundamental-
menge F nur bis auf innere Automorphismen von K bestimmt ist.

2.2. Sei M,] eine Sehne von ¢ [4,2.3], welche durch einen Unter-
raum U,]cV beschrieben wird, und dimH(M,]) 21 mit PO, Pn & M,'. Die
durch den Normisomorphismus g in H(M,]) induzierte projektive
Kollii.nea’cion5 n, € PGL(H(M,])) leistet

Xx,'z(XvPo)cy NN,
fiir alle Punkte XcM,] und wird durch die Abbildung gp,=:84€ GL(Uﬂ)
beschrieben, wobel p,l:U,laan ->U,] die Projektion auf U,] in Rich-

tung an bezeichnet. Die Fixpunkte der Kollineation ", sind genau
die in M,I enthaltenen Normkurvenpunkte xtK und Xt'} ist wegen

. n-"1, .
- J - J+1 oy A
thpq"(gpjt )gpq“(jéo Pjt +Pn)P/]”‘Xtt
Eigenvektor von g, zum Eigenwert t. Vgl. [9].

2.3, Zwel Normkurvenpunkte U, V €' heiBen konjugiert, falls U=V
gilt oder in der Geraden UV mindestens drei wverschiedene Punkte
von " liegen. Jeder reguldre Punkt von I' ist nur zu sich selbst
konjugiert [4,2.8]. _

Sind UquK und VaxVK zwel verschiedene nicht regulédre Punkte
von {7, so gilt u, veK\ Z(K). Die Gerade UV ist Sehne von ¢ und
enthdlt P, P, nicht. Nach 2.2 besitzt die von ¢ in UV induzierte
Projektivitdt genau dann einen von U und V verschiedenen Fixpunkt
Wz(xu+xv1§t')K Offé K\{0%}), wenn X, +X W, X U+X VW linear abhingig
sind, also wu=vw bzw.

a=w" Vvw 1)

erfiillt ist. Gilt (1), so ergibt {(xuﬂingws)Kiu{xvK} fiir s im
Zentralisator von u die stets unendliche Fixpunktmenge von e

Vgl. dazu [5], [7,5.409], [11,8.334].
Jene linearen Vektorraumautomorphismen, welche

Pj (24 PJ'C (j"‘o,'° '7n)

mit ce K\iO} leisten, beschreiben genau die Abbildungen der

5Wi::' z8hlen die Projektivitiaten einer Geraden zu den projektiven
Kollineationen.
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Gruppe Fe PGL(II) aller projektiven Kollineationen, welche die
Fundamentalmenge F punktweise fest lassen. Die Bahn eines Punktes

(%%PJYJ)K unter F igt die Punktmenge
{(%ﬁ pjcyj)K | ce k\{o}}

und genau dann einpunktig, wenn Y572 53 mit zje_Z(K) und ye K\{0}
gilt. Ein Punkt mit einpunktiger Bahn heiBt zentral bezliglich F.
Jeder Verbindungsraum zentraler Punkte und der leere Unterraum
(zentrale Unterrdume) sind unter F stabil. Umgekehrt ist auch je~
der stabile Unterraum zentral, wie ein Induktionsbeweis nach der
Unterraumdimension leicht zeigt.

Die zu einem Normkurvenpunkt xtK konjugierten Punkte bilden
nach (1) genau die Bahn von XtK unter F und spannen einen Unter-
raum KJG auf.

éATZ 1., Ist te K iiber Z(K) algebraisch vom Grad m bzw. transzendent,
so gilt dimﬁ(Kt)zmin{m—ﬂ,n} bzw. dimH(Ktjzn.

Beweis. (1) Eine zentrale Hyperebene H kann mittels der zu B
dualen Basis B*:ip@ﬁ}..lp;} als Kern einer nichttrivialen Linearform
2h.p® mit h.e Z(K) dargestellt werden. Ein Punkt x. K liegt genau

J-d J
ann in H, wenn t eine Nullstelle des Polynoms

hnxn+hn~1xn'1+ .«+ +hg (#0)

in der Unbestimmten x ist. Setzen wir t als ﬁranszendent'oder
algebraisch vom Grad m>n voraus, so ist XtK und damit der zentrale
Unterraum KJG in keiner zentralen Hyperebene enthalten, also
dimH(Kt)=n.

(2) Sei t algebraisch vom Grad m€n und
hoash e Loy (=)

das Minimalpolynom von t mit Koeffizienten aus Z(X). Die geometrische
Bedeutung des Minimalpolynoms liegt darin, daB zwar eine zentrale
Hyperebene H durch Pn, Pna1""’Pm+1’XtK’ aber keine zentrale
Hyperebene durch Pn’ Pn~1""’Pm’XtK existiert. Mit xtK ist

dann auch Kt in H enthalten und Gleiches gilt fiir alle Hyperebenen

m
Kexr( jgo h J.p’5+i) (1i=0,...,n~m),

was dimH(Kt)éImA ergibt. Aus dimH(Kt)<1m4 folgt jedoch die
Existenz einer zentralen Hyperebene durch Pn""’Pm’Kt’ also ein
Widerspruch. O
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SATZ 2. Sei M, ein k-dimensionaler Unterraum von II (1< k<£n-1)
mit einer Basis {QO,...,Qk}cr". Die Basispunkbte sind genau dann
paarweise konJjugiert, wenn ein Punkt Qk+1el‘an so existiert,
daB iQO""’Qk’Qk+1} eine Fundamentalmenge von H(Mq) 18t°.

Beweis. (1) Enthdlt I.VI,I den Punkt Po~bzw. Pn,‘so liegen alle
weiteren Normkurvenpunkte von Mq notwendig ithéchstens (k=1)-
dimensionalen Unterraum qu qu bzw. Mqr\qu . Dann ist aber
der reguldre Normkurvenpunkt PO bzw. Pn notwendig ein Basispunkt
und keine der beiden Aussagen des Kriteriums gilt in H(Mq).

(2) Liegt weder Py noch P in M,, so induziert der Normiso-
morphismus ¢ in Mq nach 2.2 eine projektive XKollineation %

Da das Kriterium filir k=1 gilt, kOnnen wir Induktion nach k ver-
wenden.

_ Bei paarweise konjugierten Punkten QO""’Qk folgt aus der
Tnduktionsannahme die Existenz einer Fundamentalmenge {QO,...,
Qk-q’Qﬁ} von HO%)v... va_q). Dann sind aber auch Q, und Qg
konjugiert, und ihre Verbindungsgerade trigt den gesuchten Norm-
kurvenpunkt Qk+1'

Ist andererseits eine Fundamentalmenge {QO”"’Qk’Qk+1} vor-
gegeben, so ist Qﬁ:szQk+qr]O%3v... VQk41> Fixpunkt von Mq, also
ein Punkt von "'. Da Qk+1’ Qk’ QE verschieden und kollinear sind,
ergibt die Induktionsannahme die paarweise Ronjugiertheit der

Punkte QO,...,Qk.D

5. AUTOMORPHE KOLLINEATTIONEN
3.1. Eine automorphe Kollineation €€ G der Normkurve [ fiihrt den
" erzeugenden Normisomorphismus @ in den Normisomorphismus 6‘%96
iiber, der ebenfalls [ erzeugt. Es gibt eine automorphe Kollineation
fLeG(n—q) des vollstéandigen Erzeugnissesirin—q) von (@ mit PoﬁpxPO
und Pnﬁszn, da G(n-ﬂ) dreifach transitiv auf der Menge der
regulédren Punkte von [7 operiert. Die Kollineation €6 gehdrt genau
dann nicht zu G(n—ﬂ), wenn (@ und pqu‘ﬂgerb zwel verschiedene
Normisomorphismen sind; wie in 1.1 angegeben gilt in einer
projektiven Desargues-Ebene stets G(n"q%aG.

SATZ 3. Ein von @ verschiedener Normisomorphismus

6In M, liegen daher nur Normkurvenpunkte aus hdchstens k+1
Konjuéiertenklassen, da jeder von Qn,+s.,Q, verschiedene Punkt in
M, mit einer Teilmenge dieser Basis eine F%ndamentalmenge'eines
Udterraumes von n(M,) bildet. Vgl. [3,5.206].



@':uH/PO > uH/Pn

mit dem Erzeugnis [7 existiert fiir n2 3 genau dann, wenn F\{PO,PD}
in einer Hyperebene enthalten ist.

Beweis. (1) Sei der von F“&PO,PH} aufgespannte Unterraum N
in einer Hyperebene enthalten. Da N eine Basis aus Normkurven-
punkten Dbesitzt, kann nach Satz 2 weder PO noch Py in N liegen;
es gibt also eine Hyperebene H, welche die Gerade POPn in genau
einem Punkt Z;éPO,Pn schneidet. Die perspektive Kollineation &
mit Zentrum Z,. -Achse H und Py b P, 188t [ fest und fihrt
die Tangente (1-Schmiegunterraunm) EBP4 von ¢ in Py in eine
:EQ?ﬁ schneidende Gerade durch Pn iber. Wegen n23% ist diese

Bildgerade nicht die Tangente4§£3£_1 von ¢ in Pn und dahereségG(n—qa

sodafR G<n“q>%G und: die Existenz von ¢'#p folgt.

(2) Ist P\{PO,Png nicht in einer Hyperebene enthalten, so
gibt es eine Basis {Qy=E,Qq,...,Q,tc\{Py,F} von I und EF(2 pj)K
ist reguldrer Punkt von ['. Nach Satz 2 gehdren PO und Pn ké&ner
Basishyperebene an. Wir setzen M1:=Q0v "'VQn41 und Qé:zPOanmﬂ
bzw. Ql:= P Q NM,. Damit sind {QO,...,Qn_,];QI'lg und §Qys .+,
in_q,Qgi Fundamentalmengen von H(Mq).

Je zwel Normisomorphismen uH/PO a»uH/Pn, die M erzeugen,
induzieren dann in der Hyperebene M1 projektive Kollineationen
mit Qg W Q; (i=0,y.40,n-1), Q, P Q- Da Qy=E ein regulérer Punkt
von M ist, kOnnen beide projektiven Kollineationen nach 1.2
und 2.2 in ein Produkt perspektiver Kollineationen wvon H(Mq)
mit Achsen durch QO zerlegt werden und sind nach 1.2 identisch,
was die Gleichheit der beiden Normisomorphismen und G<n*¢>=G

bewirkt. [

SATZ 4. Die Punktmenge F\{PO,Pn§ ist genau dann in einer Hyper-
ebene enthalten, wenn der Skalarkdrper K hochstens n+1 Elemente
enthdlt.

Beweis. Hat das Zentrum Z(K) des Kérpers K -mindestens n+2
Elemente, so liegen in PWPO,PH§ mindestens n+1 reguldre Punkte,
die nach Satz 2 den ganzen Raum aufspannen. Ist hingegen |Z(XK)|4
£n+1 und X ein Schiefkdrper, so existiert mindestens ein iiber Z(XK)
transzendéntes Element % im K [7,8.410]. Die Menge der zu xuK kon-

jugierten Punkte ist in r\{PO,Pn}enthalten und spannt nach
Satz 1 den ganzen Raum auf.

Die Umkehrung ist trivial.wegen IT| =|K]|+1. O
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Zusammenfassend folgt die Giiltigkeit des am Ende von 1.1 for-
mulierten Kriteriums. Ubrigens kann Satz 4 auch mit Hilfe von
Ergebnissen iiber Polynomialidentitdten [3,5.162f] bewiesen werden.
Aus der Existenz einer Hyperebene Ker(~ hjp§), welche r\iPO,Pn}
enthédlt, erkennt man n#mlich, daR das nichttriviale Polynom

n+1 n
h x™° +hy X7 +...+hgx

in K identisch verschwindet.

3.2. Sei K=GF(q), 9%n+1 und n2 3. Eine Normkurve ist dann nach
Satz 2 entweder eine Fundamentalmenge von II oder eine unabhidngige
Punktmenge. Es kann Kollineationen aus G\.G<n‘1) geben, welche

[ sogar punktweise fest lassen. Jede solche Kollineation® ist nicht
die Identitdt. Ist (7 eine Fundamentalmenge, so ist % notwendig
nicht projektiv und die Existenz von s ist Hquivalent dazu, daB
GF(q) nichttriviale Automorphismen gestattet, also daR q keine
Primzahl ist. Ist dagegen [ eine unabhdngige Punktmenge, so
existieren stets sogar projektive Kollineationen mit der ange-
gebenen Eigenschaft. Vgl. dazu auch die Einleitung von [4] und
[6,3.154].
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