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In diesem Bericht werden zunächst bekannte Ergebnisse über 
projektive Bündelisomorphismen und die von ihnen erzeuaten 
Punktmengen sowie insbesondere Normisomorphismen und ihre 
Schmiegunterräume vorgestellt. Außerdem werden neben einisen 
Beispielen Sätze über die Gruppe der automorphen Kollineatio- 
nen einer Normkurve und den Knoten eines Normisomorphismus an- 
gegeben. 

1. EINLEITUNG 

1.1 In einem n-dimensionalen reellen projektiven Raum ii (25n<m) 

gibt es im Sinne der projektiven Gruppe PGL(IT) genau eine (ra- 

tionale) Normkurve. Gilt n=2 bzw. n=3, so sind die Normkurven 

genau die Kegelschnitte bzw. die (windschiefen) Kubiken. Ein 

einfaches Beispiel einer Normkurve ist für gerade Dimension n 
die in der Einheitssphäre liegende Schraublinie 

n n n u (ER) c (cosu,sinu,cos2u~sin2u,. . . ,cos~u,sinTu) (ER ) 

des euklidischen Raumes iRn, wenn man diesen projektiv ab- 

schließt; das zeigt der Paranetenvechsel t=tanT. 

Eine geometrische Erzeugung einer Normkurve geht vom Verband 

uii aller Unterräume von ii aus. Die Menge uIT/P aller Unterräume 

durch einen Punkt P bildet das Bünde2 um P und ist isomorph zum 

Unterraumverband einer Hyperebene von ii. Wir betrachten die Bün- 

del um zwei verschiedene Punkte P,& und einen projektiven Bün- 

de2isomorphismus1 q:ul'i/P + ul'i/Q, der keinen echten Unterraum von 

ii auf sich abbildet, also nicht entartet ist. Die Menge aller 

Schnittpunkte unter 5 zugeordneter Geraden ist dann eine Norm- 

kurve durch P und &.  

Die Abbildung q kann auch dazu benützt werden, um im Punkt Q 

die Schmiegunterräume der Kurve i' zu ermitteln. Setzt man Q als 

0-Schmiegunterraum von r in & fest, so erhält man den k-Schmieg- 

unterraum s (k) von r in Q als Q 

Normkurven können auch mittels n projektiv bezogener Hyperebe- 

nenbüschel oder als Veronese-Varietäten erzeugt werden. Litera- 

tur: E.BERTIN1 [2;~.3181, W.BURAU [6;~.1661, W.K.CLIFFORD [ 7 1 ,  
* 
Erweiterte Fassung eines beim 2,Österreichischen Geometrie-Kol- 
loquium in Rein am 5.Mai 1983 gehaltenen Vortrages. 
h s  ist für n>2 auch die Bezeichnung BündeZkoZZineation üblich; 
für n=2 ist C eine Projektivität. 



1.2 Sei nun allgemeiner l'I ( P )  ein projektiver Raum (vgl. [4] 1 , 
dessen Dimension mindestens zwei, aber nicht notwendig endlich 

ist. Jeder projektive Bündelisomorphismus 

<:uil/P + un/Q 

besitzt für P#& die Menge aller Punkte, die dem Durchschnitt je 

eines Paares unter zugeordneter Geraden angehören, als sein 

Erzeugnis i'. Wegen P,QEr ist i' nie leer. Der Durchschnitt al- 

ler unter C selbstzugeordneten Unterräume heißt der Grundunter- 

raum von und je nachdem dieser verschieden bzw. gleich P 
ist, wird 5 entartet bzw. nicht entartet genannt. Ist 5 insbe- 

sondere perspektiv, also eine Perspektivität, so besteht das 

Erzeugnis von 5 aus der Geraden P& vereinigt mit einer zu P und 

Q komplementären Hyperebene (Achse von C). Andere Beispiele 

projektiver, nicht perspektiver Bündelisomorphismen unendlich- 

dimensionaler projektiver Räume treten in [13] auf; unter Um- 
ständen ist hier i'={P,Q). Bei endlicher Dimension n22 wird das 

Erzeugnis eines entarteten bzw. nicht entarteten projektiven 

Bündelisomorphismus eine entartete bzw. nicht entartete Norm- 

kurve genannt, falls < keine Perspektivität ist. Für n=2 bzw. 
n=3 heißt eine Normkurve auch ein Kegelschnitt bzw. eine Kubik. 

Allerdings können ein entarteter und ein nicht entarteter pro- 

jektiver ?3ündelisomorphismus dasselbe Erzeugnis besitzen: Etwa 

in einem projektiven Raum ii=l'I 
4,2 

der Dimension n=4 und der Ord- 

nung q=2 erzeugt ein nicht entarteter projektiver Bündelisomor- 

phismus ein Dreieck; dieses ist auch das Erzeugnis eines ent- 

arteten projektiven Bündelisomorphismuc, der die Ebene E des 
Dreiecks als Grundunterraum besitzt und keine Hyperebene durch 

E auf sich abbildet. 
In projektiven' Pappos-Räumen gehören die nicht entarteten 

Norrnkurven zu den Veronese-Varietäten. 

Literatur: R.ARTZY [ I ] ,  E.BERZ [3], H.BRAUNER [4;2.1;10.4], 

A-HERZER [16], W.KR~GER [18],[19], T.G.OSTROM [221, R.RIESINGER 

[25] ,[26] ,[~~],L.A.ROSATI L281 ,[291, B.SEGRE [30;S.306It 

H.TIMMERt4ANN [35], J.ZEUGE [37], sowie [12] ,[13],[14]. 

Die Erzeugnisse projektiver Bündelisomorphismen treten als 

Menge der Koinzidenzpunkte gewisser linearer Zweibildersysteme 

auf. Siehe [51,[211,[233,[241. 



2. SCHMIEGUNTERRKUME NICHT ENTARTETER PROJEKTIVER 
BÜNDELISOMORPHISMEN 

2.1 Wir betrachten im folgenden nicht entartete (n.e.) projek- 

tive Bündelisomorphismen eines n-dimensionalen projektiven De- 

sargues-Raumes ii (P) (26n<-) und die von ihnen erzeugten n.e. 
Normkurven, die wie in 1.1 als Normkurven bezeichnet werden. 

Ein projektiver Bündelisomorphismus s : uii/P - UR/& (P#&) ist 
genau dann nicht entartet, wenn die von 5 in einer zu P und & 

komplementären Hyperebene H induzierte projektive ~ollineation~ 
X (EH) i- (XvP)~nff keinen von H verschiedenen Fixunterraum durch 
J:=(PvQ)nff besitzt. Da es mindestens eine projektive Kollinea- 

n-1 tion U von ii (H) mit JvJuv. . .vJu =H gibt, existieren stets n. e. 
projektive Bündelisomorphismen. 

Geben wir eine geordnete Fundamentalmenge 

F = {Po,.. .,Pn,E} 

von ii vor, so ist P2v .,. vPnvE Achse genau einer Perspektivität 
uii/PO - un/P1. In gleicher Weise werden 
Perspektivitäten uii/P1 - uil/P2, ..., - \ 

- - uii/Pn erklärt. (Die Figur cP 

zeigt den Fall n=3.) Das Produkt :,E. . . . 
.... .... .... 

dieser Perspektivitäten ist dann ein .. .. 
projektiver Bündelisomorphismus Po - 

ip:un/P0 - uii/pn, 
welcher der durch F bestimmte Normisomorphismus heißt. In [I91 
(n=2) und [ 12;Satz 1 1  (n12) wird gezeigt, daß jeder n.e. projek- 

tive Bündelisomorphismus ein Normisomorphismus ist. Das Erzeug- 

nis von ip ist eine Norrnkurve i', die Po, Pn und E enthält. Da 

die projektive Gruppe PGL (ii) transitiv auf der Menge der ge- 

ordneten Fundamentalmengen operiert, gibt es im Sinne dieser 

Gruppe genau einen Normisomorphismus und genau eine Normkurve3. 

Im projektiven Raum ii (V,K) über einem (n+l )-dimensionalen 

Rechtsvektorraum V mit Skalarkörper K kann die geordnete Funda- 
mentalmenge F durch eine geordnete Basis B={po, ...,Pn 1 von V 
festgelegt werden durch 

n. - 
E = e K  mit 

Der durch F bestimmte Normisomorphismus cp erzeugt nach [ 12; 

Satz 31 die Normkurve 

2 ~ ü r  n=2 ist H eine Gerade und 5 induziert eine Projektivität. 
3 ~ n  einer projektiven Moufang-Ebene ii gibt es im Sinne ihrer 
Kollineationsgruppe Pi'L(ll) genau einen Normisomorphismus und je 
zwei durch Normisomorphismen erzeugte Kegelschnitte sind kolli- 
near-äquivalent [191. 



und p wird durch jenen linearen Vektorraumisomorphismus gEGL ( V  ) 

induziert, welcher p c p  ,P .1-pj-, (j=l , . . . , n )  leistet; dabei gilt 
0 n J 

für alle xEV\poK. 

Ein regulärer Punkt der Normkurve i' ist dadurch gekennzeich- 

net, daß jede Gerade durch ihn höchstens einen weiteren Punkt 

von i' enthält. Die Punkte Po, Pn, E sind reguläre Normkurven- 

punkte. Durch jeden nicht regulären Punkt geht also mindestens 

eine Gerade, die mehr als zwei Punkte mit i' gemeinsam hat; jede 

solche Gerade trägt dann sogar unendlich viele Normkurvenpunkte. 

Genau nicht reguläre Punkte von i' haben in (2) einen Parameter- 

wert, der dem Zentrum von K nicht angehört. Die in [14;2.3], 

[26;~.434], [30;~.334] angegebenen Beweise dieser Ergebnisse be- 

nützen algebraische Sätze [I01 bzw. [ISI. Vgl, auch [12;2.81. 

Die gegenseitige Lage der Punkte von i' wird in [I41 eröreert. 

Speziell in einem n-dimensionalen projektiven Pappos-Raum ii=ii, 
f 4 

der Ordnung q, hat i' genau q+l Punkte, und je rn dieser Punkte 

(13m6min{n+ltq+l)) sind unabhängig. Diese Eigenschaften können 

zur Kennzeichnung von Normkurven verwendet werden. Siehe [17; 
~.168],[30;~.270],[32],[33],[34]. Vgl. auch [8;~.1511, [21] 

für andere Kennzeichnungen von Kegelschnitten. 

2.2 Es läge nahe, die analog (1) erklärten Unterräume als 

Schmiegunterräume der Normkurve r im Punkt Pn zu bezeichnen. In 
[I41 wird jedoch gezeigt, daß diese Unterräume nur für n=2 sowie 

7213 und 1 I'12n+3 durch die Normkurve i' alleine festgelegt werden, 

also von der Auswahl des erzeugenden Normisomorphismus unabhän- 

gig sind. 

Als Beispiel mag ein Normisomorphismus Q zur geordneten Fun- 

damentalmenge {PO, ... ,P3,E} eines dreidimensionalen endlichen 
projektiven Raumes der Ordnung q=3 dienen. Hier ist I? ein 

Tetraeder {P0,P3,E,E1}. Die harmonische Homologie K mit Zentrum 
- 1 Po und Achse P3vEvE1 lsßt r punktweise fest, sodaß auch K ipr: 

uii/PO - uii/P3 die Normkurve i' erzeugt. Benützen wir einerseits 
- 1 

K und andererseits K QK zur Konstruktion des "1-Schmiegunter- 

raumes" .(l'~angentetl) im Punkt P3, so erhalten wir die Geraden 

(POP3) V bzw. (POP3) QK. Aus P ~ P ~ ~ P ~ V E V E ~  folgt jedoch (POP3) Q$ 

(P~VEVE~ ) Q=P~VEVE~ , was (POP3) ipf (POP3) QK bewirkt. 
Um Einschränkungen hinsichtlich der betrachteten projektiven 



Räume zu vermeiden, werden die gemäß (1) erklärten Unterräume 

als die Schmiegunterräume des Normisomorphismus 9 im Punkt Pn 

definiert; in [I21 wird ferner qezeigt, wie rein synthetisch in 

jedem Punkt X der durch @ erzeugten Normkurve k-Schmiegunter- 
(k) räume SX von @ (k=O, ..., n-1) so erklärt werden können, daß 

man speziell in reellen Räumen wieder die bekannten Schmieg- 

unterräume erhält. Insbesondere in den Punkten Po und Pn gilt 
(k) 

S ~ ,  =P~v. . .vpk, S;~)=P,V. . . v P ~ - ~  (k=o, . . . ,n-I). 
U 

Nennt man jede Hyperebene sowie jeden k-dimensionalen Unter- 

raum M von ii (0SkIn-2) eine Sehne von cp, falls M eine Darstel- 
lung der Form M=LnLip mit POEL und dimii(L)=k+l gestattet, so 
sind alle Schmiegunterräume von @ auch Sehnen von @ .  Einfache 

Verallgemeinerung eines Hilfssatzes in [I31 liefert eine Kenn- 

zeichnung der Schmiegunterräume in einem regulären Punkt REr: 

Der k-Schmiegunterraum von cp in R (1-kSn-I) ist die einzige 

k-dimensionale (k-1) Sehne von @ durch SR , welche keinen von 
R verschiedenen Normkurvenpunkt besitzt.(Eine Tangente in einem 

nicht regulären Normkurvenpunkt kann unendlich viele Punkte von 

enthalten [ 3 1 . ) 
In il(V,K) können die Schmiegunterräume von durch lineare 

Vektorraumendomorphismen d (k) : V + V beschrieben werden, die 
folgendermaßen bestimmt sind: 

Für alle k=O, ..., n-I folgt dann nach [12;satz 31 

mit tEK. 
(0) (1) (n-1) Die Menge (X'SX ,SX , . . . ,SX ) 1  XE^ 1 von Fahnen aus 

Schmiegunterräumen des Normisomorphismus Q bildet sein voZZstän- - 

diges Erzeugnis r (n-l! und Normisomorphismen mit demselben voll- 
ständigen Erzeugnis heißen assoziiert. 

3. N I C H T A S S O Z I I E R T E  ERZEUGUNGEN E I N E R  NORMKURVE 

3.1 Die Gruppe G (n-1) aller automorphen Kollineationen des voll- 

ständigen Erzeugnisses von @ ist eine Untergruppe der Gruppe G 

aller automorphen Kollineationen der durch @ erzeugten Normkurve 

r . Die Kollineationsgruppe PGL (TI) f lG (n-1) operiert dreifach 

transitiv auf der Menge der regulären Punkte von r und in einem 
projektiven Pappos-Raum sogar scharf dreifach transitiv [12; 

Satz 6 I . 



Nach [ I 4 1  sind folgende Aussagen äquivalent: 

(a) Die Normkurve i' besitzt mindestens n+3 Punkte oder es 

gilt n = 2 .  

(b) Die Gruppen G und G (n- l  ) stimmen überein. 

(C) Je zwei Normisomorphismen mit Erzeugnis i' sind assoziiert. 

3.2 Wir setzen nun n=nn als endlichen projektiven Pappos- 
s  l q  Raum der Ordnung q=p voraus, wobei p eine Primzahl ist. 

Jene Untergruppe von G ( n - 1 )  , welche P o ,  Pn und E einzeln fix 

läßt, ist zur Automorphismengruppe des Galois-Feldes G F ( q )  iso- 

morph4und enthält daher genau s  Kollineationen. Die Gruppe 

PGL(\ ) )nG (n-1 hat die Ordnung ( q + l ) q ( q - I ) ,  was insgesamt 
r 4  

ergibt 

Die Bestimmung der Gruppe G stützt sich auf folgenden 

H I L F S S A T Z .  I s t  U e i n  k -d imens iona ler  Unterraum von nn m i t  
1 q  

1 4 k i n - I ,  so  g i b t  e s  
n+l 

( q n c l - q k + l )  (qn+1-qk+2)  . . . ( q  -qn)  ( 6 )  

KoZZinea t ionen  von Ti , w e l c h e  U p u n k t w e i s e  f e s t  Z a s s e n .  
n  ,q 

B e w e i s .  Jede Kollineation, die U punktweise fest läßt, ist 

wegen k21 projektiv. Sei A = I A O , .  . . , A k t . .  . ,A ,A 1 eine geordnete n  
Fundamentalmenge von nn mit U = A o v . .  .VA und ferner Ä:= 

r 4  k  ( A k + ~ v  
v . . . v A n v A ) n U .  Durch eine weitere geordnete Fundamentalmenge 

A ' = { A 1  ..., A ; ,  ..., A ; , A 1 3  wird genau eine Kollineation mit Fix -  0 ' 
punktraum U bestimmt, falls A O = A e , .  . . ,A =A ' und Ä = ( A ; + ~ V . .  .V k k  
VA ' V A  ' ) nU gilt.Der Punkt kann auf / P I - 1 U / =qn+. . .+q k+l 

n  
Arten gewählt werden, auf qn+. . .+qkf Arten usw. Der Punkt 

A '  ist an den (n-k)-dimensionalen Unterraum mit der ~asis 

, . . . , A ' , Ä l  gebunden und muß diese Basis zu einer Fundamen- n  
talmenge ergänzen, was ( q - I )  n-k ~öglichkeiten zur Wahl von A '  

ergibt. Produktbildung liefert ( 6 )  . 
SATZ 1. I n  T i n  m i t  qSn+l b e s i t z t  d i e  Gruppe G aZZer automorphen 

14  
Ko Z Z i n e a t i o n e n  d e r  Normkurve r d i e  Ordnung 

s (q+l ) ! f ü r  q=n+l 

s  (q+l ) ! (q-I  ) f ü r  q=n und ( 7 )  
n+l 

q + l ) ( q  -q 
n+I n  s ( q + ~ ) ! ( q - l ) q ( q  -q n+l q + 2 ) .  . . ( q  -q f ü r  q < n .  

Die Untergruppe  PUL(n ) n G  h a t  ~ G i s - '  E lemen te .  Es g i b t  genau 
n t ?  

G ( I ) ! ) I  KoZZineatzonen und 
- 1 

; G /  ( s ( q + I ) ! )  p r o j e k t i v e  Kol- 

Z i n e a t i o n e n  von  n , d i e  r p u n k t w e i s e  f e s t  l a s s e n .  
n t q  

'~ie beiden Gruppen sind als Transfornationsgruppen auf r\i.Pn} 
bzw. GF ( q  ) isomorph. 



~ e w e i s ?  Jede der (q+l)! Permutationen von i' wird durch eine 

Anzahl von Kollineationen von II induziert, die wir bestimmen. 

Gilt qSn, so ist I' Basis eines q-dimensionalen Unterraumes U 
und kann auf (q-l)q Arten zu einer Fundamentalmenge von n(U) 

ergänzt werden. Je zwei geordnete Fundamentalmengen von JI (U) 

legen genau s Kollineationen von II (U) fest; für q<n gibt (6) an, 

wieviele verschiedene Kollineationen von IIn als Fortsetzung 
I 4 

einer Kollineation von II(U) auftreten. Analoge Überlegungen gel- 

ten für q=n+l; hier ist r eine Fundamentalmenge von II.o 

Ein Normisomorphismus ipl:uII/Po - uII/Pn, der i' erzeugt, wird 
durch genau eine geordnete Fundamentalmenge Ft=IPj ,..., P',E1} n 
mit Pi=PO, PA=Pn und E1=E festgelegt [12;satz 4 1 .  Man erhält je- 

jede dieser Fundamentalmengen genau einmal, wenn man auf F die 

projektiven Kollineationen der Gruppe PGL(IIn ) nG anwendet, die 
f 4 

P ,P ,E als Fixpunkte besitzen. Da zu jedem die Normkurve i' er- 0 n 
zeugenden Normisomorphismus genau ein assoziierter Normisomor- 

phismus uII/Po - uII/Pn existiert [12;Satz 51, gibt (8) zugleich 

an, in wieviele Klassen paarweise assoziierter Normisomorphis- 

men die Menge aller Erzeugungen von zerfällt. Die unten- 

stehende Tabelle zeigt einiqe Zahlenwerte von (8) . 

3.3 Für q<n spannt die Normkurve i' einen echten Unterraum U von 

T[ auf. Um die rechnerische Behandlung zu vereinfachen, be- 
n tq 
stimmen wir in Ti ( V  ,K=GF (q) ) eine Basis von ii (U) , deren Punkte 
durch solche Vektoren festgelegt werden, die bezüglich der 

Vektorraumbasis B nur 0 oder 1 als Koordinaten besitzen. 

Da fiir alle tEGF(q) gilt tq=t, stimmt U mit dem Durchschnitt 
der n-q Hyperebenen 

* * 
überein. Dabei ist B*={ PO,. . . ,P, 1 die zu B duale Basis. Wir 

setzen für i=l, ...,q- 1 

S~atz 1 ist für n=2 wegen G=G (I) nach (5) richtig. 



Dann ist {poK,pnK}U{uiKli=l, ...,q- 1 1  die gesuchte Basis. 

4. D E R  K N O T E N  E I N E S  N O R M I S O M O R P H I S M U S  

* 9 
4.1 Der projektive Desargues-Raum ii(P) und sein Dualraum ii (P ) 

besitzen die Unterraumverbände uii bzw. uii? und die Annulator- 
* 

abbildunq h:uii - uii ist ein Verbandsantiisomorphismus, der 

insbesondere jeder Hyperebene von ii einen Punkt von ii* zuord- 

net. Im zu ii (V,K) dualen projektiven Raum ii (V,K)*=ii (v*,K) wird 
* * 

durch die zu B duale Basis ~ * = l p ~ ,  . . . ,pn} des zu V dualen Vek- 
* 9 

torraumes V ein Normisomorphismus V festgelegt. Der lineare 

Vektorraumendomorphismus h* : V* + V*, welcher 

* * * 
leistet, induziert eine lineare Abbildung X :uii - uii . Ver- 
kettung mit h-':un* - un ergibt eine Abbildung, welche die von 
* 

o> erzeugte Normkurve I'* bijektiv auf die Menge der Schmieg- 

hyperebenen des vermöge B bestimmten Normisomorphismus V abbil- 

det [12;Satz 7 1 .  

Unter dem Knoeen eines Normisomorphismus versteht man den 

Durchschnitt aller seiner Schmieghyperebenen,also seiner (n-1)- 

Schmiegunterräume. Damit gilt für den Knoten K von 

* 
denn ist mit dem Verbinden in fl* verträglich [ 1 1 ; 5.154 1 . 

Bei CharK=O ist bijektiv und I'* spannt ganz P* auf, was 
* - 

insgesamt K=P h I=@ ergibt. 

4.2 Für einen Körper K der Charakteristik p>O stimmt der Rang 

des Vektorraumendomorphismus h* mit der Anzahl der nicht durch 

p teilbaren Binomialkoeffizienten in (10) überein. 

Sei A(p) das modulo p reduzierte Pascal-Dreieck der Binomial- 

koeffizienten; wir zählen die Zeilen von A(p) bei Null begin- 

nend. Bezeichnet A" ( p  ) das aus den Zeilen 0, . . . I gebildete 
Teildreieck von A (p) , so folgt mit [9;S.43], daß (p) die 

auf Seite 9 dargestellte Bauart hat. Dabei steht für das 

gliedweise mit mEN multiplizierte und modulo p reduzierte Teil- 

dreieck A' ( p )  und für ein aus Nullen bestehendes Teil- 

dreieck . 
6 ~ i e  [I-Funktion IR - Z ist durch OSy-[y]<l definiert. 



1 
D a  das T e i l d r e i e c k  A ( p )  nur  von Nul l  verschiedene Zahlen e n t -  

j h ä l t ,  h a t  jedes  d i e s e r  zu A ( p )  propor t iona len  T e i l d r e i e c k e  aus 

Ai+'  ( p )  an denselben S t e l l e n  von Null  verschiedene Zahlen w i e  

A~ ( p )  . I n  Verschärfung von [ 1 6  ;Sa tz  2 1 g i l t  fo lgender  

SATZ 2 .  I s t  c .pi+c . .+co d i e  p-udische Dars t e l lung  de r  
3 3-1 n 

Zahl n=dimll, s o  b e s i t z t  h den R a n g  

F a l l s  K mindestens n Elemente e n t h ä l t ,  f o l g t  

* 
dimll(K) = n - rgh . (13)  

Beweis. ( 1 )  D a  ( 1 2 )  f ü r  j = O  g i l t ,  können w i r  Indukt ion  nach 

j verwenden. Für j > O  gehör t  d i e  n-te Zeile von A ( p )  dem T e i l -  

d re i eck  Ai+' ( p )  an und " schne ide t "  genau c .+ I  d e r  zu Ai(p) pro- 
d 

p o r t i o n a l e n  T e i l d r e i e c k e  von Ai+' ( p )  j e w e i l s  i n  i h r e r  
j - 1  

( c j - l ~  +. . .+C 0 )- ten Zeile,Nach Induktionsannahme h a t  d i e s e  

genau ( j l + l ) . . . ( c o l )  von Nul l  verschiedene Zahlen. Das z e i g t  

die R i c h t i g k e i t  von ( 1 2 ) .  
* 

(2) D i e  Normkurve r* spannt  genau f ü r  1 K 1 Zn (bzw. I J? I l n+1)  

ganz P* auf [ 1 4 1 ,  sodaß n- (rgh*-1 ) -1 d i e  Dimension des  Knotens 

a n g i b t .  

4 . 3  Für K=GF(q) m i t  q=ps<n b e s i t z t  d e r  von I'* aufgespannte  
8 

e c h t e  Unterraum LI* von nW nach ( 9 )  d i e  B a s i s  { K ~ O  } U  
8 * * 

{ K u i  i i = l , .  . . ,q-11 . D i e  Vektoren p o  und p n  gehören ~ e r h *  n i c h t  an;  
* 
'i $! ~ e r h *  i s t  genau dann e r f ü l l t ,  wenn mindestens e i n e r  d e r  

Binomia lkoef f iz ien ten  



n i c h t  durch p  t e i l b a r  i s t ,  w a s  m i t  H i f f e  von A(p) Ü b e q r i i f t  

werden kann. D i e  Menge 

i s t  l i n e a r  unabhängig; h a t  s ie  genau r Elemente, s o  f o l q t  

S e i  zum B e i s p i e l  K=GF(3) und n=6. D a s  modulo 3  r e d u z i e r t e  

Pascal-Dreieck berechnen w i r  nach 4 . 2  zu 

* * * *  *-P*+P* D i e  6 . Z e i l e  von A(3) und gemäß (9) g i l t  u1=p,+p3:p5, u 2 -  4 .  
J(. 

l i e f e r t  ~ ; h * = 2 ~ ~ ,  U; E K e r h  , a l s o  r = 3 .  M i t  ( 1  4 )  f o l g t  diml (K)=3. 

4 . 4  Die Dimension d e s  Knotens K "mißt" d i e  g e g e n s e i t i g e  La-  

ge d e r  Schmieghyperebenen von 9. E t w a  f ü r  CharK=p=n i s t  d i e  

Menge d e r  Schmieghyperebenen stets Teilmenge e i n e s  Hyperebenen- 

büsche l s .  Jedoch kann auch b e i  K=@ d i e  Menge d e r  Tangenten 

e i n e s  Normisomorphismus e i n  gegenüber r e e l l e n  Räumen s t a r k  ab- 

weichendes Verha l ten  b e s i t z e n .  D a s  z e i g t  e i n  abschl ießendes  B e i -  

s p i e l ,  i n  dem w i r  e i n e n  p r o j e k t i v e n  Raum I I ( V I K )  m i t  Dimension 

n=3 und CharK=2 vorausse t zen .  Für  K#GF(2) ist  d e r  Knoten K dann 

l e e r .  

Die Tangente des  Normisomorphis~us m i m  Punkt P3 i s t  nach 2 . 2  

d i e  Gerade P3P2, d i e  Tangente i n  X t K  e n t h ä l t  f ü r  a l l e  t E K  gemäß 
2 ( 4 )  wegen CharK=2 den Punkt (p l+p3 t  ) K .  D a m i t  i s t  a b e r  P1P3 

e i n e  L e i t g e r a d e  d e r  Tangentenmenge von m .  Da d i e  Gruppe a l l e r  

automorphen Ko l l inea t ionen  d e s  v o l l s t ä n d i g e n  Erzeugnisses  i' (2) 

von m t r a n s i t i v  auf  d e r  Menge d e r  r e g u l ä r e n  Punkte d e r  e r zeug ten  

Kubik i' o p e r i e r t ,  g e h t  durch jeden r e g u l ä r e n  Kubikpunkt e i n e  

so l che  L e i t g e r a d e .  D i e  Tangenten von 9 i n  P  ,P3 und E s i n d  0 
w indsch ie f ,  a l s o  auch je zwei d i e s e r  Le i tge raden .  D i e  Tangenten- 

menge von m i s t  daher  Teilmenge e i n e s  Regulus.  Is t  s p e z i e l l  
2 d e r  Monomorphismus t 1- t d e s  Körpers K i n  s i c h  auch s u r j e k t i v ,  

a l s o  K e i n  p e r f e k t e r  Körper,  s o  b i l d e n  d i e  Tangenten von 

' e i n e n  Regulus. V g l .  [181,  [ 3 0 ; ~ . 3 1 4 ] .  
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