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ERZEUGNISSE PROJEKTIVER BUNDELISOMORPHISMEN™

Von Hans Havlicek, Wien

In diesem Bericht werden zundchst bekannte Ergebnisse iiber
projektive Bilindelisomorphismen und die von ihnen erzeugten
Punktmengen sowie insbesondere Normisomorphismen und ihre
Schmiegunterrdume vorgestellt. AuBerdem werden neben einigen
Beispielen S&dtze ilber die Gruppe der automorphen Kollineatio-
nen einer Normkurve und den Knoten eines Normisomorphismus an-—
gegeben.

1. EINLEITUNG

1.1 In einem n-dimensionalen reellen projektiven Raum I (2sn<w)
gibt es im Sinne der projektiven Gruppe PGL(Il) genau eine (ra-
tionale) Normkurve. Gilt n=2 bzw. n=3, so sind die Normkurven
genau die Kegelschnitte bzw. die (windschiefen) Kubiken. Ein
einfaches Beispiel einer Normkurve ist fiir gerade Dimension =
die in der Einheitssphdre liegende Schraublinie

u (ER) ~ (cosu,sinu,cosZu;sin2u,...,cos%u,sin%u) (ERn)

des euklidischen Raumes R, wenn man diesen projektiv ab-
schliefBt; das zeigt der Parameterwechsel t=tan%.

Eine geometrische Erzeugung einer Normkurve geht vom Verband
ull aller Unterrdume von I aus. Die Menge ull/P aller Unterr&ume
durch einen Punkt P bildet das Biindel um P und ist isomorph zum
Unterraumverband einer Hyperebene von . Wir betrachten die Biin-
del um zwei verschiedene Punkte P,Q und einen projektiven Biin-
delisomorphismus! r:ul/P » ull/Q, der keinen echten Unterraum von
T auf sich abbildet, also nicht entartet ist. Die Menge T aller
Schnittpunkte unter ¢ zugeordneter Geraden ist dann eine Norm-
kurve durch P und 4. _ _

Die Abbildung ¢z kann auch dazu benlitzt werden, um im Punkt ¢
die Schmiegunterriume der Kurve I zu ermitteln. Setzt man § als

0-Schmiegunterraum von I' in @ fest, so erhdlt man den k-Schmieg-
(k)

unterraum SQ

von T in ¢ als
(k) _ ,o(k=1)
SQ (SQ

Normkurven k&nnen auch mittels »n projektiv bezogener Hyperebe-

vP)g (k=1,...,n=1). (1)

nenblischel oder als Veronese—Varietdten erzeugt werden. Litera-
tur: E.BERTINI [2;S.318], W.BURAU [6;S.166], W.K.CLIFFORD [7],

*Erweiterte Fassung eines beim 2.0sterreichischen Geometrie—Kol-
loquium in Rein am 5.Mai 1983 gehaltenen Vortrages.

lEs ist fiir n>2 auch die Bezeichnung Biindelkollineation iiblich;
flir n=2 ist z eine Progjektivitdt.
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C.SEGRE [31;5.894], G.VERONESE [36].

1.2 Sei nun allgemeiner I (P) ein projektiver Raum (vgl. [4]),
dessen Dimension mindestens zwei, aber nicht notwendig endlich
ist. Jeder projektive Blindelisomorphismus

z:ull/P - ull/q
besitzt flir P#Q die Menge aller Punkte, die dem Durchschnitt je
eines Paares unter ¢ zugeordneter Geraden angeh&ren, als sein
Erzeugnis T'. Wegen P,Q€Tr ist T nie leer. Der Durchschnitt al-
ler unter r selbstzugeordneten Unterrdume heiBft der Grundunter-—
raum von ¢ und je nachdem dieser verschieden bzw. gleich P
ist, wird ¢ entartet bzw. nicht entartet genannt. Ist ¢ insbe-
sondere perspektiv, also eine Perspektivitdt, so besteht das
Erzeugnis von ¢ aus der Geraden Pg vereinigt mit einer zu P und
¢ komplementd@ren Hyperebene (Achse von z). Andere Beispiele
projektiver, nicht perspektiver Blindelisomorphismen unendlich-

dimensionaler projektiver R&ume treten in [13] auf; unter Um-
stdnden ist hier I'={P,9}. Bei endlicher Dimension »nz22 wird das

Erzeugnis eines entarteten bzw. nicht entarteten projektiven
Blindelisomorphismus eine entartete bzw. nicht entartete Norm-
kurve genannt, falls ¢ keine Perspektivitdt ist. Fir n=2 bzw.
n=3 heift eine Normkurve auch ein Kegelschanitt bzw. eine Kubik.
Allerdings k&nnen ein entarteter und ein nicht entarteter pro-
jektiver Blindelisomorphismus dasselbe Erzeugnis besitzen: Etwa
in einem projektiven Raum H=H4’2 der Dimension n=4 und der Ord-
nung g=2 erzeudt ein nicht entarteter projektiver Blindelisomor-
phismus ein Dreieck; dieses ist auch das Erzeugnis eines ent~-
arteten projektiven Biindelisomorphismus, der die Ebene E des
Dreiecks als Grundunterraum besitzt und keine Hyperebene durch
E auf sich abbildet.

In projektiven Pappos—Rdumen gehdren die nicht entarteten
Normkurven zu den Veronese-—Varietdten.

Literatur: R.ARTZY (1], E.BERZ [3], H.BRAUNER [4;2.1;10.4],
A.HERZER [16], W.KRUGER [18],[19], T.G.OSTROM [22], R.RIESINGER
(25],(26]1,[27},L.A.ROSATI [28],(29], B.SEGRE [30;S.306],
H.TIMMERMANN [35], J.ZEUGE [37], sowie [12],[13],[14].

Die Erzeugnisse projektiver Bilindelisomorphismen treten als
Menge der Koinzidenzpunkte gewisser linearer Zweibildersysteme
auf. Siehe [5],[21],[2371,[24].
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2. SCHMIEGUNTERRAQME NICHT ENTARTETER PROJEKTIVER
BUNDELISOMORPHISMEN
2.1 Wir betrachten im folgenden nicht entartete (n.e.) projek-
tive Blindelisomorphismen eines n-dimensionalen projektiven De-
sargues—Raumes NI (P) (2gn<«») und die von ihnen erzeugten n.e.
Normkurven, die wie in 1.1 als Normkurven bezeichnet werden.
Ein projektiver Blindelisomorphismus z:ull/P » ull/Q (P#Q) ist
genau dann nicht entartet, wenn die von ¢ in einer zu P und ¢
komplementiren Hyperebene H induzierte projektive Kollineation?
X (eH) » (XvP)zNH keinen von H verschiedenen Fixunterraum durch
J:=(PvQ)NH besitzt. Da es mindestens eine projektive Kollinea-
tion ¢ von NM(H) mit JvJov...vJon-1=H gibt, existieren stets n.e.
projektive Biindelisomorphismen.
Geben wir eine geordnete Fundamentalmenge
F = {PO""'Pn’E}

v".anvE Achse genau einer Perspektivitdt
P,

von I vor, so ist P
ur[/P0 > un/P1.
Perspektivitdten uH/P1 - uH/Pz,..., :

2
In gleicher Weise werden

uH/Pn_1 - uH/Pn erkldrt. (Die Figur

zeigt den Fall »n=3.) Das Produkt

dieser Perspektivitdten ist dann ein T...

projektiver Biindelisomorphismus 0 1

w:uH/PO - uH/Pn,v

welcher der durch F bestimmte NormisomorphZismus heiBt. In [19]

(n=2) und {12;8atz 1] (n22) wird gezeigt, daB jeder n.e. projek=~

tive Blindelisomorphismus ein Normisomorphismus ist. Das Erzeug-

nis von ¢ ist eine Normkurve T, die PO’ Pn und £ enthdlt. Da

die projektive Gruppe PGL(II) transitiv auf der Menge der ge-

ordneten Fundamentalmengen operiert, gibt es im Sinne dieser

Gruppe dgenau einen Normisomorphismus und genau eine Normkurve?3.
Im projektiven Raum I (V,X) liber einem (n+1)—dimensionalen

Rechtsvektorraum V mit Skalarkdrper K kann die geordnete Funda-

mentalmenge F durch eine geordnete Basis B={p0,...,pn} von V

festgelegt werden durch

‘?7,
Py = PoKs+e+r P, =P K, E = ek mit e = Jzopj.

Der durch F bestimmte Normisomorphismus ¢ erzeugt nach [12;
Satz 3] die Normkurve

ZFiir n=2 ist H eine Gerade und ¢ induziert eine Projektivitit.
3In einer projektiven Moufang—-Ebene I gibt es im Sinne ihrer
Kollineationsgruppe PTL(Il) genau einen Normisomorphismus und je
zwel durch Normisomorphismen erzeugte Kegelschnitte sind kolli-
near—iquivalent [19].
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1 .
ro= {x K[x, =2 p.t?, tek} U (p, K}, (2)
j=0 9 §
und ¢ wird durch jenen linearen Vektorraumisomorphismus. g€GL (V)

induziert, welcher pOHpn,pjv--pj_1 (7=1,...,mn) leistet; dabei gilt
(pOKvxK)w = anv(Xg)K (3)

fir alle xEV\pOK.
Ein reguldrer Punkt der Normkurve I' ist dadurch gekennzeich-
net, daB jede Gerade durch ihn h&chstens einen weiteren Punkt

von I' enthdlt. Die Punkte P Pn’ E sind requlire Normkurven-

'
punkte, Durch jeden nicht rgguléren Punkt geht also mindestens
eine Gerade, die mehr als zwei Punkte mit I' gemeinsam hat; jede
solche Gerade trdgt dann sogar unendlich viele Normkurvenpunkte.
Genau nicht reguldre Punkte von I' haben in (2) einen Parameter-
wert, der dem Zentrum von X nicht angeh&rt. Die in [14;2.3],
(26;8.434], [30;S.334] angegebenen Beweise dieser Ergebnisse be-
ntitzen algebraische Sitze [10] bzw. [15]. Vgl. auch [12;2.8].
Die gegenseitige Lage der Punkte von T wird in [14] erdrtert.
Speziell in einem n-dimensionalen projektiven Pappos—Raum H=Hn’q
der Ordnung g, hat I' genau g+1 Punkte, und je m dieser Punkte
(1¢msmin{»n+1,g+1}) sind unabhidngig. Diese Eigenschaften k&nnen
zur Kennzeichnung von Normkurven verwendet werden. Siehe [17;
s.168]1,[30;8.2701,(32]1,033]1,[34]. vgl. auch [8;5.151], [21]

fiir andere Kennzeichnungen von Kegelschnitten.

2.2 BEs ldge nahe, die analog (1) erkldrten Unterrdume als
Schmiegunterriume der Normkurve T im Punkt Pn zu bezeichnen. In

[14] wird jedoch gezeigt, daB diese Unterrdume nur flir n=2 sowie

™
i

nz23 und 2n+3 durch die Normkurve I' alleine festgelegt werden,
also von der Auswahl des erzeugenden Normisomorphismus unabh&n-
gig sind.

Als Beispiel mag ein Normisomorphismus ¢ zur geordneten Fun-
damentalmenge {PO""’PB’E} eines dreidimensionalen endlichen
projektiven Raumes der Ordnung g=3 dienen. Hier ist T ein
Tetraeder {PO,P3,E,E1}. Die harmonische Homologie « mit Zf?trum
PO und Achse PyvEVE, 18Rt T punktweise fest, sodaB auch «k o«x:
ul'[/P0 - uII/P3 die NoETkurve I' erzeugt. Beniitzen wir einerseits
k und andererseits « ¢x zur Konstruktion des "1-Schmiegunter-
raumes” ("Tangente") im Punkt P;, so erhalten wir die Geraden
(PgP3)@ bzw.. (P P3)ox. Aus POP3¢POVE\/E1 folgt jedoch (POP3)w¢
(POvaE1)w=P3vaE1, was (POP3)w#(POP3)wK bewirkt.

Um Einschrédnkungen hinsichtlich der betrachteten projektiwven
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Riume zu vermeiden, werden die gemdB (1) erkldrten Unterrdume
als die Schmiegunterrdume des Normisomorphismus ¢ im Punkt Pn
definiert; in [12] wird ferner gezeigt, wie rein synthetisch in
jedem Punkt X der durch ¢ erzeugten Normkurve k—Schmiegunter-
raume S;k) von ¢ (k=0,...,7n=1) so erkldrt werden k&nnen, daB
man speziell in reellen Riumen wieder die bekannten Schmieg-
unterrdume erh&lt. Insbesondere in den Punkten PO und Pn gilt
s{¥apv..vpy, s

Py 0 P,
Nennt man jede Hyperebene sowie jeden k—dimensionalen Unter-

=P v...vP,_ (k=0,...,n-1).

raum. M von T (0sksn-2) eine Sehne von ¢, falls M eine Darstel-

lung der Form M=LNLo mit P,€L und dimIl(L)=k+1 gestattet, so

0
sind alle Schmiegunterrdume von @ auch Sehnen von ¢. Einfache

Verallgemeinerung eines Hilfssatzes in [13] liefert eine Kenn-
zeichnung der Schmiegunterrdume in einem reguldren Punkt RET:

Der k-Schmiegunterraum von ¢ in R (1sksn-1) ist die einzige
(k=1)
R

R verschiedenen Normkurvenpunkt besitzt.(Eine Tangente in einem

k—dimensionale Sehne von ¢ durch S , welche keinen von
nicht reguldren Normkurvenpunkt kann unendlich viele Punkte von
I enthalten [3].) '

In M(V,X) kdnnen die Schmiegunterrdume von ¢ durch lineare
Vektorraumendomorphismen d(k):V - V beschrieben werden, die

folgendermaBen bestimmt sind:

k i +k .
poat™) = p L OF) =0, e,
- (k=0,...,mn=1).
(k) . [4 14

pj € Kerd (J=n~k+1,...,n),

Fiir alle k=0,...,n-1 folgt dann nach [12;Satz 3]
(k) _ . (1) (k)
SxtK = xtkv(xtd )Kv...v(xtd ) K (4)

mit t€X.

Die Menge {(X=S§O),S§1),...,S;n_1))!XEF} von Fahnen aus
Schmiegunterriumen des Normisomorphismus ¢ bildet sein vollstdn-
diges Erzeugnis P(n_11 und Normisomorphismen mit demselben voll-

stdndigen Erzeugnis heiBen assoziiert.

3. NICHTASSOZIIERTE ERZEUGUNGEN EINER NORMKURVE

3.1 Die Gruppe 6% 1)

aller automorphen Kollineationen des voll-
stdndigen Erzeugnisses von ¢ ist eine Untergruppe der Gruppe G
aller automorphen Kollineationen der durch ¢ erzeugten Normkurve

I'. Die Kollineationsgruppe parL (1) ng P~

operiert dreifach
transitiv auf der Menge der reguldren Punkte von T und in einem
projektiven Pappos—Raum sogar scharf dreifach transitiv [12;

Satz 6].
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Nach [14] sind folgende Aussagen dquivalent:
(a) Die Normkurve I besitzt mindestens »n+3 Punkte oder es

gilt n=2.

(n=1)

(b) Die Gruppen G und G stimmen Uberein.

(c) Je zwei Normisomorphismen mit Erzeugnis I' sind assoziiert.

3.2 Wir setzen nun H=Hn als endlichen projektiven Pappos-
14

Raum der Ordnung q=ps voraus, wobei p eine Primzahl ist.

Jene Uhtergruppe von G(n—1)

, welche PO’ Pn und F einzeln fix
148t, ist zur Automorphismengruppe des Galois—Feldes GF(gq) iso-
morph“und enth&dlt daher genau s Kollineationen. Die Gruppe
peL(n_ )ne ™M)

n,q

ergibt

hat die Ordnung (g+1)g(g-1), was insgesamt

(n‘1)'

|G = s(q3—q). (5)

Die Bestimmung der Gruppe G stltzt sich auf folgenden

HILFSSATZ. Ist U ein k—dimensionaler Unterraum von Hn mit

1sksn-1, so gibt es ’
(qn+1 )( ). (g

Kollineationen wvon n g’ welche U punktweise fest lassen.

n+1_ k+2 n+1_qn) (6)

14

Beweis. Jede Kollineation, die U punktweise fest 14Bt, ist
wegen k21 projektiv. Sei A={AO""’Ak""’An’A} eine geordnete
Fundamentalmgnge von Hn,q mit U=A0v...vAk und ferner A:=(Ak+1v
v...vAnvA)ﬂU. Durch eine weitere geqrdnete Fundamentalmenge
A'={A',...,Ai,...,Aé,A'} wird genau eine Kollineation mit Fix-
punktraum U bestimmt, falls AO=Aé""’Ak=Ai und Z=(Aé+1y...v
VAVA')NU gilt.Der Punkt A} .q kann auf IPI—[U[=qn+...+qk+1
Arten gewdhlt werden, 4 k+2 auf qn+...+qk+2 Arten usw. Der Punkt
A' ist an den (n-k)—dimensionalen Unterraum mit der Basis
{Ai+1,...,Aé,Z} gebunden und muB diese Basis zu einer Fundamen-
talmenge ergdnzen, was (q—1)n—k M8glichkeiten zur Wahl von 4

ergibt. Produktbildung liefert {(6). O

SATZ 1. In m q mit gsn+1 besitzt die Gruppe G aller automorphen

14
Kollineationen der Normkurve T die Ordnung

s(g+1) ! fir g=n+1
s(q+1) 1 (g=-19 Ffur g=n und : (7)
S(q+1)1(Q‘1)q(qn+1—QQ+1)(qn+1—qq+2)...(qn+1-qn) Filr q<n.

Die Untergruppe PGL(H q)ﬂG hat IG]s“1 Elemente. Es gibt genau
1G] ((g+1) 1) -1 KoZZtneat@onen und (G| (s (g+1) 1)~ -1 projektive Kol-

lineattonen von L g’ die T punktweise fest Llassen.
14

“Die beiden Gruppen sind als Transformationsgruppen auf F\{P }
bzw. GF{q) isomorph.
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Beweigd Jede der (q+1)! Permutationen von T wird durch eine
Anzahl von Kollineationen von I induziert, die wir bestimmen.
Gilt gsn, so ist I' Basis eines g—dimensionalen.Unterraumes U
und kann auf (q-1)q Arten zu einer Fundamentalmenge von T (U)
ergdnzt werden. Je zwel geordnete Fundamentalmengen von I (U)
legen genau s Kollineationen von I (U) fest; flir g<n gibt (6) an,
wieviele verschiedene Kollineationen von Hn,q als Fortsetzung

einer Kollineation von N (U) auftreten. Analoge Uberlegungen gel-
ten fir g=n+1; hier ist T' eine Fundamentalmenge von I.O

Ein Normisomorphismus w':uH/PO - uH/Pn, der T erzeugt, wird
durch genau eine geordnete Fundamentalmenge F'={P6,...,Pé,E'}
mit P6=P0, Pé=Pn und E'=F festgelegt [12;Satz 4]. Man erhilt je-
jede dieser Fundamentalmengen genau einmal, wenn man auf F die

6] (s (¢3=g)) ™" (8)

projektiven Kollineationen der Gruppe PGL(Hn,q)ﬂG anwendet, die
PO’Pn’E als Fixpunkte besitzen. Da zu jedem die Normkurve T er-
zeugenden Normisomorphismus genau ein assoziierter Normisomor-
phismus uT[/P0 - uH/Pn existiert [12;Satz 5], gibt (8) zugleich
an, in wieviele Klassen paarweise assoziierter Normisomorphis-
men die Menge aller Erzeugungen von I zerfdllt. Die unten-

stehende Tabelle zeigt einige Zahlenwerte von (8).

n=3 4 5 ' 6 7

g=2| 8 384 86 016 82 575 360 327 659 028 480
3] 8 1296 2519 424 47 753 162 496  ~8,055.10°
4| 2 162 497 664 30 576 476 160 - ~3,156.10 °
s| 1 6 6 144 384 000 000 7,200.170 3

71 1 1 1 120 33 592 320

3.3 Fiir g<n spannt die Normkurve I' einen echten Unterraum U von
Hn,q auf. Um die rechnerische Behandlung zu vereinfachen, be-
stimmen wir in T(V,X=GF(q)) eine Basis von N(U), deren Punkte
‘durch solche Vektoren festgelect werden, die beziiglich der
.Vektorraumbasis B nur 0 oder 1 als Koordihaten>besitzen.

Da fiir alle t€GF(q) gilt tq=t, stimmt U mit dem Durchschnitt
der n—-q Hyperebenen '

*

* .
Ker(—Pj+Pq_1+j) (F=1,...,n=q)
tiberein. Dabei ist B*={pg,...,p:} die zu B duale Basis. Wir
setzen fir <=1,...,q9-1

(1)

5Satz 1 ist flir n=2 wegen G=G nach (5) richtig.



-8~

1; . .
- L6 .= . _ -1
u = o, (g=1)4g MiES 1y 1= [(n=1=1) (@=1)7'1. (9)
m=0
Dann ist {poK,an}U{uiK|i=1,...,q—1} die gesuchte Basis.

4, DER KNOTEN EINES NORMISOMORPHISMUS

4,1 Der projektive Desargues-Raum I (P) und sein Dualraum ¥ (p*)
besitzen die Unterraumverbinde ull bzw. ull’y und die Annulator-
abbildung A:ull - un” ist ein Verbandsantiisomorphismus, der
insbesondere jeder Hyperebene von II einen Punkt von ¥ zuord-
net. Im zu II(V,X) dualen projektiven Raum H(V,K)*=H(V*,K) wird
durch die zu B duale Basis B —{po,...,p:} des zu V dualen Vek-
torraumes V' ein Normisomorphismus w* festgelegt. Der lineare
Vektorraumendomorphismus v oo V*, welcher

*

> - J n * { =
Pt e I (D =0, (10)

leistet, induziert eine lineare Abbildung x*:un* - uH*. Ver-
kettung mit Af1:uH* - ull ergibt eine Abbildung, welche die wvon
w* erzeugte Normkurve 0¥ bijektiv auf die Menge der Schmieg-
hyperebenen des vermdge B bestimmten Normisomorphismus ¢ abbil-
det [12;Satz 7].

Unter dem Knoten eines Normisomorphismus versteht man den
Durchschnitt aller seiner Schmiechyperebenen,also seiner (n-1)-—
Schmiegunterrdume. Damit gilt flir den Knoten K von ¢

c= D), anTh = OV e (1)
X €r X EP
denn x© ist mit dem Verbinden in T~ vertrdglich [11;S.154].

Bei Chark=0 ist x* bijektiv und r* spannt ganz p* auf, was

insgesamt k=P 1=y ergibt.

4.2 FUir einen Kdrper K der Charakteristik p>0 stimmt der Rang
des Vektorraumendomorphismus »* mit der Anzahl der nicht durch
p teilbaren Binomialkoeffizienten in (10) {iberein.

Sei A(p) das modulo p reduzierte Pascal-Dreieck der Binomial-
koeffizienten; wir zéhlen die Zeilen von A(p) bei Null begin-
nend. Bezeichnet a7 (p) das aus den Zeilen 0,...,p —1 gebildete
Teildreieck von A(p), so folgt mit [9;S.43], daB AJ+ (p) die
auf Seite 9 dargestellte Bauart hat. Dabei steht [ﬁ; flir das
gliedweisg mit méN multiplizierte und modulo p réduzierte Teil-
dreieck AJ(p) und ‘;7 fiir ein aus Nullen bestehendes Teil-
dreieck.

6Die []-Funktion R - Z ist durch 0sy-[y1<1 definiert.



Da das Teildreieck A1(p) nur von Null verschiedene Zahlen ent-

h&lt, hat jedes dieser zu AJ(p) proportionalen Teildreiecke aus
AJ+1(p) an denselben Stellen von Null verschiedene Zahlen wie

AJ(p). In Verschérfuhg von [16;Satz 2] gilt folgender

SATZ 2. Ist cjpj+cj_1pj—1+...+c0 die p-uadische Darstellung der
Zahl n=diml, so besitzt n* den Rang

rgh* = (c.+1) (c.

J J=1

Falls K mindestens n Elemente enthdlt, folgt

+1) e (eg+) . (12)

dimn(K) = n - rgh'. (13)

Beweis. (1) Da (12) flir j=0 gilt, k&nnen wir Induktion nach
J verwenden. Flir j>0 geh&rt die n—~te Zeile von A(p) dem Teil-
dreieck Aj+1(p) an und "schneidet" genau ¢ .+1 der zu Aj(p) pro-
portionalen Teildreiecke von Aj+1(p) jeweiis in ihrer
(cj_1pj_1+...+co)—ten Zeile.Nach Induktiohsannahme hat diese
genau (cj_1+1)...(co+1) von Null verschiedene Zahlen. Das zeigt
die Richtigkeit von (12).

(2) Die Normkurve I spannt genau fir |K|2n (bzw. [T~ |2n+1)
ganz P* auf [14], sodan n-(rgh*—1)—1’die Dimension des Knotens

angibt. 0O

4.3 Fiir K=GF(gq) mit q=p°<n besitzt der von I aufgespannte

echte Unterraum (° von 1" nach (9) die Basis {Kp;,Kp:}U

{KuZ}i=1,...,q—1}.Die Vektoren p; und p: gehdren RKern™ nicht an;

* * L] [ 3] [] »
u; ¢ Kers ist genau dann erfiillt, wenn mindestens einer der

Binomialkoeffizienten
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n —
(M(q—1)+i) (M—O,...,Zi)

nicht durch p teilbar ist, was mit Hilfe von A(p) Uberpriift
werden kann. Die Menge
¥, K K * *, % * * ..
{poh ,pnh }U{uih |ui¢Kerh y181€g-11
ist linear unabhdngig; hat sie genau r Elemente, so folgt

dimn(K) = n - ». (14)

Sei zum Beispiel K=GF(3) und »n=6. Das modulo 3 reduzierte
Pascal-Dreieck berechnen wir nach 4.2 zu
1
11
1 21
10 0 1
11011
121121
1002001

11022011
121212121

und gemdpB (9) gilt u:=p?+p§+p;, u;=p;+pz. Die 6.Zeile von A(3)

liefert u:h*=2p;, u; € Kerh*, also »=3, Mit (14) folgt dimi(K)=3.

4.4 Die Dimension des Knotens K "miBt" die gegenseitige La-

ge der Schmieghyperebenen von ¢. Etwa flir Chark=p=n ist die
Menge der Schmieghyperebenen stets Teilmenge eines Hyperebenen-
biischels. Jedoch kann auch bei K=¢ die Menge der Tangenten

eines Normisomorphismus ein gegeniiber reellen R&umen stark ab-
weichendes Verhalten besitzen. Das zeigt ein abschlieBendes Bei-
spiel, in dem wir einen projektiven Raum I(V,X) mit Dimension
n=3 und Chark=2 voraussetzen. Flir X#GF (2) ist der Knoten K dann
leer,

Die Tangente des Normisomorphismus ¢ im Punkt P3 ist nach 2.2
die Gerade P3P2, die Tangente in XtK enthdlt fir alle t€X gemidnB
(4) wegen CharK=2 den Punkt (p1+p3t2)K. Damit ist aber P,P,
eine Leitgerade der Tangentenmenge von ¢. Da die Gruppe aller
automorphen Kollineationen des vollstd@ndigen Erzeugnisses F(2)
von ¢ transitiv auf der Menge der reguldren Punkte der erzeugten
Kubik I operiert, geht durch jeden reguldren Kubikpunkt eine

solche Leitgerade. Die Tangenten von ¢ in P und £ sind

/P
windschief, also auch je zweil dieser Leitgegadgn. Die Tangenten-
menge von ¢ ist daher Teilmenge eines Regulus. Ist speziell
der Monomorphismus t - tz des Kdrpers K in sich auch surjektiv,
also X ein perfekter Korper, so bilden die Tangenten von o

einen Regulus. Vgl. [18], [30;s.314].
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