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8 1 Einleitung

1.1 In der reellen Liniengeometrie versteht man unter einem linearen Geraden-—
komplex eine solche Menge von Geraden, welcher unter dem KLEINschen dber-
tragungsprinzip ein hyperebener S5chnitt der PLOCKER—-Quadrik zugeordnet ist.
In gleicher Weise konnen fur jeden kommutativen Grundkorper K lineare
Geradenkomplexe erklart werden und man erhalt zwei Typen, die sich wie folgt
beschreiben lassen: Ein allgemeiner linearer Geradenkomplex — auch Gewinde
genannt - ist die Menge der isotropen Geraden einer Nullpolaritat, ein
spezieller linearer Geradenkomplex - auch Geblusch genannt — besteht aus allen
Geraden, welche mit einer festen Geraden nichtleeren Durchschnitt haben.

Vgl. dazu etwa [4,322], [8,3@].

Fir Char K % 2 stellt ein Gewinde ein Modell einer LIE-Geometrie [1,251]
dar, wobei berlUhrende Lie-Zykel und Geraden mit nichtleerem Durchschnitt
einander entsprechen. :

In dieser Note betrachten wir nun allgemeiner einen dreidimensionalen
projektiven Raum mit einem nicht notwendig kommutativen Grundkérper K.
Verwenden wir die oben angegebene Beschreibung eines Geblusches jetzt als
Definition, so ist Uber die derart erklarten Geradenmengen wenig zu sagen.

Da es aber flur einen echten Schiefkdrper K weder Nullpolaritdaten noch
ein Punktmodell der Geradenmenge mit Eigenschaften analog der Plucker-—
Quadrik gibt [6,172], liefern die obigen Bemerkungen keinen Anhaltspunkt

flir eine Verallgemeinerung des Begriffs "Gewinde".
Eine Moglichkeit einer einheitlichen, von der Kommutativitdt des Grund-

korpers unabhdngigen Definition eines Gewindes bietet die auf J.SYLVESTER (1861)
zurldckgehende Erzeugung eines Gewindes mit Hilfe projektiv gekoppelter,
verschrinkter Geradenbischel. Davon ausgehend diskutieren wir in dieser Note
das Klassifikationsproblem fir Gewinde im Sinne der projektiven Gruppe und die
automorphen Kollineationen und Dualitaten eines Gewindes?. Wesentliches Hilfs-—
mittel ist dabei die Kenntnis der Menge aller Gewindegeraden durch einen Punkt.
Genau bei kommutativem Grundkorper K ist diese Menge - auch Komplexkegel ge-
nannt — stets ein GeradenblUschel. FUr einen echten Schiefkorper K ergeben sich
Querverbindungen zu den in [71,0113,(12,325] betrachteten entarteten Kegel-

schnitten.

1.2. Wir setzen im folgenden einen projektiven Raum dber einem vier-

dimensionalen Rechtsvektorraum V mit nicht notwendig kommutativem Skalarkorper

K voraus. Die Punktmenge dieses projektiven Raumes bezeichnen wir mit P. Fdar

jeden Unterraum U von Y% sei P(U):={xKeP|xeU}. Das Zentrum von K nennen wir Z.
Sei P ein Punkt und E eine Ebene durch P. Das Geradenbuschel G[P,E] bzw.

das Geradenbundel G[P] besteht aus allen Geraden durch P in E bzw. aus allen

Geraden durch P,

Die weitere Bezeichnungsweise folgt [2] und £31.

& 2 SYLVESTER-Projektivitaten
2.1 S5ind P@’Pﬁ zwel verschiedene Punkte und E@,EJ3 zwel verschiedene
Ebenen durch P@Pﬁ=:t, so heifien die Geradenbdschel~G[P@,E@] und G[Pﬁ,Eﬁ]

verschrankt; eine Projektivitat U:G[P@,E@] -2 B[Pﬁ,Eﬁ] nennen wir fir tf=t



eine Sylvester—-Projektivitdt. Die Existenz von Sylvester—-FProjektivitaten ist

trivial. Ferner gilt folgender

HILFSS5ATZ 1. Sind U:G[Pé,E@] + GL[P4 ,E4] und c’:G[Pé,Eé] » GIP4,E4] zweil
Svylvester-Projektivitaten, so existiert eine projektive Kollineation #ePGL(P)
mit U'=%:4U%.
Beweis. Wir legen durch F’1 eine Hilfsgerade hgaE@ und durch P, eine Hilfs—
gerade h,cE,; so, daB diese windschief sind. Dann ist die Abbildung
g:h@ > hy

(1)
X B (xPy )%

Nhg
eine Perspektivitat [2,145]; és gibt also eine Gerade 1 derart, daf die
Ebenen durch 1 aus hgz und hﬁ genau in ¢ z2ugeordnete Punkte ausschneiden.
Wegen Rﬁ‘ = Py ist 1Nt#e. Umgekehrt ist ¢ durch hgshy,l,t eindeutig
bestimmt. Wir deuten das in der’FDrm

c = U(h@,hq,l,t)
an. Ist Rzeha\{Pﬁ} und Pg==ngl S0 g;bt es einen Punkt P€l derart, daB
(PQ,Pﬁ,Pg,Pg,P) eine gectdnete Fundamentaimenge ist. Analog kann
¢'= o (hg,hs,1",t") erreicht werden und es gibt Punkte Pé,...,Pé,P'.
Es existiert eine projektive Kollineation 4¢ mit P =Pg s v ooy P =Py ,PH=P

und dieses 9 leistet das Gewlnschte. [J

Die Menge der Verbindungsgeraden unter ¢ zugeordneter Punkte ist be-

kanntlich ein Regulus [2],[12,319] mit h(.}.,.h‘,,g und 1 als Leitgeraden.

SATZ 1. Sind U=U(h@,h4,1,t) und a’=u'(hé,h%,1',t’) zwel Sylvester-
Projektivitaten, so folgt o=¢’ genau dann, wenn gilt

hofit = hght”, - hyfit = hant’,
(2)

hovt = hgyt’, hyvt = havt’,

undz

(3) DV(l’ﬂt,lﬂt,hqﬂt,hQﬂt)‘= DV(l vt,lvt,hvt,hgyt) € Z.

Beweis. Die Bedingungen (2) sind adquivalent dazu, dapB o und o’ Uber-—
einstimmende Definitions— und Bildmenge haben.

Es gibt eine perspektive Kollineation #gy mit Zentrum P@ und Achse E?
mit hg, éAhé; unter’%0 sind alle Punkte von t und alle Ebenen durch t-

invariant. Vertauschung der Zeiger @ und 1 liefert eine perspektive Kolline-



atian4nﬁ mit analogen Eigenschaften. Gemafl (1) legen o’ und f%{4®%;€0@%ﬁ¢@ je

einen Regulus mit Leitgeraden hé,h%,l' bzw. hb,h%,lﬁﬂ%ﬂ fest. Genau fur o=g’
stimmen diese Reguli Uberein. Nach [12,321] ist letzteres zur Gultigkeit

von (3) aquivalent.{}

Die Bedingung (3) zeigt, da@l bei nicht kommutativem Grundkorper K durch g in
der Geraden t bzw. im Ebenenblischel um t (=Kogerade) je eine Z-Kette [1,326]
*
kz=(h0nt,h,§ﬂt,lnt)‘Z bzw. kZ = (hﬁvt,hwt,lvt)Zv

mitbestimmt ist. Vgl. 3.2.

2.2. Wir bezeichnen mit Z° die Menge aller zu t windschiefen Geraden x, welche
zweli unter o zugeordnete Geraden y,y5 treffen. Ferner sei =X die Menge
aller jener Treffgeraden ®x von t, die mit zwei verschiedenen Geraden xﬁ,xgez°
in einem Geradenblischel liegen, vermehrt um %t}.v

Die Geradénmenge Z:=X°yZX nennen wir ein Gewinde und g eine Sylvester—
Erzeugung von Z. Die Punkte F’o,\F’,ﬂg werden Grundpunkte beziglich £ genannt.-
Soll hervorgehoben werden, daB Z von o erzeugt wird, so schreiben wir Z(o).
Wir bezeichnen I auch als einen allgemeinen linearen Geradenkomplex.

Isf?P ein PAPPOS-Raum, also K kommutativ, so ist die obige Definition mit
den uUblichen Definitionen &aquivalent [2,187]. Insbesondere ist dann =¥ ein
parabolisches Netz.

Aus Hilfssatz 1 folgt unmittelbar

SATZ 2. Sind Z und ' zweli Gewinde 1im projektiven Raum P, so gibt es

eine projektive Kollineation MePGL(P) mit =Z¥=Z'.

2.3. Fur jeden Punkt Ac€eP bezeichne ZA den durch EA==Z(U)HG[A] definierten

Komplexkegel zur Spitze A. Die Bestimmung der Geradenmenge ZA geschieht 1in

drei Schritten:
Fall 1: QEE@\t oder A€E4\t . Hier ist EA das bGeradenbuschel G[ﬁ,(ﬁpg)gj

bzw. G[A,(ﬁPq)ﬁqdj. Wir nennen Jjeden Punkt A, fur den Zﬁ.ein Geradenbiuschel
ist, einen regularen Punkt bezuglich X.
Fall 2: AEP\(E&uEﬁ). Es gibt eine Basis {pg,...,pE} von V¥V mit
hy = Plp,spy3y hy = Plpyspgds 1 = PIp *+p, P, *P, 1, t = Plp,.p, 1,

was P K, P =p4K ergibt. Wir durfen

4
A = (ppag + Paady + Ps ~ péag)K mit agek, a3+@

o Po



voraussetzen. Die Verkettung von o mit der Projektion mw zum Zentrum A auf
die Ebene E, ist die Projektivitat

on:GLP, ,E,] » GIP; ,E4d,
welche die Gerade t fest laft. Jede Gerade xEEAﬂZ° ist dadurch ge-
kennzeichnet, daB ihr Spurpunkt X:=xNEg nicht auf t liegt und (PQX)§ﬁ¥
Pﬁx erfillt ist. Das ist dquivalent dazu, daB X im eigentlichen Teil T° des
Erzeugnisses I' von oun [7,63] liegt.

Eine Gerade P[pa,p1u+p&] (ueK) hat das on—-Bild P[pq,pﬁ(u+a@aﬁf@)+
+pza3“@]. Der Schnittpunkt dieser beiden Geraden fuhrt auf die
Parameterdarstel lung
(4) re = {y%Kgy%=p@(ua5+a0)+pqu+p2), ueky.

Genau die Punkte der Menge
(5) n = {x%Kgx%=po+p1u“4a3u, ueK\{@} 3
sind jene Punkte von t, die mit zweli verschiedenen Punkten von I'®* kollinear
liegen [7,66].

Far aBEZ ist on eine Perspektivitat, I°un eine Gerade und I'=sI'°yt
die Vereinigung zwelier Geraden. Dann ist aber A regular bzgl. Z.

Ist andererseits a3¢2, so erzeugt omn éinen entarteten Kegelschnitt und
n hat die unendliche Machtigkeit der Konjugiertenklasse von a4 in K. Damit ist
EA der Geradenkegel zur Spitze A Uber der echten Teilmenge T'°yn des entarteten
Kegelschnitts I'. Wir nmennen A in diesem Fall einen singulédren Punkt 1.Art
bzgl. Z.

Fall 3: Aet. Wir schlieffen an Fall 2 an und setzen

A = (pﬁaﬁ+p§a1)K mit (a@,aﬁ)#(@,@).

Far a0=mvbzw. a1=ﬂ gilt Q=P1 bzw. A=P, und EA ergibt sich
als Geradenbuschel G[Pﬂ,EQ] bzw. G[Pg,Eﬂ], d.h. A ist regular bzgl. Z.

1

Andernfalls sei a:=aOa; ;3 nach (35) gehort eine Gerade genau dann zu EA’ wenn

sie 1in einer Ebene der Form

(&) P[pa,p1,p2—p3u“1au] mit uekK\{@3

angehort. Daher ist A fur a€Z reguladr bezidglich Z. F4r aéZ ist ZA die
Vereinigungsmenge einer, durch die Konjugiertenklasse von a in K indizierten,
unendlichen Familie von Geradenbuscheln mit Tragerebenen durch t. Wir nennen

A einen singuldren Punkt 2.Art bzgl. Z.

Eine andere Beschreibung von ZA (Aet) stitzt sich auf die Familie {ui§i61}



aller Projektivitaten, welche

Pg H»EW,R?E% Egs10it > H leisten, wobei H die zu EysEq,lvt vierte harmonische

Ebene ist. Dann folgt

ZA = u G[ﬁsﬁ'%z’ 3.
1€]

Die zugehorige einfache Rechnung sei dem Leser uberlassen.

Zusammenfassend gilt: Genau bei kommutativem Grundkorper K ist jeder Punkt
AEP regular bzgl . Bei nicht kommutativem K zerfallt P in drei Klassen,‘
Je nachdem A regular, singular voh 1.Art oder singular von 2.Art bzgl. £ 1ist,
enthalt EA genau ein, kein [7,4685] oder unendlich viele Geradenbuschel. Die
Gerade t ist dadurch ausgezeichnet, dafl sie alle singuldren Punkte 2.Art
tragt. Daher ist fur einen echten Scﬁiefkérper K die auf o beruhende Zerlegung

£=E°y2X von der Auswahl einer Sylvester-Erzeugung unabhingig. Vgl. 3.2.

2.4 Die Annulatorabbildung X bildet den Unterraumverband von P antiisomorph

auf den Unterraumverband des zu P dualen projektiven Raumes P¥ ab [2,109].

Mit U=U(h0,h1,1,t) ist U¥=a*(h0ﬁ,h1%,1%,t%) Sylvester—-Erzeugung eines Gewindes
=% im Dualraum P¥® und es gilt Z*=Z%, d.h. =% besteht aus allen Jenen Ebenen-
buscheln (=Kogeraden), detren Trégergeradevin Z liegt. Damit 1&Bt sich die Menge
der Komplexgeraden vdn Z in einer Ebene dual zu 2.3 ermittelnﬁ. Die

Begriffe regulare Ebene, singulidre Ebene 1.Art und singuldre Ebene 2.Art

konnen sinngemaf eingefudhrt werden.

§ 3 Erzeugungen und automorphe Kollinationen

3.1 Jedem bzgl. E(g) reqularen Punkt XeP konnen wir die/Trégefebene des Geraden-
buschels ZX zuweisen. Wir bezeichnen diese Ebene mit XY. Es gilt

(7) xeY?¥ &= vex¥  (X,YeP regular bzgl. E)

und v i1st Bijektion der Menge der regulidren Punkte bzgl. £ auf die Menge der
regularen Ebenen bzgl. Z. Ist K kommutativ, so ist £ die Menge der isotropen

Geraden der Nullpolaritat v

3.2. Die Frage nach allen Sylvester—-Erzeugungen von Z(og) beantwortet der

folgende

SATZ 3. Sind Pé,P% zwel verschiedene regulare Punkte bzgl. eines Gewindes (o),

und tragt eine Ebene durch t’:=PéPé keine singularen Punkte 1.Art bzgl. =(og),



so gibt es eine Sylvester—Erzeugung d’:G[Pé,P%W] %vG[P&,PéV] von Z(og). Jede
Sylvester—-Erzeugung von Z(g) hat diese Bauart.

Beweis. Sei Eé==P%W und E%:=Péw. Ist K nicht kommutativ, so folgt t=t-’,
denn genau regulidre Ebenen durch t tragenﬂdann keine singularen Punkte 1.Art.
Wir definieren eine ﬁbbildung

¢’ :6[Py,E4] > GLP;,E]
(8)

(PoX) B E4NXY far XeEpN\t', £ B t'.
Es bleibt zu zeigen, daf Definition (8) sinnvoll ist. Wegen XGEé=P%V’folgt
F’,’aexW s also gehort E%HXW dem Geradenbuschel G[P%,E%] an. Sind ferner Pé,x;?
drei verschiedene kollineare Punkte in Eg, und ist YeEiﬂXW mit Y%Pé, s0 gilt
Y¥= YyXx¥vP,; nach (7). Analog liefert (7) dann W=3’<’vp{vv; damit ist die
Definition von (PéX)ﬁlunabhéngig von der Auswahl des Punktes X. Neben den
Ebenen Eb und Eﬁ gibt es im Ebenenbischel um t’ noch mindestens eine regulare
Ebene, denn das Zentrum Z von K enthdlt mindestens zwei Elemente. Wahlen wir 1in
einer solchen Ebene einen Punkt A¢§t’, so ist Z4 ein Geradenbdschel. Die
Abbildung o' kann dann als Produkt von Perspektivitaten |

GLP,,Egl % GLA,AY] 5 GLP;,E4]

geschrieben werden, was sie als Projektivitat erweist. Nach Konstruktion ist
g’ eine Sylvester-Erzeugung von 2(0g).

Die Gultigkeit der letzten Qussége vaon Satz 3 folgt au5'2f3.£j

Der Beweis von Satz 3 zeigt, in welcher Weise bei nicht kommutativem Grund-
korper die Menge der Sylvester—-Erzeugungen von Z eingeschrankt ist: Genau
die Paare verschiedener Punkte der Z-Kette kzgt konnen als Grundpunkte
herangezogen werden. Die Z-Kette kZ ist daher allein durch die Geraden-

menge Z bestimmt und hangt nicht von der Auswahl einer Sylvester—-Erzeugung ab.

Dual 1apt sich kg'beschreiben.

3.3. Die folgende Begriffsbildung dient der Beschreibung automorpher Kolline-
tionen eines Gewindes: Eine geordnete Fundamentalmenge (Da,..,,G3,Q) heifit

z—angepafit, wenn gilt

(I) Qg und G1 sind Grundpunkte bzgl. Z,
(II) ‘@ ist reqgularer Punkt bzgl. Z,
(III) 9402, QOG3 sowie die beiden Treffgeraden durch Q an G1Q2 und Qp0y

bzw. G@GQ und aﬁas gehoren Z an.

Die im Beweis von Hilfssatz 1 angegebenen Punkte P@,...,PB,P bilden - in



dieser Reihenfolge - eine Z-angepafite Fundamentalmenge“.

SATZ 4. Eine automorphe Kollineation #€PITL(P) eines Gewindes Z(o) ist dadurch
gekennzeichnet, daB sie eine Z-angepaBte, geordnete Fundamentalmenge in eine

ebensolche Fundamentalmenge uberfuhrt.
Beweis. (1) Fur =%=3 gehen wir von den im Beweis von Hilfssatz 1 fest-

gelegten Punkten Py ,...,P;,P aus. Wegen £=2(%"Yon) sind Py*und P,* Grundpunkte

bzgl. = und mit P ist auch P™ regular bzgl. E. Damit ist aber (Pg%...P.%P")

ein Z-angepalBtes Quintupel.

(2) Seien (Pé,...,Pé,P’)lund ihr #-Bild zwei Z-angepafBte, geordnete
Fundamentalmengen; nach Satz 2 existiert eine Syivester—Erzeugung g’ des
Cewindes Z, welche wir 1n der Form a'(PéPé,PéPé,l',PéP%) ansetzen konnen:; dabei
bezeichne 1" die Treffgerade durch P’ an PéP% und P,Ps. In gleicher Weise
legt (Pé@ﬁ...,Pé%,P'Wd eine Sylvester—-Erzeugung o¢" von £ fest. Aus c"=4"o3 folgt

T=2(g ' )=E(g")=2% []
Das bekannte Transitivitatsverhalten der projektiven Gruppe PGL(P) liefert nun

SATZ 5. Die Gruppe PGL(P,Z) aller automorphen projektiven Kollineationen eines
Gewindes Z operiert transitiv auf der Menge der XZ—-angepalBten, geordneten

Fundamentalmengen von P.

3.4. Falls der Grundkorper K einen Antiautomorphismus gestattet, gibt es auch
automorphe Dualitaten von E, wie die Verkettung einer beliebigen Dualitat 8 mit
einer geeigneten Kollination N zeigt; dabei ist % so zu wahlen, daB das Gewinde

¥ in T Ubergeht, was nach Satz 2 stets moglich ist.
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FufBnoten:

1 Bei kommutativem Grundkorper K ist die Gruppe der automorphen Kollineationen
eines Gewindes die bekannte Gruppe PI'Spgi(K) [5,1%]1. Eine ausfuhrliche
Diskussion fur reelle Raume enthalt [1@0]. Vgl. auch [4,388].

Z2Wegen (2) gilt t=t’'. Mit DV bezeichnen wir ein Doppelverhdltnis.

3In der reellen Liniengeometrie ist die Bezeichnung Komplexkurve dblich.

4Bei Char K#2 konnte man auch sechs Geraden analog den in [1,41] be-
trachteten Lie-Figuren zur Beschreibung automorpher Kollineationen eines Ge-
windes heranziehen, wobei allerdings gewisse Schnittpunkte dieser Geraden
regular bzw. Grundpunkte sein missen.



