Von der Darstellenden Geometrie zu Kartenentwiirfen am Personal Computer

Von Hans HAVLICEK (Wien)

1. Die Erde ist keine Kugel. Selbst wenn wir topographische Details
(Bodele, Leithagebirge, Mount Everest,...) aufler Acht lassen, ist eine Kugel
nur eine schlechte Annaherung fiir die Form der Erde. Besser geeignet ist ein
abgeplattetes Drehellipsoid. Es gibt eine Reihe +von international
standardisierten FErdellipsoiden, die in der Geoddsiet und in amtlichen
.Kartenwerken Verwendung finden. Vgl. etwa [3], [8]. Das in Osterreich beniitzte
Erdellipsoid von Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846) stammt aus dem Jahre
1841 und hat den Aquatorradius bzw. Abstand Erdmitte - Pol

a =6 377 397,15550 mbzw. b = 6 356 078,96325 m.

Der Vergleich des Aquatorumfangs (= 2am) mit dem Umfang einer Meridianellipse
(~ (3(a + b)/2 - Yab )m) ist eine nette Ubungsaufgabe. Im Gegensatz zur
Geodasie kann fiir die Geographie doch von der Kugelgestalt der Erde
ausgegangen werden, da die Abplattung (a - b) : a =~ 1 : 299,15 (fiir das
Bessel-Ellipsoid) bei den iiblichen kleinen Mafistdben kaum noch merkbar ist.
Ein Globus ist ein instruktives aber unhandliches Modell der Erdkugel.
Wir fragen daher nach Abbildungen der Kugeloberfldche (oder eines Teiles
davon) in eine Ebene. Solche Abbildungen heifen Kartenentwiirfe, das Bild des
dargestellten Kugelteils heiBlt eine Karte. 0ft wird auch von Kartenprojektio-
nen gesprochen, obwohl im geometrischen Sinn gar keine Projektionen vorliegen.
Da eine Kugel nicht zu den abwickelbaren Flichen gehort, ist jede Karte mehr
oder weniger verzerrt. Es ist ein zentrales Anliegen der Kartenentwurfslehre,
die Verzerrungen unter gegebenen Nebenbedingungen méglichst klein zu halten.
Zur Beschreibung der Lage eines Punktes der Erdkugel d1enen dessen
geographische Linge A und geographische Breite 3 (- -90° <3<90 s -180° <1<180° )
wobei negative Vorzeichen fiir westliche Lange und siidliche Breite verwendet
werden (Kugelkoordinaten). Die geographische Lénge der Pole ist unbestimmt. Im
Gegensatz zum physikalisch ausgezeichneten Aquator (3= 0 ) ist der Nullmeridian
(r= 0 ) willkiirlich gewahlt: Es 1ist Jjener Halbmeridian, der durch das
Observatorium von Greenwich (England) l&duft. Auf &dlteren Karten findet sich
oft der Nullmeridian von Ferro (auch Hierro), einer kanarischen Insel,
Anstelle der riesigen Erdkugel verwenden wir ein passend verkleinertes
Modell, dessen Radius wir als Léngeneinheit verwenden. Neben den
Kugelkoordinaten bendtigen wir auch ein kartesisches (x,y,z)-Rechtssystem, das
so gewdhlt wird, daB der Ursprung U in die Kugelmitte fallt, (1,0,0) der
Schnittpunkt von Nullmeridian und Aquator ist, und der Nordpol N die
Koordinaten (0,0,1) hat. Ein Kugelpunkt P (1,3) hat dann die Raumkoordinaten

(1) x = cosiAcos8, ¥ = sinAcosf, z = s8inB.

In der Bildebene verwenden wir neben einem kartesischen (x,y) System noch
Polarkoordinaten (r,¢) mit O<r, -180° <¢<180 und der Kopplung

(2) % = r cose, y = r sing.

2. Von der Darstellenden Geometrie her ist es naheliegend die Kugel mit-
tels einer Normalprojektion abzubilden, wofiir der Name orthographische Projek-
tio? iiblich ist. Sie wird Thales von Milet (etwa 640-546 v. Chr.) zugeschrie-
ben. Wir untersuchen zunidchst nur die Normalprojektion auf die Tangentialebene
7 im Nordpol N. Dabei gehe das (x,y)-System der Aquatorebene durch die Schie-
bung U +— N in das (x,y)-System iliber; wir betrachten jene Seite der Bildebene,
die von der Kugel weg weist. Mit Kugelkoordinaten (A,3) eines Kugelpunktes und
Polarkoordinaten (r,¢) seines Bildes erhalten wir die Abbildungsgleichungen

' 1Urspriingliche griechische Bedeutung: Feldteilungskunde.
2Orthographie (gr.): Rechtschreibung, Aufrif.



(3) r = cosj, © = A,

Nur die Nordhalbkugel wird seitenrichtig abgebildet, der Aquator ist eine
natirliche Grenze des Entwurfs. Die
orthographische Projektion wird fiir
Landkarten kaum eingesetzt, eher fiir
raumliche Ansichten der Erdkugel, etwa
zu Beginn von  TV-Weltnachrichten.
Mondkarten in dieser Projektion kommen
vor, weil sie fast das Bild des von der
Erde aus gesehenen Mondes wiedergeben.
Fiir eine Landkarte ist die Lage
der Erdkugel im Weltall ebensowenig
interessant, wie die Tatsache, ob der
Karte eine Projektion zugrunde liegt }
oder nicht. Wichtig ist hingegen, daf
es moglich ist, aus der Karte in
einfacher Weise Riickschliisse auf die
Kugel zu ziehen. Der Entwurf (3) hat
die Eigenschaft, dafl alle Breitenkreise
ldngentreu  abgebildet  werden. Die
Bogenlinge eines Breitenkreises nennen
die Seeleute Abweitung, die Projektion .
(3) ist mithin abweitungstreu. © Orthographische Projektion
Betrachten wir nun eine Zentralprojektion durch. ein Zentrum C (0,0,c),
c # 1, auf die Ebene w (z = 1). Ein solcher perspektiver

——

Entwurf hat nach dem Strahlensatz beziliglich der oben C‘\
betrachteten Koordinatensysteme die Abbildungsgleichungen AR
\
_le - 1| cosB _ N\
(4) r= lc - sinBl| =1 Nl r \ o

und bildet eine Umgebung des Nordpols seitenrichtig ab;
dabei wird jedoch fiir ¢ < 1 mit der iiblichen Konvention
gebrochen, dafl das Projektionszentrum und der Betrachter
auf derselben Seite der Bildebene sind. Je nach der Lage ulB
von C stellt jener Breitenkreis der Kugel, der von der
Verschwindungsebene oder der Polarebene von (C ausgeschnitten wird, eine
natiirliche Grenze des Entwurfs dar. Es gibt zwei wichtige Sonderfidlle (vgl.
auch [2] , [6]1, [12]):

Die stereographische Projektiori3 (c = -1) war schon Hipparch von Nicida
(160-125 v. Chr.) bekannt und ist winkeltreu (konform, orthomorph) und
kreistreu; blof Kreise durch das Projektionszentrum C werden auf Geraden abge-
bildet. Die Kreistreue wurde erst im 13. Jahrhundert durch Jordanus Nemorarius
bewiesen, die Konformitidt endlich entdeckte Gerhard Kremer (1512-1594), besser
bekannt unter seinem latinisierten Namen Mercator. Letzterer hat iibrigens die
Bezeichnung Atlas fiir eine Landkartensammlung eingefiihrt.

Fiir ¢ = 0 erhalten wir die gnomonische (auch orthodromische) Projektion*:
Ihre geometrische Bedeutung liegt darin, daR geoditische Kurven (Orthodromen)
der Kugel, also GroBkreisbogen, in geradlinige und damit ebenfalls geodatische
Kurven der Karte iibergehen. Da ein kiirzester Weg zwischen zwei Punkten einer
Fliche immer lings einer geodatischen Linie verlduft, erscheint in dieser
Karte eine kiirzeste Verbindung irgendzweier Kugelpunkte geradlinig. Darauf hat
wohl erstmalig der Schiffskapitdn Samuel Sturmy im Jahre 1679 hingewiesen.
Wenige Jahre spidter (1691) beschdftigte sich auch Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716) mit dieser Eigenschaft der gnomonischen Projektion. Deren grofler

3 stereo- (gr.) in Zusammensetzungen: Fest- , Korper- . Der wenig treffende
Name stereographische Projektion stammt von Aguillonius (1613).

* Gnomon (gr.):. Sonnenzeiger, Sonnenuhrzeiger. Der Entwurf wurde zum Zeichnen
von Sonnenuhren beniitzt. Dromos {gr.): Rennbahn, - Orthodromie (gr.):
"Geradelauf" der Schiffe. Bekanntere Zusammensetzungen des Wortes Dromos sind
Kosmodrom und Autodrom. ’



Nachteil ist ihre starke Verzerrung, die mit Anniherung zum Aquator drastisch
(r = cotB) zunimmt. Der Aquator selbst hat kein Bild. '

Stereographische und gnomonische Projektion

Andere  perspektive Entwiirfe sind vom  theoretischen Standpunkt
unbedeutend. Eine gewisse praktische Bedeutung haben perspektive .Entwiirfe in
den letzten Jahrzehnten durch Satellitenphotos der Erde erlangt. Geostationdre
Satelliten (z.B. zur Wetterbeobachtung) stehen allerdings nicht iiber dem
Nordpol sondern ca. 36 000 km iiber dem Aquator.

3. Alle bisher besprochenen Kartenentwiirfe sind Beispiele sogenannter
azimutaler Entwiirfe® mit normaler Lage der Entwurfsachse (vgl. Abschnitt 4).
Sie sind durch Abbildungsgleichungen der Form

(5) r = p(8) mit p(90°) = 0, P = A
gekennzeichnet. Jeder solche Entwurf ist im Nordpol winkeltreu. Setzen wir
(6) p(8) = arc(90°-8),

so erhalten wir den abstandstreuen azimutalen Entwurf. Alle Lingenkreise und

damit alle Abstinde vom Nordpol erscheinen unverzerrt. Nur der Siidpol S hat

kein Bild, allerdings ist schon die Darstellung der Siidhalbkugel kaum

brauchbar. Der Entwurf geht auf Ptolemdus (87-165 n. Chr.) zuriick und wurde in

der Neuzeit schon 1524 von Giovanni Vespucci, einem Neffen von Amerigo
, Vespuccié, angewandt. Gelegentlich wird dieser Entwurf nach Guillaume Postel

benannt, der ihn 1581 fiir eine Landkarte beniitzte.

SchlieBlich wollen wir die Funktion p so bestimmen, daBl der Entwurf
fléichentreu (&dquivalent, isomer) wird. Vergleichen wir den N
Flicheninhalt einer von einem Breitenkreis berandeten
Kugelkalotte durch N mit dem Flacheninhalt ihres Bildes
(einer Kreissgﬁeibg), so folgt 27 (1 - sinB) = wp?(B) fir
alle 3 € [-90 ,90 ], also die notwendige Bedingung u

(7) p(B) = y2(1 - sinB).

Wir iibergehen den Beweis, dafl (7) tatsdchlich einen
flachentreuen Entwurf liefert. Vgl. etwa [3]. Dieser Ent-

wurf wurde 1772 von Johann Heinrich Lambert (1728-1777) S
angegeben und ist auch konstruktiv leicht nachvollziehbar (vgl. Figur). Im
rechtwinkeligen Dreieck NPSgilt nach dem Kathetensatz NP = y2(1 - sinB).

®Das Wort Azimut kommt aus dem Arabischen und bezeichet jenen Winkel, den eine
Tangente der Erdkugel in ihrem Beriihrungspunkt mit der Nordrichtung
einschliefit. ‘

%Aus dessen Namen leitet sich die Bezeichnung Amerika her.



Abstandstreuer und flichentreuer azimutaler Entwurf
Abschlieflend nennen wir ohne Herleitung einige Daten zur Léngens
verzerrung. Es bezeichne c die Lénge einer Kurve, die ganz der Kalotte 8 = 80
bzw. 8 2 70 angehdrt, und ¢ die Ldnge ihrer Bildkurve. Fiir den Quotienten
q = ¢/cgilt dann: '

Entwurf B =z 80° ' B = 70°

orthographische Projektion 0,9848 < g = 1,0000 0,9397 = g =< 1,0000
stereographische Projektion 1,0000 < g = 1,0077 1,0000 < g =< 1,0311
gnomonische Projektion 1,0000 < g = 1,0311 1,0000 < g=< 1,1325
abstandstreuer azimutaler Entwurf 1,0000 = g = 1,0051 1,0000 <« g < 1,0206
flachentreuer azimutaler Entwurf 0,9962 = g =< 1,0038 0,9848 < g=s 1,0154

Die Tabelle zeigt klar, dal der flachentreue azimutale Entwurf die weitaus
giinstigsten Verzerrungswerte besitzt. Vielen Karten im Usterreichischen Atlas
fiir Hohere Schulen liegt dieser Entwurf ("Fldchentreue Azimutalprojektion")
zugrunde.

4. Die vorgestellten Entwiirfe waren bisher an die Tangentialebene 7 im
Nordpol gebunden. Ersetzen wir nun @ durch eine beliebige Kugeltangentialebene
7 mit Berihrpunkt T, so kann die geometrische Konstruktion fiir den jeweiligen
Entwurf unmittelbar iibertragen werden. -Die Verbindungsgerade von T mit der
Kugelmitte U heifit die Entwurfsachse. Je nachdem ob TU durch einen Pol der -
Kugel geht, in der Aquatorebene liegt, oder allgemeine Lage hat, spricht man
von einem normalachsigen bzw. querachsigen bzw. schiefachsigen Entwurf.

- . Lur rechnerischen_Behandlung fiihren wir bei T x N neue Kugelkoordinaten
{(x,8) und ein neues (x,y,z)-Rechtssystem ein. Es seien (tx,ty,t;) die alten
kartesischen Koordinaten von T, die sich aus den geographischen Koordinaten
von T nach Formel (1) berechnen. ' N

Falls T nicht in den Siidpol S fallt, hat das (x,y,z)-System seinen
Ursprung in U und besitzt die Einheitspunkte (mit alten Koordinaten)

=T (bot,t) =3,
(6 +t2) 2 (-ty, ,0) =2 3,
Y i (6P R (tata -ty b, (B2 452)7E?) = 3 x 7 o= g,
Hat ein Kugelpunkt P den alten Koordinatenvektor p = (p«,Dy,Dz), SO ist
(9) P = (DxsPy Pz) := (P E,P-0,P"3)

der neue Koordinatenvektor, und die neuen Kugelkoordinaten berechnen sich zu

Z
(8) X

(10) A = arctan (By/zx) = arccot (BX/IJY), B = arcsin (;Jz).

Die Formel fiir A versagt, falls P mit T oder dessen Gegenpunkt zusammenfallt.



Falls T im Siidpol liegt, rechnen wir direkt gemiR
(11) X = -, B = -8

auf neue Kugelkoordinaten um und bestimmen das neue rdumliche Koordinaten-
system wie in Abschnitt 1 ausgehend von (A,3).

Die neuen Koordinaten (A,8) werden auch Netzlidnge und Netzbreite genannt.
Treten diese Koordinaten an die Stelle von (A,B8), so_gelten die Abbildungs-
gleichungen (3) - (7) unveridndert, wenn wir das (x,y)-System der Bildebene
jetzt durch die Schiebung U — T aus dem (x,y)-System gewinnen. ‘

Bei den folgenden Zeichnungen ist jeweils die Lange und Breite von T in
Klammern angegeben.

Stereographische Projektion (45, 48) Abstandstreuer azimutaler Entwurf (87, 28)

5. Mit den bisherigen Untersuchungeﬁ haben wir das mathematische Riistzeug
zur rechnergestiitzten Konstruktion von Karten, etwa mit einem Personal
Computer. Die ndtigen Transformationen sind

1) €9) [~ ~ =~ C10) , 2 =, (%) (2) = =—
(12) (A ,8) =—=(Dx Dy s Dz) V= Dxs Dy s Pz ) =——(X,B) —=(r,p) —— (X, ¥),
wobei (%) die gewiinschten Abbildungsgleichungen bezeichnet. Es ist nicht
zweckmdBig hier hdndisch zu substituieren und so wahre Monsterausdriicke zu



generieren. Besser sind kleine Unterprogramme, die jeweils eine Transformation
durchfiihren. Fiir T = N oder T = S verkiirzt sich der Rechenaufwand.

Probleme macht naturgemdl die Berechnung von A in (10) bereits nahe T
bzw. nahe dessen Gegenpunkt. Im ersten Fall kann A willkiirlich gewdhlt werden;
(*) liefert in jedem Fall r » 0, sodaB der Wert fiir ¢ = A belanglos ist. Im
Gegenpunkt von T ist der Situation so nicht beizukommen. Hier sollte eine
kleine Kalotte rund um diesen Punkt von Rechnung und Zeichnung ausgeschlossen
werden. Zu diesem Zweck werden die Punktkoordinaten durch ein Unterprogramm
ausgesiebt. Eine solche Routine ist auch dann einzusetzen, wenn nur ein
Kugelteil gezeichnet werden soll.

Zum Zeichnen des Gradnetzes konnen die Eingangsdaten {(A,3) in (12) aus
zwel ineinander verschachtelten FOR~-NEXT Schleifen kom%en. Eﬁr die
Léangenkreise lduft A in der duferen Schleife etwa in 10 -, 20 - oder
"30 -Schritten, in der inneren Schleife lduft 3 mit kleiner Schrittweite. Bei
den Breitenkreisen tauschen A und # ihre Rollen.

Sollen Kiistenlinien, politische Grenzen.oder ahnliches gezeichnet werden,
so wird eine einfache Datenbank (sequentielle Punkteliste) bendtigt. Bewdhrt
haben sich hier ASCII-Files, da sie mit den iiblichen Textverarbeitungs-
programmen editiert werden kénnen. Jede Eintragung umfaft einen Steuercode und
ein Paar (A,8). Der Steuercode gibt an, ob der betreffende Punkt ein Anfangs-
oder Folgepunkt des zu zeichenenden Polygons ist, steuert also, ob das
Programm einen MOVE- oder DRAW-Befehl veranlassen soll. Das Einlesen der Daten
kann in einer WHILE-WEND Schleife mit der Abbruchbedingung END OF FILE
organisiert werden. Zweckmidfigerweise werden die Daten vor dem Programmablauf
von Diskette oder Festplatte auf eine virtuelle Platte im Arbeitspeicher
(RAMDISK.SYS, VDISK.SYS) kopiert um die Zugriffszeit zu verbessern.

Den Illustrationen dieses Artikels liegt eine Punkteliste fiir
Kistenlinien mit ca. 9 000 Eintragungen zugrunde, die mittels eines
Digitalisiertabletts erstellt wurde. Aber auch schon mit bedeutend grdberer
Aufldsung lassen sich schéne Ergebnisse erzielen. Vgl. etwa die Illustrationen
in [9].
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