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1. Einleitung
Aus jeder Kettengeometrie 2(K,¥£) 148t sich in bekannter Weise
nach Auszeichnung eines Punktes der affine Raum A(K,£) ableiten.
(Wir schlieBen uns den Begriffsbildungen aus [1] an.) Im vor-
liegenden Aufsatz wird eine geometrische Beschreibung der Menge
der eigentlichen (affinen) Punkte von Ketten angegeben. In den
drei klassischen Kettengeometrien Z(R,£) mit £=C,A/D erh&dlt man
neben Geraden noch Ellipsen bzw. Hyperbeln bzw. Parabeln. Fir
die funf dreidimensionalen reellen Kettengeometrien ermittelte
H.J.SAMAGA [3%],[9],[10] die affinen Ausschnitte der Ketten mit
Hilfe einer von W.BENZ [1,S.315],[2] angegebenen Methodes; auBer
Geraden treten noch Kegelschnitte und Kubiken, also reelle Norm-
kurven auf.

Unter Benltzung von projektiven Blindelisomorphismen lassen
sich Normkurven in endlichdimensionalen projektiven Desargues-
Riumen erkldren [8]. Da jedoch eine Normkurve aus "sehr wenigen"
Punkten bestehen kann, ist es nicht stets mdglich von einer
Normkurve auf ihre Erzeugung zurlickzuschlieflen. Es ist daher
zweckmafBig, nicht Normkurven, sondern die sie definierenden Ab-
bildungen (Normisomorphismen) in den Vordergrund zu stellen.
Vgl. [6].

Nach projektiver Erweiterung des affinen Raumes A(K,£) be-
trachten wir eine Klasse von projektiven Biindelisomorphismen,
welche eng mit der Winkelmessung in Z(K,£) zusammenhidngen und
durch die Algebra (K,X) bestimmt sind. Die Menge der Nichtfern-
punkte der durch diese projektiven Blindelisomorphismen erzeugten
Punktmengen (im endlichdimensionalen Fall liegen Normkurven vor)
sind dann genau die affinen Ausschnitte jener Ketten, welche

mindestens zwel eigentliche Punkte besitzen.

2. Die Algebra (X,X)
2.1. Im folgenden ist & ein kommutativer Ring, Kcf ein von £ ver-
schiedener Korper und 1€K ein Einselement von £. Wir bezeichnen
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die Einheitengruppe von £ mit il und setzen F*:=F\{0} fiir alle
Tc£; der nicht notwendig endlichdimensionale Vektorraum (K,¥£)
ist dann eine kommutative und assoziative ' Algebra, welche zur
Definition geometrischer Strukturen herangezogen wird.

2.2. Der affine Raum A(K,£) [1,S5.101] besitzt die Punktmenge
R=£. Die projektive Erweiterung von A(K,£) ist (bis auf Isomor-
phie) der projektive Raum I(K,Ke¥) mit der Punktmenge @=
={(p,@)K*\peKygei,(p,y)#(0,0)}. Die kanonische Einbettung E:p—»ﬁ
leistet 4g=>(1,4)K* fir alle ge®; ihre Bildmenge U ist die Menge
der eigentlichen Punkte von ®. Die Punkte der Hyperebene i(O,@)K*l
/geff}helﬁen Fernpunkte von . Ein Fernpunkt (O,Q)K* wird regulir
genannt, falls1geh.g11t

Jedes Element e definiert einen linearen Endomorphismus f,
des Vektorraumes (K,£) mit 4> 1y fir alle qeX. Ist insbesondere
@éﬁ, so ist f, eine Bijektion und induziert in der Fernhyperebene
von II(K,Ke£) eine projektive Kollineation %4, die reguldre in
regulare Fernpunkte ﬁberfﬁhrtq. Die Menge der regularen Fern-
punkte tragt die Struxtur einer zu ?1/Kx isomorphen kommutativen
desarguesschen Inzidenzgruppe [7,S.63]. Gilt 4£1, so ist f,
nicht surjektiv, da 1ef nicht als Bild auftritt.

Die Kettengeometrie X(K,£) [1,$.93] hat die Punktmenge &=

{(?O’Af/lﬂl l(go,g,le.f ,(Ago,«tg,]§=,f§ ; dabei bezeichnet <g.,p,> das
von«_dpo,tg,I aufgespannte Ideal von L. Nach Auszeichnung des Punktes

(0, 1)d.kann die Punﬂtmque des affines Raumes A(K,X) mittels

der Einbettung L:@*’Q, welche‘g»a(ﬂ,%Ou fir alle,gei leistet,
in die Punktmenge der Kettengeometrie X(K,&¥) abgebildet werden.
Genau die zu W parallelen Punkte (uneigentliche Punkte von 5)
treten unter U nicht als Bilder auf. Die Punkte der Menge v
heifllen eigentliche Punkte von'ﬁ.

Mit jeder Geraden g=u+bK des affinen Raumes A(K,£) ist g:=
gt ui{(0,5)K*} eine Gerade von M(X,KeX); ist g regulidr [1,S.104],
so ergibt §:=gULﬁ(O,1)ﬁl eine Xette von 3(K,¥f). Zwei regulire
Geraden g, =m+b'K (i=1,2) definieren projektive Geraden mit
Fernpunkten (O f. )Kx und Ketten mit dem WinkelmaB [1,S.127]
LB, By 0D)=hyk, g,

1Far dim(X,£)=2 ist 7Lte1ne Projektivitat der Ferngeraden.
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3. Projektive Biindelisomorphismen
%3.1. Sei M=(&,%) ein projektiver Desargues-Raum und @Il,v,n)
sein Unterraumverband. Die Menge aller Unterraume durch einen
Unterraum Meull wird mit ull/M bezeichnet und ist ein Unterver-
band von ull. Ist M={P} einpunktigg, so heiBt ull/P das Bindel
um P. Die folgenden Definitionen ordnen sich im endlichdimen-
sionalen Fall den Begriffsbildungen in [6],[8] unter.

Sind P,Q verschiedene Punkte von &, so heiflt ein projektiver
Verbandsisomorphismus ¥:ull/P->ull/Q ein projektiver Blindeliso-
morphismus. Unter dem Erzeugnis c von Y verstehen wir die Menge
aller Punkte, die auf in Y zugeordneten Geraden liegen. Der
Durchschnitt pq aller in ¥ selbstzugeordneten Unterrdume heift
Grundunterraum von Y; wir bezeichnen mit II (pq) den durch $% be-
stimmten projektiven Raum. Durch ¥3=:P und T”—(@““vQ); ol (jeN,
J<d1mH1(Qq)) werden J—Scnmlegugterraume von Y in P definiert.
Die j-Schmiegunterrdume von K_ in Q werden auch Jj-Schmiegunter-

raume von X in Q genannt.

3.2. Ist der Grundunterraum ¥, von Y endlichdimensional (dimﬂq(pq)=
=n), so gehdrt er flir n=1 dem Erzeugnis ¢ von Y an. Andernfalls

ist £, die Punktmenge des projekxtiven Desargues-Raumes Hq(yq);

nach [6] gilt: Die Einschrankung $qt= ﬂ(uﬂq/P) ist ein Norm-
isomorphismus von Hﬂ(&ﬂ). In jedem Punkt des Erzeugnisses c, von

T, sind j-Schmiegunterraume von AW (04£j<n) erkldrt. Diese
Schmiegunterraume sind Sehnen von 31' Normisomorphismen mit dem-
selben Erzeugnis und denselben Schmiegunterrdumen heillen assoziiert.
Die Figuren 1,2,3 zeigen Erzeugnisse projektiver Bindel-
isomorphismen eines reellen projektiven 3-Raumes.

Wir zeigen flir spatere Anwendungen mnoch folgenden

Hilfssatz. Ist II (Qq) ein n-dimensionaler projektiver Pappos-
Raum und W“) der Jj-Schmiegunterraum von T in einem Punkt R#P,
Q (043 ‘n—o) so ist der (j+71)-Schmiegunterraum TU+ von X, in R
dle einzige (j+1)-dimensionale Sehne von IR welcne W”) umfalt
und keinen von R verschiedenen Punkt des Frzeugnlsses c, von
5, enthdlt?, |
Beweis. Der Schmiegunterraum WSVQ besitzt die angegebenen

2Wir schreiben statt {P} auch kurz P.
SVgl. die Definitionen in [5,5.195].

/l
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Eigenschaften nach [6,Satz 2],[6,Satz 5], da R reguldrer Punkt
[6,2.8] von c,
Induktion nach n=dimH1(@q).

(1) Ein Normisomorphismus einer projektiven Pappos-Ebene ist

ist, Zum Beweis der Eindeutigkeit verwenden wir

eine Steiner-Erzeugung eines Kegelschnitts. Die 1-Schmiegunter-
raume von % sind genau die Kegelschnittstangenten und haben
nach [4,5.58,59] die gewlinschte Eigenschaft.

(2) Der Normisomorphismus 39 induziert fur n=23% in uﬂq/R den
Normisomorphismus $R==§1\(HH1/PR) und die (j+71)-dimensionalen
Sehnen von 31 durch R (j21) sind als Elemente von uﬂq/R genau
die j-dimensionalen Sehnen von Yp. Die (j+1)-Schmiegunterrdume
von Y, in R sind identisch mit den j-Schmiegunterrdumen von SR
in Tﬁ‘. Nach [6,2.3] enthadlt jede von T§) verschiedene gerad-
linige Sehne von Sq genau einen von R verschiedenen Punkt
des Erzeugnisses Cq- Damit ist der Hilfssatz fir j=0 gezeigt.

Wir legen durch den j-Schmiegunterraum von Y, in R (1£j<n-2)
eine (j+1)-dimensionale Sehne M von AR In ull/R ist Meine j-
dimensionale Sehne von Ir durch den (j-1)-Schmiegunterraum von
SR in TE’. Da ull/R die Dimension n-1 besitzt, enthdlt M nach
Induktionsannahme genau dann kein von TE’ verschiedenes Element
des Erzeugnisses von SR und damit keinen von R verschiedenen
Punkt von C,, Wenn M in ull/R der j-Schmiegunterraum von SR in

Xﬁ“ , also in ull der (j+1)-Schaiegunterraum von 3 in R ist.0

4. Darstellung von Xetten
4,1. Durch ein Tripel (%,q,¢Kx)eiQXXﬁ/KX mit/g—qeﬁ,sind in
Z(K;ﬁz die %ette 55:((1,g)ﬁ,(1,q@ﬂqﬁ) und Jjene Kette £ durch
(1,404 und W, fir die L(§F;(1,y0)=1K* gilt, mitbestimmt. Es
existiert dann genau eine Kette ¢ durch (1,9)ﬂ und (1,@)&,
welche E in (1,q)u berihrt. Umgekehrt kann jede Kette ¢ mit
mindestens zweil eigentlichen Punkten durch mindestens ein solches
Tripel eindeutig festgelegt werdenq.

Ketten mit genau einem bzw. keinem eigentlichen Punkt existieren

dann und nur dann, wenn zu einem Punkt von £ genau ein bzw. kein
nicht paralleler Punkt auf der Kette K::Ktu{W% liegt. Dieses
Kriterium kann analog zur Bedingung (t) in [1,S.314] auch rein
algebraisch formuliert werden.
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Die Projektivitét gePGL(2.£), welche

(@O,@1>ﬂ*9(Q1 Yo 3, - gt@oﬂlfur alle (@O,qtheg
leistet, fihrt K in die Kette € iiber, sodaB gilt

'o“:{(k —vko,q;k,l—tg'tko)h(ko,k €K, (ky,k, )#(0,0)f . (1)

NI\I—'/]

Im affinen Raum A(K,£) besitzt daher die Punktmenge c:=c\
die Darstellung

= {loyk-g1) (k=) 7| keK, (k-1 )e Llu Lal. (2)

Im projektiven Raum I(K,KeX) definiert das Tripel (4,q,tK")
genau einen projektiven Bindelisomorphismus Q:uH/(ﬂ,%)K*—>
uH/(ﬂ,q)K* mit

((1,@)KXV(O,@>KK)k>((1,q)KXV(O,®Q>Kx) fir alle 4eX*. (%)
Wir nennen ¢ einen U/K* -Biindelisomorphismus zum Faktor 4K*.

Jeder Kette, welche mindestens zwei eigentliche Punkte be-
sitzt, ist somit eine Klasse von ﬂ/K‘—Bﬁndelisomorphismen zuge-—
ordnet. Im folgenden setzen wir die Kette ¢ mit der Darstellung

(1) voraus.

Satz 1. Die Menge der eigentlichen Punkte des Erzeugnisses c
des gemdR (3) erklirten I/K*-Biindelisomorphismus ¢ ist iden-
tisch mit dem Bild der Kette C unter der Einbettung t—qt:pt—>ﬁﬂ
Ein Fernpunkt (0,{)K* gehdrt genau dann dem Erzeugnis c von ¢
an, falls {c£* im Annulatorideal eines Elementes (k-4), keK*
liegt.

Beweis. (1) Die Punktmengen C und 63_13 haben die Punkte
(1,9)K*, (1,49)K* gemeinsam. Fir jeden Punkt (1,@)Aec WF 494,
schlieBen die Ketten go —((1,g)u (1,%)u W) und g;,I —((1,q)h (1,%)A
W) einen Winkel vom Ma8 {(gogq,(ﬂ,q)h) 1KX ein. Das folgt fir
WES aus dem "Peripheriewinkelsatz" [1,5.1%30] und ist andernfalls
wegen §O=§1;€ trivial. Nach 2.2 sind dann die projektiven Geraden
QO’éq in y zugeordnet.

(2) Haben zwei Geraden (1,9)K*v(0,9)K* und (1,4)K*v (0,14)K"
den eigentlichen Punkt (1,g+q)K‘%(1,y)K*,(1,q)Kx gemeinsam, so
folgt (g+e-oDK*=1gK*, also ¢(k-1)=(y-ykel mit keK*, was 4,
(k-1)edl und g+%=03k—?¢)(th)_q ergibt. Damit ist (1,g+qﬁﬂ65.

(3) Ein Fernpunkt (0,{)K* von c gestattet als Fixpunkt der
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projektiven Kollineation %, die angegebene Kennzeichnung.

Nach Beweigschritt (3) kann ein zu W paralleler Punkt
(k—v,qk-?¢ﬁleg genau dann durch den zum Eigenwert keK* von f,
gehorenden Fixpunktunterraum von %, repridsentiert werden,
wenn k-1 Nullteiler von &£ ist.

Satz 2. Jeder durch die Kette ¢ festgelegte ﬂ/K*-Bﬁndelisomor-
phismus ' uH/(ﬂ,g,)K >uH/(’I,k§)KX besitzt dasselbe:Erzeugnis
wie der Bilindelisomorphismus W mit der Darstellung (3). Insbe-
sondere flr 4y =1y haben ¢ und §' dieselben Schmiegunterriume

im Punkt (1,4DK*.

Beweis. Sei zun#chst 4'=¢ und g%@'=qu—gt)(p-@)_q, pekK*.

Der W/K*-Blindelisomorphismus §' besitzt ein Erzeugnis c¢'. Nach
Satz 1 haben ¢ und C' dieselben eigentlichen Punkte. Wegen
(1,@)&68 gehdrt §' zum Faktor 4'K*mit +'=p-4. Die Eigenvektoren
von f; zum Eigenwert k sind genau die Eigenvektoren von f,, zum
Eigenwert p-k; daher sind auch die Fernpunkte von ¢ und C' iden-
tisch.

Besitzt ¢ in (1,q)K‘einen Jj-Schmiegunterraum, so wird dieser
von (1,Q)K* und den unabhidngigen Fernpunkten (O,v@g—q})K‘, ceay
(O *J(g g )K* aufgespannt, sodaB die Vektormenge wjzz{ﬂ,t,...,

J 1} l.u. ist. Da ein Schmiegunterraum stets echt im Grundunter-
raum enthalten ist, mufl auch wj+1:={1,®,...,mj§ l.u. sein. Ist
umgekehrt mj+1 l.u., so existiert in (1,4)K* ein j-Schmiegunter-
raum von §. Analog ist die Existenz eines j-Schmiegunterraumes
S :={1,(p=1), ..+, (p-1)I%t 1l.u. Da die
Hiillen von W. und W' bzw. W.

J J J+1

die Schmiegunterrdume gleich.

von W aquivalent zu Y:
und Uj+1 libereinstimmen, sind

Die erste Behauptung des Satzes folt filir 4'#4 durch "Dazwischen-
schalten'" eines ﬂ/K‘—Bﬁndelisomorphismus Q":uﬂ/(ﬂ,q}K*—auH/
/(1 y)E*. O

Die gemeinsame Tangente (1-Schmiegunterraum) t von ¢,§' in
(1,4 K" —(1-% YK* wird durch jene Kette t von 2(K,£) deflnleru,
welche W enthilt und ¢ in (1,q)u_beruhrt Fine Kette d mit
elgentllcheq Punkten.(ﬂ,&@lx (W,V?U beruhrt daher ¢ genau dann
in (1,q)u wenn der durch 4 festgelegte U/K*—Bundellsomorphlsﬁus
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ull/(1,w)K*—=ull/(1,4)K* in (1,q)K* die Tangente t besitzt. Dieses
Ergebnis wird in [9],[10] im Sonderfall K=R, dim(X,£)=3 mit
Methoden der Differentialgeometrie hergeleitet. Es ist zu be-
achten, daB die Gerade t nicht notwendig dem von der Punkt-
menge ¢ aufgespannten Unterraum angehért5.

Wir kdnnen die Kette & mit einer Projektivitit 4, welche W
fest 13#Bt, in eine Kette durch (1,0)l. und (1,1)ﬂ iiberfiihren.
Da 4 in A(K,£) eine projektive Affinitdt induziert [1,S.105] gelte
im folgenden 0.B.d.A. ¢=0,44=1, sodal (2) lbergeht in

c={k(k-1)""| keK, (k-1)etitu i1} . (4)

4.2. Ist 1+ algebraisch lber X, so existiert im Polynomring K[x]
in der Unbestimmten x das eindeutig bestimmte Minimalpolynom

n-1

m(x)=x"+m X LEEEE LY (n>1)

n-"1
des Elementes 4. Die Algebra (K,iq) mit X1:=K[»] ist die kleinste
Unteralgebra von (K,X), welche Kuis} enthdlt, also M:={(0,4)K"]
Qﬁqu der kleinste n,-Fixunterraum durch den Punkt (0,71)K* und
somit 51:=(1,O)KXvWLder Grundunterraum von . Der Unterraum ﬁ%
ist die Punktmenge des projektiven Raumes Hq(K,KeJ%) und es

gilt dimﬂngradm(x).

Der Fall n=1 fihrt auf 1ekK*, #,=1id, 5,|=(’I,O)K’<v(’l,’I)Kx und
bedarf keiner weiteren Diskussion. (Vgl. Fig.1.)

Setzen wir n22 voraus, so ist \?,l::q')\ul'[,l/(’l,O)K‘< ein Normiso-
morphismus von Hq(K,Kei%) mit dem Erzeugnis €1=En$%. Die Menge
der eigentlichen Punkte von C ist nach [2,8.175] und Satz 1 in
EH enthalten. Gilt (k-1)gU fiir ein keK*, so besitzt f,_, den
invarianten LTnte:c*rauml¢f,I und fk—vuﬁﬂ nhat als nicht surjextiver
linearer Vektorraumendomorphismus wegen dim(K¢£1)=n einen nicht-
trivialen Kern. Daher ist k-4 Nullteiler von £4und k Eigenwert
von f,. Der zugehdrige Fixpunktunterraum von 4, schneidet ﬁ%
nach einem nichtleeren Unterraum; da 61 keine Gerade umfaBt [8,
S.433], ist dieser Durchschnitt einpunktig.(Vgl. Fig.2.)

OEtwa fiir X=GF(2) und $=GF(8) ist T ein Dreieck und t gehdrt
nicht der Dreiecksebene an.
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Besitzt ¢, Fernpunkte, so ist die Abbildung

/I
(k-1,K)ILr>(0,£)K*, keK% k-1£1711 (5)

mit gex;, (k-+)§=0 eine Bijektion der Menge der uneigentlichen
Punkte von & auf die stets endliche Menge der Fernpunkte von

c Da m(x) Minimalpolynom und charakteristisches Polynom der

q
Abbildung f, ist, gibt die Anzahl 1 der verschiedenen Nullstellen
von m(x) (ohne Beriicksichtigung von Vielfachheiten) die Anzahl

der Fernpunkte von ¢, an.

/I
Das Erzeugnis ¢, von g, besitzt |K|+1 Punkte [6,5atz 2] und

spannt nicht notwendig den ganzen Unterraum ﬁq auf. Desgleichen

braucht die affine Hiille [c¢] der Punktmenge c¢ nicht mit iH uber-

einzustimmen. it Hilfe der Bijektion (5) folgt jedoch
[Cﬂ]=iH fir |JK|*l+n und [c:,l];é..ti,| fir |K|<1l+n. (6)

Nach einer in [2,S8.171] angegebenen Dimensionsformel ist die
erste Aussage in (6) richtig, wenn man fiir 1 die Anzahl der
maximalen Ideale der Algebra (K,xq) einsetzt, da in Jedem
maximalen Ideal hochstens ein Nullteiler der Bauart k-1 liegt.
Alle Punkte aus 1K*<@ sind Kernpunkte [2,S5.170] der Kette €.

Die obigen Ergebnisse illustriert Figur 4.

Jeder durch die Kette C bestimmte ﬁ/KX-Bﬁndelisomorphismus
besitzt den Grundunterraum ﬁ% und induziert fir dimﬂq(@q)é2 in
1'[,| einen Normisomorphismus. Dann gilt folgende Verscharfung von
Satz 2.

Satz 3. Je zwei durch die Kette C bestimmte Normisomorphismen
von Hq(K,KeiH) sind assoziiert.

Beweis. Es genligt, die Aussage fir die Normisomorphismen
QH:uﬂq/(ﬂ,O)Kx—>uH1/(1,1)K‘ zum Faktor +KX und @%:uﬂq/(ﬂ,%')sz>
uﬂq/(ﬂ,ﬂ)Kx zum Faktor (p-uKmit ' = p(p—w)_q, pek*, (p-1)ell zu
zeigen. Da H,| ein projektiver Pappos-Raum ist, sind nach {6,
Satz 5] ¢, und g, bereits dann assoziiert, wenn sie dasselbe
Erzeugnis und in zwel Punkten dieselben Schmiegunterrdume be-
sitzen. Im AnschluB an Satz 2 ist nur noch die Gleichheit der

Schmiegunterrdume im Punkt (1,%f)Kx nachzuweisen.
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Der j-Schmiegunterraum von Wq in (1,@ JKX (J= g .,n-2)
wird durca die Punkte (1,p(p-1)" )K‘, (0,4 (p-v) )Kx,..q
(O,v(p-v)_j_q)K‘ aufgespannt. Projektion mit dem Zentrun (1,0)K*
bzw. (1,1)K* auf die Fernhyperebene ergibt den Unterraum
(0, (p=1) "HE*v(0,1(p-1) "2)KXv. . .v(0,4(p=+) T3 KX bzu.
(0,1(p=-1) "TE*V (0,4 (p-1) "E)KAv . . v (0,4(p-+) "9 HK*. Der be-
trachtete j-Schmiegunterraum ist genau dann eine Sehne von Wq’
wenn die 1l.u. Vectormengen § (p- v)J v(p- 1)3 yeoes1v(p=1),4t und
{(p—v)a,(pf¢33 «,..,,p—x,ﬂi denselben Unterraum von (Kyfq) auf-
spannen, und dies folgt aus {w,ﬂ,p—v} l.a. unmittelbar.

Auf Grund des Hilfssatzes in 3.2 kann die Behauptung sofort
mit Induktion nach j=0,...,n-1 gezeigt werden.[]

Satz 3 ist trivial, falls &, ein Kegelschnitt ist [6,3.5]
oder mindestens n+% Punkte besitzt, da dann bereits die Punkt-
menge 61 die Normisomorphisman @1, Q% eindeutig festlegt.

Der Jornisomorphismus y, kann gemdB [6,2.7] durch eine ge-
ordnete BasiS<ﬁ={(b b ) 1i=0,...,nt von (K,Kexa) festgelegt
werden, wobeil (b % )K‘ (1,0)K% (bn,Ln)Kx=(1,1)Kx zilt und Q&
durch den linearpn Ve&torraumautomorphismus (bo,$o)k>(bn,ﬂn),
(b. ﬁu>k><bi 4ok 1) (i=1,...,n) induziert wird. Ist y Unbe-
stimate uUber dem Ring K®£ so beschreibt die durch das Poly-
nom u(y):= leb b, Yyt festgelegt Polynomfunktion K—>&@£
abgesehen vom Punkt (1,1)X* genau das Erzeugnis von wq

Zur Bestimmung einer 8351s'£-betra0qteﬁ wir ausgehend von
(4) die Abbildung v:k »(1,k(k=-4)" ), welche fir alle keK mit
k-veﬂ definiert ist. Unter Beniitzung eines Ansatzes aus [2,
S.173] folgt m(y):(y—®)=:s(y)€£1[y], und das Polynom w(y):=
=(m(y),y.s(y))e(K[y]eIh[y]):(K@ﬁq)[y] d?finiert eine Tunktion
w:K-»Ke£1, wobei fur alle keK mit k-4ell die Bilder von k unter
v und w 1l.a. sind. Koeffizientenvergleich der Polynome u(y)
und w(y) liefert

b=m &O=O,

(OO
_ n-1 n
b,=m,, bq—m1+m21+...+mn_1tn_q+@ R
by=m,, frp=My+Mz 4t .« .+ 4, (7)
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Die durch (7) festgelegt Basis leistet tatsichlich das Gewlinschte
und ermdglicht die rechnerische Behandlung von §, gemiB [6].

. o . 1 2
4.3, Sei 1 Unbestimmte {iber K. Dann ist §{1,4,4  ,17,1 “,...%
eine l.u. Menge in (K,£) und (K,iq) mit £1:=K[¢,@_1] ist die
kleinste Unteralgebra von (K,£), welche KL)ﬁqw_qienthélt. Der
Unterraum ﬁq::(1,0)va{(0,q)K*L@exﬁ§ ist der Grundunterraum
von ¢ und legt den projektiven Raum Hq(K,Kexq) fest.

Satz 4. Das Erzeugnis ¢ von ¢ hat nit dem Grundunterraun i%
genau die Punkte (1,0)K, (1,1)K* gemeinsam.

Beweis. Jeder von (1,0)K* und (1,1)K* verschiedene eigent-
liche Punkt von ¢ gestattet nach (4) die Darstellung (1,k(k—¢)—1)K‘
mit keK% (k=1)ell. Aus (kew)_qexq folgt sofort der Widerspruch,
da3 41 algebraisch iber X ist. Wegeniw,«f,}1l.u. fir alletqeﬁf,
besitzt T keine Fernpunkte in Qq.[]

Adjungieren wir zu iq alle Elemenbte der Menge i(k—w)_qlkeK*,
k—vei@, so erhalten wir einen Unterring<f2 von£. Da + trans-
zendent Uber K ist, besitztcf2 keine Nullteiler. Die Algebra
(Kgig) definiert den projektiven Raum H2(K,K@ié) mit der Punkt-
menge &2Cﬂ, welche nicht nur alle eigentlichen Punkte von ¢,
sondern auch alle Schmiegunterrdume der durch die Kette ¢ be-
stimmten ﬁ/K*—Bﬁndelisomorphismen enthalt. Offenbar ist ﬁé der
kleinste Unterraum mit diesen Eigenschaften und unter y selbst-
zugeordnet, also @l(uﬂgZ(ﬂ,O)Kx)=:§é ein projektiver Biindeliso-
morpaismus von II,. Da(;E2 ein Integritatsbereich ist, besitzt
das Erzeugnis 621v02-$2 keine Fernpunkte; es liegt also kein

Fernpunkt von ¢ in @2.

Satz 5. Das Erzeugnis €2lvon @é ist eine unabhangige Punktmenge.
Beweis. Die einfach transzendente Korpererweiterung K(v) ist

zun Quotientenkorper vonsﬁ2 in natirlicher Weise K-dquivalent.

Nach der Theorie der Partialbruchzerlegung6 in K(v) ist {(1«:—1,)—/I

keK*iu{1t eine l.u. Teilmenge des Vektorraumes (K,K(v)). Mit

(4) folgt die Glltigkeit des Satzes.O

6Die Menge der Partialbriiche mit normiertem Zahler- und Nenner-
polynom vereinigt mit der Menge {71,4, +2,...} ist eine Basis
des Vektorraumes (X,K(1)).
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c=quUe c=que c=cueUe,

Fig.1 Fig.2 Fig.?

Der Grundunterraum &4 ist in den Figuren 1 und % eine Gerade
und in Figur 2 eine Ebene. Vgl. auch Fig. 4.
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Fig. 4

Die Algebra (K,£)=(R,CeR) besitzt die Basis {#4=(1]0),40=(i]{0),
%2=(0[|1) wund bestimmt einen reellen projektiven %-Raum. Durch
das Tripel (0,1,4R*) mit 4=(1,5+0,75i|1) wird ein U/R*-Biindel-
isomorphismus ¢ mit dreidimensionalem Grundunterraum festgelegt.
Das Erzeugnis ¢ von ¥ ist daher eine Xubik. In A(R,CeR) liefert
der Schnitt der Geraden R-4 mit dem Singularitdtskegel [1,S.308]
den Punkt k-+=(-0,5-0,75i]0), sodaB f, den Eigenwert k=1=(1/1)eRc
chaR) und T genau einen Fernpunkt (0,§)R*=(0,43)RX besitzt. In
Z(R,CeR) hat die Kette € nach (1) den uneigentlichen Punkt
(1,1-4)0. Figur 4 zeigt einen Parallelrif der Kubik &, welche
gemdB [5,8.198] im Durchschnitt der quadratischen Sehnenkegel

mit Spitzen (1,0)R* und (1,1)R* enthalten ist. Die Parallelrisse
der Spurkegelschnitte Zn und Z, dieser Sehnenkegel in der Ebene
(1,~v .2)R*V(O,w4)R*v(O,w2)Rx sind bei der gewidhlten Angabe Kreise
der Zeichenebene.
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