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The paper is concerned with a uniform geometric definition of 
linear mappings in a projective or grassmannian space into 
a projective space. We discuss sufficient conditions for the 
existence of a linear mapping in a finite dimensional pappian 
projective space which continues two given linear mappings in 
complementary subspaces. 
The subspace spanned by the image set of a linear mapping in 
the grassmannian of d-dimensional subspaces of an n-dimensional 

projective space has at most dimension (di:) -1. 

LINEARE ABBILDUNGEN AUS PROJEKTIVEN RÄUMEN 

1 - 1  In [33 , vgl. auch [I ,C. 1501 hat H.Brauner eine geometrische 

Kennzeichnung jener linearen Abbildungen gegeben, die mindestens 

zwei Bildpunkte besitzen. Um lineare Abbildungen mit weniger als 

zwei Bildpunkten nicht auszuschließen, modifizieren wir die 

Definition linearer Abbildungen geringfügig. 

Es seien li = (P,$ und T' = (pl,ql) zwei projektive Räume und y 

sei eine nicht notwendig globale Abbildung aus 9 in p ' .  Sind 
9 und 5 Teilmengen von Q, so sei nilvV$ ihre Verbindungsmenge 

C1,~.93]. Die Abbildung heißt linear, wenn sie folgende Be- 

dingungen erfüllt: 

(LI) ({XIV$YI)~J = {~llyv{~Iy für alle Punkte X # Y und X,Yf@. 
(L2) Ist E X ~ U ,  = C Y ) ~  für zwei verschiedene Punkte X,YC;@, 

so existiert stets ein Punkt A€(X)V(Y~ mit { A ~ \ Y  = @. (1 

Die in 131 untersuchten Abbildungen sind durch (LI) sowie eine 

( ) Gehört A der Ausnahmemenge A ( V )  an, so ist Ay nicht definiert 
und für die Teilmenge (AI von gilt (~ly = d. 
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mindestens zweielementige Bildmenge gekennzeichnet und erfüllen 

(L21 

Für jeden Unterraum elc@ ist die Einschränkung ebenfalls 1 
eine lineare Abbildung. Ist gcp eine Gerade mit zwei verschiede- 

nen Ausnahmepunkten A, , A2, so folgt aus g = I A ~ J V  A ~ I  mit (L1 ) , 
daß g nur Ausnahmepunkte besitzt, also gy = @ ;  die Ausnahrne- 

menge A(y)  ist daher ein Unterraum von T. Trägt eine Gerade g 
genau einen Ausnahmepunkt A, so folgt gy> = (LAIV I P ~  )W = Ovl~fy = 
= ipyi mit PE~\{A]. Gehört g ganz der Definitionsmenge D ( Y )  an, so 

ist g nach (L2) injektiv. 

Eine globale lineare Abbildung P:P + ist nach (L2) injek- 

tiv,und wir nennen sie eine lineare Injektion. Eine lineare In- 

jektion bildet den projektiven Raum T i  isomorph auf den pro- 

jektiven ~ a u m  T(1m(p) ) ab. Das ist für 11m(p)l ' I trivial und 
wird für 11m(p) 1 ' 2 in [3] gezeigt. Die surjektiven linearen 

Injektionen sind genau die Kollineationen. 

Sind PI und @, komplementäre Unterräume von r, so ist die Ab- 
bildung n : p  + 'Ql 'mit {XE] : = - (plv ix))n~~ für alle Xop\% die 

Projektion mit dem Zentrum GI auf Q l .  Jede Projektion ist eine 

lineare Abbildung und genau für die Punkte des Zentrums nicht 

definiert. Eine geometrische Kennzeichnung von Projektionen durch 

innere Eigenschaften wurde von H. Timmermann L77 angegeben. 

Es gilt folgender Hauptsatz über lineare Abbildungen: 

SATZ 1.1. Jede lineare Abbildung V : $  + )P1 ist -- das Produkt einer 

Projektion -- mit dem Zentrum A ( y )  ---  auf einen zu A(u(r) komplementären 

Unterraum $2, - und einer linearen Injektion p:gl + P ' .  
Beweis. Jede lineare Abbildung mit mindestens zwei verschie- 

denen Bildpunkten gestattet nach C37 die angegebene Darstellung. 

Gleiches gilt trivialerweise für jede leere lineare Abbildung. 
Besitzt genau einen Bildpunkt P'ep', so existiert ein Punkt 

PeQ(y) mit Py = P', und jede Gerade durch P trägt genau einen 

Ausnahmepunkt. Damit ist der Ausnahmeunterraum A ( y )  als eine 
ZU I P ~  komplementäre Hyperebene nachgewiesen; mit pl := {P? 

folgt daraus die Gültigkeit des Hauptsatzes. 
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Wegen Im(y) = Im(p) ist die Bildmenge der linearen Abbildung 

yein Unterraum von Ti1. Die Dimension von TT(Im(?)) heißt der 

Rang der linearen Abbildung Y, in Zeichen rgy. 

Für Teilmengen T , ~ c p  gilt mlv? = rnlum2~ <U( ixltv I x2t I x1 E 
&Q,AX~ET~$)): ist Y, eine lineare Abbildung, so findet man durch 

kurze Rechnung (7RlvW$)<y = hlltpv?V12y. Die Abbildung Y> bildet daher 
die Halbgruppe (uTT,v) aller Unterräume von [1 ,S. 951  homomorph 

in die Halbgruppe (ur1 ,V)  ab. Wir bezeichnen mit die Ver- 

bindungshülle einer Teilmenge mC$2 [I ,S. 861. Aus W C C ~ ~  folgt 

m+[mly, und da Cmly> ein Unterraum ist, gilt auch Cmv1clmly> . 
Jeder Punkt ~ ' ~ [ ' R l l y  besitzt einen Urpunkt XE i'ml, und es gilt 
X=V(f Mit ( Mi€m, i=l , . . . , k) , also X'€ Cmyll, was insgesamt [miy] = 

= C?nly ergibt. Speziell für jede Basis % von Tf ergibt sich aus 

Im(y) = [&ly> = B y I  die Formel 

1.2 Wir betrachten in 1.2 endlichdimensionale projektive Räume 

lT' = (P,?) und B' = (P' ,*' ) mit dimr = dimr' = n und untersuchen, 

in welcher Weise eine Kollineation eines echten Unterraumes 

von auf einen echten Unterraum von T' zu einer Kollineation 

von auf T' fortgesetzt werden kann. Zur Angabe von Kollinea- 

tionen benützen wir die in C1 , S. 152 1 eingeführten Fundamental- 
f iguren projektiver Räume. 

Sind '$2, und $2, komplementäre, nichtleere Unterräume von T und 
I rC 

( 6 ) bzw. (s2 ,a2) Fundamentalfiguren von T(P1 ) bzw. T(P2) , 
so ist (%,LJ&~,(~) für jede Hyperebene f53(3,~@~, welche von Plvp2 
und p2vB1 verschieden ist, eine Fundamentalfigur von T.  Nach 
[1 ,s. 951  ist nämlich &1u&2 eine Basis von und wegen fii = 

= Pin(3 (i=1 ,2) enthält (5 keinen Punkt der Basis 81u&2. 
Es seien nun Pr und $; r-dimensionale echte Unterräume (r22) 

von TT bzw. T', und Xr: Pr + P; sei eine Kollineation von T(pr) 
auf TT(9;) . Ist (&,,Ar) = ( IpO , . . . , P I ,@ eine geordnete Funda- r r  
mentalfigur von V($),), so wählen wir geordnete Fundamentalfigu- 

ren (%,P) = ( I P ~ ~ . . . ~ P ~ , P ~ +  lto-.r~nj,ß) b ~ w -  (8',(3') = 

= ( ipO% , . . . ,Pr+zr ,P;+l , . . . ,PA1 ,/3' ) von bzw. D' mit br = Qrn (3 

und ßrnr = a; n 6' . 
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SATZ -1 .2. 

welche Xr fortsetzt und -- die geordnete Fundamentalfiqur (B,ß) 
auf die geordnete Fundarnentalfigur ( X B 1 , f i ' )  abbildet. -- 

Beweis. Die Konstruktion der Kollineation 'K erfolgt schritt- 

weise. ~ r n  Unterraum := Orv{pr+,$ ist (bot tPrfPr+ll ,@„I 1 
mit := @ nB eine geordnete Fundarnentalfigur. Analog ge- r+l 
winnen wir aus (!&',P1) eine geordnete Fundamentalfigur 
( {po5, . . . , P,?, P;+~I Ißi+l in : = @;V {P;+~I . Jeder Punkt 

I ' (Sußr+ I ) bzw. X'PP;+~ \ (K+l~ß;+l ) ist Zentrum einer Per- 
spektivität [1,5.1483 ix:ßr+l + %  bzw. xil:6;+l +$; ; wir 

setzen 5 := 
~PM, 

und 5' := GA, 
Wir definieren eine Abbildung nr+l:Pr+l durch 

(1) XXr+l := Xur für alle Xoqr, 

(11) := X';9cr5 ' - I  für alle X G B ~ + ~ \ $ I ~ ,  

(111) := X' für alle XGQ,+~ \ (T)r+l~ßr), wobei X' das 

nach fl,~.148] eindeutig bestimmte Zentrum der Perspek- 
-1 -1 tivität !'Wr 1 xx7cr: + ;pi ist. 

Für jeden Punkt von ist der Urpunkt eindeutig rekonstruier- 

bar, die Abbildung also bijektiv. Eine Diskussion 

der möglichen Fälle lehrt ferner, daß ?Cr+l je drei kollineare 

Punkte in kollineare Punkte abbildet. 

Wiederholte Anwendung der angegebenen Konstruktionsvorschrift 

liefert nach endlich vielen Schritten eine Kollineation Y:$? + @' 

mit den gewünschten Eigenschaften. Sind 'H. und 2 zwei solche 
-1 Kollineationen, so ist eine Kollineation, welche die Punkte 

von & als Fixpunkte und fi als Fixhyperebene besitzt und deren 
Einschränkung auf die Gerade (2) POPl die Identität ist. Nach 

--I [1,5.1551 giltdann n x  = idp. 

1.3 Es seien T = (?I,.$ ein endlichdimensionaler projektiver 

Raum, T' = (9' ,UJ.') ein projektiver Raum und ql, Q2 zwei ver- 

schiedene echte Unterräume von TT mit Q1vS2 = @. Wir untersuchen, 

ob zwei gegebene lineare Abbildungen vl :P1 + $2' und y2:q2 -r 8' 
mit iyll@ln$22 = v21@ ZU einer linearen Abbildung V :  P + Q' 

fortgesetzt werden können. Jede lineare Abbildung, die gegebene 

Abbildungen fortsetzt, bezeichnen wir im folgenden als lineare 

wir bezeichnen die Verbindungsgerade zweier verschiedener 
Punkte A, B auch mit AB. 
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Fortsetzung dieser Abbildungen. 

SATZ 1.3. Ist -- die Menge D(yl)niD(y2) nicht leer, existiert 

höchstens eine lineare Fortsetzung V:? + 32' der Abbildungen 

Y, und.iY2* 
Beweis. Ist QGD (vl )nD (y2) , so gibt es aus jedem Punkt XE*\ 

\ eine Treff gerade tX an Q1 und P2 so, da8 l ~ f v  tX eine 

Ebene ist, die Pi (i=1 ,2) in einer Geraden gi mit gl # g2 
schneidet. Nehmen wir die Existenz einer linearen Fortsetzung 

y> von yl und y2 an, so ist 1 X ~ Y  und damit y durch yil gi ein- 
deutig bestimmt. Dies lehrt die folgende Fallunterscheidung. 

(1) rg(yllgl) = rg(y21g2) = I und glyl # g2V2' Wählen wir 
zwei verschiedene Punkte 1 ,2 E gl\ f Q] , dann sind 3,4 mit { 3 3 = 

= lXng2 und i4j = 2Xng2 verschiedene Punkte von g2\I QJ. Es gilt 

dann notwendig (XIy = ( 1 ~ ~ )  (3y2)n(2y1) ( 4 ~ ~ )  nach (LI). 

(2) rg(yllgl) = rg(yi2[g2) = 1 und glyl = g2y2. Aus der an- 

genommenen Existenz von ergibt sich, daß die Abbildung 

(W, 1 g1 ) (y21 g2) : gl .$ g2 eine Perspektivität mit einem ein- 
- 

deutig bestimmten Zentrum A ist. Daher gilt notwendig I A I ~  = 9' 

nach (L2) und für X # A folgt 1x3~) = (XAngl ) yl . 
(3) rg(yl 1 gl ) = 1 und rg(y2 1g2) = 0 .  Die Gerade g2 trägt dann 

genau einen Ausnahmepunkt A und C X S ~  ist wie in (2) bestimmt. 
( 4 )  rg (iyl l gl = rg(y2 1 g2) = 0.  Es folgt glyl = g2y2 = QY,] = 

= { ~ y ~ f  . Die Geraden gi (i=1 ,2) besitzen je einen Ausnahmepunkt 
Ai # Q. Gilt XeAlA2, so ergibt sich {xlyi = $, andernfalls ist 

notwendig \xiY] = falvlL 

Sind die Unterräume '$Ilr Q2 komplementär, so nennen wir einen 
Punkt W E P \ ( P ~ ~ ~ ~ )  bzw. die einpunktige Menge {wJ bezüglich der 
linearen Abbildungen yl, v2 wesentlich, falls die Fußpunkte W1 
bzw. W2 der eindeutigen Treffgeraden aus W an pl und q2 den 
Def initionsmengen D (vl ) bzw. D (y2) angehören. Für W1 y1 

+ W2'Y2 bezeichnen wir jede einpunktige Menge {wlf ~ $ 2 '  mit W'G 
E(W,~~ ) (W2y2)\ {wIY1 t~2y2f als zulässige Bildmenge von f~!; gilt 
jedoch W1vl = W2y2, so sei nur die leere Menge zulässige Bild- 

menge von {W]. 
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SATZ 1.4. -- Sind die Unterräume pl, Q2 komplementär und - gibt es 
einen bezüglich V1, y2 wesentlichen Punkt W, existiert höch- 

stens eine lineare Fortsetzunq y : P  -C 9' V= y1 und y2, welche -- - 
Iw] auf -- eine qegebene zulässige Bildmenge von - I w ~  abbildet. 
Falls kein bezüglich yl, Y > ~  wesentlicher Punkt vorhanden ist, 

(3) 
existiert genau eine lineare Fortsetzunq y>:p + von - yl und - y2. 

Beweis. (1 )  Gibt es keinen bezüglich yl, v2 wesentlichen 
Punkt. so ist eine der beiden Abbildungen, etwa yl, eine leere 

Abbildung. Bezeichnen wir mit x2:P +Q2 die Projektion mit dem 
Zentrum Ql auf P2, so ist Y )  : = x2y2 :P + $2' die einzige lineare 

Fortsetzung von y1 und 2. 
- (2) Es sei W ein bezüglich yl, y2 wesentlicher Punkt und Wlyl - 

= W2y2. Wir definieren eine lineare Abbildung y3:W1W2 + T 1  durch 
A(y3) = [ ~ f  und Im(y3) = { ~ ~ ~ ~ 3  . Jede lineare Fortsetzung 

T:$ + '$2' von yl und +J2 mit WeA(ty) leistet y1w1w2 = y3. Für 
P1$W1W2 folgt mit Satz 1.3, daß yl und y3 höchstens eine lineare 
Fortsetzung Tl :$2 vWlW2 + P' besitzen; für QlciY1W2 ist das trivial. 1 
Wiederholung dieser Schlüsse ergibt, daß hochstens eine 

lineare Fortsetzung T: (g vW W )vQ = P + .P' von Tl und y2 1 1 2  2 
existiert, und es gilt notwendig = Y/.  

(3) Es sei W ein bezüglich yl, Y>2 wesentlicher Punkt, W1i/il # 
# W212 und {w'J eine zulässige Bildmenge von {WS. Ist Im(yl ) = 

= [ ~ ~ ~ ~ 3  und Im(y2) = 5 w2y21 so ist A(yl )vA(<y2) zur Geraden 
W W komplementär. Jede lineare Fortsetzung y von y1 und y2 1 2  
ist notwendig Produkt der Projektion mit dem Zentrum A ( Y ~ ) V A ( ~ ~ )  

auf WlW2 und einer linearen Injektion p :W1W2 + p '  1 welche W1 H 

H W1'i'l W2 I+ W2v2 und W » W' leistet. Gilt jedoch etwa rgvl 1 , 
so existiert durch den Punkt W1 eine Gerade glcDD(y1); nach Satz 

1.3 gibt es höchstens eine lineare Abbildung Tl : (glvw W ) + Ql , 1 2  
welche y,, fortsetzt und W H W', W2 H W2y2 leistet. Wie in (2) 
ergibt sich nun die Existenz höchstens einer linearen Fortsetzung 

ly von yl und y2 

(3)Satz 1.4 gilt im Sonderfall rgyl = rg y2 = 0 und Im(y ) # 
# Im(y2) nur dann, wenn wir zwischen zwei linearen F O ~ -  
setzungen yr und von und y 2 ,  welche dieselben Fasern be- 
sitzen, nicht unterscheiAen. 
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Wir diskutieren im folgenden die Existenz einer linearen Fort- 

setzung iy von y, und y2 unter der zusätzlichen Voraussetzung, 
daß ein projektiver ~appos-Rah ist. 

- 
HILFSSATZ 1.5.Sind Tl und - T2 zwei windschiefe s-dimensionale 
Unterräume (sI0) von T und ist ?:Tl + o2 eine Kollineation, d& 
für V s=l eine Projektivität und - -  für s-2 eine P projektive Kolline- 
ation ist, dann, existiert - ein - zu 1 1  T2 komplementärer Unter- 
raum üG so, daß die Projektion X:? + a2 mit dem Zentrum Ln auf - - -- -- - 
T2 eine lineare Fortsetzung von - (3 ist. - 

Beweis. Es sei E ein zu 8'., und T2 komplementärer Unter- 
N 

raum und 2 : $2 + T2 die Projektion mit dem Zentrum & auf T2. 
Gilt s = 0 ,  so leistet n bereits das Gewünschte. Ist s 1, so 

wählen wir eine Fundamentalfigur , P1 ) von v(Tl ) . Im Verbin- 
dungsraum T(TlvT2) gibt es nach 1 .2 Fundamentalfiguren (%lu$lk', 

(3%) und (;Pl1"YSlP,(3p) mit 6,-nT, = ß p n q  = ß1 und (3,n? = filz bzw. 
(+,"T2 =V.  Es existiert genau eine projektive Kollineation 
3Ci 2 EPGL (TT('ülv%) ) mit P h P P .?? » P . p  (P und (2~2 + bp 

j j' I J I 
[I ,S. 1573 und x1 kann nach Satz 1.2 zu einer Kollineation 
xPPGL (Ti') fortgesetzt werden ; nach Konstruktion gilt %\T, = idai 

und = %(%I%). Die Projektion 7 t :p  +T2 mit dem Zentrum a:= 
H 

:= m a u £  'F2 ergibt die gesuchte lineare Fortsetzung von P .  

Die linearen Abbildungen Y, und y2 besitzen nicht notwendig 
eine lineare Fortsetzung in den Gesamtraum. Wir nennen die Ab- 

bildungen , L+J verträglich, wenn sie - gegebenenfalls nach Wech- 
sel der Indizes - eine der folgenden Bedingungen erfüllen: 

(V11 rgy2 L 0 und Im(iyl)cIm(y2). 

(V2) rgY1 L 0 und rgy2 1 2. 
(V3) rgYl = 1 und Im(yl ) = Im (y2) . Weiters existieren Ge- 

raden gicD (yi) (i=1 ,2) so, daß die Abbildung 6 := 
-1 := (y11g1)(y2]g2) projektivist. 

(V41 rgy.il 1 und rgy2 2. Weiters existieren Geraden gic 

CD (%) (i=1 ,2) und eine Pro jektivität 6 : glyl + 92v2 
in T' so, daß die Abbildung 6 := ( + ~ ~ J g ~ ) a ' ( ~ ~ 1 g ~ ) - ~  

projektiv in Ti' ist. 
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Sind hicD (vi) zwei Geraden, so ist r := (yl] hl ) (v21 h2)-' projek- 

tiv, falls (V3) gilt; ist jedoch (V4) erfüllt, so ist für jede 

Projektivität cV:hly1 * h2y2 die Abbildung r : = (yl 1 hl ) C' (y2 1 h2) 
projektiv. In Ergänzung zu Satz 1.4 gilt 

SATZ 1 .6. -- Sind die linearen Abbildungen y1 :P1 + p' und - y2 :P2 + 9' 
aus den komplementären echten Unterräumen$21,$22 verträglich, so -- - 
existiert eine lineare Fortsetzung +~:p * $' - der Abbildungen yl 
u ~ d  Y2. - -  Gibt es einen bezüglich y,, , v2 wesentlichen Punkt W, 
so existiert genau eine lineare Fortsetzung v:Q $ Q' von V, und -- P 

v2, welche I W ~  -- auf eine gegebene zulässige Bildmenge von - i ~ j  - ab- 
bildet. 

Beweis. (1 ) Im projektiven Raum (i=1,2) wählen wir einen 

zum Ausnahmeunterraum A ( v i )  komplementären unterraumRi; ist 

zi:pi + ai die Projektion mit dem Zentrum A (yi) auf Ri, SO ge- 
- 

stattet yi die Darstellung vi = XiPi, wobei pi:Pi + $ '  eine 
- 1 lineare Injektion ist. Die Unterräume Pi : = (Im(yl )nIm(y2) ) pi 

und die Kollineation (pl \Tl ) (p21T2) erfüllen für Tl # @ die 

.Voraussetzungen von Hilfssatz 1.5, da yi, und y2 verträglich sind. 
- 

Es gibt daher einen Unterraum Or3 so, daß in T(Tlv%) die Pro- 

jektion mit dem Zentrum U$ auf 'F2 die Kollineation [T1 ) (p2\T2) -' 
fortsetzt. Ist Tl = , so setzen wir Uj := @. 

Wählen wir in TT(A(y)) und in T(%i) (i=1,2) je eine Basis, so 

erkennen wir, daß die Unterräume Oll := A l  V A  und R1 : = 

:= 'W1vR2 komplementär sind. Die Projektion mit dem Zentrum T2 
auf Rl bezeichnen wir mit 7C1 2:$2 + 2. Wrner sei X 3:'12 '@'3 
in T(Bl2) die Projektion mit dem Zentrum % auf einen zu % kom- 
plementären Unterraum R3. Dann ist die zusammengesetzte Abbildung 
?C := 7i :'#? + R 3  linear und stimmt mit der Projektion mit dem 12 3 
Zentrum a1 2vü$ auf R3 Überein. 

Für jeden Punkt (i=1,2) folgt 1 X$% = {xiJxl aus 
i 
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I X ~ ~ V A  (yi)c {xiIv Mi, 2. Ferner ist %cT1v 'ü2 zu Ri3'Ifi windschief, 
a l ~ o ~ l % , ~ : ~  +T injektiv. Das ergibt yi = (%\Pi) (n31tQi)-' pi , 
und Pi3 := (b3lai)-l pi:a3 bl3 9' ist eine lineare Injektion. 

Wir setzen nun die Abbildungen p13 und p23 ZU einer linearen 
Injektion P:%$ * fort. Auf Grund der Konstruktion von a3 
gilt 1 (91xn/P2w) = P23 1 <ßlxnqr) ; ferner ist für je zwei Punkte 
Y E ~ ~ ) ~ ~ I \ ~ I ~ x  und ZE$$W\$~~C sicherlich Yfl # ZpZ3. Gilt etwa $ 2 , ~  C 
~f 2 ~ r ,  so ist P := P23 die gewünschte lineare Fortsetzung. Das 

ist insbesondere dann der Fall, wenn (V1) oder (V3) erfüllt sind, 

oder wenn rgyl = -1 gilt. Für g~#qfi (i#j) setzen wir 9 := 

: = Im (yl ) V  Im(y2) und erhalten dimTf?%) = dimT(i8j) . In den ver- 
bleibenden Fällen (V21 für rgy # -1 und (V4) gilt jedenfalls 

1 
dimn(a3d-0 rgY2 2, und es gibt in T(%%) einen nichtleeren 
Komplementärraum zu $l%nq~. Wir wählen Fundamentalfiguren 
(B1 ,P1) von ($1 und (g2 ,P2) von r(p2n) so, daß (81"&2 )n$lln 
eine Basis von r(pln) ist. Nach 1.2 existiert dann eine Funda- 

mentalfigur (glvS2 ,P) von ('$3 mit gnin(3 = PI , p2nnß = b2 und 
analog eine Fundamentalfigur (gl p1 3~g2p23 , ß1 ) von T('&;) mit 

%lj" Eil = ßlpl 3, Im(yi)n (3' = (52~23. Nach Satz 1 .2 gibt es genau 
eine lineare Injektion P, welche P » P. P (pjcS1 , P + ß' leistet j 3 13 
und PZ3 fortsetzt. 

Die Abbildung p1 ( ~ ( g ~ n )  :$$TC + %Pln ist eine Bi jektion; gilt 

(V2) und rgyl # -1, so ist Im(Vl) einpunktig und f13 = pl$?l~. 
Sind jedoch y1 , y s  gemäß ( V 4 )  verträglich, so ist für die Gerade 

g1 := P P mit Po,P1~ (&1V$2)n91rr, eine Gerade g2cq2rr und eine 0 1 -1 Projektivität 6' :gl p1 3 g2p23 auch 6 := (p131gl)6'(f231g2) 

projektiv. Mit der Projektivität 6' ist jedoch auch die Abbildung 
-1 3 := (P 1 g1 > 6' 1 g2) projektiv und 6 ,  leisten für die drei 

Punkte Po, PlrPOP1nl) dasselbe: der Fundamentalsatz der projektiven 
CI 

Geometrie [1,~.42] liefert 6 = 0 .  Für rgyl = 1 gilt daher 

plqlr =. p1 3. Ist jedoch rgyl 2 , so ist ' pl (pl~llo eine 
projektive Autokollineation von r(pltr), welche eine Fundamental- 

figur elementweise fest läßt, also nach 11 , S .I571 die Identität. 
Daher ist P auch eine lineare Fortsetzung von P13 und RP eine 
lineare Fortsetzung von y1 und y2. 

(2) Bezeichnen wir die in (1) konstruierte lineare Fortsetzung 
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von v1 und y2 mit T, so wird für einen bezüglich , p2 
wesentlichen Punkt W die Menge ~ W I  nicht notwendig auf eine zu- 
lässig gewählte Bildmenge abbilden. 

Ist W als Ausnahrnepunkt vorgeschrieben, so gilt für die Fuß- 
- punkte W 1 ,  W2 der Treffgeraden aus W an , 'Q2 dann W l y l  - 

= W 2 y 2  , also W i n l  2cTi ( I  , 2 )  . Es existiert eine projektive 
Kollineation n mit = idpi , welche W r 1  I+ W r l  2~ mit WII1 2'>( E 
Ea3 leistet; dann ist := X? die gesuchte lineare Fortsetzung. 

Ist W , v l  # W,v2 und ~w']c  ( W 1 y l )  ( W 2 y 2 )  zulässige Bildmenge von 

Iw] , so existiert ein Punkt F€wl w2 mit = W' . Die projektive 
Kollineation X mit nlQi = idpi, welche W I+ G leistet, liefert 
wie vorhin die gesuchte lineare Fortsetzung. 

Die angegebenen Verträglichkeitsbedingungen sind zwar hinreichend, 

aber nicht notwendig für die lineare Fortsetzbarkeit von und 
1 

y2- Das zeigt folgendes Beispiel, welches wir für spätere An- 
wendungen benötigen. 

Es seir ein endlichdimensionaler endlicher projektiver 

Raum der Ordnung N 4 3, ferner rgyl = rg = 1 und Im (Yl ) # 
J. Im(Y2). Mit den Bezeichnungen aus dem Beweis von Satz 1.6 

können wir weitgehend analog zu Beweisschritt ( I )  eine lineare 

Fortsetzung konstruieren: Der Unterraum LI3 und die Projektion 

n : p  + R 3  existieren, da für N 4 3 jede Bijektion einer Punkt- 

reihe auf eine Punktreihe und daher auch jede Kollineation 

projektiv ist. Da es zu je einer geordneten Fundamentalfigur 

in T(Z$ ) bzw. T(@,;) genau eine Kollineation gibt, welche die 3 
erste auf die zweite Fundamentalfigur abbildet, und da in jede 

Gerade höchstens vier Punkte trägt, können p13 und e23 zu einer 
Kollineation P fortgesetzt werden. Beweisschritt ( 2 )  kann unver- 

ändert übernommen werden. 

2. LINEARE ABBILDUNGEN AUS GRASSMANN-RÄUMEN 

2.1  Es sei = (P,.o$ ein n-dimensionaler projektiver Raum und 
(uXv,n) sein Unterraumverband. Abweichend von Abschnitt 1 
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bezeichnen w i r  d i e  Elemente von u r  m i t  großen l a t e i n i s c h e n  

Buchstaben; dabe i  wird l i n k s  oben d i e  Dimension d e s  Unter- 

raumes a l s  Index angebracht .  Nur d e r  leere bzw. d e r  n-dimensio- 

n a l e  Unterraum von s o l l  w i e  b i s h e r  m i t  # bzw. $2 bezeichnet  

werden. Einen Unterraum &X nennen w i r  auch e i n e n  d-Raum. d " U 1 ( ~ )  
oder  k ü r z e r  sei d i e  Menge a l l e r  d-Räume von T. 

= ( ~ X G ~ % \ P L  c d X c q ~ ] ,  s o  Sind PL und qM Unterräume und d'Ü, . 
nennen w i r  PT : = n (dxldx~d'h., ) bzw. SH : = V(LX I *xtzd$ ) den 

Träger  bzw. d i e  Hül le  von ; w i r  s ch re iben  dann dal = 

= d[*TlsHI. Weiters sei d['T] := d['~,'f?I und drSH] := d [ @ , S ~ ] .  

G i l t  &'Ü1 = d[*-'T ,d '4~] ,  SO h e i ß t  e i n  d-Büschel. W i r  be- 

zeichnen d-Büschel i m  folgenden auch m i t  l a t e i n i s c h e n  Kleinbuch- 

s t aben ,  d i e  l i n k s  oben den Index d t r agen .  db(TT) bzw. kürze r  

sei d i e  Menge a l l e r  d-Büschel von d f k ( ~ ) .  
W i r  e r h a l t e n  f ü r  0 4 d L n-I ,  a l s o  n 1 ,  d i e  Inzidenz- 

s t r u k t u r  = ,d&,€) ; sie  h e i ß t  Geometrie d e r  - d-dimensio- 

na len  Unterräume von If und wird auch a l s  d-Geometrie von 

angesprochen. 

Z w e i  d-Räume heißen benachbar t ,  wenn i h r  Durchschni t t  (d-1)-  

dimensional i s t .  W i r  s ch re iben  d ~ - d ~ ,  wenn *X zu d~ benachbart  

ist .  Eine n i c h t l e e r e  Folge idxpd'ÜL\i=O, . . . ,1I h e i ß t  e i n e  Nach- 

b a r f o l g e  d e r  Länge 1 von d ~ o  nach *xL, wenn d ~ i - d ~ i + l  ( i = O , .  . . , 
1-1 ) e r f ü l l t  i s t .  Nach 1.51, [6 ,S. 811 g e l t e n  folgende Aussagen: 

Zu j e  zwei d-Räumen d ~ ,  *Y e x i s t i e r e n  stets Nachbarfolgen von 

*X nach d~ und d a r u n t e r  g i b t  es k ü r z e s t e  Nachbarfolgen, a l s o  

Folgen k l e i n s t e r  Länge. Diese wird Distanz dis t (*x,&Y) von d~ 

und &Y genannt. Zur Berechnung d e r  Distanz d i e n t  d i e  Formel 

( 2 , l )  d i s t  ( 4 ~ , d ~ )  = d i m ( * ~ v " ~ )  - d = d - dim(*xndy) 

D i e  d-Geometrie h a t  genau f ü r  d = 0 und d = n-I d i e  S t r u k t u r  

e i n e s  p r o j e k t i v e n  Raumes und i s t  zum p r o j e k t i v e n  Raum TI- bzw. 

zum dualen  p r o j e k t i v e n  ~ a u m ~ * i s o m o r ~ h .  Setzen w i r  1 4 d 4 n-2 

voraus ,  s o  g i l t  n 3 und i n d a e x i s t i e r e n  n i c h t  benachbarte  

Elemente; w i r  nennen danndTT und jede dazu isomorphe Inzidenz- 
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struktur r einen Graßmann-Raum. 
Jede Teilmenge &Ü$ = dCr T,' H] heißt ein Teilraum von dv und 

bestimmt die Inzidenzstruktur A(*'&, ) := ( , , G )  mit dbl := 

:= \db~dh~db~d6,f . Ist dftl # , ~HCSH ein nichtleerer Unter- 

raum mit S H V ~ T  = sH und setzen wir := r ~ n ~ H ,  so bildet die 

Perspektivität genannte Abbildung 3:d61 $ : = d [ i F  , 5g]  mit 
dxt, := dxniH die Inzidenzstruktur A (&Ul ) isomorph auf A (~U~ ) - 
ab. Der Dimensionssatz liefert die Gleichungen r - s = r - 5 - 
und d - s = d - s. Insbesondere ein zu 'T in r ( S ~ )  komplemen- 

tärer Unterraum (S=s-r-1) vermittelt für r < d < s eine 
Perspektivität von d61 auf a [ g H ]  (d=d-r-1 ) ; A (d'&l ) ist also 
ein projektiver bzw. graßmannscher Raum, den wir auch mit~(~6, ) 

bzw. nd%, ) bezeichnen. Wir nennen einen Teilraum dtd-'T] ein ' 
I 

d-Bündel, dEdMH] ein d-Feld , d[O T] ein d-Hyperbündel und d[+l H] 

ein d-Hyperfeld. Jeder Teilraum, den ein d-Bündel oder ein 

d-Feld umfaßt, ist ein projektiver Teilraum. Ist *T ein 

Graßmann-Raum, so heißen die maximalen Mengen unter den Teil- 

mengen von , deren Elemente paarweise benachbart sind, 
projektive Höchsträume. Die projektiven Höchsträume sind genau 

die d-Bündel und die d-Felder und jeder projektive Teilraum 

ist in einem projektiven Höchstraum enthalten [ 5 1. 

2.2 Wir verallgemeinern den Begriff der Verbindungsmenge 11 , 
5.931. Sind d'ml, &?Tl2 Teilmengen von "&, so heißt die Menge 

welche definiert ist durch 

(1) 1'xltv ldx2f := d [ d ~ l n d ~ 2 , d ~ 1 ~ d ~ 2 ]  für * x ~ - ~ x ~ ,  

(11) 4 r n p d q  := dm1~dm2~(U(fd~1~ V idx2) d ~ l ~ d m l  , d~2~dr(12r d x l  -dx2) ) , 
die Verbindungsmenge von d?nl und 3. Sind d ~ l  und d ~ 2  benach- 

bart, so ist la~l]v tdx21 das durch diese d-Räume eindeutig be- 

stimmte d-Büschel, welche beide enthält (4 ) . Wir bezeichnen 
dieses d-Büschel auch mit 4X1dX2. 

HILFSSATZ 2.1 . Sind d[Q~ll , dC0Q2] zwei verschiedene d-~yper- 

bündel, -- so gilt 4~cd[0~11~ d[oQ2] genau dann, -- wenn d ~ n ( 0 ~ l ~ 0 ~ 2 )  # 
# 0 erfüllt ist. - 

Beweis. Trifft d~ die Gerade O Q ~ V O Q ~ ,  so existiert ein Unter- 

(4)~an unterscheide 'XV~Y G ur und tdxtv (T) . 
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raum "'H~~XV~Q~V OQ2. Wählen wir "'TC*X beliebig, so besitzt 

das d-Büschel d[d-'~,d+"~I mit den beiden d-Hyperbündeln nicht- 

leeren Durchschnitt; d~ gehört also der Verbindungsmenge d[O~llv 

v~[OQ~-J an. Falls d~ mit O Q ~ V O Q ~  leeren Durchschnitt hat, kann 

d~ kein Element der Verbindungsmenge sein, da kein d-Büschel 

existiert, dessen Hülle den Unterraum d ~ v O ~ l v  OQ2 um£ aßt. 

In 2.1 haben wir Perspektivitäten zwischen Teilräumen definiert. 

Wir sprechen auch von einer Perspektivität des d-Büschels dbl 

auf das d-Büschel db2, wenn dbl und db2 demselben projektiven 

Teilraurn d'lX, angehören und aufgefaßt als Punktreihen des 

projektiven' Raumes (*U1 ) perspektiv sind [I , C .  1421. Jedes 

Produkt von endlich vielen Perspektivitäten heißt eine 

Projektivität. 

2.3 Es sei = (P,$ bzw. T' = (T' ,,ub') ein projektiver Raum 
der Dimension n bzw. n1 und dT = ( d 6 , d b , ~ )  bzw. d ' ~  = (d'?h' I 

d' 
& I  ,E) die d- bzw. d'-Geometrie von bzw. T ' .  Ist cp  :*U 9 "6' 
ein Isomorphismus von dlT auf d'ffl, so kann entweder zu genau 

einem Verbandsisomorphismus von ur auf ur' oder zu genau 

einem Verbandsantiisomorphismus von ur auf uT' fortgesetzt 

werden [1,~.116~, [5], [6,5.81]. Das ergibt n = n' und d = d1 

bzw. d = n - d' - 1. Insbesondere vermittelt die Annulator- 

abbildung 2:uT i, uT* [I ,s. 1051 f ü r  = T* einen Isomorphismus 
von *T auf "-d-'TT*. 

Ist dTi ein Graßmann-Raum, so gibt das nicht geordnete Zahlen- 

paar (n-d,d+l) die Dimensionen der projektiven Höchsträume an; 

wir bezeichnen es als Dimensionspaar vondK. Jedem k-dimensio- 

nalen projektiven Raum ordnen wir (1,k) als Dimensionspaar zu. 

Ein Teilraum d%l = dCr T ,s H] von hat für r < d < s das 
Dimensionspaar (d-r,s-d), wie man mittels einer geeigneten Per- 

spektivität nachweisen kann. Die Tabelle zeigt die Dimensions- 
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paare einiger d-Geometrien. Wir definieren rekursiv eine Folge 

u i = 1 2  . von Dimensionspaaren: ul := (1,l); für um = 

= (e ,e ) mit el e2 sei 1 2  := (el+l,e2)für el # e2 und 
U := (l,el+l) für el = e2. Diese Abzählung der Dimensions- m+ 1 
paare wird im folgenden bei Induktionsbeweisen verwendet. Zu- 

nächst wird ein Satz für k-dimensionale projektive Räume gezeigt; 

hat der ~raßmann-~aum~r das Dimensionspaar U so besitzt jeder 
j 

echte Teilraum von dr mit ld& 2 ein Dimensionspaar U mit i 
i < j. Als Induktionsvoraussetzung dient daher die Gültigkeit des 
Satzes für diese echten Teilräume. Da jede Spalte der Tabelle 

symmetrischen Aufbau besitzt, können wir uns bei Induktionsbewei- 

sen auf solche Werte n, d beschränken, für die n 4 2d + 1 gilt. 

2.4 Wir untersuchen lineare Abbildungen aus Graßmann-Räumen im 

Modell der d-Geometrie dlT' = (%& ,d& ,E ) eines n-dimensionalen 

projektiven Raumes T;  dann gilt 1 4 d L n - 2, also n 2 3. Viele 
der folgenden Sätze über lineare Abbildungen aus Graßmann-Räumen 

sind sinngemäß auch für lineare Abbildungen aus projektiven Räu- 

men richtig, ohne daß darauf hingewiesen wird. Ferner sei T' = 

= (P',$) ein (nicht notwendig endlichdimensionaler) projektiver 
( 5  Raum . 

Eine Abbildung X:d5 .) 9' heißt linear, wenn sie folgende Be- 
dingungen erfüllt (vgl. 1.1): 

(L11 ( I ~ X ~ V ~ ~ Y ] ) ~  = { ~ X I ~ V ~ ~ Y ~ X  für alle ~X-.~Y mit dx,dyedfi. 

(L2) Ist {'x~x = f d Y I ~  für zwei benachbarte Elemente dx, ~ Y E  

so existiert stets ein Element  AG (d~)vid~f mit 
{ d ~ ) ~  = Cd. 

Für jeden Teilraum d $ . l ~ * $  ist die Einschränkung Xidq ebenfalls 
linear und zwar unabhängig davon, ob ein projektiver oder graß- 

mannscher Teilraum vorliegt. sind dWLl, *? Teilmengen vond6, so 

gilt (d)lllvd'h$)X C d'M. ,X~d%$l .  Das kann wie in 1 .1 nachgewiesen 

werden, wenn man (Id xlf V ldx21 ) X  c ({dxl)~v$ *x2)~ ) beachtet. Die 

Dimension der Verbindungshülle der Bildmenge Im(z) heißt der 

Rang von X ,  also rgX = dim T[I~(X) ] . 

(=)wir verwenden in f ' die Notation aus Abschnitt 1 . 
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SATZ 2.2. Bezeichnet (elle2) = (n-d,d+l) das Dimensionspaar von 

q, so gilt 

Beweis. (1 ) Es sei OP ein Punkt und # OP eine Hyperebene. 

Wir zerlegen 4% in die Mengen 

und definieren Abbildungen ci : $ d%i (i=I, 2) durch 

für alle d~&da3. Es gehört also *xtzd3 dem d-Büschel ( d ~ s l  ) (d~c2) 
3 

an, so daß d%3 C V *% folgt. Das ergibt Im(r) = (dal v d I 2 ) ~  C 

c 431~v4~2X.(Als Sonderfall dieser Darstellung werden wir im 

zweiten Teil dieser Arbeit die rekursive Erzeugung von Graßmann- 

Varietäten f 4 ,S. 2961 erhalten. ) 
(2) Wir verwenden das in 2.3 angegebene Induktionsverfahren. 

Eine lineare Abbildung X aus einem k-dimensionalen projektiven 

Raum erfüllt rgX k = (k+l ) ! - 1 . Die Teilräume (d%l ) und 
k!l! 

A(d%2 haben Dirnensionspaare (el , e2-I ) bzw. (el -1 , e2) . Nach In- 
duktionsannahme und Beweisschritt (1) folgt aus dem Dimensions- 

(el+e2) ! 
Satz rgx 4 - 1. el !e2! 

Die Ungleichung (2,2) kann auch in der Gestalt 

geschrieben werden. Gilt das Gleichheitszeichen, so  heißt^ eine 
reguläre lineare Abbildung. 
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2.5 Es sei d[d''~] ein d-Bündel und "-*R ein zu *-?T komplementärer 
Unterraum von T. Wir definieren eine Abbildung f :dfi + d[d-d.l~] . 
Für dim(*xnn-dR) = 0 sei dXlir := (d~nn'd~)vd-4~; sonst sei d~~ 

nicht definiert . Wegen R l dLd-l~I = iddLd-, ist R surjektiv. 

Wir nennen Tt eine Projektion auf das d-Bündel dfd"T]. 

Die Projektion 3C ist eine lineare Abbildung von dr auf 
l'f(d[d-4~] ) . Zum Nachweis betrachte man die Einschränkung von X 

auf d-Bündel; je nachdem der Träger eines d-Bündels mit n 4 ~  

leeren bzw. nulldimensionalen bzw. mindestens eindimensionalen 

Durchschnitt besitzt, ist diese Einschränkung eine lineare Ab- 

bildung vom Rang n - d bzw. 0 bzw. -1. Da jedes d-Büschel in 

einem d-Bündel enthalten ist, folgt die Linearität von Z . 
Setzen wir X mit einer linearen Abbildung aus iT(dCd-d~]) 

in den projektiven Raum T' zusammen, so erhalten wir weitere 
Beispiele linearer Abbildungen. Dual können Projektionen auf 

d-Felder erklärt werden. 
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