ZUR THEORIE LINEARER ABBILDUNGEN I

Hans Havlicek

The paper is concerned with a uniform geometric definition of
linear mappings in a projective or grassmannian space into

a projective space. We discuss sufficient conditions for the
existence of a linear mapping in a finite dimensional pappian
projective space which continues two given linear mappings in
complementary subspaces.

The subspace spanned by the image set of a linear mapping in
the grassmannian of d-dimensional subspaces of an n-dimensional
projective space has at most dimension (g:})—1.

7. LINEARE ABBILDUNGEN AUS PROJEKTIVEN RAUMEN

1.1 In [3] , vgl. auch [1,5.150] hat H.Brauner eine geometrische
Kennzeichnung jener linearen Abbildungen gegeben, die mindestens
zwel Bildpunkte besitzen. Um lineare Abbildungen mit weniger als
zwel Bildpunkten nicht auszuschliefen, modifizieren wir die

Definition linearer Abbildungen geringfligig.

Es seien W = (p,qp und T' = (',%') 2zwei projektive Riume und y
sei eine nicht notwendig globale Abbildung aus ¥ in @'. Sind

m und ﬂb Teilmengen von §, so sei‘ﬁhvﬂb ihre Verbindungsmenge
£1,5.93]. pié Abbildung y heiBt linear, wenn sie folgende Be-
dingungen erfilillt:

(L1)  ({xtvivbhy = {xlyvivly fiir alle Punkte X # ¥ und X,Yed.
(L2) Ist {xly = {¥by flir zwei verschiedene Punkte X,Ye§,

so existiert stets ein Punkt A&f{X}v{Y} mit {Aly = @&. (1)
Die in [3] untersuchten Abbildungen sind durch (L1) sowie eine
(1)

Gehdrt A der Ausnahmemenge A(y) an, so ist Ay nicht definiert
und fiir die Teilmenge {A} von ® gilt {Aly = 4.
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mindestens zweielementige Bildmenge gekennzeichnet und erfiillen
(L2).

Fiir jeden Unterraum'pf:ﬁ ist die Einschrénkung Wl@1 ebenfalls
eine lineare Abbildung. Ist gcR eine Gerade mit zwei verschiede-
,» so folgt aus g = {A1bJ{A2} mit (L1),
daB g nur Ausnahmepunkte besitzt, also gy = &; die Ausnahme-

nen Ausnahmepunkten A1, A

menge A(y) ist daher ein Unterraum von T. Tr&gt eine Gerade g
genau einen Ausnahmepunkt A, so folgt gy = ({AlviPl)p = @viPly =
= {Py} mit Peg\{A}. Gehdrt g ganz der Definitionsmenge D(y) an, so
ist ylg nach (L2) injektiv.

Eine globale lineare Abbildung p:P » §' ist nach (L2) injek-

tiv,und wir nennen sie eine lineare Injektion. Eine lineare In-

jektion p bildet den projektiven Raum T isomorph auf den pro-
jektiven Raum T (Im(p)) ab. Das ist fir |Im(p)| £ 1 trivial und
wird fir |Im(p)]l = 2 in [3] gezeigt. Die surjektiven linearen
Injektionen sind genau die Kollineationen.

Sind R, und ﬁ1 komplementdre Untgrréume.von T, so ist die Ab-
bildung m:L —)’Q1 mit {Xﬁ:} 1= (’51\/ iX})r\’p1 fir alle Xz‘-;}i\}:t1 die
Projektion mit dem Zentrum p1 auf'p1. Jede Projektion ist eine

lineare Abbildung und genau fiir die Punkte des Zentrums nicht
definiert. Eine geometrische Kennzeichnung von Projektionen durch

innere Eigenschaften wurde von H. Timmermann [7] angegeben.
Es gilt folgender Hauptsatz iiber lineare Abbildungen:

SATZ 1.1. Jede lineare Abbildung y:Q = @' ist das Produkt einer
Projektion mit dem Zentrum A(y) auf einen ggzﬂiy) komplementidren

Unterraum"p1 und einer linearen Injektion p:'@1 > Q'
Beweis. Jede lineare Abbildung mit mindestens zwei verschie-
denen Bildpunkten gestattet nach [3] die angegebene Darstellung.

Gleiches gilt trivialerweise filir jede leere lineare Abbildung.
Besitzt ¢ genau einen Bildpunkt P'efp', so existiert ein Punkt

PeD(y) mit Py = P', und jede Gerade durch P trédgt genau einen
Ausnahmepunkt. Damit ist der Ausnahmeunterraum A(y) als eine
zu {P} komplementire Hyperebene nachgewiesen; mit @, := {p}
folgt daraus die Gililtigkeit des Hauptsatzes.
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Wegen Im(y) = Im(p) ist die Bildmenge der lineareri Abbildung
y ein Unterraum von TM'. Die Dimension von W(Im(p)) heiBt der
Rang der linearen Abbildung y, in Zeichen rgy.

Fiir Teilmengen M, , M,c@ gilt Mmym, = Mumyu (UCEXdy $X58 | X e
e'm1AX2e’m2)); ist Yy eine lineare Abbildung, so findet man durch
kurze Rechnung ('m1v"m2)q; = ’m1q;v’m2qa. Die Abbildung y bildet daher
die Halbgruppe (ull,v) aller Unterrdume von T {1 ,S.95] homomorph
in die Halbgruppe (ul',v) ab. Wir bezeichnen mit [M] die Ver-
bindungshiille einer Teilmenge Mc% {1,5.86]. Aus Mclm] folgt
mycImly, und da [fmjv.y ein Unterraum ist, gilt auch [Mylcimly ,
Jeder Punkt X'eIMly besitzt einen Urpunkt XeIM], und es gilt
XeV(iM}| Mem,i=1,...,k), also X'e [Mmyl, was insgesamt [Myl =
= [Mly ergibt. Speziell fiir jede Basis & von T ergibt sich aus
Im(y) = [Bly = [Pyl die Formel

(1,1) rgy = aimM([By]) .

1.2 Wir betrachten in 1.2 endlichdimensionale projektive R&ume
T= (Rg) und T' = (R' »g') mit dimT = dimT' = n und untersuchen,
in welcher Weise eine Kollineation eines echten Unterraumes

von T auf einen echten Unterraum von ' zu einer Kollineation
von T auf ' fortgesetzt werden kann. Zur Angabe von Kollinea-

tionen beniitzen wir die in [1,8.152] eingefihrten Fundamental-

figuren projektiver Rdume.

Sind ¥21 und 1.'22 komplement&re, nichtleere Unterrdume von 1T und
(% ,(61) bzw. (.’62,(32) Fundamentalfiguren von TT(’p.I) bzw, TI'('pz) ,
so ist (.‘,61u32,(b) fliir jede Hyperebene (53(-]1v62, welche von R vp,
und By By verschieden ist, eine Fundamentalfigur von T . Nach
[1,5.95] ist n#mlich %,u%, eine Basis von T und wegen p; =

= ‘Din(b (i=1,2) enthdlt P keinen Punkt der Basis £1uf72.
Es seien nun 'pr und 'p]': r-dimensionale echte Unterrdume (r=2)

von T bzw. T', und % ’Pr ->1;21', sei eine Kollineation von IT(pr)

auf TI'(‘\Q;) . Ist (&.,8,.) = ({PO,. . .,Pr§ /®,.) eine geordnete Funda-
mentalfigur von Tl'('pr) ;, so wdhlen wir geordnete Fundamentalfigu-
ren (8,@) = ({Pgs.+-/P /P 1s.-«,P },B) bzw. (&' ,p') =

= ({Potnr,...,Protr,Pr'__H,...,Pr'l},ﬁ') von T bzw. T' mit (3>r ='prn(5
und Br'xr =R.n B .
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SATZ -1.2. Es existiert genau eine Kollineation %« von T auf W',

welche xr fortsetzt und die geordnete Fundamentalfigur (&,8)
auf die geordnete Fundamentalfigur (&',(') abbildet.

Beweis. Die Konstruktion der Kollineation % erfolgt schritt-
r+1 T QrV{PrH} ist ({PO’ e ’Pr'Pr+1} 'Br+1)
nf eine geordnete Fundamentalfigur. Analog ge-

weise. Im Unterraum @
mit e’r+1' t= ar+1
winnen wir aus (&',p') eine geordnete Fundamentalfigur

({Po'xr,...,Procr,P];_;_1'},6]':+1) in Q]'_,H = p;:y {P£,+1} . Jeder Punkt
Xe, 1\ R ub,, ) bzw. x'ep]':+1\(g£,+1u(3;:+1) ist Zentrum einer Per-
spektivitdt [1,5.148]1 Yy:B_, , > ® bzw. Xy.:Bl . » ¥ ; wir
setzen ¥ := KPM upd 3' = 315,',,1 .

Wir definieren eine Abbildung %, ,:®., 4 -)12]':4_1 durch
(1) X% 1= X'xr fir alle Xe'pr,

Tr+1
-1
.= . e
(II) X?(r_|_1 : X39¢r3 fiir alle XGGr_H\ 't!r,
.= ' 13 : '
(III) X”r+1 := X' flir alle XeOrH\ (@r+1u(5r), wobei X' das

nach [1,8.148] eindeutig bestimmte Zentrum der Perspek-
tivitét 3'"r_1§_13x“r‘3£+1 + @l ist.
Fir jeden Punkt von &£+1 ist der Urpunkt eindeutig rekonstruier-
bar, die Abbildung “r+1
der méglichen Fdlle lehrt ferner, daB xr+1 je drei kollineare
Punkte in kollineare Punkte abbildet.

Wiederholte Anwendung der angegebenen Konstruktionsvorschrift

also bijektiv. Eine Diskussion

liefert nach endlich vielen Schritten eine Kollineation %:8 -» &'
mit den gewlinschten Eigenschaften. Sind # und * zwei solche
Kollineationen, so ist nf,\"(',_1 eine Kollineation, welche die Punkte
von $# als Fixpunkte und (3 als Fixhyperebene besitzt und deren
Einschré&nkung auf die Gerade(z) PP, die Identitdt ist. Nach

01
[1,5.155] gilt dann wi”! = id g -

1.3 Es seien T = (32,45) ein endlichdimensionaler projektiver
Raum, T' = (12',.%') ein projektiver Raum und 121, :22 zwel wver-
schiedene echte Unterrdume von T mit @1\/@2 = . Wir untersuchen,
ob zweil gegebene lineare Abbildungen qa1:p1 » %' und \"2:&2 > 4
mit ¢,1R,ng, = Vo1 ,09, zu einer linearen Abbildung y:R =+ @'
fortgesetzt werden kénnen. Jede lineare Abbildung, die gegebene
Abbildungen fortsetzt, bezeichnen wir im folgenden als lineare

(2)

Wir bezeichnen die Verbindungsgerade zweier verschiedener
Punkte A, B auch mit AB.
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Fortsetzung dieser Abbildungen.

SATZ 1.3. Ist die Menge D(q1)nD(W2) nicht leer, so existiert

hchstens eine lineare Fortsetzung w:p 3 4' der Abbildungen

Y, und.y,.
Beweis. Ist QeD(y,)aD(y,), so gibt es aus jedem Punkt Xef\

\(@up,) eine Treffgerade ty an R, und R, so, das {Q}vtx eine

Ebene ist, die pi (i=1,2) iﬁ einer Geraden 95 mit 9, # 9,
schneidet. Nehmen wir die Existenz einer linearen Fortsetzung
y von w, und y, an, so ist {X}y und damit g durch y;lg; ein-
deutig bestimmt. Dies lehrt die folgende Fallunterscheidung.

‘ (1) rg(y,l1gq) = rgly,lgy) =1 und gy, # gyy,. Wihlen wir
zwei verschiedene Punkte 1,26:g1\{Q}, dann sind 3,4 mit {3} =
= 1Xng, und {4t = 2%ng, verschiedene Punkte von g,\{Q}. Es gilt
dann notwendig {Xly = (1¢,) (3p,)N(2¢,) (4y,) nach (L1).

(2) rg(w1lg1) = rg(y,19,) =1 und g ¢, = 9yy,. Aus der an-
genommenen Existenz von Y ergibt sich, daB die Abbildung
(Ly1lg1)(q/2(g2)_1:g1 > 9, eine Perspektivitdt mit einem ein-
deutig bestimmten Zentrum A ist. Daher gilt notwendig ZAEL}J = g
nach (L.2) und fiir X # A folgt {xXiy = (XANG ) g, .

(3) rg(w1lg1) = 1 und rg(yzigz) = 0. Die Gerade 95 trdgt dann
genau einen Ausnahmepunkt A und {X}y ist wie in (2) bestimmt.

(4) rgly,lg;) = rg(y,lg,) = 0. Es folgt gy, = gy, = {0} =
= {Qy,}. Die Geraden g, (i=1,2) besitzen je einen Ausnahmepunkt
A, # Q. Gilt XeA,A,, so ergibt sich {xly = &, andernfalls ist

notwendig {X¢} = oy} .

Sind die Unterréume‘b1,'p2 komplementdr, so nennen wir einen
Punkt We P\M(P,uR,) bzw. die einpunktige Menge §{w} beziliglich der
linearen Abbildungen W1r Wz wesentlich, falls die FuBpunkte W
bzw. W, der eindeutigen Treffgeraden aus W an @1 und pz den
Definitionsmengen D(w1) bzw. D(Wz) angeh&ren. Fir W1W1 # W
bezeichnen wir jede einpunktige Menge {W'lcg' mit W'e
aWﬁW1)(W2W2)\{W1W1'W2W2} als zuldssige Bildmenge von {W}; gilt

jedoch W1w1 = WZWZ' so sei nur die leere Menge zul&ssige Bild-
menge von {w}.

1

)
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SATZ 1.4. Sind die Unterr&dume P1,‘Q2 komplementdr und gibt es
einen beziiglich w1, Wz wesentlichen Punkt W, so existiert hdch-
stens eine lineare Fortsetzung Wy:®R = @' von Y1 und Yo welche
{w} auf eine gegebene zulidssige Bildmenge von {W} abbildet.
Falls kein beziiglich Yir Yo wesentlicher Punkt vorhanden ist, (3)
existiert genau eine lineare Fortsetzung y:P =+ @' von y, und ¥,

Beweis. (1) Gibt es keinen bezliglich y,, Y, wesentlichen
Punkt, so ist eine der beiden Abbildungen, etwa Y, eine leere
Abbildung. Bezeichnen wir mit xz:@ 2R, die Projektion mit dem
Zentrum R, auf P,, so ist Y:=R,y,:R > ' die einzige lineare
Fortsetzung von y, und ¢ ,.

(2) Es sei W ein bezliglich Yir ¥, wesentlicher Punkt und W1w1
= Wop,. Wir definieren eine lineare Abbildung YW, W, - R' durch
A(yy) = (W} und Im(yy) = {wy 8. Jede lineare Fortsetzung
y:R > ' von Y, und Y, mit WeA(y) leistet WIW1W2 = Y3. Flr
p1¢W1W2 folgt mit Satz 1.3, daB Y, und Y héchstens eine lineare
Fortsetzung Q1:p1vw1wz > @' besitzen; flr R .cW,W, ist das trivial.
Wiederholung dieser Schliisse ergibt, daB hdéchstens eine
lineare Fortsetzung &:(@1VW1Wé)v€? =1 > Q' von @1 und ¥
existiert,und es gilt notwendig Yy =y.

(3) Es sei W ein bezliglich Yqr Wz wesentlicher Punkt, W1W1 #
# W,¢, und {Ww'} eine zuldssige Bildmenge von {W}. Ist Im(y,) =
= {W,pdund Im(y,) =§Wyoy8, so ist A(y,VA(y,) zur Geraden
W,W, komplementdr. Jede lineare Fortsetzung y von y, und Y,
ist notwendig Produkt der Projektion mit dem Zentrum.ﬂiy1)vﬂiwz)
auf W1W2 und einer linearen Injektion p:W1W2 2 QR', welche W1 P
B Wiy, Wy » Wyy, und Wk W' leistet. Gilt jedoch etwa rgy, 21,
s0 existiert durch den Punkt W1 eine Gerade gf:D(W1); nach Satz
1.3 gibt es hSchstens eine lineare Abbildung @H:(g1vWHW2) >R,
welche *ﬁ fortsetzt und W » W', W2 B W2W2 leistet. Wie in (2)
ergibt sich nun die Existenz h&chstens einer linearen Fortsetzung

Y von ¥4 und yz.

(B)Satz 1.4 gilt im Sonderfall rgy, = rg Y, = O und Im(y

) #
# Im(yé) nur dann, wenn wir zwischen zwéi linearen Fo}t—
setzungen y und § von ¢, und ¥y welche dieselben Fasern be-
sitzen, nicht unterscheiden.
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Wir diskutieren im folgenden die Existenz einer linearen Fort-
setzung W von ¥, und Y, unter der zus&dtzlichen Voraussetzung,
daB W ein projektiver Pappos-Raum ist.

HILFSSATZ 1.5. Sindj "6‘1 und Tz zwei windschiefe s-dimensionale
Unterrdume (s20) von T und ist p:'b‘1 > '0"2 eine Kollineation, die
fiir s=1 eine Projektivitdt und fiir s®2 eine projektive Kolline-
ation ist, dann existiert ein zu ’5'1, ’0“2 komplementdrer Unter-
raum O so, daB die Projektion ®:%P -)'7)"2 mit dem Zentrum (! auf

TZ eine lineare Fortsetzung von p ist.

Beweis. Es sei Ol ein zu '0"1 und ’5‘2 komplementéifer Unter-
raum und ®:Q > ¥, die Projektion mit dem Zentrum (@ auf 7.
Gilt s = 0, so leistet X bereits das Gewlinschte. Ist s 2 1, so
wédhlen wir eine Fundamentalfigur («‘Gr1 ,(?:1) von 'iT(’()"1 ). Im Verbin-
dungsraum T!'(’U‘1v'75‘2)gibt es nach 1.2 Fundamentalfiguren (£1u£15i,
Pz) und (Ludqipo,@3,) mit PgaT, = [’:Pn’Z"1 = (.‘31 und Gﬁn’b”z = 611"6 bzw.
Q;Pn’d'z =f51p. Es existiert genau eine projektive Kollineation
1 ,€PCL(T(T v T,)) mit Py =Py, PR P (Pje£1) und Bz > 3
[1,5.157] und L2y kann nach Satz 1.2 zu einer Kollineation
%ePGL (TT) fortgesetzt werden; nach Konstruktion gilt %\T1 = idy
und p = &(%|7,). Die Projektion ®:R » 7, mit dem Zentrum (f:=

1= (?L‘)C auf ’5“2 ergibt die gesuchte lineare Fortsetzung wvon p -

Die linearen Abbildungen Y, und ¥ besitzen nicht notwendig
eine lineare Fortsetzung in den Gesamtraum. Wir nennen die Ab-

bildungen Wir Yy vertrdglich, wenn sie - gegebenenfalls nach Wech-
sel der Indizes - eine der folgenden Bedingungen erfiillen:

(V1) rgy, £ 0 und Im(y,)cIm(y,) .

(v2) rgy, £ 0 und rgy, > 2,

(V3) rg = 1 und Im(y,) = Im(y,). Weiters existieren Ge-
¥4 ¥4 L )

raden giCD(Lyi) (i=1,2) so, daB die Abbildung 6 :=
-1 . . .
(LP1lg1) (\Vzigz) projektiv ist.

(V4)  rgy, > 1 und rgy, > 2. Weiters existieren Geraden g;c
?D(kyi) (i=1,2) gnd eine Projektivitit 6 gy, @ gg?z
in ' so, daB die Abbildung & := (qJ1{g1)s' (q/zlgz)
projektiv in T ist.
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, . -1 .
Sind hiCID(q)i) zweil Geraden, so ist T := (l.|/1] h1) (qulhz) projek-

tiv, falls (V3) gilt; ist jedoch (V4) erfillt, so ist fir jede
Projektivitidt z' :hﬂ/1 > hzqz2 die Abbildung T := (\p1l h1 )ye! (Lyzi h2)
projektiv. In Ergdnzung zu Satz 1.4 gilt

1

SATZ 1.6. Sind die linearen Abbildungen q11:‘p1 2 ' und Lyz :1;)2 >
aus den komplementdren echten Unterriumen ‘Q1 , 122 vertrdglich, so

existiert eine lineare Fortsetzung Y:f » @' der Abbildungen ¥,

und q/2. Gibt es einen bezliglich Yy Yy wesentlichen Punkt W,
so existiert genau eine lineare Fortsetzung y:P » 4¢' von y, und

¥y welche {W} auf eine gegebene zulissige Bildmenge von §W} ab-
bildet.

Beweis. (1) Im projektiven Raum Trmi) (i=1,2) wdhlen wir einen
zum Ausnahmeunterraum /A(Lpi) komplementdren Unterraum 'Ri; ist

TRy >Ry die Projektion mit dem Zentrum A(\yi) auf Ri’ so ge-
stattet y, die Darstellung . = ®.,p., wobel p.:R;, > @' eine )
lineare Injektion ist. Die Unterraurf? ’D"i 1= (Im(yINnIm(y,))py
und die Xollineation (P1l’a‘1) (pzl’ff'z) erfiillen fiir ’6"1 # ¢ die
Voraussetzungen von Hilfgsatz 1.5, da ¥, und qu vertridglich sind.
Es gibt daher einen Unterraum @y so, daB in TT(’ZJ‘1\/’Zf‘2) die Pro-

. . . . . . -1
jektion mit dem Zentrum ()l3 auf ’5‘2 die Xollineation (pqlT) (pzw‘z)
fortsetzt. Ist ’13”1 = @&, SO setzen wir 0(,3 =g,

1

Wihlen wir in T(A(y)) und in TT(’Ri) (i=1,2) je eine Basis, so
~erkennen wir, das die Unterrdume 0(12 1= A(qz1)vﬂ(q/2) und ’R12 1=

= ’R1V’R2 komplementdr sind. Die Projektion mit dem Zentrum 0512
auf ?R,12 bezeichnen wir mit 1:12:12 9%12. Ferner sei I\?3:’tﬂ12 -)’R3

in 'iT(ﬁ.‘z) die Projektion mit dem Zentrum 0(,3 auf einen zu 0(3 kom~
plementdren Unterraum R3. Dann ist die zusammengesetzte Abbildung
X := 7[125173:9 —)'ZR,B linear und stimmt mit der Projektion mit dem
Zentrum 0(1 v, auf ﬂ3 iiberein,

F'I L} ¢= v
ir Jjeden Punkt Xie'pi (i=1,2) folgt fxihci = {Xiht.lz aus
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1xIva(y e {xfva Ferner ist U,cTvT, zu RDOT, w1ndsch1ef
alsoit_,’l’ﬁ, : R, R, 1n]ekt1v Das ergibt y, = (n:l'P ) (51Ry) Pl ,
und p, 5 := 51:31’@1) pl ’R 2 4' ist eine lineare Injektion.

Wir setzen nun die Abblldungen P13 und Po3 32U einer linearen
Injektion p:®R; > 4' fort. Auf Grund der Konstruktion von a,
gilt P13l ('ppm'pzfc) = 923 | (‘p1n:n’;221r); ferner ist filir je zwei Punkte
YePux\R,x und Ze®x\Rv sicherlich Yp,, # Zp,,. Gilt etwa Q,rC

cpzﬂz, sO ist p = 923 die gewlinschte lineare Fortsetzung. Das
ist insbesondere dann der Fall, wenn (V1) oder (V3) erfiillt sind,
oder wenn rgy, = -1 gilt. Fir ‘;Zj:x¢pjgt(iaéj) setzen wir R!

1= Im(n.y1)va(\|/2) und erhalten dimTT(%) = dimTl’(ﬁé) . In den ver-
bleibenden Fdllen (V2) fiir rgq21 # =1 und (V4) gilt jedenfalls
dJ.mTl'(ﬁ ) 2 rgy, 2 2, und es gibt in TI'(’Q %) einen nichtleeren
Komplementarraum *p zu 1211!:n'¥221t Wir wahlen Fundamentalfiguren
% 1+P;) von 'IT('p) und (.‘[’72,{52 von TT('pz'rc) so, daB (51(};62 I,
eine Basis von Tr('p1:c) ist. Nach 1.2 existiert dann eine Funda-
mentalfigur (8.u#%,,») von T(R;) mit 2np = Ry tzzfmﬁ: = (52 und
a.t_nalog eine Fundamentalfigur (51913u.€2923,(b') von TT('JQ,é) mit
ppmn(b' = (51P13’ Im(y,)nR' = (?)2923._ Nach Satz 1.2 gibt es genau
eine lineare Injektion p, welche Pj » PjP13 (Pje$1) , B> P leistet
und 923 fortsetzt.
| . -1 ist eine Bijektion; gi

Die Abbildung 913(9(@176) .49111' 9'21“: ist eine Bijektion; gilt
(v2) und rgy, # -1, so ist Im(y,) einpunktig und @,, = Pl’¥211t
Sind jedoch Y q;z gemdB (V4) vertrdglich, so ist fiir die Gerade

mit P P1e(.‘6-1u:'$2)n1011’c, eine Gerade gzc’Pth' und eine

91 7 PoPy o’ ~1

Projektivitidt 6':g1p13 * g,p,3 auch 6 := (91319'1)6' (92319‘2)
projektiv. Mit der Projektivitdt 6' ist jedoch auch die Abbildung
§ := (plg)e' (plg,) ! projektiv und 6,8 leisten filr die drei
Punkte PO’ P1, POP nf dasselbe; der Fundamentalsatz der projektiven
Geometrie [1,5.42] liefert 6 = 6 Fiir rgy, = 1 gilt daher

plg,m = p, 5. Ist jedoch rgyp, 22, so ist p,,(plp,m) )~1 eine
projektive Autokollineation wvon Tf(‘p17t‘) , welche eine Fundamental-
figur elementweise fest 1&Bt, also nach [1,S.157] die Identitét.
Daher ist p auch eine lineare Fortsetzung von P13 und TP eine
lineare Fortsetzung von LP.] und ¢ -

(2) Bezeichnen wir die in (1) konstruierte lineare Fortsetzung
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von ¢, und Y, mit ), so wird { flir einen beziiglich Yy ¥,
wesentlichen Punkt W die Menge {W} nicht notwendig auf eine zu-
ldssig gewdhlte Bildmenge abbilden.
Ist W als Ausnahmepunkt vorgeschrieben, so gilt fiir die FuB-
punkte W1, W2 der Treffgeraden aus W an.‘p1,‘92 dann W1w1
= WZVZ’ also Wi“1267l (i=1,2). Es existiert eine projektive
Kolllntf‘:atlon 7 mit 'x.l'pi = J.d'?.1 » welche W&,, B WR, % mit W, , M€
(X, leistet; dann ist :=M¢y die gesuchte lineare Fortsetzung.
el3 9
Ist W1W1 # Woy, und {th;£w1y1)(wzwzl zuldssige Bildmenge von
iw}, so existiert ein Punkt Wew W, mit Wy = W', Die projektive
Kollineation % mit R, = idg. , welche W » W leistet, liefert

wie vorhin die gesuchte lineare Fortsetzung.

Die angegebenen Vertrdglichkeitsbedingungen sind zwar hinreichend,
aber nicht notwendig fiir die lineare Fortsetzbarkeit von W1 und
WZ' Das zeigt folgendes Beispiel, welches wir flir sp&tere An-
wendungen bendétigen.

Es sei T ein endlichdimensionaler endlicher projektiver
Raum der Ordnung N £ 3, ferner rgy, =rgy, =1 und Im(y,) #
# Im(wz). Mit den Bezeichnungen aus dem Beweis von Satz 1.6
k&nnen wir weitgehend analog zu Beweisschritt (1) eine lineare
Fortsetzung konstruieren: Der Unterraunlog und die Projektion
n: R +‘a3 existieren, da fiir N € 3 jede Bijektion einer Punkt-
reihe auf eine Punktreihe und daher auch jede Kollineation
projektiv ist. Da es zu je einer geordneten Fundamentalfigur
in'W(R3) bzw. Wﬂﬁé) genau eine Kollineation gibt, welche die
erste auf die zweite Fundamentalfigur abbildet, und da in T jede
Gerade hoéchstens vier Punkte tré&gt, kdnnen 913 und 923 zu einer
Kollineation P fortgesetzt werden. Beweisschritt (2) kann unver-
dndert {ibernommen werden.

2. LINEARE ABBILDUNGEN AUS GRASSMANN-RAUMEN

2.1 Es sei T = (R,4y ein n-dimensionaler projektiver Raum und
(ull,v,n) sein Unterraumverband. Abweichend wvon Abschnitt 1
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bezeichnen wir die Elemente von ull mit groBen lateinischen
Buchstaben; dabei wird links oben die Dimension des Unter-
raumes als Index angebracht. Nur der leere bzw. der n-dimensio-
nale Unterraum von Il soll wie bisher mit ¢ bzw. @ bezeichnet
werden. Einen Unterraum %X nennen wir auch einen d-Raum. @U(T)
oder kiirzer afi, sei die Menge aller d-Rdume von .

Sind PL und 9M Unterriume und ”&1 := {4Xe4M|PLc4KeTIM}, so
nennen wir FT := n(¢xl¢XG‘ﬁH) bzw. SH := Vﬂ¢x!dXedﬁH) den
Trdger bzw. die Hiille von 4111; wir schreiben dann dﬁ1 =
= d["7,°H]. Weiters sei d["T] := d["T,¥] und d[5H] := 4[g,%H].
Gilt *@, = a[*1T,*u], so heist ‘*111 ein d-Blischel. Wir be-
zeichnen d-Biischel im folgenden auch mit lateinischen Kleinbuch-
staben, die links oben den Index d tragen. %&(T) bzw. kiirzer
4p sei die Menge aller d-Biischel von *TL(T).

Wir erhalten fiir O € 4 € n-1, alson = 1, die Inzidenz-
struktur 2 = (1,4%,€); sie heiRt Geometrie der d-dimensio-

nalen Unterriume von I und wird auch als d-Geometrie von T

angesprochen.

Zwei d-R&ume heiBen benachbart, wenn ihr Durchschnitt (d-1)-

dimensional ist. Wir schreiben 2X~9Y, wenn %X zu 4Y benachbart
ist. Eine nichtleere Folge {‘*Xied‘ﬁlli=o,... ,l} heiRt eine Nach-
141 (i=0,...,
1-1) erfiillt ist. Nach [5], [6,8.81] gelten folgende Aussagen:
Zu je zwei d-R&umen +X, 4Y existieren stets Nachbarfolgen von

barfolge der Linge 1 von 4X_ nach 4Xl, wenn 94X, ~d4x

d¥ nach 4Y und darunter gibt es kiirzeste Nachbarfolgen, also
Folgen kleinster Linge. Diese wird Distanz dist (¢X,4Y) von %X

und <v genannt. Zur Berechnung der Distanz dient die Formel
(2,1) dist(4X,4Y) = dim(4XvaY) - d = d - dim(4Xn%Y)

Die d-Geometrie hat genau fiir d = O und 4 = n-1 die Struktur
eines projektiven Raumes und ist zum projektiven Raum Tf bzw.
zum dualen projektiven Raum W*isomorph. Setzen wir 1 € 4 € n-2
voraus, so gilt n @ 3 und in %W existieren nicht benachbarte

Elemente; wir nennen dann *T und jede dazu isomorphe Inzidenz-
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struktur [T einen GrafSmann-Raum.
Jede Teilmenge ‘*‘lh.I = d["T,*H] heiBt ein Teilraum von *T und

bestimmt die Inzidenzstruktur A(*u ) = (du1, $1,e) mit ,61 ¢ =
{d'be‘*bld'bc‘*u]} Ist “'011 £ @, gHc-"H ein nichtleerer Unter-
raum mit 58vfT = SH und setzen wir T := rTn3H, so bildet die
Perspektivitdt genannte Abbildung Y: ‘*ﬁ éaﬁ := d(FT,38] mit
dXS = A4XnSH die Inzidenzstruktur A( ‘*u ) :Lsomorph auf A(“'U. )

ab. Der Dimensionssatz liefert die Glelchungen r-s=1r-3§
und d - s = d - s. Insbesondere ein zu "I in TT(SH) komplemen~
tirer Unterraum SH (S=s=-r-1) vermittelt filr r < d < s eine
Perspektivitdt von ‘11 auf d[58] (d=d-r-1); A 'ﬁ ) ist also
ein projektiver bzw. graBmannscher Raum, den wir auch mlt“'(‘*'bl )
bzw. l"'("U. ) bezeichnen. Wir nennen einen Teilraum d[*'T] ein
d-Blindel, d["-”H] ein d-Feld, d[%T] ein d-Hyperbiindel und d[r1H]
ein d-Hyperfeld. Jeder Teilraum, den ein d-Biindel oder ein

d-Feld umfaBft, ist ein projektiver Teilraum. Ist ¢ ein
GraBmann—~Raum, so heifen die maximalen Mengen unter den Teil-
mengen von 4 , deren Elemente paarweise benachbart sind,

projektive HOchstrdume. Die projektiven HOchstrdume sind genau

die d-Biindel und die d-Felder und jeder projektive Teilraum

ist in einem projektiven HOchstraum enthalten [5]

2.2 Wir verallgemeinern den Begriff der Verbindungsmenge [1,
S.93]. Sind “L'm1 ’ ‘*’m Teilmengen von ‘*'U. so heiBt die Menge

d‘Y'n1v°"m C u welche deflnlert ist durch
Y 4 = d o dy o ad
(1) f§ X1}v{ xz} := 4f X1n x2, Xqv x2] fir 9x,~9X,,
't d == d d o d d d d & d ~d
(IT) 'm1v 'm2 : ‘m1u 'mzu(U({ X1}v{ XZH X,€ 'm1, X, € 'm2, X, x2)),

die Verbindungsmenge von ‘*‘m1 und 4'm2 Sind dX1 und ‘*Xz benach-

bart, so ist i‘X1}v{“X2§ das durch diese d-R&ume eindeutig be-
(4)

stimmte d-Bilischel, welche beide enthdlt . Wir bezeichnen

dieses d-Biischel auch mit 4X1*X2.

HILFSSATZ 2.1. Sind d[°Q1] , d[°Q2] zwei verschiedene d-Hyper-
biindel, so gilt “‘XGd[°Q1]v d[°Q2] genau dann, wenn elXr\(°Q1v°Q2) #
# & erfiillt ist.

Beweis. Trifft 4X die Gerade °Q1v°Q2, so existiert ein Unter-

(4)Man unterscheide %Xv4ve ull und {4xX}v fevicadh ().
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raum‘“‘HDdXv°Q1v°Q2. Wihlen wir *'Tc4X beliebig, so besitzt

das d-Biischel d[*'T,***H] mit den beiden d-Hyperbiindeln nicht-
leeren Durchschnitt; 4X gehdrt also der Verbindungsmenge d[oQ{h/
vd[°Q2] an. Falls 94X mit °Q1V°Q2 leeren Durchschnitt hat, kann
dX kein Element der Verbindungsmenge sein, da kein d-Blischel
existiert, dessen Hiille den Unterraum dXv°Q1v°Q2 umfast.

In 2.1 haben wir Perspektivitdten zwischen Teilr&umen definiert.

Wir sprechen auch von einer Perspektivitdt des d-Biischels db1

auf das d-Biischel d'b2, wenn d'b1 und cLb2 demselben projektiven
Teilraum‘*‘l‘;\.1 angeh6ren und aufgefaft als Punktreihen des
projektiven Raumes W(*ﬁ1) perspektiv sind [1,5.142]. Jedes
Produkt von endlich vielen Perspektivitdten heiBft eine

Projektivitdt.
2.3 Es sei T = (R,4y) bzw. T = Cn'p%') ein projektiver Raum
der Dimension n bzw. n' und T = (*ﬁ,db,e) bzw. 4T ' = (wﬁv,

li’J!a',e) die d- bzw. d'-Geometrie von W bzw. T'. Istcp:*ﬁ 5> ¢
ein Isomorphismus von 4T auf #T', so kann § entweder zu genau
einem Verbandsisomorphismus von ull auf ull' oder zu genau
einem Verbandsantiisomorphismus von ull auf ull' fortgesetzt
werden [1,8.116], [S], [6,5.81]. Das ergibt n = n' und 4 = 4°
bzw. d = n - d' - 1. Insbesondere vermittelt die Annulator-
abbildung A:ul » uT* [1,s.105] fiir T = TT* einen Isomorphismus

von % auf nr-d-177*,

Ist M ein GraBmann-Raum, so gibt das nicht geordnete Zahlen-
paar (n-d,d+1) die Dimensionen der projektiven HS6chstrdume an;

wir bezeichnen es als Dimensionspaar von ¢l . Jedem k-dimensio-

nalen projektiven Raum ordnen wir (1,k) als Dimensionspaar zu.
Ein Teilraumd'ﬁl1 = d[r7,5H] von *T hat fiir r < d < s das
Dimensionspaar (d-r,s—-d), wie man mittels einer geeigneten Per-
spektivitdt nachweisen kann. Die Tabelle zeigt die Dimensions-

;\Q\ 1 2 3 4 5

o (1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5)
1 (1,2) (2,2) (2,3) (2,4)
2 (1,3) (2,3) (3,3)
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paare einiger d-Geometrien. Wir definieren rekursiv eine Folge
{ui\i=1,2,.. } von Dimensionspaaren: u, == (1,1); fir u, =
= (e1,e2) mit e, £ e, sei Uppq (e1+1,e2)f1'ir e, # e, und
Uoq T (1,e1+1) flir e, = e,. Diese Abzdhlung der Dimensions-
paare wird im folgenden bei Induktionsbeweisen verwendet. Zu-
ndchst wird ein Satz filir k-dimensionale projektive Rdume gezeigt;
hat der GraBmann-Raum 4f das Dimensionspaar uj, so besitzt jeder
echte Teilraum ‘ﬁ1 von 4T mit |‘2“L1| * 2 ein Dimensionspaar u; mit
i € j. Als Induktionsvoraussetzung dient daher die Giiltigkeit des
Satzes fiir diese echten Teilr&dume. Da jede Spalte der Tabelle
symmetrischen Aufbau besitzt, kdnnen wir uns bei Induktionsbewei-

sen auf solche Werte n, d beschré&nken, fliir die n £ 24 + 1 gilt.

2.4 Wir untersuchen lineare Abbildungen aus Grafmann-Rdumen im
Modell der d-Geometrie 4T = (421,8%,¢) eines n-dimensionalen
projektiven Raumes W; dann gilt 1 € d € n -~ 2, also n @ 3. Viele
der folgenden S&dtze lber lineare Abbildungen aus GraBmann-R&dumen
sind sinngemdf auch fiir lineare Abbildungen aus projektiven Rau-
men richtig, ohne daf darauf hingewiesen wird. Ferner sei W' =
= (R',4) ein (nicht notwendig endlichdimensionaler) projektiver
Raum(s) .

Eine Abbildung x:‘*il. 5 @' heipt linear, wenn sie folgende Be-
dingungen erfiillt (vgl. 1.1):

(L1)  ({4x}vidrd)y = {4xixvidviy fir alle 4x~%Y mit dx,dyesll,

(L2) 1Ist {*xly = {4Yly fiir zwei benachbarte Elemente 94X, 4Ye
edh, so existiert stets ein Element 9Ae{dx}viey¥} mit
{4aly = 4.

Fiir jeden Teilraum ‘*211C“2‘1 ist die Einschrinkung xl‘ﬁ1 ebenfalls
linear und zwar unabhdngig davon, ob ein projektiver oder graB-
mannscher Teilraum vorliegt. Sind d'm1, 4'm,2 Teilmengen von ‘fl, so
gilt (dm1v“nb)x c dmxvdwlzx. Das kann wie in 1.1 nachgewiesen
werden, wenn man ({"X1§v{‘X2})x c ({4X }yvi 4X,}y) beachtet. Die
Dimension der Verbindungshiille der Bildmenge Im(x) heigt der
Rang von ¥y, also rgy = dim MIm(y)].

(5)

Wir verwenden in T' die Notation aus Abschnitt 1.
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SATZ 2.2. Bezeichnet (e1,e2) = (n-d,d+1) das Dimensionspaar wvon
4, so gilt

(e, +e,)!

)
(2,2) rgy € ——2_ -1,
e1!e2!

Beweis. (1) Es sei %P ein Punkt und "B P %P eine Hyperebene.
Wir zerlegen 4X in die Mengen

43, := al°p],
(2,3) 49, := d[*'B],
ayy 1= AU\ (AFut,)

und definieren Abbildungen &;:%%, + 4%, (i=1,2) durch

4xe1 1= (4XaPiB)v %P,
4xe2 @dxvep)a™is,

(2,4)

!

fiir alle dXe‘gg. Es gehdrt also 4Xe?%); dem d-Blischel (dX&1)(dX€2)
an, so das d-‘y?’ c d% vd}z folgt. Das ergibt Im(y) = (4%, v} )y <
c ‘}1xv“32x-(AlS Sonderfall dieser Darstellung werden wir im
zweiten Teil dieser Arbeit die rekursive Erzeugung von GraBmann-
Varietdten [4,S.296] erhalten.)

(2) Wir verwenden das in 2.3 angegebene Induktionsverfahren.

Eine lineare Abbildung % aus einem k-dimensionalen projektiven
(k+1)!
kt1!

A&dyz) haben Dimensionspaare (e1,e2-1) bzw. (e1-1,e2). Nach In-

Raum erfiillt rgx € k = - 1. Die Teilrdume A(¢%,) und

duktionsannahme und Beweisschritt (1) folgt aus dem Dimensions-
(e ,+e,)!
1 72

satz rgy ¢ ———— - 1.
e, le,!

Die Ungleichung (2,2) kann auch in der Gestalt

+
(2,5) rgx = (511) - 1

geschrieben werden. Gilt das Gleichheitszeichen, so heiBt X eine
regulédre lineare Abbildung.
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2.5 Es sei d[*'r] ein d-Blindel und ™9R ein zu %*T komplementirer
Unterraum von . Wir definieren eine Abbildung 4N > afe1r].
Fir dim(*XaAn™4R) = O sei 4Xwx := (4XaMdR)y*1T; sonst sei 4Xx
nicht definiert. Wegen x|d[¢-iT] = idgpa~apy; 1St ® surjektiv.
Wir nennen T eine Projektion auf das d-Bilindel d4[4-T].

Die Projektion W ist eine lineare Abbildung von 2T auf
Wd[**T]). Zum Nachweis betrachte man die Einschrinkung von &
auf d-Biindel; je nachdem der Triger eines d-Biindels mit "™®R
leeren bzw. nulldimensionalen bzw. mindestens eindimensionalen
Durchschnitt besitzt, ist diese Einschrdnkung eine lineare Ab-
bildung vom Rang n - d bzw. O bzw. -1. Da jedes d-Blischel in
einem d-Blindel enthalten ist, folgt die Linearit&t von T .

Setzen wir ® mit einer linearen Abbildung aus M(4d[*-1T])
in den projektiven Raum T' zusammen, so erhalten wir weitere
Beispiele linearer Abbildungen. Dual k&nnen Projektionen auf
d-Felder erklidrt werden.
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