ZUR THEORIE LINEARER ABBILDUNGEN II
Hans Havlicek

Given an n-dimensional pappian projective space, any linear
mapping in the grassmannian of d-dimensional subspaces induces
a linear mapping in the associated Grassmann-variety which is
the restriction of one and only one linear mapping in the
projective space generated by the variety.

3. RANGKRITERIEN

3.1 Wir verweisen auf Teil I dieser Arbeit und setzen die in
Abschnitt 2 begonnenen Untersuchungen linearer Abbildungen aus
Grafmann~R&umen fort.

Es sei im folggnden T = (@,4&) ein n~dimensionaler projektiver
Raum, *T = @D ,%%4,e) die d-Geometrie von T (1 £ d £ n-2), T' =
= (R',4¢) ein weiterer projektiver Raum und x:f& > %' eine line-
are Abbildung aus dem Grafmann-Raum 4T in T'.

3.2 ES sei % eine lineare Abbildung mit rgx € O. Nach Satz 2.2,
Beweisschritt (1) ist % genau dann eine leere Abbi'ldung, wenn
fiir einen Punkt °P und eine zu 9P windschiefe Hyperebene " 1B

die beiden Einschradnkungen ¥ |d[®*P] und gx|d[**B] leere Abbildungen

sind.

SATZ 3.1. Eine lineare Abbildung X besitzt genau dann den Rang O,

wenn Im()) nicht leer und jede Einschrdnkung von ¢« auf einen

projektiven HSchstraum vom Rang O oder vom Rang -1 ist.

Beweis. (1) Gilt rgx = O, so ist die Behauptung richtig.
(2) Ist X keine leere Abbildung und hat jede Einschrédnkung
von ¥ auf einen projektiven HOchstraum die angegebene Eigen-
. d = ' 1 d d
0 mit Xox Q'eq'. Haben XO und X.]
die Distanz 1 und ist dX1elD(x), so gilt dX1'x_e(dXOdX1)x = {01 we-

dyx d = i i a i ; d d >
gen rg(y| Xy X1) 0. Gibt es ein Xng(x) mit dist( X Xm)

schaft, so gibt es ein <4X
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2 2, so wdhlen wir zwei (d-1)-Réume T, (i=0,m) mit dXOn‘ch
c¥ir, cd'X und einen zu beiden komplement&ren Unterraum "™4U. Die
Perspekt:.v:.taten 5 d[‘HT] > O[““'»U] induzieren in T(Of{"4U])
lineare Abbildungen L7 ‘S ('x\d[d'"T .]), welche beide vom Rang O
sind, so daB8 es einen Punkt °Q€D(q;o r\lD(qzm) und d-Réume 94X, 1 =

= (4'T,v°Q)eD(x) gibt. Wir erhalten nach (2,1) dann dlst( ax 011 %
m-1. Auf diese Art kdnnen wir eine Nachbarfolge {"-X

)

“m1

o’ 01 rescy
d d i 1= 4 = = d
X 1 Xm}cD(x) konstruieren und lesen Q X0k cee X X ab.

3.3 Zur Kennzeichnung linearer Abbildungen vom Rang 1 dient

HILFSSATZ 3.2. Gilt 4XeD(y) bzw. ¢XeA(yx) und rg(yxld[*H.]) €0
(i=1,2 bzw. i=1,2,3) fir zwei bzw. drei paarweise verschiedene
d-Felder d[*'H,], deren Hiillen einem (d+1)-Biischel (d+1)[¢x,42v]
angehdren, so gibt es kein d-Feld d@H] mit rg(yla[*HE]) 2 1,
dessen Hille in (d+1)[¢X,#2v] liegt.

Beweis. Wir nehmen indirekt die Existenz eines d-Feldes d4[4*'H]

mit den geforderten Eigenschaften an.

(1) Ist 4XeD(y) erfiillt, so folgt rg(’x{d[d"*Hi]) =0 (i=1,2),
und es gilt d["‘”Hi]QA(x) = d[°Ai,d-“Hi] mit °A; & <X, Auf Grund
der Annahme rg(%|d[**'H]) 2 1 existiert ein d-Biischel ‘b1 =
= q[*1T,4HlcD(y), das %X enthilt. Dann gilt “-b2 := datT, a4y
v°A1v °A2]CA(7(,); da ‘b1 und ‘«bz dem zweidimensionalen projektiven
Teilraum T(d[4-1T,#2V]) angehdren, folgt der Widerspruch D (g)nA(%)D
24b,n%b, # .

(2) Fiir 4XeA(y) existiert ein d-Biischel "b1 = dq[é-1T 4 uleD(y) ,
das im zweidimensionalen projektiven Teilraum 'ﬂ'(d[d"-s,‘““Hi]) mit
428 := 41TA%X liegt. Die projektiven Teilrdume T(d[?-2s 41 H])
(i=1,2,3) sind zweidimensional und haben wegen rg (xld[““Hi]) < 0
mit A(y¢) mindestens ein d-Blischel gemeinsam.

Gilt d["“ls,‘“‘“Hi]nA('x) = d['*“Ti,"'“Hi] (i=1,2,3) und sind die
Trdger +1T, paarweise verschieden, so folgt d"‘Tiv‘l“Te“b,I, und die
drei einelementigen Bildmengen d[d"'Ti,d-*'zVJx sind paarweise ver-
schieden. Dann existieren jedoch d-Riume “'Y.Ed[“"’T.,‘WH:,’]nID(x)
(3=1,2) mit %Yy # 4v,x im Widerspruch zu rg(ylal4u,]) £ o.

In allen anderen Fdllen existiert ein Unterraum 90U mit %XD
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o%1U>425 und d[d"‘U,d""‘Hj]c/A(rx) (etwa flir j=1,2), was d[¢1yu,vica(x)
ergibt.In T(d[4-2s,4#H]) gilt dann d-b2 := d[*1Uu,MH]ca (), was wie

in (1) wegen °'-b1r\‘-b2 # ¢ auf einen Widerspruch fihrt.

SATZ 3.3. Unter der Zusatzvoraussetzung, daf die Ordnung N von

T mindestens vier ist, gilt rgy = 1 genau dann, wenn jede Ein-

schrénkung von 4 auf einen projektiven HSchstraum vom Rang -1, O

oder 1 ist und Im(x) mindestens zwel Punkte enthdlt.

Beweis. (1) Fir rgx = 1 ist die Behauptung unabhédngig von der
Zusatzvoraussetzung richtigqg.

(2) Hat jede Einschrénkung von X auf einen projektiven H&chst-
raum die angegebenen Eigenschaften,und gilt [Im(¢)| = 2, so gibt
es nach Satz 3.1 ein d-Biischel *b, = d[*'T,, % JeD(X). Es sei
4b, = d[¢-1r, AHH,]eD (Y) -

Sind d""Hi (i=1,2) benachbart, so gilt d‘”H1r'a““"H2 =: 45, Die
Einschrénkung 'x_ld[‘*"‘*Hi] besitzt einen Teilraum d[“Ai,**‘Hi] als

Ausnahmemenge.

Nehmen wir ¢SeD(g) an, so gibt es einen Unterraum "“TBc:‘S, der
zu 1Ai windschief ist; daher gilt "Si i= d["1T3,4"‘“Hi]cD(x) (i=
=1,2) und A('x!d[d-‘4T3]) = d[d-4T3,n'2A3]. Bei der Projektivitit

A ~ TN
"-b1 =" b, ﬁ5‘b2 %" ‘bz haben zugeordnete d-R&ume denselben Bild~

punkt unter % , das heist 4b.y = 4by.

Gilt 4Sea(x), so existiert ein d-Raum ‘*51:‘““H1, fiir den 4S1n"'82 P
A, (i=1,2) gilt. Dann ist *S.eD(y), und nach Hilfssatz 3.2 gibt
es mindestens ein d-Feld d[d'“H3] mit "-S1<:"*"H3C‘MH1V“*“H2 und
rg(‘xld["‘“H3]) 2 1, Nach Konstruktion folgt ‘*‘Hzn‘*‘”H3 =: SeD(x).
Mittels eines d-Bischels %b,cd[*IH ]nD(y) erkennen wir wie vor-
hin %b.x = 4byy = “bzx.

Sind die Hiillen jedoch nicht benachbart, so wdhlen wir in 941 Hy
einen d-Raum dXiD‘“H1n°‘”H2 und Punkte °Qic"‘Hi windschief zu *X,.
Wir erhalten &y, := '*xiv °Q1v°Q2 mit ‘*’Via“"‘Hi und 42V, # dl'*9-v2.

Die Mengen (d+1)[¢ Xi,‘\*”'vi] (i=1,2) sind perspektiv zum Teilraum
O[°Q1v°Q2] von °T. Da dieser nach der Zusatzvoraussetzung mindestens
finf Elemente besitzt, folgt mit Hilfssatz 3.2, angewendet auf
d["'X,‘“'sz:] die Existenz eines Punktes °ReO\'_°Q1v °Q2] mit rg(yl d[d'Xiv
V°R]) = 1 (i=1,2). Es gilt dist("-X1v°R,4X2v°R) = dist("-“"H1,¢’~”H2) -
- 1; wiederholte Anwendung liefert eine Nachbarfolge von 4+‘H1
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nach ‘“‘“HZ, und es folgt dbﬂ. = dby.
Ist dXoelD (¢) und gehdrt dxo
so erhalten wir mit Hilfe einer geeigneten Projektion ®':§' - {‘XOXE

keinem ausnahmefreien d-Biischel an,

eine lineare Abbildung %' vom Rang O, flir die %Z€D(yx') mit
*Zedb1 , 42y # ¢Xox gilt. Die Ausnahmemenge A(y) ist in A(x®') ent-
halten. Nach Satz 3.1, Beweisschritt (2) gibt es eine Nachbarfolge
{4le j=O,...,l} von '*XO nach 4Xl := 42, deren Elemente in D(xx')
liegen. Durchlaufen wir die Folge der d-Biischel de'*Xj von 94X _d4x

+1 0
beginnend, so sei 4x d4X das erste d-Bilischel, welches ein Ele-

k Tk+1
ment %M besitzt, das einem unter % ausnahmefreien d-Biischel an-
_1*X; hat 92 diese Eigenschaft ) Gilt
dy o d = i
Xk Xk+1: ID(X) , so folgt XO'X kaébfx’ und filir k k+1¢D(7(_)

3 1 d == d = d d
ergibt sich Xox ka Mye b1x.

gehdrt. (Spdtestens in ‘*Xl

Aus dem letzten Beweis folgt der fiir N € 3 triviale

SATZ 3.4. Gilt rgy = 1, so ist fiir je zwei d-Biischel d'b dp c D (%)

—_— = 2

die Abbildung 6 := (xldb1) 'de'bz) =1 eine Projektivitit.

3.4 Fir lineare Abbildungen mit nicht kollinearen Bildpunkten zeigen
wir

SATZ 3.5. Gilt rg¥ ® 2, so ist fur je zwei d-Biischel 4b,, %b,c D(y)
und flir jede Projektivitidt s':“b1 > "bz auch die Abbildung 6:=
1= (7(,("~b1)s'(7([4b2)-1 eine Projektivitit.

Beweis. Fiir N € 3 ist das trivial. Gilt N 2 4, so gibt es nach

Satz 3.3 einen projektiven Teilraum °“!3l1cD('x) mit rg (x]‘ﬁh) = 2,
Sind '*b1 , elbch(x) gegeben, so wihlen wir ein d-Biischel °‘b3c.‘ﬁ1
und setzen ‘*b = d[‘““T:l ““”‘H] (3=1,2,3). Wie in Beweisschritt (2)
von Satz 3.3 konstruieren w1r Nachbarfolgen {4ty llj=0,...,l }
von “'-*'1H:J nach ‘*HH3 (3=1,2), wobei alle d-Felder d["’”Y ] ein aus-
nahmefreies d-Blischel besitzen; das ist mdglich, da A(Y) Teilmenge
der Ausnahmemenge einer linearen Abbildung vom Rang 1 ist. 2Zu
zweil ausnahmefreien d-Blischeln mit benachbarten Hiillen k&nnen wir
wie im Beweis von Satz 3.3 ein Produkt von Perspektivitdten so-
angeben, daB alle beteiligten d-Biischel D(x) angehdren. Diese
Kette von Perspektivitdten induziert in T' eine Kette von Per-
spektivitdten oder Identitd@ten der entsprechenden Bildpunktreihen.
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Insgesamt erhalten wir Projektivit&dten 6. 3-“b1 > db3 (3=1,2) so,
daB auch 6"3 t= (xl“b ) 1 (x\db ) progektlv sind.

Jede Progektlvn.tat &' ‘b1x > '*b o% 1ld@8t sich dann in der Ge-
stalt €' = 6i3o‘é€:'23—1 darstellen, wobei 6‘3 eine projektive
Selbstabbildung von db3 ist. Da 7(!“311 eine Kollineation ist,
folgt unter Benfitzung des Verkiirzungssatzes [1, S.143] das 63 =
1= (Xl"b3)6§('xl‘b )"1 projektiv ist. Nach kurzer Rechnung ergibt

. -1 . C g
sich dann ¢ = 6130’3623 als Projektivitdt.

Damit sind wir nun in der Lage zu zeigen, daB es gewisse lineare
Abbildungen nur aus der d-Geometrie eines Pappos-Raumes geben kann.

SATZ 3.6. Ist x:“ﬁl('ﬂ‘) + 4' eine lineare Abbildung aus dem GraB8-

mann-Raum *T in W', und existiert sowohl ein d-Biindel als auch ein

d-Feld derart, daB die Einschrdnkungen von § auf diese beiden

projektiven HOchstr&dume beide mindestens vom Rang 2 sind, so sind

T und ' notwendig projektive Pappos-Rdume.

Beweis. Wir k&nnen in den angesprochenen projektiven HOchst-
rdumen zweidimensionale projektive Tellraume 'U(.1 el'Ui. c D(y) wdhlen.
Eine projektive Kollineation P“' afi, 'X. > u K. J.nduZJ.ert nach Satz
3.5 eine projektive Kollineation p:= ('xld‘m )P" (oxld’\}( ) 1. Es gibt
Perspektivitédten 51 ‘Ul 2> o[2U] bzw. 32 'Ul 2 (n-1 [“'3V] auf
zweidimensionale prOJektlve Teilrdume von °1T bzw. "N . Die projek-
tive Kollineation « := '51-1‘.1-32 kann nach Satz 1.2 zu einer Kol-
lineation wvon °M auf ™MW , also einer projektiven Korrelation
von W fortgesetzt werden. Daher [2,S.48] ist T ein Pappos-Raum.
Gleiches gilt fiir T', da T und TM' isomorphe projektive Ebenen
besitzen.

3.5 Ist y eine reguldre lineare Abbildung aus 4T, so kdnnen wir
¥ o.B.d.A. als Pappos—-Raum voraussetzen. Das zeigt uns

SATZ 3.7. Jede regquldre lineare Abbildung y:dil(Tl') >4

global und injektiv. Aus der Existenz einer reguldren linearen

Abbildung 9% folgt notwendig, da8 T ein projektiver Pappos=-Raum

ist.

Beweis. Ist 94X # 4Y und 4Xy¢ = 4Yy, so wdhlen wir einen Punkt
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0pcdX, °PgdY und eine zu %P windschiefe Hyperebene "*Bo4Y. Nach
(2,3) erkldren wir die Mengen ‘}i (i=1,2,3) und es gilt dann

d: - d d d n+1)
Xope Yye '}184\ }ZK' also rga“((d_,_1

Nehmen wir ferner die Existenz eines d-Raumes %AeA(y) an, so mu8

-~ 1 im Widerspruch zu (2,5).

jeder d-Raum *X mit #A~9X ebenfalls A(y) angehdren, da y|4AX
injektiv ist. Da es von 94A zu jedem Element vondﬁieine Nachbar-
folge gibt, erhalten wir den Widerspruch rgy = -1. nNnach Satz 3.6
ist T daher notwendig ein Pappos-Raum.

Besitzt eine Gerade g' mit Im(y) drei gemelnsame paarwelse ver-
schiedene Punkte X: (1—1 2,3), und ist X1Y mit X2Y benachbart,
so folgt ((X1y )(ng ))x. g', also g“cInMBﬁ Nehmen wir hin-
gegen indirekt an, daB die Urbilder X! x paarweise nicht benach-
bart sind, so gibt es einen Punkt OPCX1X 1, der zu X'X und Xit—1
WIndSChlef liegt und eine Hyperebene"*BJsz 1, welche X1y_1 und
33. nicht umfagt. Nach (2,3) und (2,4) seien 4‘5 (i=1,2,3) und
die Abblf?ungen g,r &, erkldrt. Dann gilt X3K e }3,und X3& 31
bzw. éx €, sind die FuBpunkte der eindeutig bestimmten Treff—
geraden aus X} an [« }134 bzw. [‘%zg] . Das ?rglbt mit X! X =
= 3F gj (j=1,2) den Widerspruch, daB X! Iy (i=1,2,3) paarweise
benachbart sind.

Bezeichnen wir mit «.C4) die Menge aller Geraden g'cIm(y), so
wird 4T durch ¥ isomorph auf den GraBmann-Raum [(Im(y)) :=
1= (Im(y) "'5'8’&) abgebildet.

Sind ¢X, 4Y nicht benachbart, so schneidet die Gerade (4Xg) (2Yy)
die Bildmenge Im(}) in genau zwel Punkten. Eine reguldre lineare
Abbildung ist daher nicht surjektiv.

Die graBfmannschen Koordinaten der Unterr&ume liefern ein Bei-
spiel flir eine reguldre lineare Abbildung y. Die Bildmenge Im(g)

ist dann eine GraBmann-Varietit [4,5.287], [6,s5.255].

4. DER FORTSETZUNGSSATZ

4.1 Im folgenden sei W = (@,y) ein n-dimensionaler projektiver
Pappos-Raum, 4Tl = (*ﬁq“b,e) die d-Geometrie von W (1 € d £ n-2)
sowie g":*m eﬁﬁ eine reguldre lineare Abbildung in die Punktmenge
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eines ( (n+1 T

a+1) - 1)-dimensionalen projektiven Pappos-Raumes T =
= (R, 4'%) Ferner sei ' = (@' ,4:3,) ein projektiver Raum.
Ist y: p %' eine lineare Abbildung , so erhalten wir mit vy

eine lineare Abbildung aus ¢T in W', und flir eine Basis .‘t‘rc Im(y)

von T folgt nach (1,1) rgy = dim'l{(.,[i -.p]) < rg¢y, wegen Im(yy) c
€ Im(y) also

(4,1) rgy = rggy.

Geben wir andererselts eine lineare Abbildung X: dUl > 42 vor, so
liefert x' x eine lineare Abbildung aus dem GraBSmann-Raum F(Im(t))

Es gilt der folgende Fortsetzungssatz:

w -
SATZ 4.1. Ist x-“ﬁl > 4' eine lineare Abbildung und x--'*'Ul 28 eine
reguldre lineare Abbildung, so glbt es genau eine lineare Fort-

setzung y: ’p > @' der Abbildung 8’ X Im(?) "42

Beweis. Wir verwenden das in 2.3 besprochene Induktionsver-
fahren. Fiir lineare Abbildungen aus (endlichdimensionalen) projek-
tiven R&umen ist das Fortsetzungsproblem trivial. Als Induktions-
voraussetzung dient daher im folgenden, daB es fir jeden echten
Teilraum “‘Ul c 4N genau eine lineare Fortsetzung von x- xldu )
gibt, also genau eine lineare Abbildung aus dem Unterraum [d 13’]
in 4'. Ist "'Ul. = d[°pP], d[™'B], u.s.w. speziell ein Hyperbiindel
oder ein Hyperfeld, so bezeichnen wir diese lineare Fortsetzung
im folgenden mit qJP, \VB’ u.S.w.

Jede Einschrénkung von ¢ auf einen projektiven HSchstraum ist
wieder eine lineare Abbildung. Es gibt einen projektiven H&chst-
raum "“%O derart, daB r := rg (xl‘\%o) 2 rg(y|4%) flir alle projek-
tiven H&chstr&ume ‘%C‘ﬁ gilt. In Abh&dngigkeit von r wi&hlen wir
einen Punkt °P und eine zu %P windschiefe Hyperebene "'B und ge-
gebenenfalls einen d-Raum %W derart, daB die linearen Abbildungen
¥p und pp genau eine lineare Fortsetzung \y:ﬁ > 4' besitzen, ge-
gebenenfalls unter der Zusatzvoraussetzung {dw}'x = {dw}T‘Y' Ferner
benlitzen wir die Mengen “}i (i=1,2,3) sowie die Abbildungen &
&, aus (2,3) bzw. (2,4).

17

(1) Gilt r = -1, sO ergibt sich ohne Induktionsbeweis, daB nur
die leere lineare Abbildung aus T in T' die gesuchte lineare
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Fortsetzung ist. Der Fall r = -1 wird im folgenden ausgeschlossen.

(2) Gilt r = 0, so gibt es ein d-Biischel d[¢-'T At H], welches ge-
nau ein Ausnahmeelement %W besitzt. Wir widhlen eine Hyperebene"“B
so, daB %WA™'B =417 gilt und einen Punkt °Pc*H, der weder in 4W
noch in 4 HA™1B enthalten ist. Dann gilt d'We1 = °Pv¥1T und 4We, =
n1BA¥MH, Aus r = O folgt mit Satz 3.1 rg) = O,und wegen dWeielD(x)
(i=1,2) liefert (4,1) auch gy, = rgyp = 0. Da Yo und Ys gemis
(V1) vertrédglich sind, gibt es nach Satz 1.6 genau eine lineare
Fortsetzung y von , und y, mit dvea (y) .

(3) GL1t r = 1, so gibt es ein d-Biischel 4[4T , i H]cD(y).
Wegen n ¢ d-2, kdnnen wir einen Unterraum #2U>44H wihlen; fir
einen beliebigen d-Raum 4W.eD(x) mit-dwzcd“H gibt es nach Hilfs-
satz 3.2 mindestens noch einen von #*H verschiedenen Unterraum
M?Ie(dﬂ)[“'wz 42Ul so, das das d-Feld d[#H] ein aus-
nahmefreies d-Biischel enthilt. Dann hat x|d[**H] einen Teilraum
a[1a,“H] als Ausnahmemenge. Der Punkt °Pc**fi sei weder in dw2 noch
in ?A enthalten; die Hyperebene ™1B wihlen wir komplementir zu °P
durch &y,

Fir 44T mit °PedTec*i ist AT #fH]ep(y), in 4[™B] gilt
af4-r A HleD(y) . Greifen wir aus dfa-1% ,0448] einen d-Raum dW1 mit
dyw # dyw

1 2
(i=1,2) und es gilt 4Wei = 4y

heraus, so gibt es in dW1°lw einen d-Raum 4W # fj‘Wi

2

i
1 kdnnen wir nur rgyq = 1 schlieBen. Fiir rgy = 1 gilt

auch rgy, = rgy, = 1 nach (4,1), und WP’ WB sind gemdn (V3) ver-
trdglich, wie mittels der Geraden §, := d[**f,*“ﬁ]g und §, :=

Aus r

:= d[d-1T d"H]y sowie den S#tzen 3.4 und 3.5 folgt. Die gesuchte
lineare Fortsetzung ist dann durch den bezliglich Yo’ Vg wesent-
lichen Punkt dWx und die zuldssige Bildmenge idwx} eindeutig fest-
gelegt. Flir rgyx = 2 und rgy, = rgy, = 1 gilt nach Satz 3.3 not~-
wendig N € 3. Wie am Ende von 1.3 gezeigt wurde, existiert zur
obigen Angabe genau eine lineare Fortsetzung. Ist Jjedoch etwa
rayy 2 2 und gy, 2 1, so sind ¥p und Y5 nach (V4) vertréglich,
was wieder mittels der Geraden 51, §2 und Satz 3.5 gezeigt werden
kann; ¢ ist wie oben eindeutig festzulegen.

(4) Gilt r 2 2, so umfaBt D(y) einen zweidimensionalen projek-
tiven Teilraum; wir nehmen o.B.d.A. an, daB8 dieser in einem d-

Feld enthalten ist, sonst wird dual vorgegangen. Insbesondere
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besitzt dieses d-Feld ein d-Blischel d[#'T,4"H]lc D(%), und es gibt
einen d-Raum 4W, & (d[4tT]\a[**HI)AD (%) . Aus d4[44T,44H] wihlen wir
einen d-Raum dW2 mit dW2 # dW1 , dann gilt dW14W2c.lD(x). Nun sei
°Pc‘W1, opgdi7, ferner ™1Bo4HH zu %P windschief und schlieBlich
‘Wedw1dW2, dy # dWi (i=1,2), also dWsi = dWi. Nach Konstruktion
gilt rgyp 2 2, also sind L und WP gemdfB (V4) bzw. (V2) vertridg-
lich, je nachdem rgy, 2 1 bzw. rgy, = O gilt. Das ergibt sich,
ebenso wie die eindeutige Festlegung von ¥, wie in den vorher-
gehenden Fdllen.

Falls es also fiir r @ O iberhaupt eine lineare Fortsetzung von
g71w gibt, so ist es die Abbildung ¢, welche in der Menge d[‘P]u
vd["B]u {dw} dasselbe wie ¢ ly leistet, aber auch im d-Biischel
dWe14W52 mit t \y {ibereinstimmt. Fiir dweA(x) ist das trivial.

Gilt 4weD(y), so ist dWe1dWezc(D(x ND(¢y)), und A, ¥y leisten
nach Konstruktion auf mindestens einem d-Bilischel dasselbe. Daher
ist 6:= (xl(dWe1)(dWaz))(x?\(dWe1)(4W52))-1 nach Satz 3.4 oder
nach Satz 3.5 eine Projektivitidt mit den drei Fixelementen 4w,
4we_1, 4We,, also die Identitit.

GemdB 2.3 geniligt es, den Satz fiir n € 2d+1 zu zeigen. Wir
schlieBen den Beweis in 4.2 fiir n € 2d4-1, in 4.3 fliir n = 24 und

in 4.4 fir n = 24+1 ab.

4.2 Fliir jeden Punkt °QecdWa™'B existiert nach Induktionsannahme
genau eine lineare Fortsetzung WQ von y_1 xid[°Q]), daher stim-
men  und Yo auf den windschiefen Unterrdumen @1 := [d[°PV°Q]x]C
c {alerly] und & := [df°,*1Blylc[a[™Bly] tberein, deren Ver-
blndungsraum[d[°Q]t] ist. Da ferner {¢Wiyy = {dwivyb gilt, sind
¢ und Yo nach Satz 1.4 (FuBnote (3)) fasergleich und leisten
wegen erl(dWe1)(‘Wez) = X“H(*Wa1)(4Waz) dasselbe; das ergibt
faxtypy = {4x}y fir alle 94xed(°0Q].

Ist speziell n £ 2d-1, so besitzt jeder d-Raum einen nicht-
leeren Durchschnitt mit 4Wa™B, so daB in diesem Fall Yy eine

lineare Fortsetzung von x:uy ist.

4.3 Wir setzen n = 2d voraus. Mit 4.2 und auf Grund der Konstruk-
tion von ¢ ist {4Xiyy = {4X§x nur noch fiir solche 4Xe*X nachzuwei-
sen, welche zu 4Wn24~1B und °P windschief sind. Wegen n = 24 er-

halten wir dann Schnittpunkte %S := %XA4W und %S, := 9XndWe., mit

1 1
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°s, °S1,°P nicht kollinear.

Die Einschrédnkung von ¥ auf den projektiven Teilraum d[°p,
dwvoP ist wegen dWe1eD(x) keine leere Abbildung, so daB ihre
Ausnahmemenge in einer Hyperebene ‘u. = d[1A,4Wv°P] des Teilrau-
mes enthalten ist. Auch ‘n. = dppye S, ,9Wv°P] ist eine Hyperebene
dieses Teilraumes, und es glbt in 1hm einen d-Raum 4Y¢4u1u%u2
das heiBt 4YatA = dYn(°Pv°S1) = 0P, Dann existiert 9Q := dYn
n(°Sv°S1) = dYndX; nach Konstruktion gilt 4Ye D(y).

Da 4X und damit auch °Q zu 4Wn24-B windschief ist, k&nnen wir
d7 .= (dWn2d-1B)y9Q bilden. Nehmen wir indirekt4z = 4Ws1 an, so
folgt mit °S1 = %9cdY ein Widerspruch zu dYé‘QE Wegen dZe(4Wa1)
(4Wez) ist 4zZeA(y) nur fir r = O und dz = dw, also % = %
méglich.

(1) Gilt 4zeD(y), und sind 24-'c2dz (i=1,2) verschiedene
Hyperebenen mit °Pc144c1, °P¢144C2, so leisten y und Yo in{df[®Q,
zd4ci]x] dasselbe, da auf Grund des Dimensionssatzes jeder in
2¢4C enthaltene d-Raum 9Wa2d-B schneidet. Die Teilrdume d4[?Q,
24-4C, ] haben dZeID(x gemeinsam, so daf nach Satz 1.3 in 5} :=

‘fd[°Q 24-1c,1¢lv [afeQ,24- “1C,1ylelareQly] gilt yig, = le421
ner leisten ¢ und g, in ﬁz := [dl9PveQly] dasselbe. Mit 244C1D
24zv9P = dWy°PD4Y erkennen wir 4Yed[°Q,24-1C ]nd[°Pv°Q], also dYe
e#ﬁnﬂz Wegen dYelD(-x) folgt dYxeD(y und Satz 1.3 liefert wl@1

& =y r&1v@2 Setzen wir dX, := (an1¢4C )v°P und 4X, :=
:= (de"P)n?-d“c so gilt dXedX1dX2, also dxxegvpz, was {4Xfgy =
{axfy ergibt.

(2) Gilt 4Zem(y), so wihlen wir einen zu dy komplement&ren
Unterraum 4-{M mit °S1c**Mc4X Das d-Biischel d4b := d[d-4M,4xveP]
ist zum Geradenbiischel 1[° S1,°S1V°PV°Q] perspektiv. Fir dXe"b =
dp\§4xt gll1:°s1 1= 4Xnd we, = s1, so daB 4yndx =: 9Q # 9Q folgt.
Erkliren wir 47 := (dwa2d1B)v0Q, so ist 4% # 4ZeD(¢) und nach
(1) {4%1py = {4xiy. Aus yyp®8 = y[45 folgt yyldb = gl4b, also
faxipy = {4xiy.

27

4.4 Ist n = 2d+1, so erhalten wir beim Dualisieren wvon S&tzen
der d-Geometrie wieder Sdtze der d-Geometrie. Insbesondere gilt
dual zu 4.2 fiir alle Hyperebenen 2dp2dWv% daher @i[d[2dD]y]l =
= Y. Wir missen also {4x}yy = {4x¥y nur noch f#r solche d-Réume
4X nachweisen, die sowohl zu %P als auch zu 4Wn2dB windschief
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sind und (dual) sowohl mit 2¢4B als auch mit 4Wv°’P den ganzen Raum

aufspannen.
Fiir andwe1 # @ existiert eine Hyperebene 2"CD‘*W&.]v“‘X. Die Ab-
bildungen ¢ und ¢, stimmen in den Unterrdumen ﬁP := [dl°p,2d4c]y]

undqﬁR := [d[°R,24Cly] tiberein, wobei °Rec9Wn24B beliebig gewihlt
werden darf. Wegen dWe.]elD('x) leisten ¢ und Yo auch im Unterraum
ﬁévﬁﬁ nach Satz 1.3 dasselbe. Wir k&nnen den Punkt °R insbeson-
dere so wihlen, dafdXa(°Pv°R) # @ erfiillt ist. Hilfssatz 2.1
liefert 4Xed[°Pp,24C]vd[°R,24 C], also ngeﬁpvﬁR, womit in diesem
Fall {9x{gy = {4X%y nachgewiesen ist. Dual folgt {¢xXtyy = {4x}y
fiir alle 9Xedd) mit dXv“Wsz # §,was wegen n = 2d+1 zu ‘*Xr\‘\Ws,2 #¢
dquivalent ist.

Es verbleiben nur noch solche d-Riume 4X zu untersuchen, wel-
che 4Wy°P in einem Punkt °Q¢ﬁWe1, dWez schneiden. Die Abbildung
xldl4wveP] besitzt einen Ausnahmeraum d{%a,4wver]. WegendW£1eD(x)
gilt g 2 0.

(1) Ist °Q # %A, so wdhlen wir Punkte °S1C“WnldB und °SZCqA
mit °82 # °Q, sowie einen zu beiden Punkten windschiefen Unter-
raum 42 mit °Qc¢chWv°P. Daher gilt 94zeD(%) und dim(4ZneWn24B) =
= d-2, so daB die (d-1)-Riume danWei (i=1,2) verschieden sind.

Es gibt also einen Punkt °Q1ch& ndZ, der nicht in dWezndZ liegt.

1

Wir erhalten (°QV°Q1)ﬂdW&2ndZ 1= 0Q, # °Q1. Wie bereits gezeigt
wurde, gilt yo. =Vl [al°Q, Iyl (i=1,2). Ferner ist 4Xvdz =: 24E
eine Hyperebene, also leisten y, und ¥ in ﬁi 1= [d[°Qi,2dE]x]

dasselbe. Mit 4ZeD(y) und Satz 1.3 folgt, daB ¢ und Y auch im
Verbindungsraum 51\»132 Ubereinstimmen, in dem "‘Xy»nach Hilfssatz
1.2 liegt.Das ergibt {dxigy = {4xiy.

(2) Ist °Q = 3, also g = 0, so muB r = Q und C%AcdW sein, da
nur in diesem Fall das d-Biischel (dWe1)(4Wez) ein Ausnahmeele-
ment, nimlich genau 4W, besitzt.

Ein zu 4Wv°P komplementirer Unterraum %M und eine Gerade 1Gc
C4WvOP ergeben das d-Biischel dfd-iM,41Myv*G] =: 4b; da ¢ und ¢
nach (1) in @b\ {dX} tbereinstimmen, folgt damit auch ¥¢i%b =
= x[4b, also {4xyy = {4xtx.

Damit haben wir den Fortsetzungssatz bewiesen.

4.5 Ist % insbesondere eine reguldre lineare Abbildung, so ergibt
sich als lineare Fortsetzung  nach (4,1) sogar eine lineare In-
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jektion. Es gibt also, von kollinearen Umformungen abgesehen, ge-
nau eine reguldre lineare Abbildung von 42 und die Bildmenge je-
der reguldren linearen Abbildung ist eine GraBmann-Varietdt.

Flir jede lineare Abbildung X lassen sich die Ausnahmemenge
Alx) und die Fasern von X mit Hilfe der entsprechenden Mengen der
Abbildung\y beschreiben. Gilt speziell rgy = 0, so ist A(x) ein
linearer Komplex von d-Rdumen [4,5.322]. Wir kYnnen daher fol-
gende einfache geometrische Kennzeichnung der linearen Komplexe
geben:

Eine echte Teilmenge 4M von 4l ist genau dann ein linearer
Komplex von d-Riumen, wenn 9M mit jedem d-Biischel nichtleeren
Durchschnitt besitzt und mit je zwei benachbarten d-Riumen 94X, Y
auch das Blischel 4X4Y enth#lt. Durch 4 wird ja genau eine
lineare Abbildung % vom Rang O mit A(y) #= 49 und ‘Xx:= 4Xoe€ﬁ
fir 4XgA(y) festgelegt.

Setzen wir speziell T als reellen dreidimensionalen projek-
tiven Raum und 4 = 1 voraus, so gilt dimT = 5; dann ist ¥ das
Kleinsche Ubertragungsprinzip der Liniengeometrie und Im(y) die
Kleinsche Hyperquadrik [7]. Klassifiziert man die Schnittvarie-
tédten Im(x)nia flir alle Unterrdume i% von ﬁ, sO sind 21 wesent-
lich verschiedene Fille zu unterscheiden [ 7], was auf 21 wesent-
lich verschiedene lineare Abbildungen aus 1) mit (Im(&)r\ﬁ‘l)g1
als Ausnahmemenge fiihrt. Nach [3] sind jedoch die Fasern einer
linearen Abbildung durch ihre Ausnahmemenge allein nicht not-
wendig festgelegt.

In der Literatur wurden zahlreiche Beispiele linearer Abbil-
dungen ausfiihrlich besprochen. Wir verweisen auf [3] und die

dort angegebenen Arbeiten.
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