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KURZFASSUNG

Ist T ein n-dimensionaler projektiver Raum, so heillen zwei
d-dimensionale Unterrdume benachbart, wenn ihr Schnittraum
mindestens (d-1)-dimensional ist. Die Menge 42 () aller
d-dimensionalen Unterrdume von M (1 £ d € n-2) versehen mit
dieser Relation ergibt die Geometrie der d-dimensionalen
Unterrdume von T, jede dazu isomorphe Struktur heifllt ein
GraBmann-Raum. ‘ Y

H. BRAUNER hat lineare Abbildungen aus einem projektivén
Raum in einen projektiven Raum definiert. Durch geringfligige
Modifikation dieser Definition erhalten wir eine einheitliche
Kennzeichnung linearer Abbildungen aus einem projektiven
oder graBmannschen Raum in einen projektiven Raum und
diskutieren lineare Abbildungen aus einem GraBmann-Raum unter
Beniitzung der Geometrie der d-dimensionalen Unterrdume von T.
Die Existenz gewisser linearer Abbildung ist &quivalent dazu,
daB T ein Pappos-Raum ist. Setzen wir T als pappossch voraus,
so existieren insbesondere regulédre lineare Abbildungen 9¥, die
dadurch gekennzeichnet sind, daB ihre Bildmenge Im(}) einen
((giq)-ﬂ)-dimensionalen Unterraum eines projektiven Raumes
aufspannt. Die Bildmenge Jjeder reguldren linearen Abbildung
ist eine GraBmann-Varietat.

Jede lineare Abbildung aus der Geometrie der d-dimensionalen
Unterrdume eines n-dimensionalen projektiven Pappos—Raumes
ist Produkt einer regularen linearen Abbildung 9 in einen
((3:1)—1)—dimensionalen projektiven Raum T und der Einschrénkung
einer linearen Abbildung aus T auf die Bildmenge Im(y). Jede
lineare Abbildung aus einer Gralmann-Varietdt kann daher zu
einer linearen Abbildung des Gesamtraumes fortgesetzt werden.
Zum Bewels bendtigen wir eine Reihe von Hilfss&@tzen Uber

lineare Abbildungen aus projektiven Riumen.

Im Sonderfall der Geometrie der Geraden eines dreidimensionalen
reellen projektiven Raumes existieren 21 wesentlich verschiedene
Typen linearer Abbildungen.
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VORWORT

Jede Kollineation bildet einen projektiven Raum isomorph
auf einen projektiven Raum ab.

Eine Definition homomorpher Abbildungen eines projektiven
Raumes auf einen projektiven Raum wurde von W. KLINGENBERG
angegeben und von F. RADé verallgemeinert. Falls Ur- und Bild~-
raum desarguessch sind, wird jeder Homomorphismus durch eine
"verallgemeinerte semilineare Abbildung" der zugehOrigen
Vektorrdume beschrieben (vgl. [14],[15],[16]). Diese
Homomorphismen sind globale Abbildungen; mindestens eine
Basis des Urraumes wird bijektiv auf eine Basis des Bildraumes
abgebildet. Vgl. dazu auch [13,S.155].

Eine andere Verallgemeinerung des Kollineationsbegriffes
sind die sogenannten linearen Abbildungen aus einem projek-
tiven Raum in einen projektiven Raum. Sie wurden zundchst als
Produkt einer Projektion und einer® Kollineation
erkldart oder durch die Linearitdt der Abbildungsgleichungen
gekennzeichnet  (vgl.[81,[91).

L. ECKHART und F. REHBOCK fanden unabhingig voneinander
Beispiele "linearer Abbildungen" aus der Menge der Geraden
eines dreidimensionalen reellen projektiven Raumes auf eine
reelle projektive Ebene (vgl.[8],[91,{17],[18]). Eine lineare
Abbildung aus der Geradenmenge eines dreidimensionalen reellen
oder komplexen projektiven Raumes in die Punktmengé dieses
Raumes gibt F. HOHENBERG in [12] an.

Allgemein kdénnen lineare Abbildungen aus der Menge der
d-dimensionalen Unterrdume eines projektiven Pappos-Raumes
mit Hilfe der zugehOrigen GraBmann-Varietdt konstruiert wer-
den, wie H. BRAUNER in [3] bemerkte.

Auf F. REHBOCK geht eine geometrische Beschreibung linearer
Abbildungen zurilick, die jedoch auf den dreidimensionalen
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reellen projektiven Raum zugeschnitten ist (vgl. [17]).

Eine Kennzeichnung der Projektionen eines endlichdimensionalen
projektiven Raumes durch innere Eigenschaften gibt

H. TIMMERMANN in [22] an. Von H. BRAUNER stammt eine geometrische
Definition linearer Abbildungen aus einem projektiven Raum

in einen projektiven Raum (vgl. Abschnitt 1).

In dieser Arbeit soll eine geometrische Kennzeichnung
linearer Abbildungen aus der Menge der d-dimensionalen Unter-
rdaume eines endlichdimensionalen projektiven Raumes angegeben
werden, sodaB alle bekannten Beispiele linearer Abbildungen
erfal3t werden.

Lineare Abbildungen sind nicht notwendig global. Die ver-
wendeten Begriffsbildungen fir nicht notwendig globale Ab-
bildungen sind im Anhang (S.98) zusammengefaBt. Alle bendtig-
ten Hilfssdtze liber lineare Abbildungen aus projektiven
Raumen sind in Abschnitt 1 gesammelt.

Ich mochte an dieser Stelle meinem Lehrer, Herrn o.Prof.
DDr. H. BRAUNER fir die wertvolle Unterstiitzung bei der
Abfassung und Ausarbeitung dieser Dissertation aufrichtigst
danken.

Ferner gilt mein Dank dem derzeitigen Rektor der Technischen
Universitdt Wien, Magnifizenz o.Prof. Dr. W. NOBAUER fiir
die Ubernshme des Korreferates.



INHALT
1 LINEARE ABBILDUNGEN AUS PROJEKTIVEN RAUMEN
.1 Definition linearer Abbildungen
.2 TFortsetzung von Kollineationen
. Fortsetzung linearer Abbildungen
2 GRASSMANN - RAUME
2.1 Vorbemerkungen
2.2 Geometrie der d-dimensionalen Unterridume
2.3 Nachbarfolgen
2.4 Projektive HOchstraume
2.5 Isomorphismen
2.6 GraBmann-Raume
2.7 Teilraume
2.8 Projektivitaten
3 LINEARE ABBILDUNGEN AUS GRASSMANN - RAUMEN
5.1 Definition linearer Abbildungen
3.2 Projektionen
3.3 Lineare Abbildungen mit hochstens einem Bildpunkt
3.4 Lineare Abbildungen aus der 1-Geometrie eines
dreidimensionalen projektiven Raumes
3.5 ILineare Abbildungen mit mindestens zwei Bild-
punkten
4 REGULARE LINEARE ABBILDUNGEN
4.1 Die Bildmenge einer reguldren linearen Abbildung
4.2 GraBmannsche Koordinaten
4.3 Der erste Fortsetzungssatsz

\n

23
25
30
34
36
42

47

49
55
54

o6

o4

73
75
78



5 DER ZWEITE FORTSETZUNGSSATZ
5.1 Problemstellung

5.2 ZXonstruktion
5.3 Beweis fir n
5.4 Beweis fir n
5.5 Beweis fiir n
5.6 Anwendungen

- ANHANG
LITERATUR

einer moglichen Losung

£

24d-1
24
24+1

VI

83
85
89
90
93
95

98
29



-]

1 LINEARE ABBILDUNGEN AUS PROJEKTIVEN RAUMEN

1.1 Definition linearer Abbildungen

1.1.1 Bs seien M= (R,4) und M = (R',q') zwei projektive
Réume. und y:f » Q' sei eine nicht notwendig globale Ab-
bildung. Dann ist fiir jeden Punkt Xe@ die Menge {Xly defi-
niert; gehdrt X der Ausnahmemenge A(y) an, so ist {Xly = g,
wohingegen flir jeden Punkt X der Definitionsmenge D(y) gilt
{xly = {xy}. |

Sind ’m,] und 'm2 Teilmengen von®, so kdnnen wir die Ver-
bindungsmenge 'l‘n,lv'm2 bilden (vgl. [1,8.93]). Speziell fiir
zwei verschiedene Punkte X, Y ist {X}v{Y} dde eindeutig be-
stimmte Gerade, welche X und Y enthdlt; auBerdem gilt Mv@ =
= fyvM =M fiir alle Mengen McA.

1.1.2 Definition: Sind M= (P,o&) und T' = (‘p',u&’) zwei projek-
tive Rdume, dann heiBt eine Abbildung y:R» @' 1l ine ar,
wenn sie folgende Bedingungen erfiillt:

(1) ({XIviYhy = {x¥yvivly fiir alle Punkte X # Y und X,Yek.
(L2) 1Ist {X}y = {Y}y riir zwei verschiedene Punkte X,Y,
so existiert stets ein Punkt AeiXiviY} mit {Aly = 4. 1)

Diese Definition linearer Abbildungen stimmt mit der auf
“H. BRAUNER zuriickgehenden Definition nicht vdllig iiberein.
Von formalen Unterschieden abgesehen nennt BRAUNER eine
Abbildung linear, wenn sie (L1) erfiillt und mindestens zwei
verschiedene Bildpunkte besitzt.?) Jede solche "lineare"
Abbildung erfiillt dann (I2) (vgl. dazu [1,8.150] %), [3], [4]).

1.1.3 Flir jeden Unterraum Rcp ist die Einschrénkung v,
ebenfalls eine lineare Abbildung, da ’p,] mit je zwei ver -
schiedenen Punkten auch deren Verbindungsgerade enthdlst. ')
Ist g eine Gerade mit zwei verschiedenen Ausnahmepunkten A,]—,AZ,
so folgt gy = ({Alvia,Dy = {adyvisly = gvp = g; die Gerade
g besitzt deshalb nur Ausnahmepunkte, und die Ausnahmemenge A(q;)

ist daher ein Unterraum von T.

© 1) Fir Xly = {Yly = @ ist (L2) trivial.

%) Bilden wir alle Punkte eines mindestens eindimensionalen projektiven Raumes auf
einen Punkt dieses Raumes ab, so erfiillt diese globale Abbildung zwar (11) aber .
nicht (L2).

3) In [1] werden die linearen Abbildungen als "singuldre Kollineationen" bezeichnet.

4) Diese fiir das folgende wichtige Aussage 1st ein Grund der gednderten Definition
einer linearen Abbildung.
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Trigt eine Gerade g genau einen Ausnahmepunkt A, so besitzt
sie mindestens einen Punkt PeD(y). Mit (L1) gilt gy =

= ({AlviPY)y = {AlyviPly = @viPyl. Flir jeden von A und P
verschiedenen Punkt Xeg ist dann Xy definiert,und aus gy =
= ({PIviX )y = {Plyvixiy = iPy}v{Xw} = {Pyl folgt Py = Xy;
y ist dann nicht injektiv. Gehdrt eine Gerade g ganz der
Definitionsmenge D(V) an, so ist ylg nach (L2) injektiv.

1.1.4 Besitzt eine injektive lineare Abbildung einen Aus-
nahmepunkt, so ist sie nach 1.1.% eine leere Abbildung, und
ungekehrt ist jede leere lineare Abbildung injektiv.

Eine nichtleere lineare Abbildung Q:® -+ %' ist daher stets
global; wir nennen ¢ kurz eine lineare Injektion. Fir
[Im(p)l = 1 ist der Urraum IT notwendig einpunktig; gilt je-
doch |Im(q)l A 2, so ist ¢ auch "linear" im Sinne der
Definition von BRAUNER und gleich einer Kollineation.")

Die Bildmenge Im(9) jeder linearen Injektion ¢ 1ist daher
ein Unterraum von T' (vgl.(1,S.151]).

1.1.5 Definition: Sind R, und‘ﬁq komplementére Unterrdume
eines projektiven Raumes T = Cp,qp, so nennen wir die
Abbildung m: 9 » f, mit {xn} := (@ viX}Ing,, fir alle
Xep\p, die Pro jek tion vonT aus dem Zentrum

R4 auf f,.%)°)

Im Gegensatz zur iiblichen Definition (vgl.[1,85.147])
setzen wir §1 nicht als echten Unterraum voraus. Es kommt
daher der Fall hinzu, daB-'ﬁ,I =pund R, = @ ist; dann ist
die Projektion m eine leere Abbildung und daher linear.

Fur 2, # @ 1ist ebenfallsﬁ1 die Ausnahmemenge der
Projektion und diese erfiillt (I1) (vgl.[1,8.149]) und (IL2):
Sind n#mlich X,Y zwei verschiedene Punkte mit {X}y = {Yly #
# @, so schneidet die Gerade XY *) den Ausnahmeunterraum @,
da dieser eine Hyperebene des projektiven Raumes WC§1V{X}) =
= (ﬁqv{Y}) ist (vgl.[1,8.997).

1) Hier geht erstmalig die vereinbarte Gieichheit von Abbildungen ein (vgl. Anhang).
Eine lineare Injektion ist nicht notwendlg surjektiv; eine Kollineation ist stets
surjektiv.

2) vVgl. dazu auch die von H. TIMMERMANN angegebene Kennzeichnung der Projektion durch
innere Eigenschaften [22].

3) Die Surjektivitdt einer Projektion ist wegen X = Xn riir alle XEQ erfiillt.

%) TFir zwei verschiedene Purkte X,Y bezeichnen wir die Verbindungsgerade ivafY}
“auch mit XY.
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1.1.6 Sind T= (R,9), T' = (R'y9') und T" = (p",y") projek-
tive Rdume und y,:Q» Q' sowle y,:Q' =» Q" lineare Abbildungen,
so gilt fir je zwei Punkte X,Ye}P

(XD dy, = (IX3p,viTIy, )y, = (Xy,p,v X3y u,.

Ist {X}W1W2 = {Y3y,y, # @ fir zwel verschiedene Punkte X,Ye?,
so existiert nach (L2) fiir {X}y, = {Yly, ein Punkt AefXiviy}
mit {A}W1 = @, was §A§W1y2 = @ mit sich zieht; gilt jedoch
iXiwq # iYEwa, so trdgt die Verbindungsgerade dieser beiden
verschiedenen Punkte einen Punkt A' mit {A'iwa = @.

Dann ist jedoch waXY eine lineare Injektion,und fiir den
Punkt X := A'(y,1X0)7" gilt (Kb p, = 0.

Die zusammengesetzte Abbildung y1y2rp>>ﬂ" ist daher linear.

1.1.7 Es seien T = (P,4) und T' = Cp',%') projektive Rdume.
Dann gilt folgender Hauptsatz iliber lineare Abbildungen:

Jede lineare Abbildung y:® » Q' ist Produkt einer Projektion
TR » @, von T aus dem Zentrum A(y) auf einen zu A(y)
komplementédren Unterraum @1 und einer linearen Injektion
Q:, > 4.
Beweis: Jede lineare Abbildung, die mindestens zwel verschie-
dene Bildpunkte besitzt, ist "linear" im Sinne der Definition
von BRAUNER und besitzt nach [3] die geforderten Eigenschaften.
Es verbleiben daher nur zwei Typen von trivialen linearen
Abbildungen:
(1) @ ist eine leere Abbildung. Die Projektion m:R » @ aus
dem Zentrum 9 auf den leeren Unterraum von T, zusammenge-
setzt mit der leeren linearen Abbildung Q:% » R', stimmt
mit y Uberein.

(2) Die lineare Abbildung w:f2 » ' besitzt genau einen Bild-
punkt; dann existiert ein Punkt PeD(y)cR mit Py := P'.

Jede Gerade durch P besitzt nach 1.1.3 genau einen Schaitt-
punkt mit dem Ausnahmeunterraum A(y), der also eine zum
Unterraum {P} komplementire Hyperebene ist.

Nehmen wir die Projektion n:R = {P% aus dem Zentrum A(W) und
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ferner die lineare Injektion @:{P! 3 {', welche Pq = P'
leistet, so gilt y = nQ. /7

Wegen Im(y) = Im(q) ist nach 1.1.4 die Bildmenge Im(y)
stets ein Unterraum von T'. Das ermdglicht

1.1.8 Definition: Die Dimension des Bildraumes Im(y) einer

"linearen Abbildung heiBt R a n g der linearen Abbildung y.

Wir bezeichnen den Rang einer linearen Abbildung y mit rgy .
Dann ist -1 ¢ rgy £ dimll.

1.1.9 Sind M, und M, Teilmengen von &, so gilt M v, =

= MumMou(U(EXIv X0 X 4EMq A Kt m,)) (vgl.[1,8. 95]), ist y
eine lineare Abbildung, so folgt (Myvin, )y =

= ,]tpu'mgwu(U(({X,]}v{XZ} )Lplx,]e’m,]/\ X\EMy)) =

= M pumypu (U v I 1| X em) A XpeMy)) =

= wyuwbq:u(l)({x'}v{x' l ,le"m.ILp f\Xee’melp)) = 1Q"Vq“2'¥

Die Menge ul aller Unterrdume von 1 bildet mit der blnaren
Verkniipfung vV bekanntlich eine kommutative Halbgruppe (ull;Vv)
(vgl. [1,8.95]). Fir jeden Unterraum R,cR ist Lp}‘p,l linear
und daher nach 1.1.7 Quy = Im(q;i’p,l) ein Unterraum von T'.
Die lineare Abbildung y induziert daher einen Homomorphlsmus
¢ von (uW;v) in (uT'3v) mit .9 := Ry -

Fiir jede Teilmenge Mc¥ ist die Verbindungshiille [mM] definiert
(vgl.[1,8.86]1). Aus Mc[M] folgt Myc[Mlyund da [’m]u; ein Unter-
raum von W' ist, gilt aueh [Mylclmly. : ] ’
Ist X'e[Mmly, so existiert ein Urpunkt Xe[m] mit Xy = X'. Der
Punkt X ist bereits von endlich vielen Punkten {M,l, ...,MK}C_WL
abhéngig (vgl. [1,5.87]), das heiBt XeV({Mt|i=1,...,k) und
daher XyeV({M | i=1,...,k)c[My],

Damit gilt insgesamt Mmly = [myl.

Insbesondere fiir eine Basis % erhalten wir aus Im(y) =
= [£ly = [by] die Formel rgy = dim T ([Fwl).
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1.2 Fortsetzung von Kollineationen

1.2.1 Wir betrachten in 1.2 endlichdimensionale projektive
Rdume T = (Q,%) und T' = (p',%') mit 4imT = dimT"' =: n.
Wir untersuchen, ob und in welcher Weise eine Kollineation
eines echten Unterraumes von I auf einen echten Unterraum
von ' zu einer Kollineation von T auf T' fortgesetzt werden
kann.

Vorbereitend zeigen wir folgenden Hilfssatz:

1.2.2 Sind‘p1 und'@2 komplementéare, nichtleere Unterridume
von W und (31,31) bzw. (52,82) Fundamentalfiguren ) von
W(@H) bzw. W(@2), dann ist (£1u52,3) fir alle Hyper-
ebenen B mit BDquBz, welche von‘@,]vB2 und‘P2vB1 ver-
schieden sind, eine Fundamentalfigur von T.
Beweis: Fir %, = {PO,...,Pr} und &, = {Pr+1""’ 0
%= {PO,...,Pr,Pr+1,...,Pn} eine Basis von T. Weiters
gilt R = Qv = ({PolvB V(IP, 43vBs) = (PP, 4)v(B,VvB,y);
nach dem Dimensionssatz ist dimﬂ(PoPr+1) = 1 und dlmW(B VB ) =
= n-2, sodaB die Gerade POP +1 komplementar zu 31 52 1st.

P} ist

Das Hyperebenenbilischel mit dem
Trager B1VB2 ist also zur Punkt-
reihe P Pr+1 perspektiv. Wahlen
wir einen Punkt XeP P +1\{PO,P 1},
so ist B := {X}v(B VB, ) eine Hyper—
ebene mit Bmﬁ% = B und Bnt@ = B3
Nehmen wir némlich indirekt an
anh = Qq, so folgt mit B =

= RviXIvB, = R,v{PylviXive, = ¥ v{P

2’

}v132 = R vR, ein
Widerspruch. Ebenso kann Bn@2 = 82 bewiesen werden.

Damit folgt insgesamt %08 = (£,u8,)nB = (5,nBlu(E,nB) =

= ($40B)v(#,08,) = B8 = 4. /4

r+1

1.2.3 Es seien nun‘br und'@£ r-dimensionale echte Unterriume
von T bzw. T' und «,:{, + ) sei eine Kollineation von T(R_.)

1) Vgl. [1,8.152].
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auf W(p;).‘) Fir r = 1 ist jede Bijektion von‘@r aﬁfi@é
auch eine XKollineation von W(@r) auf'ﬂCpé) und daher nicht
notwendig zu einer Kollineation des Gesamtraumes fortsetz-
bar. Ist jedoch r 2 2 und daher n 2 3, so gilt:

Sind  ({Py+-+,P },B.) und ({Po,...,Pr,Pr+1,...,Pn§,B)
geordnete Fundamentalfiguren von'ﬁ(@ ) bzw. T mit Bnp
und ist ({Pgoty « ooy P Ph gy e s P} } B') eine geordnete
Fundamentalfigur von‘ﬁ' mit B'n®) = B x,, dann existiert
genau eine Kollineation % von Il auf ', welche ", fortsetzt
und die geordnete Fugdamentalfigur (3PgseeesPLyPgs e P 1y B)
auf die geordnete Fundamentalfigur

(§ Pous ++ oy Pt Pr+1,...,P'},B') abbildet.

T

Beweis: .
(1) Die Existenz der geforderten Fundamentalfiguren folgt aus
1 .2.2.

(2) Wir zeigen, daB es hdochstens eine Kollineation % mit den
gewlinschten Eigenschaften gibt. Sind namlich 2« und ® zwei
solche Kollineatiqnen, SO ist*%ﬁfq eine Autokollineation wvon
T, welche die Punkte PO,...,Pn als Fixpunkte besitzt und die
Hyperebene B als ganzes fest 1ldBt. Dariiberhinaus ist jedoch
jeder Punkt der Geraden P P,cf, wegen =ip, = %J@% ein Fix-
punkt, sodalB %qu = id, nachgewiesen ist (vgl.[1,8.155]).

(3) Die Konstruktion der Bollineation % erfolgt schrittweise.
In den Unterrdumen §_ 4 := prv{Pr+1§ und R1 4 := @'vi £+1}'
sind (%PO,...,Pr,Pr+1§,Br+1) bzw. ({Powr,...,Prwr,P 41508, aq)
geordnete Fundamentalfiguren, wenn Wl;ABr+j‘:—'pr+1nB und

B! =R .nB' setzen.

r+1 r+1 ‘
Jeder Punkt Xeb 1\(@ UBr+1> ist

Zentrum einer Perspekt1v1tat

Ix:B.,q * ., und ebenso ist P,

Jjeder Punkt Xﬂc@'+1\(@'uB'+1) 1

Zentrum einer Perspektivitdt 1

KX‘ r+1 +'@£. Zur Vereinfachung , -—1;——” )
der Notation setzen wir T := SP y ’

') Da eine Kollineation von T(p,) auf W(p,) existiert, gilt notwendig r » 1.



und K' = Kﬁl Y
Nun definie ir eine Abbild : '
un _e lnlieren wlr €ine 1 ung %I"f"]' pr_‘_,] -3 ! I‘+1.
Es sei
(1) Xn,,q = X, fir alle Xe, und
. -« » . o '- .o -
(11) Xa,,q := X325 fir alle XeB,  \{..

Fiir Xe@r+1\(@ruﬁr+1) ist 3y eine Kollineation von W(Br+1)
auf*WCgr) und daher ist die Abbildung

W%—1KX-1 Q&$"qr@£ > B],4 eine Kollineation von'ﬂCgé) auf
ﬂ(B£+1). Jeder Punkt Y'efynB, , ist Fixpunkt dieser Kollineation,
sodaB nach [1,5.148] genau ein Punkt X' existiert mit

S = %r‘qu‘qg%rg"“. Wir definieren

(iii) X4 = X' fir alle b

XD A\ (QpuBryq)- [ g
" Durch (i), (ii) und (iii) er- bXeXt,
Rl

halten wir eine globale Abbildung

qr+1:§}+1 +1p£+1, insbesondere \\ ' Sé@ﬁy/

ist Pr+ﬁ%r+1 - Pf+1 und Br+1%r+1= X b

= B£+1. . — "\
Flir jeden Punkt von ¢¥+1 ist

durch Umkehrung obiger Konstruktion der Urpunkt eindeutig
rekonstruierbar, sodafl die Abbildung bijektiv  ist. Es
verbleibt zu zeigen, daB‘%r+1 stets je drei kollineare Punkte
in kollineare Punkte abbildet. Fiir Punktetripel aus @r ist
das trivial; beachten wir ferner, daB fiir alle Punkte XeBr+
der Bildpunkt pr+1 = Xg%rg'-1 ist, so ist die Eigenschaft
auch fiir kollineare Punktetripel aug B

1

4+ nachgewiesen.

Ist schlieflich g eine Gerade, welche weder ianr noch in
Br+ﬂ enthalten ist, so existieren die (nicht notwendig ver-
schiedenen) Spurpunkte G,egnf), und G egnB

g eine beliebige Ebene,deren

r+ﬂ' Wir legen durch
Spuren e, und e, in'@r bzw. B
jedoch verschieden sind. Dann
folgt fir jeden Punkt Xeg\{Gq,Gz}
aus Xiee,]ve2 nach der Definition

or daB pr+1
K A liegen muB. Dabei

ist G,]Ocr+,]e—:e,|'nr+1 und G2%f+1e

€62%r+1 .

r+-

von in der Ebene
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Wehlen wir durch g<eine zweite, von e,ven verschiedene Ebene
mit verschiedenen Spuren fq und f2, so gilt analog, daB
pr+1, G1“&+1 und G2wr+1 Punkte der Ebene f1%r+1vf2mr+1 sind.
Wir sammeln diese Zwischenergebnisse und erhalten

By 1C (84 VO IO E gy v Tty g )+ MIE eqVey £ £4V1E5

ist notwendig e, # f1 oder es # f2; da'%r+1 bijektiv ist,
folgt e %, 4 # £, q oder esn . # f ., 4 sodaB auch die
Verbindungsebenen (eqwr+1ve2Mr+1) und (f1%r+1vf2%r+1) ver-
schieden sind. Der Durchschnitt zweier verschiedener Ebenen
ist stets Teilmenge einer Geraden (vgl.[1,S8.92]), sodaB
BY%nyq eine Menge kollinearer Punkte ist und.jedes Tripel
kollinearer Punkte von g wird auf ein Tripel kollinearer
Punkte abgebildet.

(4) Auf Grund der endlichen Dimension von T liefert wieder-
holte Anwendung der in (3) angegebenen Konstruktionsvorschrift
nach endlich vielen Schritten eine Kollineation %:{ >R

mit den gewlinschten Eigenschaften. 7

1.3 Fortsetzung linearer Abbildungen

1.3.1 Es seien W= (R,y) und T' = (@'y%') zwel projektive
Raume, L, und L, zwei verschiedene echte Unterrdume von T
mit @1v@2 =‘@. Wir untersuchen, ob zwei gegebene lineare Ab-
bildungen qupq’g'p' und ¥4, » R mit y, [ (Rynl,) = Wal(ﬁqnbe)
zu einer linearen Abbildung y:§f» Q' fortgesetzt werden kdnnen.
Jede lineare Abbildung, die gegebene Abbildungen fortsetzt,
bezeichnen wir im folgenden kurz als lineare Fortsetzung dieser
Abbildungen.

1.3.2 Sind die Unterrdume 9, und @, nicht komplementér und
ist der Durchschnitt pqnﬁenD(Wq) nicht leer, so existiert
héchstens eine lineare Fortsetzung y:L > 4' der Abbildungen
¥4 und Yse

Beweis: In'WCae) wdhlen wir einen zu @1nﬁ2 komplementdren

Unterraum 51 aus. In T ist‘§1 zu R, komplementdr und deshalb

nicht leer. Dann existiert aus jedem Punkt Xe@\(@qupa) genau

eine Treffgerade ty an ®, und ¢,.
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Ist erqnﬂe der nach Voraussetzung existierende Nichtausnahme-

punkt von y, (und wg), so ist
 {Qlvty eine Ebene, die 4, und 4, N\
in je einer Geraden 84 bzw. 85
schneidet.

Die Einschrankung von y, auf

die Gerade g; (i=1,2) ist nach
1.1.% und 1.1.8 eine lineare
Abbildung vom Rang 1 oder O. Wir
unterscheiden folgende Falle:

(1) re(y,le,) = ralyslgs) = 1 und gy, # 8oys-
Wdhlen wir zwei verschiedene Punkte 1,2egﬁ{Q}, dann sind

5, ¥,

3,4 mit {3} := 1Xng, und 4t
von g2\{Q}. Soll ¢ eine lineare Fortsetzung von Ya und Yo sein,
so ergibt sich der Punkt Xy notwendig als Schnittpunkt der
Geraden 1y15y2 und 2W14W2'1)

2Xng2 zwei verschiedene Punkte

(2) relyqleq) = relyyley) = 1 und giyq = Boys-
Die Abbildung (qugq)(nggg) 8, > g, ist nach 1.1.4 global
und bijektiv; fiir die Fortsetzbarkeit von Vq und Y, ergibt

¥ =5 ¥
Ty =Xy

1) Die Abbildung q;l(g,‘vgz) ist bereits durch 1 » 1q}1, 2» 24;1, Qe Q‘P‘I = Q:Pz und
4;2]52 hSchstens eindeutig festgelegt.
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sich notwendig, daB diese Abbildung eine Perspektivitidt

mit einem Zentrum A ist. Jede lineare Fortsetzung y von
A notwendig {Xjy = @,und fir

P und W2 leistet dann fir X =
XAng1 zu gelten.

X # A hat Xy = 1y, mit {1} :=
(3) rgly,le4) = 1, raly,sle,) = O.
Die Gerade g5 tragt dann genau einen Ausnahmepunkt A # Q
und {Q}y, stimmt notwendig mit g,y, lberein. Weiters ist

Oy=Qy =Xy ’

fir den Punkt X der Bildpunkt Xy = 1¢, mit {1} := AXng.,

zwingend bestimmt.

(4) rgly,igy) = rglyylgy) = Ou
Da Q kein Ausnahmepunkt von Y4 und.¢2 ist, erhalten wir

B4¥q = Bo¥s =iQ?%'=¥QW2L Die Geraden g, und g, besitzen

®
0w,=0y5=xw

A

je einen von von Q verschiedenen Ausnahmepunkt A1 bzw. >

von y, bzw. wzg,eine lineare Fortsetzung § besitzt daher not-

wendig den Ausnahmeunterraum A1A2

menge Im(y) = {Qw{%.

Aus (1) bis (4) folgt somit: Fiir jeden Punkt XEQ\CP1UQ2) ist

{X}y notwendig durch y, und ¥, bestimmt.

und die einelementige Bild-

7
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1.3.3 Sind die Unterrdume {, und ﬁg nicht komplementdr und
gilt @ n%, ¢ A(y,), so kénnen y, und y, verschiedene lineare
Fortsetzungen besitzen, wie folgendes Beispiel zeigt:

Es seien M= T' eine projektive Ebene der Ordnung N23
(vgi.[1,8.11]) und @1 = 84, 4, = 8, verschiedene Geraden von
MTmit dem Schnittpunkt A. Wir
wahlen einen Punkt Regq\{A} und R 9
definieren lineare Abbildungen
y; 85 »§ durch A(y;) = {At und
Im(y,;) = {RY, (i=1,2). Wegen N23 A —a
gibt es mindestens zwei Geraden

asA. mit a # g;ound jede Projek- 9,
tion m:E@» {R} mit dem Zentrum a
ist einer Fortsetzung von Y, und Yo gleich.

1.3.4 Fir komplementédre Unterrdume @1,m2 ist mit Jjeder
linearen Fortsetzung Y:R » {' auch die Abbildung ny eine
lineare Fortsetzung von Y, und ¢,, falls %:£ 3 @ eine
Kollineation mit (¥ und Qe als Fixpunktunterriumen ist. )

Wir nennen einen Punkt We{h\(R,uf,) bzw. die Menge {Wj
bezliglich der linearen Abbildungen Y, und Yo wesentlich,
falls die FuBlpunkte W,],W2 der Treffgeraden aus W an L, bzw.
@2 keine Ausnahmepunkte von y, bzw. Y, sind. Fir W, ¥4 # Wy
be;eichnen wir jede Menge W'Y mit W'E(quq)(wzwg)\{wqwq,Wng}
als zuldssige Bildmenge von {W}; gilt jedoch Wayq = Wops,, sO
sei nur die leere Menge eine zuldssige Bildmenge von {W}.

Sind die Bildmengen Im(y,), Im(wg) verschieden und ein-
punktig, so besitzt jede lineare Fortsetzung w von Y, und
Yo nach 1.1.9 die Bildmenge Im(y) = Qy = <@1Vﬁ2)W z,@qqu
vioy, = Im(yq)vaCpg) und den Rang rgy = 1. LéBt eine
globale und bijektive Abbildung ' :Im(y) = Im(y) die Menge
Im(y,)vIn(y,) elementweise fest, so ist mit y auch die Ab-
bildung yn':2 5 Im(y) einer linearen Fortsetzung von Y, und
Yo gleich. Die Abbildungen ¢ und yn' besitzen nach 1.1.7 den-

1) Wir bezeichnen die Gruppe der projektiven Kollineatlonen,die R, und pa als
Fixpunktunterridume besitzen mit PGL(ﬂ.1 ,122); in jedem fanoschen Desargues-
raum existisren nichttriviale Kollineationen aus PGL(91,122). vgl. {7,8.5].
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selben Ausnahmeraum und dahér auch dieselben Fasern (vgl. [3]).
Bezeichnen wir in diesem Fall, also Im(y,) # Im(y,) und rgy, =
= gy, = C zwei lineare Fortsetzungen ¢ und $ von y, und s
bereits dann als gleich, falls die Abbildungen gleiche Fasern
besitzen, so gilt folgender Satz:

1.2.5 8ind die Unterréume‘pq und s komplementdr und gibt
es einen beziliglich P4 und Yo wesentlichen Punkt W, so
existiert hdchstens eine lineare Fortsetzung y:Q » §'
von y, und Y,, welche {W} auf eine gegebene zuldssige Bild-
menge von .fW§ abbildet.
. Falls keine beziiglich Y, und y, wesentlichen Punkte vor-
handen sind, existiert genau eine lineare Fortsetzung
YR » ' von y, und ¢,.
Beweis:
(1) Gibt es keine beziiglich U und Yo wesentlichen Punkte,
SO besteht'@q oder Q2 nur aus Ausnahmepunkten von 2 bzw. Yoo
Ist etwa Y4 eine leere Abbildung und bezeichnen wir mit
n2fﬁp»'@2 die Projektion aus @H auf'pz, so gilt fﬁ: Jjede
lineare Fortsetzung y:QA»'¢r von y, und Yo notwendig iX?W =
= {Xim,p, fiir alle XeR. Die Abbildung m,y, ist nach 1.1.6
linear und daher die einzige lineare Fortsetzung von Y, und y,.

(2) BEs sei W ein beziiglich wqiund“Wé wesentlicher Punkt und
Wqu = W2y2. Wir definieren eine lineare Abbildung

W;‘quz » Q' durch A(ys) = {W! und Im(WB) = qu}. Dann gilt
flir jede lineare Fortsetzung w:R » 4' von Yq und ¢2, die
WeA(y) erfiillt, y{wqw2 =Yz Fiir @1¢wqw2 folgt mit 1.3.2,
daf3 Y4 und WB hdchstens eine lineare Fortsetzung
qy:(pqquwz) » 4' besitzen, da W, der Definitionsmenge von
Y1 angehdort und Wqu = qu3 gilt. Setzen wir andernfalls,~
also fiir PcW W,, §, = Y3, so gilt notwendig PIRNVWW, = .
Die Abbildungen &1 und y, leisten auf (R,vW W,)ng, = A
dasselbe und es gilt WZeD(WE). Daher existiert analog zur
letzen Uberlegung hochstens eine lineare Fortsetzung
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P (?1vW1W2v§2) n» voncpq und Y, und es gilt notwendig

v =y

(%) Es sei W ein bezugllch Wq und WE wesentlicher Punkt und
Wiy # Woy,. Ist {W't eine zuldssige Bildmenge von swi, so
sind die Punkte W' Wqu’ Yo paarweise verschieden und

kollinear. Jede lineare Fortsetzung § von |2 und W2, die

W auf W' abbildet,besitzt mindestens den Rang 1 und y|W,W,
ist injektiv. Wir unterscheiden zwei Falle: |

(3.1) Ist rgy, = T8Y, = 0, also Im(wq) = {W1y1§ und Im(w2) =

= { 2w2}, so besitzt fir i=1,2 die Abbildung Wy einen Aus-

nahmeunterraum A(y ), der in W(Q ) zu {W, § komplementdr liegt.

Dann ist @ = Qv = (Aly, IviW3 )v(A(cpg)viwg}) = (A(y4vAQY,))v
V(W1W2), also A(Wq)VA(Wg)‘Zu W, komplementédr.

Jeder Punkt XeA(yq)vA(ye) ist notwendig ein Ausnahmepunkt
jeder linearen Fortsetzung ¢ , sodaB ¢ nach 1.1.7 notwendig

Produkt der Projektion aus A(wq)vA0y2) auf W,]W2 und einer
linearen Injektion Q:W,]W2 »> %' ist, welche W1 B Wqu’ 'y B

B Woy, und W b w' 1¢istet.

Im Sinne der in 1.3 .4 getroffenen Vereinbarung gibt es daher
hdchstens eine lineare Fortsetzung von y, und Yoo '

(3.2) Ist etwa rqu =1, so existiert durch den Punkt W, eine
ausnahmefreie Gerade g,- Nach 1.3.2, (1) gibt es daher in

“(gqquwz) hdchstens eine lineare Abbll@ung wq.(gqvﬁq 2) » D,

welche y, fortsetzt und We W, W2 " W2w2 leistet. Nun folgt
wie im Beweisschritt (2), daB es hdchstens eine lineare
Fortsetzung y von y, und y, gibt. .7

1.3.6 Wir unterbrechen die in 1.3.1 begonnenen Untersuchungen
iiber lineare Fortsetzungen und beweisen folgenden Hilfssatz:

Es sei M= (P,y) ein endlichdimensionaler projektiver
Raum. Sind 7', und T, zwei Unterrdume mit dimﬂ(?1)~

> dlmW(T ), dann ex1st1ert durch jeden Unterraum ﬁ' der
zu’F und ﬁ‘ windschief ist, ein zu 5‘ komplementarer

und zu W‘ w1ndsch1efer Unterraum (X.
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Beweis:

(1) 7, und T2 seien komplementdre Unterrdume.

Setzen wir s, := dimW(Wi) mit i=1,2,3, so gilt die Ungleichung
sy * S5 - Ist {PO""’PS} =: £ eine Basis von'ﬁ(Ta) und be-
zeichnet m,:R » 7, die Projektion von I mit dem Zentrum Wé
auf T,, sowie m,: 1R = W die Projektion ven I mit dem Zentrum
¥, auf Tz, so ist £n (1 =1,2) eine unabhingige Menge in W(T ),
welche durch Hlnzunahme von Punkten Pg:+1,...,Pm zu einer
Basis von W(Wi)‘ergénzt werden kann. Auf jeder Geraden
P?Pg)mit j=sz+1,...,5, existiert ein von P? und P?’ver -
schiedener Punkt Pj'

Wir setzen Ot := [{Pk|k=0,...,sa,...,s2}].

Da Ot von s,+1 Punkten aufgespannt wird, gilt dim T (O1) < S,e
Ferner erhalten wir mit Hilfe der Austauschregel (vgl.
[1,8.891) Tl = WRV[{P k= O,...,sa}] qu([ﬁJv'_

v[iP [§=s +1,...,s2}]) = quﬂﬂn ]v[{PaﬂJ =s +1,...,s2}] =
=’61VW2 @, sodal Tq und O komplementar s1nd.

Analog folgt TovUi = Tov 81 v [{F]l J=s5+1,...,8,1], was
dimﬂ(?avm) = 252+1 zur Folge hat. Der Dimensionssatz liefert
dann dimﬂ(WénMJ = s2+52—(2s2+1) = -1; die Unterridume Wé und
Ol haben also leeren Durchschnitt.

Ist insbesondere s, = S5y SO ist der Unterraum Ul nach

/]
Konstruktion zu T‘ und’?f2 komplementar. -
(2) 7, und T, seien nicht komplementdr.
Wir legen durch Ta einen zu %Hn?é komplementaren Unterraum
%; dann sind die Unterridume 7 1= Tzw? (i=1,2) windschief
und in F<11V72) existiert durch T. n(Tque) nach (1) ein zu
71 komplementdrer und zu 72 Wlndschlefer Unterraum m12
Fir OHE t= q12VW3 gilt dann nach der Dedekindschen Regel
(Vgl- ['] S. 98]) (1,]2n<'6',]v’2f2) = (U(,]2Vq‘3)f\('ﬂ‘,]v’f2) =
= quv(Tan(anxz) Das liefert filir i=1,2 wegen 12(7
Tn0112 rF(\Tﬂ’U(\UL‘2 = Tﬂolqz = ¢

Ist der Unterraum Ol,]23 zZu ’0‘,]v’b’2v3”5 in T komplementdr, so
besitzt der Unterraum O := UH2VUH25 wegen W&n0t=
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BvoL = WHVGH2VTBVm425 = quTszavm425 =Y die gewlinschten
Eigenschaften. : [/

Als Anwendung dieses Hilfssatzes zeigen wir:

1.2.7 Es seli T = Cp,%) ein endlichdimensionaler projektiver
Pappos-Raum. Sind T4 und T2 zwei verschiedene windschiefe
s-dimensionale Unterrdume (s 2 0) von M und ist (;):’ZF,1 +/y2
eine lineare Injektion, die insbesondere fir s = 1 eine
Projektivitat bzw. fir s > 2 eine projektive Kollineation
ist, dann existiert mindestens ein zu WH und Te komplementarer
Unterraum (!, sodaB die Projektion m:P » Tg mit dem Zentrum
¢, eingeschrankt auf T1 mit ¢ lUbereinstimmt.

Beweis: Nach 1.3.6 existiert ein zu Tq und T2 komplementdrer
Unterrauf,ﬁu ferner sei ®:0 » zé die Projektion mit dem
Zentrum Ol auf T2. .

Fir s = O leistet die Hyperebene Ul := (@ das Gewlinschte, da
sie die einpunktigen Unterrdume Tq und T2 nicht umfabt.

Ist s * 1, so wird ®lT, = ¢ nicht notwendig erfiillt sein.
Wir wdhlen eine Fundamentalfigur (£q;81) von'ﬂ(Tq). Dann sind
($1%,Bqﬁ) und,(LMq,qu) Fundamentalfiguren von ﬂ(?é). Nach
1.2.2 gibt es im Verbindungsraum T(7,v%,) Fundamentalfiguren
&gty B;) und (bulyg,B8,) mit Bzn®y = Boa®y = B, und
BinT, = B4% bzw. BonT, = B49. Gils 5, = {Fyl 3=0y.¢..y8}, SO
existiert genau eine projektive Kollineation %q2ePGLCW(Tqu2))
mit Pj B ij12 1= Pj’ Pjﬁ - Pjﬁn%2:= ij und By 3 Bawy, i= Bq.
Wegen s 2 1 folgt dim“(THVTg) > 3 und «,, kann nach 1.2.3
zu einer Kollineation nePGL(T) fortgesetzt werden. Diese
Kollineation « besitzt ih als Fixpunktmenge, was 71m = WH
mit sich zieht; weiters ist jedoch auch 8,% = (Bﬁnﬁa)% =
= B%anH = B n?H = 31 ein Fixunterraum von#, sodaB % die
Fundamentalfigur Cﬂq,Bq) von W(Wq) elementweise fest 14Bt,
was ”JWH = idn bewirkt (vgl.[1,S.42f] flir s=1 und [1,85.157]
fir s*2). AuBerdem ist ¥, = [bft]w = [E,%0] = [6,0] = T,
womit T2 als Fixunterraum von 1 nachgewiesen ist; daher gilt
Bqﬁ% = CTanB%)% = WénBﬁu = Wéan = qu und nach der Definition
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von % folgt ﬁCang) = 0.
Setzen wir nun l:= (»x und bezeichnen wir mit m:0 » ’5‘2
die Projektion mit dem Zentrum Ot auf 12, dann trifft fir

jeden Punkt XeT, die Gerade XX#t das Projektionszentrum U ,
sodaB X«uXfix = XXo den Unterraum Un= O trifft, das heiBt

Xo = Xm. /7

1.3.8 Es seien T = (p,q) ein endlichdimensionaler Pappos-
Raum, W' = (R',4') ein projektiver Raum und ¥,, R, zwei
komplementédre echte Unterraume von T; ferner seien wq:@1 =» '
und y,:R, » ' lineare Abbildungen. (Vgl. 1.3.1).

Wir nennen die Abbildungen I und Yo vertraglich, wenn sie
- gegebenenfalls nach Wechsel der Indizes - eine der folgenden
Bedingungen erfiillen:

(V1) max{rgwq, rgw2} = 0 und Im(yq)clm(ye).

(v2) rgy, ¢ O und rgy, * 2.

(V3) rgy, = 1 und Im(yq) = Im(qz). Weiters existieren
Geraden gqcD(w4) ungqucD(ye) mit
g := €W1lg1)(W2‘g2) ist eine Projektivitét.

(V4) rgy, = 1 und rgy, * 2. Weiters existieren Geraden
gqcD(Wq) und gch(wz) sowie eine Projektivitédt
6':g1¢1 = 8oy S0, giﬁ die Abbildung ¢ :=

| 1= <Wq'81)5'(W2l82) :8q ¥ 8, projektiv ist.
Unser Ziel ist es, zu zeigen, daB zwei vertridgliche lineare
Abbildungen eine lineare Fortsetzung in den Gesamtraum be-
sitzen. '

1.3.9 Sind die linearen Abbildungen ¢, und Y5 gemdB (V3)

oder (V4) vertrdglich, so ist Yy fiir i=1,2 das Produkt

der Projektion T, von W(&i) mit dem Zentrum A(wi) auf einen

in W(@i) komplementédren Unterraum3ii, welchen wir o.B.d.A.
durch 84 legen kOnnen, und einer linearen Injektion qi:Ri > Q.

Ferner seien hicD(wi) zwel welitere Geraden.
Ist (V3) erfiillt, dann ist die Abbildung © := (quhq)(y2|h2)-1-
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(n1|h1)9192_1(n2|h251= (nqlhq)ﬁ(n2lh2)—1 ebenso wie 6

projektiv.

©':h,p, Doy, eine Abbildung © := (94108 (y510) ik, 5 b

Falls jedoch (V4) gilt, so ist fiir jede Projektivitdt
2

erklart. Wir konnen die Projektivitat ©' in der Form

8' = C%G'cé_q ansetzen, wobei fir i1 = 1,2 die Abbildung
ci:hfyi > 8i¥4 eine Projektivitat ist;—%ann ‘ist aber auch
die Abbildung T; := (Qilhini)ci(Qi(gi) thim; > g; eine

Projektivitat. Das ergibt

C]

i

(41,2414 )Th 812 (pliamp) ™ (mplny) ™" =
CHEIICHER DL TCHERLCN TR S ONE SR C AR YR
(n11h1)316c2'1(nzlh2)-1, womit © als Projektivitdt erwiesen

ist.

1.3.10 Sind die linearen Abbildungen yquq » %' und Yoily » P!

aus den komplementdren echten Unterraumen 2, und R, ver-
trdglich, so existiert stets eine lineare Fortsetzung

y:iR » R' der Abbildungen y, und Y,.

Gibt es einen bezliglich y, und y, wesentlichen Punkt W, so
existiert genau eine lineare Fortsetzung y:R » f' von

Y und Yos welche {W}auf eine gegebene zuldssige Bildmenge

von {W} abbildet.

Beweis: Im projektiven Raum.W(hi) wadhlen wir fliir i = 1,2

einen zum Ausnahmeunterraum A(Wi) komplementdren Unterraum

B;ch; und weiters sei nizﬂi >» R; die Projektion mit dem

Zentrum A(Wi} auf R, sodaBl y, die Darstellung p; = T,
gestattet, wobei Qi:ﬂ

i®i

; > @' eine lineare Injektion ist.

(1) Wir zeigen zundchst, daB es eine lineare Fortsetzung
yip > @' gibt. 1)

/n'

Imqu);und Im(wg) sind endlichdimensionale Unterrdume von
, sodaf (Im(q),l)nIm(Lpe))qi",1 =:W§:Qi (i=1,2) windschiefe

Unterrdume gleicher Dimension von T sind. Die Abbildung

(941T,)(0\T )7 1T, » T, ist nach 1.1.6 eine lineare Injektion,
und zwar fir s := dinm (Tq) = 1 eine Projektivitdt und fiir

S

2 2 eine projektive Kollineation; da Y, und Yo vertraglich

1) Der bereits in 1.3.5 behandelte Fall, da8 eine der beiden fortzusetzenden Abbildungen

leer ist, ist auch in diesem Beweis enthalten.
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sind, folgt das aus 1.3.9. Dann existiert jedoch fiir ’D",] 0
ein Unterraum U(Bc’b‘,]v’b'g so, daB in TY(’J‘,]v ’Z}“g) die Projektion

Aly)

/“:
Aly,) "2

mit dem Zentrum U, auf ’0"2, eingeschrdnkt auf ’6‘,] mit

(911’0",])(92\’0"2)—1 tibereinstimmt (vgl. 1.3.7). Ist T, = &,

so setzen wir 013 = 0. ,

Wahlen wir in Tr(A(xy )) eine Basis £A( 2) und in TF(’&Q ) eine
Basis &y (i=1,2), so ist I’A(w )tJ‘..f-rd1 eine Basis von TT('p ) und
daher U(.,‘GA(W )U:G |i=1,2) eine Basis des Gesamtraumes . Daraus

1
erkennen wir, daﬁ die Unterrdume 01,12 1= A(q/,] )vA(yz) =

D";’A(qf )V‘ﬁA(\yz)] und R, t= RyvR, = [Bpv8y] in T komplementdr
sind. Die Projektion mit dem Zentrum 01,12 auf ’H,]a bezeichnen
wir mit m,5: R » B, 5. Weiters
gibt es in TT(’(H,IE) einen zu ()13

komplementdren Unterraum &,, Aly)

und 1t3:332,]2 H’Ra sei in W(&qg)

die Projektion aus dem Zentrum ——e
12

mB auf @3. Dann ist aber nach
1.1.6 die zusammengesetzte

Abbildung m := my,m 3 D > 'ZRB Aly,)
linear (und stimmt mit der Projektion aus 0 2\/0{3 auf %3 uber-
ein).

Fir jeden Punkt X.e@. (i=1,2)
gilt {X}n = X’;n- 42 da
§X. }v()l C {X }v()t,]2 gllt Das
Proaektlonszentrum (Jlac’b',]\/’l‘2 ist
zuRiD ’O“i (i=1,2) windschief,
sodaB nBl&i:TQi » Rz injektiv ist.
Das ergibt, daBl m;

i
gleich sind und es gilt

und nl@i faser-
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y; = (nl’pi)CRBI’Ri)_qqi.ﬁWir setzen Qi3 i< (n3mi>—1915 dann
ist qu:'zR3 3 @' (i=1,2) eine lineare Injektion.

Die Abbildungen 913 und Q23 miissen wir nun zu einer
linearen Injektion Q:?R3 > @' fortsetzen.

Fir jeden Punkt Xe@ mng,mcRy gibt es Punkte X, := X(nal’Ri)—q,
deren Verbindungsgerade()t3 trifft. Da in ﬂﬁﬂqe) aus Jjedem Punkt
von MB genau eine Treffgerade an'&1 und R2 gelegt werden kann,
folgt Xe¥, (i=1,2) und nach Konstruktion daher X104 = X505
bzw. X913 = X923' Sind andererseits Yep, m\f,m und Zeﬂan\@Hn
zwel Punkte, s6 ist auf Grund der Konstruktion von m5 sicher-
lich quB # 2925. .

Gilt etwa‘pqnc@2n, so ist ¢ := Q03 die gewlinschte lineare
Fortsetzung. Das ist insbesondere dagnn der Fall, wenn Y4 und
s eine der Vertrdglichkeitsbedingungen (V1) oder (V3) erfiillen,
oder wenn Y, eine leere Abbildung ist.

Fir pqn¢p2n und @2n¢@Hn gilt dimW(Im(yq)va(ya)) =
= TgY, * T8y, - dimW(Im(wq)nIm(y2) = dimﬂ(pqn) + dimﬂ(pzn) -

- dimT(p, mnpom) = dimﬂQRB) Setzen wir Im(y,)vIm(y,) =:ﬁ%écp',
so gilt dlmW@Q ) = dlmﬁﬁﬂ .

Es verblelben nur noch dle Fdlle, daB Y, und Yo entweder
(V2) oder (V4) erfiillen; jedenfalls gilt dlmWGRB) = rgy, 2
Da der Fall rgy, = -1 (leere lineare Abbildung) schon erledlgt
ist, gibt es 1n'ﬂ(@1n) einen nichtleeren Komplementarraum p
zZu Qqnnﬁen, es sei Cﬁq,B ) eine Fundamentalfigur dieses
Komplementdrraumes, sodaB (31913,31915) Fundamentalfigur eines
Unterraumes von Im(yq) ist, welcher zu Im(wq)nlm(yg) komple-
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mentdr ist. Wir wahlen in ﬂ(pgn) eine Fundamentalfigur
CE2,B2) so, daB ($1n£2)npqn eine Basis von WCpqn) ist; dann
ergibt (£2923’32923) eine Fundamentalfigur von'ﬂ(Im(¢2)).
Nach 1.2.2 existiert dann eine Fundamentalfigur (£1u£2,3)
von HGRB) so, daB By = B, (i=1,2) gilt und analog eine
Fundamentalfigur (£1915u£2923,8') von WGR%) mit B'nIm(Wi) =
= BiQiB (i=1,2). Nach 1.2.3 gibt es genau eine lineare
Injektion Q welche q25 fortsetzt, Pj 23 Pj?15 fir alle Pjeﬁq
und B » B' leistet.?)

Dann ist 915(9|@1n)~1:91n e‘pqn eine Bijektion von’ﬂqn.
Falls Wq und Y5 die Bedingung (V2) erfiillen, ist wegen ‘
rgy, # =1 der Unterraum Im(yq) einpunktig und Q13 = (?qun).
Sind jedoch y, und y, gemiB (V4) vertrédglich,dann ist in
@ die Gerade g, := PoP, mit PO,P16(£1U£2)n@1n ausnahme-
frei und fir jede ausnahmefreie Gerade Bochom und jede
Projektivitéfqdl;gqqqaf;§292sist (si: (?15‘81)6'(925052)'1 -
= (n5‘€191g9 )" 9161 5 (n5|g29259_1)_2rojektiv,»dg die
Abbildung (9ﬁ|g19159 )6'(q2|g2q259 )" ' nach 1.3.9 eine
Projektivitat ist.

Mit der Projektivitat ¢' ist jedoch auch die Abbildung
6 := (q\gq)S'(qtg2)_1 projektiv; .nach der Konstruktion von
¢ gilt jedoch P0915 = PoQs P1915 = P,¢ und (POPV‘B)915'=
(PCPan)Q,sodaB 6:8, 2 8, und g:g1 > 85 fir drei Punkte
der Geraden 81 dasselbe leisten und daher nach dem Fundamental-
satz der projektiven Geometrie (vgl. [1,S.42]) {iberein-
stimmen. Damit besitzt qqa(gypqn)-q die Fixpunktgerade g.;
Fir rgy, = dimﬂ(pqn) =1 gilt daherqqlﬁqn = Q135 ist
jedoch rgy, * 2, so ist qqa(qrpqn)- eine projektive Auto-
kollineation des Unterraumes @1n, welche die Fundamental-
figur ((ﬁﬂuﬁz)nﬁqn,ﬁnﬁqn) elementweise fest 14Bt und daher
notwendig die Identitdt ist (vgl. [1,8.157]).

Die Abbildung @ ist daher auch eine Fortsetzung von 915
und y := n@:P »P' ist eine lineare Fortsetzung der Abbildun-

gen y, und Yoo

1) Alle Sitze iiber Kollineationen gelten sinngemd#f auch fiir lineare Injektionen mit
mindestens zwei verschiedenen Bildpunkten.
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(2) Bezeichnen wir die in (1) konstruierte lineare Fort-
setzung von y, und Yo mit &:p:» ', so wird Q fir einen be-
ziiglich y, und y, wesentlichen Punkt W die Menge {Wi{nicht
-notwendig auf eine zuldssig gewahlte Bildmenge abbilden.

Ist W als Ausnahmepunkt vorgeschrieben, so ist Wjy, = Waoys
(vgl. 1.3.4) und Wym, 594 = Wom 505, also Win12eﬁ£ (i=1,2).
Es existiert eine Kollineation ﬂEPGL(@q,Q2) (vgl. 1.3.4,Fn.),
welche Wn12k5 Wn12 w mit Wn12xea5 leistet. 1Fur die lineare
Abblldung %w ist W als Punkt von 2vm5% ein Ausnahmepunkt und
Y 1= %y ist nach 1.3.4 eine lineare Fortsetzung von Yy, und WZ

Ist Way, # Woys, so besitzt eine zuldssig gewdhlte Bild-
menge von {W} einen Punkt W'eW,y W 2w2\§W1wq,W2yé§ als einziges
Element. Da die Abbildung @1W1 5 nach 1.1 3 injektiv ist,
existiert ein Punkt WeW,W,\{W,,W,} mit #¥ = W'. Die Kollineation
%ePGL(pq,pe), welche W » W lelstet liefert mit Yo —'“W dle
gewlinschte lineare Fortsetzung, denn es gilt Wy = Wap = W

Nach 1.3.5 ist w:p#»@’ die einzige lineare,Fortsetzung
vonrwﬁkund Yy, die EWE in der gewiinschten Weise abbildet.

[7

1.3.11 Die Vertrdglichkeitsbedingungen (V1),...,(V4) sind
zwar hinreichend aber nicht notwendig fir die lineare Fort-
setzbarkeit der Abbildungen ¥, und Yoo Das zeigt folgendes
Beispiel (Bezeichnungen wie in 1.3.8):

Es sei T = (R,y4) ein endlichdimensionaler endlicher
projektiver Raum der Ordnung N = 2 oder N = 3; weiters seien
YqiR, > ' und Wg’rg'» %' zwel lineare Abbildungen mit
rgy, = T8y, = 1, aber Im(y,) # Im(y,).")

Die Abbildungen Y, und Yo sind nicht vertraglich, wir
kdnnen Jjedoch weitgehend analog zu 1.3.10, Beweisschritt (1)
eine lineare Fortsetzung von y, und y, ermitteln:

Da fir N £ 3 jede Bijektion eine Punktreihe auf eine Punkt-
reihe und daher jede Kollineation projektiv ist, kann

die Abbildung (qqlﬁq)(q2Vﬁ2)_1 durch die Einschrinkung der
Projektion aus einem Unterraum MB auf WH ersetzt werden und
analog zu 1.3.10 werden die Projektion w:{ Hﬂm5 und die

1) Diese Annahme liegt auch den Figuren in 1.3.10 zugrunde.
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linearen Injektionen qu:'ZQ5 > ' erklart. Nur die Fortsetz-
barkeit von 913 und 925 zu einer linearen Injektion ist
anders zu beweisen:

Die Unterriume W(ﬁ3) und ﬁﬁRé) besitzen gleichméchtige
Geraden und gleiche Dimension, sind also isomorph. Zu
einer geordneten Fundamentalfigur in WCRB) und elner ge-
ordneten Fundamentalfigur in UCR ) gibt es genau eine
Kolllneatlon, welche die erste auf die zweite Fundamental-
figur abbildet. Wir unterscheiden zwei F&dlle:

(1) dim WCav) = 3. Wir wdhlen eine geordnete Fundamental-
figur ({PO,P P PB} B) mit PP, —‘pqn und P2P5 —¢22

im Unterraum WCP ). Weiters sei .

{1% = Bngym bzw. {2} := Baf,m. . an
Dann gibt es nach 1.2.2 eine __ﬁ___,,—L——?—“"—’
geordnete Fundamentalfigur

(1843, P1913,P20251P30055,8")

in W(ﬁ ) mit B"n(P P)%3 §1§945 ‘~E~___F__-£

und BrﬂP )?25 = i2}925 Durch 2 T
diese Fundamentalfiguren ist

auch genau eine lineare Injektion

q:’N3 > %' bestimmt, da ¢ einer

Kollineation gleich ist. Weil jede Gerade hochstens vier
Punkte besitzt, gilt qkpin = Qiz-

(2) dim W(RB) = 2, Wir wdhlen eine geordnete Fundamental-
figur ({PO,Pq,P2},B) mit PyP,= 47 und P,P, = Rym. Analog
zu (1) wird mittels Hilfspunkten
1,2 eine geordnete Fundamental-
figur in UGR%) konstruiert, und

die dqurch die beiden Fundamental-
figuren bestimmte lineare Injektion
setzt 945 und q25 fort.

Ist zusdtzlich fiir einen wesent- /7

lichen Punkt W die Bildmenge von

iW} in zuldssiger Weise vorgeschrieben, so kann wie in
1.3.10,(2) vorgegangen werden,und die lineare Fortsetzung
ist dann eindeutig bestimmt. Fir N=2 gibt es nur eine
lineare Fortsetzung.
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2 GRASSMANN - RAUME

2.1 Vorbemerkungen

2.1.1 Wir betrachten in Abschnitt 2 ausschlieBRlich endlich-
dimensionale projektive Raume. '

Es sei T = (p,Ag) ein n-dimensionaler projektiver Raum. Die
Menge ull aller Unterrdume von T bildet bekanntlich bezliglich
des Verbindens und des Schneidens einen vollstdndigen, modularen,
atomaren und komplementierten Verband (ul,v,n) (vgl.[1,5.97]).

Abweichend von Abschnitt 1 wollen wir Geometrie nicht in
der Punktmenge R sondern im Unterraumverband ull betreiben,
was auch dadurch zum Ausdruck kommen soll, daB wir die Elemente
von ull mit lateinischen GroBbuchstaben bezeichnen; dabei
@;:d links oben die Dimension des Unterraumes als Index an-
gebracht. Nur der leere und der n-dimensionale Unterraum von
T sollen wie bisher mit @ bzw. mit ¥ bezeichnet werden. Statt
"d-dimensionaler Unterraum" verwenden wir auch die Kurzbezeich-

nung "d-Raum".

Die Menge aller d-dimensionalen Unterrdume von T bezeichnen
wir mit ”ﬂ(ﬂ)*). Aus formalen Griinden erkldren wir*fLGT)
fiir alle Zahlen deZ: Es seidﬂ(ﬂ) =@ fir 4 € -2 oder 4 ® n+2.

2.1.2 Ist T* der zu TN duale projektive Raum, so ist die
Annulatorabbildung A:ull » ull* (vgl.[1,S.105]) ein Verbands-
antiisomorphismus, der d-Raume von M auf (n-d-1)-Rdume aus T*
abbildet. Die Elemente von ull* werden in gleicher Weise wie
diejenigen von ull bezeichnet, tragen aber zur Unterscheidung
einen Stern.

2.1.3 Wir zeichnen in der Menge “7L(T) gewisse Teilmengen aus:

Definition: Sind "7 und SH zwel Unterrdume von T mit

r £€d £ s, so nennen wir die Menge

1) Wir schreiben fir *(T) auch kurz “i.



~2l—

d["T,5H] := {*Xe*Tt|" Pc4XcsH}

die d - K1lammerr *) der Unterrdume "T und SH;
weiters wird d["T] := d["T,4] als d-Klammer von "T und
d[*H] := d[@,sH] als d-Klammer von °H definiert.

P heilt der T rager und *Hdie H U1l 1l e der
d-Klammer.

Insbesondere heilRt eine d-Klammer _

a[¢17,41H] mit *'"Tc*'H ein d -~ B i s c he 1,
d[**'T] ein 4 -Bindel,

d**1H] ein 4 - Fe 1l 4,

df°T] ein d - Hyperbindel und

d[**H] ein 4d - Hyper feld.

- d-Biis¢hel werden auch mit lateinischen Kileinbuchstaben be-
zeichnet, die links oben den Index d tragen; *4(T) bzw. kurz
ag sei die Menge aller d-Biischel von *ZL(T).

Fine d-Klammer 4[" T,°H] ist genau fir "Tc®H nicht leer;
insbesondere ist daher.ein d-Biischel nicht leer. Die
Annulatorabbildung A:ull » ul™ bildet eine d-Klammer d["T,%H]c
cull auf die (n-d-1)-Klammer (n-d-1)["*H*/T*]cul* ab mit
mH* = SHA und “'T* = "TA.

2.1.4 Es sei ‘@ := d["T,5H] eine nichtleere d-Klammer mit
r,s # d. Wir wdhlen ' einen Unterraum S+ HqcsH so, daB
rTvs*Hq = °H gilt. Daher spannt auch jeder Unterraum
“Yetomit *H, die Hiille °H auf rr ‘

und nach dem Dimensionssatz ist

somit stets dim(51H1v*X) =

sq + d - s =: d1 bzw.

d-s=4d, -s,. -»
@ § =94 = 89 Gt ey

Die d,-dimensionalen Spurrdume }//

der d-Rdume von *“® in quq haben
den Unterraum.ﬂ(*XJ\“qu“XeWD) = ﬂ(dX\¢Xe4aJn5”H1 = ”Trwqu =
= '“'”J'.‘,| gemeinsam.

Wir definieren nun eine globale Abbildung

$:d["T,*H] » 4[™ T,, > H,] durch “X » 4Xy := anthq; zZu-

1) Die Bezeichnung d-Klammer ist in der Literatur nicht iblich. Vgl. auch 2.7.
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ndchst zeigen wir, daBl die Abbildung 37 injektiv ist. Wir
nehmen indirekt an, daB *X,%Ye‘d verschieden sind, aber es
gelte “Xr = 4Yy. Da "T\/ﬂHq = °H gilt, liefert der Dimensions-
satz die Formel

® r-s-= T, = S4+ C)

1 17
4¥,und die gleichen Uber-

Daher ist dim(*Xcv'T) = d;+r-r,= s;+d-s+r-r
= d. Mit "Tv4Xgc*X folgt "Tv4Xy

legungen flir 4Y liefern dann *X = *Xzv"T = 4¥cv'T = ¢Y im

Widerspruch zur Annahme %X £ 4Y. Nun ist aber auch die
Surjektivitat von t leicht nachweisbar, denn fir jeden dq—
Raum #X,ed, [T, H,] gilt mit @D wda © dim(*' X v"T) =

In Anlehnung an die projektive Geometrie setzen wir fest:
Definition: Ist *Q:= d["T,>H] eine nichtleere d-Klammer (r,s £ d4d)
und 51H1c5H ein Unterraum mit rTv'%Hq = SH, so heifit die
Abbildung 3:%Q > ‘WQq = (sq+d-s)[”Tn5‘H1,s1H1] mit
X » *Xg := “an“H,I ebenso wie 3—1 eine Perspektivitiat.

. Wir nennen *f und d*&q kurz, aber unprazise, auch perspek-
tive Klammern. Je zwel perspektive Klammern sind gleichméchtig
und jedes d-Bilischel ist gleichmichtig einem O-Bilischel (Punkt-
reihe 1)), besitzt also mindestens drei Elemente.

2.2 Geometrie der d-dimensionalen Unterridume

2.2.1 Bs sei W = CQ,QJ ein n-dimensionaler projektiver
Raum; mittels der Mengen *0 und ‘¥ konstruieren wir im
Unterraumverband ul neue geometrische Strukturen:

Defipnition: Ist T = (£,4) ein n-dimensionaler projektiver
Raum, so nennen wir die Inzidenzstruktur (*%L,*%k,e) =: *T
fir 1 € d € n-2 sowie fliir d = 0 und 4 = n-1 die

Geometrie der d~-~dimensionalen
Unterrdaume von T.

Wir bezeichnen 47 auch als die d-Geometrie von M.

') Wir bezeichnen die O-Réume gelegentlich auch als Punkte. Aus dem Text ist jedoch
stets ersichtlich, ob das Wort "Punkt" fiir ein Element oder eine einelementige
Teilmenge von P verwendet wird.
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2.2.2 Sind T = (@,%) und ' = (ﬁ',%') (endlichdimensionale)
projektive Riume, so ist ein Isomorphismus (Vél [1,8.2])
(qu,np,,) ), D)) 5 0T ),*k(T')) durch die Abbildung

ﬂxGT)-+*ﬂ(W ) v6llig bestimmt, da Blischel nach 2.1.4
nlchtleere Teilmengen von 420 (T bzw.dll(ﬁ ) sind. Wir kdnnen
daher im folgenden stets an Stelle der Paarabblldunv (Qq,ye)
die Abblldung Y = @, betrachten und diese als Isomorphismus
bezeichnen. Eine Bijektion : *1L(M) >40(T') ist offenbar
genau dann ein Isomorphismus von *W auf *T', wenn ¢ bzw. @-1
stets Blischel auf Biischel abbildet.

Da wir Jjeden projektiven Raum auch als Inzidenzstruktur
auffassen konnen (vgl.,S.85]), ist es sinnvoll nach jenen
d-Geometrien von M zu fragen, die auch projektive Rdume sind. ")
Trivialerweise ist fiir dimT = n die O-Geometrie °Zl zum
projektiven Raum T isomorph und ebenso sind die (n-1)-Geometrie
und der duale projektive Raum T* isomorph. Es gilt genauer:

2.2.3 Die d-Geometrie eines n-~dimensionalen projektiven Raumes T
ist genau fiir d' = O oder d = n~1 ein projektiver Raum.

Beweis:
(1) Nach 2.2.2 ist4W fir d = O bzw. d = n-1 zu T bzw. II*
isomorph.

(2) Ist *T ein projéktiver Raum, so sind je zwei verschiedene
d-Riume *X,4Y Elemente eines d-Biischels d[*f,*'H]; dann

gilt notwendig *Xn%Y =*"'T und *Xv*Y = **'H. Nehmen wir in-
direkt 1 £ 4 € n-2 an, so ist n 2 d+2 > 3 und zu jedem d-Raum
4X existiert ein Komplementdrraum, der eine zu %X windschiefe
Gerade 2) G enthdlt. Wahlen wir einen d-Raum *¥Y>"'G, so gilt
dim(*Xv*Y) 2 dim(*Xv*G) = d+2, sodaB *X und 4Y im Widerspruch
zur Annahme, *W sei ein projektiver Raum, keinem d-Blischel
angehdren. //

Wir legen auch den folgenden Uberlegungen einen
n-dimensionalen projektiven Raum T = Cp,%) zugrunde.

) Die GCeraden eines solchen projektiven Raumes sind die d-Biischel.
2y  1-Raum
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2.2.4 Die Annulatorabbildung A:ull » ull* induziert eine
Abbildung *A :*U(T) > "(TT*) durch A = AVA(T). Die
Bijektion *A und die Umkehrabbildung *A ' bilden nach 2.1.3
stets Bilischel auf Blischel ab. Daher ist nach 2.2.2 die
d-Geometrie *T zur (n-d-1)-Geometrie "**T* des dualen projek-

tiven Raumes isomorph.

Das Dualitatsprinzip endlichdimensionaler projektiver
Rdume (vgl.[1,8.111]) gestattet es, wahre Aussagen der
d-Geometrie *T in wahre Aussagen der (n-d-1)-Geometrie "M
Uberzufiihren. Beim Dualisieren sind insbesondere d-Biischel
durch (n-d-1)-Blischel, d-(Hyper-) Felder durch (n-d-1)-(Hyper)
Blindel und d-(Hyper-) Biindel durch (n-d-1)-(Hyper) Felder
zu ersetzen.

Ist eine Aussage sowohl fir die d-Geometrie *T als auch
fir die (ﬁ~d—1)—Geometrie 4Tl prichtig, so gilt in beiden
Geometrien die zur urspringlichen duale Aussage.

2.2.5 Definition: Zwei d-Rdume heien b enac hbart 1),

wenn sie gleich sind, oder wenn es ein d-Blischel gibt, dem
beide angehdren.

Ist *X zu *Y benachbart, so schreiben wir im folgenden
4X~%Y, Diese Relation ist nach Definition reflexiv und
symmetrisch. Fir 4 = O und 4 = n-1 sind je zwel d-Rdume be-
nachbart.

2.2.6 Wir verallgemeinern den Begriff der Verbindungsmenge
(vgl.[1,8.93]1):

Definition: Sind d’m,l und 4'm2 zwei Teilmengen von *2L(T),
so heiBt die Menge anéwme, welche definiert ist durch

(1) VEIVAEY = Al 0K, 0 X,
(1) *mo¥im, o= (UCRX 0%} R e m, At

4X v“XE] fir dX,|~°‘X

27
a4 e d
S€ ’mg))u ’m,lu ”mg,

die Verbindungsmenge 2) von ., und “M,.

Insbesondere gilt {*X}Vi*x} = {X} und flir benachbarte,

') Die Begriffsbildung "benachbart" stimmt mit der in [6] und [7] beniitzten Bezeichnung
"adjacent" nicht v3llig iiberein.

%) Wir bezeichnen die Verbindungsmenge zweier Teilmengen von *I), auch als d-Verbindungs-
menge um Verwechslungen mit der Verbindungsmenge zweier Unterrdume zu vermeiden. In
diesem Sinne ist auch die Verwendung des Zeichens ¢ zu verstehen.
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verschiedene d-Rédume *X,,*X, ist 1dxqzvidx2} das durch diese
d-Rdume eindeutig bestimmte d-Biischel, welches beide’enthélt;
wir bezeichnen dieses d-Bilischel auch mit“*X,]*X2 (vgl. 1.1.5,
FuBnote).

Fir 4 = 0 ist die Definition der d-Verbindungsmenge zur
Definition der Verbindungsmenge in projektiven Raumen gleich-
wertig.

2.2.7 Als Anwendung des Begriffes der d-Verbindungsmenge

zeigen wir:

Sind d[°Q1]‘und d[°Q2] zwei verschiedene d-Hyperbiindel,
so gilt dXed[aQ,]]édPQa] genau dann, wenn an(°Q1V°Q2) £ 0
erfillt ist.

Beweis:

(1) Hat *X mit der Geraden °qu°Q2 leeren Durchschnitt, so
gehdrt *X BicHerlich keinem der beiden d-Hyperbiindel an und

es gilt dim(‘Xv°qu°Q2) > d+2. Wir kdnnen daher kein d-Biischel
finden, dessen Hiille dXV°QqV°Q2 umfaBt, sodaB *X kein Element
der d-Verbindungsmenge sein kann.

(2) Trifft *X die Gerade °Q1V°Q2, so erhalten wir
dim(dXv°qu°Q2) £ d+1 und wir konnen einen Unterraum *'H >
3‘XV°Q1V°Q2 wihlen. Greifen wir ferner einen Unterraum **'Tc <X
beliebig heraus, so besitzt das

d-Biischel 4[*'T7,*1H] mit beiden

d-Hyperbindeln nichtleeren Durch-

schnitt, sodal “Xed[°Q,1¥d[°Q,] - —
nachgewiesen ist.

Speziell fir n = 3 und 4 = 1
erhalten wir: Die 1-Verbindungs- T
menge zweler verscéhiedener
Geradenbiindel (1—Bﬁndel) 1[°Q1]
und 1[°Q2] ist das Gebilisch 1)
der Achse °Q1WQ2 (vgl. nebenstehende Abbildung).

) In einem dreidimensionalen projektiven Raum T heiBit die Menge aller Geraden, die mit
einer festen Geraden *'E benachbart sind, also 1E schneiden, ein G e b i s ¢ h mit
der Achse 'E.
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Dual gilt folgende Aussage: Sind d[W*qu und d[mlczj zwel
verschiedene d-Hyperfelder, so gilt ‘Xed[W‘quéd[“*Ca] genau
dann, wenn °LXv(““C,]n""Cz) Z% erfillt ist.

2.2.8 Ist "= 4{"T,%H] eine d-Klammer und setzen wir
df,, = 1*be*k]| “bca}, so ist das Tripel (@ g 1€ ) elne
Inzidenzstruktur, welche wir mit A(*Q ) bezeichnen. Ist A (R )
insbesondere ein projektiver Raum, so schreiben wir fiir
AC*@ ) auch @2 ). Gilt “@ = @ so ist T("@ ) der leere projek-
tive Raum.

Wir werden diese Inzidenzstrukturen in 2.7 genauer unter-
suchen. Als einfache Anwendung von 2.1.4 erhalten wir:

2.2.9 Sind ‘2 und *WQ1 zwel nichtleere Klammern und ist
1% > +@, eine Perspektivitdt, so ist t ein Isomorphismus ")
T 1 N
von A(*&) auf A(*‘dz,]).

Beweis: Wir wahlen die Bezeichnungen wie in 2.1.4, also

‘@ = d["T,H] und d*ciz,‘ = (s1+d-s)[”Tms4H1,s1H1].

In 4d["T,5H] gibt es d-Biischel genau dann, wenn sowohl r & d4d-1
als auch s > d+1 gilt. Sind diese Ungleichungen beide erfiillt,
so kdnnen wir auch die XKlammern (d-1)["T,H] bzw. (d+1)["T,%H]
perspektiv auf die Klammern (sq+d~1—s)[”Tn5*H1,s1H1] bzw.
(sq+d+1—s)[”Tns‘H1,51H1] abbilden und erhalten fiir jedes
d-Biischel d["**T,"‘“ﬁ]S = (s,‘+d-s)[°"‘"71‘-ns*H,] ,‘“‘ﬁns‘H,l]. Da %
eine Bijektion ist, zeigt man in gleicher Weise, daB 3_1

stets Bilischel auf Blischel abbildet. - [/

4) Die Abbildung der d-Biischel ist analog zu 2.2.2 durch die Abbildung der d-Rédume
mitbestimmt.
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2.3 Nachbarfolgen

2.3.1 Es sei T = (®,9) ein n-dimensionaler projektiver Raum
und °T = (*,% ,e) die d-Geometrie in T.

Die folgenden Ergebnisse sind trivial, falls %1 ein
projektiver Raum ist, also fiir d = O oder 4 = n-1.

2.3.2 Definition: Eine nichtleere Folge °*N = 1¢Xﬁe“ﬂ,i=0,...,l§
heiBt eine Nachbarfolge der Lange 1, wenn

fiir i=0,...,1-1 stets *X; mit *X,,, benachbart ist.

. Wir nennen ¢X, das Anfangs- und *X; das Endglied der

Nachbarfolge; *NnN bezeichnen wir auch als Nachbarfolge von

d~XO nach ¢X,. (Vgl. [6,5.36] und [7,S5.81])

2.3.3, S8ind X und 4Y zwei d-Riaume, so existiert stets eine
Nachbarfolge von %X nach °Y.

Beweis: Wir wenden Induktion nach v := dim(*Xv%Y) an; es
gilt d € v € v :={min 2d+1,n}.

Fir v = 4 ist *X = *Y und die Nachbarfolge {*X,} mit
cLXO := %X leistet das Gewlinschte.

Es sei die Behauptung nach Induktionsvoraussetzung bereits
fir d € v € m-1 < v bewiesen. Gilt dim(*Xv#Y) = m, so wdhlen
wir in M(*Xv*Y) eine Hyperebene ™-1R2>*X; diese schneidet %Y
nach einem Unterraum *'S. Ver-
binden wir 'S mit einem Punkt
°Qc?X\*Y, so erhalten wir Q.
418v°Q =: *Z; dann sind %Z und % P
4Y benachbart und es gilt ¢Xv4Z =
= ™"'R. Somit existiert eine Nach-
barfolge idXili=O,...,1} mit

cLXO = %X und OLXl = 7. Setzen wir
Xm+1 1= 4Y, so ist ?Xili=0,..§,l,l+1} eine Nachbarfolge von
4X nach 4Y. /7

2.52.4 Da jede Menge nichtnegativer ganzer Zahlen ein kleinstes
Element besitzt, existieren unter allen Nachbarfolgen von ¢X
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nach Y solche kleinster Ldnge, welche wir im folgenden als
kiirzeste Nachbarfolgen bezeichnen. Das gibt AnlaB fir
folgende Definition, die von W.L. CHOW (vgl.[6,8.36])
stammt:

Definition: Sind *X und *Y zwei d-Rdume, so nennen wir die

Lénge einer kiirzesten Nachbarfolge von X nach %Y die
Entfernung (Distanz) der beiden d-R&dume.

Wir verwenden fiir die Entfernung von *X und %Y die
Bezeichnung dist(*X,*Y).

2.2.5 Die Abbildung dist: ‘0. x %7l » R ist eine Metrik auf
der Menge “il. 1) '

Beweis: Nach Definition ist dist(?X,4Y) ® 0 und zwei d-Riume
haben genau dann die Entfernung Null, wenn sie {ibereinstimmen.

Trivialerweise gilt dist(*X,*Y) = dist(*¥Y,*X).

Gilt dist(*X,*Y) = 1, und dist(¢Y,42) = 1,, so existiert
eine Nachbarfolge von dX nach *Z der Lénge 1 +12, das ergibt
dist(*X,%2) £ 1 1+1s, womit die Dreiecksungleichung nachge-
wiesen ist. /7

Da jede Kugel ') um einen d-Raum *X mit dem Radius %
nur das Element *X besitzt, ist die durch die Entfernung
mitbestimmte Topologie die diskrete Topologie, sodaB jede
Teilmenge von *W offen ist.

2.3.6 Zwel d-Raume *X, *Y haben genau dann die Entfernung 1,
wenn gilt dim(*Xv4Y) = d+1.

Beweis:
(1) Bs sei dim(*Xv*Y) = v; wir zeigen durch Induktion nach
v (d £ v £ v), daB dann dist(*X,*Y) = v-d gilt.

Flir v = d ist *X = *Y und die Entfernung der beiden d-Riume
ist Null.

Wir setzen voraus, daB flir d € v € m-1 < v die Behauptung
bereits bewiesen ist. Flir v = m konstruieren wir wie in 2.3.3
einen zu *Y benachbarten d-Raum %Z mit dim(*Xv4Z) = m-1.

3 Vgl. [10].
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Daher ist nach Induktionsvoraussetzung dist(*X,*Z) £ m-1-d

und dist(*¢X,*Y) € m-d, da eine kiirzeste Nachbarfolge von ¢X
nach *Z durch Hinzunahme von ¢Y eine Nachbarfolge der Linge
1l £ m-d von %X nach %Y ergibt.

(2) Nun sei dist(*X,4Y) = 1; durch Induktion nach 1 beweisen
wir dim(4Xv4Y) = 1+d.

Gilt 1 = 0, so erhalten wir 94X = 4Y und trivialerweise
dim(¢Xv¢Y) = 4.

Die Induktionsvoraussetzung lautet, daB die Aussage bereits
fiir O ¢ 1 4 m-1 bewiesen sei. Gilt dist(*X,*Y) = m, so
existiert eine kiirzeste Nachbarfolge {*Xiii=0,...,m} von
*X = *X, nach *Y = 4X_. Dann ist dist(*Xy,*X _,) £ m-1, also
dim(*Xv*X _,) ¢ m-1+d. Da *Y und *X _, benachbart sind, folgt
dim((*Xv4X _4)n%Y) * d-1 und mittels des Dimensionssatzes
dim(*deXﬁ_quY) ¢ (m-1+4) + 4 - (d-1) = m+d und insbesondere
ist auch dim(*¥Xv4Y) £ m+d.

(3) Sind X und Y zwei d-Rdume, so gilt nach (1) und (2)
insgesamt dim(®Xv¢Y) = dist(®X,*¥)+d. [/
Wir kénnen die Aussage des soebene bewiesenen Satzes

auch in folgender Formel zusammenfassen:
dist(¢X,4Y) = dim(¢® Xv¢Y)=-d ==-dim(* Xn?Y)+4d

Das letzte Gleichheitszeichen folgt aus dem Dimensionssatz;
insbesondere gilt O ¢ dist(*X,*Y) ¢ v-4 = min{d+1,n-d}

2.3.7 Ist 4N = {dXili=O,...,l} eine kiirzeste Nachbarfolge
von *X nach *Y so gilt:
(i) dist(*X;,*% ) = |j-k|
(ii) andYCdXiCddeY, fir alle i=0,...,1
Beweis:
(1) Zu-(i): Nehmen wir indirekt dist(de,iXk)<{j-k! an und
gelte 0.B.d.A. j £ k, so folgt mittels mehrfacher Anwendung
der Dreiecksungleichung (vgl.2.3.5) dist(?4X,%Y) =
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< dist(iX,*Xj) + dist(*Xj,4Xk) + dist(*X, ,*Y) <

<J + (k-3j) + (1-3j) = 1 im Widerspruch zur Annahme. Da
{¢Xi4i=j,...,k} eine Nachbarfolge von “Xj nach dXk abgibt
und die Lénge |j-k| besitzt, folgt die Gliltigkeit von (i).

(2) Zu (ii): Nach (i) ist jede Nachbarfolge 4n . := {Xi|i=o,...,t}
eine kiirzeste Nachbarfolge von %X nach Xt (t ¢ 1). Wir
beweisen (ii) durch Induktion nach %.
Fir t = O ist die Aussage (ii) trivialerweise erfiillt.
Es sei die Behauptung bereits flir O € t £ m-1 < 1 be-
wiesen, das heiBt an“Xm_chxichvde_q fir-alle i=0,...,m-1.

?
Der Unterraum “X _1n“X ist eine Hyperebene des projektiven

m m .

Raumes’W(‘Xm_q), welche ande_q wegen dist(dX,de_q) #

£ dist(dX,de) nicht umfaBt. Daher gilt nach 2.3.6

dim(dXﬂde_qnde) = dim(ande_q)—ﬂ =d - (m=-1) - 1 = d-m,
d d - 4 d q 3 3 d d d d

also ¢Xn Xm = *Xn Xm—ﬂ“ Xm. Wir haben somit *Xn ch xn Xm—

und andechi fir alle i=0,...,m.

/I

Dual gilt “¥;2*Xv*X  fiir alle 1=0,...,m. L7

2.3.8 Ist 1T

weiters T

(,4) ein n-dimensionaler projektiver Raum,
(£'54') ein n'-dimensionaler projektiver Raum
und ¢:*0U(T) 3 ¢ X' (T') ein Isomorphismus von *T auf T ',

so bildet @ fiir alle ®X,%Ye<Zl eine (kiirzeste) Nachbarfolge
von °X nach %Y auf eine (kiirzeste) Nachbarfolge von®X¢ nach
Yy ab.

Beweis: Da ¢ stets d-Blischel auf 4'-Bilischel abbildet, sind

die Bilder zweier benachbarter d-Rdume ebenfalls benachbart.
Das ergibt, daB y Nachbarfolgen von *T auf Nachbarfolgen von
¢T' abbildet, also folgt aus dist(*X,*Y) = 1 immer
dast(*Xy,*Yy) =: 1' ¢ 1, Die gleichen Uberlegungen fiir den
Isomorphismus @—1 liefern 1 € 1', also insgesamt 1 = 1'.

Der Isomorphismus ¢ bildet daher auch kilirzeste Nachbarfolgen
auf kiirzeste Nachbarfolgen ab. | /7
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2.4 Projektive Hochstridume

2.4.1 Ist T = (P,y) ein n-dimensionaler projektiver Raum, so
ist die d-Geometrie *T = (“ll,%f,e) nach 2.2.3 genau fiir 4 = O
oder d = n-1 ein projektiver Raum. Wir beschré@nken uns in
diesem Kapitel auf solche d-Geometrien, die keine projektiven
Raume sind. Dann gilt 1 € 4 € n-2, also n 2 3,

2.4.2 Wir untersuchen zunichst solche Teilmengen *mMc97l, die
folgende Bedingung (N) erfillen:

(N) Je zwei Elemente von *M sind benachbart.

Jede Teilmenge eines d-Blindels oder eines d-Feldes, also
insbesondere jedes d-Biischel erfiillt sicherlich die Bedingung
(N). Bs gilt jedoch auch folgende Umkehrung:

Jede Teilmenge 4Mc97L, welche die Bedingung (N) erfiillt, ist
Teilmenge - eines d-Biindels oder eines d-Feldes.

Beweis:

(1) Ist “MTeilmenge eines d-Biischels 4[*'T,*'H], so ist

‘M sowohl im d~Bﬁnde1 d[*1T] als auch im d-Feld 4d[**"H] ent-
halten; insbesondere jede Menge mit hdchstens zwei Elementen,
die (N) erfiillt, ist Teilmenge eines d-Biischels.

(2) Ist *m nicht Teilmenge eines d-Biischels, so kdnnen wir
drei paarweise verschiedene d-Rdume <X, %Y, 4Z&c?m wdhlen, die
keinem d-Bilischel angehdren.

Wir betrachten das d-Feld d[*Xv*Y]; liegt *Z nicht in diesem
d-Feld, so gilt dim(*Zn(*Xv?Y)) ¢ d-1. Da aber *Z mit ¢X uad
*Y benachbart ist, erhalten wir dim(*Xn%Z) = dim(*Y¥Yn4Z) = d-1,
woraus sich nun *Xn%Z = 4Yn¢Z = (4Xv4Y)n%Z ergibt. Die drei
d-Raume gehdren daher dem d-Biindel d[¢Xn®Y] an, falls
4784 (4 Xv4Y] gilt.

Liegen “X,%Y,4Z etwa in einem d-Biindel 4[4-1T], so ist
‘M eine Teilmenge dieses d-Blindels wie der folgende indirekte
Beweis zeigt: Es sei 4RedM im d-Biindel 4[*+'T] = d[®Xn%Y]
nicht enthalten; dann gehdrt “R insbesondere auch dem d-Biischel
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d[*+Xn4Y,%Xv4Y] nicht an. Dual zur letzten Uberlegung in
diesem Beweisschritt miissen %X,%Y,4R daher dem d-Feld
d[*Xv4Y] angehSren; analog folgt Red[?YviZ], wegen 4A[*"'T] =
d[¢Y¥n*Z]. Das ergibt insgesamt mit Red[*Xv4Y]nd[4Yv4Z] =
$9Y} bzw. *R = %Y einen Widerspruch.

H

Liegen 9X,9Y,4Z hingegen in einem d-Feld,so gilt dual, daB
¢M Teilmenge dieses d-Feldes ist. /7

2.4.3 Definition: Eine Teilmenge *%ct(T) (1 ¢ d £ n-2)
heilt ein pro jektiver HSchstraum,

wenn je zwel Elemente von “% benachbart sind urd Jjede
echte Obermenge *M mit 4¢c*Mc*(T) mindestens zwei nicht
benachbarte Elemente enthalt.

Die Bezeichnung"projektiver Hochstraum" wird in 2.4.5
motiviert; zundchst bestimmen wir alle projektiven HSchst-
rédume von “W(T).

2.4.4 Eine Teilmenge d%c“ﬁ(ﬂ) ist genau dann ein projektiver
Hochstraum, wenn sie ein d-Blindel oder ein d-Feld ist.

Beweis:

(1) Bs sei #¢ ein projektiver HSchstraum. Dann ist nach 2.4.2
die Menge %% Teilmenge eines d-Biindels oder eines d-Feldes.
Da je zwei Biindel- (Feld-)elemente benachbart sind, kann das
Biindel (Feld) keine echte Obermenge von “% sein und stimmt
mit 4% Uberein.

(2) Ist “% ein d-Blindel, so sind je zwei Biindelelemente
benachbart. Da eine echte Obermenge*ﬁmc?ﬁ.des d-Bindels

*ﬁ. sicherlich nicht Teilmenge eines d-Blindels und sicher-
lich nicht Teilmenge eines d-Feldes ist, ergibt cl‘ea,einen
projektiven HOchstraum.

(3) Dual zu (2) ist auch jedes d-Feld ein projektiver Hochst-

[7

raum.
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2.4, Flir jeden projektiven HSchstraum *% ist die
Inzidenzstruktur A(‘*‘%) ein projektiver Raum.

Beweis:
(1) Es sei *§ = d[*"'T] ein d-Blindel. Wir wdhlen einen zu
17 komplementdren Unterraum r"“LH,], sodall die Klammern

d[4-*T] und O["““H,I] perspektiv sind. Dann sind nach 2.2.9
die Inzidenzstrukturen A(4A[**T]) und A(O[""‘H,I]) isomorph,
wobei letztere ein (n-d)~dimensionaler Teilraum ) von °TT
ist. Damit ist A(*%) = w(d%) ein (n-d)-dimensionaler
projektiver Raum. :

(2) Es sei % = Ad[*'H] ein d-Feld. Dual zu (1) wdhlen wir
einen zu **'H komplement&ren Unterraum n"""7'T,],und die Klammern
d[#1H], (n—’l)["‘d‘lT,IJ sind perspektiv bzw. die zugehdrigen
Inzidenzstrukturen isomorph. Die (n-1)-Klammer (n—’l)[”‘d'zT,‘]
ist ein (d+71)-dimensionaler Teilraum von ""*T, sodaB A(g) =

= ("% ) ein (d+1)-dimensionaler projektiver Raum ist. 7

2.5 Isomorphismen

2.5.7 Es seien T = (R,y) bzw. W' = (@',u&’) projektive Riume
der Dimensionen n bzw. n' und 47 = (%2L,% ,e) bzw. 4F' =
= (YA @'p',e) mit A = VR(T), V4" =% (') die d- bzw.
d'-Geometrie von T bzw. . | | - |

Die projektiven Raume T und T' sind genau dann isomorph,
wenn es einen Isomorphismus 7:ull » uTll' gibt; dann gilt n = n'
und % induziert Abbildungen 4 :*Zl » #ZL', die durch *m := n|*TL
festgelegt sind. Die Abbildungen 4 sind filir 4 = O,n-1 sowie
fiir 1 £ 4 € n-2 Isomorphismen von ¢ auf <T'.

Die Isomorphie von T und M'* ist dquivalent zur Existenz
eines Antiisomorphismus &:uTl » ull'; es gilt n = n' und die
Abbildungen %8 %7l » "“‘“iL‘, welche durch 4§ := §19ZL erklért
sind, bilden fiir 4 = 0,n-1 sowie flir 1 € d £ n-2 die
d-Geometrie 47 isomorph auf die (n-d-1)-Geometrie "~¢"T' ab.

1) EBs ist zweckmiBig, die Unterrdume von projektiven Riumen, deren Punkte Elemente von uTll ,
also Unterriume von T sind, als Teilrdiume zu bezeichnen. Vgl. dazu auch 2.7.
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Fiir 4 = O ist °T ein n-dimensionaler projektiver Raum,
und aus der Existenz eines Isomorphismus @:°Z - ¢T' von
°F auf #T' folgt, daB+T' ebenfalls ein n-dimensionaler
projektiver Raum ist, also nach 2.2.3 d' = 0 oder 4d' = n'-1 =
= n-1 gilt. Die Abbildung ¢ ist geometrisch dadurch gekenn-
zeichnet, dall sie eine Kollineation ist,und es gibt genau
einen Verbandsisomorphismus 7:ull » ull' (8' = 0) bzw. genau
einen Verbandsantiisomorphismus &:ull + uTll' (d' = n-1), der
die Abbildung ¢ induziert (vgl. [1,S5.116]).

Der Fall 4 = n-1 ist analog zu behandelnj; jeder Iso-
morphismus von "™ auf "™T' bzw. °T' wird durch einen
Isomorphismus bzw. Antiisomorphismus der Unterraumverbinde
induziert.

Es sind daher nur noch die Isomorphismen von 4T auf <'T!'
fir 1 € 4 € n-2 bzw. 1 £ 4d' £ n'-2 zu untersuchen; dann
gilt n,n' 2 3,

2.5.2 Jeder Isomorphismus @:‘ﬁ.+ 47! bildet projektive
Hochstrdume von *W auf projektive Hochstriume von ¢T' ab.

Beweis: Nach 2.3.8 bildet jeder Isomorphismus (nicht) be-
nachbarte in (nicht) benachbarte Elemente ab. Auf Grund ihrer
Definition werden daher projektive HOchstrdume wvon ¢ auf
projektive H8chstrdume von 4'TT ' abgebildet. 17

Das Bild einés d-Biindels ist also stets ein d4'-Bilindel
oder ein d'-Feld. Es gilt genauer:

2.5.3 Bildet ein Isomorphismus Lp:"‘ﬁ. > 47y von T auf &'
ein d-Bilindel auf ein d'-Blindel ab, so bildet @ Jedes
d-Blindel auf ein d4'-~Biindel ab.

Beweis:

(1) Es sei d[41T] jenes d-Biindel, das bei ¢ auf ein d'-Biindel
abgebildet wird. Ist dP’*qu ein weiteres d-Blindel, und sind
die (d-1)-Rdume **'7T sowie "*"4’.]3,I benachbart (im Sinne der
(d-1)-Geometrie) und verschieden, so ist das offenbar

genau dann der Fall, wenn die beiden d-Blindel genau einen
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d-Raum gemeinsam haben. Die beiden Bilder 4[*"'Tly und
d{**Tq]@ haben daher ebenfalls genau einen d'-Raum gemeinsam.

Ein 4'~ Bundel und ein d4'-Feld haben Jjedoch als Durchschnitt
entweder ein 4'-Biischel oder die leere Menge, Jje nachdem
der Bilindeltrdger in der Hiille des Feldes enthalten ist oder
nicht. Daher ist dE”*quq ebenfalls ein 4'-Biindel und die
beiden 4'~Biindeltrdger von d[*"* T]y und d[¢”T1]@sind benachbart
(im Sinne der (d'-1)-Geometrie in T') und verschieden.

(2) Ist d[*4T1] ein d-Bilindel, dessen Tréger zu “'T nicht
notwendig benachbart ist, so existiert eine Nachbarfolge
(im Sinne von ¢*T) von **T nach *4T1, welche eine endliche
Folge von d-Biindeln mitbestimmt, wobel jedes d-Biindel der

Folge mit seinem Nachfolger genau einen d-Raum gemeinsam hat.

Wenden wir die Abbildung ¢ an, so erhalten wir eine Folge
von projektiven Hochstrdumen von #T ', deren erstes Glied
ein 4'-Biindel ist; nach (1) ist dann aber jeder projektive
Héchstraum der Folge ein d'-Biindel, da jeder projektive
Hochstraum mit seinem Nachfolger genau einen d'—Raum'gemeinsam

hat. ‘ Z7

Dual gilt: Bildet ein Isomorphismus ein d-Feld auf ein
d'-Feld ab, so bildet er jedes d-Feld auf ein d'-Feld ab.

Das ermdglicht folgende Einteilung der Isomorphismen

2.5.4 Definition: Ein Isomorphismus qudit-ad?l' von T auf
“T" (1 24 £ n-2), der ein d-Biindel auf ein d'-Biindel
(d'-Feld) abbildet, heiBt ein Isomorphismus 1.Art (2.Art).

Auf Grund der Voraussetzung 1 £ 4 € n-2 bzw. 1 £ 4' € n'=-2
ist ein 4'-Bundel niemals ein d'-Feld, sodal jeder Iso-
morphismus entweder von 1.Art oder von 2.Art ist. Mit
@ istcg'q ein Isomorphismus der gleichen Art; ist
AN S rF (T *) die in 2.2.4 erklédrte Abbildung, welche
durch die Annulatorabbildung A':ull' » ull'* induziert wird,
so ergibt die zusammengesetzte Abbildung @*A' einen Iso-
morphismus von ¢T auf "***T'*. Dabei sind © und ©*A' Iso-
morphismen verschiedener Art. Es genligt daher im folgenden

Isomorphismen 1.Art zu studieren.
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2.5.5 Ist @:%7lL »+%' ein Isomorphismus 1.Art von 4T auf «T!',
so gilt d = 4' und die projektiven Riéume TT bzw. T' be-
sitzen dieselbe Dimension n = n'.

Beweis: Durch den Isomorphismus ¢ wird jeder projektive
Hochstraum “%cdﬁ.kollinear auf einen projektiven HOchstraum
‘Efc”ﬂﬂ abgebildet und zugeordnete projektive HEchstrdume
haben dieselbe Dimension. Da ¢ von 1.Art ist, gilt nach 2.4.5
n-d = n'-d' und d+1 = 4'+1, was zu d = 4d' und n = n' aqui-
valent ist. Z7

2.5.6 Ist eine Abbildung ¢ :*ll » 971' ein Isomorphismus 1.Art
von 4T auf ¢TM', so existiert genau ein Verbandsisomorphismus
7:ull 5 ull', der ¢ induziert, alsc 9 = ¢ leistet. )

Beweis: TFalls es einen Verbandsisomorphismus gibt, der W

induziert, so stimmt er notwendig mit der durch

"Y » "Yu := (N%Xp|?Xed[™Y]), fiir alle "Ye™l mit -1 € m < d
bzw. ' |
"Y b Yo = (V'Xe¢l9Xed["Y1), fir alle "Ye™I mit d ¢ m £ n

definierten globalen Abbildung 2:ull » ull' lUberein.

Setzen wir insbesondere m = d, so erhalten wir “Yu

Yo,
also n|*U = .

Jeder (d-1)-Raum von ull ist Trdger eines d-Biindels; da
jeder Isomorphismus 1.Art stets d-Blindel auf d-Biindel ab-
bildet, ist fiir alle *'Ye**'Il das Bild **'Yx ein (d-1)-Raum
von ull' und umgekehrt ist fiir jeden Unterraum #Y'c<Zl' das
Urbild als Tréger des d-Biindels d[4'Y'lo” " bestimmt. Weiters
gilt nach Konstruktion*" Yc9X genau dann, wenn **' YacXe
erfullt ist.

Fir 4 = 1 gilt d-2 = -1 und es gilt @§¢ = @, sodaB =«
(d-2)~Rdume von M auf (d-2)-Riume von T' abbildet.
Ist jedoch 4 2 2, so betrachten wir die (d-1)-Geometrie in 7.

) Die in 2.5.6 und 2.5.9 angegebene geometrische Kennzeichnung der Isomorphismen wurde
1947 von W.L.CHOW [6] bewiesen.
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Jeder Unterraum “2Y ist Trdger eines (d-1)-Blindels (d4-1)[**Y],
welches ein brojektiver Héchstraum der (d-1)-Geometrie ist.
Jedes Element dieses (d-1)-Biindels ist seinerseits Tréager
eines d-Biindels. Die d-Klammer d[*2*Y] ist daher die Vereinigungs-
menge aller dieser d-Blindel, wobel je zweil d-Bﬁndeltréger
benachbart (im Sinne von ¢*'T ) sind. Das ist (vgl. 2.5.3,(1))
dquivalent dazu, daB je zwei verschiedene d-Bilindel der Menge
genau einen gemeinsamen d-Raum besitzen. Auf Grund der
Definition des projektivén H5chstraumes hat jedes d-Bindel,
das der Menge nicht angehdrt, mit mindestens einem d-Biindel
der Menge leeren Durchschnitt, da sein Trager nicht zu allen
anderen Biindeltrdgern benachbart (im Sinne von 4*T ) ist.

Der Isomorphismus ¢ bildet diese Menge von d-Biindel auf
eine Menge von d-Blindeln mit denselben Eigenschaften ab,
sodall die Menge aller Trager der Bildbiindel ein projektiver
Héchstraum *'%' von *'T' ist.

Nehmen"wir an,d““%' sei ein (d-1)-Feld (4-1)[*H'], so ha-
ben zwar je zwel verschiedene d-Blindel genau einen gemein-
samen d-Raum, aber dieser ist fiur alle solchen d-Bindelpaare
stets der Unterraum ¢H', womit in ull alle diese (d-1)-Rdume
dem (d-1)-Biischel (d—ﬂ)[*zY,dH'@‘qj angehdren miilten. Da
dies wegen d # n nicht der Fall sein kann, ergibt sich "¢’
als (d-1)-Biindel, dessen (d-2)-dimensionaler Triger mit
1Yy lbereinstimmt.

Ungekehrt kann fiir jeden Unterraum *2Y'e®27)' das Urbild
eindeutig rekonstruiert werden.

Auf Grund der Konstruktion der Abbildung # gilt **Yc*'X
genau dann, wenn 4% Yuc*Xn erfiillt ist.

Die Abbildung #":*'Zt » 7', welche durch 4% := %l?'7)
definiert wird, ist ein Isomorphismus von ¢ auf #-'T',
da sowohl*w als auch*" | (d-1)-Biischel auf (d-1)-Biischel
abbilden.

Durch Wiederholung dieses Konstruktionsvorganges ge-
langen wir schlieBlich zu einem Isomorphismus (einer
Kollineation) von °ff auf °Tf', der nach 2.5.1 von genau
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einem Verbandsisomorphismus #:ull » ull' induziert wird.
Aullerdem ist auf Grund der fortgesetzten Inklusions- bzw.
Nichtinklusionstreue °Yc®X zu °Yich@'équivalent. Das er-
gibt 4XH = V(TYARI° Y4 X)Xy, flr alle 4Xe7l. Da sowohl X7
als auch Xy d-dimensionale Unterrdume von T' sind, gilt
YR = Xy flr alle 1Xell , bzw. % = ™.

2.5.7 Auf Grund der bisher gezeigten Eigenschaften von
Isomorphismen 1.Art ergeben sich folgende Ergebnisse fiir
Isomorphismen 2.Art:

Ist t.y:dil. »4'7)' ein Isomorphismus 2.Art von T auf #'T ',
so gilt d' = n-d-1 und die projektiven Raume T bzw. T'
besitzen dieselbe Dimension n = n'.

Es existiert genau ein Verbandsantiisomorphismus
§:ull » uT', der tQ induziert, also @ =% leistet.

2.5.8 Setzen wir speziell W =T', so kennen wir Jjetzt alle
Automorphismen von Tl auf sich. Insbesondere gestattet T
Automorphismen 2.Art genau dann, wenn d = n-d-1, also

d = 251 bzw. n = 2d+1 gilt und in uT Antiisomorphismen,

also Dualitédten (vgl.[1,S.160]) existieren. Letzteres ist
bekanntlich genau dann der Fall, wenn T und sein Dualraum
T* isomorph sind.

2.5.9 Wir kdénnen nun eine einfache geometrische Kenn-

zeichnung der Isomorphismen jener d-Geometrien angeben, die

keine projektiven Raume sind:

J

Eine Bijektion @:“ﬁ.»‘“ﬁ! ist genau dann ein Isomorphismus
von 4T auf 'T' (1 £ 4,d' £ n-2), wenn © je zwei benachbarte

bzw. nicht benachbarte d-Raume auf benachbarte bzw. nicht

benachbarte 4'-Rdume abbildet.

Beweis:
(1) Ist @ ein Isomorphismus, so erfiillt er die gestellten
Bedingungen (vgl. 2.3.8).
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(2) Ist umgekehrt @ eine Bijektion, die (nicht) benachbarte
d-Riume in (nicht) benachbarte d'-Rdume abbildet, so ist

das Bild eines projektiven HSchstraumes stets wieder ein
projektiver Hochstraum. V6llig analog zu 2.5.3 ergibt sich,
daB ¢ je zwei projektive HSchstrdume gleicher bzw. ver-
schiedener Art auf projektive HOchstrdume gleicher bzw. ver-
schiedener Art abbildet.

Jedes d-Bilischel 4[** T,4*"H] ist der Durchschnitt des
d-Biindels d[**T] mit dem d-Feld 4[*"H], sodal die nicht-
Ieere Bildmenge d[¢* T, %" H] der Duréhschnitt zweier projek--
tiver HSchstridume verschiedener Art ist, also ein d'-Bischel.
Ebenso zeigt man, daB<§'1 stets d'-Biischel auf d-Biischel ab-
‘bildet. ¥ /7

2.5.10 Aus 2.5.9 erkennen wir, daB die Relation "benachbart”
ausreichtyum fir 1 € 4 € n-2 die d-Geometrie inT zu be-
schreiben.

Wir bezeichnen daher auch das Paar (1L (T),~) als d-Geo-
metrie in T und jeden.Relationsisomorphismus‘):q:ﬁi S>417
als Isomorphismus von (4Ti,~) auf (¢Zl',~).

Fir 4 = 0 und 4 = n-1 ist die Nachbarrelation gleich der
Allrelation; nur fir n € 7 kann mit Hilfe der trivialen
Nachbarrelation die gleichfalls triviale Struktur der
projektiven Raume®Tf bzw. "' beschrieben werden.

2.6 GRASSMANN-R&ume

2.6.1 Definition: IstZeine Menge und - eine zweistellige
Relation in 7l, so nennen wir das Paar M = (4,~) einen

GRASSMANDNS-Raum, wenn es in einem n-~-dimensionalen
projektiven Raum T eine d-Geometrie (*U(W),~) mit 1 ¢4 £ n-2
und einen Relationsisomorphismus von (AU,~) auf U (T),~)
gibt.

') Ein Relationsisomorphismus wird gelegentlich auch eipe Ahnlichkeit genannt, doch soll
diese Bezeichnung nicht verwendet werden.
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2.6.2 Ist = (,~) ein GraBmann-Raum und gibt es Iso-
morphismen wqéila *ileq) bzw. qzzitﬁ‘“ﬁfﬁg),'so ist ?ie Ab-
bildung qqu— ein Isomorphismus von (*2LCW1))auf C“U(ﬁé)).
Wir konnen daher alle Begriffe, welche invariant gegeniiber
Isomorphismen sind, in den GraBmann-Raum Ubertragen, z.B.
(klirzeste) Nachbarfolgen, Entfernung, Verbindungsmenge 1),
projektive Hochstraumey insbesondere kdnnen wir auch Biischel
als jene Teilmengen von U definieren, die bei @4 auf dq—
Blischel abgebildet werden.

Die Menge der projektiven Hochstrdume von " zerfdllt in
zwei Klassen, wovon eine willkilirlich als Menge der projektiven
Hochstraume 1.Art und die andere dann als Menge der projek -
tiven HSochstrdume 2.Art bezeichnet wird.

Die Dimensionen dq und d2 miissen nicht libereinstimmen
und stellen daher keine Invariante dar, wohl aber die
Dimension n der projektiven Raume W1 und'Wz. Die nicht
geordneten Zahlenpaare (n—dq,d1+1) = (n-dz,d2+1) geben
nach 2.4.5 die Dimensionen der projektiven Hochstraume
von [" an. Wir setzen daher fest:

2.6.3 Ist ' = (Q,~) ein GraBmann-Raum, der isomorph zur
d-Geometrie eines n-dimensionalen projektiven Raumes
ist, so nennen wir das nicht geordnete Zahlenpaar
(n-d,d+1) das Dimensionspaar des
GraBmann-Raumes [.

Die 1-Geometrie (Liniengeometrie) in einem dreidimensionalen
projektiven Raum ist z.B. ein Grafmann-Raum mit dem
Dimensionspaar (2,2).

Ubertragen wir sinngemdB die in Begriffe Automorphismus
1. bzw. 2.Art in den GraBmann-Raum I’, so kann es Auto-
morphismen 2.Art nur dann geben, wenn das Dimensionspaar von

" zwei gleiche Komponenten besitzt.

Y Wir schreiben My, fiir die Verbindungsmenge von M, ,‘mzcﬂ.
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2.6.4 Nach 2.6.2 kOnnen wir in einen GrafBmann-Raum [ ,

der zu (®W(T),~) isomorph ist, den Begriff Biischel iiber-
tragen. Bezeichnen wir mit & die Menge aller Biischel von [,

so ist (,k,e) eine Inzidenzstruktur, die zu CO @), (T),e)
isomorph ist. Wir bezeichnen gelegentlich auch diese Inzidenz-
struktur als GraBmann-Raum.

2.7 Teilrdume

2.7.1 EBs sei T = CQ,%) ein n-dimensionaler projektiver
Raum und 4T die d-Geometrie in T.

Ist T ein GraBmann-Raum, so besitzt der nach 2.6.3
das Dimensionspaar (n-d,d+1). Es ist zweckmidBig, dieses
nicht geordnete Zahlenpaar (n-d,d+1) auch fiir 4 = O und
d = n-1 als Dimensionspaar von °[T bzw. "' anzusprechen;
genau dann, wenn T ein n-dimensionaler projektiver Raum
ist, besitzt er das Dimensionspaar (1,n). Wir ordpen
daher jedem k-dimensionalen projektiven Raum das Dimensions-
paar (1,k) zu.

2.7.2 Ist *Q = d["T,°H] eine nichtleere d-Klammer, so ist
die Inzidenzstruktur A(*Q)) ein projektiver Raum oder

ein .GraBmann-Raum und besitzt das Dimensionspaar
(d-r,s-d), falls r,s # d gilt.

Beweis:
(1) Gilt r = d oder s = d, so ist die d-Klammer einelementig
und ACR ) = TCL) ist ein einpunktiger projektiver Raum.

(2) Fir r,s # 4 wiahlen wir einen zu "T in TT(®H) komplementdren
Unterraum S""’4H,] aus und bilden 4["T,®H] nach 2.1.4 per-
spektiv auf ((s—r-1)+d—s)[5“4H1] = (d-ruﬂ)[&*4H1] ab.

Daher ist A(®Q) isomorph zu A(dq[“1H1]) mit 4, := d-r-1 und

/I
n, := s-r-1. Fassen wir den Unterraum qu als projektiven
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Raum W(“*Hq) auf, so ist'A(dq[”ﬂHq]) die d,-Geometrie in
diesem nq-dimensionalen projektiven Raum und besitzt daher
das Dimensionspaar (nq-dq,d1+1) = (s-d,d+r).

Genau fir d, = 0 oder d, = n-1 ist A(d,][““ H,1]) ein
projektiver Raum, sonst ein GraBmann-Raum. Gleiches gilt
daher fiir A(*Q ).

N

Ist A(®QR ) ein GraBmann-Raum, so schreiben wir statt
AR ) auch N(¢Q).(Vgl. auch 2.2.8.)

Auf Grund des letzten Satzes nennen wir die d-Klammern
auch Teilrdume der d-Geometrie; ist 2% ein leere d-Klammer,
so ist nach 2.2.8 MR ) ein leerer projektiver Raum.

Je nach der Struktur von A(®€2) sprechen wir von einem
projektiven oder einem graBmannschen Teilraum; fir ¢4@ £47]
nennen wir ‘@Q auch einen echten Teilraum.

Der Begriff Teilraum kann auf beliebige GralBmann-Raume
ibertragen werden.

2.7.3 Wir ermitteln eine induktive Ordnung der Dimensions-
paare projektiver und graBmannscher Raume, welche es uns
gestattet, Sdtze der d-Geometrie durch vollstdndige Induktion
zu beweisen.

Das gewiinschte Verfahren 1&aBt sich an Hand der nachfolgenden
Tabelle verfolgen:

B 2 3 4 5 6 7 8 9 ..
T

1 (1,2)=(2,2) (253 s .8

2 (’1!5)*—(2,3);(3,3) .

3 (1,4)=(2,4)=(3,4)2=(4,4) D/J;
4 <4,5>=-(5)»(3,5)+(4 =(5,5)
5 <1,6>m2)>:<4,6>
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Aus dieser Tabelle kann das Dimensionspaar der d-Geometrie

in einem n-dimensionalen projektiven Raum (n ® 2) ab-
gelesen werden. Da die d-Geometrie und die (n-g =1)~-Geometrie
in T dasselbhe Dimensionspaar besitzen, ist jede Spalte
symmetrisch und wir erhalten jedes mogliche Dimensionspaar
sicherlich genau einmal, wenn wir uns auf Dimensionen d mit

a » 251 veschrénken. (Nicht schraffierter Bereich der

Tabelle).

Wir definieren nun folgende unendliche Folge {uilizﬂ,..1,W}
von Dimensionspaaren zu d-Geometrien mit 4 2 251:
-1
2

u, := (1,2); gilt uy = (n-d,d+1) und ist d > 55~ so sei
u,q = (n-d+1,d+1). Pir d = 551, also n-d = d+1 sei

Anschaulich formuliert durchlaufen wir den nicht schraf-
fierten Teil des Schemas zeilenweise von links oben nach
rechts unten.

Ein Induktionsbeweis geschieht nun folgendermalen:
(1) Die Aussage wird fiir endlichdimensionale projektive
Riume T mit dimll ® 2 bewiesen. Damit gilt die Aussage
insbesondere flir alle projektiven Ridume mit dem Dimensions-
ﬁéér u, = (1,2).

(2) Wir nehmen an, daB die Aussage bereits fir alle jene
d-Geometrien bewiesen wurde, welche projektive oder grai-
mannsche Ridume mit einem Dimensionspaar u,, 1 £ k £ m-1
sind.
Ist u, das Dimensionspaar einer d-Geometrie, die ein
projektiver Raum ist, so gilt die Aussage bereits nach (1).
Falls u das Dimensionspaar einer d-Geometrie ist,
welche ein graBmannscher Raum ist, so miissen wir fir
u_ = (n-d,d+1) zwei Fdlle unterscheiden:

m

Fir d < 251 gilt die Aussage schon fir die Dimensions-
paare (n-d-1,d+1) und (n-4,d), -»(n-d,d)

da diese links bzw. oberhalb = (n-d=1,d+1)=(n-d,d+1)

von u, in der Tabelle auf-
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scheinen. Das sind Jjedoch nach 2.7.3 die Dimensionspaare
der d-Hyperbiindel bzw. der d-Hyperfelder.

Fir 4 = 251 besitzen die d-Hyperbiindel und die d-Hyper-

felder das Dimensionspaar g = (n-d-1,4+1).

Wir konnen daher als Induktionsannahme stets verwenden,
daB die Aussage bereits filir alle d-Hyperbiindel und alle
d-Hyperfelder Giltigkeit hat. Insbesondere gilt die
Aussage dann auch fur alle echten Teilrdume, da jeder
echte Teilraum in einem d-Hyperfeld oder in einem d-Hyper-
biindel enthalten ist. 1)

2.8 Projektivitédten

2.8.1 Es seidl] die d-Geometrie in einem n-dimensionalen
projektiven Raum T mit 1 £ 4 £ n-2.

Wir haben in 2.1.4 Perspektivitaten zwischen Klammern
definiert. Jede Perspektivitadt eines d-Blischels auf ein
d-Biischel im Sinne dieser Definition ist jedoch die Identitat.
Wir verallgemeinern den Begriff der Perspektivitdt von
d-Biischeln:

zwei d-Blischel, so heiBt

2.8.2 Definition: Sind dbq und 4b,
eine Abbildung 3:“b1 > db2 eine Perspektivitadt,
wenn 4b1 und db2 demselben projektiven Hdchstraum %% an-
gehdéren und aufgefafBt als Punktreihen des projektiven
Raumes W(*%) perspektiv sind.

Jedes Produkt von endlich vielen Perspektivitaten heiBlt
eine Pro jektivitat.

2.8.3 8ind 4b, = A[**'T,4H,] und *b, = ar T2,4+1H2] zwei

d-Blischel, so existiert mindestens eine Projektivitat

die db1 auf db2 abbildet.

Beweis: GehOren beide d-Bilischel demselben projektiven

1) Dualisieren wir das angegebene Induktionsverfahren, so er-
halten wir ein Folge, fiir die stets d ¢ 251 gilt. Die
Induktionsvoraussetzung, also die Giiltigkeit der Aussage fiir
alle echten Teilrdume, bleibt gleich. Auf die Bedingung
d 2 %‘1 kann daher gelegentlich verzichtet werden.
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Hochstraum an, so ist das aus der projektiven Geometrie
bekannt.

Sind die Hiillen “‘Hq und d+1H2 verschieden und benachbart,
so wdhlen wir einen Unterraum *’T12c¢*H1n“4H2, sodaB wir
das deBlischel d[“‘Tq,**qu
projektiv auf das d-Biischel
a(*"T,,,*"H,] abbilden kdnnen. WIH,
Analog kann d[*‘T2,”1H2] auf
das d-Blischel d[*‘T12,“*H2]
projektiv abgebildet werden.

Da die d4-Biischel dﬂ”‘T12,*4H1] i,
und d[*4T12,AHH2] beide dem
d-Blindel d[*4T12] angehbren, existiert eine Projektivitat

¢-hy

dieser beiden d-Blischel, was insgesamt eine Projektivitat
von °‘b,I auf db2 liefert.

Sind **'H, und d+1H2 nicht benachbart, so gibt es eine
Nachbarfolge von (d+1)-Riumen von °“"*H,I nach GMH2, welche
‘die Konstruktion einer Projektivitidt von “b, auf db2 durch
wiederholte Anwendung der vorher gezeigten Methode ermdglicht.

4



49~

3 LINEARE ABBILDUNGEN AUS GRASSMANN-RAUMEN

3.1 Definition linearer Abbildungen

2.1.1 In weitgehender Ubereinstimmung zu Abschnitt 1 werden
lineare Abbildungen aus einem GraBmann-~Raum in einen
projektiven Raum erklart:

Definition: Ist M = (A,~) ein GraBmann-Raum und

T' = (2',9') ein projektiver Raum, dann heift eine Abbildung
1WA » %' 1inear, wenn sie folgende Bedingungen
erfiillt:
(I1) ({X}V{Y})X = {X}XV{Y}X fir alle X £ Y mit X ~ Y
| und X,Yell.
(L2) Ist {Xly = {Y}x fiir zwei verschiedene benachbarte
Elemente X,Yel, so existiert stets ein Element
Aeixtv {Y} mit Aty = &.

5.1.2 Wir werden lineare Abbildungen aus GraBmann-Raumen

im folgenden im Modell der d-Geometrie T = (“Z.,~) eines
n-dimensionalen projektiven Raumes T = (@,%) untersuchen;
dann gilt bekanntlich 1 € 4 € n-2, also n * 3. Gelegent-

lich verwenden wir auch das in 2.7.3% entwickelte induktive
Beweisverfahren; dabei wird stillschweigend mitbewiesen,

dal die betreffende Aussage sinngemiB auch fir k-dimensionale
projektive Riume (2 ¢ k < =) gilt.

Den folgenden Uberlegungen legen wir eine lineare Ab-
bildung x:dﬁ(ﬂ) = 4' zugrunde, wobei ' die Punktmenge
eines (nicht notwendig endlichdimensionalen) projektiven
Raumes M' = (@',%') ist.

3.1.3 Flir jeden Teilraum ¢fc*ll ist die Einschrdnkung y!/4Q
ebenfalls eine lineare Abbildung und zwar entweder im
Sinne von 1.1.2 oder im Sinne von 3.1.1, je nachdem A(CR)
ein projektiver oder graBmannscher Teilraum ist. Das folgt
wie in 1.1.3 aus der Tatsache, daR jeder Teilraum mit je
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zwei verschiedenen benachbarten d-Rdumen 4X,?Y auch das
d-Biischel °%X4Y enthdlt. '

Da jedes d-Bilischel ein projektiver Teilraum ist, kOnnen
die in 1.1.3 gezeigten Eigenschaften der Bildmenge einer
Geraden (Punktreihe) sofort auf d-Biischel bzw. deren Bild-
menge bei einer linearen Abbildung libertragen werden.

A4 Ist T" = (@",%") ein weiterer projektiver Raum und
p:R' » Q" eine lineare Abbildung, so folgt analog zu 1.1.6,
daB die zusammengesetzte Abbildung xw:*ﬂ » R" ebenfalls
linear ist. Dabei gilt fiir die Ausnahmemengen A(Y) bzw. A(YY)
der linearen Abbildungen % bzw. Ay die triviale Beziehung

A(x)c A(Y) -

3.1.5 Sind'ﬂnq und *M, Teilmengen vondil, so gilt
@Wbﬁdmg)XC:*quv*mzx. Der Beweis ist wie in 1.1.9 zu

fihren, bloB sind alle Gleichheitszeichen durch die Inklusion
(<) zu ersetzen, was wegen (X3 X580y < idX1§XV§4X2}X
flir alle qu,ngedZL zuldssig ist.

2.1.6 Die Bildmenge der linearen Abbildung 4 mull nicht
notwendig ein Unterraum von T' seia. Wir setzen daher fest
(vgl.1.1.8):

Definition: Die Dimension der Verbindungshiille der

Bildmenge Im(Y) einer linearen Abbildung (aus einem
Grafmann-Raum) heift der R a n g der linearen Ab-
bildung .

Wir bezeichnen den Rang von % analog zu 1.1.8 mit rgy,
sodaB gilt rgy = dimT[Imy)). Eine wichtige Eigenschaft des
Ranges einer linearen Abbildung ¢ ist die Ungleichung
rgy < ©, die es gestattet den Zielraum T' ohne Beschridnkung
der Allgemeinheit als endlichdimensional verauszusetzen.

Es gilt genauer:
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3.1.7 Ist 9:*U » 4' eine lineare Abbildung und (n~d,d+1) =

= (eq,ez) das Dimensionspaar von (*%,~), so gilt

(e, +e,)!
el e . le~t
1°72

Beweis:
(1) Es sei °P ein Punkt und "'B eine Hyperebene von ull mit
°P¢"™'B. Dann zerlegen wir "‘fj, in drei disjunkte Klassen:

‘9 1= AP,
d%g dF”’B] und
95 1= CUN(*Y qu Y0 -
Weiters definieren wir zwel
Abbildungen &,:*U» %, und

2.°‘ZA>-> %5 durch folgende Fest-
setzungen:

i

i

b QS “Xe,l := (4Xa™'B)VPP fir alle

“‘Xe‘*h\"g

X » dX&E r= (AXveP)N™'B fiir alle A¥e TN\ %1 Die Abbildungen
e, und €5 besitzen die Ausnahmemengen A(a %2 bzw. A(&E) =

= %%, und sind wegen &.l*}. = 1day, (i=1,2) surjektiv.

Die drei d-Riume %X, dxeq,dxsg gehdren fir alle c‘Xe“‘}
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dem d-Biischel 9Xe dXe2 an, sodal 433C-d%1 3, bzw.

- - d

= d%qudégu %3 = W}1v4%2 folgt.

» S d

Dann gilt Im{)= *2UY = ("‘"z,]v“‘ﬁe)xc 4},]7(\/‘3%»2 nach %.1.5

Die Bildmenge Imly) ist also in der Verbindungsmenge

Im(xt*}q)vlm(xi4%2) enthalten. 1)

(2) Zum Beweis der Ungleichung verwenden wir vollstindige
Induktion gemdB 2.7.3.

Flir'jeden endlichdimensionalen proaektlven Raum mit dem
Dimensionspaar (n,1) gilt

n+14)! _ : £
LET?%" - 1 =n und nach 1.1.8 ist rgy, £

Da ‘%q und d%e echte Teilrsuce sind, lautet die Induktions-
voraussetzung daher

1) Als Sonderfall erhalten wir die bekannte "rekursive Erzeugung" von GraBmann-Varietdten
(vgl. (5/5.296]), die in Abschnitt 4 besprochen wird.
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(e +e5-1)1 (e =-1+e,)!
PaT%2 -1, rg(xld%2) < e . 1,

e1!(e2-1)! (e1~1)!e2!

rg(glih,) €

denn A(d%w) bzw. A(*%Z) besitzt das Dimensionspaar (eq,e2—1)
bzw. (e1-1,e2) (vgl., 2.7.2).

Die beiden Unterrdume [4%,x] und [4}.y] spannen daher nach
dem Dimensionssatz einen hdchstens k'-dimensionalen Unter-
raum von M' auf, mit
-_‘(eqfe2—1)! o (e1—1+e2)!

k' + -1+ 1=
e t(ey,=1)! (e =1)tes!
) (e1+e2—1)!(e2+e1) 4 (e1+e2)! _
e1!e2! e4!e2!
Wegen Im('x)cdrb,] & 4%2 c [c\’é,]x']v[ %27(] gilt also rgq £ -———-—;———'—— - 1.
CPREPY
Die letzte Ungleichung kdnnen wir wegen
(eqfe2)! B (n+1)! . <n+1>
- : - d+1
- 1
eq!e2! (n=d)!t(d+1)!
auch in der Form rgvy £ (giq - 1 schreiben.
Wir werden in AgSChnitt 4 zeigen, daB lineare Abbildungen
(e +e,)!
mit rgq = 12 - 1 unter gewissen Zusatzvoraussetzungen
e les!
1°72

existierten. Zundchst setzen wir ohne Ricksicht auf die Existenz
fest:

2.1.8 Ist D = (fI,~) ein GraBmann-Raum mit dem Dimensions-
paar (eq,e2), T* ='(@',%') ein projektiver Raum und
J
Y:Zh = £' eine lineare Abbildung mit

(e1+e2)!
rgy = ———— — 1, so heiBt f eine reguldre
eqle2!

lineare Abbildung.
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3.2 Projektionen

.2.1 Wir wollen Beispiele filir lineare Abbildungen aus
(*0(T),~) konstruieren:

Es sei 4[*"T] ein d-Biindel und 4R ein zu *'T komple-
mentdrer Unterraum in T . Dann hat jeder d- Raum mit "R
einen mindestens nulldimensionalen Durchschnitt, was die
Definition folgender Abbildung
n:4l » A[4'T] ermdglicht: a7
Gehdrt (4*Xn"“R)V*'T dem
d-Biindel d[%*T] an so gilt 7
4 » 4Xn := (4Xa"4R)v*'T; an- 4//// e

sonsten ist X nicht definiert.

Da jeder d-Raum von d[*-'T] ein o X
Fixelement von n ist, gilt die '
Surjektivitdt der Abbildung n. Wir nennen m eine Projektion

auf das d-Bilindel d[*AT](vgl.[12]).

Dual kSnnen Projektionen auf d-Felder erklirt werden.

3.2.2 Eine Projektion m:%%l» d[~{T] auf ein d-Biindel ist
eine lineare Abbildung von (*7L(T),~) auf T(d[*-1T]).

Beweis: Da jedes d-Biischel von ¢ Teilmenge eines d-Biindels
ist, .genlgt es zu zeigen, daB die Einschrdnkung von n auf
jedes d-Biindel eine lineare Abbildung ist.

Ist d[*"'T,] ein d-Bindel, dessen Tréger zu n~dR windschief
liegt, so ist nach 2.1.4 das d-Biindel d[*4T1] perspektiv
zur O-Klammer O["4R], welche ihrerseits zum d-Biindel d4[**T]
perspektiv ist. Dieses Produkt von Perspektivitdten stimmt
mit nld[““qu iiberein, sodaB diese Einschrdnkung dann
W(d[**qu) isomorph auf T(4[**T]) abbildet (vgl.2.2.9).

Fiir ein d-Biindel d[*‘qu, dessen Tradger den Unterraum
R in genau einem Punkt °Q trifft, ist der Teilraum
d[*4T1,d4an”dR], also eine Hyperebene des projektiven Raumes
W(d[*‘qu),die Ausnahmemenge von nld[w4T1], da jeder d-Raum
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dieses Teilraumes mit ™%R einen mindestens zweidimensionalen
Durchschnitt besitzt.

Jedes Nichtausnahmeelement des d-Biindels besitzt °Qv*'T
als Bild und w!d[*‘Tq] ist eine lineare Abbildung vom Rang
Null.

Besitzt der Trager eines d-Blindels d[*‘qu mit "¢R einen
mindestens zweidimensionalen Durchschnitt, so ist nld[*‘Tq]
eine leere Abbildung, also linear. /7

Wir erhalten gemdlB 3.1.4 weitere Beispiele linearer Ab-
bildungen aus dﬁ(ﬂ?, wenn wir die Projektion mw mit einer
linearen Abbildung aus T(d[**T]) in einen projektiven Raum T"
zusammensetzen.

5.5 Lineare Abbildungen mit héchstens einem Bildpunkt

3.32.1 Wir diskutieren lineare Abbildungen ¢:%A(T) » &'
mit -1 £ rgy £ O; die Existenz solcher linearer Abbildungen
ist mit 3.2.2 gesichert.

Ist A eine leere lineare Abbildung, so ist die Einschrén-
kung von ¥ auf jeden Teilraum von (*U,~) ebenfalls eine
leere Abbildung. Ist °P ein Punkt und "1B eine zu °P
windschiefe Hyperebene, so ist jede lineare Abbildung
Xﬁ*ﬁ:»'p', fiir die die beiden Einschrénkungen ¥ | a[°P] und
%x1d["1B] leere Abbildungen sind, nach 3.1.7, Beweisschritt (1)
eine leere Abbildung, da Im(K)cz(d[°P]x)v(d[“*B]x) = Ov@ = @
gilt.

2.2.2 Eine lineare Abbildung x;*ﬁ » P' besitzt genau dann den
Rang O , wWenn Im(x) nicht leer und jede Einschréankung von
X auf einen projektiven Hochstraum vom Rang O oder vom Rang

Beweis:

(1) Es sei rgy = O. Dann ist die Einschrénkung von /% auf
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einen projektiven HOchstraum nach 3.1.3% eine lineare Ab-
bildung, deren Bildmenge ein Unterraum von Im(y), also
einpunktig oder leer ist.

(2) Es sei X keine leere lineare Abbildung und Jjede Einschran-
kung auf einen projektiven HGchstraum vom Rang O oder vom
Rang -1. Da Im(¥) nicht leer ist, gibt es einen d-Raum dXO

mit 94X,y = Q'eg’.

Ist °‘X,I ein d-Raum mit dist(dXo,qu) = 1 und ist qux
definiert, so gilt dqu = Q', da das d-Biischel dxodxq Teil-
menge eines projektiven Hochstraumes ist, welcher nach Vor-
aussetzung {Q't als Bild besitzt.

Gibt es ferner einen d-Raum 4X_ mit dist(4Xy,#X ) = m > 1,
der kein Ausnahmeelement von ¥ ist, so konstruieren wir eine
Nachbarfolge von clXO nach de, deren sé&mtliche Elemente der
Definitionsmenge D(% ) angehSren:

Durch dXonde legen wir je einen (d-41)-Raum d“TOC‘.XO und
CMTm;de. Nach 1.3.6 existiert ein zu‘i“TO und A”Tm komple-
mentdrer Unterraum "4U, sodaB es
Perspektivitdten (vgl. 2.1.4)
3O:dE*‘To] > 0[™dU] bzw.

Sm:d[**Tm] > O[™4U] gibt. Die
Abbildung % induziert dann im
projektiven Raum T(O["4U]) die
linearen Abbildungen

So Gl aBT ) bzw. 3 TNyl aletr 1),
welche beide vom Rang O sind, also je eine Hyperebene von

T(O["4U]) als Ausnahmemenge besitzen. Da es nach 1.3.6 einen
Punkt °Qc" U gibt, der zu beiden Hyperebenen komplementar
liegt, sind die d-Rdume dqu t= 91 Tyv°Q und deq :=°”‘va°Q
im Definitionsbereich von o, enthalten und haben wegen

G THRINCI TV Q) = (Toa™T IvQ = (Xgn*X IveQ nach
2.5.6 die Entfernung m-1.

Durch Anwendung dieses Verfahrens auf dqu und deq er-
halten wir zwei d-Raume dXO2 bzw. deZ der Entfernung m-2
U.S.W.

insgesamt konnen wir auf diese Art eine Nachbarfolge
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a d 4, & d d ;

i Xo, Ko/l, LI K'Y Xo(m_-/l), Xm(m_/‘)’ LECEE Y'Y Xm/l, sz konStI‘U].eren,
die in der Definitionsmenge von x enthalten ist. Daher

gilt Q' = dXOX = .. = dex, da nach Voraussetzung Jjedes
d-Blischel nur eine hSchstens einelementige Bildmenge besitzt.

4

2.4 Lineare Abbildungen aus der 1-Geometrie eines drei-

dimensionalen projektiven Raumes

3.4,1 Wir setzen in 3.4 speziell dimT = n = 3 voraus, sodaB
4N nur fir d = 1 ein GraBmann-Raum ist. Die 1-Geometrie
Cil,~) eines dreidimensionalen projektiven Raumes heiflt be-
kanntlich auch Liniengeometrie.

Fir den weiteren Ausbau der Theorie sind die mdglichen
Ausnahmemengen A(Y)) linearer Abbildungen f¢:'Z > %' von be-
sonderem Interesse. Bis jetzt wissen wir nur, daB der Durch-
schnitt von A(y) mit jedem projektiven HOchstraum ein Teil-
raun dieses HSchstraumes sein muB (vgl. 3.1.3 und 1.1.3).

3.4,2 Ist x:‘ﬂ » %' eine lineare Abbildung mit rgy = 0, so
ist die Ausnahmemenge A(Y) ein Gebiisch') oder ein Gewinde?2).

Beweis: Nach %.3.2 besitzt jeder projektive HSchstraum
entweder genau ein Blschel von Ausnahmegeraden, oder nur
Ausnahmegeraden. Wir unterscheiden drei Fidlle:

(1) Die Menge A(X) enthdlt mindestens zwei Geradenbiindel.
°T1 und °T2 seien die Trager zweler solcher Geradenbiindel.
Dann existiert in jeder Ebene (2-Raum) durch °T1V°T2 ein
Dreiseit von Ausnahmegeraden, so-

daB jede Treffgerade von °T1v°T2, o .

also jede Gerade des Gebisches mit

der Achse °'I‘,lv°'l‘2 der Ausnahmemenge
A() ) angehdSrt. Weitere Ausnahme -
geraden gibt es nicht, wie wir in-
direkt zeigen:

1) Vvgl. 2.2.7, FuBnote.
%), vgl. [1,8.185].
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Angenommen 'A sei eine zu OT1V°T2 windschiefe Ausnahmegerade
der Abbildung y . Wir legen durch
die Gerade 'A eine Ebene %*B so,
daB der Punkt °S := 2Bn(oT,]v"Tg)
von °T1 und °T2 verschieden ist.
Im Geradenfeld 1[*B] gibt es dann
neben der Ausnshmegeraden 'A noch
das Geradenbilischel 1[°S,2B] von
Ausnshmegeraden, sodaB 1(2B] eine
Teilmenge von A(y) ist. Mit 3.3.1 folgt, daBy eine leere
Abbildung ist, sodaB ein Widerspruch vorliegt.

(2) Die Menge A(x) enthdlt genau ein Geradenblindel 1[°Tq].
Wir zeigen indirekt, daB dieser Fall nicht méglich ist:
In jedem von 1[°T1] verschiedenen Geradenbiindel muBl es wegen
rgy = O genau ein Geradenbiischel geben, das in A(y) liegt.

Ist "’I‘2 # °T,, so enthdlt das Ausnahmegeradenbiischel
1[°T2,2H2] der Geradenbﬁndels-1[°T2] die Gerade °T1v°T2,
sodafl das Geradenfeld 1[%H,) eine
Teilmenge von A(q) ist, da die
Geradenbiischel 1[°T1,ZH2] und
1[°T2,1H2] nur Ausnahmeelemente
besitzen.

Wahlen wir ferner einen Punkt
°T5¢2H2 und ist das Geradenbiischel
1[°T5,2H5] die Ausnahmemenge von

xl1[°T5], so folgt wie vorhin 1[1H5]c Alx).

Dual zu (1) folgt aus der Existenz zweier verschiedener
Geradenfelder, die Teilmengen von A(X) sind, daB das Gebiisch
mit der Achse ZHgnzH5 die Ausnahmemenge von ¥ ist. Dann
gibt es jedoch mindestens drei Geradenblindel in A(x), was
der indirekten Annahme widerspricht.

(3) Die Menge A(X) enth&lt keine Geradenbiindel.

Jedes Geradenbiindel enthdlt daher genau ein Geradenbiischel
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von Ausnahmegeraden und wir kdnnen eine globale Abbildung
~rﬁil->2il durch folgende Festsetzung definieren:
°X b °Xv mit °Xv ist die Hille des Ausnahmegeradenbiischels
im Geradenbiindel 1[°X] fiir alle °Xe°Zl.

Sind °X und °Y zwei verschiedene Punkte mit 9Xc°Yv, so
ist °Xv°Y Ausnahmegerade sowohl des Geradenbiindels um °Y,
als auch des Geradenblindels um °X, also °Yc°Xv. Da stets
°Xc®Xv" gilt, ist die Abbildung v eine Nullpolaritéat (vgl.
[1,8.163,166]), wenn wir 2T mit dem zu °TW dualen projektiven
Raum identifizieren. Die Ausnahmemenge A(%) stimmt mit dem
durch v -erzeugten Gewinde von Nullgeraden iiberein. /7

Nullpolaritaten existieren jedoch nur in endlichdimen-
sionalen Pappos-Rdumen ungerader Dimension (vgl.[2,S.46]),
sodaR (3) in nichtpapposschen Desarguesrdumen nicht auftreten
kann.

3.4.3 Ist x:fﬂ,».p' eine lineare Abbildung mit rgy = 1, so
ist die Ausnahmemenge A(y,) entweder die Vereinigungsmenge
eines Geradenbindels und eines Geradenfeldes mit nicht-
leerem Durchschnitt, oder A(y) ist ein Netz *).

Beweis: Die Abbildung X besitzt wegen rgy = 1 mindestens
zwel verschiedene Bildpunkte und mit 3.3.2 folgt, dall die
Einschrankung von 4 auf mindestens einen projektiven HSchst-
raum vom Rang 1 ist, sodall dieser projektive Hochstraum ein
Geradenbiischel 'b ohne Ausnahmegeraden enthdlt. Dann ist

mit (I1) notwendig by = Im(y), und %|1b ist nach 1.1.3 und
3.1.3 eine lineare Injektion.

Die Gerade Im(X)ci? besitzt mindestens drei paarweise
verschiedene Punkte Q%,Qé,Qé. Es sei n%:Im(X):& {Qé} die
Projektion aus iQ%} auf fQé}. Durch zyklisches Vertauschen
der Indizes 1,2,3 werden analog die Abbildungen né und né
definiert. DNach 3.1.4 ist die zusammengesetzte Abbildung
xni"(i=1,2,3) ebenfalls linear und es gilt A<X)CA<X“i)-

Die drei Ausnahmemengen der Abbildungen Xni sind paarweise

1) vgl. [1,8.185] und [2,8.183].
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'verschieden, da die Geraden Q:.'L(')LUb)_1 (i=1,2,3) Jjeweils
nur der Ausnahmemenge A(X“i) angehdren. Wegen.rgxni = 0
ist die Menge ‘mi t= A(%ni) entweder ein Gewinde oder ein
Gebilsch.

Dann gilt nach 1.3.4 sicherlich A(x)c‘qu‘mz. Es sirnd
vier Falle zu unterscheiden:

(1) Sind ‘mq und %12 verschiedene Gebiische mit schneidenden
Geblischachsen 4E1 bzw. 1E2, so gilt ﬂan‘mg = 1[*E1n‘E2]u
4 1 . 3 3 1 A )
ul( Eqv E2], damit ist U 4n qg
die Vereinigungsmenge eines
Geradenbiindels und eines

3
Geradenfeldes mit nichtleerem é
Durchschnitt. \
(2) Falls ‘mq und ﬂlz verschie-

dene Gebische mit windschiefen
Gebiischachsen 1E1 bzw. 1E2 sind,
so ist ﬂan‘ae ein hyperbolisches
Netz mit den Netzachsen *E1 bzw.

1Ee.

(3) Ist ‘mq ein Gebiisch und ‘ag ein Gewinde, so ist 4d1n‘a2
ein parabolisches oder hyperbolisches Netz, je nachdem die

Gebilischachse dem Gewinde*u2 angehdrt oder nicht (vgl.
[1,8.186]).

e

4%

(4) Sind schlieBlich %11 und ﬂne verschiedene Gewinde, so ist
‘mqnﬂhz ein Netz (vgl. [2,S.184]).

BEs bleibt noch zu zeigen, daB A(%) keine echte Teilmenge
von ﬂnqn*mz sein kann. Wegen rg{ = 1 ist die Einschrankung
von % auf einen projektiven HOchstraum nicht vom Rang 2,
gsodaB jedes Geradenbiindel und jedes Geradenfeld mindestens
eine Ausnahmegerade enthdlt.

Im Fall (1) geht durch jeden Punkt °Q¢(”E1V4E2) genau eine
Gerade des Biindels 1[4E104E2] und in jeder Ebene 2C.;b(‘E,ln‘Ee)
liegt genau eine Gerade des Feldes 1E‘E4V4E2], sodal alle
Geraden von %an%na, mit Ausnahme von 1[‘E1n‘E2,‘E1v4E2],
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sicherlich der Ausnahmemenge.A(x) angehSren. Dann gibt es
jedoch im Geradenbiindel 1DE1n4E2] bzw. im Geradenfeld
1[*E1V‘E2] wegen (L1) nur Ausnahmegeraden.

Ist 4m1n‘a2 jedoch ein Netz, so geht durch Jjeden Punkt,
der keiner Netzachse angehort, genau eine Netzgerade, was
ergibt, daB alle Netzgeraden, welche keine Netzachsen sind,
der Ausnahmemenge A(X) angehdren .
Nur die Achse 1E eines parabolischen
Netzes gehort diesem an; die Achse
liegt dann notwendig in A(y), da sie
Element mindestens eines Geraden-

bilischels mit zwei verschiedenen
Ausnahmegeraden ist.

/7 €

Damit kennen wir alle méglichen Ausnahmemengen linearer
Abbildungen vom Rang 1 aus der Geradenmenge ‘7, eines drei-
dimensionalen projektiven Raumes T.

Ist T jedoch ein nichtpapposscher Desarguesraum, So
sind ﬂlq,ﬂl2,*&5 drei verschiedene Geblsche, womit (3) und
(4) von vornherein ausscheiden. Aber auch (2) ist nicht
mSglich: Die Ausnahmemenge A(X ), also das hyperbolische Netz
mit den Achsen 4E4 und 4E2, miiBte Teilmenge vbn.ﬂkB, eines
Geblisches mit einer von 1E1 und 4E2 verschiedenen Achse sein,
was sicherlich nicht der Fall ist.

3.4.4 Ist X:ﬁﬂ » @' eine lineare Abbildung mit rgy = 1,
1[2C] ein Geradenfeld, welches ein ausnahmefreies Geraden-
blischel enthdlt und *X eine Gerade dieses Feldes, so
gibt es hdchstens ein Geradenfeld bzw. hdchstens zwei
Geradenfelder, die 'X enthalten und kein ausnahmefreies
Geradenblischel besitzen, je nachdem 'X der Defintions-
menge D(X) von % angehdrt oder nicht.

Beweis: Wir schliefBen hinsichtlich der Ausnahmemenge der
Abbildung % an die Fallunterscheidungen des letzten Be-
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weises an.

In Fall (1) ist A(x) die Vereinigungsmenge eines Geraden-
bilindels 1[‘E1n ‘E2] gnd eines Geradenfeldes 1[1E1V4E2]. Dann
besitzt ein Geradenfeld 1[2D] genau filir *Eqn“EeczD kein
ausnahmefreies Geradenbilischel; daher gilt 1E1n*E2¢ZC und
1[(4E104E2)V4X] ist das einzige Geradenfeld, das 1X enthdlt
und kein ausnahmefreies Geradenblischel besitzt.

In den Fallen (2), (3), (4) ist A(y) ein Netz; wir unter-
scheiden nach den drei Netztypen:

Bei einem elliptischen Netz existieren keine Blischel von
Ausnahmegeraden und Jjedes Geradenfeld besitzt ein ausnahme-
freies Geradenbilischel.

Ist A(Y) ein hyperbolisches Netz mit den Netzachsen *E
bzw. 4E2, so besitzt ein Geraden-

1

feld 1[%*D] genau dann kein aus- //%5

IE,
nahmefreies Geradenbilischel, wenn '
. 5 / /

es eine der Netzachsen enthidlt.
Deshalb gilt 1Ei¢2C (i=1,2), und
je nachdem 'X<2?C keine bzw.

eine bzw. beide Netzachsen trifft,
gibt es kein Geradenfeld bzw.

genau ein Geradenfeld bzw. genau
zwel Geradenfelder durch 'X, welche kein ausnahmefreies
Geradenblischel besitzen. Genau dann, wenn X beide Netz-
achsen trifft, gehdrt *'X der Ausnahmemenge A(x ) an und

nur in diesem Fall existieren zwei solche Geradenfelder.

Im Falle eines parabolischen Netzes besitzt ein Geraden-
feld 1[2D] genau dann kein ausnahmefreies Geradenbiischel,
wenn 2D die Netzachse 'E um-
faBt. Ist 71X zur Netzachse =
windschief, so besitzt jedes
Geradenfeld durch X ein aus-
nahmefreies Geradenbiischel; 20
trifft X jedoch die Netz- "
achse, so ist 1[*Xv1E] das

einzige Geradenfeld durch

1X, das kein ausnahmefreies Geradenbiischel enthdlt. /7
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2.4.5 Eine lineare Abbildung X;*ﬁ.n»@' besitzt genau dann den
Rang 1, wenn Jede Einschrdnkung von ¥ auf einen projektiven
Hochstraum vom Rang -1,0 oder 1 ist und Tm(Y) mindestens
zwel Punkte enthalt.

Beweis:
(1) Fir rg) = 1 ist die Behauptung trivial.

(2) Bs sei X eine lineare Abbildung mit mindestens zwel Bild-
punkten und jede Einschrankung auf einen projektiven HSchst-
raum seil vom Rang -1,0 oder 1, Nach 3.3.2 ist die Einschridn-
kung von % auf mindestens einen projektivén HSchstraum vom
Rang 1, das heilBlt es gibt ein ausnahmefreies Geradenbiischel
1b1 = 1[°T1,2H1]. Ferner folgt Im(%) = 1[°T1,1H1]x = 1[°T1]x =
= 1[2H,Ix.

Ist 1b2 = 1[°T2,2H2] ein H,
weiteres ausnahmefreies Geraden-— A
rsd
biischel, welches nicht mit b S
L o0 Is

in einem projektiven Hochstraum

enthalten ist, so existiert genau 4y
eine Gerade 'S := %H,n?H, und &, \\
genau eine Gerade 'V := °T1v°T2. A
Nehmen wir 1S¢A(x) an, so liegt im Geradenfeld 1[2H4]
bzw. 1[2H2] Jje genau eine Ausnahmegerade 4A1 bzw. 4A2, die
von 15 verschieden ist. Auf der Geraden 1S existiert
ein Punkt °Q¢ 1A,]u"A2. Daher sind die Geradenbiischel
1[°Q,1H1] und 1[°Q,2H2] ausnahmefrei, und das Geradenbiindel
1[°Q] besitzt genau eine Ausnahmegerade 4A3¢2H1UEH2. Wir
konnen daher folgende Kette perspektiver Geradenbiischel
(im Sinne von 2.8.2) aufstellen
1001, ,20,] F10°q, 20,1 B21[0q,2H,] B11[°D,,2H,], welche
das Geradenbiischel 1[°T1,2H1] projektiv auf das Geraden-
bischel 1[°T2,2H2] abbildet. Bei dieser Perspektivitat
haben zugeordnete Geraden denselben Bildpunkt unter X o
das heifdt 4b1X = 4b2x.

Falls 1S Ausnahmegerade ist, aber 4Ve—fA(')() gilt, so kann

dual vorgegangen werden.
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Sind sowohl *S als auch 1V Ausnahmegeraden der Abbildung
Y, so liegen die Bﬁscheltréger°T1 und °T2Anicht auf 1S, und
wir kdnnen eine Gerade ‘§C‘H1 /
widhlen mit *S # 1S und °T1¢ﬂ§.
Da 1V die einzige Ausnahmegerade
im Geradenbiindel 1[°T2} ist,

) 13 o=
29 T2v Sl =
P= 1b5 ein ausnahmefreies Geraden-

erhalten wir mit 1[°T

1S keine Ausnahmegerade ist, und 1y
”bBX = Yooy = 1°T,1y, also 1o,y = "oy -

biischel. Es gilt 4b11 = “bBX, da

Es verbleibt zu zeigen, daB fir jede Nichtausnahmegerade
X, welche keinem ausnahmefreien Blischel angehdrt, der
Bildpunkt 71X auf der Geraden ‘qu liegt. Dann ist jedoch
die Einschriankung von x auf jeden projektiven HSchstraum, der
‘X enthdlt, vom Rang O, sodaB 4X¢1H1 und ‘Xn2H1 = °U¢‘A1
gelten muBl. Das Geradenbiischel 1[°U,2H1] besitzt nur die Aus-
nahmegerade 1A,], hat also eine einpunktige Bildmenge
iQ'}C4b1x. Wegen rg(xf1[°U]) = O erhalten wir

‘Xxe1[*Uly = {Q't< "byx, also Im(x) = "b.x. /7

Aus diesem Beweis folgt weiters die Giultigkeit folgendes
Satzes:

3.4.6 Ist %:'ZL>> &' eine lineare Abbildung mit rgy, = 1,
und sind 4bq sowle "b,2 zwel ausnahmefreie Geradenbilischel,
s 3 3 « A4 4 5 . 1 1 =1
so ist die Abbildung s: b, > b2 mit & := (x| bﬂ)(xl b2)
eine Projektivitat.

[7

Falls die beiden ausnahmefreien Geradenbilischel einem
projektiven Hochstraum angehdren, ist die Projektivitdt ¢
sogar eine Perspektivitdt.
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‘3,5 Lineare Abbildungen mit mindestens zwei Bildpunkten

5.5.1 Wir kehren zu den in 3.1.2 getroffenen Voraussetzungen
zurlick und untersuchen lineare Abbildungen 7(:‘11 » £'. Nach
3.1.7 kOnnen wir als Zielraum T' einen endlichdimensionalen
projektiven Raum wahlen.

Nach 3.3.2 besitzt jede lineare Abbildung:x mit zwei ver-
schiedenen Bildpunkten mindestens ein ausnahmefreies d-Biischel,
sodaB flr rgy = 1 die Bildmenge Im()) eine Punktreihe von T '
ist.

2.5.2 Wir verallgemeinern einen in 3.4.4 bewiesenen Satz
unter der Zusatzvoraussetzung n = d+2 (2 3):

Ist X:fﬂ>¢ @' eine lineare Abbildung aus der d-Geometrie
eines (d+2)-dimensionalen projektiven Raumes mit rgy » 1,
d[#1H] ein d-Feld, welches ein ausnahmefreies d-Biischel
enthdlt und %X ein d-Raum dieses Feldes, so gibt es
hochstens ein d-Feld bzw. hdchstens zwei d-Felder, die 4X
enthalten und kein ausnahmefreies d-Biischel besitzen,
Je nachdem *X der Definitionsmenge D(Y) angehdrt oder nicht.

Beweis: Wir konnen die Aussage 0.B.d.A unter der Voraussetzung
rgX = 1 beweisen, da fir rgyx @ 2 stets eine Projektion
n':g':»:&% von ' auf einen Unterraum @%cﬂ' so gewahlt werden
kann, daB rgyn' = 1 gilt. Dann ist jedoch nach 3.1.4

A(x)c Alxm').

Ist 4[¢'T,**1H] ein ausnahmefreies d-Blischel, so gibt es
stets einen Unterraum *“2Uc*'Tn4¥,und flir jedes d-Feld d[“‘Hi],
das %X enthdlt, ist d[*2U3“4Hi] ein zweidimensionaler projek-
tiver Teilraum des d-Feldes.

Die d-Klammer d[*2U] ist nach 2.1.4 perspektiv zur
1-Klammer 1(23V] eines zu #2U komplementdren Unterraumes 3V.
Wir konnen daher auf den graBmannschen Teilraum T (4[*2%U])
das Ergebnis aus 3.4.4 anwenden, das heiBt hdchstens eine
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bzw. hochstens zwei der d-Klammern d[*lUyw”Hi] besitzen kein
ausnahmefreies d-Biischel. Es gibt also auch nur hdchstens

ein bzw. hochstens zwei d-Felder, die <X enthalten und kein
ausnahmefreies d-Biischel besitzen. /7

Wir setzen im folgenden wieder 1 ¢ 4 € n-2 voraus.

3.5.3 Ist %:“l » f' eine lineare Abbildung und sind die
Hiillen zweier ausnahmefreier d-Biischel d-b,] = d[**Td,mﬂqu
und 4b2 = d[*4T2,M4Hé] benachbart, so gilt dqu = 4b2x,
falls jede Einschrédnkung von ¢ auf einen projektiven Hichst-

raum vom Rang -1,0 oder 1 ist.

Beweis: Die Einschrdnkung von ¥ auf d[“*qu bzw. d[**HEJ ist
vom Rang 1, sodaBl fir zwei Geraden 4G,],."G2 der Teilraum
d[4G1;“4H1] bzw. d[‘Gé,“"HEJ die Ausnahmemenge dieser Ein-
schrénkung ist. Setzen wir 48 := OLHH,]n“‘”HE, so existiert
im projektiven Raum T(*S) gemdB 1.3.6 ein zu *8n G, und dSn4G2
windschiefer Unterraum 4-2U. In beiden d-Feldern gibt es daher
ausnahme freie d-Biischel, deren Triger %2U unfassen.

Wir beschridnken uns auf den Teilraum d[*lUQ*Hqud”H2],
welcher nach 2.7.2 das Dimensionspaar (d-(d-2),(d+2)-4) =
= (2,2) besitzt; dieser graBlmannsche Teilraum ist daher
zur 1-Geometrie eines dreidimensionalen projektiven Raumes
isomorph. Mit 3.4.5 folgt dann rg(X\d[**U,“4H1vd”H2]) = 1
und “qu = “ng. /7

Gilt speziell 4 = n-2, so sind je zwei (d+1)-Rdume (Hyper-
ebenen) benachbart und die in 3.4.5 angegebene Charakterisie-
rung der linearen Abbildungen vom Rang 1 kann sinngemiR
verallgemeinert werden. Ebenso kann dual fir 4 = 1 vor-

gegangen werden.

2.5.4 Unter der Zusatzvoraussetzung, daB jedes d-Biischel
mindestens fiinf Elemente besitzt, die Ordnung N von T
also mindestens vier ist, gilt:

Eine lineare Abbildung x:dﬂ » Q' beisitzt genau dann den

Rang 1, wenn jede Einschrdnkung von % auf einen projek-
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tiven Hochstraum vom Rang -1,0 oder 1 ist und Im(y)
mindestens zwei Punkte enthalt.

Beweis:
(1) Fir rg9 = 1 ist die Behauptung trivial, und zwar mit

oder ohne Zusatzvoraussetzung.

(2) Bs sei 7 eine lineare Abbildung mit mindestens zwei
Bildpunkten und jede Einschrinkung auf einen projektiven
Hochstraum sei vom Rang -1,0 oder 1. Nach 3.3.2 gibt es

mindestens ein ausnahmefreies d-Biischel ¢b, = d[*1T1,“4H1]

1

Ist ¢b2 = d[“*Te,“4H2] ein weiteres ausnahmefreies d-
Biischel, so gilt nach 3.5.3 4b,q = 9b,Y, falls “*'H, und
dHI-I2 benachbart sind. Sind die Hiillen jedoch nicht benach-
bart, so konstruieren wir eine Nachbarfolge i*”Yi|i=O,...,l§
von *'H, =:d”YO nach “'H, =: Y,, wobei jedes d-Feld
41y, ] (i=0,...,1) ein ausnahmefreies d-Blischel besitzt.

In *'H, wird ein d-Raum %X, durch."“"‘H,!n‘*”H2 und in gleicher
Weise ein d-Raum anc“‘H2 ge-—
wdhlt. Dann gibt es in‘D‘*’*Hj
(j=1,2) Punkte °Q;, welche zu
dY. windschief liegen; °Q, und

°Q, sind dann verschieden und mit
i

dev°Q1v°Q2 (j=1,2) erhalten wir

zwei verschiedene (d+2)-Rdume, die

4H . umfassen. Auf jeden dieser
(d+2)-Rdume wenden wir nun das Ergebnis aus 3.5.2 an: Es
gibt also im graBlmannschen Teilraum P(d[dxjonqvoqzj) (3=1,2)
hdchstens zwei d-Felder (im Sinne des Teilraumes) durch 4X.,
welche kein ausnahmefreies d-Blischel besitzen. Die (d+1)-
Klammern (d+1)[de,dX.v°Q1v°Q2] sind beide perspektiv zur
0-Klammer (Punktreiheg O[°Q1V°Q2]. Da diese nach der Zusatz-~
voraussetzung mindestens finf Elemente besitzt, gibt es
mindestens einen Punkt °ReO[°Q,v°Q,], sodaf d[dev°R] (3=1,2)
ausnahmefreie d-Biischel besitzt. Es existieren ja hochstens
2.2 = 4 Punkte, die nicht diese Eigenschaft besitzen.
Wegen °R¢ﬂ“an¢uH2 ist dist(“X1v°R,4X2VaR) = dist(“‘Hq,*4H
~ 1, und Iteration dieses Verfahrens liefert die gewlinschte

2)-
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Nachbarfolge. Wir erhalten daher mit 3.5.3
db,]x = d[d-“"YO]x = 4. = d[dHYl]x = 4b2?(.

Es verbleibt zu zeigen, daB fiir jeden d-Raum dXO, der
keinem ausnahmefreien d-Bilischel angehdrt, notwendig 4Xoxedb1x
gilt, falls AXOX definiert ist.

Wir nehmen indirekt clXO édqu an. Dann wdahlen wir einen
d-Raum dZe"'b1 aus, sodaB 42y und dXOx zwel verschiedene
Punkte von ' sind. Nach 1.%.6 gibt es eine zu{dXOX}und
§4Zyt komplementdre Hyperebene ﬁ%; mit w':§' » {4Xoxfbezeich—
nen wir die Projektion von T' mit dem Zentrum §; auf {*X %.
Die zusammengesetzte Abbildung ym' dU.H»EdeX§1st vom Rang O
und ihre Ausnahmemenge umfalBt nach 3.1.4 diejenige von % -
Laut %.3.2, Beweisschritt (2) kOnnen wir eine Nachbarfolge
idXili=O,...,l} von 4X, nach 4Z = ¢X, konstruieren, wobei
jedes Element der Folge der Definitionsmenge D(Xn'),also
auch D(X) angehdrt. Nehmen wir o0.B.d.A. an, daB aufeinander-
folgende d-Raume der Folge verschieden sind, so legen diese
genau ein d-Blischel fest und die Einschrénkung von % auf
jedes dieser d-Bilischel ist vom Rang O oder 1. Durchlaufen
wir, vom ersten d-Biischel 4XOdX1 beginnend, die Folge dieser
d-Biischel, so gelangen wir nach endlich vielen Schritten
das erste Mal zu einem d-Biischel kaiXk+1, welches mindestens
einen d-Raum 4MeﬂXk“Xk+1 besitzt, der einem ausnahmefreien
d-Biischel angehdrt. Das tritt nd&mlich spdtestens im d-Blischel
AXl—ﬂin ein, wo 4Z diese Eigenschaft hat. Dann ist jedoch
,(dX'def1>X {AXOXE fiir alle j=0,...,k-1, also insbesondere

Ist das d-Biischel 4X X , ausnahmefrei, so gilt
q = o = d 4 $
Xyx = kae(ka¢Xk+1)x = 4b,y im Widerspruch zur Annahme.
Ist jedoch das d-Biischel 4Xk¢Xk+1 nicht ausnahmefrei, so
gilt dXoX = kax = 4Mxeﬂqu, da 9M einem ausnahmefreien
d-Blischel angehdrt. Damit liegt erneut ein Widerspruch vor.

74
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3.5.5 1In Verallgemeinerung von 3.4.6 gilt:
Ist x:*ﬁ,»-@' eine lineare Abbildung mit rgy = 1 und sind
d-'b,] sowie *bz zwel ausnahmefreie d-Blischel, so ist die
: . d d ; = d 4 -1 s
Abbildung 8: %%, » b, mit 6:= (xl bq)(xl b2) eine
Projektivitat.

1

Beweis: Wir unterscheiden zwei Falle:

(1) Der projektive Raum T besitzt eine Ordnung N £ 3.
Die Abbildung ¢ ist nach 3.1.3 bzw. 1.1.3 eine Bijektion
und wegen N £ 3 eine Projektivitat.

(2) Gilt N 2 4, so folgt mit 3.5.3 und 3.4.6 die Richtig-
keit der Aussage filir d-Blischel mit benachbarten Hillen;

aus 3.5.4, Beweisteil (2) ergibt sich die Richtigkeit fiir

alle d-Blischel. Y4

3.5.6 Ist x: »-Q{ eine lineare Abbildung mit drei nicht-
kollinearen Bildpunkten,so ist fiir N ® 4 nach 3.5.4 die Ein-
schrankung von A auf mindestens einen projektiven Teilraum
vom Rang 2. Insbesondere kann fiir N 2 4 zu zwei ausnahmefreien
d-Biischeln *b1 und cLb2 mit nicht benachbarten Hiillen die in
3.5.4, Beweisschritt (2) konstruierte Nachbarfolge auch fiir
rgy » 2 konstruiert werden,rda wir die im Beweis vorkommende
Hilfsliberlegung 3.5.2 unter der Voraussetzung rgy 2 2 zeigen
konnten. Damit sind wir in der lLage, die zentrale Aussage
liber die "Urbilder" einer Projektivitdt &' zweier Punktreihen

von Im(%) zu beweisen:

3.5.7 Ist X:@ﬂ » @' eine  lineare Abbildung mit rgy 2 2 und
sind °lb,I sowile 4b2 zwel ausnahmefreie d-Bischel, dann ist
fir jede Projektivitdt ¢':9Db 1% > b x auch die Abbildung
§:4b, > 4b, mit 6:= (x|4b, )d(xldb ) eine Projektivitidt.

Bewels:
(1) Fir N € 3 ist das trivial (vgl. 3.5.5, (1)).

(2) BEs sei N ® 4., Es gibt daher einen projektiven Hchst-
raumd%,, welcher einen zwelidimensionalen projektiven Teil-
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raum “3c’$ besitzt mit rg(x14%) = 2. Dann ist 43y =nfp&cIm(x)
eine Ebene des Zielraumes T'. Wir wahlen nun ein d-Biischel
d«b5c:"‘2), und setzen 4bj =3 d[**Tj,“*Hj] fir j=1,2,3.

Nach 3.5.4, Beweisteil (2) existieren Nachbarfolgen
{“”YiﬁiT=O,...,11} von *H, na-ch.‘““H5 und

{dHYiJiI=O,...,12§ von dLMH2 nach d“"‘HB, wobei alle d-Felder
dD“‘Yi1] bzw. d[“”Yiz] mindestens ein ausnahmefreies d-Biischel
besitzen.

Véllig analog zu der in 3.4.5, Beweisschritt (2) und 3.5.3
entwickelten Methode konnen wir zu zwei ausnahmefreien
d-Biischeln mit benachbarten Hiillen eine Kette von Perspek-
tivitdten so angeben, daB alle beteiligten d-Biischel aus-
nahmefrei sind, da die Ausnahmemenge A(Y) stets Teilmenge
der Ausnahmemenge einer linearen Abbildung vom Rang 1 ist.
Dabei sind aufeinanderfolgende d-Biischel mit gleicher Bild-
punktreihe wie in 3.4.5 perspektiv abzubilden, sodalB
zugeordnete d-R&dume denselben Bildpunkt unter der Abbildung
A besitzen; sind die Bildpunktreihen nicht identisch, so ist
die Einschrédnkung von ¥ auf den betreffenden projektiven
H6chstraum mindestens vom Rang 2. Die Bildpunktreihen sind
dann ebenfalls perspektiv. insgesamt erhalten wir eine Kette
perspektiver Punktreihen als Bild der Kette perspektiver
d-Bischel.

Es gibt also Progekt1v1taten 613 b1 > db3 und 0‘23:4b2 > 4p
fiir welche auch1613 1% = 4b 3% bzw. 6é3:4b2X > deK mit
613 ° (x 1%D,)" 613(X!db ) bzw.

653 (x1%b,)" 623(70 bz ) .
Projektivitédten sind. Setzen wir Eé 1= 6%3— 6'6é3’ so ist

5,

]

6% eine projektive Selbstab-
bildung von db5x. Da x!*3 eine

lineare Injektion der projek-
tiven Ebene M(*d ) ist, erhalten ,/”/k///

wir mit 65 t= (qub5)65(1|¢b3)_1 o

eine projektive Selbstabbildung ‘*-~\\‘<§£/
von GLb3.4) Nun folgt mittels Bx

1) An dieser Stelle geht wesentlich der Verkiirzungssatz (vgl. [1,3.143]) ein.



-70-

¢ = (XJ*bq)d'(inbg)"q -

(1190085564657 (114,07 =
(xl"'bq>(xl¢b1>‘“615<xldb5>(xl¢b3>‘165<x|*b5><xl‘*b5>‘“523‘1
CIR FOTCTEY- YO R

-1
61355003

daB die Abbildung 6 projektiv ist. /7

Damit sind wir nun in der Lage zu zeigen, daB es gewisse
lineare Abbildungen nur aus der d-Geometrie eines Pappos-
Raumes geben kann (vgl. 3.4.2 und 3.4.3).

3.5.8 Ist x:%ﬂ(W} H»@' eine lineare Abbildung und existiert
sowohl ein d-Biindel d[*"'T] als auch ein d-Feld d[*H], so-
daB die beiden Einschrénkungen 4| d[**T] und 9l d[*+H] beide
mindestens vom Rang 2 sind, so ist T notwendig ein Pappos-
Raum.

Beweis: Wir kdnnen sowohl im d-Biindel als auch im d-Feld
zweidimensionale projektive Teilraume 131 bzw. *¢2 wahlen,
die der Definitionsmenge D(X) angehoren. Dann erhalten wir
mit 441X bzw. °h‘:lgxrje eine projektive Ebene von TT! und es
gibt eine proJjektive Kollineation P'=*31x > 432x, durch die
eine Kollineation p:= (X{daq)p}(xl4&2)41 mitbestimmt wird.
Nach 3.5.7 ist die Einschrénkung von p auf jedes d-Blischel
von “Qq gleich einer Projektivitdt. Mit Hilfe der in 2.1.4
definierten Perspektivitdaten von Klammern, k&nnen wir
Perspektivitidten 5,1:42},1 > 0[2U] bzw. 32:“32 > (n-1)[r2V]
auf zweidimensionale projektive Teilrdume von °T bzw. "'
angeben. Die Kollineation Mg = 31—1H§2 kann gemafBl 1.2.3

zu einer Kollineation ﬂ:wﬁp+““ilfortgesetzt werden.
Identifizieren wir (°W)* mit »*TT , so kSnnen wir « als
Korrelation von °T ansprechen. Da °T zu T isomorph ist und
die Korrelation " nach Konstruktion projektiv ist,ergibt sich
T notwendig als projektiver Pappos-Raum (vgl. [2,5.48]). //
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Mit T ist dann auch T' ein projektiver Pappos-Raum, da
T und W' isomorphe projektive Ebenen besitzen.

Da es keine endlichen nichtpapposschen Desarguesraume
gibtygilt nach 3.5.4 und 5.5.8:

3.5.9 Ist T= (R,4) ein nichtpapposscher Desargues-Raum
und x:ﬁﬂ(ﬁ) > §' eine lineare Abbildung, welche drei nicht-
kollineare Bildpunkte besitzt, so ist die Einschrénkung
von.x auf mindestens ein d-Biindel (d-Feld) vom Rang 2
und alle.Einschrankungen von x auf: d-Felder (d-Biindel)
sind.hdchstens vom Rang 1.

/7

3.5.10 In einem Sonderfall k&énnen wir jetzt alle linearen
Abbildungen angeben:
Ist T= (ﬁ,%) ein dreidimensionaler nichtpapposscher
Desarguesraum, so gilt fir jede lineare Abbildung ’)(:111(11') »p'
rgy € 2.
Jede lineare Abbildung %:*Z(T) » R' ist Produkt einer
Projektion auf einen projektiven HBchstraum‘g,und einer
linearen Abbildung y:‘ﬁ-»»ﬁ' aus dem projektiven Raum
ﬂ(“%) in den projektiven Raum T'.

Beweis:

(1) Nach 3.4.3 und 3.1.4 ist die Ausnahmemenge A(x) einer
linearen Abbildung % mit rgx 2 1 eine Teilmenge der Ver-
einigungsmnege eines Geradenbilindels 1[°S] und eines Geraden-
feldes 1[*R] mit nichtleerem Durchschnitt, wobei A(x )N 1[°8]
und A(X)n 1[#R] projektive Teilradume sein miissen.

Nach 3.5.9 gibt es einen ausnahmefreien projektiven HOchst-
raumn; ist dieser etwa ein Geradenbindel, so besitzt jedes
Geradenfeld 1[2C] mindestens eine Ausnahmegerade und diese
ist fur °3¢:C notwendig die Gerade *Cn®R, sodaB 1[*RIc A(y)
folgt. Da es ein ausnahmefreies Geradenbiindel 1[°T] gibt,
ist die Gerade °Sv°TgA(X), sodaB das Geradenbiindel 1[°S]
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mit der Ausnahmemenge A(y) genau das Geradenbiischel 1[°S,2R]
gemeinsam hat. Das ergibt insgesamt A(YX ) = 1[%R] und nach
3.1.7 Beweisschritt (1) folgt Im(¥X) = 1[*RIv1[°T] = @v1[*T],
also rgy € 2.

Dual besitzt jede lineare Abbildung mit einem ausnahme-
freien Geradenfeld ein Geradenbindel als Ausnahmemenge.

(2) Ist x:‘ﬂ(ﬁ) » #' eine lineare Abbildung, so enthdlt die
Ausnahmemenge A(y) fir rgy = -1,0,1 bzw. 2 nach 3.3.1,

3.4.2, 3.4.%2 bzw. (1) mindestens einen projektiven HOchst-
raum, etwa ein Geradenfeld 1[*R]. Ist °T ein zu %R komplemen-
tdrer Punkt und ist m:'0 » 1[°T] eine Projektion mit der
Ausnahmemenge 1[*R] (vgl. 3.2.2), so ist stets {'X3y = §{‘Xiny,
fiir alle 'Xe'd, also { = mp fir p:10°T] » &' und y:=x 1[°T].

L7

Falls A(y) ein Geradenbiindel enthdlt, kann dual vor-
gegangen werden.

Der GraBmann-Raum (“ﬁ(ﬂ0,~0 besitzt das Dimensionspaar

L%;%%i -1=5 (vgl. 3.1.8) und Beweis-

schritt (1) gibt es keine reguldren linearen Abbildungen
aus (*U(T),~).

(2,2),und wegen
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4 REGULARE LINEARE ABBILDUNGEN

4.1 Die Bildmenge einer reguldren linearen Abbildung

4.1.1 Wir setzen unsere Untersuchungen mit den in 3.1.2 ge-
troffenen Voraussetzungen fort; dabei kann ' o.B.d.A. als
endlichdimensional angenommen werden (vgl. 1.3.6). Ferner
liegt keine Beschrdnkung der Allgemeinheit vor, wenn wir die
projektiven R8ume T = (@,%) und T = (£',4') als Pappos-
Rdume voraussetzen. Es gilt n8mlich:

4.1.2 Jede reguldre lineare Abbildung r:ﬁlCW) > 4' ist global
und injektiv.
Aus der Existenz einer regulédren Abbildung T:‘ﬁ(W) > Q'
folgt notwendig, dal T und T' projektive Pappos-Réume sind.

Beweis:

(1) Wir zeigen die Injektivitdt von 7y; nehmen wir indirekt

X # AY mit *Xy = Yy an. Dann gibt es einen Punkt °PcdX\YY

und eine zu °P windschiefe Hyperebene "™'B>*. Wie in 3.1.7,
Beweisschritt (1) bilden wir die Klassen d%q’d%e’d%g und
erhalten *Xy = “Yyey,yn*},y. Bezeichnen wir mit (e, ,e,) das
Dimensionspaar von *T, so ist nach dem Dimensionssatz und 3.1.7

dann rgy = dimﬂ([‘}qg]v[wﬁegﬂ =

(e1+e2-1)! (e1~1+e2)!

= -1+ - 1 - dimT([*Y 3 In [y 591) <
eql(ea—ﬂ)! (eq—ﬂ)!ez!
(e1+e2)!

, da dimﬁ([déqxjn[“%zxj) 2 0 gilt. Das widerspricht
e le,!
1°%2

der Regularitdt von ¥ .

(2) Gibt es ein Ausnahmeelement *A der Abbildungy, so muB nach
Beweisschritt (1) jeder zu %A benachbarte d-Raum ¢X # 4A eben-
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falls Ausnahmeelement von y séid, weil sonst y14A%X nicht
injektiv ist. Da es von *A zu jedem Element von %Y eine
kiirzeste Nachbarfolge gibt, erhalten wir A(y) =47, , also
rgy = -1, im Widerspruch zur Annahme, ¥ sei regular,

(3) Mit 1 £ 4 € n-2 gilt e, 2 2 und €5 2 2. Flir jedes d-
Blindel bzw. fiir jedes d-Feld erhalten wir mit (1), 1.1.4
und 3.1.3 rg(yld[*'T]) = n-d ® 2 bzw. rg(yl A H) = d+1 2 2,
Nach 3.5.8 ist daher sowohl T als auch T' ein projektiver

Pappos-Raum. /7

4.1.%3 Eine Gerade g'c®', welche mit der Bildmenge Im(y)
einer reguldren linearen Abbildung y:ﬁl 2 ' drei Punkte
gemeinsam hat, ist ganz in Im(4) enthalten.

Ein Unterraum P, ist genau dann Teilmenge von Im(y), wenn
imoc= pqg ein projektiver Teilraum von *T ist.

Beweis: _

(1) Es seien X',Y',Z' drei paarweise verschiedene Punkte
von gnIm(y). Ist etwa X'y—q und Y'y_q benachbart, so wird
das d-Biischel (X'gﬁq)(Y'&_q) dach (L1) auf die Gerade g'
abgebildet und es gilt g'cIm(y).

(2) Nehmen wir an, daB die Urbilder X'y—q, Y'x-q, Z'g—q

paarweise nicht benachbart sind, so gibt es nach 1.3.6 einen
Punkt °PCX'K—1 -1
dual eine Hyperebene ”“BDY'K_q, welche X'x—q und Z'g—q nicht

, der zu Y‘K—q und Z'y~ ' windschief ist und

umfalt. Vermoge °P und "'B erklaren wir wie in 3.1.7, Beweis-

schritt (1) dﬂe Klassen dgq,dge,d}B und die Abbildungen &,,€,.
Dann gilt Z'y e } R und die d-Raume Z'y 151 bzw. Z'y 152
sind von X'y =1 und Y g paarweise verschieden, da die drei
d-R&aume Z'g_q, zZ! g g, und Z'g”qa2 paarweise benachbart sind.
Die Unterrdume [*%,¢] und [*5281 von T' sind windschief,
da y eine regulédre lineare Abbildung ist, sodaB aus Z' héch-
stens eine Treffgerade an diese Unterféume existiert. Wegen
X'e [*%4%] und Y'e[*%,¢] sind X' und ¥' die FuBpunkte elner

Treffgeraden. Das ergibt jedoch X'y -1 Z'K 1&1 und Y'X
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-1 -1

im Widerspruch zur An-

3 Y'K‘—/Is Z'g

nahme sogar paarweise benachbart sind.

= Z'y—qee, sodaB X'y

(3) Ist*Mein projektiver Teilraum von *T , so ist *my eine
Teilmenge von Im(y); fiir je zwei verschiedene Punkte X',Y'
aus “My sind die Urbilder X?x—ﬂ_und Y'g—q benachbart und
verschieden, womit die ganze Verbindungsgerade X'Y'
=((X'y—1)(fwy'1))g in “My liegt.

(4) Nun sel‘pqc:Im(y) ein Unterraum von T'. Falls’21 leer
oder einpunktig ist, 1st'nqg ein projektiver Teilraum von
4M. Besitzt p% jedoch eine Gerade, so tragt diese mindestens
drei Punkte und ist nach (1),(2) Bild eines d-Biischels.

Da fur irgendzwel verschiedene Punkte X' »Y'eg, die Verbindungs-
gerade X' Y”c@1 ist, sind Jje zwel Elemente von‘?qg =1 benach-
bart; nach 2.4.2 ist dann‘pqg Teilmenge eines projektiven
Hochstraumes “% Die Einschrankung x\‘% 1st eine lineare
Injektion im Sinne von 1.1. 4, sodaB‘pqx ein projektiver
Teilraum von 4T ist. A ‘ /7

4.1.4 Eine regulédre lineare Abbildung X:‘ﬁaé R' ist nicht
surJektiv.

Beweis: In 4 gibt es nach 2.2.3, Beweisschritt (2) zwei
nicht benachbarte d-Ridume #X und *Y. Dann sind die Bild-
punkte %Xy und 4Yp verschieden und die Verbindungsgerade
(*Xy)(*¥yx) schneidet Im(¥y) in nur zwei Punkten. Hitte ndmlich
‘diese Gerade mit Im(y) drei Punkte gemeinsam, so waren 94X

und *Y im Gegensatz zur Annahme benachbart. 17

4.2 GraBmannsche Xoordinaten

4.2.1 Es bleibt im AnschluB an 4.1.2 zu zeigen, daB es fiir
jeden n-dimensionalen projektiven Pappos-Raum T = (f, %)
regulédre lineare Abbildungen y: A0(T) » 4" gibt. Mit T ist
dann auch T' ein Pappos-Raum.
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Jeder projektive Pappos—-Raum T ist isomorph zu einem

n+1

arithmetischen projektiven Raum T(K ,K), wobei K ein

n+1,K) der (n+1)-dimensionale

kommutativer Kérper und (K
arithmetische Vektorraum iiber K ist. (Vgl. [2,8.10,16])
Es genligt daher eine reguldre lineare Abbildung von
‘ﬂ(W(Kn+1,K)) anzugeben.

4.2.2 Jeder d-Raum %X von.“ﬁ(W(Kp+1,K)) kann durch d+1
unabhingige Punkte (XjO"'°’Xjn)K (j=0,...,d4) aufgespannt
werden. Wir bilden die Matrix

XOO e« e . e Xon

X30 ... ... Xan

und berechnen deren (d+1)-spaltigen Unterdeterminanten

XOJ‘ e &4 @ XOJ‘
pjo"'j¢ P= E | E mit O ¢ j,< J, < eee < J, € n.
XdJ > s @ de

Ordnen wir diese (211) Zahlen lexikographisch an, so kdnnen

wir sie als Vektor des arithmetischen Vektorraumes

ai1)

ne4
dimensionalen arithmetischen projektiven Raumes W(KQ”XK)

(K9 K) bzw. als Koordinaten eines Punktes des(( -1 -

auffassen, da mindestens eine Koordinate von Null verschieden
ist. Wir haben damit eine globale Abbildung ¥ von.‘ﬁ(ﬂ(Kn+q,K))
in die Punktmenge von W(Kﬂan). Die Koordinaten des Bild-
punktes *Xy sind die bekannten graBmannschen Koordinaten
(1.Art) des Unterraumes 4X. *)

Die graBmannschen Koordinaten sind von der Auswahl der
den Unterraum %X aufspannenden Punkte unabhdngig und jede
Umnormung eines Vektors (xjo,...,xjn) bringt nur eine Um-
normung der graBmannschen Koordinaten mit sich. Die Abbildung

1) Die graBmannschen Koordinaten werden, insbesondere fiir n = 3 und d = 1, auch PLUCKERsche
Xoordinaten genannt.
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y ist injektiv aber nicht surjektiv; vielmehr gehOrt ein
Punkt von'W(Mga,K) genau dann zur Bildmenge Im(y), wenn seine
Koordinaten die graBmannschen Relationen erflillen. Die Menge
Im(x) und Jjede dazu kollineare Punktmenge eines projektiven
Raumes heiBt eine GraBmann-Varietdt. Vgl. dazu [21,S.176ff],
[19,8.255ff] und [5,S.287ff].

Wir nennen diese Abbildung y die gralmannsche. Koordinatisie-
rung von *%L (T (K*" 1 JK) ).

4.2.% Die graBmannsche Koordinatisierung y Von‘iLCW(Kn+1tK))
ist eine reguldre lineare Abbildung.

Beweis:

(1) Wir berechnen das Bild eines d-Blischels: Dazu wdhlen
wir eine Basis (x. TURRREE ST K (j=0,...,d+1) der Hiille des
d-Bischels so, dall fur J~O,... d-1 eine Baslis des Biischel-
triagers vorliegt. Die unabhdngigen Punktmengen

{(XOO, .o .,Xon)K, o o o ,(X(d_,] )O’ LI} -’x(d"‘/l )n)K,

((xdo,...,xdn)u + (x(d+1)o,...,x(d+1>n)v)Klu,veK,(u,v)#(O,O)}
spannen dann die d-Rédume %X(u,v) des d-Blischels auf. Dabei
sind (u,v) (homogene) Blischelparameter.

Auf Grund der Multilinearitdat der Determinate erhalten wir
flir die graBmannschen Koordinaten von *X(u,Vv)

Jo o3 Jooeede (1OR T By g, (0T

sodafBl das Bild des d-Buschels eine Gerade durch die Punkte
“X(1,0)¢und ?X(0,1)¢ist. Wir erkennen auBerdem die Doppel-
verhaltnistreue der Abbildung <.

Damit erfiillt y die Forderung (L1); wegen der Injektivitadt
von y ist (IL2) trivialerweise erfiillt.

P (u’V) =D
d,

(2) Die Punkte (Sko,..., n K, (k=0,...,n)bilden die kanonische
Basis von'W(Kn'Vl ,K), aus denen wir die d-Rdume
o I P VA TC TR o K| kefko , oo B3 mit Ok, <...<k, <n}

erhalten. Das ergibt <g:q> solche Unterraume, deren graBmannsche
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Koordinaten wir berechnen. PFir dEk°"'k¢ ermitteln wir zunéchst
die Matrix

Skoo LI ) * 00 Skon

§k40 *** ‘' Skyn

und erhalten die graBmannschen Koordinaten

Sko%"'ghjd
Ky o« oKy _ . . _oke..uky
Ps, < e 3y : : 3&..J¢’
Skid tt Okada

diese Determinante besitzt ndmlich nur dann in jeder Zeile
ein von Null verschiedenes Element, wenn (kg ,«..,Kq4) eine
Permutation von (J,,.-.5Jq) ist, und da beide (d+1)-Tupel
streng monoton wachsend geordnet sind, liegt die identische
Permutation vor.

Die Punkte *EX® ***¥4 pilden daher die kanonische Basis
von'W(Kcuﬂ,K), sodaB y reguldr ist. /7

4.3 Der erste Fortsetzungssatz

4.5.1 Es bedeutet keine Einschrénkung der Allgemeinheit,
wenn wir im folgenden den Zielraum T' als(<g:1>—1)—dimensionalen
projektiven Raum annehmen. Ist X:ﬁ&(r) > 4£' eine regulére
lineare Abbildung, T" = (?",%") ein Weiterer(<§:1> - 1)=-
dimensionaler projektiver Raum und %:§' » 4" eine Kollineation,
so erhalten wir mit y—x:“i{(ﬂ’) »4" nach 3.1.4 wieder eine

reguldre lineare Abbildung.

Sind jedoch X«q:“i\('ﬂ‘_) >f"' und 3*2:‘21(“') »R" zwel regulédre



...'79...

lineare Abbildungen, so ist T1~1¥2 einer Bijektion von Im(yq)
auf Im(g2) gleich, die stets je drei kollineare Punkte in
drei kollineare Punkte iberfihrt. Wir zeigen in 4.3, daB

die Abbildung gq-%§2 zu einer Kollineation n:{¢' = 4" fort-

gesetzt werden kann.

4.3.2 Zunachst geben wir eine Bedingung dafiir an, daB zwei
reguldre lineare Abbildungen lbereinstimmen. Dabei zer-
legen wir‘ﬁ,, wie in %.1.7, Beweisschritt (1) beschrieben,
in die drei Klassen “}1,d52,d33.

Sind yq:“ﬂ » Q' und 32:¢ﬁ > @' zwei reguldre, lineare Ab-
bildungen, ist gql*}i = X2ld}i (i=1,2),und gilt fiir einen
d-Raum *Wed}3 die Bedingung “qu = dWKg’ so stimmen ¥, und
o Uberein.

Beweis: Filir jeden d-Raum elXe“}3 sind die drei d-REume dqu,
4X52, ¢X paarweise verschieden und liegen inleinem d-Bilischel,
jodaB in T' die Bildpunkte “).(e,]g,l ‘=°‘Xqu2, e g = ‘Ees¥s,
Xgq> dX&é stets kollinear sind. Die Gerade(‘Xang)(dXE2gq) =
= (dXqua)(dXe2gé) gehdrt also sowohl Im(gq) also auch Im(&e)
an, was- Im(yq) = Im(gé) bedeutet.?) Wir erhalten somit eine

globale bijektive Selbstabbildung ¥ a¢o t von %11 .

Zwel verschiedene benachbarte d-Rdume sind nach 4.1.3 da-
durch gekennzeichnet, daB die Verbindungsgerade ihrer Bild-
punkte ganz in Im(y,) bzw. Im(y,) enthalten ist. Die Abbildung
qu2 ist also ein Automorphismus von *W, welcher nach
2.5.6 und 2.5.7 einen Verbandsisomorphismus %:ul -+ ull oder
einen Verbandsantiisomorphismus d:ull » ull induziert.

Da y,%5 *yl i=1,2) die Identitdt ist, ergibt sich y,¢;
als Isomorphismus 1.Art und die Abbildung *x: i) > °7) (vgl.
2.5.1) ist eine perspektive Kollineation mit dem Zentrum °P
und der Achse O[™'B], die
ferner den Fixteilraum O[*W] be-

/l

%P

sitzt,der weder das Zentrum .ent-

halt, noch in der Achse liegt. Da w

jeder Kollineationsstrahl aus L _
O[*W] genau einen Punkt ausschnei- _‘/f””/” ~g
det, ist O[4W] ein Fixpunktraum

1) Wir werden in 4.3.3 sehen, daB Im(y) = In(y,) eine GraBmann~Varietdt ist; es liegt also
die "rekursive Erzeugung" einer GraBmann-Varietit vor (vgl. [5,5.296]).
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und °n ebenso wie M ist die Identitiat. Das liefert X4 = y2.

Vs

4.2.3 5ind y,l:‘ix >p' und ggz"‘il > " zweli reguldre lineare
Abbildungen, so gibt es genau eine Kollineation
. t ¢ 1 -
n:g' 3 R" von ' auf T" mit yan o= yg.

Bewelis: Wir beniitzen die in 2.7.3%3 entwickelte induktive Be~
weismethode; dabei ist unter einer regularen linearen Ab-
bildung aus einem k~dimensionalen projektiven Raum, der
nach 2.7.1 das Dimensionspaar (1,k) besitzt, wegen
)1

Qex)! _ 1 = k eine lineare Injektion zu verstehen. Ur-

k!
und Zielraum besitzen also dieselbe endliche Dimension.

(1) Fiir lineare Injektionen (XKollineationen) ¥q0 ¥o ist
gqxé_ﬂz'p' > 9" eine Kollineation. Setzen wir w:= gqxé",
so ist n die einzige Kollineation, die das Gewlinschte leistet.

(2) Zerlegen wir %I\ wieder gemdB 3.1.7, Beweisschritt (1)
in die drei Klassend@“dgg,d%a, so lautet die Induktions-
voraussetzung, dal es Kollineationen

mi:ﬁ%jfﬂj > [*}ixa} mit (Eﬂ‘q}i)”i = (&2l¢§i) (i=1,2) gibt.
Die Kollineationen‘ni sind dabei die eindeutig bestimmten
Fortsetzungen der Abbildungen (yqﬁ%fi)"q(gaﬁ}i). Wihlen

b7
o
ah, / 4b27l
\ 7
\\6_____’ - ‘dbt 72
KoY

wir zwei d-Blischel *bf:‘}i (1i=1,2) und eine Projektivitit

. - O :
6" %02 = "Pofa. 50 ist nach 3.5.7 auch die Abbildung
g 1= (\525“‘b,')6',‘(&'21"%2)“’| eine Projektivitdt, welche eine
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Projektivitdt €' := (gq\db ) 1e (gql*b ) 1ndu21ert Insgesamt
ist also &' (X1 ga\ bng)s (Kﬁ 52\ 2ga) projektiv, so-
daB die Kollineationen %, und %, vertrédglich gemiR (V4)

(vgl. 1.3.8) sind und laut 1.3.10 zu einer Kollineation

n:P' » " fortgesetzt werden kdnnen. Die Kollineation

ist eindeutig bestimmt, wenn wir fliir einen d-Raum iWe‘}3

dqu 24 “Wr2 fordern, da dWKq ein wesentlicher Punkt und
“{Wy,t eine zuléssige Bildmenge von {*Wg,} ist.

Wir erhalten eine reguldre lineare Abbildung xqﬂ;dﬁ +1p",
die nach 4.3.2 mit ¥, iibereinstimmt. /7

Es gibt also, von kollinearen Umformungen abgesehen,
genau eine lineare Abbildung aus der d-Geometrie eines
endlichdimensionalen projektiven Pappos-Raumes, und die Bildmenge
jeder reguldren linearen Abbildung ist eine GraBmann-Varietdt
(vgl. 4.2.2). Andererseits kann jede GraBmann-Varietidt als
Bildmenge Im(x) einer reguléren linearen Abbildung ¥ auf-
gefallt werden.

4.3.4 Ist t:*ﬁ + ' eine regulare lineare Abbildung, so
liefert die GraBmann-Varietdt Im(¥) einen GraBmann-Raum
(Im(¢ ),~), wenn wir zwei Punkte genau dann benachbart ( ~ )
nennen, falls ihre Urbilder benachbart sind. Dann sind nach
4.1.3 zweil Punkte von Im(y) genau dann benachbart, wenn ihre
Verbindungsgerade ganz in Im(y) enthalten ist, oder wenn sie
gleich sind. Die Abbildung K—qum(&) +dﬁ,”bildet (Im(y¢),~)
isomorph auf (4%, ,~) ab. Eine GraBmann-Varietdt ist ein
"Punktmodell" eines Grafmann-Raumes.

Von besonderem Interesse sind die Automorphismen von

(Im(y),~).

4.,%3,5 (Erater Fortsetzungssatz) Ist g:dﬂ.4~2' eine regulidre
lineare Abbildung und ?:Im(g) > Im(g) ein Automorphismus

des GraBmann-Raumes (Im(yx),™~), so existiert genau eine
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automorphe Kollineation n:%' - @' der GraBmann-Varietidt
Im(y), die ¢ fortsetzt.

Beweis: Definieren wir eine Abbildung ng*ﬁ.é 2' durch

ngﬁ i= dXX?5 so ist ¥ eine reguladre lineare Abbildung,

und Y ¥ kann nach 4.3.3 2zu genau einer Kollineation
nePML(T') fortgesetzt werden, welche auch die gesuchte Fort-
setzung von @ ist. L7

Die Kollineation m gehSrt der Gruppe PPL(Im(K)) aller
automorphen Kollineationen von Im(¥) an und umgekehrt in-
duziert jede Kollineation aus PTL(Im(y)) einen Automorphismus
des GraBmann-Raumes (Im(x),N).



-8%-

5 DER ZWEITE FORTSETZUNGSSATZ

5.1 Problemstellung

5.1.1 Im folgenden sei T = (p,qp ein n-dimensionaler projek-
tiver Pappos-Raum, °*T = (*%U,~) (1 ¢ d £ n-2) die d-Geometrie

inT, sowie y:41l » p eine reguldre lineare Abbildung in die
n+1
_ _ d+1
T = (p,%). Ferner sei W' = (p',%') ein weiterer endlich-

Punktmenge eines (( )—1)—dimensionalen projektiven Raumes
dimensionaler projektiver Raum.

Unser Ziel ist es, alle linearen Abbildungen aus (4% ,~)
in T' anzugeben.

5.1.2 Falls es eine lineare Abbildung y:$ » 4' aus T in T'
gibt, erhalten wir mit yy:*U =» 4" nach 3.1.4 wieder eine
lineare Abbildung. Damit haben wir neue Beispiele fiir lineare
Abbildungen aus der d-Geometrie eines n-~dimensionalen projek-
tiven Pappos-Raumes gefunden (vgl. [2], [12]).

Ist andererseits X:fﬁ » @' eine lineare Abbildung, so
liefert y-qx eine Abbildung aus Im(y )<y in %', die eine
lineare Abbildung aus dem GraBmann-Raum (Im(y),~) in den
projektiven Raum T' ist. Wenn wir

zeigen kdnnen, daB x_q'x zu einer 471 —x;——-Im(x‘)c )

. . - rd
linearen Abbildung y aus W in W' X
fortgesetzt werden kann, so X ‘,”W
kennen wir alle linearen Abbildungen r'

aus ‘M in ', da wir nach 1.1.7

alle linearen Abbildungen aus T in T' angeben kdnnen.

5.1.2 Nehmen wir an, daB y:ﬁ)» 4' eine lineare Fortsetzung
der Abbildung x-ﬂx ist, so folgt aus Im(y )<§ einerseits
Im(x) = fﬂx = (Im(g))x’qx = (Im(¥))y<Im(y), also rgx ¢ rgy.
Da andererseits die Verbindungshiille von Im(y) mit g iiber-
elnstimmt, gibt es eine Basis & cIm(y) von T . Nach 1.1.9
erhalten wir rgy = dim(8y] = dim[iquxj < rgy; zusammen-
fassend gilt also rgx = rgy.
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5.1.4 (Zweiter Fortsetzungssatz) Ist ¥ H0(T) » 4" eine
lineare Abbildung und y:%*0(W) 9 ¥ eine regulédre lineare
Abbildung, so gibt es genau eine lineare Fortsetzung
y:2 » 4' der Abbildung g“qx.

Zum Bewels verwenden wir die in 2.7.3 entwickelte Methode

der vollstandigen Induktion. Dabei gilt stets 4 2 ngﬂ bzw.

n ¢ 24d+1.

(1) Flir endlichdimensionale projektive RAume ist das Fort-
setzungsproblem analog zu 4.3.3 trivial, wenn wir unter
einer reguldren linearen Abbildung aus einem endlichdimen-
sionalen projektiven Raum sinngemidB eine lineare Injektion
bzw. eine Kollineation verstehen.

(2) Die Induktionsvoraussetzung ist daher, daB es fiir jeden
echten Teilraum 43 genau eine lineare Fortsetzung aus [‘33]

in ¢' gibt, insbesondere genau eine lineare Fortsetzung
yo:[A[™1Cly] » §' fir jedes Hyperfeld d[**C]. Ebenso existiere
fiir jedes d-Hyperbiindel d[°Q] genau eine lineare Fortsetzung

pgi[a[°Q] 1 » 4' der Abbildung b“—q(xl arql).

Der eigentliche Beweis sei wegen seiner Lange kurz
 skizziert:

In 5.2 wdhlen wir einen Punkt °P und eine Hyperebene "' Bp°P
so aus, dall wir die linearen Abbildungen yP:[d[°P]g]>+ &'
und ¢q:[d["*Bly] » 4' zu einer linearen Abbildung pip » §'
fortsetzen kdnnen. Da yp, und yp aus komplementdren Unter-
rdumen von T abbilden, miissen wir gegebenenfalls noch fiir
einen wesentlichen Punkt die Bildmenge zulZdssig festlegen,
um gemdB 1.3.5 ¢ eindeutig festzulegen.

Es folgt in 5.3 bis 5.5 der Nachweis, dall ¢ eine Fort-
setzung von x_qx ist. Dabei verwenden wir vor allem die in
1.3.2 bewiesenen Aussage, wonach zwei lineare Abbildungen
hoéchstens eine lineare Fortsetzung im Verbindungsraum der Ur-
raume besitzen, falls die beiden Definitionsmengen nichtleeren
Durchschnitt besitzen.

Die Fille n ¢ 2d-1, n = 2d und n = 2d+1 werden getrennt
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untersucht, der triviale Sonderfall einer leeren linearen
Abbildung ¥ wird in 5.2.2 behandelt.

5.2 Konstruktion einer mdglichen LOsung

5.2.1 Die Einschrdnkung von % auf jeden projektiven Hdchst-
raum ist linear im Sinne von 1.1.2. Weiters gibt es einen
projektiven Hochstraum *%O %erart, daB r := rg(xlm%cQ >

2 rg(x1?9 ) gilt, wobei 49c¥ ein projektiver HOchstraum
ist.

In Abhéngigkeit‘vom»Wert der ganzen Zahl r wihlen wir einen
Punkt °P, eine komplementare Hyperebene ™1B und gegebenen-
falls einen d-Raum 4Wgd[°Plud["™*B] so aus, daB die linearen
Abbildungen WP:[d[°P]X] » ' und WB:[d[”*B]gJ » 4' genau eine
lineare Fortsetzung besitzen, gegebenenfalls mit der Zusatz-
voraussetzung {*Wiy = {*Wiyy.

5.2.2 Es sei r = -1: Da jeder projektive HOchstraum nur
Ausnahmeelemente besitzt, ist %X eine leere Abbildung. In
diesem Fall ist der Induktionsbeweis gar nicht ndtig: Fir

qux ist Im(@) die Ausnahmemenge, sodaB jede lineare Fort-
setzung dann [Im(p)] = R als Ausnahmemenge besitzen muB. Daher
ist die leere lineare Abbildung aus T in T' die einzige

lineare Fortsetzung von y-qx in den projektiven Raum T.

Der Fall r = -1 kann daher im folgenden ausgeschlossen
werden.

5.2.2 Es sei r = O: In diesem Fall gibt es keine aus-
nahmefreien d-Bischel, aber mindestens ein d-Blschel
d[44T,*4H], welches genau ein Ausnahemelement 4W besitzt.
Wir wahlen eine Hyperebene "™1B so, dal 4Wn™B = 41T gilt.
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Dann sind 4W und **Hn™B zwei
verschiedene Hyperebenen des
projektiven Raumes MW(¢1H), welche
nach 1.3.6 einen gemeinsamen Kom-
plementdrraum °P besitzen.

Mittels der Abbildungen €4:€5
(vgl.3.1.7,(1)) gilt dann °Pv41T =
= ‘W51 und " BneH = 4We

X
Aus r = 0 folgt mit 3.3.2 rgx = O; ebenso ist rglxl d[°P]) =

= rg(ql d[*fB]) = 0, da ‘We, und dWe2 der Definitionsmenge

D(x) angehdren. Ferner gilt nach 5.1.3 rgyp = T8y = O.

Die linearen Abbildungen Yp und ¥ sind gemidB 1.3%.8,(V1)
vertraglich, und nach 1.3.10 gibt es genau eine lineare
Fortsetzung w:% » 4' von Yp und Yg» die den beziiglich Yo
und Y5 wesentlichen Punkt Wy als Ausnahmeelement besitzt.

5.2.4 Es sei r = 1. Da die Einschrankung von % auf min-
destens einen projektiven HOchstraum vom Rang 1 ist, gibt es
ein ausnahmefreies d-Blischel 4[¢1T,4¢1H].

Wir wdhlen nun einen Unterraum *#?Uo>44H, was wegen d ¢ n-2
stets moglich ist. Nach 3.5.2 gibt es fiir ein Nichtausnahme-
element dW2c‘”H hochstens ein d-Feld, dessen Hillle in 42U
liegt, das dW2 aber kein ausnahmefreies d-Buschel enthilt.
Wir kBnnen also in der (d+1)-
Klammer (d+1)[dW2,“1U] noch
mindestens einen Unterraum 448 £
# 91 H finden, sodaB das d-Feld
d[#1H] ein ausnahmefreies d-Biischel
besitzt. Dann gilt rg(x!dD“‘ﬁ]) = 1y .
und die Ausnahmemenge von x| d[4H]

ist der Teilraum d[*A,“‘ﬁ] fir eine
gewisse Gerade *1AcHd# f.
Gemall 1.%3.6 kann nun der Punkt °Pc‘“ﬁ so gewdhlt werden,
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daB er weder in dW, noch in 1A enthalten ist. Die Hyperebene
1B wihlen wir komplementdr zu °P durch **H. Auf Grund dieser
Auswahl besitzt das d-Hyperblindel d[°P] ein ausnahmefreies
d-Biischel, z.B. d[¢+4T,4f] mit °Pc4tTcf beliebig; im d-
Hyperfeld 4[™1B] ist das d-Blischel 4[** T, H] ausnahmefrei.

Ferner kdnnen wir gus dem d-Blischel d[*‘@;“‘ﬁ] einen
Unterraum ‘Wq nit ‘qu # ‘Wax wiahlen und im d-Biischel dW,I"W2
einen von ‘*W,I und dW2 verschiedenen d-Raum 4W finden. Dann
gilt 4WEi = 4Wi (i=1,2).

Aus r = 1 kOnnen wir im allgemeinen nur rgyx ® 1 schlieBen.
Desgleichen besitzen die Einschréankungen %' 1d[°P] und x|["*B]
mindestens den Rang 1; mit 5.1.% gelten diese Rangabschatzungen
auch fir Yp und 2

Ist 4 eine lineare Abbildung vom Rang 1, dann gilt auch
rg(ql d[°P]) = rgyp = rg(yl d["~1B]) = rgyy = 1. Nach 3.5.4
ist das fiir eine Ordnung N 2 4 stets der Fall. Zur Konstruk-
tion einer linearen Fortsetzung y von WP und yx miissen drei
Falle unterschieden werden:

(1) Fir rgx = 1 sind die Abbildungen yp und Yy nach 1.3.8,

(V3) vertrdglich, denn fiir die Geraden éq ' = d[**ﬁ;“*ﬁ]x
und‘é2 := 4[4 T,9MH]y ist die Abbildung 6 := (VPléq)(WBlég)_q =
= (T“‘xléq)(x"‘xl,éa)‘1 nach 3.5.5 und 3.5.7 eine Projektivitdt.
Der Punkt 4Wy ist wesentlich bezlglich Yp und yB,und es

gibt nach 1.%.10 genau eine lineare Fortsetzung W:E:e '

von ¢y und yp, welche “Wyy= 4Wy leistet,da {¢Wy} eine zu-
léssige Bildmenge von {Wy} ist.

(2) Ist rgy 2 2 und rgyp = rgyg = 1, so miissen die Geraden
Im(wP) und Im(WB) verschieden sein, da Im(x)cIm(WP)va(yB)
gilt. Die Abbildungen Yp und Y5 sind dann im Sinne von 1.%.8
nicht vertrédglich. Da diese Annahme Jjedoch nur fir N ¢ 3
denkbar ist, kdénnen die Abbildungen dennoch linear fortgesetzt
werden, wie in 1.3.11 gezeigt wurde. Analog zu (1) existiert
genau eine lineare Fortsetzung W1§3» 4', welche dW;y = dWg
leistet.
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(3) Gilt etwa TeYp 2 2 und rgyy = 1, so sind die Abbildungen
Yp und Yy laut 1.3.8, (V4) vertrdglich, wobei wie in (1)

fiir Geraden éq und 52 mit 3.5.7 folgt, daB die Abbildung

- - - S=1 ... . . AP

6 := (yplgq)é'(yBlga) fir jede Projektivitdt ¢':g,¢p > W5
projektiv ist. Ebenfalls wie in (1) erkennen wir, daB genau
eine lineare Fortsetzung yw:§ » 4' von Yp und yg existiert,
welche 4Wygy = ¢Wy leistet.

5.2.§ Bs sei r 2 2. Nééh Voraussetzung existiert also ein
zweldimensionaler projektiver Teilraum, welcher in der
Definitionsmenge D(x) enthalten ist. Wir nehmen o.B.d.A.
an, daB dieser Teilraum Teilmenge eines d-Feldes ist, sonst

wird dual vorgegangen. Das ist méglich, da wir die Voraussetzung

d 2 n;ﬂ in 5.2.5 nicht bendotigen, und d-Hyperbiindel bzw. d-
Hyperfelder einander dual gegenlberstehen. Insbesondere be-
sitzt dieses d-Feld ein ausnahmefreies d-Bilischel 4d[¢4 T, 4+ H],
sodaB gilt rg(qtd4-1T]) » 1, und es gibt sicherlich einen

Unterraum dW,]ed[d”T]\d[d*"H], fiir den 4W1x definiert ist. Aus

dem ausnahmefreien d-Bilischel

d[¢-1T ¢+ H] wdhlen wir einen d- PP
Raum dW2 mit ‘qu # 4W2x, sodald oW
das d-Biischel dW,]dW2 keine Aus-
nahmeelemente besitzt.
d-IT
Nun gelte °Pch1\**T und ,///// delHA! B

n1B>4H sei zu °P komplementar.

SchlieBlich greifen wir aus dem

d-Biischel 4W,4W, einen von dwq und dW2 verschiedenen d-Raum
4W heraus, sodafB wir dW&i = dWi (i=1,2) erhalten.

Die Abbildung ¢Yp besitzt nach Konstruktion mindestens den
Rang 2. Férner sind yp und yg gemdB 1.3.8, (V2) oder (V4)
vertraglich, je nachdem rgyp = O oder TgYp = 2 gilt; die
Projektivitédtsbedingung ist wieder mittels 3.5.7 nachzuweisen.
Wie in allen anderen Pallen existiert genau eine lineare

lineare Fortsetzung y:& » 4' von yp und yp mit dWyy = 4Wyg.
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5.2.6 Falls es algo fiir r 2 O iberhaupt eine lineare Fort-
setzung von ¢ 'y gibt, so ist es die Abbildung ¥, wobei yy
nach Konstruktion auf der Menge dA[°PJu[™*Blui* W} mit %
Ubereinstimmt. Dabel kdnnten nach 1.3.4 flir rgy = 1 nur die
Fasern von y eindeutig bestimmt sein. Das ist nicht der
Fall, da x und 9¢ nach 5.2.4, 5.2.5 fir rgy = rgy = 1 auf
mindestens einem d-Biischel 4b dasselbe leisten. _

Die Abbildungen % und 'X‘f’ . stimmen auch auf dem d-Biischel
We,“We, Uberein. Fir 4WeA(y) ist das trivial. Gilt 4WeD(y),
so ist 4W&,]“W52 ausnahmefrei bei x und ¢y . Mit 3.5.5 bzw.
3.5.7 folgt aus xl9b = y¢l4b, daB & := (g |"‘W&,]°‘W£2)(-d'yl‘We,]"W&2)_
eine Projektivitdt ist. Da dW,dWs,],4W22 Fixelemente von &

/]

sind, gilt € = id,wﬁ.wﬁ.

5.3 Beweis fiir n € 24-1

5.2.1 Wir setzen in 5.3.1 nicht notwendig n € 2d-1 voraus.

Es sei °QcdWn"™'B ein Punkt. Dann existiert nach Induktions-
voraussetzung genau eine lineare Fortsetzung qJQ: (d[°Qly] » 4’
von y_,]('xld[?Q]), Da flir jeden echten Teilraum9l genau eine
lineare Fortsetzung von g—q (x148) existiert, stimmen ¢ und
Yy, auf den windschiefen Unterrdumen 5,] := [d[°Pv°Qly]c
cldl®°Ply] und @, := [d[°Q,"*Blglc[d["*Bl¢] iberein, deren
Verbindungsraum [d[°Ql¢] ist (vgl. 3.1.7,(1)). Jede lineare
Fortsetzung von ¢4, und ylg, in den Unterraum ﬁivﬁg, die
$4Wyt auf {4Wy¢ly abbildet, ist nach 1.3.5 mit qJVR,]v'{Zg faser-
gleich. Mityy(dWe 4We, = x|4We, 4We, =3'11Ql°'Wa,]'*W52 folgt
vq =w| [d[°Ql¢], bzw. {*Xiyy = {4X}y, flr alle 4Xed[°Q] mit
°QcdWnn-B.,

5.2.2 Ist nun speziell n € 2d-1, so besitzt jeder d-Raum
4XeZl einen Schnittpunkt mit 4Wam4B, sodaB nach 5.3.1 die
Abbildung y eine Fortsetzung von X—qx ist.

/n=2a-1/
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5.4 Beweis fiir n = 24

5.4.1 Im AnschluBl an das Brgebnis in 5.3.1 und auf Grund

der Konstruktion von y brauchen wir die Beziehung {4Xtyy =

= {4X}y nur noch fiir solche d-Rdume <¢Xe&*fl nachzuweisen,
welche zu 4Wn?¥'B und °P windschief sind, denn Jjeder d-Raum
aus A[2+B] schneidet 4Wn®'B. Es sei 4X im folgenden so ein
d-Raum. (Die Skizzen in 5.4 sind filir d=2, alsoc n=4 erstellt.)

Wegen n = 2d haben je zwei d-Rdume nichtleeren Durch-
schnitt. Da 4X zu dWn2B = dedWa1 und °P windschief ist,
erhalten wir Schnittpunkte °S :=
1= 4XadW und °S, = 9XadWe, mit op
°5,°3 ,°P paarweise verschieden
und nicht kollinear. |

Wir betrachten den projektiven
Teilraum W(4[°P,4Wv°P]). Die Ein-

schrankung von ¥ auf diesen Teil-

raum ist wegen dW&qéA(X) keine
leere Abbildung, sodaBl ihre Aus-
nahmemenge in einer gewissen Hyperebene d[1A,4WveP] mit
°Pc'A des Teilraumes enthalten ist. Eine weitere Hyperebene
dieses projektiven Teilraumes ist d[°Pv°Sq,de°P], da der
Trager dieser d-Klammer eine Ge-
rade ist. Nach 1.3.6 gibt es daher
einen d-Raum 4Y§d[°P,‘Wv°P], der
beiden Hyperebenen des Teilraumes
nicht angehdrt. Die beiden Tféger—
geraden ‘A und °Pv°Sq haben also

mit 4Y nur °P gemeinsam, sodaB
insbesondere die Ebene °Pv°Sv°Sq
nicht in 4Y enthalten ist und es genau einen Yunkt °Q :=
= dYn(°Sv°Sq) = 4¥nd4X gibt. Nach Konstruktion gilt ferner
dYéA('x).

Da 4X und damit auch °Q zu 4Wn*'B windschief ist, kOnnen
wir 4Z := (dWA*B)veQ bilden. Es ist dann 47 #£ dW&,]; nehmen
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wir n8dmlich indirekt 47 = dWaq an, sO folgtA°Qc‘Xn‘Weq’= °S
und wegen °QcdY ergibt °Q = °Sq cd4Y einen Widerspruch zur Aus-

wahl von 4Y.

Es ist d4Z¢d[4Wn™1B,4Wv°P], sodaB 4Z auf Grund der gewdhlten
Angabe nur fiir r = O und 42 = 4W bzw. °Q = °S ein Ausnahme-
element von | ist. Wir unterscheiden daher zwei Fédlle:

5.4.2 47 gehdrt der Ausnahmemenge A(xX) nicht an: Fir das
d-Hyperbiindel d[°Q] ist X_q(x d(°Q]) nach Induktionsvoraus-
setzung zu genau einer linearen Abbildung y~:[d[°Qlg] » &'
fortsetzbar. Ist24-1C eine Hyperebene durch 4Z, so leisten
die Abbildungen y und WQ auf [d[°Q3¢4C]T] dasselbe, da auf
Grund des Dimensionssatzes kein in %4+1C enthaltener d-Raum zu
dWNM1B windschief sein kann.

Wir wdhlen nun zwei verschiedene Hyperebenen M*Cisdz (i=1,2)
mit #4C,>°P und 7-‘*-402;25°P. Die d-Klammern d[°Q,’-4°4Ci] haben
47eD(%) gemeinsam, sodaB ¢ und WQ nach 1.3.2 auch im Ver-
bindungsraum [d[°Q,2¢@1]x]v[d[°Q,2M02333 = ch[d[°Q]g]
libereinstimmen milissen. Die Ab-
bildungen Y und WQ leisten fer-
ner auf d[°Pv°Qly] =: &, dasselbe,
denn beide sind lineare Fortset-
zungen von g-q(xld[°Pv°Q]).

Mit hﬂcqdev°P = 4Wv°P24Y er-
kennen wir dYed[°Q,2‘“C,]]nd["Pv°Q]
und 4YeD(x). Fir dYUG'Eqv’EZ ist
also “Yyy = Yypo definiert und nach 1.3.2 muB v, e, =
= WQ‘61V52 gelten.

Setzen wir qu = (ani*CE)v°P
und dX2 1= (dXv°P)n1#02, so gilt
4§e4§1dX2 sowie dXxe(qux)(dxgx)c
Cqvis-

Damit ist {*X}yy = idXix
nachgewiesen.
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5.4.3 Es sei 4ZeA(y): Wie schon in 5.4.1 bemerkt, gilt
d7 = dW, °Q = °3 und r = O.

Die Gerade °Pv?eQ ist zu
dWn24B = dedWaq windschief und
das O-Bilischel (Punktreihe)
0[°Pv°Q] ist perspektiv zum d4d-
Biischel 4[¢ Wna2B,4WveP], welches
genau ¢W = 942 als Ausnahmeelement

besitzt. Wir wBhlen einen zu 4Y
komplementdren Unterraum <1M mit °ch**Mc“X, sodalBl das d-
Bliischel d[4-1M,4Xv°P] =: 4b perspektiv zum Geradenbiischel
10°S,,°S,v°Pv°Q] bzw. zum O-Biischel O[°Pv°Q] liegt.

Flir den d-Raum 4“*Mv°Ped[°P] stimmen die Bildpunkte unter
xund yy trivialerweise liberein. Fur alle 1Xedp := 4b\ {¢X3%,
die von d“‘NMv"PNverschieden sind, gilt °§1_:= dirﬁWeq = 93
sodaB 4Yn4X =:°Q folgt. Mit Hilfe op
des festen d-Raumes 4Y kann dann .

19

wie in 5.4.2 definiert werden

47 .= (deHJB)v°§, wobei 47 £ 47
kein Ausnahmeelement von % ist.
Damit gilt aber {Wi}yy: {di}x

fiir alle 4%edb nach 5.4.2. Yoa.05

Die Abbildungen gy und 7 stimmen daher auf 4b  iiberein;
wegen r = O besitzt 4b mindestens ein Ausnahmeelement von X .
Gibt es in 4B keine Ausnahmeelemente von % bzw.yy , so ist
by  einpunktig und (L2) liefert 4XeA(y) bzw. 4XeA(yy).
Besitzt 4B genau ein Ausnahmeelement und daher auch mindestens
2inen d—RaEm ‘iOGD(x), so gilt 49Xy = ‘ﬁox = diow = Xy .
Falls in 4b zwel Ausnahmeelemente existieren, so ist nach
(L1) weder “Xyy noch 94Xy definiert.

Zusammenfassend gilt daher {*X}yy = {?Xiy.



_95_

5.5 Beweis flir n = 2d+1

5.5.1 Wegen n = 2d+1 erhalten wir beim Dualisieren von Aus-
sagen der d-Geometrie wieder Aussagen der d-Geometrie.

Insbesondere gilt also dual zu 5.%.1:
{4X3yy = 194X§y¢ flir alle 4Xed[24C] mit 24 CO4WveP.

Wir brauchen daher die Beziehung

{9X}yy = {4X¥yq nur noch fiir solche | P
Unterrdume 94Xe4ll nachzuweisen, We

. !
die sowohl zu °P als auch 4Wn2dB
windschief sind und (dual) so-
wohl mit 2dB als auch mit 4Wv°P " 28

den ganzen Raum aufspannen.

5.2.2 Wir wéhlen eine Hyperebene 24 C24We, beliebig aus.

Die eindeutig bestimmte lineare Fortsetzung von X—q(xld[ldcj)
sei WcideZdC]X] » ', sodafl ¢ und y, auf den Unterrdumen
[d[°P,2dCJ¢] und [d[°Q,24C]y] lbereinstimmen, wobei °QcdWn2dB
beliebig gewdhlt werden darf. Nach Konstruktion ist dW&¢eD(%);
nach 1.%3.2 stimmen ~also ¢ und WC auch im Verbindungsraum
(a[°P,%d Clylv[d[°Q,24 CI¢] liberein. Fir alle 4Xed[24C] ist
andW&q nicht leer. Wir ko6nnen einen Punkt °Qc¢Wn24dB stets

'so wdhlen, daB 4Xn(°PveQ) # @ erfiillt ist. Dann gilt nach
2.2.7 9°9Xed[°P,2d C1¥d[°Q,2dC] bzw. nach 3.1.5

4Xye(a[°P,2d Clvd[°Q, % C])¢c(d[°P,2 Cly)v(d[°Q,2dCly)C
cld[°P,24 ClyIv[d[°Q,2d4 Cly]l, womit {¢Xiyy = {¢X}y fir alle
d¥ed[24 C] nachgewiesen ist.

Ist andererseits fir einen d-Raum ¢X der Durchschnitt
andWaq # @, so existiert eine Hyperebene 2dCDddeW&q,
sodaB {!Xfyy = 14Xx erflillt ist.

]

{4Xtq fir alle
2d+1 zu an"Wa2 £ 0

5.5.3 Dual zu 5.5.2 erhalten wir {/Xtyy
dX mit dXv"W&2 £ 4, was jedoch wegen n
dquivalent ist.

]
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5.5.4 Der Durchschnitt 9Xn(4Wv°P) ist fiir alle *Xc7l nicht
leer. Ist dim(4Xn(¢Wyv°P)) = 1, so ist %X zu dW51 und “‘We,.2
nicht windschief, sodaB nach 5.5.2 und 5.5.3 gilt {4Xtgy =

§9X%q . Bs verbleibt daher diese Eigenschaft nur noch fir
solche d-Rdume 94X mit d4Xn(dWveP) =: °Q und Q¢dW.s,‘u‘*WE,
nachzuweisen.,

2

Die Abbildung %|d[¥WveP] besitzt einen projektiven Teil-
raum von M(A[4Wv°P]) aus Ausnahmemenge; setzen wir
94 := N RI4ReA(y|d[4WveP]), so folgt aus AWEqéA(x) die
Ungleichnung q = O.

Wir missen zwel Falle unterscheiden:

5.5.5 Es sei °Q # %A. Wir wédhlen dann einen Punkt °ch
cdWn2dB und einen Punkt °52c4A mit °S A °Q. Gem8B 1.3.6
existiert ein zu beiden Punkten w1ndsch1efer d-Raum dZ mit
°Qc4Zc4WveP. Daher gilt 4Z¢gA(y) und dim(4ZndWn2dB) = d-2,
sodal dWe.,lndZ und dWsendZ zwel wverschiedene (d-1)-Riume
sind. Wir kdnnen daher einen Punkt °Q4ch&1ndZ wdhlen, der
nicht in dW&2n4Z liegt. Dann \
schneidet die Gerade °Qv°Q1 aus
dWegndz genau einen Punkt °Q2 #

#° Q1 aus.

Die Abbildungen 4~ (X df°Q; 1)
(1i=1,2) besitzen nach Indukt10ns~
voraussetzung lineare Fortsetzungen
WQ,;:[dEOQiJKJ » €', und nach 5.5.2 7 oQ,
sowie 5.5.3 gilt yp. =y| [d[°Q,]¢].  Ferner ist M C :=
:= %XvdZ eine Hyperebene; mit Yot [d[%dCly]l » 4’ bezelchnen
wir die eindeutig existierende Fortsetzung von 3 (Wid[idc])
Die Abbildungen ¢, und y leisten daher fir die Punkte der
Unterrdume [4[°Q;,24Cly]l (i=1,2) dasselbe; da ferner 4ZeD(x)
gilt, folgt wie in 5.5.2, dall ¢ und Yo auch im Verbindungs-
raum [d[°Q1,140]3]v[d[°Q2,1dcjxj ibereinstimmen. Da 9Xj§ nach
2.2.7 diesem Verbindungsraum angehSrt, folgt {*Xtgy = {4X}y.
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5.5.6 Es sel 9%Q = %, also q = 0. Dieser Fall tritt nur fiir
r = 0 auf, denn fiir r 2 1 ist das d—Bﬁschel(dW&q)(dW&g) nach
Konstruktion ausnahmefrei. Es gilt dann 4WeA(y ), also C°ActW.

Wir wdhlen einen zu 4Wy°P
komplementdren Unterraum 9 McdX
aus und legen durch °Q eine be-
liebige Gerade 41G¢dWvoP. Das er-
gibt ein d-Biischel 4[44M,4+*MvIG] :=
:= 4b, wobel nach 5.5.2, 5.5.3 und
5.5.5 die Abbildungen 94y und ¢ auf
db  := db\ {4X} {ibereinstimmen.
Wie in 5.4.% folgt dann {Xtyy = §4X{y.

/n=23+1/

Damit haben wir den zweiten Fortsetzungssatz bewiesen.

b

5.6 Anwendungen

5.6.1 Mit Hilfe des zweiten Fortsetzungssatzes kdnnen wir
die Ausnahmemenge A(y) einer linearen Abbildung x:*ﬁ.a»@'
beschreiben: Es existiert ein ((211)—rgx—2)-dimensionaler
Unterraum ¢ von T mit Aly) = (ﬁnIm(x))g—q . Dabei ist p, der
Ausnahmeunterraum der linearen Fortsetzung y:f - 4' der
Abbildung x_qx.Die,x—Faser eines d-Raumes 4XeD(y) erhalten
wir analog als 4 -Bild des Schnittes der y=~Faser von 94Xy

mit Im(y).

Gilt insbesondere rgyx = O, so ist A(y) ein linearer
Komplex von d-Raumen (vgl.[5,S.322]); wir sprechen kurz von
einem linearen d-Komplex. Vermdge des zweiten Fortsetzungs-
satz konnen wir filir lineare d-Komplexe eine einfache geo-
metrische Kennzeichnung geben: Eine echte Teilmenge 4m
ist genau dann ein linearer d-Komplex, wenn *m mit keinem
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d-Blischel leeren Durchschnitt besitzt und mit je zwei
verschiedenen benachbarten d-Riaumen ¢X,4Y auch das d-Biischel
4X4Y enthdlt. ‘
Wahlen wir n8mlich eine MengedMmit den angegebenen Eigen-
schaften und einen d-Raum dXoeﬁL so wird durch A(y) := ‘M
und 4X » 4Xy := dXo flir alle 4Xg€ A(x) eine lineare Abbildung
K44 = §9X5Y aus T auf den projektiven Teilraum T(§4X58)
erkldrt. Wegen rg¥ = O ergibt sich?M als linearer d-Komplex.

5.6.2 Im wichtigen Sonderfall n = 3, 4 = 1 gilt dimT = 5.
Wahlen w1r T insbesondere als arithmetischen projektiven

Raum W(K ;K), so ist Im(y) dle durch die regulidre quadratische
Form (vgl. [11,8.100]) Q : (K JK) » K mit

(Poqs---9Ppz)Q = PoqPpz = PooPz * PozPqp
beschriebene reguldare quadratische Varietdt. Durch fl ist
dann die nicht ausgeartete assoziierte Bilinearform

S: (R, EF 5 K mit

(g, 1= (e g0 -4,  4,4e®°,K

mitbestimmt Es gllt (4, q)Z 2Cgﬂ) Fiir CharK # 2 wird auch
Z: als assoziierte Bilinearform bezeichnet. Die Bilinear-

form 2. ist symmetrisch und fiir CharK = 2 auch alternierend;

> beschreibt daher eine projektive Nichtnullpolaritédt (Polar-

system einer Quadrik) bzw. eine Nullpolaritdt, je nachdem

CharK # 2 oder CharK =2 gilt (vgl.[2,S.46]).

Zwei Punkte ¢K, 4K des GraBmsnn-Raumes (Im(y),~) sind
genau dann  benachbart , wenn (gu+4v)il = (gutyv)Z =
fir alle u,ve'K:gilt, also wenn 4K und 4K konjUgierte
Punkte (vgl.[1,S.158]) sind.

Ist T ein reeller dreidimensionaler projektiver Raum, so
ist T = W(B6 R) und 2 ist die KLEINsche Abbildung. Die Bild-
menge Im(T) heiRt bekanntlich auch PLﬁCKERsche Quadrik (vgl.
'[20]) Untersuchen wir mit 5.6.1 die ¢~ -Bllder der Schnitt-
varietdten panm(W) fiir alle Unterrdume 4, von T, so treten
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nach [20] folgende Geradenmengen auf:

ginf,|  (@onIm(g))e g (T)

5 U
4 Gewinde
Gebisch
3 hyperbolisches Netz

parabolisches Netz

elliptisches Netz

Vereinigungsmenge eines Geradenbiindels und eines
Geradenfeldes mit nichtleerem Durchschnitt

2 Regulus

zwel verschrankte Geradenbiischel
ein Geradenbiischel

eine Gerade

Geradenbiindel

Geradenfeld

2

1 zwel Geraden
eine Gerade
Geradenbiischel

2

0 eine Gerade

@
-1 @

Es gibt also 21 wesentlich verschiedene lineare Abbildungen
aus "X(T). Dabei ist eine lineare Abbildung durch ihre Aus-
nahmemenge allein noch nicht festgelegt.

In der Literatur wurden bisher Beispiele linearer Ab-
bildungen vom Rang 2 (vgl. [3],[4]1,[8],[91,0[171,[18]1,[23])
und vom Rang 3 (vgl.[12]) untersucht. Die sieben verschiedenen
Typen linearer Abbildungen vom Rang 2 werden insbesondere in
[3] ausfiihrlich besprochen.
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ANHANG

Wir legen dieser Arbeit folgenden Abbildungsbegriff zu-
grunde:

Sind M und M Mengen und y:M»m eine Abbildung aus der
Urmenge M in die Zielmenge N, so bezeichnen wir die
Definitionsmenge von y mit D(y) und A(y) := MD(y) sei die
Ausnahmemenge von y.

Gilt D(y) =M, so heiBt y global; eine globale, injektive
Abbildung heiBt Injektion, eine globale,bijektive Abbildung
wird Bijektion genannt. Wir schreiben ¢:M +M bzw. y:M»n
Je nachdem y global ist oder nicht. ‘

Fir Mcm ist My = {Yem|Y = Xy A Xe‘m,l} . Insbesondere
My = Im(y) ist die Bildmenge von .

Ist @:M» u eine weitere Abbildung mit A(a;)) = A(y)
und X¢ = Xy fir alle XeD(cg), so wollen wir ¢ und ¢ im
folgenden als gleich bezeichnen, also ® = ¢ schreiben.
Es gllt dann Im(g@) = Im(qz)c.ﬂn‘n,‘. Gleiche Abbildungen kSnnen
also verschie¢dene Zielmengen besitzen.

Ferner ist yim,:Mm, » 7 die Einschrinkung von y auf m,.
Wir nennen eine Abbildung ‘?:‘m2 » Ny eine Fortsetzung von y,
fallseiM =y¢ gilt.

Die Abbildung ¢ besitzt eine Umkehrabbildung L;,I—’I:Im(qj) -m,
wenn y injektiv ist. Im Sinne dieser Festsetzung ist ty-q
stets eine globale Abbildung.
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